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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiя присвячена аналiзу асимптотичної динамiки i власти-
востей притягуючих iнварiантних множин для широкого кола нео-
боротних як неперервних, так i розривних кусково-гладких вiдобра-
жень. Вивченi стiйкi перiодичнi розв’язки й хаотичнi атрактори для
цих вiдображень i ретельно проаналiзованi рiзнi локальнi i глобальнi
аспекти їхньої асимптотичної поведiнки. Зокрема, дослiдженi якiснi
перетворення хаотичних атракторiв, вивченi бiфуркацiї нових типiв
i описанi невiдомi ранiше бiфуркацiйнi структури.

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Бiфуркацiї iнва-
рiантних множин у необоротних i кусково-гладких динамiчних си-
стемах привертають увагу дослiдникiв уже майже пiвсторiччя. Хо-
ча впродовж тривалого часу у багатьох прикладних науках викори-
стовували класичнi методи дослiдження, якi залучають лiнiйнi (або
принаймнi гладкi) функцiї, нашi знання про реальний свiт, якi по-
стiйно поглиблюються, свiдчать про те, що лiнiйнiсть i гладкiсть —
це не таке вже й часте явище у природi. Швидкий розвиток суча-
сних наукових течiй, а також поява нових напрямiв дослiджень або
навiть нових галузей науки вимагає вiд нас докладного аналiзу все
складнiших об’єктiв i вивчення динамiчних систем, якi мiстять фун-
кцiї зi зламами й розривами. Розумiння асимптотичних властивостей
розв’язкiв таких систем дає змогу розв’язувати практичнi завдання,
якi виникають у багатьох сферах людського життя, починаючи вiд
хiмiї й фiзики до економiки й суспiльних наук. Основна проблема
полягає в тому, що класичнi методи дослiдження здебiльшого не мо-
жуть бути застосованi для негладких систем, тому стає потрiбним
створення абсолютно нових пiдходiв, зокрема тих, якi допомагають
формально описувати перетворення нерегулярних, дивних, хаоти-
чних об’єктiв.

Одним iз перших науковцiв, хто спробував строго описати скла-
дну хаотичну поведiнку динамiчної системи, був французький мате-
матик А. Пуанкаре (H. Poincaré). Сьогоднi навiть широко розповсю-
джена думка, що поштовхом для виникнення сучасної теорiї дина-
мiчних систем була саме його вiдома праця “Les méthodes nouvelles
de la mécanique céleste”. У цiй фундаментальнiй роботi строгий ана-
лiз було доповнено якiсними геометричними методами для опису
глобальних властивостей розв’язкiв. Такий пiдхiд став справжнiм
проривом у вивченнi нелiнiйних диференцiальних рiвнянь. Iдеї Пу-
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анкаре про те, що розумiння глобальної асимптотичної поведiнки
всiх розв’язкiв важливiше за точний аналiтичний опис конкретних
локальних траєкторiй, пiзнiше пiдтримав Дж.Д. Бiркгоф (G.D. Bi-
rkhoff), який також пiдкреслював важливiсть вивчення вiдображень
iз дискретним часом як засобу для розумiння складнiших явищ, що
виникають у диференцiальних рiвняннях. У серединi 20-го сторiч-
чя теорiя динамiчних систем бурхливо розвивалася завдяки iншим
вагомим дослiдженням, у яких розв’язували важливi теоретичнi i
прикладнi задачi за допомогою рiзних методiв i пiдходiв. Серед них
варто вiдзначити: роботи О.О. Андронова й Л.С. Понтрягiна, якi
стосуються структурної стiйкостi й локальних бiфуркацiй для си-
стем на площинi; узагальнення цих результатiв на двовимiрнi мно-
говиди бразильським математиком М. Пейшото (M. Peixoto); робо-
ти А.М. Колмогорова, В. I. Арнольда i Ю.К. Мозера (J.K. Moser),
якi привели до появи КАМ-теорiї; геометричну побудову знамени-
тої пiдкови С. Смейла (S. Smale) як прикладу структурно стiйкого
хаотичного вiдображення.

Посилення iнтересу до вивчення складних асимптотичних
розв’язкiв нелiнiйних динамiчних систем виникло завдяки резуль-
татам американського метеоролога Е. Лоренца (E. Lorenz). Дослi-
джуючи чисельно тривимiрну модель для прогнозування погоди,
науковець виявив, що для певних значень параметрiв система має
нескiнченну множину неперiодичних розв’язкiв, вiдому сьогоднi пiд
назвою “атрактора Лоренца”. Цi розв’язки демонстрували надзви-
чайно високу чутливiсть до початкових умов, а саме, навiть незна-
чне вiдхилення вiд вихiдної початкової точки згодом породжувало
цiлком iнакшу траєкторiю, що робило майже неможливим точне дов-
готермiнове передбачення асимптотичної поведiнки (вiдомий ефект
метелика). Сьогоднi чутливiсть до початкових умов розглядають як
ключову властивiсть хаосу.

Результати Лоренца впевнили багатьох дослiдникiв у тому, що
асимптотична динамiка охоплює безлiч розв’язкiв, вiдмiнних вiд по-
ложень рiвноваги i граничних циклiв. Перше використання слова
“хаос” у контекстi вивчення динамiчних систем iз дискретним ча-
сом (тобто рiзницевих рiвнянь, якi також називаються вiдображен-
нями) приписують Т.-Й. Лi (T.-Y. Li) i Дж.А. Йорку (J.A. Yorke),
якi показали, що з факту iснування точки перiоду три випливає
iснування незлiченної множини, точки якої навiть асимптотично не
перiодичнi. Вiдтодi iнтерес до вивчення нелiнiйних динамiчних си-
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стем i нерегулярної поведiнки зростає експоненцiально. Впродовж
дальших кiлькох десятирiч створювали рiзнi потужнi аналiтичнi,
якiснi та геометричнi методи, якi застосовували до розв’зування
ряду важливих реальних завдань iз бiологiї, хiмiї, фiзики, еконо-
мiки, екологiї, навiть психологiї й суспiльних наук. Такi складнi
явища, як дивнi нерегулярнi атрактори, фрактальнi множини, син-
хронiзацiя хаотичних систем, зрешеченi (riddled) басейни притяга-
ння й багато iнших захопливих особливостей динамiчних систем
iз нелiнiйними функцiями дослiджували у своїх роботах, напри-
клад, Б. Мандельброт (B. Mandelbrot), Е. Отт (E. Ott), С. Ґребо-
джi (C. Grebogi), I. Помо (Y. Pomeau), П. Манневiль (P. Mannevi-
lle), П. Ешвiн (P. Ashwin), О.Ю. Швець, О.А. Бурилко. На сьо-
годнi теорiя гладких нелiнiйних динамiчних систем рiзного ро-
ду (рiзницевих, диференцiальних, зокрема у частинних похiдних,
функцiонально-диференцiальних, iнтегрально-диференцiальних рiв-
нянь) добре опрацьована, можливi бiфуркацiї вiдповiдних асимпто-
тичних розв’язкiв ретельно вивченi й детально описанi. Серед на-
уковцiв, якi зробили вагомий внесок у розвиток цiєї галузi, вар-
то вiдзначити О.М. Шарковського, М.Дж. Файгенбаума (M. J. Fei-
genbaum), Д. Рюеля (D. Ruelle), Ф. Такенса (F. Takens), Й. Уеду
(Y. Ueda), М. Ено (M. Hénon), Дж. Гукенгаймера (J. Guckenhei-
mer), Ф. Голмса (P. Holmes), I. Ґумовського (I. Gumowski), К. Мiру
(C. Mira), С. Вiґґiнса (S. Wiggins), А.М. Самойленка, О.А. Бойчука,
Ю.О. Кузнєцова (Yu.A. Kuznetsov), Д.Я. Хусаiнова, I.М. Черевка,
А. Мацумото (A. Matsumoto), Ф. Сiдаровського (F. Szidarovszky).

Наприкiнцi 20-го сторiччя разом iз теорiєю гладких нелiнiйних
динамiчних систем дослiдження негладких явищ набрали популяр-
ностi у вiдповiдь на зростання вимог iз боку рiзних прикладних га-
лузей медицини, механiки, технiки, економiки, суспiльних наук. На-
приклад, завдяки технологiчному прогресовi в радiоелектронiцi для
створення високоефективних перетворювачiв енергiї окрiм нелiнiй-
них компонент почали використовувати комутацiйнi напiвпровiдни-
ки. Моделi для дослiдження вiдповiдної динамiки негладкi й демон-
струють рiзноманiття нових математичних явищ. В економiчних на-
уках стало актуальним вивчення поведiнки фiнансових i валютних
ринкiв, оскiльки притаманнi їм рiзкi зростання i спади можуть мати
серйозний вплив на реальну економiку. Це привело до появи низки
робiт, пов’язаних iз розривними динамiчними системами, якi моде-
люють ринки з рiзнорiдними агентами. До того ж, суттєве посилення
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взаємодiї мiж країнами й регiонами стало однiєю зi причин зростан-
ня нестабiльностi в економiцi й суспiльствi, що також сприяло появi
ряду негладких моделей, якi враховують складну взаємодiю мiж рi-
зними групами й об’єктами. Iснують також iншi численнi приклади
негладких моделей, якi описують поведiнку ударних осциляторiв i
осциляторiв iз тертям, динамiку в системах керування з перемика-
чами, нейронну й серцеву дiяльнiсть тощо.

Проте математичний аналiз процесiв, пов’язаних iз тертям, дри-
жанням, ковзанням, зiткненнями, iмпульсами, виходить за межi кла-
сичної методологiї гладких динамiчних систем. Тому виникнення но-
вих практичних задач супроводжувалося також численними теоре-
тичними дослiдженнями негладких динамiчних систем загального
типу. Було виявлено, що кусково-гладкi системи демонструють наба-
гато цiкавiшу динамiку, нiж гладкi. Основна причина — це наявнiсть
у фазовому просторi певних множини, якi роздiляють його на кiлька
областей, що вiдповiдають рiзним визначенням системної функцiї. Цi
множини, на яких функцiя системи недиференцiйовна чи навiть роз-
ривна, називають многовидами перемикання (switching manifolds), а
їхню сукупнiсть — межовою множиною (border set). Коли при змi-
нi параметрiв певна iнварiантна множина взаємодiє якимось чином
iз однiєю зi множин перемикання, то структура фазового просто-
ру може рiзко змiнитися. Для всiх перетворень такого типу вико-
ристовують загальний термiн — бiфуркацiї, спричиненi розривами
(discontinuity-induced bifurcations). Вивченню таких бiфуркацiй для
динамiчних систем iз неперервним часом присвяченi широко вiдо-
мi роботи Ф. Петерки (F. Peterka), О.Ф. Фiлiппова, В. I. Бабiцько-
го, М. I. Фейгiна, Б. Брольято (B. Brogliato), М. Кунце (M. Kunze),
М.Дi Бернардо (M.Di Bernardo).

У кусково-гладких вiдображеннях частковий випадок бiфуркацiї,
спричиненої розривом, — це бiфуркацiя зiткнення з межею, яка мо-
же виникнути, коли асимптотичний розв’язок торкається многовиду
перемикання. Це може привести до таких перетворень фазового про-
стору, якi неможливi у випадку гладких вiдображень. Наприклад,
може вiдбутися перехiд вiд стiйкої нерухомої точки до стiйкого ци-
клу будь-якого перiоду. Серед перших, хто вивчав бiфуркацiї тако-
го роду, були Г.Е. Нуссе (H. E. Nusse) i Дж.А. Йорк (J.A. Yorke).
Їхня фундаментальна стаття сприяла появi серiї дослiджень, при-
свячених опису наслiдкiв бiфуркацiй зiткнення з межею, серед яких
вiдомi працi С. Банерджi (S. Banerjee), С. Ґребоджi (C. Grebogi),
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Е. Мозекiльде (E. Mosekilde), Ж.Т. Жусубалiєва (Z.T. Zhusubaliev),
М. Шанца (M. Schanz), Л. Ґардiнi (L. Gardini), Дж. I. Бiскi (G. I. Bi-
schi), А. Альярi (A. Agliari), В. Аврутiна (V. Avrutin), I. Сушко. Та-
кож тут варто згадати й ранiшi працi Н.Н. Леонова, якi, одначе,
помiтили лише недавно.

Iнший тип бiфуркацiй, який виникаає в кусково-гладких вiдобра-
женнях, — це виродженi бiфуркацiї. Це аналоги гладких бiфуркацiй,
пов’язаних iз мультиплiкатором, який перетинає одиничне коло, про-
те не приводять до стандартних результатiв такого перетину через
певну виродженiсть системних функцiй у момент бiфуркацiї (напри-
клад, якщо цi функцiї лiнiйнi). Зауважимо, що серед представни-
кiв кусково-гладких вiдображень кусково-лiнiйнi вiдiграють справдi
важливу роль. Iз одного боку, вони часто виступають природними
моделями конкретних задач у рiзних прикладних галузях, як-от си-
лова електронiка, клiтиннi нейроннi мережi, передача сигналiв, еко-
номiка тощо. З iншого боку, лiнiйнiсть функцiй системи спрощує
її дослiдження й дає змогу отримати бiльшiсть результатiв в ана-
лiтичнiй формi. Один iз найпростiших прикладiв кусково-лiнiйних
вiдображень — це вiдоме одновимiрне вiдображення асиметричного
тенту, яке має одну точку зламу (межову точку). Завдяки дослiдже-
нням Ш. Iто (S. Ito), Ш. Танаки (S. Tanaka), Х. Накади (H. Nakada),
Ф. Такенса (F. Takens), Ю.Л. Майстренка, В.Л. Майстренка дина-
мiку вiдображення асиметричного тенту повнiстю описано, що дає
можливiсть використовувати його як нормальну форму для бiфур-
кацiй зiткнення з межею для неперервних вiдображень.

Одначе для вiдображень iз кiлькома межовими точками (як зла-
му, так i розриву), а також для негладких вiдображень складної
форми з нелiнiйностями i для кусково-гладких вiдображень вищої
розмiрностi теорiя бiфуркацiй iще далека вiд завершення. Тим не
менш, такi вiдображення можуть описувати складну поведiнку, вла-
стиву реальним явищам у багатьох прикладних сферах. Наприклад,
у радiоелектронiцi — динамiку у схемах Чуа особливої форми, у стiй-
кiй передачi сигналу — спектри хаотичних сигналiв, в економiцi —
певнi процеси наближення цiни до рiвноважного значення, навiть
у психологiї розвитку — формалiзований динамiчний процес узає-
модiї мiж викладачем i учнем. Розв’язування цих i багатьох iнших
завдань вимагає ретельного дослiдження властивостей асимптоти-
чних розв’язкiв, а також їхнiх бiфуркацiй у кусково-гладких, не-
перервних i розривних вiдображеннях. Варто також зазначити, що
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аналiтичнi дослiдження кусково-гладких динамiчних систем зазви-
чай доповнюються й пiдтверджуються чисельними експериментами
й комп’ютерним моделюванням, що приводить до появи нових нау-
кових мiждисциплiнарних галузей.

Актуальнiсть аналiзу якiсних перетворень фазового простору
негладких вiдображень, пов’язаних iз перiодичними й хаотичними
розв’язками, пiдтверджується наявнiстю тисяч статей на цю темати-
ку, опублiкованих у високорейтингових математичних, природничо-
наукових, економiчних i мiждисциплiнарних журналах, зокрема
Nonlinearity; Proceedings of the Royal Society A; Journal of Economic
Dynamics and Control; Chaos, Solitons and Fractals. Бiльшiсть цих
робiт написали математики у спiвавторствi з науковцями рiзноманi-
тних прикладних спецiальностей, що свiдчить про важливiсть теоре-
тичних дослiджень у цiй галузi для моделювання складних реальних
явищ.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi диференцiальних рiвнянь та те-
орiї коливань Iнституту математики НАН України згiдно з науково-
дослiдними темами “Якiсний та асимптотичний аналiз систем ди-
ференцiальних, функцiонально-диференцiальних та iмпульсних рiв-
нянь”, номер державної реєстрацiї 0111U002035; “Конструктивнi
та якiснi методи аналiзу систем диференцiальних, функцiонально-
диференцiальних, iмпульсних та рiзницевих рiвнянь”, номер держав-
ної реєстрацiї 0116U003121; “Конструктивнi та якiснi методи аналiзу
функцiонально-диференцiальних, iмпульсних та рiзницевих систем”,
номер державної реєстрацiї 0120U100191; “Еволюцiйнi та стохасти-
чнi моделi в нелiнiйних системах природознавства”, номер держав-
ної реєстрацiї 0107U002027; “Дослiдження рiвноважних, коливних та
перехiдних процесiв в математичних моделях природознавства”, но-
мер державної реєстрацiї 0111U010373; “Аналiтичнi та груповi мето-
ди дослiдження математичних моделей сучасного природознавства”,
номер державної реєстрацiї 0117U002119; “Чисельно-аналiтичнi ме-
тоди теорiї нелiнiйних коливань, функцiонально-диференцiальних та
iмпульсних систем”, номер державної реєстрацiї 0120U100180; “Iнно-
вацiйнi методи у теорiї диференцiальних рiвнянь, обчислювальнiй
математицi та математичному моделюваннi”, номер державної реє-
страцiї 0122U000670; “Математичне моделювання складних динамi-
чних систем та процесiв актуальних для безпеки держави”, номер
державної реєстрацiї 0123U100853.
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Мета i завдання дослiдження. Основна мета цього до-
слiдження — це аналiз нових локальних i глобальних аспектiв
асимптотичної динамiки необоротних кусково-гладких вiдображень.
Основна увага дисертацiї придiлена доведенню iснування i стiйкостi
розв’язкiв рiзної форми, дослiдженню якiсних перетворень хаоти-
чних атракторiв, описовi певних бiфуркацiйних структур i визна-
ченню областей мультистабiльностi для широкого кола неперервних
або розривних негладких i гладких необоротних вiдображень.

Об’єкт дослiдження — це нелiнiйнi необоротнi, а також непе-
рервнi й розривнi кусково-гладкi вiдображення рiзної розмiрностi,
якi залежать вiд параметрiв, чимало з яких — це актуальнi моде-
лi реальних явищ, якi мають велике значення в рiзних прикладних
галузях.

Предмет дослiдження — це iснування, стiйкiсть i якiснi пере-
творення iнварiантних множин рiзних типiв, як-от нерухомi точки,
перiодичнi точки, замкнутi iнварiантнi кривi, хаотичнi атрактори,
iнварiантнi iнтервали поглинання, хаотичнi областi поглинання не-
змiшаного i змiшаного типiв, басейни притягання.

Завдання дослiдження охоплюють:

� Розглянути кусково-лiнiйне неперервне вiдображення зi двома
межовими точками (бiмодальне вiдображення), яке є узагаль-
ненням вiдображення асиметричного тенту (кусково-лiнiйного
неперервного вiдображення з однiєю межовою точкою); про-
аналiзувати його асимптотичну динамiку, виявляючи стiйкi не-
рухомi точки, перiодичнi орбiти й хаотичнi атрактори; визна-
чити для них вiдповiднi умови бiфуркацiй; у просторi параме-
трiв вiдображення описати вiдповiднi бiфуркацiйнi структури
й порiвняти їх iз уже вiдомими; застосувати отриманi теорети-
чнi результати до конкретних прикладiв, якi моделюють певнi
економiчнi явища.

� Розглянути одновимiрне кусково-монотонне вiдображення з си-
метричною системною функцiєю, яке має двi точки розриву;
проаналiзувати асимптотичну поведiнку його орбiт, виявляю-
чи областi параметрiв для регулярної й хаотичної динамiки;
визначити умови бiфуркацiй для рiзних розв’язкiв; у просто-
рi параметрiв вiдображення описати бiфуркацiйнi структури,
пов’язанi з хаотичними атракторами; дослiдити можливiсть
спiвiснування рiзних атракторiв.
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� Розглянути одновимiрне кусково-монотонне вiдображення без
симетрiй, яке має двi точки розриву; проаналiзувати його асим-
птотичну динамiку, зокрема пов’язану з хаотичними атракто-
рами; визначити для них вiдповiднi умови бiфуркацiй; у про-
сторi параметрiв вiдображення описати бiфуркацiйнi структу-
ри, пов’язанi з хаотичними атракторами; порiвняти отриманi
результати в симетричному й несиметричному випадках.

� Розглянути одновимiрне кусково-монотонне вiдображення з
кiлькома точками розриву; вивчити можливi бiфуркацiї хаоти-
чних атракторiв i визначити достатнi умови їхнього виникнен-
ня; з’ясувати, чи може таке вiдображення зi двома межовими
точками продемонструвати якicь новi бiфуркацiйнi явища по-
рiвняно з кусково-монотонним вiдображенням iз одним розри-
вом; отриманi результати також порiвняти з ситуацiєю, коли
вiдображення має бiльше двох точок розриву.

� Дослiдити дво- i тривимiрнi нелiнiйнi необоротнi гладкi, непе-
рервнi кусково-гладкi й розривнi кусково-гладкi вiдображення,
якi виступають моделями рiзноманiтних актуальних проблем
в економiцi, екологiї, соцiологiї i психологiї розвитку; для та-
ких вiдображень вивчити асимптотичну поведiнку їхнiх орбiт
рiзного типу; описати бiфуркацiї стiйких нерухомих точок i ци-
клiв, а також, за можливостi, хаотичних атракторiв; дослiди-
ти можливiсть iснування притягуючих iнварiантних замкнених
кривих (гладких i негладких) i проаналiзувати їхнi можливi
перетворення; дослiдити звуження вихiдного вiдображення на
певнi iнварiантнi множини меншої розмiрностi, якщо вони iсну-
ють; також вивчити асимптотичнi властивостi розв’язкiв у разi,
коли функцiя системи невизначена на певнiй пiдмножинi фа-
зового простору; у вiдповiдних просторах параметрiв розгля-
нутих вiдображень детально описати бiфуркацiйнi структури
рiзної природи.

� Для кусково-гладкого необоротного вiдображення вищої роз-
мiрностi, яке моделює олiгополiстичний ринок, проаналiзувати
можливiсть iснування нерухомих точок i асимптотично перi-
одичних розв’язкiв i вивчити властивостi їхньої стiйкостi; до-
слiдити можливiсть виникнення часткової й повної синхронiза-
цiї; розглянути звуження вихiдного вiдображення на многовид
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повної синхронiзацiї, якщо вiн iнварiантний; описати певнi бi-
фуркацiйнi сценарiї, залежнi вiд змiни значень параметрiв.

Методи дослiдження. В роботi використано класичнi методи
теорiї рiзницевих рiвнянь, теорiї стiйкостi, а також сучаснi методи
теорiї динамiчних систем, теорiї бiфуркацiй, теорiї хаосу. Аналiти-
чнi дослiдження гармонiйно поєднуються з чисельними експеримен-
тами й побудовою схематичних i бiфуркацiйних дiаграм. Матема-
тичнi моделi опрацьованi й дослiдженi з урахуванням особливостей
конкретних реальних явищ, а отриманi теоретичнi результати зна-
ходять своєю чергою прикладну iнтерпретацiю, узгоджену з експе-
риментальними даними.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi резуль-
тати, якi визначають наукову новизну й винесенi на захист, новi й
полягають у такому:

� Для сiмейства одновимiрних кусково-лiнiйних неперервних вiд-
ображень зi двома межовими точками показано, що залежно
вiд значень параметрiв можуть iснувати стiйкi цикли будь-
якого перiоду, й отримано необхiднi й достатнi умови для їхньо-
го iснування. У просторi параметрiв таких вiдображень описа-
но три рiзнi бiфуркацiйнi структури. Двi з них — це узагаль-
нення уже вiдомих бiфуркацiйних структур, а третю виявлено
вперше. Вона мiстить як областi перiодичностi, так i областi
хаотичностi. Для вiдповiдних перiодичних розв’зкiв отримано
необхiднi й достатнi умови їхнього iснування i стiйкостi, а для
хаотичних атракторiв отримано достатнi умови їхнього iснува-
ння.

� Вивчено сiмейство бiмодальних вiдображень, для яких функцiї,
визначенi на двох зовнiшнiх подiлах, проходять через початок
координат. Це вiдображення моделює процес наближення цi-
ни до рiвноважного значення за певних умов. Показано, що
вiдображення не може мати стiйких перiодичних точок (окрiм
нерухомої точки). У просторi параметрiв вичерпно описано бi-
фуркацiйну структуру, пов’язану з хаотичними атракторами.

� Для сiмейства одновимiрних кусково-монотонних вiдображень,
якi мають двi точки розриву i симетртчнi вiдносно початку ко-
ординат, вичерпно описано двi рiзнi бiфуркацiйнi структури,
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пов’язанi з хаотичними атракторами, точки яких належать до
всiх трьох подiлiв. Зокрема, отримано необхiднi й достатнi умо-
ви iснування хаотичних атракторiв, якi мають рiзну кiлькiсть
зв’язних елементiв, i визначено принципи, згiдно з якими цi
кiлькостi змiнюються внаслiдок бiфуркацiй. Також знайдено
параметричнi областi спiвiснування рiзних хаотичних атракто-
рiв.

� У просторi параметрiв сiмейства одновимiрних кусково-
зростаючих вiдображень зi двома точками розриву i без симе-
трiй виявлено бiфуркацiйну структуру нового типу, пов’язану
з хаотичними атракторами. Доведено, що бiфуркацiйнi поверх-
нi, якi утворюють цю структуру, не пов’язанi з жодними гомо-
клiнiчними бiфуркацiями вiдштовхуючих перiодичних точок.
Показано, що хаотичнi атрактори можуть належати до двох
рiзних видiв. Для атракторiв обох видiв отримано явнi оцiнки
максимальної кiлькостi їхнiх зв’язних елементiв.

� Для сiмейства одновимiрних кусково-монотонних вiдображень
зi двома точками розриву виявлено двi новi бiфуркацiї хаоти-
чних атракторiв, а саме: бiфуркацiю зовнiшнього i внутрiшньо-
го зiткнення з межею. Показано, що цi бiфуркацiї не пов’язанi з
жодними гомоклiнiчними бiфуркацiями вiдштовхуючих неру-
хомих або перiодичних точок. Для бiфуркацiй обох типiв отри-
мано достатнi умови їхнього виникнення.

� Для сiмейства одновимiрних кусково-монотонних вiдображень,
якi мають бiльше двох точок розриву, дослiджено особливий
випадок бiфуркацiї зовнiшнього зiткнення з межею. Для пев-
них значень параметрiв ця бiфуркацiя спричиняє рiзке розши-
рення атрактора. Як показано, це перетворення вiдбувається
через зiткнення атрактора з хаотичним репеллером, розташо-
ваним на границi басейну притягання. Показано, що у випад-
ку корозмiрностi два рiзке розширення атрактора вiдбувається
безпосередньо пiсля зiткнення з межею.

� Розглянуто сiмейства двовимiрних гладких неборотних вiд-
ображень, якi моделюють певнi важливi процеси в економiцi
й екологiї. Для нерухомих точок таких вiдображень дослiдже-
но загальнi й деякi виродженi випадки бiфуркацiї перевороту
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й бiфуркацiї Неймарка-Сакера. Проаналiзовано глобальнi бi-
фуркацiї, якi пов’язанi зi критичними множинами рiзного ран-
гу й перетвореннями притягуючої iнварiантної кривої. Вичер-
пно описано певнi бiфуркацiйнi сценарiї, характернi для роз-
глянутих вiдображень. Для певних значень параметрiв показа-
но iснування хаотичної областi поглинання.

� Для сiмейства двовимiрних кусково-гладких неперервних вiд-
ображень отримано достатнi умови iснування притягуючої за-
мкненої iнварiантної негладкої кривої, яка складається з се-
гментiв критичних множин рiзного рангу. Показано, що зву-
ження вихiдного двовимiрного вiдображення на цю криву за-
дається одновимiрним вiдображенням першого повернення, яке
має принаймнi одну точку зламу i принаймнi одну точку роз-
риву.

� Дослiджено сiмейство тривимiрних кусково-гладких неперерв-
них вiдображень iз межовою множиною, яка складається з
трьох гладких поверхонь. Доведено, що перетин усiх трьох по-
верхонь перемикання — це гладка крива, кожна точка якої —
нерухома. Отримано достатнi умови стiйкостi цих нерухомих
точок. Доведено, що для будь-якої початкової умови вiдповiд-
на орбiта чи асимптотично прямує до однiєї з нерухомих точок,
а чи назавжди залишається в так званому “положеннi нерiв-
новажностi”. Цей асимптотичний розв’язок характеризується
тим, що двi першi координати залишаються незмiнними, а тре-
тя змiнюється згiдно з одновимiрним вiдображенням Райкера
з зафiксованими параметрами.

� Для сiмейства двовимiрних розривних вiдображень отримано
достатнi й необхiднi умови бiфуркацiї порушення неперевно-
стi. Показано, що у площинi параметрiв, в околi вiдповiдної
точки корозмiрностi два, вихiдне двовимiрне вiдображення мо-
же бути наближене одновимiрним кусково-лiнiйним вiдображе-
нням iз однiєю точкою розриву. Крiм того, описано три рiзнi
бiфуркацiйнi структури, пов’язанi з перiодичними розв’язками.
Зокрема, надано вичерпний опис бiфуркацiйної структури но-
вого типу, яка мiстить областi перiодичностi вiдповiднi парним
перiодам.
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� Для сiмейства двовимiрних необоротних кусково-гладких вiд-
ображень, якi мають дробово-рацiональнi члени в обох компо-
нентах системної функцiї, знайдено всi фокальнi точки й вiд-
повiднi префокальнi множини. Доведено, що одна з фокальних
точок, а саме початок координат, належить своїй префокаль-
нiй множинi. Як наслiдок, для певних значень параметрiв ця
фокальна точка має басейн притягання додатної мiри.

� Дослiджено сiмейство 2𝑛-вимiрних неавтономних кусково-
гладких необоротних вiдображень, якi моделюють олiгополi-
стичний ринок. Вивчено властивостi нерухомих точок. Зокре-
ма, для нерухомої точки, яка вiдповiдає положенню економi-
чної рiвноваги Курно, отримано достатнi умови стiйкостi.

� Для сiмейства 3𝑛-вимiрних кусково-гладких необоротних вiд-
ображень, якi моделюють олiгополiстичний ринок, доведено,
що вони не можуть мати нерухомих точок, а лише перiодичнi
розв’язки з перiодами, кратними певному числу. Показано, що
звуження вихiдного вiдображення на многовид повної синхро-
нiзацiї задається тривимiрними кусково-гладким вiдображен-
ням. Для цього тривимiрного вiдображення описано кiлька ти-
пових бiфуркацiйних сценарiїв, залежних вiд змiни значень па-
раметрiв.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiя
мiстить математичнi результати, якi мають теоретичний характер.
Проте бiльшiсть дослiджуваних у цiй роботi динамiчних систем ви-
ступають актуальними моделями важливих завдань, якi виникають
у рiзних прикладних науках. Отриманi пiд час дослiдження теорети-
чнi результати можуть бути використанi для подальшого розвитку
аналiтичної i якiсної теорiї рiзницевих рiвнянь, теорiї бiфуркацiй, за-
гальної теорiї динамiчних систем, теорiї хаосу. Результати дисертацiї
можуть бути використанi (i їх уже використовують) для опису пев-
них реальних явищ у радiоелектронiцi, передачi сигналiв, економiцi,
психологiї розвитку.

Особистий внесок здобувачки. Тематику роботи здобувачка
визначила самостiйно. Всi отриманi в дисертацiї результати новi.
З результатiв, надрукованих у спiльних зi спiвавторами статтях,
до основної частини дисертацiї увiйшли тiльки такi, якi здобува-
чка отримала самостiйно, за винятком кiлькох результатiв, де вклад
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спiвавторiв рiвноцiнний. У роботах [2, 4, 14] внесок всiх спiвавторiв
до формулювань i доведень теоретичних результатiв рiвноцiнний. У
роботах, якi мають мiжгалузевий характер, авторцi дисертацiї нале-
жить математична частина дослiджень, а спiвавторам — описання
економiчної, екологiчної чи психологiчної мотивацiї виникнення мо-
делей, побудова моделей i прикладна iнтерпретацiя отриманих ма-
тематичних результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи бу-
ли представленi, їх доповiдали й обговорювали на: International
Conference “Nonlinear Economic Dynamics”, 31 May-2 June, 2009,
Jönköping, Sweden; International Workshop “Nonlinear Dynamics of
Electronic Systems”, June 21-24, 2009, Rapperswil, Switzerland; Укра-
їнському математичному конгресi, присвяченому 100-рiччю з дня
народження М.М. Боголюбова, 27-29 серпня, 2009, Київ, Украї-
на; International Workshop “Nonlinear Maps and their Applications”,
September 10-11, 2009, Urbino, Italy; International Workshop “Delayed
Complex Systems”, October 5-9, 2009, Dresden, Germany; Internati-
onal Workshop “Nonlinear Dynamics of Electronic Systems”, May 26-
28, 2010, Dresden, Germany; Мiжнарожному семiнарi “Nonlinear
Dynamics on Networks”, 5-9 липня, 2010, Київ, Україна; European
Conference on Iteration Theory 2010, September, 12-17, 2010, Nant,
France; International Workshop “Modelli Dinamici in Economia e Fi-
nanza”, September 16-18, 2010, Urbino, Italy; International Conference
“Nonlinear Economic Dynamics”, June 1-3, 2011, Cartagena, Spain;
Мiжнароднiй конференцiї “Диференцiальнi рiвняння та їх засто-
сування”, 8-10 червня, 2011, Київ, Україна; International Workshop
“Nonlinear Maps and their Applications”, September 15-16, 2011, Évora,
Portugal; International Conference “Structural Nonlinear Dynamics and
Diagnosis”, April 30-May 2, 2012, Marrakech, Morocco; Мiжнаро-
днiй конференцiї “Emergent Dynamics of Oscillatory Networks”, 20-
27 травня, 2012, Меллас, Крим, Україна; International Workshop
“Modelli Dinamici in Economia e Finanza”, September 20-22, 2012,
Urbino, Italy; European Conference on Iteration Theory, September
9-15, 2012, Ponta Delgada, Sãn Miguel, Açores, Portugal; Internati-
onal Conference “Nonlinear Economic Dynamics”, July 4-6, 2013, Siena,
Italy; International Tutorial Workshop “Topics in nonlinear dynamics.
Bifurcations in Piecewise-Smooth Systems: Perspectives, Methodologies
and Open Problems”, 11-13 September, 2013, Urbino, Italy; International
Conference “Nonlinear Economic Dynamics”, 25-27 June, 2015, Tokyo,
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Japan; Final GeComplexity Conference “The EU in the new complex
geography of economic systems: models, tools and policy evaluation”, 26-
27 May, 2016, Heraklion, Crete, Greece; International Workshop “Modelli
Dinamici in Economia e Finanza”, 23-25 June, 2016, Urbino, Italy;
International Conference “Progress on Difference Equations”, May 29-
31, 2017, Urbino, Italy; International Workshop “Modelli Dinamici in
Economia e Finanza”, September 6-8, 2018, Urbino, Italy; Мiжнароднiй
конференцiї “Nonlinear Economic Dynamics”, 4-6 вересня, 2019, Київ,
Україна; International Conference “Difference Equations and Applicati-
ons”, July 26-30, 2021, Sarajevo, Bosnia and Herzegovina; International
Conference “Nonlinear Economic Dynamics”, September 13-15, 2021,
Milan, Italy; European Conference on Iteration Theory, June 13-17,
2022, Reichenau an der Rax, Austria; International Conference “Di-
fference Equations and Applications”, July 18-22, 2022, Gif-sur-Yvette,
France; International Workshop “Modelli Dinamici in Economia e Fi-
nanza”, September 8-10, 2022, Urbino, Italy; International Workshop
“From Modeling and Analysis to Approximation and Fast Algorithms”,
December 2-6, 2022, Hasenwinkel, Germany; International Conference
“Progress on Difference Equations”, May 29-31, 2023, Milano, Italy;
International Conference “Nonlinear Economic Dynamics”, June 19-
21, 2023, Kristiansand, Norway; International Conference “Difference
Equations and Applications”, July 17-21, 2023, Phitsanulok, Thailand;
Workshop on Dynamic Macroeconomics in Honour of Ingrid Kubin, 19
September, 2023, Vienna, Austria; Мiжнароднiй конференцiї “Complex
Dynamical Systems”, 2-4 жовтня, 2023, Київ, Україна; International
Conference “Difference Equations and Applications”, June 24-28, 2024,
Paris, France; засiданнях Вченої ради Iнституту математики НАН
України; семiнарах вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї ко-
ливань Iнституту математики НАН України, керiвники семiнару (в
рiзнi роки) — акад. НАН України, доктор фiз.-мат. наук, проф.
А.М. Самойленко, акад. НАН України, доктор фiз.-мат. наук, проф.
О.А. Бойчук, доктор фiз.-мат. наук, професор В. I. Ткаченко; семi-
нарi “Математика та природничi науки” Iнституту математики НАН
України, керiвники семiнару — доктор фiз.-мат. наук О. Антонюк,
доктор фiз.-мат. наук, старший науковий спiвробiтник С. Макси-
менко; семiнарi Iнституту теоретичної фiзики Технiчного унiверси-
тету м. Берлiн, Нiмеччина, керiвник семiнару — проф. Е. Шьолль
(E. Schöll); семiнарi науково-дослiдницького центру CERUM Унi-
верситету м. Умео, Швецiя, керiвник семiнару — проф. Л. Вестiн
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(L. Westin); семiнарi факультету прикладної математики та стати-
стики Полiтехнiчного унiверситету м. Картахена, Iспанiя, керiвник
семiнару — проф. Х. Кановас (J. Canovas); семiнарi Вищого технi-
чного iнституту Унiверситету м. Лiсабон, Португалiя, керiвник се-
мiнару — проф. Е. Олiвейра (H. Oliveira); семiнарi Школи бiзнесу
та права Унiверситету Агдера, Крiстiансан, Норвегiя, керiвник се-
мiнару — проф. Й. Юнґеiльґес (J. Jungeilges); семiнарi факультету
математики для економiчних, фiнансових та актуарних наук Като-
лицького унiверситету Святого Серця, Мiлан, Iталiя, керiвник семi-
нару — проф. Д. Радi (D. Radi).

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 51 науковiй пу-
блiкацiї, з них 21 публiкацiя — статтi у закордонних наукових фа-
хових виданнях, 26 — у тезах доповiдей i матерiалах мiжнародних
конференцiй, 2 статтi — у збiрках праць, а також 2 препринти. 20
статей проiндексованi у мiжнароднiй наукометричнiй базi Scopus, а
19 — у базi Web of Science. Стаття [21] проiндексована у наукоме-
тричнiй базi MathSciNet. Статтi [1-4, 6-10, 19] опублiкованi у видан-
нях зi квартиля Q1 вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and
Country Rank, статтi [5, 12-18, 20] — у виданнях зi квартиля Q2. Вiд-
повiдно до п. 2 Наказу № 1220 МОН України вiд 23.09.2019 вказана
21 стаття зараховується як 59 наукових публiкацiй.

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з пе-
релiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку
використаних джерел, який мiстить 253 найменувань, i додатка зi
списком публiкацiй i апробацiєю результатiв. Повний обсяг роботи
становить 330 сторiнок друкованого тексту, iз них список використа-
них джерел мiститься на 28 сторiнках, а додаток — на 15 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi визначено об’єкт i предмет дослiдження, обґрунтовано
актуальнiсть теми дисертацiї, проаналiзовано сучасний стан розгля-
нутих у дисертацiї проблем, сформульовано завдання дослiдження,
коротко описано основнi результати, винесенi на захист, охарактери-
зовано їхню наукову новизну, теоретичне i практичне значення, про-
коментовано повноту викладення матерiалу в опублiкованих працях
та ступiнь його апробацiї. Основну частину роботи складають п’ять
роздiлiв.

У першому роздiлi дисертацiї подано огляд лiтератури за темою,
наведено коротку iсторичну довiдку, зокрема стосовно виникнення
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понять складної динамiки й хаосу; описано вiдомi результати, а та-
кож окреслено коло питань, якi залишилися вiдкритими; надано де-
якi означення i введено основну термiнологiю.

Розлянiмо множину 𝑋 ⊂ R𝑚, 𝑚 ∈ N, i нехай 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 деяка
функцiя. Функцiя 𝐹 задає систему рiзницевих рiвнянь

𝑥𝑡+1 = 𝐹 (𝑥𝑡), 𝑡 = 0, 1, 2, . . . , (1)

де початкова умова 𝑥0 пробiгає 𝑋. Тодi 𝐹 називається вiдображен-
ням, 𝑋 — простором станiв або фазовим простором вiдображення
𝐹 або динамiчної системи (1). Припустiмо, що 𝑋 = ∪𝑀

𝑖=1𝑋𝑖 ⊂ R𝑚,
𝑀 ∈ N, при цьому

(1.2.А.i) внутрiшнiсть Int𝑋𝑖 ̸= ∅, 𝑖 = 1,𝑀 ;

(1.2.А.ii) будь-який перетин замикань Γ𝑖𝑗 := 𝑋𝑖 ∩𝑋𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, — це
чи многовид розмiрностi, меншої за 𝑚, а чи порожнiй.

Вiдображення 𝐹 : 𝑋 → 𝑋, задане функцiями 𝐹𝑖 ∈ 𝐶1(𝑋𝑖), 𝑖 = 1,𝑀 ,
𝐹𝑖 ̸= 𝐹𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, таким чином, що 𝐹 (𝑥) = 𝐹𝑖(𝑥) для 𝑥 ∈ Int𝑋𝑖, нази-
вається кусково-гладким, множини 𝑋𝑖 — подiлами, кожна множина
Γ𝑖𝑗 — многовидом перемикання, а їхня сукупнiсть

Γ :=

𝑀⋃︁
𝑖=1

𝑀⋃︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

Γ𝑖𝑗

називається межовою множиною. Зауважимо, що для вiдображен-
ня 𝐹 розмiрностi один замiсть многовидiв перемикання маємо просто
межовi точки Γ = {𝑑1, . . . , 𝑑𝑀−1}, 𝑑𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1,𝑀 − 1. На множинi
Γ вiдображеня 𝐹 може задаватись рiзними способами, залежно вiд
конкретних завдань i застосувань. Це визначення не впливає загалом
на асимптотичну динамiку системи (1).

Для будь-якої початкової умови 𝑥̄ ∈ 𝑋, множина 𝑜(𝑥̄) = 𝑜𝑥̄ :=
{𝑥𝑡 : 𝑥𝑡 = 𝐹 𝑡(𝑥̄)}∞𝑡=0 називається орбiтою вiдображення 𝐹 або
розв’язком системи (1). Тут 𝐹 0 — тотожне вiдображення (тобто
𝐹 0(𝑥) = 𝑥 для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑋), функцiя 𝐹 𝑡 називається 𝑡-ою iте-
рацiєю 𝐹 , а точка 𝑥𝑡 називається 𝑡-им образом точки 𝑥0. Будь-яка
точка 𝑦, така, що 𝐹 (𝑦) = 𝑥0, називається прообразом точки 𝑥0 i часто
позначається як 𝑥−1 або 𝐹−1(𝑥0). Якщо функцiя 𝐹 — необоротна,
то таких прообразiв може iснувати декiлька чи не iснувати жодного.
Якщо 𝐹 𝑡(𝑦) = 𝑥0, то 𝑦 називається 𝑡-им прообразом точки 𝑥0.
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Точка 𝑥* ∈ 𝑋, така, що 𝐹 (𝑥*) = 𝑥*, називається нерухомою. Мно-
жина точок 𝒪 = {𝑥𝑡}𝑛−1

𝑡=0 ⊂ 𝑋, таких, що 𝑥𝑡 = 𝐹 (𝑥𝑡−1), 𝑡 = 1, 𝑛− 1,
𝑥0 = 𝐹 (𝑥𝑛−1), називається або перiодичним розв’язком системи (1),
або циклом перiоду 𝑛 вiдображення 𝐹 , або просто 𝑛-циклом. Ко-
жна точка 𝑥𝑡 називається перiодичною. Окрiм простих регулярних
розв’язкiв (тобто нерухомих i перiодичних точок) динамiчна систе-
ма (1) (вiдображення 𝐹 ) може мати розв’язки (орбiти) складнiшої
структури, хаотичнi множини. В роботi використане означення хао-
су, яке ввiв Р. Деванi.

Означення 1.7. Кажуть, що вiдображення 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 має чу-
тливу залежнiсть вiд початкових умов, якщо ∃ 𝛿 > 0, таке, що
∀𝑥 ∈ 𝑋 i будь-якого околу 𝑈(𝑥) iснують 𝑦 ∈ 𝑈(𝑥) та 𝑡 ∈ Z+, такi, що
|𝐹 𝑡(𝑥)− 𝐹 𝑡(𝑦)| > 𝛿.

Означення 1.8. Вiдображення 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 називаєтьсятопологiчно
транзитивним, якщо для будь-якої пари вiдкритих множин 𝑈, 𝑉 ⊂
𝑋 iснує 𝑡 ∈ Z+, таке, що 𝐹 𝑡(𝑈) ∩ 𝑉 ̸= ∅.
Означення 1.9. Розгляньмо множину 𝒜 ⊆ 𝑋, iнварiантну вiдно-
сно 𝐹 . Вiдображення 𝐹 називається хаотичним у сенсi Деванi на
множинi 𝒜, якщо

(1) 𝐹 |𝒜 має чутливу залежнiсть вiд початкових умов;

(2) 𝐹 |𝒜 топологiчно транзитивне;

(3) множина перiодичних точок 𝐹 щiльна в 𝒜.

Множину 𝒜 також часто називають хаотичною.

Означення 1.10. Iнварiантна множина 𝒜 називається притягую-
чою, якщо iснує 𝑈(𝒜), такий, що ∀𝑥 ∈ 𝑈 , за винятком множини ну-
льової мiри Лебега, iснує lim𝑡→∞ 𝐹 𝑡(𝑥) ∈ 𝒜. Якщо 𝒜 мiстить щiльну
орбiту, то її називають топологiчним атрактором або просто атра-
ктором.

Для вiдображення 𝐹 розмiрностi 𝑚 = 1 хаотичний атрактор —
це сукупнiсть iнтервалiв, iнварiантних вiдносно 𝐹 .

Означення 1.31. Топологiчний атрактор 𝒬 = ∪𝑛
𝑖=1𝐵𝑖, 𝐵𝑖 = [𝑎𝑖, 𝑏𝑖],

𝑎1 < 𝑏1 < 𝑎2 < 𝑏2 < . . . < 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛, називається 𝑛-частинним
або 𝑛-смуговим хаотичним атрактором 𝐹 , якщо обмеження 𝐹 |𝒬
хаотичне. Iнтервали 𝐵𝑖 називаються смугами 𝒬, а iнтервали 𝐺𝑖 =
(𝑏𝑖, 𝑎𝑖+1), 𝑖 = 1, 𝑛− 1, називаються порожнiми промiжками. Заради
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стислостi ми позначаємо 𝒢 = ∪𝑛−1
𝑖=1 𝐺𝑖. Область у просторi параме-

трiв, пов’язана зi значеннями параметрiв, для яких iснує 𝒬, назива-
ється областю хаотичностi.

Для необоротних i негладких вiдображень важливу роль також
вiдiграє поняття критичної множини, яке з’явилося як узагальнення
поняття локального екстремуму для функцiй. Для довiльного глад-
кого вiдображення критична множина (critical set) 𝐶𝑆 визначається
як геометричне мiсце таких точок у фазовому просторi вiдображен-
ня, якi мають якнайменш два збiжнi прообрази. Цi прообрази нале-
жать множинi 𝐶𝑆−1, яка ще називається множиною збiжних про-
образiв (set of merging preimages) i належить множинi точок, у яких
детермiнант матрицi Якобi вiдображення 𝐹 обертається в нуль. Для
кусково-гладкого неперервного вiдображення множина 𝐶𝑆−1 дода-
тково може мiстити точки многовидiв перемикання Γ𝑖𝑗 , якщо вони
вiдповiдають принаймнi двом збiжним прообразам. Тодi критична
множина 𝐶𝑆 мiстить також вiдповiднi образи 𝐹 (Γ𝑖𝑗). Якщо ж вiд-
ображення 𝐹 розривне, то множина 𝐶𝑆−1 мiстить точки розриву, якi
вочевидь вiдповiдають не двом збiжним прообразам, а лише одному
прообразовi, який з’являється чи зникає. Тодi множина 𝐶𝑆 також
мiстить образи точок розриву, отриманi за допомогою двох вiдпо-
вiдних функцiй. Тобто якщо вiдображення 𝐹 розривне на множинi
Γ𝑖𝑗 для деяких 𝑖 та 𝑗, то образи 𝐹𝑖(Γ𝑖𝑗) i 𝐹𝑗(Γ𝑖𝑗) належать крити-
чнiй множинi 𝐶𝑆. Для множини 𝐶𝑆 її 𝑘-ий образ 𝐹 𝑘(𝐶𝑆), 𝑘 ∈ N,
називається критичною множиною рангу 𝑘 й позначається як 𝐶𝑆𝑘.
У випадку, коли розмiрнiсть 𝑚 = 2, критична множина — це крива
чи сукупнiсть кривих i її часто позначають як 𝐿𝐶 (вiд французь-
кого “ligne critique”). У випадку, коли розмiрнiсть 𝑚 = 1, критична
множина — це скiнченна множина (критичних) точок.

Критичнi множини часто виступають ключовими об’єктами, зав-
дяки яким вiдбуваються якiснi змiни iнварiантних множин i їхнiх
басейнiв притягання. Зокрема, сегменти критичних множин рiзних
рангiв обмежують областi поглинання (absorbing domains).

Означення 1.18. Множина ∆ ⊂ 𝑋 називається областю поглина-
ння незмiшаного типу, якщо

(1) 𝐹 (∆) ⊆ ∆;

(2) iснує окiл 𝑈(∆), такий, що 𝐹 (𝑈(∆)) ⊂ 𝑈(∆) i будь-яка точка
𝑥 ∈ 𝑈(∆) ∖∆ має образ скiнченого рангу у внутрiшностi Int∆;
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(3) межа 𝜕∆ складається зi скiнченної кiлькостi пiдмножин кри-
тичних множин рiзного рангу.

Означення 1.19. Множина ∆ ⊂ 𝑋 називається областю поглина-
ння змiшаного типу, якщо

(1) 𝐹 (∆) ⊆ ∆;

(2) iснує окiл 𝑈(∆), такий, що 𝐹 (𝑈(∆)) ⊂ 𝑈(∆) i майже всi точки
𝑥 ∈ 𝑈(∆) ∖ ∆ мають образи скiнченого рангу у внутрiшностi
Int∆;

(3) межа 𝜕∆ складається зi скiнченної кiлькостi пiдмножин кри-
тичних множин рiзного рангу i пiдмножин нестiйкої множи-
ни певної сiдлової нерухомої точки (чи сiдлового циклу), або
навiть пiдмножин кiлькох нестiйких множин рiзних сiдлових
нерухомих точок (циклiв).

Зауважимо, що для вiдображення 𝐹 розмiрностi один область
поглинання — це iнтервал поглинання, який може бути лише незмi-
шаного типу.

У другому роздiлi дисертацiї розглянутi кусково-лiнiйнi непе-
рервнi вiдображення зi двома межовими точками, а саме:

𝑓 : 𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓ℒ(𝑥) = 𝑎ℒ𝑥+ 𝜇ℒ, 𝑥 < 𝑑ℒ,

𝑓ℳ(𝑥) = 𝑎ℳ𝑥+ 𝜇ℳ, 𝑑ℒ < 𝑥 < 𝑑ℛ,

𝑓ℛ(𝑥) = 𝑎ℛ𝑥+ 𝜇ℛ, 𝑥 > 𝑑ℛ,

(2)

з 𝑓ℒ(𝑑ℒ) = 𝑓ℳ(𝑑ℒ), 𝑓ℳ(𝑑ℛ) = 𝑓ℛ(𝑑ℛ). (3)

Це вiдображення має вiсiм параметрiв {𝑎ℒ, 𝑎ℳ, 𝑎ℛ, 𝜇ℒ, 𝜇ℳ, 𝜇ℛ, 𝑑ℒ,
𝑑ℛ} ⊂ R, 𝑑ℒ < 𝑑ℛ, але лише шiсть iз них незалежнi, оскiльки з
умов неперервностi (3) два будь-якi параметри можна виразити че-
рез шiсть iнших. Проте, зважаючи на те, що отриманi теоретичнi ре-
зультати передбачається використовувати, зокрема при розв’язаннi
конкретних прикладних задач, у всiх аналiтичних виразах залишено
всi вiсiм параметрiв.

Вiдображення 𝑓 задане у (2), (3), яке ще називають бiмодаль-
ним вiдображенням, важливе з двох причин. Iз одного боку, воно
природнiм чином виникає при розв’язаннi рiзних прикладних задач.
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Наприклад, воно виступає моделлю для ланцюга Чуа певної констру-
кцiї iз запiзненням; його використовують для побудови ефективного
генератора хаосу в телекомунiкацiях i опрацюваннi зображень; во-
но моделює процес наближення цiни до рiвноважного значення при
стабiлiзацiї економiки тощо. З iншого боку, бiмодальне вiдображен-
ня — це узагальнення вiдомого вiдображення асиметричного тенту
(skew tent) i для нього умови бiфуркацiй можуть бути отриманi в
аналiтичнiй формi, завдяки лiнiйностi його функцiй.

У дисертацiї для бiмодального вiдображення визначено областi
з обмеженими i необмеженими розв’язками. Вичерпно описано три
рiзнi бiфуркацiйнi структури у просторi параметрiв. Перша з них —
структура асиметричного тенту (skew tent map structure) — iснує в
околi значень параметрiв, якi вiдповiдають бiфуркацiї iнтервалу по-
глинання, який розширюється з двох сусiднiх подiлiв на всi три подi-
ли. Друга — структура додавання перiодiв (period adding structure) —
складається лише з областей перiодичностi та є узагальненням бi-
фуркацiйної структури, вiдомої для розривного кусково-лiнiйного
вiдображення з однiєю межовою точкою. Третю структуру — стру-
ктуру зубцiв (fin structure), — яка мiстить як областi перiодичностi,
так i областi хаотичностi, виявлено вперше. Для циклiв отримано
необхiднi й достатнi умови їхнього iснування i стiйкостi. Для хаоти-
чних атракторiв отримано достатнi умови їхнього iснування.

Також було розглянуто конкретний приклад бiмодального вiд-
ображення, яке моделює економiчний процес наближення цiни до
рiвноважного значення. Особливiсть цього прикладу полягає в то-
му, що функцiї 𝑓ℒ i 𝑓ℛ обидвi проходять через початок координат.
Через це у просторi параметрiв бiфуркацiйнi структури, пов’язанi з
перiодичними розв’язками, виродженi. Описано природу цього виро-
дження й отримано достатнi умови iснування хаотичних атракторiв.

У третьому роздiлi дисертацiї дослiдженi кусково-монотоннi вiд-
ображення з принаймнi двома межовими точками, для яких вивченi
бiфуркацiї хаотичних атракторiв. Розгляньмо такi вiдображення з
двома точками розриву:

𝑓 : 𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓ℒ(𝑥) = (𝑎+ 𝑏)𝑥− 𝜇, 𝑥 < 𝑑ℒ,

𝑓ℳ(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑑ℒ < 𝑥 < 𝑑ℛ,

𝑓ℛ(𝑥) = (𝑎+ 𝑏)𝑥+ 𝜇, 𝑥 > 𝑑ℛ.

(4)

Вiдображення такого типу — це досить популярнi моделi для змi-
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ни цiни активу пiдвищеного ризику (акцiї) на фiнансовому ринку з
рiзнорiдними агентами. Такi моделi, запропонованi початково у пра-
цях Р. Дея (R. Day) та В. Хуанґа (W. Huang), дослiджувало чимало
економiстiв у спiвпрацi зi прикладними математиками. Отриманi за
їхньої допомоги теоретичнi результати мають також емпiричне пiд-
твердження на основi реальних даних, наприклад, у роботах К. Гом-
са (C. Hommes), Р. Франке (R. Franke), Л. Менкгофа (L. Menkhoff),
М. Тейлора (M. Taylor) та iнших.

За умови 𝑑ℛ = −𝑑ℒ = 𝑧 функцiя 𝑓 симетрична. В дисертацiйнiй
роботi у просторi параметрiв такого вiдображення вичерпно описа-
но двi бiфуркацiйнi структури, якi є узагальненнями структур до-
давання кiлькостi смуг (bandcount adding) i приросту кiлькостi смуг
(bandcount incrementing), характерних для кусково-монотонного вiд-
ображення, заданого на двох подiлах i з однiєю точкою розриву. На
вiдмiну вiд цих уже вiдомих бiфуркацiйних структур, структури,
описанi в дисертацiйнiй роботi, складаються з областей для хаоти-
чних атракторiв, точки яких належать до всiх трьох подiлiв 𝐼ℒ, 𝐼ℳ та
𝐼ℛ, а також мiстять параметричнi областi спiвiснування двох рiзних
хаотичних атракторiв. Зауважимо, що таке спiвiснування неможливе
для вiдображень iз однiєю межовою точкою, розглянутих у роботах
попередникiв.

У разi, коли 𝑏 = 0, але симетрiя порушується, тобто 𝑑ℛ ̸=
−𝑑ℒ, у просторi параметрiв виявлено бiфуркацiйну структуру но-
вого типу, яка була названа структурою збiльшення кiлькостi смуг
(bandcount accretion). Як вiдомо, для кусково-монотонних вiдобра-
жень iз однiєю межовою точкою якiснi перетворення хаотичних атра-
кторiв пов’язанi з гомоклiнiчними бiфуркацiями вiдштовхуючих пе-
рiодичних точок, розташованих на межi басейну притягання. Нато-
мiсть бiфуркацiйнi поверхнi, якi утворюють структуру збiльшення
кiлькостi смуг, не пов’язанi з жодними критичними гомоклiнiчними
орбiтами. Змiна кiлькостi смуг хаотичного атрактора стається лише
завдяки контакту двох рiзних критичних точок певних рангiв.

Нехай межовi точки вiдображення 𝑓 типу (4) дорiвнюють 𝑑ℒ =
−1, а 𝑑ℛ = 1 + 𝜀, 𝜀 ∈ R+. Позначмо критичнi точки як

𝑐ℒ = 𝑓ℒ(−1), 𝑐ℳ− = 𝑓ℳ(−1), 𝑐ℳ+
= 𝑓ℳ(1+𝜀), 𝑐ℛ = 𝑓ℛ(1+𝜀). (5)

Також введiмо додатковi позначення для частин iнтервала поглина-
ння 𝐽 = [𝐽min, 𝐽max], а саме: 𝐽ℒ = [𝐽min, 0) i 𝐽ℛ = (0, 𝐽max].
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Теорема 3.16. Для фiксованого значення параметра 𝑎 розглянiмо
область

𝐷accr = {(𝜀, 𝜇) : 𝜇 > −𝜀−𝑎2−1, 𝜇 < −𝑎2(1+𝜀), 𝜇 < −𝑎(𝑎+1)}, (6)

обмежену бiфуркацiйними поверхнями 𝜐𝑐ℳ− ,𝑐ℛ (що вiдповiдає кон-

такту 𝑐ℳ− = 𝑐ℛ), 𝜁
𝑐1ℳ+
ℳ (що вiдповiдає гомоклiнiчнiй бiфуркацiї

𝑥*
ℳ = 𝑐1ℳ+

) та 𝜐
𝑐ℒ,𝑐2ℳ− (що вiдповiдає контакту 𝑐ℒ = 𝑐2ℳ−

). У цiй
областi iснує бiфуркацiйна структура, яку можна описати таким
чином:

� Перший ярус структури складається з областей хаотичностi
𝒞𝑛+1

ℳ , 𝑛 = 1, 𝑛̄, кожна з яких пов’язана з хаотичним атракто-
ром 𝒬𝑛+1

ℳ = ∪𝑛+1
𝑖=1 𝐵𝑖 з 𝐵1 ⊂ 𝐽ℒ i ∪𝑛+1

𝑖=2 𝐵𝑖 ⊂ 𝐽ℛ, де

𝑛̄ =

[︂
ln(𝑎+ 1)

ln 𝑎

]︂
, (7)

[·] позначає цiлу частину числа.

� Для 𝑛 < 𝑛̄ область 𝒞𝑛+1
ℳ обмежена бiфуркацiйними поверхня-

ми 𝜐
𝑐𝑛+1
ℳ−

,𝑐2ℳ+ (що вiдповiдає контакту 𝑐𝑛+1
ℳ−

= 𝑐2ℳ+
) й 𝜐

𝑐𝑛ℳ−
,𝑑ℛ

(що вiдповiдає контакту 𝑐𝑛ℳ−
= 𝑑ℛ), аналiтичнi вирази для

яких — це, вiдповiдно,

𝜇 = −𝑎3
1 + 𝜀+ 𝑎𝑛−1

𝑎𝑛 + 𝑎− 1
i 𝜇 = −𝑎2 − 1 + 𝜀

𝑎𝑛−1
. (8)

Область 𝒞𝑛̄+1
ℳ обмежена 𝜐

𝑐𝑛̄+1
ℳ−

,𝑐2ℳ+ , 𝜁
𝑐1ℳ+
ℳ та 𝜐

𝑐ℒ,𝑐2ℳ− .

� Мiж двома сусiднiми областями 𝒞(𝑛−1)+1
ℳ i 𝒞𝑛+1

ℳ , 𝑛 ≥ 2, пер-
шого ярусу iснує нескiнчена кiлькiсть областей 𝒞𝑛+𝑘

ℳ , 𝑘 ≥ 2,
другого ярусу, кожна з яких вiдповiдає хаотичному атракто-
ровi 𝒬𝑛+𝑘

ℳ = ∪𝑛+𝑘
𝑖=1 𝐵𝑖, який має ∪𝑘

𝑖=1𝐵𝑖 ⊂ 𝐽ℒ i ∪𝑛+𝑘
𝑖=𝑘+1𝐵𝑖 ⊂ 𝐽ℛ. Зi

збiльшенням 𝑘 областi 𝒞𝑛+𝑘
ℳ акумулюються до кривої 𝐵𝑛(𝑎),

заданої перетином двох поверхонь

𝜀 = 𝜀𝑛 :=
1

𝑎𝑛 − 1
, 𝜇 = 𝜇̄𝑛 := − 𝑎𝑛+2

𝑎𝑛 − 1
. (9)
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� Двi сусiднi областi 𝒞𝑛+𝑘
ℳ й 𝒞𝑛+(𝑘+1)

ℳ , 𝑘 ≥ 2, роздiленi бiфурка-

цiйною поверхнею 𝜐
𝑐𝑛−1
ℒ ,𝑐𝑛+𝑘

ℳ− (що вiдповiдає контакту 𝑐𝑛−1
ℒ =

𝑐𝑛+𝑘
ℳ−

), заданою виразом

𝜇 = 𝜇
𝑐𝑛−1
ℒ ,𝑐𝑛+𝑘

ℳ− := − 𝑎𝑛(𝑎𝑘+1 − 1)

𝑎𝑛+𝑘−1 − 𝑎𝑘−1 − 𝑎𝑛−1 + 1
. (10)

Серед бiфуркацiй хаотичних атракторiв, якi не пов’язанi з кри-
тичними гомоклiнiчними орбiтами, а лише з контактом рiзних кри-
тичних точок, було видiлено два основнi класи. А саме: бiфуркацiї
зовнiшнього (exterior) i внутрiшнього (interior) зiткнення з межею.
Розгляньмо кусково-зростаюче вiдображення з двома точками роз-
риву типу

𝑓 : 𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓ℒ(𝑥) = 𝑎𝑥+ 𝜇ℒ, 𝑥 < 𝑑ℒ,

𝑓ℳ(𝑥) = 𝑎𝑥+ 𝜇ℳ, 𝑑ℒ < 𝑥 < 𝑑ℛ,

𝑓ℛ(𝑥) = 𝑎𝑥+ 𝜇ℛ, 𝑥 > 𝑑ℛ,

(11)

де 𝑎 > 1, 𝑑ℛ = −𝑑ℒ = 1. Усi викладенi нижче результати для вiд-
ображення 𝑓 (11) вираженi в термiнах критичних точок 𝑐ℒ = 𝑓ℒ(−1),
𝑐ℳ− = 𝑓ℳ(−1), 𝑐ℳ+

= 𝑓ℳ(1) i 𝑐ℛ = 𝑓ℛ(1), що дає змогу використа-
ти їх i в загальнiшому випадку, для довiльних кусково-зростаючих
скрiзь розширюючих вiдображень. Позначмо бiфуркацiйний пара-
метр через 𝛼, який може бути одним iз чотирьох: 𝑎, 𝜇ℒ, 𝜇ℳ або 𝜇ℛ.

Теорема 3.18. Розгляньмо розривне вiдображення 𝑓 типу (11) iз
бiфуркацiйним параметром 𝛼. Припустiмо, що iснує 𝛼* й окiл 𝑈 =
𝑈(𝛼*), такий, що для 𝛼 ∈ 𝑈 виконуються

(1) для 𝛼 < 𝛼* (𝛼 > 𝛼*) вiдображення 𝑓 |𝛼 має єдиний 𝑛-смуговий
хаотичний атрактор 𝒬(𝛼) = ∪𝑛

𝑖=1𝐵𝑖(𝛼), 𝑛 ∈ N, з 𝑑ℒ ∈ Int𝒬(𝛼),
а 𝑑ℛ ̸∈ 𝒬(𝛼);

(2) iснує лише одна критична точка 𝑐𝑘𝑠(𝛼) ∈ 𝜕𝒬(𝛼), 𝑘 ∈ Z+, 𝑠 ∈
{ℒ,ℳ−}, така, що 𝑐𝑘𝑠(𝛼

*) = 𝑑ℛ;

(3) для 𝛼 < 𝛼* (𝛼 > 𝛼*) виконується 𝑐𝑘𝑠(𝛼) ∈ 𝐼𝑟, а для 𝛼 > 𝛼*

(𝛼 < 𝛼*) виконується 𝑐𝑘𝑠(𝛼) ∈ 𝐼𝑞 з 𝑟, 𝑞 ∈ {ℳ+,ℛ}, 𝑟 ̸= 𝑞;

(4) для 𝛼 ∈ 𝑈 вiдображення 𝑓 |𝛼 не має критичних гомоклiнiчних
орбiт.
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Якщо 𝑓 𝑖|𝛼*(𝑐𝑞(𝛼
*)) ∈ 𝐽∖𝒬(𝛼*), де 𝑖 = 0,𝑚− 1, 𝑚 ∈ N, то для

𝛼 > 𝛼* (𝛼 < 𝛼*) iнтервали 𝑓 𝑖+1|𝛼(𝐵̃(𝛼)) з 𝐵̃(𝛼) = [𝑑ℛ, 𝑐
𝑘
𝑠(𝛼)] — це

новi смуги атрактора 𝒬(𝛼), тобто 𝒬(𝛼) має (𝑛+𝑚) смуг.

Теорема 3.18 описує достатнi умови для виникнення зовнiшньої
бiфуркацiї зiткнення з межею. Окрiм того, вона надає досить про-
стий критерiй для оцiнювання кiлькостi смуг атрактора пiсля бiфур-
кацiї, якщо конфiгурацiя атрактора перед бiфуркацiєю добре вiдома.

Для опису нової бiфуркацiї другого типу введiмо далi таке позна-
чення:

𝑍𝑘 = {𝑥 ∈ 𝐽 : 𝑥 має 𝑘 прообразiв, якi належать 𝐽}. (12)

Анi iнтервал 𝑍0, анi жоден iз його образiв, таких, що 𝑓 𝑗(𝑍0) ⊂ 𝑍1

для 𝑗 = 1,𝑚, 𝑚 ∈ N, не може мiстити точок атрактора.
Теорема 3.20. Розгляньмо розривне вiдображення 𝑓 (11) iз бi-
фуркацiйним параметром 𝛼. Припустiмо, що iснує 𝛼* й окiл 𝑈 =
𝑈(𝛼*), такий, що для 𝛼 ∈ 𝑈 виконуються:

(1) для 𝛼 ≤ 𝛼* (𝛼 ≥ 𝛼*) вiдображення 𝑓 |𝛼 має єдиний 𝑛-смуговий,
𝑛 ≥ 2, хаотичний атрактор 𝒬(𝛼) з 𝑑ℒ, 𝑑ℛ ∈ Int𝒬(𝛼);

(2) для 𝛼 < 𝛼* (𝛼 > 𝛼*) iснують двi критичнi точки, 𝑐𝑘𝑠(𝛼) ∈
𝜕𝒬(𝛼) й 𝑐𝑚𝑞 (𝛼) ∈ Int𝒬(𝛼), 𝑠, 𝑞 ∈ {ℒ,ℳ−,ℳ+,ℛ}, 𝑠 ̸= 𝑞,
𝑘,𝑚 ∈ Z+, такi, що 𝑐𝑚𝑞 (𝛼) ∈ 𝑍2 ∩ 𝑍1 i має обидва прообрази

у внутрiшностi Int𝒬(𝛼), а 𝑐𝑘+1
𝑠 (𝛼) ∈ 𝑍2 має другий прообраз

𝑐(𝛼), 𝑐(𝛼) ̸= 𝑐𝑘𝑠(𝛼), для якого 𝑐(𝛼) ∈ Int𝒬(𝛼);

(3) 𝑐𝑘+1
𝑠 (𝛼*) = 𝑐𝑚𝑞 (𝛼*) i для 𝛼 > 𝛼* (𝛼 < 𝛼*) виконується 𝑐𝑘+1

𝑠 (𝛼) ∈
𝑍1, а її єдиний прообраз — це 𝑐𝑘𝑠(𝛼);

(4) для 𝛼 ∈ 𝑈 виконується 𝑐𝑖𝑟(𝛼) ̸= 𝑑ℒ, 𝑐
𝑖
𝑟(𝛼) ̸= 𝑑ℛ для будь-якого

𝑖 ∈ Z+, 𝑟 ∈ {ℒ,ℳ−,ℳ+,ℛ};

(5) для 𝛼 ∈ 𝑈 вiдображення 𝑓 |𝛼 не має критичних гомоклiнiчних
орбiт.

Тодi справедливе таке:

� для 𝛼 > 𝛼* (𝛼 < 𝛼*) вiдображення 𝑓 |𝛼 має єдиний хаотичний
атрактор 𝒬(𝛼), який має якнайменш 𝑛 + 1 смугу, де iнтер-
вал 𝐺̃(𝛼) = [𝑐𝑘+1

𝑠 (𝛼), 𝑐𝑚𝑞 (𝛼)] — це новий порожнiй промiжок
атрактора 𝒬(𝛼);
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� якщо 𝑐𝑚+𝑖
𝑞 (𝛼*) ∈ 𝑍1, де 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑙 ∈ N, то для 𝛼 > 𝛼* (𝛼 <

𝛼*) iнтервали 𝑓 𝑖|𝛼(𝐺̃(𝛼)) — це також новi порожнi промiжки
атрактора 𝒬(𝛼), тобто 𝒬(𝛼) має 𝑛+ 𝑙 + 1 смугу.

Теорема 3.20 описує достатнi умови для виникнення внутрiшньої
бiфуркацiї зiткнення з межею. Крiм того, вона надає досить простий
критерiй для оцiнювання кiлькостi смуг атрактора пiсля бiфуркацiї,
якщо конфiгурацiя атрактора перед бiфуркацiєю добре вiдома.

Також, були розглянутi кусково-монотоннi вiдображення з трьо-
ма й чотирма точками розриву, для яких було описано особливий
випадок бiфуркацiї зовнiшнього зiткнення з межею, що спричиняє
подальше рiзке розширення атрактора. Показано, що перед бiфур-
кацiєю на межi басейну притягання хаотичного атрактора мiститься
хаотичний репелер. У загальному випадку корозмiрностi один пере-
творення атрактора стається завдяки послiдовностi двох бiфуркацiй:
бiфуркацiї зовнiшнього зiткнення з межею, супроводжуванiй згодом
бiфуркацiєю контакту хаотичного атрактора й хаотичного репелера
з подальшим їхнiм злиттям i розширенням атрактора. У випадку ко-
розмiрностi два обидвi бiфуркацiї (зовнiшнього зiткнення з межею
й контакту атрактора з репелером) вiдбуваються водночас, отож зi-
ткнення атрактора з межовою точкою спричиняє безпосередньо рiз-
ку змiну його розмiру.

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено двовимiрним i триви-
мiрним вiдображенням, якi є математичними моделями конкретних
важливих задач економiки, екологiї i психологiї. Розглянуто системи
рiзницевих рiвнянь iз широким спектром функцiй правої частини, не
тiльки кусково-гладких, а й гладких необоротних, а також дробово-
рацiональних функцiй зi зникомим знаменником.

Так, вивчено двовимiрне необоротне вiдображення

𝑇 : (𝑌,𝐷) ↦→ 𝑇 (𝑌,𝐷) =⎧⎨⎩ 𝑌 + 𝛼𝑎2

(︂
𝑎1 + 𝑎2

𝑎1e−𝛾𝑣𝑌+(𝑟+𝛾)𝐷−𝐺̄ + 𝑎2
− 1

)︂
,

𝐷 + 𝛾(𝑣𝑌 −𝐷)
(13)

з параметрами 𝛼 ∈ R+, 𝑎𝑖 ∈ R+, 𝑖 = 1, 2, 𝛾 ∈ R+, 𝑣 ∈ R+, 𝐺̄ ∈ R+,
𝑟 ∈ (0, 1), яке моделює закриту економiку типу Мiнського з ендоген-
ним процесом регулювання боргу. Для бiфуркацiї перевороту (flip) i
бiфуркацiї Неймарка-Сакера (Neimark–Sacker) єдиної нерухомої то-



– 26 –

чки побудовано нормальнi форми. Детально розглянуто два виро-
дженi випадки бiфуркацiї Неймарка-Сакера, вичерпно описано стру-
ктуру простору параметрiв в околi вiдповiдних точок корозмiрностi
два. Також для значень параметрiв, якi розташованi достатньо да-
леко вiд бiфуркацiйної межi Неймарка-Сакера, проаналiзовано гло-
бальнi бiфуркацiї, якi пов’язанi з критичними множинами рiзного
рангу й перетвореннями притягуючої iнварiантної кривої.

Також вивчено сiмейство двовимiрних необоротних вiдображень

𝐹 : (𝑥, 𝑟) → 𝐹 (𝑥, 𝑟) =⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂
1 + 𝛼− 𝑁𝑎0𝑞0

2𝛾

)︂
𝑥− 𝛼

𝑘
𝑥2 +

𝑁

2𝛾
(𝑎0𝑞0 − 𝑎1𝑞1)𝑥𝑟,

𝑟

{︃
𝑟 + (1− 𝑟)e

𝛽

(︂
𝑎2
0𝑞0−𝑎2

1𝑞1
4𝛾 𝑥−𝜉

)︂}︃−1

,

(14)

де 𝛼 ∈ R+, 𝑘 ∈ R+, 𝑁 ∈ N, 𝑞𝑖 ∈ R+, 𝑎𝑖 ∈ R+, 𝑖 = 0, 1, 𝑞0 < 𝑞1, 𝑎1 < 𝑎0,
𝛾 ∈ R+, 𝛽 ∈ R+, 𝜉 ∈ R−. Система (14) моделює процес експлуатацiї
вiдновлюваних ресурсiв, коли учасники мають обрати чи екологi-
чну й дорожчу стратегiю, чи дешевшу, проте руйнiвну для середо-
вища. Отримано аналiтичнi вирази для множини збiжних прообра-
зiв i критичної множини. Вичерпно описано два рiзнi бiфуркацiйнi
сценарiї, характернi для розглянутих вiдображень. Перший сцена-
рiй пов’язаний iз каскадом подвоєння перiоду, проте є нетиповим i
складається не тiльки з бiфуркацiй перевороту, а й iз бiфуркацiй
Неймарка-Сакера для циклiв. Другий сценарiй пов’язаний iз бiфур-
кацiями атрактора всерединi певної областi поглинання, а саме: глад-
ка iнварiантна крива спочатку втрачає гладкiсть, а згодом перетво-
рюється на хаотичний атрактор. Детально проаналiзовано вiдповiднi
глобальнi бiфуркацiї. Також показано, що область поглинання — це
хаотична область змiшаного типу, тобто вона обмежена сегментами
критичних кривих рiзного рангу й вiдповiдними частинами нестiй-
ких множин двох сiдлових циклiв.

Дослiджено стiйкi перiодичнi розв’язки для сiмейства двовимiр-
них кусково-гладких необоротних неперервних вiдображень

𝑆 : (𝑥, 𝑞) ↦→
(︀
𝐹 (𝑥, 𝑞), 𝛾𝑥𝛽

)︀
, де (15)

𝐹 (𝑥, 𝑞) =

⎧⎨⎩ 𝑥+ 𝑥(1− 𝑥)
𝛼(∆𝑐 − 𝑓𝑞)− 1

𝛼(∆𝑐 − 𝑓𝑞) + 1
, 0 ≤ 𝑞 < Δ𝑐

𝑓 ,

𝑥2, Δ𝑐

𝑓 ≤ 𝑞 ≤ 1.
(16)



– 27 –

Параметри: 𝛼 > 0, 𝑓 > 0, 𝛾 ∈ (0, 1], 𝛽 > 0 та ∆𝑐 > 0. За допомо-
гою системи (15), (16) формалiзовано процес виявлення шахрайства
у державних закупiвлях i боротьби з ним. Показано, що за певних
умов у фазовому просторi iснує притягуюча замкнена iнварiантна
негладка крива 𝒜, яка складається з сегментiв критичних множин
рiзного рангу. Отримано достатнi умови для її iснування. Ретельно
проаналiзовано властивостi обмеження 𝑆|𝒜, заданого одновимiрним
вiдображенням першого повернення 𝜑. Доведено, що 𝜑 має принайм-
нi одну точку зламу та одну точку розриву. За допомогою 𝜑 визна-
чено бiфуркацiї стiйких перiодичних розв’язкiв i описано вiдповiдну
бiфуркацiйну структуру у просторi параметрiв.

Також розглянуто модель, яка формалiзує процес торгiвлi на рин-
ку товарiв тривалого користування. Цю модель задає тривимiрне
кусково-гладке неперервне вiдображення

Φ : (𝑋,𝑌, 𝑝) ↦→
(︀
𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑝′

)︀
, де (17)

𝑋 ′ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1(𝑋,𝑌, 𝑝) =: 𝑥1, (𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 −𝑋) ≤ 0,

𝑥2(𝑋,𝑌, 𝑝) =: 𝑥2, (𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 −𝑋) ≤ 0,

𝑋, в iнших випадках,

(18a)

𝑌 ′ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦1(𝑋,𝑌, 𝑝) =: 𝑦1, (𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 −𝑋) ≤ 0,

𝑦2(𝑋,𝑌, 𝑝) =: 𝑦2, (𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 −𝑋) ≤ 0,

𝑌, в iнших випадках,

(18b)

𝑝′ = 𝑝e𝛿(𝑥2−𝑥1) (18c)

i

𝑥1 = 𝛼(𝑋 + 𝑝𝑌 ), 𝑥2 = 1− 𝛽
(︀
1−𝑋 + 𝑝(1− 𝑌 )

)︀
, (19)

𝑦1 =
1− 𝛼

𝑝𝛼
𝑥1, 𝑦2 = 1− 1− 𝛽

𝑝𝛽
(1− 𝑥2). (20)

Множина перемикання вiдбраження Φ, заданого (17)-(20), складає-
ться з трьох гладких поверхонь. Доведено, що перетин усiх цих по-
верхонь — це гладка крива, причому кожна точка цiєї кривої нерухо-
ма. Для нерухомих точок отримано умови стiйкостi, якi залежать вiд
значення першої координати 𝑋. Також доведено, що будь-яка орбiта
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Φ або асимптотично наближається до однiєї з нерухомих точок, або
назавжди залишається в так званiй “точцi неврiвноваженостi”, для
якої першi двi координати залишаються незмiнними, тодi як третя
змiнюється вiдповiдно до одновимiрного вiдображення Райкера з фi-
ксованими параметрами.

Далi вивчено асимптотичну динамiку розв’язкiв сiмейства двови-
мiрних розривних вiдображень, якi моделюють валютний ринок iз
емоцiйними учасниками, заданого як

𝑓 : (𝑋,𝑌 ) ↦→
(︀
𝑓(𝑋,𝑌 ), 𝑋

)︀
, де (21)

𝑓(𝑋,𝑌 )=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑1𝑋

2 − 𝑑1𝑋𝑌 + 𝑎𝑋 − 𝑓𝑐, 𝑋 > 0 ∧ |𝑋 − 𝑌 | > 1,

𝑑2𝑋
2 − 𝑑2𝑋𝑌 + 𝑎𝑋 − 𝑓𝑐, 𝑋 > 0 ∧ |𝑋 − 𝑌 | ≤ 1,

−𝑑1𝑋
2 + 𝑑1𝑋𝑌 + 𝑏𝑋 + 𝑓𝑑, 𝑋 ≤ 0 ∧ |𝑋 − 𝑌 | > 1,

−𝑑2𝑋
2 + 𝑑2𝑋𝑌 + 𝑏𝑋 + 𝑓𝑑, 𝑋 ≤ 0 ∧ |𝑋 − 𝑌 | ≤ 1.

(22)

Отримано умови бiфуркацiї руйнування неперервностi. Показано,
що у площинi бiфуркацiйних параметрiв (𝑓𝑐, 𝑓𝑑) в околi вiдповiдної
точки корозмiрностi два вiдображення 𝑓 , задане в (21), (22), може
бути наближене одновимiрним кусково-лiнiйним вiдображенням iз
однiєю точкою розриву. Також вичерпно описано три рiзнi бiфур-
кацiйнi структури, пов’язанi з перiодичними розв’язками. Зокрема
виявлено й детально проаналiзовано новiтню бiфуркацiйну структу-
ру, яка мiстить областi перiодичностi парних перiодiв.

Також розглянуто двовимiрне кусково-гладке вiдображення, оби-
два компоненти якого задаються функцiями, що мiстять дробово-
рацiональнi члени. Така модель формалiзує коадаптивну взаємо-
дiю учня й учителя пiд час передавання знань; її запропонував
П. ван Ґерт (P. van Geert), натхненний iдеєю зони найближчого роз-
витку Л.С. Виготського. Без утрати загальностi ми розглядаємо ви-
падок, коли параметр, який позначає кiнцеву освiтню мету, норма-
лiзовано до одиницi. Тодi вiдображення набуває форми

𝐹 : (𝐴,𝑃 ) →
(︀
𝐹1(𝐴,𝑃 ), 𝐹2(𝐴,𝑃 )

)︀
, де (23)

𝐹1(𝐴,𝑃 ) = 𝐴

[︂
1 +

(︂
𝑟𝑎 −

⃒⃒⃒⃒
𝑃

𝐴
−𝑂𝑎

⃒⃒⃒⃒
𝑏𝑎(1−𝐴)

)︂
𝑃 −𝐴

𝑃

]︂
, (24)

𝐹2(𝐴,𝑃 ) = 𝑃

[︂
1 +

(︂
𝑟𝑝 −

(︂
𝑃

𝐴
−𝑂𝑝

)︂
𝑏𝑝 (1− 𝑃 )

)︂
(1− 𝑃 )

]︂
(25)
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й параметри {𝑟𝑎, 𝑟𝑝, 𝑏𝑎, 𝑏𝑝, 𝑂𝑎, 𝑂𝑝} ⊂ R+. Доведено, що вiдображення
𝐹 , задане в (23)-(25), може мати вiд двох до одинадцяти нерухо-
мих точок. Отримано умови їхнього iснування, а для деяких iз них
детально проаналiзовано властивостi стiйкостi. Також знайдено всi
фокальнi точки й вiдповiднi префокальнi множини. Доведено, що
одна з цих фокальних точок, а саме 𝑆𝑃0(0, 0), належить своїй пре-
фокальнiй множинi й може мати басейн притягання додатної мiри.

П’ятий роздiл дисертацiї присвячено досiдженню асимптоти-
чних розв’язкiв кусково-гладких вiдображень вищої розмiрностi, якi
моделюють олiгополiстичний ринок. Цi моделi запропонував вiдомий
економiст Т. Пуу (T. Puu) як спробу розв’язку так званої проблеми
Теокарiса-Курно (Theocharis–Cournot), коли ринок дестабiлiзується
при збiльшеннi кiлькостi конкурентiв.

Розгляньмо абстрактний ринок iз 𝑛, 𝑛 ≥ 2, конкурентами (чи
агентами), якi виробляють однаковi товари. У фiксований перiод ча-
су видобуток 𝑖-го агента (кiлькiсть виробленого товару) позначмо як
𝑞𝑖, а всю множину видобуткiв наведiмо вектором q = (𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛) ∈
R𝑛

+. Щоб виробити товар 𝑞𝑖, агент використовує певну кiлькiсть ка-
пiталу 𝑘𝑖, а множину капiталiв позначмо як k = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) ∈ R𝑛

+.
Також введiмо додаткову величину

R+ ∋ 𝑄𝑖(q) =: 𝑄𝑖 =

𝑗=𝑛∑︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑞𝑗 , (26)

яка позначає сукупний обсяг виробництва конкурентiв для 𝑖-го аген-
та.

Динимiка на ринку моделюється 2𝑛-вимiрним неавтномним вiд-
ображенням Φ : Z+ × R2𝑛

+ ∋ (𝑡,q,k) → (q′,k′) ∈ R2𝑛
+ , де Φ =

(Φ1,Φ2, . . . ,Φ2𝑛) iз компонентами

𝑞′𝑖=Φ𝑖(𝑡,q,k)=

{︃
𝐹𝑤,𝜀(𝑄𝑖, 𝑘𝑖), 𝜎𝑚(𝑖, 𝑡) ̸= 0,

𝐺𝑤,𝑟,𝜀(𝑄𝑖), 𝜎𝑚(𝑖, 𝑡) = 0,
(27а)

𝑘′𝑖=Φ𝑛+𝑖(𝑡,q,k)=

{︃
𝑘𝑖, 𝜎𝑚(𝑖, 𝑡) ̸= 0,(︀
1 +

√︀
𝑤
𝑟

)︀
𝐺𝑤,𝑟,𝜀(𝑄𝑖), 𝜎𝑚(𝑖, 𝑡) = 0,

(27б)

для 𝑖 = 1, 𝑛. Функцiя 𝜎𝑚 : N× Z+ → Z+

𝜎𝑚(𝑖, 𝑡) = (𝑡−𝑚𝑖) mod 𝑇 (28)
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визначає перiоди часу, коли вiдповiдний капiтал зношується, i вiдбу-
вається пермикання з функцiї 𝐹𝑤,𝜀 на 𝐺𝑤,𝑟,𝜀. Параметр 𝑇 ∈ N позна-
чає довговiчнiсть основного капiталу, а 𝑚 ∈ Z+ впливає на синхро-
нiзацiю/десинхронiзацiю цих перiодiв часу для рiзних агентiв. Так,
якщо 𝑚 = 0, то всi учасники оновлюють свої капiтали синхронно.

Функцiя 𝐹𝑤,𝜀 : R+ × R+ → R+

𝐹𝑤,𝜀(𝑄, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑘

√︁
𝑄
𝑤 −𝑄

𝑘 +
√︁

𝑄
𝑤

=: 𝑓𝑤(𝑄, 𝑘), 𝑄 ≤ 1

𝑤
,

𝜀, 𝑄 >
1

𝑤
,

(29)

з параметром 𝑤 ∈ R, 𝑤 > 0, визначає оптимальний обсяг виробни-
цтва для фiксованого значення капiталу й називається короткотер-
мiновою функцiєю. Функцiя 𝐺𝑤,𝑟,𝜀 : R+ → R+

𝐺𝑤,𝑟,𝜀(𝑄) =

⎧⎪⎨⎪⎩
√
𝑄√

𝑟+
√
𝑤
−𝑄 =: 𝑔𝑤,𝑟(𝑄), 𝑄 ≤ 1

(
√
𝑟+

√
𝑤)2

,

𝜀, 𝑄 > 1
(
√
𝑟+

√
𝑤)2

,
(30)

з параметром 𝑟 ∈ R, 𝑟 > 0, називається довготермiновою. Параметр
𝜀 ∈ R+ позначає умовний малий обсяг у режимi неактивностi.

Для вiдображення Φ проаналiзовано його нерухомi точки.

Лема 5.1. Вiдображення Φ має щонайбiльше три нерухомi точки:

𝐸* = (q*,k*) = (𝑞*, . . . , 𝑞*⏟  ⏞  
𝑛

, 𝑘*, . . . , 𝑘*⏟  ⏞  
𝑛

), (31)

𝐸0 = (0, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
2𝑛

), (32)

𝐸𝜀 = (𝑞𝜀, 𝑞𝜀, . . . , 𝑞𝜀⏟  ⏞  
𝑛

, 𝑘𝜀, 𝑘𝜀, . . . , 𝑘𝜀⏟  ⏞  
𝑛

), (33)

де

𝑞𝜀 = 𝜀, 𝑘𝜀 =

(︂
1 +

√︂
𝑤

𝑟

)︂
𝜀. (34)

Точки 𝐸* й 𝐸0 iснують завжди, а точка 𝐸𝜀 iснує, якщо чи

� (𝑛− 1)𝜀𝑤 > 1, чи
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� (𝑛− 1)𝜀𝑤 < 1, (𝑛− 1)𝜀(
√
𝑟+

√
𝑤)2 > 1 i

√
𝑟
√
𝑛− 1 = 𝑛

√
𝑤(

√
𝑟+√

𝑤)
√
𝜀.

Нерухома точка 𝐸* вiдповiдає так званому економiчному поло-
женню рiвноваги Курно, коли ринок урiвноважений, i тому виступає
важливим об’єктом дослiджень. Для такої точки отримано умови її
стiйкостi.

Теорема 5.7. Розгляньмо вiдображення Φ з 𝑇 → ∞. Нерухома
точка 𝐸* стiйка, якщо 𝑛 ≤ 4 або 𝑛 > 4 i 𝑤(𝑛− 4)2 < 4𝑛2𝑟.

Теорема 5.8. Розгляньмо вiдображення Φ, задане у (27)-(30) iз
𝑇 = 2 й непарним 𝑚. Нерухома точка 𝐸*

� стiйка для всiх 𝑟 > 0, 𝑤 > 0, якщо 𝑛 ≤ 4;

� стiйка для 𝑤 ≤ 100𝑟, якщо 𝑛 = 5;

� стiйка для 𝑤 ≤ 36𝑟, якщо 𝑛 = 6;

� нестiйка, якщо 𝑛 ≥ 7.

Також було розглянуто автономнi 3𝑛-вимiрнi вiдображення типу
(27)-(30) iз додатковими координатами T = (𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑛) ∈ R𝑛, якi
змiнюються за

𝑇 ′
𝑖 = Φ2𝑛+𝑖(q,k,T) =

⎧⎨⎩ 𝑇𝑖 − 𝜅
𝑞𝑖−

√
𝑟√

𝑟+
√

𝑤
𝑘𝑖 , 𝑇𝑖 > 0,

𝑇0, 𝑇𝑖 ≤ 0,
(35)

де 𝑇0 ∈ N, 𝜅 ∈ R, 𝜅 ≥ 1. При цьому у (27) умови 𝜎𝑚(𝑖, 𝑡) ̸= 0 i
𝜎𝑚(𝑖, 𝑡) = 0 замiнюються на 𝑇𝑖 > 0 та 𝑇𝑖 ≤ 0, вiдповiдно. Тобто пере-
микання мiж функцiями 𝐹𝑤,𝜀 i𝐺𝑤,𝑟,𝜀 вiдбувається, якщо 𝑇𝑖 ≤ 0. Було
доведено, що такi вiдображення не можуть мати нерухомих точок,
а лише перiодичнi розв’язки, перiоди яких обов’язково кратнi 𝑇0.
Також вивчено властивостi звуження такого 3𝑛-вимiрного вiдобра-
ження на многовид повної синхронiзацiї, для якого описано кiлька
типових бiфуркацiйних сценарiї.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати й висновки.
Список наукових праць, де опублiковано результати дисертацiї, й

iнформацiю щодо їхньої апробацiї наведено у додатку А.
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ВИСНОВКИ

Основнi результати дисертацiї можна сформулювати так:
� Для сiмейства одновимiрних кусково-лiнiйних неперервних вiд-
ображень з двома межовими точками отримано необхiднi й достатнi
умови для iснування стiйких циклiв будь-якого перiоду. У просторi
параметрiв таких вiдображень вичерпно описано три рiзнi бiфурка-
цiйнi структури, двi з яких — це узагальнення вже вiдомих бiфур-
кацiйних структур. Третю бiфуркацiйну структуру, яка мiстить як
областi перiодичностi, так i областi хаотичностi, виявлено вперше.
Для циклiв отримано необхiднi й достатнi умови їхнього iснування i
стiйкостi. Для хаотичних атракторiв отримано достатнi умови їхньо-
го iснування. Також було розглянуто особливий випадок таких вiд-
ображень, коли функцiї, визначенi на двох зовнiшнiх подiлах, прохо-
дять через початок координат. Описано природу цього виродження
й отримано достатнi умови iснування хаотичних атракторiв.
� Розглянуто сiмейство одновимiрних кусково-монотонних розрив-
них вiдображень зi двома точками розриву, для якого вивчено хаоти-
чнi атрактори. У випадку, коли вiдображення симетричне вiдносно
початку координат, отримано необхiднi й достатнi умови iснування
хаотичних атракторiв, якi мають рiзну кiлькiсть зв’язних елементiв.
Вичерпно описано двi вiдповiднi бiфуркацiйнi структури, пов’язанi з
хаотичними атракторами, якi поширюються на всi три подiли у фа-
зовому просторi вiдображення. Знайдено параметричнi областi спiв-
iснування рiзних хаотичних атракторiв. У випадку, коли вiдображе-
ння несиметричне, було виявлено бiфуркацiйну структуру нового ти-
пу, пов’язану з хаотичними атракторами. Доведено, що бiфуркацiйнi
поверхнi, якi утворюють цю структуру, не пов’язанi з жодними гомо-
клiнiчними бiфуркацiями вiдштовхуючих перiодичних точок. Було
показано, що конфiгурацiї хаотичних атракторiв можуть належати
до двох рiзних видiв. Для атракторiв обох видiв отримано явнi оцiн-
ки максимальної кiлькостi їхнiх зв’язних елементiв.
� Для сiмейства одновимiрних кусково-монотонних розривних вiд-
ображень iз бiльш нiж однiєю точкою розриву виявлено двi новi бi-
фуркацiї хаотичних атракторiв, не пов’язанi з жодними критичними
гомоклiнiчними орбiтами, а саме: бiфуркацiю зовнiшнього i внутрi-
шнього зiткнення з межею. Для обох типiв бiфуркацiй отримано до-
статнi умови для їхнього виникнення. Також дослiджено особливий
випадок бiфуркацiї зовнiшнього зiткнення з межею. Для певних зна-
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чень параметрiв така бiфуркацiя приводить до раптового розширен-
ня атрактора, яке вiдбувається через зiткнення з хаотичним репеле-
ром, розташованим на межi басейну притягання. Ретельно проана-
лiзовано загальний випадок корозмiрностi один i особливий випадок
корозмiрностi два.
� Дослiджено бiфуркацiї стiйких циклiв рiзного перiоду для сi-
мейства двовимiрних кусково-гладких необоротних вiдображень, якi
формалiзують процес боротьби з шахрайством у державних закупiв-
лях. Показано, що для певних зачень параметрiв у фазовiй площинi
вiдображення iснує замкнена iнварiантна негладка крива, яка скла-
дається з частин критичних множин рiзного рангу. Отримано доста-
тнi умови iснування цiєї кривої й показано, що звуження вихiдного
вiдображення на цю криву задається одновимiрним вiдображенням
першого повернення. Доведено, що вiдображення першого поверне-
ння має принаймнi двi межовi точки, одна з яких є точкою зламу, а
друга — точкою розриву. За допомогою вiдображення першого по-
вернення визначено бiфуркацiї стiйких циклiв i описано вiдповiдну
бiфуркацiйну структуру у просторi параметрiв.
� Вивчено сiмейство тривимiрних кусково-гладких неперервних
вiдображень, яке моделює процес торгiвлi на ринку товарiв тривало-
го користування. Множина перемикання таких вiдображень склада-
ється зi трьох гладких поверхонь. Доведено, що перетин усiх трьох
поверхонь перемикання — це гладка крива, причому кожна точка
цiєї кривої нерухома. Отримано необхiднi умови стiйкостi цих неру-
хомих точок. Доведено, що для будь-якої початкової точки її орбiта
чи прямує асимптотично до однiєї з нерухомих точок, а чи назавжди
залишається в так званому “положеннi неврiвноваженостi”, для якого
двi першi координати залишаються незмiнними, а третя змiнюється
вiдповiдно до одновимiрного вiдобораження Райкера з фiксованими
параметрами.
� Дослiджено бiфуркацiйнi структури, пов’язанi зi стiйкими цикла-
ми, у просторi параметрiв сiмейства двовимiрних розривних вiдобра-
жень, якi моделюють валютний ринок iз емоцiйними учасниками.
Отримано умови бiфуркацiї порушення неперевностi, яка має коро-
змiрнiсть два. Для параметрiв, близьких до бiфуркацiйних значень,
показано, що вихiдне двовимiрне вiдображення може бути наближе-
не одновимiрним кусково-лiнiйним вiдображенням iз однiєю точкою
розриву. Вичерпно описано три рiзнi бiфуркацiйнi структури, одна
з яких — це вiдома структура додавання перiодiв, друга — це пев-
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не узагальнення структури приросту перiодiв, а третю, пов’язану з
циклами парних перiодiв, виявлено вперше.
� Вивчено асимптотичну динамiку сiмейства двовимiрних кусково-
гладких вiдображень, для яких обидва компоненти заданi функцiя-
ми, що мiстять дробово-рацiональнi члени. Для таких вiдображень
отримано умови iснування нерухомих точок, а для деяких iз них —
детально проаналiзовано властивостi стiйкостi. Також знайдено всi
фокальнi точки й вiдповiднi префокальнi множини. Доведено, що
одна з фокальних точок — початок координат — належить своїй
префокальнiй множинi. Як наслiдок, ця фокальна точка може мати
басейн притягання додатної мiри.
� Для сiмейства 2𝑛-вимiрних неавтономних кусково-гладких нео-
боротних вiдображень, якi моделюють ринок iз кiлькiстю учасникiв
рiвною 𝑛, вивчено властивостi нерухомих точок. Зокрема, для неру-
хомої точки, яка вiдповiдає економiчному положенню рiвноваги Кур-
но, отримано достатнi умови стiйкостi й нестiйкостi. Також для сi-
мейства 3𝑛-вимiрних автономних кусково-гладких необоротних вiд-
ображень доведено, що вони не можуть мати нерухомих точок, а
лише цикли певних перiодiв. Розглянуто звуження вихiдного вiд-
ображення на многовид повної синхронiзацiї, задане тривимiрним
кусково-гладким вiдображенням. Для цього тривимiрного вiдобра-
ження описано структуру множини поглинання й отримано доста-
тнi умови для того, щоб асимптотичнi розв’язки не мiстили точок,
значення яких заданi малим пареметром.
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Дисертацiя присвячена вивченню властивостей i бiфуркацiй
асимптотичних розв’язкiв для широкого кола кусково-гладких рi-
зницевих рiвнянь або вiдображень, багато з яких — це актуальнi
моделi реальних явищ iз радiоелектронiки, економiки, психологiї,
суспiльних наук. Дослiдження кусково-гладких динамiчних систем
набуло популярностi наприкiнцi минулого сторiччя у вiдповiдь на
пiдвищення вимог iз боку рiзних прикладних галузей науки. Оскiль-
ки математичний аналiз процесiв, пов’язаних iз тертям, дрижанням,
ковзанням, зiткненнями, iмпульсами, виходить за межi класичної
методологiї гладких динамiчних систем, то виникла потреба у ство-
реннi нових пiдходiв i теорiй. Кусково-гладкi системи демонструють
набагато цiкавiшу асимптотичну динамiку, нiж гладкi системи, зде-
бiльшого тому, що у фазовому просторi iснують множини, на яких
функцiя системи недиференцiйовна, а в певних випадках навiть не-
визначена.

У цiй роботi дослiджено спочатку одновимiрнi кусково-гладкi не-
перервнi й розривнi вiдображення. Проаналiзовано iснування i стiй-
кiсть перiодичних розв’язкiв, дослiджено бiфуркацiї хаотичних атра-
кторiв. У просторах параметрiв розглянутих систем вичерпно опи-
сано вiдповiднi бiфуркацiйнi структури. Деякi з них — це узагаль-
нення вже вiдомих структур, але кiлька бiфуркацiйних структур
описано вперше. Зокрема, структуру збiльшення кiлькостi смуг, яка
пов’язана лише з хаотичними атракторами. До того ж, бiфурка-
цiї, якi задають границi областей хаотичностi в цiй структурi, не
пов’язанi з жодними критичними гомоклiнiчними орбiтами на вiдмi-
ну вiд досi вiдомих iнших бiфуркацiй хаотичних атракторiв. У дисер-
тацiї виявлено два типи таких нових бiфуркацiй, якi вiдбуваються
завдяки контакту двох рiзних критичних точок. Отримано достатнi
умови для їхнього виникнення, знайдено досить простий критерiй
оцiнювання кiлькостi смуг хаотичного атрактора пiсля бiфуркацiї.

Окрiм того, в роботi дослiджено дво- i тривимiрнi вiдображення, а
також вiдображення вищої розмiрностi, якi моделюють важливi зав-
дання економiки, екологiї, психологiї розвитку та iнших суспiльних
наук. Для таких вiдображень розглянуто нерухомi точки, перiодичнi
розв’язки, притягуючi гладкi й негладкi iнварiантнi кривi, хаотичнi
атрактори рiзної конфiгурацiї, областi поглинання незмiшаного i змi-
шаного типiв; вивчено їхнi локальнi i глобальнi бiфуркацiї й описано
вiдповiднi бiфуркацiйнi структури у просторах параметрiв.
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The thesis is devoted to the study of the properties and bifurcations
of asymptotic solutions for a wide range of piecewise smooth difference
equations or maps, many of which represent relevant models of real phe-
nomena in engineering, economics, psychology, and social sciences. The
study of piecewise smooth dynamical systems gained popularity at the
end of the last century in response to the growing demands of various
applied fields of science. Since the mathematical analysis of processes
associated with friction, chattering, sliding, collisions, and intermittency
goes beyond the classical methodology of smooth dynamical systems,
there was a need in developping new approaches and theories. Piecewise
smooth systems demonstrate much more interesting asymptotic dynam-
ics than smooth ones, largely due to the fact that there are sets in the
phase space on which the system function is non-differentiable, and in
some cases, even undefined.

In this work, at the beginning, one-dimensional piecewise smooth
continuous and discontinuous maps are studied. The existence and sta-
bility of periodic solutions are analysed, and bifurcations of chaotic at-
tractors are investigated. In the parameter spaces of the systems under
consideration, the corresponding bifurcation structures are exhaustively
described. Some of them are generalisations of already known structures,
but several bifurcation structures were described for the first time. In
particular, the bandcount accretion structure, which is associated with
chaotic attractors only. In addition, the bifurcations that define the
boundaries of the chaoticity regions in this structure are not related to
any critical homoclinic orbits, unlike other bifurcations of chaotic attrac-
tors known so far. The thesis reveals and describes two types of such
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new bifurcations that occur due to the contact of two different critical
points. Sufficient conditions for their occurrence are obtained, and a
fairly simple criterion for estimating the number of bands of a chaotic
attractor after a bifurcation is found.

The work also investigated two- and three-dimensional maps, as well
as maps of higher dimensions, that model existing important problems,
arising in economics, ecology, developmental psychology, and other so-
cial sciences. For such maps, fixed points, periodic solutions, attracting
smooth and non-smooth invariant curves, chaotic attractors of various
configurations, absorbing areas of non-mixed and mixed types were con-
sidered; their local and global bifurcations were studied, and correspond-
ing bifurcation structures in parameter spaces were analysed.

Key words: piecewise smooth maps, discontinuous maps, noninvertible
maps, critical sets, maps with vanishing denominator, focal points, global
bifurcations, border collision bifurcations, chaotic dynamics, chaotic at-
tractors, multistability, contact bifurcations for critical points, bifurca-
tion structures in the parameter space.


