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Дисертацiйна робота присвячена класичним задачам теорiї наближень,

зокрема точним нерiвностям для похiдних типу Ландау–Колмогорова, за-

дачi Стєчкiна про наближення необмежених операторiв обмеженими, зада-

чi знаходження модуля неперервностi операторiв, а також задачам опти-

мального вiдновлення операторiв i функцiоналiв за точною i неточною iн-

формацiєю, зокрема задачам про найкращi кубатурнi формули.

Перший роздiл присвячено дослiдженню екстремальних задач теорiї на-

ближень у просторах функцiй, якi набувають значення у L–просторах,

тобто у напiвлiнiйних метричних просторах з додатковими аксiомами, що

пов’язують метрику з алгебраїчними операцiями. Такий пiдхiд дозволяє

включити до розгляду рiзнi класи функцiй, зокрема класи багато- i нечiтко-

значних функцiй, а також класи функцiй зi значеннями у банахових про-

сторах, зокрема класи випадкових процесiв.

Ми отримуємо узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна для функцiй зi

значеннями у L–просторах. У якостi застосування цього результату, ми до-

водимо точнi нерiвностi типу Островського i розв’язуємо задачу оптималь-
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ного вiдновлення опуклюючого оператора, а також задачу вiдновлення iн-

теграла на класах функцiй з заданою мажорантою модуля неперервностi.

Вiдновлення вiдбувається на основi n середнiх значень функцiї по малим

iнтервалам. Ми розв’язуємо задачi оптимального вiдновлення функцiї i за-

дачу вiдновлення похiдної типу Хукухара на класах функцiй з заданою

мажорантою модуля неперервностi їх похiдної типу Хукухара. В цьому ви-

падку вiдновлення вiдбувається на основi n значень функцiї. Ми доводимо

точнi нерiвностi типу Ландау i розв’язуємо аналог задачi Стєчкiна про

наближення необмежених операторiв обмеженими, а також задачу вiднов-

лення необмеженого оператора на класi елементiв, що вiдомi з похибкою.

Ми розв’язуємо задачу оптимального вiдновлення монотонних опера-

торiв у частково впорядкованих L–просторах i дослiджуємо питання опти-

мального вибору iнформацiйного оператора. Ми також розв’язуємо задачу

оптимального вiдновлення операторiв типу (λ, φ) на класах функцiй з зада-

ною мажорантою модуля неперервностi по n значенням функцiї, якi вiдомi

з похибкою; у якостi застосування цього результату, ми розв’язуємо задачу

оптимального вiдновлення iнтеграла вiд випадкового процесу.

Крiм того, у цьому роздiлi ми одержуємо оцiнки вiдхилення iнтеграль-

них операторiв на класах функцiй зi значеннями у L–просторах, а також

iнтегральне представлення для (λ, φ)–адитивних операторiв i точну нерiв-

нiсть типу Островського для таких операторiв.

Другий роздiл присвячено екстремальним задачам для операторiв, що

заданi на класах Соболєва функцiй багатьох змiнних. Для опуклого кону-

са C ⊂ Rd i опуклої обмеженої центрально-симетричної множини K ⊂ Rd,

що мiстить початок координат у своїй внутрiшностi, ми розглядаємо клас

функцiй f : C → R, для яких f ∈ L∞(C) i ∥|∇f |K◦∥Lp(C) ≤ 1, де p ∈ [1,∞],

K◦ — це поляра до множини K, | · |K позначає норму у Rd, що породже-

на множиною K, а похiднi функцiї f розумiються в узагальненому сенсi.

На цьому класi функцiй ми розв’язуємо задачу найкращого наближення,
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взагалi кажучи, необмеженого гiперсингулярного iнтегрального оператора

DK,wf(x) =

ˆ
C

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt, x ∈ C

за допомогою обмежених, де w : (0,∞) → [0,∞) — деяка вагова функцiя,

що може мати неiнтегровну особливiсть в точцi 0. У випадку, коли K —

це евклiдова куля у Rd, C = Rd i w(t) = t−(d+α), α ∈ (0, 1), цей iнтеграл

перетворюється на оператор дробової похiдної у сенсi Рiса.

Для розв’язання цiєї задачi ми отримуємо ряд допомiжних результатiв,

якi мають самостiйний iнтерес. Ми знаходимо величину

sup
∥|∇f |K◦∥Lp(K∩C)≤1

ˆ
K∩C

w(|y|K)(f(y)− f(θ))dy,

яку потiм використовуємо при розв’язаннi i деяких iнших екстремальних

задач, зокрема, при знаходженнi оптимальних i асимптотично оптималь-

них квадратурних формул. Ми також доводимо точнi адитивнi нерiвно-

стi типу Ландау, що оцiнюють величину ∥DK,wf∥L∞(C) через ∥f∥L∞(C) та

∥|∇f |K◦∥Lp(C), p ∈ (d,∞]. У випадку степеневої вагової функцiї w, ми отри-

муємо точну нерiвнiсть типу Ландау i у мультиплiкативнiй формi.

Крiм того, ми знаходимо модуль неперервностi оператора DK,w i розв’я-

зуємо задачу оптимального вiдновлення цього оператора за неточно зада-

ними аргументами оператора.

У випадку K = (−1, 1)d, ми розв’язуємо задачу оптимального вiдновле-

ння функцiонала f ↦→
´
Qw(x)f(x)dx по n значенням функцiї f . У випадку

одиничної ваги w i областi Q, яку можна представити у виглядi об’єднання

декiлькох зсувiв множини K, ми знаходимо похибку вiдновлення i опти-

мальний метод вiдновлення iнтеграла; у випадку бiльш загальної ваги та

(або) бiльш складної множини Q, ми знаходимо асимптотично оптималь-

ний розв’язок задачi вiдновлення.

Третiй роздiл присвячено нерiвностям, що оцiнюють вiдхилення значе-

ння функцiї в деякiй точцi вiд середнього значення цiєї функцiї, викори-

стовуючи рiзнi характеристики функцiї (такi нерiвностi часто називають

нерiвностями типу Островського) та деяким їх застосуванням. Нерiвностi
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такого типу можуть бути використанi для розв’язання iнших екстремаль-

них задач теорiї наближень, зокрема, для функцiй малої гладкостi вони

можуть бути застосованi при розв’язаннi задач оптимального вiдновлення

i при доведеннi нерiвностей типу Ландау–Колмогорова.

Вiдомо багато способiв поширити поняття функцiї обмеженої варiацiї з

випадку функцiй однiєї змiнної на випадок функцiй багатьох змiнних. Ми

пропонуємо ще один спосiб такого узагальнення, що заснований на пiдхо-

дi Кронрода i Вiтушкiна (який, в свою чергу, має в своїй основi теорему

Банаха про iндикатрису). Запропоноване означення функцiї обмеженої ва-

рiацiї, на вiдмiну вiд варiацiй Кронрода–Вiтушкiна, має такi двi властиво-

стi: варiацiя функцiї не змiнюється при множеннi аргументу на ненульову

константу; варiацiя радiальної функцiї декiлькох змiнних удвiчi бiльша за

варiацiю породжуючої її функцiї однiєї змiнної. Для введеного поняття

множин i функцiй обмеженої варiацiї ми доводимо точнi нерiвностi типу

Островського.

Для класу випадкових процесiв, що задається мажорантою модуля не-

перервностi, ми доводимо точну нерiвнiсть типу Островського, яка оцiнює

вiдхилення iнтеграла
´ 1

0 ξtdt вiд випадкової величини ξτ , де τ — це де-

який випадковий час. Застосовуючи цю нерiвнiсть, ми розв’язуємо задачу

оптимального вiдновлення iнтеграла вiд випадкового процесу цього кла-

су, знаючи випадковi величини ξτ1, . . . , ξτn, де τ1, . . . , τn — певнi випадковi

величини. Ми також розглядаємо задачу оптимального вибору величин

τ1, . . . , τn.

Четвертий роздiл присвячено нерiвностям для похiдних типу Ландау–

Колмогорова i типу Надя, а також пов’язаним задачам.

Отримано точнi нерiвнoстi типу Надя, якi оцiнюють рiвномiрну норму

функцiї з простору Соболєва через Lp-норму її градiєнта, i деяку її напiв-

норму, яка визначається на просторi локально iнтегровних у вiдкритому

конусi C простору Rd функцiй. У метричному просторi (X, ρ) з мiрою µ, ми

доводимо точну нерiвнiсть типу Надя, яка оцiнює рiвномiрну норму функ-

цiї за допомогою її ∥ · ∥Hω – норми, що визначена модулем неперервностi
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ω, i пiв нормою, яка визначена у просторi локально iнтегровних функцiї.

За допомогою цих нерiвностей доведено точнi нерiвностi типу Ландау-

Колмогорова, якi оцiнюють рiвномiрну норму похiдної Радона-Нiкодима

заряду через Lp – норму градiєнта цiєї похiдної (або через ∥ · ∥Hω – норму

цiєї похiдної) i пiв норм, що визначенi на множинi зарядiв.

У випадку C = Rm
+ × Rd−m, 0 ⩽ m ⩽ d, отриманi нерiвностi, якi оцi-

нюють рiвномiрну норму деякої мiшаної похiдної функцiї f : C → R через

рiвномiрну норму функцiї та Lp–норму градiєнта цiєї мiшаної похiдної, або

∥ · ∥Hω–норму цiєї мiшаної похiдної. У випадках m = 0, 1 отриманi нерiвно-

стi є точними.

Показано, що одержанi результати можуть бути застосованi для розв’я-

зання задачi апроксимацiї вiдповiдних необмежених операторiв обмежени-

ми.

Ми знаходимо модуль неперервностi оператора кратного диференцiю-

вання на класах функцiй визначених на пiв осi, якi задаються (неконстан-

тними) мажорантами самих функцiй i їх старших похiдних. Ми доводи-

мо аналог теореми про вужiв, який гарантує iснування аналогiв iдеальних

сплайнiв з максимально можливою кiлькiстю точок осциляцiї. Цi сплайни

виступають екстремальними в задачi про модуль неперервностi оператора

диференцiювання.

Ключовi слова: нерiвнiсть для похiдних, нерiвнiсть типу Надя, нерiв-

нiсть типу Ландау–Колмогорова, нерiвнiсть типу Островського, оптималь-

не вiдновлення, найкраще наближення, модуль неперервностi оператора,

L–простiр, лема Корнєйчука–Стєчкiна, клас функцiй з заданою мажоран-

тою модуля неперервностi.

Kovalenko O.V. Inequalities for derivatives and extremal problems of App-

roximation Theory in metric spaces — Manuscript.

Dissertation for the Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences

in Speciality 01.01.01 — Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — Oles
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The dissertation is devoted to classical problems of Approximation Theory,

in particular to sharp Landau–Kolmogorov type inequalities, to the Stechkin

problem about approximation of unbounded operators by bounded ones, to the

problem to find the modulus of continuity of operators, as well as to problems of

optimal recovery of operators and functionals given exact or inexact informati-

on, in particular to problems of optimization of cubature formulae.

Chapter 1 is devoted to a study of extremal problems in spaces of functions

with values in L–spaces i.e., in semilinear metric spaces with additional axioms

that connect the metric with the algebraic operations. Such approach allows

to include into consideration various classes of functions, in particular classes

of multi-valued and fuzzy-valued functions, as well as classes of functions with

values in normed spaces, including classes of random processes.

We obtain a generalization of the Korneichuk–Stechkin lemma for functions

with values in L–spaces. As applications of this result, we prove sharp Ostrowski

type inequalities and solve problems of optimal recovery of the convexifying

operator, as well as a problem of optimal recovery of the integral for classes of

functions with given majorant of modulus of continuity. The recovery is done

based on n mean over small intervals values of the function. We solve problems

of optimal recovery of a function, and of the Hukuhara type derivative on the

classes of functions with given majorant of the modulus of continuity of their

Hukuhara type derivative. In this case the recovery is done based on n values

of the function. We prove sharp Landau type inequalities, solve the Stechkin

problem about approximation of unbounded operators by bounded ones, and

solve the problem of optimal recovery of an unbounded operator on a class of

elements known with error.

We solve a problem of optimal recovery of monotone operators in partially

ordered L–spaces and study the question of the optimal choice of an information

operator. We also solve a problem of optimal recovery of (λ, φ)–type operators
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on the classes of functions with given majorant of modulus of continuity based

on n values of a function that are given with some error; as an application of

this result, we solve a problem of optimal recovery of the integral of a random

process.

Moreover, in this chapter we obtain estimates for the deviation between

integral operators on classes of L–space-valued functions, prove an integral

representation for (λ, φ)–additive operators, and a sharp Ostrowski type inequa-

lity for such operators.

Chapter 2 is devoted to extremal problems for operators that act on the

Sobolev classes of multivariate functions. For a convex cone C ⊂ Rd and a

convex bounded centrally–symmetric set K ⊂ Rd that contains the origin in its

interior, we consider the classes of functions f : C → R such that f ∈ L∞(C)

and ∥|∇f |K◦∥Lp(C) ≤ 1, where p ∈ [1,∞], K◦ is the polar to K set, |·|K denotes

the norm in Rd that is generated by the set K, and the derivatives of the functi-

on f are understood in the distributional sense. For these classes of functions

we consider the problem of the best approximation of the hypersingular integral

operator

DK,wf(x) =

ˆ
C

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt, x ∈ C

using bounded operators, where w : (0,∞) → [0,∞) is some weight function

that can have non-integrable discontinuity at 0. In the case, when K is the

Euclidean ball in Rd, C = Rd and w(t) = t−(d+α), α ∈ (0, 1), this operator

becomes the Riesz fractional derivative.

In order to solve this problem, we obtain several auxiliary results, which are

interesting on their own. We compute the quantity

sup
∥|∇f |K◦∥Lp(K∩C)≤1

ˆ
K∩C

w(|y|K)(f(y)− f(θ))dy,

which then is used in the solutions of several other extremal problems, in parti-

cular in the problem of optimization of cubature formulae. We also prove sharp

Landau type inequalities in the additive form that estimate ∥DK,wf∥L∞(C) via

∥f∥L∞(C) and ∥|∇f |K◦∥Lp(C), p ∈ (d,∞]. In the case of a power weight function

w, we also obtain sharp Landau type inequalities in the multiplicative form.
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Moreover, we study the modulus of continuity of the operator DK,w and

solve the problem of optimal recovery of this operator given elements known

with error.

In the case K = (−1, 1)d, we consider the problem of optimal recovery of

the functional f ↦→
´
Qw(x)f(x)dx given n values of the function f . In the case

of the unit weight w and the domain Q that can be represented as a union

of several shifts of the set K, we find the optimal error of recovery and an

optimal method of recovery; in the case of a more general weight and (or) a

more complex domain Q, we find an asymptotically optimal solution of the

optimal recovery problem.

Chapter 3 is devoted to inequalities that estimate the deviation between

the value of a function at some point and the mean value of the function, via

some characteristics of the function. Such inequalities are often called Ostrowski

type inequalities. Inequalities of this kind can be applied to solutions of other

extremal problems of Approximation Theory, in particular for classes of functi-

ons of low smoothness they can be applied to problems of optimal recovery and

to prove Landau–Kolmogorov type inequalities.

Many ways to extend the notion of a function of bounded variation from

the case of univariate to the case of multivariate functions are known. We

propose a new way for such a generalization. The approach is based on the

Kronrod–Vitushkin variations (which, in turn, are based on the Banach indi-

catrix theorem). Unlike the Kronrod–Vitushkin variations, the proposed defi-

nition satisfies the following two properties: the variation of a function does

not change after multiplication of its argument by a non-zero constant; the

variation of a radial function is twice as big as the variation of the genera-

ting univariate function. Using the introduced notions of bounded variation

for multidimensional sets and multivariate functions, we prove sharp Ostrowski

type inequalities.

For a class of random processes that is determined by a majorant of modulus

of continuity of the processes, we prove a sharp Ostrowski type inequality that

estimates the deviation between the integral
´ 1

0 ξtdt and the random variable ξτ ,
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where τ is some random variable. Using this inequality, we solve a problem of

optimal recovery of the integral of the random process, given the random vari-

ables ξτ1, . . . , ξτn, where τ1, . . . , τn are some random variables. We also consider

the problem of optimal choice of the variables τ1, . . . , τn.

Chapter 4 is devoted to the inequalities for derivatives of Landau–Kolmogo-

rov type, of Nagy type, and related extremal problems.

We obtain sharp Nagy type inequalities that estimate the uniform norm of

a function from a Sobolev space using the Lp-norm of its gradient and some

seminorm that is defined on the space of locally integrable on an open cone

C ⊂ Rd functions. In a metric space (X, ρ) with measure µ we prove a sharp

Nagy type inequality that estimates the uniform norm of a function via its

∥ · ∥Hω–norm that is defined by a modulus of continuity ω, and a seminorm

defined in the space of locally integrable functions.

Using this inequality, we prove a sharp Landau–Kolmogorov type inequality

that estimates the uniform norm of the Radon–Nikodym derivative of a charge

using the Lp–norm of the gradient of this derivative (or ∥ · ∥Hω–norm of this

derivative) and some seminorm that is defined on the space of charges.

In the case, when C = Rm
+ × Rd−m, 0 ⩽ m ⩽ d, we prove inequalities

that estimate the uniform norm of a mixed derivative of a function f : C → R
using the uniform norm of the function and the Lp–norm of the gradient of the

function’s mixed derivative (or the ∥ · ∥Hω–norm of this mixed derivative). In

the cases m = 0, 1 these inequalities are sharp.

We show that the obtained results can be used in order to solve the problem

of approximation of the corresponding unbounded operators by bounded ones.

We find the modulus of continuity of a higher order differentiation operator

on the classes of functions defined on a half-line that are determined by (non-

constant) majorants of the functions and their higher derivatives. We prove a

snake theorem that guarantees existence of perfect spline analogues that osci-

llate maximally. These splines are extremal in the problem to find the modulus

of continuity of the differentiation operator.

Keywords: inequality for derivatives, Nagy type inequality, Landau–Kol-
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mogorov type inequality, Ostrowski type inequality, optimal recovery, best ap-

proximation, modulus of continuity of an operator, L–space, Korneichuk–Stech-

kin lemma, class of function with given majorant of modulus of continuity.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ

ПОЗНАЧЕНЬ

∀ — квантор загальностi.

∃ — квантор iснування.

:= — дорiвнює за означенням.

x ∈ A — елемент x належить множинi A.

x ̸∈ A — елемент x не належить множинi A.

A ∪B — об’єднання множин A та B.

A ∩B — перетин множин A та B.

A ⊂ B — множина A мiститься у множинi B.

AB — множина функцiй g : B → A, де A i B — деякi непорожнi множини.

∅ — порожня множина.

N — множина натуральних чисел.

Z — множина цiлих чисел.

R — множина дiйсних чисел.

Rm — простiр точок t = (t1, ..., tm), ti ∈ R, i = 1, ...,m, m ∈ N.

measA — мiра Лебега множини A.

sup
x∈A

f(x) — точна верхня грань функцiї f на множинi A.

inf
x∈A

f(x) — точна нижня грань функцiї f на множинi A.

ess supx∈A f(x) — iстотна верхня грань функцiї f на множинi A.

ess infx∈A f(x) — iстотна нижня грань функцiї f на множинi A.

sgnα — величина, що дорiвнює 1, якщо α > 0, −1, якщо α < 0, i нулю,

якщо α = 0.
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α± — додатна (вiд’ємна) частина числа α, α± = max{±α, 0}.
χA — характеристична функцiя множини A.

Eξ — математичне сподiвання випадкової величин ξ.

Hω(T,X) — множина функцiй f : T → X з заданою мажорантою ω їх мо-

дуля неперервностi; функцiя ω : [0,∞) → [0,∞) називається модулем

неперервностi, якщо вона є неперервною неспадною напiвадитивною

i такою, що ω(0) = 0.

intA — внутрiшнiсть множини A.

∂A — межа множини A.

x(r), r ∈ N — похiдна порядку r функцiї x; x(0) := x.

∥x∥p = ∥x∥Lp(G) :=
(︁´

G |x(t)|p dt
)︁ 1

p , де p ∈ [1,∞) та x : G→ R — iнтегровна

в степенi p за Лебегом на множинi G функцiя.

Lp(G), p ∈ [1,∞) — простiр функцiй x : G → R зi скiнченною нормою

∥x∥Lp(G).

∥x∥∞ = ∥x∥L∞(G) := ess sup
t∈G

|x(t)|, де x : G→ R — вимiрна на G функцiя.

L∞(G) — простiр iстотно обмежених функцiй x : G→ R.

W 1,p(G), G ⊂ Rd, d ∈ N — простiр Соболєва функцiй f : G→ R таких, що

f та усi її (узагальненi) частиннi похiднi належать Lp(Q).

K — сiм’я вiдкритих опуклих симетричних вiдносно початку координат θ

обмежених множин K ⊂ Rd, d ≥ 2, для яких θ ∈ intK.

|x|K — норма елемента x ∈ Rd, що породжена множиною K ∈ K, тобто

|x|K := inf{λ > 0: x ∈ λK}.
|x|p, 1 ≤ p ≤ ∞ — позначення для |x|K у випадку, коли K — це одинична

куля у Rd
p.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Нерiвностi для похiдних — це класичний роздiл тео-

рiї наближень, що має бiльше нiж столiтню iсторiю. Першi результати

Ж. Адамара, Ґ. Г. Гардi, Дж. I. Лiттлвуда та Е. Ландау в цьому напрямку

з’явились у 1910-х роках. Один з найважливiших результатiв в цiй тематицi

належить А. М. Колмогорову, який отримав точну нерiвнiсть, що оцiнює

рiвномiрну норму k-ї похiдної функцiї заданої на числовiй прямiй через

рiвномiрнi норми функцiї i її r-ї похiдної, k, r ∈ N, k < r. Саме пiсля цiєї

роботи нерiвностi такого роду називають нерiвностями типу Колмогоро-

ва. У цiй тематицi працювали багато математикiв, зокрема В. Ф. Бабен-

ко, Б. Боянов, А. П. Буслаєв, В. М. Габушин, С. Карлiн, В. О. Кофанов,

М. П. Купцов, А. О. Лiгун, Ю. I. Любiч, Г. Г. Магарiл-Iльяєв, А. П. Маторiн,

Б. Надь, Г. Полiа, С. О. Пiчугов, I. М. Стейн, Л. В. Тайков, О. Ю. Шадрiн,

I. Дж. Шонберг, та багато iнших. Нерiвностi для похiдних для функцiй

однiєї або декiлькох змiнних, особливо нерiвностi з найменшою можливою

константою, знаходять застосування у рiзноманiтних задачах, зокрема у

чисельних методах, звичайних диференцiальних рiвняннях i рiвняннях у

частинних похiдних, та iнших напрямах аналiзу. Тому важливим є отри-

мання нових точних нерiвностей такого типу для рiзних класiв функцiй i

областей їх визначення, зокрема для класiв Соболєва функцiй однiєї i ба-

гатьох дiйсних змiнних, якi, зокрема, є природними класами для пошуку

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь та варiацiйних задач.

Нерiвностi для похiдних тiсно пов’язанi з деякими iншими екстремаль-

ними задачами теорiї наближень, зокрема з задачею Стєчкiна про наближе-

ння, взагалi кажучи, необмежених операторiв обмеженими, задачею набли-
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ження одного класу функцiй iншим, задачами оптимального вiдновлення

функцiоналiв i операторiв по точно або неточно заданiй iнформацiї, та iн-

шими задачами. Цi задачi також дослiджувались багатьма математиками,

серед яких В. В. Арєстов, В. Л. Велiкiн, Х. Вожняковський, О. А. Жен-

сикбаєв, М. П. Корнєйчук, В. П. Моторний, С. М. Нiкольський, Е. Новак,

К. Ю. Осипенко, В. I. Рубан, С. Б. Стєчкiн, Ю. М. Субботiн, В. М. Тихо-

мiров, Дж. Трауб, та iншi.

Протягом останнiх десятилiть, виходячи як з теоретичних, так i прак-

тичних мiркувань, також мали мiсце спроби розвитку теорiї апроксимацiї

багатозначних i нечiтко-значних функцiй. Розвиток теорiї апроксимацiї у

напiвлiнiйних метричних просторах по-перше дозволяє з єдиної точки зору

розглядати вiдповiднi задачi для багатозначних, нечiтко-значних, а також

функцiй зi значеннями у банахових просторах (зокрема для випадкових

процесiв), а по-друге, така робота може стати основою для розробки об-

числювальних алгоритмiв для розв’язку рiзноманiтних задач, пов’язаних

з такими функцiями. Крiм того, становить теоретичний iнтерес питання

про те, наскiльки далеко можна пройти у напрямку узагальнення вiдомих

результатiв для числових функцiй на випадок функцiй зi значеннями у

напiвлiнiйних метричних просторах.

Одним з найважливiших конкретних випадкiв загальної задачi опти-

мального вiдновлення, i однiєю з найстарiших задач теорiї апроксимацiї,

є задача про оптимальнi квадратурнi формули. Першi результати в цьому

напрямку отримав К. Ф. Гаус ще на початку XIX столiття. Серед мате-

матикiв, якi займались питаннями оптимiзацiї квадратурних формул, слiд

вiдзначити В. Ф. Бабенка, Б. Боянова, О. А. Женсикбаєва, А. М. Кол-

могорова, М. П. Корнєйчука, А. О. Лiгуна, Г. Л. Лоеба, В. П. Моторно-

го, С. М. Нiкольського, Е. Новака, К. I. Осколкова, А. Сарда, та iнших.

В силу важливостi квадратурних формул, зокрема для питань чисельного

аналiзу, цiкавим є отримання оптимальних або асимптотично оптимальних

квадратурних формул на рiзних класах функцiй, включаючи багатозначнi

та нечiтко-значнi функцiї, а також функцiї що приймають значення у нор-
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мованих просторах, наприклад, випадковi процеси.

Одним з найпростiших варiантiв задачi оптимiзацiї квадратурних фор-

мул є знаходження максимального на класi вiдхилення середнього значен-

ня функцiї вiд її значення в деякiй точцi. Такого роду нерiвностi часто на-

зивають нерiвностями типу Островського. Для класiв функцiй малої глад-

костi нерiвностi типу Островського можуть бути використанi як основний

елементу розв’язання деяких екстремальних задач, зокрема для доведення

нерiвностей типу Ландау–Колмогорова та Надя, а також для розв’язання

задач оптимiзацiї квадратурних формул. Тому представляє iнтерес доведе-

ння нових нерiвностей типу Островського, зокрема для функцiй зi значен-

нями у напiвлiнiйних просторах. Таким чином, екстремальнi задачi теорiї

наближень у метричних просторах є актуальною тематикою i потребують

подальших дослiджень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-

бота виконувалась згiдно з загальними планами дослiджень кафедри мате-

матичного аналiзу та оптимiзацiї (до 2022 року — кафедри математичного

аналiзу i теорiї функцiй) Днiпровського нацiонального унiверситету iменi

Олеся Гончара, а також згiдно з держбюджетними темами НДР-1-666-22

”Теоретичнi та прикладнi аспекти вiдновлення операторiв та оптимiзацiї

наближення функцiй” № державної реєстрацiї 0122U001223; НДР-1–326–17

”Екстремальнi проблеми теорiї наближень функцiй дiйсного змiнного i не-

рiвностi типу Колмогорова” № державної реєстрацiї 0117U001208.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є доведення нових

нерiвностей типу Ландау–Колмогорова, Надя та Островського, одержан-

ня розв’язань задач найкращого наближення i оптимального вiдновлення

функцiоналiв та операторiв, а також iнших екстремальних задач теорiї на-

ближень для рiзних класiв функцiй, зокрема для функцiй однiєї та багатьох

змiнних з класiв Соболєва, функцiй багатьох змiнних з обмеженою варiа-

цiєю, а також класiв функцiй зi значеннями у нормованих i напiвлiнiйних

просторах.

Об’єктом дослiдження є класи функцiй однiєї i багатьох змiнних, серед
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яких класи Соболєва, класи функцiй з обмеженою варiацiєю, класи функ-

цiй, що задаються мажорантою їх модуля неперервностi, класи функцiй

зi значеннями у напiвлiнiйних метричних просторах, та класи випадкових

процесiв.

Предметом дослiдження є нерiвностi для похiдних функцiй рiзних кла-

сiв; задачi оптимального вiдновлення операторiв i функцiоналiв, що дiють

на рiзних класах функцiй, по точно та неточно заданiй iнформацiї; зада-

ча Стєчкiна про наближення необмежених операторiв обмеженими; модуль

неперервностi операторiв.

Для реалiзацiї поставленої мети у роботi було поставлено такi завдання:

• Дослiдити можливiсть узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна на

класи функцiй зi значеннями у напiвлiнiйних метричних просторах.

• Дослiдити можливiсть розв’язання задач оптимального вiдновлення

на класах функцiй зi значеннями у напiвлiнiйних метричних просто-

рах, що задаються мажорантою модуля неперервностi функцiї або її

похiдної.

• Розв’язати задачу оптимального вiдновлення монотонних операторiв,

що заданi на класах монотонних функцiй зi значеннями у напiвлiнiй-

ному метричному просторi.

• Дослiдити задачi наближення операторiв, що дiють на класах функ-

цiй зi значеннями у напiвлiнiйному метричному просторi.

• Розв’язати задачу Стєчкiна про наближення гiперсингулярних iнтег-

ральних операторiв, що заданi на класах Соболєва функцiй багатьох

змiнних.

• Розв’язати задачi оптимiзацiї квадратурних формул на класах Собо-

лєва функцiй багатьох змiнних.

• Дослiдити можливiсть доведення нерiвностей типу Островського для

функцiй багатьох змiнних, що мають обмежену варiацiю.
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• Розв’язати задачу про оптимiзацiю квадратурних формул для випад-

кових процесiв за iнформацiєю про значення процесу у випадковi мо-

менти часу.

• Довести нерiвностi типу Надя для функцiй у метричних просторах з

мiрою та на класах Соболєва функцiй багатьох змiнних.

• Дослiдити модуль неперервностi оператора кратного диференцiюва-

ння на класi Соболєва функцiй, що заданi на пiв осi.

Методи дослiдження. В роботi використовуються сучаснi методи

аналiзу i теорiї наближень, загальнi методи розв’язання екстремальних за-

дач теорiї наближень, зокрема методи доведення нерiвностей для похiдних

i методи дослiдження пов’язаних задач.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи є но-

вими, i полягають у такому:

• Отримано узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна на класи, що за-

даються мажорантою модуля неперервностi функцiй зi значеннями у

напiвлiнiйних метричних просторах. Iз застосуванням цього резуль-

тату, отримано точнi на цьому класi функцiй оцiнки вiдхилення мiж

середнiми значеннями функцiй на рiзних вiдрiзках.

• На класах Hω([a, b], X) функцiй зi значеннями у напiвлiнiйному мет-

ричному просторiX, що задаються мажорантою модуля неперервнос-

тi функцiї, отримано розв’язання задач оптимального вiдновлення

опуклюючого оператора i оператора iнтегрування на основi середнiх

значень функцiї на n ∈ N iнтервалах. Для класу W 1Hω([a, b], X)

функцiй, що задається мажорантою модуля неперервностi похiдної

типу Хукухара функцiї, отримано розв’язання задач оптимального

вiдновлення тотожного оператора i оператора диференцiювання в

сенсi Хукухара на основi n ∈ N значень функцiї.

• Розв’язано задачу оптимального вiдновлення монотонних (λ, φ)–ади-

тивних операторiв, що заданi на класах монотонних функцiй зi значе-
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ннями у напiвлiнiйному метричному просторi на основi n ∈ N значень

функцiї.

• Отримано точнi оцiнки вiдхилення iнтегральних операторiв, що дi-

ють на класах функцiй зi значеннями у напiвлiнiйному метричному

просторi. На класi W 1Hω([a, b], X) отримано точнi оцiнки вiдхилен-

ня мiж рiзницевими операторами i оператором диференцiювання (у

сенсi Хукухара), а також розв’язання деяких пов’язаних задач.

• Розв’язано задачу Стєчкiна про наближення гiперсингулярних iнте-

гральних операторiв, що задано на класах Соболєва функцiй бага-

тьох змiнних, обмеженими операторами. Доведено точнi нерiвностi

типу Островського i типу Ландау–Колмогорова, а також дослiджено

модуль неперервностi такого iнтегрального оператора.

• Знайдено оптимальнi або асимптотично оптимальнi квадратурнi фор-

мули для вагових iнтегралiв по опуклим i зiрчатим множинам на кла-

сах Соболєва функцiй багатьох змiнних.

• Запропоновано нове означення багатовимiрних множин i функцiй ба-

гатьох змiнних обмеженої варiацiї, i для них отримано точнi нерiвно-

стi типу Островського.

• Розв’язано задачу про оптимальне вiдновлення iнтеграла
´ 1

0 ξtdt на

класi випадкових процесiв, що задаються мажорантою модуля непе-

рервностi, на основi випадкових величин ξτ1, . . . , ξτn, де τ1, . . . , τn — це

деякi випадковi величини.

• Доведено точнi нерiвностi типу Надя для функцiй у метричних про-

сторах з мiрою та у класах Соболєва функцiй багатьох змiнних. Як

наслiдок, отримано точнi нерiвностi типу Ландау–Колмогорова для

зарядiв, а також мiшаних похiдних функцiй з класiв Соболєва бага-

тьох змiнних.
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• На класах диференцiйовних функцiй f : [0,∞) → R, що задаються

обмеженнями на ваговi норми функцiї i її старшої похiдної, дослi-

джено модуль неперервностi оператора кратного диференцiювання

та подано його у термiнах норм узагальнених iдеальних сплайнiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота носить те-

оретичний характер. Отриманi результати та розробленi методи можуть

бути використанi при подальших дослiдженнях екстремальних задач тео-

рiї наближень, а також при розробцi нових чисельних методiв.

Особистий внесок здобувача. Результати роботи опублiковано у 6-х

одноосiбних статтях i 11-х статтях у спiвавторствi. Усi результати, що ви-

носяться на захист, одержано здобувачем самостiйно. У результатах, що

включено до дисертацiї зi статей, якi написано у спiвавторствi, особистий

внесок здобувача такий.

Iдея дослiдження екстремальних задач у просторах функцiй, що при-

ймають значення у напiвлiнiйних метричних просторах, належить профе-

сору В. Ф. Бабенку. У статтях [4, 7] (див. Список публiкацiй здобувача)

спiвавтори брали участь у виборi аксiом i означень, в термiнах яких фор-

мулюються основнi результати, а також брали участь у перевiрцi робочих

гiпотез; докладне доведення усiх основних тверджень належать здобуваче-

вi. У статтi [10] спiвавторам належить гiпотеза про можливiсть iнтеграль-

ного представлення (λ, φ) – адитивних операторiв; перевiрка цiєї та iнших

робочих гiпотез i доведення основних результатiв належить здобувачевi.

У статтi [11] вибiр напрямку дослiдження належить спiвавторам, доведе-

ння головних теорем належить здобувачевi. У статтi [13] спiвавторам на-

лежить гiпотези про можливiсть узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна

на класи функцiй зi значеннями у L–просторах та про можливi областi

застосування цього узагальнення; формулювання i доведення вiдповiдних

результатiв належить здобувачевi.

У статтях [3,8,9] спiвавторам належить постановка задач, вибiр класiв

функцiй, на яких розглядаються екстремальнi задачi, та контроль за пра-
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вильнiстю викладення результатiв; доведення результатiв належить здобу-

вачевi.

У статтях [12,14,15] спiвавторам належить iдея застосування отриманої

у [9] нерiвностi типу Островського до нерiвностей типу Ландау–Колмогоро-

ва та нерiвностей типу Надя. Здобувачу належить iдея побудови екстре-

мальних функцiй у нерiвностях типу Надя i нерiвностях типу Ландау–

Колмогорова для зарядiв, а також детальне доведення основних результа-

тiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

були представленi та доповiдались на:

– Мiжнародна математична конференцiя ”Теорiя наближень i її засто-

сування” (3-5 жовтня 2019, Днiпро, Україна);

– Joint Mathematics Meetings (January 15-18, 2020, Colorado Convention

Center, Denver, CO, USA);

– Мiжнародна математична конференцiя ”Теорiя наближень i її засто-

сування” присвячена 100-рiччю з дня народження Миколи Павловича Кор-

нєйчука (16-19 вересня 2020, Днiпро, Україна);

– International Online Workshop on Approximation Theory (March 19-21,

2021, Ivano-Frankivsk, Ukraine);

– International Conference of Young Mathematicians, Institute of Mathema-

tics of NAS of Ukraine (online) (June 3–5, 2021, Kyiv, Ukraine);

– 2022 Spring Eastern Virtual Sectional Meeting, (March 19-20, 2022, Tufts

University, Medford, USA);

– International online conference ”Current trends in abstract and applied

analysis”, (May 12-15, 2022, Ivano-Frankivsk, Ukraine);

– International Conference ”Theory of Approximation of Functions and its

Applications”, dedicated to the 80th anniversary of Corresponding Member of

the National Academy of Sciences of Ukraine, Professor Alexander Stepanets

(1942-2007) (June 6–10, 2022, Lutsk, Ukraine);

– International Workshop on Current Trends in Analysis and Approximation

Theory (July 18, 2023, Rome, Italy);
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– International Conference on Approximation Theory and Beyond, (May

15-18, 2023, Nashville, TN, USA).

Результати роботи також доповiдались на семiнарах:

– з теорiї функцiй при кафедрi математичного аналiзу та оптимiзацiї

(до 2022 року — кафедрi математичного аналiзу i теорiї функцiй) Днiпров-

ського нацiонального унiверситету iменi Олеся Гончара (Днiпро, неодно-

разово протягом 2020–2023 рокiв, керiвники семiнару: член-кореспондент

НАН України, д-р. фiз.-мат. наук, проф. В. П. Моторний i д-р. фiз.-мат.

наук, проф. Н. В. Парфiнович);

– вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (12.01 та

19.01 2024 року, керiвник семiнару д-р. фiз.-мат. наук, проф. А. C. Рома-

нюк);

– "Сучасний аналiз" у Київському нацiональному унiверситетi iменi Та-

раса Шевченка (14.03.2024, керiвники семiнару: д-р. фiз.-мат. наук, проф.

О. О. Курченко, д-р. фiз.-мат. наук, проф. В. М. Радченко, член-кореспон-

дент НАН України, д-р. фiз.-мат. наук, проф. I. О. Шевчук);

– з теорiї аналiтичних функцiй (28.03.2024, Львiв, керiвник семiнару:

д-р. фiз.-мат. наук, проф. О. Б. Скаскiв).

Публiкацiї. Статтi [1–17] зi Списку публiкацiй здобувача опублiковано

у журналах, що входять до наукометричної бази Scopus. Вiдповiдно до

класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank, стаття [9] опублiкована у

виданнi квартилю Q1, статтi [2,3,13,14] опублiкованi у виданнях квартилю

Q2, статтi [1,4–7,11] опублiкованi у виданнях квартилю Q3, а статтi [10,12]

— у виданнях квартилю Q4. Джерела [18–32] — це тези доповiдей.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,

перелiку умовних позначень, змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв i

перелiку використаних джерел. Повний обсяг роботи складає 332 сторiнки.

Змiст дисертацiї. Перший роздiл роботи присвячено дослiдженню екс-

тремальних задач теорiї наближень у напiвлiнiйних метричних просторах.

Головнi результати цього роздiлу мiстяться у статтях [16,18,19,28,29].

Теорiя функцiй зi значеннями у банахових просторах, а також багато- i
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нечiтко- значних функцiй активно розвивалась протягом декiлькох остан-

нiх десятилiть (див. напр. [13, 62, 72, 76, 194]), зокрема, через численнi за-

стосування у теорiї оптимiзацiї, теорiї наближень, математичнiй економiцi,

чисельних методах, i багатьох iнших роздiлах прикладної математики. Де-

якi результати стосовно багато- i нечiтко- значних функцiй можуть бути

знайденi у [5, 76]. Банаховi простори, простори множин i простори нечi-

тких множин належать до класу так званих L–просторiв (тобто напiвлi-

нiйних метричних просторiв (X, hX) з двома додатковими аксiомами, що

пов’язують метрику hX з алгебраїчними операцiями). Поняття L–простору

було введено у [156], див. також [12]. Розгляд функцiй зi значеннями у L–

просторах дає унiфiкований пiдхiд до розв’язання рiзноманiтних екстре-

мальних задач для згаданих вище класiв функцiй. У пiдроздiлах 1.1 i 1.2

ми наводимо необхiднi означення i факти стосовно L–просторiв.

Пiдроздiл 1.3 присвячено узагальненню леми Корнєйчука–Стєчкiна на

випадок класiв функцiй, що приймають значення у L–просторах.

Нехай ω — це модуль неперервностi, тобто неспадна неперервна напiв-

адитивна функцiя така, що ω(0) = 0. Для вiдрiзка [a, b] ⊂ R позначимо

через Hω([a, b],R) клас функцiй f : [a, b] → R таких, що |f(t) − f(s)| ≤
ω(|t − s|) для всiх t, s ∈ [a, b]. Модулi неперервностi, як самостiйнi функ-

цiї з вказаними вище властивостями, класи Hω([a, b],R), а також класи

W rHω([a, b],R), вперше з’явились у роботi С. М. Нiкольського [188]. Вiдмi-

тимо, що класи Hω([a, b],R) задаються обмеженнями на швидкiсть змiни

функцiй. Деякi результати щодо класiв функцiй, якi задаються iншими ха-

рактеристиками, що обмежують коливання функцiй, можна знайти у [173].

Для двох додатних майже всюди, iнтегровних функцiй ψ1 : [a, a
′] → R+

i ψ2 : [b
′, b] → R+, a < a′ ⩽ b′ < b таких, що

´ a′
a ψ1(t)dt =

´ b
b′ ψ2(t)dt, лема

Корнєйчука–Стєчкiна, див. [104, § 7.1], дає оцiнку для функцiонала

(ψ1, ψ2) ↦→ sup
f∈Hω([a,b],R)

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ a′

a

f(t)ψ1(t)dt−
ˆ b

b′
f(t)ψ2(t)dt

⃓⃓⃓⃓
⃓ ,

яка є точною у випадку опуклого догори модуля неперервностi ω. Ця лема

була опублiкована у [174,175] для класiв Hω([a, b],R) з ω(t) = tα, 0 < α ⩽ 1,
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i була узагальнена на випадок довiльного модуля неперервностi у [176].

Лема Корнєйчука–Стєчкiна зiграла важливу роль у розв’язаннi багатьох

екстремальних задач теорiї наближень, див. [104, Роздiл 7] i наведенi там

посилання. Деякi її узагальнення i застосування можна знайти у [56,200].

У пiдроздiлi 1.3 ми узагальнюємо лему Корнєйчука–Стєчкiна на випа-

док функцiй зi значеннями у L–просторах. Нехай (X, hX) — це L–простiр

i Hω([a, b], X) позначає клас функцiй f : [a, b] → X таких, що для всiх

t′, t′′ ∈ [a, b] маємо hX(f(t′), f(t′′)) ⩽ ω(|t′ − t′′|). Нехай також задано ψ1 i

ψ2 з вказаними вище властивостями. Ми отримуємо оцiнку функцiонала

S(ψ1, ψ2) := sup
f∈Hω([a,b],X)

hX

(︄ˆ a′

a

f(t)ψ1(t)dt,

ˆ b

b′
f(t)ψ2(t)dt

)︄
, (1)

яка є точною у випадку опуклого догори модуля неперервностi ω i пев-

них додаткових припущеннях про простiр X. У серiї застосувань, якi ми

наводимо далi у цьому роздiлi, ми показуємо, що це узагальнення може

бути важливим iнструментом для розв’язання екстремальних задач для

функцiй зi значеннями у L–просторах.

Важливим напрямком у теорiї наближень i оптимальних алгоритмiв є

задачi оптимального вiдновлення функцiоналiв i операторiв. Постановка

цих задач, численнi вiдомi результати i подальшi посилання можуть бути

знайденi у монографiях [122, 126, 138, 169]. У пiдроздiлi 1.4 ми розв’язуємо

деякi задачi оптимального вiдновлення для функцiй зi значеннями у L–

просторах.

Ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення у такiй постановцi.

Для множини A через P0(A) позначимо сiм’ю всiх непорожнiх пiдмножин

множини A. Нехай задано метричний простiр (X, hX), множини Y i W ,

а також вiдображення Λ: W → X i I : W → P0(Y ). Довiльну функцiю

U : Y → X ми будемо називати методом вiдновлення вiдображення Λ на

класi W за iнформацiєю, що задана вiдображенням I. Похибкою вiднов-

лення вiдображення Λ на класi W методом U за iнформацiєю, що дається
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(багатозначним) вiдображенням I, називається величина

E(Λ,W, I, U,X) = sup
w∈W

sup
y∈I(w)

hX(Λ(w), U(y)).

Величина

E(Λ,W, I,X) = inf
U

E(Λ,W, I, U,X) (2)

називається оптимальною похибкою вiдновлення вiдображення Λ на класi

W , за iнформацiєю, що задається вiдображенням I.

Вiдповiдно до даного означення, ми розглядаємо багатозначнi iнфор-

мацiйнi оператори. Це дозволяє включити до розгляду випадок, коли iн-

формацiя вiдома iз похибкою. Наприклад, якщо Y — це метричний простiр

i для всiх w ∈ W , I(w) є кулею в Y з деяким радiусом ε > 0, то на та-

кий iнформацiйний оператор можна дивитись як на модель вимiрювання

з похибкою ε. Якщо для кожного w ∈ W , I(w) є одноточковою множиною,

тобто iнформацiя вiдома точно, то ми можемо дещо спростити позначення.

У цьому випадку I : W → Y i

E(Λ,W, I, U,X) = sup
w∈W

hX(Λ(w), U(I(w))).

Задача оптимального вiдновлення вiдображення Λ на класiW по iнфор-

мацiї, що дається iнформацiйним вiдображенням I, в метрицi простору X,

полягає у знаходженнi величини (2) i методу U ∗ (якщо вiн iснує), на яко-

му досягається iнфiмум в правiй частинi (2). Якщо I — це деякий клас

iнформацiйних операторiв, то цiкавим також є знаходження величини

E(Λ,W, I, X) = inf
I∈I

E(Λ,W, I,X)

i оптимального iнформацiйного вiдображення, на якому досягається iн-

фiмум в правiй частинi (якщо такий оператор iснує), або асимптотично

оптимальної послiдовностi операторiв, якщо оптимальний iнформацiйний

оператор не iснує, або його важко знайти.

У пунктi 1.4.1 ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення опу-

клюючого оператора i оператора iнтегрування на класi Hω([a, b], X). При
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виконаннi додаткових припущень (наприклад, це так для функцiй зi зна-

ченнями у нормованому просторi), опуклюючий оператор перетворюється

на одиничний оператор. Для дiйснозначних функцiй такi задачi добре до-

слiдженi у випадку, коли iнформацiйний оператор дає значення функцiї в

деяких n точках вiдрiзка [a, b]. Результати з цiєї тематики i подальшi поси-

лання можуть бути знайденi, наприклад, у [178, Роздiли 5,6], [197, Роздiл 2]

i [102, 118, 202]. У [33] задача оптимiзацiї наближеного iнтегрування була

розв’язана для класiв багатозначних функцiй.

У цьому пунктi, ми розглядаємо iнформацiйнi оператори, що дають се-

реднi значення функцiї по n ∈ N iнтервалах з вiдрiзка [a, b]. Iнформацiйнi

оператори такого роду є цiкавими, оскiльки на них можна дивитись як

на модель аналогового вимiрювального пристрою. Крiм того, з результа-

тiв для таких iнформацiйних операторiв, як правило, легко випливають

вiдповiднi результати для iнформацiйних операторiв, що дають значення

функцiї у n точках вiдрiзка [a, b]. Результати щодо оптимального вiдновле-

ння одиничного вiдображення, що використовують такi iнформацiйнi опе-

ратори, наскiльки нам вiдомо, є новими навiть у випадку X = R. Задача

оптимiзацiї наближеного iнтегрування за ”iнтервальною” iнформацiєю для

функцiй з класу Hω([a, b],R) була розв’язана у [153]. Iншi пов’язанi резуль-

тати можна знайти у [53, 54, 63, 119, 151, 154, 155, 163, 196]. Задача оптимi-

зацiї iнтервальних квадратурних формул для багатозначних вiдображень

розглядалась у [55]. Оскiльки на випадковi процеси можна дивитись як

на функцiї зi значеннями у нормованому просторi, то отриманi результа-

ти також можна застосувати i до оптимального вiдновлення операторiв

вiд випадкових процесiв. Деякi результати у цьому напрямку мiстяться

у [111,168].

У пунктi 1.4.2 ми розглядаємо задачi оптимального вiдновлення оди-

ничного вiдображення i оператора DH похiдної типу Хукухара на класi

W 1Hω([a, b], X) функцiй f : [a, b] → X, чия похiдна типу Хукухара нале-

жить до класу Hω([a, b], X). У цих задачах iнформацiйними операторами

виступають оператори, що дають значення функцiй у n точках з вiдрiзку
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[a, b]. Ми ще раз посилаємося на [178, Роздiли 5,6] стосовно вiдомих резуль-

татiв щодо оптимального вiдновлення функцiй з класiв W 1Hω([a, b],R) i їх

перiодичних аналогiв.

У пунктi 1.4.3 ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення моно-

тонних операторiв, що дiють у частково впорядкованих L–просторах функ-

цiй. Класом W виступають класи Wa,b монотонних функцiй f : [0, 1] → X

таких, що f(0) = a i f(1) = b, a, b ∈ X, де X — це частково впорядкований

L–простiр. Першi результати, що стосуються оптимального вiдновлення

iнтеграла на класах монотонних функцiй, отримав Дж. Кiфер у [97]. Для

багатозначних функцiй ця задача розв’язана у [26]. Отриманi нами резуль-

тати iстотно узагальнюють результати з цих статей i є новими навiть для

числових функцiй. Результати щодо оптимального вiдновлення покоорди-

натно монотонних функцiй мiстяться у [36,63,124].

У пунктi 1.4.4 ми розглядаємо оператори типу (λ, φ), найважливiшими

прикладами яких є iнтегральнi оператори. Для таких операторiв на кла-

сi Hω(T,X) ми наводимо розв’язання задачi оптимального вiдновлення.

Як застосування цього результату ми розв’язуємо задачу про оптимiзацiю

квадратурних формул для випадкових процесiв.

У пiдроздiлi 1.5 ми розглядаємо задачi наближення операторiв та деякi

пов’язанi задачi. Нехай X та Y — це два L–простори, а A, S : X → Y — це

два оператори з областями DA, DS ⊂ X вiдповiдно. Нехай також задано

деякий клас елементiв Q ⊂ DA ∩DS. Задача знаходження вiдхилення мiж

операторами A i S на множинi Q, тобто задача знаходження величини

U(A, S;Q) := sup
x∈Q

hY (Ax, Sx), (3)

має важливу роль у теорiї апроксимацiї i чисельному аналiзi. Наприклад,

якщо Q є деякою множиною неперервних функцiй f : T → R, оператори

A i S задаються формулами Af =
´
T f(s)ds, Sf =

∑︁n
k=1 ckf(xk) (ck ∈

R, tk ∈ T, k = 1, . . . , n), i hY — це звичайна метрика у R, то величина (3)

дає похибку кубатурної формули S на класi Q; якщо A є одиничним опера-

тором, hY є деякою метрикою, i S є оператором найкращого наближення
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елементами з множини R, тобто Sf = argming∈R hY (f, g), то величина (3)

стає наближенням множини Q множиною R у метрицi hY , яка означається

формулою supf∈Q infg∈R hY (f, g); ми припускаємо, що мiнiмум в означеннi

оператора S iснує при будь-якому f ∈ Q.

Величина (3) пов’язана з низкою оптимiзацiйних задач. Наприклад, вва-

жаючи оператор A, множину Q, i сiм’ю S операторiв S заданими, ми мо-

жемо поставити задачу знаходження величини

ES(A,Q) := inf
S∈S

U(A, S;Q) (4)

i найкращого оператора S ∈ S на якому досягається iнфiмум, якщо та-

кий оператор iснує. Вперше такого роду задачу розглядав С. Б. Стєчкiн у

1965 роцi, у випадку, коли X i Y — це нормованi простори, а сiм’я S — це

сукупнiсть лiнiйних обмежених операторiв з нормою, що не перевищує чи-

сла N > 0; зазвичай у цьому випадку пишуть EN(A,Q) замiсть ES(A,Q).

Формулювання цiєї задачi, першi важливi результати, а також розв’язання

цiєї задачi для диференцiальних операторiв малих порядкiв можна знайти

у [132]. Огляд подальших результатiв стосовно цiєї тематики можна знайти

у [9] i [144, Роздiл 7]. Деякi екстремальнi задачi для функцiй зi значеннями

у L–просторах розглядались у [14,27].

Задача Стєчкiна, у свою чергу, тiсно пов’язана з нерiвностями типу

Ландау–Колмогорова. Першi нерiвностi для похiдних були отриманi на по-

чатку XX столiття у роботах [87, 112, 113]. Одним з найважливiших ре-

зультатiв у цiй тематицi є результат А. М. Колмогорова [99] (див. та-

кож [100, 172], частковi випадки цього результату були отриманi у [207]),

пiсля якого нерiвностi, що оцiнюють норму промiжної похiдної функцiї за

допомогою норми функцiї i норми її старшої похiдних, стали називати не-

рiвностями типу Колмогорова, або, у випадках функцiй малої гладкостi,

нерiвностями типу Ландау–Колмогорова.

Огляд результатiв щодо нерiвностей такого типу для функцiй однiєї i

багатьох змiнних у випадку похiдних цiлого порядку, а також подальшi

посилання, можуть бути знайденi у [9, 40, 65, 101, 137, 143, 144, 193, 205]. Не-
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рiвностi типу Ландау–Колмогорова для класiв функцiй зi значеннями у

L–просторах мiстяться у [27]. У багатьох питаннях аналiзу виникає необ-

хiднiсть працювати з похiдними дробового порядку, гiперсингулярними i

бiльш загальними iнтегральними операторами, див. напр. [129]. Деякi ре-

зультати i подальшi посилання щодо нерiвностей типу Ландау–Колмогоро-

ва для таких операторiв може бути знайдена у [8, 37, 45–49, 51, 52, 81, 115,

146,152,186].

Ми коротко опишемо зв’язок мiж згаданими екстремальними задачами,

оскiльки така аргументацiя (яка є незначним узагальненням технiки Стє-

чкiна) буде використана при доведеннi деяких результатiв у подальшому.

Позначимо ∥y∥ = hY (y, θ), y ∈ Y та ∥x∥ = hX(x, θ), x ∈ X, ∥S∥ =

sup∥x∥≤1 ∥Sx∥. Для кожного N > 0 позначимо через SN множину опера-

торiв S ∈ S таких, що ∥S∥ ≤ N , припустимо, що сiм’я S складається з

додатно однорiдних операторiв, i будемо писати EN замiсть ESN
.

Знаючи значення величини (3), можна одразу написати нерiвнiсть типу

Ландау–Колмогорова у адитивнiй формi:

∀x ∈ Q, ∥Ax∥ ⩽ hY (Ax, Sx) + ∥Sx∥ ⩽ U(A, S;Q) + ∥S∥ · ∥x∥.

Якщо додатково iснує оператор S ∈ S i обмежена послiдовнiсть елементiв

{xn} ⊂ Q така, що

∥Axn∥ =
(︁
U(A, S;Q) + ∥S∥ · ∥xn∥

)︁
(1 + o(1)) при n→ ∞, (5)

то

E∥S∥(A,Q) = U(A, S;Q).

Дiйсно, для кожного оператора S ∈ S з ∥S∥ ⩽ ∥S∥, маємо

∥Axn∥ ⩽ U(A, S;Q) + ∥S∥ · ∥xn∥ ⩽ U(A, S;Q) + ∥S∥ · ∥xn∥. (6)

Переходячи до границi при n → ∞, враховуючи обмеженiсть {xn}, спiв-

вiдношення (5) i (6), отримаємо U(A, S;Q) ⩽ U(A, S;Q), що i треба було

довести.
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Задача знаходження модуля неперервностi оператора A на класi Q, тоб-

то функцiю

Ω(δ) = Ω(A,Q; δ) := sup{∥Ax∥ : x ∈ Q, ∥x∥ ≤ δ}, δ ≥ 0, (7)

є абстрактною версiєю задачi про нерiвностi типу Ландау–Колмогорова.

Деяким узагальненням задачi (3) є така задача. Для δ ≥ 0 величину

Uδ(A, S,Q) := sup{hY (Ax, Sη) : x ∈ Q, η ∈ X, hX(x, η) ⩽ δ},

називають вiдхиленням оператора S ∈ S вiд оператора A на класi Q, при

умовi, що елементи вiдомi з похибкою δ. Задача оптимального вiдновлен-

ня оператора A операторами з сiм’ї S на класi Q елементiв, що вiдомi з

похибкою δ, полягає у знаходженнi величини

Eδ(A,Q,S) := inf
S∈S

Uδ(A, S,Q)

i оператора S, на якому досягається iнфiмум у правiй частинi, якщо такий

оператор iснує. Загальнi результати про зв’язок мiж сформульованими за-

дачами можна знайти у [144, Роздiл 7] та оглядових статтях [10,159,160].

У пунктi 1.5.1 ми дослiджуємо задачу про оцiнки вiдхилення iнтеграль-

них операторiв у просторах функцiй зi значеннями в L-просторах, обго-

ворюємо можливi застосування одержаних результатiв до задач апрокси-

мацiї узагальненими тригонометричними полiномами, оптимiзацiї формул

наближеного iнтегрування, а також вiдновлення функцiй по неточно за-

данiй iнформацiї. У пунктi 1.5.2 для (λ, φ)–адитивних операторiв Λ, ми

знаходимо величину U(Λ, f ↦→ Λ(f(t0)χT ), H
ω(T,X)), де T — це метри-

чний компакт, χT — характеристична функцiя множини T , а t0 ∈ T —

деяка фiксована точка. У пунктi 1.5.3 на класi функцiй W 1Hω([a, b], X) ми

отримуємо результати щодо вiдхилення мiж рiзницевими операторами (рi-

зницi розумiються у сенсi Хукухара), а також мiж рiзницевим оператором i

похiдною у сенсi Хукухара. Крiм того, на цьому класi ми отримуємо нерiв-

ностi типу Ландау–Колмогорова, результати щодо задачi Стєчкiна i задачi
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оптимального вiдновлення оператора диференцiювання у сенсi Хукухара у

точцi, за аргументами, що вiдомi з похибкою.

У другому роздiлi ми розглядаємо екстремальнi задачi на класах функ-

цiй Соболєва багатьох змiнних. Головнi результати цього роздiлу мiстяться

у статтях [20,21,35,108].

Нехай задано опуклий конус C ⊂ Rd i опуклу обмежену центрально-

симетричну множину K ⊂ Rd, що мiстить початок координат у своїй

внутрiшностi. Ми розглядаємо клас WK
∞,p функцiй f : C → R, для яких

f ∈ L∞(C) i ∥|∇f |K◦∥Lp(C) ≤ 1, де p ∈ (d,∞], K◦ — це поляра до множини

K, | · |K позначає норму у Rd, що породжена множиною K, тобто

|x|K := inf{λ > 0: x ∈ λK},

а похiднi функцiї f розумiються в узагальненому сенсi. На цьому класi

функцiй ми розв’язуємо задачу Стєчкiна найкращого наближення взагалi

кажучи необмеженого гiперсингулярного iнтегрального оператора

DK,wf(x) =

ˆ
C

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt, x ∈ C

за допомогою обмежених, де w : (0,∞) → [0,∞) деяка вагова функцiя, що

може мати неiнтегровну особливiсть в точцi 0. У випадку, коли K — це

евклiдова куля у Rd, C = Rd i w(t) = t−(d+α), α ∈ (0, 1), цей оператор

є дробовою похiдною у сенсi Рiса. Результати щодо екстремальних задач

для iнтегральних операторiв можна знайти у [8, 37, 45–49, 51, 52, 81, 115,

146, 152, 186]. Виявляється, що найкращими на класi WK
∞,p наближуючими

операторами для задачi Стєчкiна (4) є оператори

DK,w,hf(x) =

ˆ
C\hK

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt, x ∈ C, h > 0.

Ми також знаходимо величину

U(DK,w, DK,w,h;W
K
∞,p) (8)

вiдхилення цих операторiв. Ця величина має i самостiйний iнтерес, i вико-

ристовується у подальшому для розв’язання деяких iнших екстремальних
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задач. Ми доводимо точну адитивну (а у випадку степеневої вагової функ-

цiї w i мультиплiкативну) нерiвнiсть типу Ландау–Колмогорова, що оцiнює

∥DK,wf∥L∞(C) за допомогою ∥|∇f |K◦∥Lp(C) i ∥f∥L∞(C). Ми знаходимо модуль

неперервностi оператораDK,w, а також розв’язуємо задачу найкращого вiд-

новлення оператора DK,w за неточно заданими аргументами оператора.

У випадку K = (−1, 1)d, ми розв’язуємо задачу про оптимальне вiднов-

лення для iнтеграла
´
Q ρ(x)f(x)dx, де Q — опукла множина, а ρ — деяка

вагова функцiя. Оптимальне вiдновлення вiдбувається на класi функцiй

WK
∞,p по n значенням функцiї f . У випадку, коли ρ ≡ 1 i множину Q мо-

жна розбити на куби (тобто з точнiстю до множини мiри нуль подати Q у

виглядi об’єднання зсувiв множини K, що попарно не перетинаються), ми

отримуємо оптимальнi квадратурнi формули, а у випадку бiльш складних

областей або вагових функцiй, ми отримуємо асимптотично точнi квадра-

турнi формули. Також у випадку одиничної ваги ми отримуємо асимпто-

тично точнi квадратурнi формули i для зiрчатих множин Q. Результати

стосовно асимптотично оптимальних квадратурних формул на рiзних кла-

сах i подальшi посилання можна знайти у [22–24,68,69,83].

У третьому роздiлi ми отримуємо точнi нерiвностi типу Островського

для деяких класiв функцiй. Головнi результати цього роздiлу мiстяться у

статтях [106,107,109,110].

У 1937 роцi А. Островський [123] довiв, що для диференцiйовної на

[0, 1] функцiї f з обмеженою похiдною i x ∈ [0, 1] справедлива така точна

нерiвнiсть ⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

1ˆ

0

f(t)dt− f(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤

(︄
1

4
+

(︃
x− 1

2

)︃2
)︄

sup
t∈(0,1)

|f ′(t)|. (9)

Нерiвностi, що оцiнюють вiдхилення функцiї вiд її середнього значення за

допомогою деяких характеристик функцiї, iнколи називають нерiвностями

типу Островського. Такi нерiвностi мають багато застосувань, зокрема у

чисельних методах, i вивчались у багатьох роботах, див. напр. [74,75].

Зазначимо, що на нерiвнiсть (9) можна дивитись як на оцiнку вiдхиле-
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ння (3) на класi диференцiйовних функцiй f : [0, 1] → R таких, що |f ′(t)| ≤
1, t ∈ (0, 1), мiж функцiоналами Λ: f ↦→

´ 1

0 f(t)dt i f ↦→ Λ(f(x)·χ[0,1](·)), де

x ∈ [0, 1] — це деяке фiксоване число; тобто точнi нерiвностi типу Остров-

ського є частковим випадком задачi обчислення вiдхилень мiж оператора-

ми. З iншого боку, такого роду нерiвностi можуть бути використанi для

розв’язання iнших екстремальних задач теорiї наближень. Зокрема, зазна-

чимо, що задача знаходження величини (8) є по сутi доведенням нерiвностi

типу Островського, i є ключовим елементом для отримання бiльшостi ре-

зультатiв з роздiлу 2, а також деяких результатiв з роздiлу 4.

У пiдроздiлi 3.1 ми формулюємо деякий загальний пiдхiд, що часто за-

стосовується для розв’язання деяких екстремальних задач, зокрема для до-

ведення нерiвностей типу Островського. Ми наводимо серiю прикладiв за-

стосування цього пiдходу, зокрема доводимо точнi нерiвностi типу Остров-

ського на класах функцiй, старша похiдна (або результат дiї бiльш загаль-

ного диференцiального оператора) яких належить до Lp(a, b), p ∈ [1,∞],

або Hω([a, b],R).
У пiдроздiлi 3.2 ми доводимо точнi нерiвностi типу Островського для

функцiй багатьох змiнних i множин у скiнченно-вимiрних просторах. Iснує

багато способiв поширити поняття обмеженої варiацiї на функцiї багатьох

змiнних (див. огляд [70] рiзних пiдходiв у випадку функцiй двох змiнних).

Ми пропонуємо ще одне означення обмеженої варiацiї для функцiй бага-

тьох змiнних i багатовимiрних множин, яке засноване на пiдходi Кронрода–

Вiтушкiна [157, 170, 180]. Запропоноване означення варiацiї функцiй бага-

тьох змiнних задовольняє (на вiдмiну вiд варiацiй Кронрода–Вiтушкiна)

таким двом властивостям: варiацiя не змiнюється, якщо аргумент функцiї

помножити на ненульову константу; i варiацiя радiальної функцiї багатьох

змiнних вдвiчi бiльша за варiацiю породжуючої одновимiрної функцiї, точ-

нi формулювання наведенi у властивостях 3.2.9 i 3.2.12. Ми дослiджуємо

деяку сiм’ю пiдмножин простору Rd, i отримуємо два еквiвалентних озна-

чення для цiєї сiм’ї. Одне з них дається у термiнах деякої екстремальної ха-

рактеристики, яка важлива для отримання нерiвностей типу Островського,
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а iнше — у бiльш геометричних термiнах. Для множин з цiєї сiм’ї i функ-

цiй, що заданi на множинах з цiєї сiм’ї, ми доводимо точнi нерiвностi типу

Островського.

У пiдроздiлi 3.3 ми розглядаємо клас випадкових процесiв ξt, t ∈ [0, 1],

для яких E|ξτ − ξθ| ≤ ω(ess supw |τ(w) − θ(w)|) для будь-яких випадкових

величин τ i θ, що набувають значення на вiдрiзку [0, 1], E позначає мате-

матичне сподiвання, а ω — це деякий опуклий модуль неперервностi. На

цьому класi ми доводимо точну нерiвнiсть типу Островського, що оцiнює

вiдхилення E

⃓⃓⃓⃓
1́

0

ξtdt− ξτ

⃓⃓⃓⃓
мiж iнтегралом випадкового процесу i його зна-

ченням у випадковий момент часу τ . Деякi результати стосовно нерiвностей

Островського для нечислових функцiй можуть бути знайденi у [4,6,7,66,67].

Застосовуючи цю нерiвнiсть, ми отримуємо розв’язання задачi оптималь-

ного вiдновлення iнтеграла випадкового процесу з цього класу, на основi

iнформацiї про ξτ1, . . . , ξτn, де τi = τ + ti, i = 1, . . . , n, τ — це деяка випад-

кова величина, а числа 0 = t1 < . . . < tn ≤ 1 є такими, що τ + tn ≤ 1 майже

напевно. Ми також розв’язуємо задачу оптимiзацiї вибору чисел t2, . . . , tn

(при фiксованiй випадковiй величинi τ ) для мiнiмiзацiї похибки вiдновле-

ння iнтеграла.

У четвертому роздiлi ми отримуємо нерiвностi типу Надя а також типу

Ландау–Колмогорова, i розв’язуємо спорiдненi екстремальнi задачi. Голов-

нi результати цього роздiлу мiстяться у статтях [30–32,105].

У [135] Б. С. Надь отримав точнi нерiвностi виду

∥x∥Lq(R) ≤ K∥x∥αLp(R)∥x
′∥βLs(R)

для всiх допустимих значень параметрiв q, p, s. Деякi результати стосовно

нерiвностей типу Надя мiстяться у [144, Роздiл 2] i [98, 145].

Ми отримуємо точну нерiвнiсть типу Надя у метричному просторi з мi-

рою, яка оцiнює рiвномiрну норму функцiї за допомогою її ∥ · ∥Hω–норми,

що визначена модулем неперервностi ω, i напiвнормою, що визначена у про-

сторi локально iнтегровних функцiй. Ми також отримуємо точнi нерiвнoстi

типу Надя, якi оцiнюють рiвномiрну норму функцiї з простору Соболєва
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через Lp–норму її градiєнта, i напiвнорму, яка визначаються на просторi

локально iнтегровних у вiдкритому конусi C простору Rd функцiй.

Використовуючи цi нерiвностi типу Надя, ми доводимо точнi нерiвно-

стi типу Ландау-Колмогорова, якi оцiнюють рiвномiрну норму похiдної

Радона-Нiкодима заряду з певного класу зарядiв через ∥ · ∥Hω–норму по-

хiдної заряду, або Lp–норму градiєнта цiєї похiдної та деяку напiвнорму,

визначену на просторi зарядiв.

У випадку C = Rm
+ × Rd−m, 0 ⩽ m ⩽ d i K = (−1, 1)d, ми отриму-

ємо нерiвностi, якi оцiнюють рiвномiрну норму мiшаної похiдної функцiї

f : C → R через рiвномiрну норму функцiї та ∥ · ∥Hω–норму її мiшаної по-

хiдної, або Lp–норму градiєнта її мiшаної похiдної. Цi нерiвностi точнi при

m = 0 i m = 1.

Загальнi результати про зв’язок мiж нерiвностями для похiдних, зада-

чею Стєчкiна i iншими спорiдненими задачами, дозволяють також отри-

мати розв’язання цих задач у вiдповiдних ситуацiях.

Для додатних неперервних на R+ функцiй f+ i f− i неперервної на R+

функцiї x ми розглядаємо вагову норму

∥x∥C(R+),f−,f+ :=

⃦⃦⃦⃦
max{x(·), 0}

f+(·)
+

max{−x(·), 0}
f−(·)

⃦⃦⃦⃦
C(R+)

,

а для додатної неперервної на R+ функцiй g i x ∈ L∞(R+), норму

∥x∥L∞(R+),g :=

⃦⃦⃦⃦
x

g

⃦⃦⃦⃦
L∞(R+)

.

Для натурального числа r ми розглядаємо клас W r
f−,f+,g

(R+) неперервних

функцiй x : R+ → R у яких похiдна x(r−1) є локально абсолютно неперерв-

ною, x(r) ∈ L∞(R+) i таких, що ∥x∥C(R+),f−,f+ <∞ i ∥x(r)∥L∞(R+),g ≤ 1.

При деяких обмеженнях на функцiї f± i g, ми знаходимо модуль непе-

рервностi (7) оператора Dk k–кратного диференцiювання, k = 1, . . . , r− 1,

на класi W r
f−,f+,g

(R+), тобто величину

Ω(W r
f−,f+,g

(R+), D
k, δ) := sup

x∈W r
f−,f+,g(R+), ∥x∥C(R+),f−,f+

≤δ
∥x(k)∥C(R+), δ > 0. (10)
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Як було зазначено ранiше, модуль неперервностi оператора диференцi-

ювання тiсно пов’язаний з нерiвностями типу Ландау–Колмогорова. Для

функцiй заданих на пiв осi такi нерiвностi були отриманi в роботах [87,113,

117,130,131,185] та [144, Роздiл 3]. Результати пiдроздiлу 4.6 продовжують

дослiдження статтi [43], де було отримано iнформацiю про величину (10)

для деяких значень δ. На дещо менш загальних класах функцiй f± i g,

ми характеризуємо величину (10) для всiх δ > 0. Екстремальними в зада-

чi (10) виступають iдеальнi g–сплайни (тобто функцiї G такi, що |G(r)| = g

майже всюди, причому G(r) змiнює знак скiнченну кiлькiсть разiв), що ма-

ють максимальну можливу кiлькiсть точок осциляцiї; цi g–сплайни можна

вважати аналогами сплайнiв Чебишова.

Подяки. Xочу виразити щиру подяку Владиславу Федоровичу Бабен-

ку за постiйну увагу i допомогу у моїй науковiй дiяльностi, починаючи

з найперших наукових крокiв. Також я дуже вдячний Наталiї Вiкторiвнi

Парфiнович за її допомогу у пiдготовцi цiєї роботи.
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Роздiл 1

Екстремальнi задачi у

функцiональних

L–просторах

Головнi результати, що наведенi у цьому роздiлi, мiстяться у статтях [16,18,

19,28,29]. Iншi результати стосовно екстремальних задач на класах функцiй

зi значеннями у L–просторах можуть бути знайденi у [14,15,27].

1.1 L–простори

1.1.1 Означення

Означення 1.1.1. Множина X називається напiвлiнiйним простором,

якщо операцiї додавання елементiв i множення на дiйсне число означенi

на X, i для всiх x, y, z ∈ X i λ, µ ∈ R виконуються такi властивостi:

x+ y = y + x;

x+ (y + z) = (x+ y) + z;

∃ θ ∈ X : x+ θ = x;

λ(x+ y) = λx+ λy; (1.1)
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λ(µx) = (λµ)x; (1.2)

1 · x = x, 0 · x = θ. (1.3)

Iнодi для α ∈ R i x ∈ X ми будемо писати xα замiсть αx i −αx замiсть

(−α)x; зокрема, запис −x означає (−1) · x.

Означення 1.1.2. Елемент x ∈ X називається опуклим, якщо для всiх

α, β ≥ 0,

(α + β)x = αx+ βx. (1.4)

Через Xc ми будемо позначати пiдпростiр простору X, що складається

з усiх опуклих елементiв.

Означення 1.1.3. Напiвлiнiйний простiр X з метрикою hX називається

L–простором, якщо для всiх x, y, z ∈ X i λ ∈ R виконуються такi вла-

стивостi:

hX(λx, λy) = |λ| · hX(x, y); (1.5)

hX(x+ z, y + z) ≤ hX(x, y). (1.6)

Зауваження 1.1.1. Поняття L–простору було введено у [156]. На вiд-

мiну вiд [156], ми не вимагаємо повноти i сепарабельностi простору X

(до тих пiр, поки цi властивостi не будуть необхiдними).

Зауваження 1.1.2. З нерiвностi трикутника i нерiвностi (1.6) випли-

ває, що для всiх x, y, z, w ∈ X

hX(x+ z, y + w) ≤ hX(x, y) + hX(z, w).

Означення 1.1.4. L–простiр X називається iзотропним, якщо нерiв-

нiсть (1.6) перетворюється на рiвнiсть для всiх x, y, z ∈ X.

1.1.2 Деякi властивостi L–просторiв

Означення 1.1.5. Елемент x ∈ X називається оборотним, якщо iснує

x′ ∈ X такий, що x + x′ = θ. У цьому випадку елемент x′ називається
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протилежним до x. Через X inv ми позначаємо множину усiх оборотних

елементiв простору X.

Справедливi такi твердження.

Лема 1.1.1. Якщо x ∈ X inv, то iснує єдиний протилежний елемент x′.

Доведення. Якщо x + x1 = x + x2 = θ, то x1 = x1 + θ = x1 + x + x2 =

θ + x2 = x2. Лему доведено.

Лема 1.1.2. Якщо λ ∈ R, то λ · θ = θ.

Доведення. λ · θ (1.3)
= λ · (0 · θ) (1.2)

= (λ · 0) · θ = 0 · θ (1.3)
= θ.

Лема 1.1.3. Xc є замкненою пiдмножиною простору X.

Доведення. Нехай Xc ∋ xn → x, n→ ∞ i α, β ∈ R+. Тодi для всiх n ∈ N

hX(α · x+ β · x, (α + β) · x)

≤ hX(α · x+ β · x, (α + β) · xn) + hX((α + β) · xn, (α + β) · x)
(xn∈Xc, зауваження 1.1.2, (1.5))

≤ |α|hX(x, xn) + |β|hX(x, xn) + |α + β|hX(x, xn).

Переходячи до границi при n→ ∞, отримуємо x ∈ Xc.

Лема 1.1.4. Якщо x ∈ X inv ∩Xc, то x′ ∈ X inv ∩Xc, i αx ∈ X inv ∩Xc для

всiх α ∈ R.

Доведення. Iмплiкацiя x ∈ X inv =⇒ x′ ∈ X inv є очевидною. Доведемо, що

x ∈ X inv ∩Xc =⇒ x′ ∈ Xc. Маємо, x+ x′ = θ i

θ
(лема 1.1.2)

= (α + β)θ = (α + β)(x+ x′)
(1.1)
= (α + β)x+ (α + β)x′.

З цього випливає, що (α + β)x′ = ((α + β)x)′. Оскiльки x є опуклим, то

αx+ βx+ (α + β)x′ = θ,

тобто (α + β)x′ = (αx + βx)′. З iншого боку, ((α + β) · x)′ = αx′ + βx′,

оскiльки
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(α + β) · x+ αx′ + βx′
x∈Xc

= αx+ βx+ αx′ + βx′

(1.1)
= α(x+ x′) + β(x+ x′)

(лема 1.1.2)
= θ.

З леми 1.1.1 випливає, що αx′ + βx′ = (α + β)x′, тобто x′ ∈ Xc.

Нарештi, використовуючи (1.1), маємо αx+ αx′ = α(x+ x′) = θ, тобто

αx ∈ X inv i (αx)′ = αx′; якщо β, γ ≥ 0, то

(β + γ)(αx)
(1.2)
= α((β + γ)x)

x∈Xc

= α(βx) + α(γx)
(1.2)
= β(αx) + γ(αx),

звiдки випливає αx ∈ Xc.

Лема 1.1.5. Для кожного x ∈ X inv справедлива рiвнiсть

hX(x, x
′) = hX(x+ x, θ). (1.7)

Якщо x ∈ X inv ∩Xc, то hX(x, x′) = 2hX(x, θ).

Доведення. Маємо

hX(x, x
′) = hX(x+ θ, x′) = hX(x+ x+ x′, x′)

(1.6)
≤ hX(x+ x, θ) = hX(x+ x, x+ x′)

(1.6)
≤ hX(x, x

′).

Тому усi нерiвностi перетворюються на рiвностi, а отже виконується рiв-

нiсть (1.7). Якщо елемент x є опуклим, то

hX(x+ x, θ) = hX(2x, θ) = 2hX(x, θ).

Лему доведено.

Лема 1.1.6. Для всiх x ∈ Xc i α, β ∈ R,

hX(αx, βx) ≤ |α− β| · hX(x, θ). (1.8)

Якщо простiр X є iзотропним i α ·β ≥ 0, то нерiвнiсть перетворюється

на рiвнiсть.

49



Доведення. Якщо αβ ≤ 0, то

hX(αx, βx) ≤ hX(αx, θ) + hX(θ, βx)

(1.5)
= (|α|+ |β|)hX(x, θ) = |α− β|hX(x, θ).

Якщо αβ ≥ 0, то беручи до уваги (1.5), ми можемо припустити, що α, β ≥ 0.

Нехай для визначеностi α ≥ β. З опуклостi x випливає

hX(αx, βx) = hX((α− β)x+ βx, βx)

(1.6)
≤ hX((α− β)x, θ) = (α− β)hX(x, θ),

i нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для iзотропних просторiв X.

Лема 1.1.7. Для кожного x ∈ X inv ∩Xc маємо hX(x′, θ) = hX(x, θ).

Доведення. З леми 1.1.5 випливає, що

2hX(x, θ) = hX(x, x
′) ≤ hX(x, θ) + hX(x

′, θ),

тому hX(x, θ) ≤ hX(x
′, θ). Мiняючи мiсцями x i x′ в цiй нерiвностi, отри-

маємо необхiдне. Лему доведено.

Означення 1.1.6. Будемо називати елемент x ∈ X inv сильно оборо-

тним, якщо x′ = −x.

Лема 1.1.8. Якщо елемент x у iзотропному просторi X є опуклим i

сильно оборотним, то для всiх α, β ∈ R виконується рiвнiсть (1.4), а

нерiвнiсть (1.8) стає рiвнiстю.

Доведення. Спочатку доведемо твердження про рiвнiсть (1.4). Якщо α·β =

0, то твердження є очевидним. Якщо α, β < 0, то з леми 1.1.4 отримаємо

αx+ βx = (−α)x′ + (−β)x′ = (−α− β)x′ = (α + β)x.

Нарештi, якщо α · β < 0, то без зменшення загальностi можемо вважати,

що β < 0 < α i α + β ≥ 0. Маємо
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h(αx+ βx, (α + β)x) = h(αx+ (−β)x′, (α + β)x)

= h(αx, (α + β)x+ (−β)x) = h(αx, (α + β − β)x) = 0

i твердження про рiвнiсть (1.4) доведено.

Далi ми доводимо твердження про нерiвнiсть (1.8). З леми 1.1.6 маємо,

що достатньо довести те, що нерiвнiсть (1.8) перетворюється на рiвнiсть

для всiх α · β < 0. Ми можемо вважати, що β < 0 < α. Тодi

h(αx, βx) = h(αx,−β(−x)) = h(αx,−βx′) = h(αx+ (−β)x, θ)

= h((α− β)x, θ) = |α− β|h(x, θ),

що завершує доведення леми.

1.1.3 Частково впорядкованi L–простори

1.1.3.1 Означення

Означення 1.1.7. Множина X називається частково впорядкованою,

якщо для деяких пар (x, y) ∈ X2 визначено вiдношення x ⩽ y, i вико-

нуються такi властивостi:

Для всiх x ∈ X, x ⩽ x; (1.9)

якщо x ⩽ y i y ⩽ x, то x = y; (1.10)

якщо x ⩽ y i y ⩽ z, то x ⩽ z. (1.11)

Означення 1.1.8. Напiвлiнiйний простiр X називається частково впо-

рядкованим, якщо множина X є частково впорядкованою, i для всiх еле-

ментiв x, y, z ∈ X i чисел α, β ≥ 0 виконуються такi властивостi.

Якщо x ≤ y, то x+ z ≤ y + z; (1.12)

Якщо x ⩽ y, то αx ≤ αy; (1.13)

(α + β)x ⩽ αx+ βx. (1.14)

Означення 1.1.9. L–простiр X називається частково впорядкованим,

якщо вiн є частково впорядкованим напiвлiнiйним простором, i порядок
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є неперервним у такому сенсi: якщо xn ≤ yn для всiх n ∈ N i xn → x,

yn → y при n→ ∞, то x ≤ y.

Означення 1.1.10. Для частково впорядкованої множини X i x, y ∈ X,

множина [x, y] = {z ∈ X : x ⩽ z ⩽ y} називається порядковим iнтерва-

лом.

Означення 1.1.11. Нехай (X, hX) — це метричний простiр i A ⊂ X.

Число

rad(A) = inf
b∈X

sup
a∈A

hX(a, b)

називається чебишовським радiусом (або просто радiусом) множини A.

Якщо iснує точка c ∈ X для якої

rad(A) = sup
a∈A

hX(a, c),

то точку c називають чебишовським центром множини A. Через C(A)
ми позначаємо множину чебишовських центрiв A.

Означення 1.1.12. Частково впорядкований метричний простiр (X, hX)

називається центрованим, якщо множини C([x, y]) є непорожнiми для

кожних x, y ∈ X i

rad([x, y]) =
1

2
hX(x, y).

Означення 1.1.13. Ми кажемо, що частково впорядкований метричний

простiр (X, hX) має подiльну метрику, якщо для всiх

x1 ⩽ x2 ⩽ . . . ⩽ xn+1 ∈ X (1.15)

маємо
n∑︂
i=1

hX(xi, xi+1) = hX(x1, xn+1). (1.16)

Зауваження 1.1.3. Вiдмiтимо, що умову (1.15) можна замiнити умо-

вою

x1 ⩾ x2 ⩾ . . . ⩾ xn+1 ∈ X.

Означення 1.1.14. Нехай X i Y — це двi частково впорядкованих мно-

жини. Функцiя f : X → Y називається монотонною, якщо для будь-яких

x′, x′′ ∈ X таких, що x′ ⩽ x′′, маємо f(x′) ⩽ f(x′′).
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1.1.3.2 Метричний пiдхiд до означення часткового порядку

У багатьох L–просторах iснує природнiй частковий порядок. Наприклад,

лiнiйний нормований простiр може бути впорядкованим за допомогою ко-

нуса додатних елементiв, простори множин можуть бути впорядкованими

за включенням, i т.д.

Для розгляду бiльшостi цiкавих для наших цiлей просторiв з єдиної то-

чки зору, ми пропонуємо новий пiдхiд для означення часткового порядку у

напiвлiнiйних просторах. Цей пiдхiд заснований на квазiметричнiй функцiї

e(·, ·), яка визначає порядок. За допомогою цiєї квазiметричної функцiї, на-

пiвлiнiйний простiр перетворюється у частково впорядкований L–простiр.

Крiм того, багато з отриманих просторiв будуть мати хорошi властивостi,

наприклад будуть центрованими, або будуть мати подiльну метрику. По-

няття функцiї, що породжує порядок, може бути корисним i для iнших

цiлей.

У цьому пунктi ми вводимо необхiднi означення i факти, а у насту-

пному ми наведемо приклади L–просторiв, якi можуть бути отриманi за

допомогою такого пiдходу.

Означення 1.1.15. Ми кажемо, що функцiя e : X × X → R+ породжує

порядок типу Ω у напiвлiнiйному просторi X, якщо для всiх x, y, z ∈ X i

α, β ∈ R виконуються такi аксiоми:

e(x, x) = 0; (1.17)

якщо e(x, y) = 0 i e(y, x) = 0, то x = y; (1.18)

e(x, y) ⩽ e(x, z) + e(z, y); (1.19)

e(x+ z, y + z) ⩽ e(x, y); (1.20)

e((α + β)x, αx+ βx) = 0; (1.21)

e(αx, αy) = |α|e(x, y).

Означення 1.1.16. Ми кажемо, що функцiя e : X × X → R+ породжує

порядок типу R у напiвлiнiйному просторi X, якщо вона задовольняє вла-
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стивостям (1.17)–(1.21), i для всiх x, y ∈ X i α ∈ R

e(αx, αy) =

⎧⎪⎨⎪⎩αe(x, y), α ≥ 0,

−αe(y, x), α < 0.

Функцiї, що породжують порядок типiв Ω i R, будемо називати просто

функцiями, що породжують порядок, якщо це не призведе до неоднозна-

чностi.

Означення 1.1.17. За допомогою функцiї e, що породжує порядок у на-

пiвлiнiйному просторi X, введемо частковий порядок ≤ таким чином.

Будемо казати, що x ≤ y тодi i тiльки тодi, коли e(x, y) = 0.

Легко бачити, що властивостi (1.9), (1.10), (1.11), (1.12) i (1.14) викону-

ються. Крiм того, якщо x ≤ y, то для породжуючої порядок типу Ω функцiї

маємо

α · x ≤ α · y для всiх α ∈ R,

а для функцiї, що породжує порядок типу R, маємо⎧⎪⎨⎪⎩α · x ≤ α · y, α ≥ 0,

α · x ≥ α · y, α < 0.

Достатньо загальний спосiб отримати частково впорядкований L–простiр,

маючи напiвлiнiйний простiр i функцiю, що породжує порядок, мiститься

у наступнiй лемi.

Лема 1.1.9. Нехай задано напiвлiнiйний простiр X, функцiю e(·, ·), що

породжує порядок в X, i

h(x, y) = ψ(e(x, y), e(y, x)), (1.22)

де ψ(·, ·) є нормою у R2, для якої ψ(x, y) = ψ(y, x) для всiх x, y ∈ R, i

для 0 ≤ x1 ≤ x2, 0 ≤ y1 ≤ y2 маємо φ(x1, y1) ≤ φ(x2, y2). Тодi (X, h) є

частково впорядкованим L–простором i e(·, ·) є неперервною по кожнiй

змiннiй функцiєю у топологiї, що породжена метрикою h.
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Доведення. Безпосередньою перевiркою аксiом можна впевнитись у тому,

що (X, h) є L–простором. Оскiльки всi норми у скiнченновимiрних просто-

рах є еквiвалентними, то достатньо довести покоординатну неперервнiсть

функцiї e(·, ·) у топологiї, що породжена метрикою max{e(x, y), e(y, x)}.
Нехай задано z ∈ X, δ > 0 i справедлива нерiвнiсть max{e(x, y), e(y, x)} <
δ. Використовуючи нерiвнiсть (1.19), отримаємо e(z, x)−e(z, y) ≤ e(y, x) <

δ i e(z, y) − e(z, x) ≤ e(x, y) < δ, тому |e(z, x) − e(z, y)| < δ. Аналогiчно

|e(x, z)− e(y, z)| ≤ δ, тому функцiя e є покоординатно неперервною.

Нехай xn ≤ yn, n ∈ N, xn → x i yn → y, n → ∞. Тодi для кожного

ε > 0 iснує N таке, що для кожного n > N маємо e(x, y) ≤ e(xn, y) + ε i

e(yn, y) ≤ ε. Для n > N

e(x, y) ≤ e(xn, y) + ε ≤ ε+ e(xn, yn) + e(yn, y) = ε+ e(yn, y) < 2ε,

тому e(x, y) = 0 i x ≤ y. Лему доведено.

Вiдмiтимо, що якщо у частково впорядкованому L–просторi метрика

породжена за допомогою (1.22), то вона є подiльною, якщо з умови (1.15)

випливає рiвнiсть
n∑︂
i=1

e(xi+1, xi) = e(xn+1, x1).

Крiм того, якщо метрика hX визначена за допомогою формули (1.22), i

нерiвнiсть (1.20) перетворюється у рiвнiсть для всiх x, y, z ∈ X, то X є

iзотропним.

Нам потрiбна наступна лема, яка показує, що властивiсть центрованостi

виконується у багатьох частково впорядкованих L–просторах.

Лема 1.1.10. Нехай задано функцiю eX(·, ·), що породжує порядок у на-

пiвлiнiйному просторi X. Якщо hX(a, b) = max{eX(a, b), eX(b, a)} для всiх

a, b ∈ X, i x, y, z ∈ X є такими, що x+x
2 ≤ y ≤ z, то

hX

(︃
y,
x+ z

2

)︃
⩽

1

2
hX(x, z).

Зокрема, якщо x є опуклим, то x+z
2 ∈ C(x, z) i rad([x, z]) = 1

2hX(x, z).
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Доведення. Якщо a, b, c ∈ X є такими, що a ≤ c, то

eX(c, b) = eX(a, c) + eX(c, b) ≥ eX(a, b). (1.23)

Тому

eX

(︃
y,
x+ z

2

)︃
(1.23)
≤ eX

(︃
z,
x+ z

2

)︃
(1.14),(1.23)

≤ eX

(︃
z

2
+
z

2
,
x+ z

2

)︃
(1.20)
≤ 1

2
eX(z, x).

Аналогiчно eX(b, c) ≤ eX(b, a) для всiх a ≤ c i

eX

(︃
x+ z

2
, y

)︃
≤ eX

(︃
x+ z

2
,
x+ x

2

)︃
≤ 1

2
eX(z, x).

Тому hX
(︁
x+z
2 , y

)︁
≤ 1

2hX(x, z) для всiх y ∈
[︁
x+x
2 , z

]︁
.

Нехай тепер x ∈ Xc, звiдки x+x
2 = x. Оскiльки rad([x, z]) ≥ 1

2hX(x, z), то

ми отримуємо, що x+z
2 ∈ C([x, z]) i rad([x, z]) = 1

2hX(x, z). Лему доведено.

1.1.4 Вимiрнi функцiї зi значеннями у метричних про-

сторах

Нехай (T, µ) = (T,F , µ) — це вимiрний простiр з повною скiнченною мiрою,

а (X, hX) — це сепарабельний метричний простiр. Функцiю f : T → X буде-

мо називати вимiрною, якщо для кожної вiдкритої множини A ⊂ X маємо

f−1(A) ∈ F . Через M(T,X) = M(T,F , X) будемо позначати простiр F–

вимiрних функцiй f : T → X (бiльш точно, множину класiв еквiвалентно-

стi таких функцiй). З [141, Теорема I.4.20] випливає, що f ∈M(T,X) тодi i

тiльки тодi, коли для всiх x ∈ X дiйснозначна функцiя hX(x, f(·)) є вимiр-

ною. Крiм того, для двох функцiй f, g ∈ M(T,X), дiйснозначна функцiя

t ↦→ hX(f(t), g(t)) є вимiрною згiдно з [141, Теорема I.4.22]. Справедливий

такий варiант теореми Єгорова, див. наприклад [141, Теорема I.4.18].

Теорема 1.1.1. Якщо послiдовнiсть функцiй fi ∈M(T,X) майже всюди

збiгається до f : T → X при i → ∞, то f ∈ M(T,X). Крiм того, для
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кожного ε > 0 знайдеться множина Tε ∈ F така, що µ(T \ Tε) < ε i fi
збiгається до f рiвномiрно на Tε при i→ ∞.

Означення 1.1.18. Функцiя f ∈ M(T,X) називається простою, якщо

вона приймає скiнченну кiлькiсть значень {fk}nk=1 на вимiрних множинах

{Tk}nk=1, n ∈ N, що попарно не перетинаються.

Ми будемо казати, що функцiя f ∈ M(T,X) обмежена, якщо для де-

якого C > 0 i x ∈ X маємо hX(f(t), x) < C для всiх t ∈ T (бiльш точно,

якщо у класi еквiвалентностi функцiї f є обмежений представник).

Справедливе таке твердження про апроксимацiю вимiрних функцiй.

Лема 1.1.11. Для кожної функцiї f ∈ M(T,X) iснує послiдовнiсть про-

стих функцiй, що збiгається до f майже всюди. Якщо f є обмеженою,

то послiдовнiсть простих функцiй може бути вибраною рiвномiрно обме-

женою.

Доведення. Нехай {x1, . . . , xn, . . .} є злiченною щiльною у X множиною.

Для кожного k ∈ N означимо Ak,1 = {t ∈ T : hX(f(t), x1) < 1/k}, i для

кожного i ≥ 2, Ak,i = {t ∈ T : hX(f(t), xi) < 1/k} \
⋃︁i−1
s=1Ak,s. Тодi кожна з

множин Ak,i є вимiрною i для всiх k ∈ N, множини Ak,i, i ∈ N, утворюють

розбиття множини T . Оскiльки для кожного k ∈ N,
∑︁∞

i=1 µ(Ak,i) = µ(T ) <

∞, то знайдеться N(k) ∈ N, для якого µ (Bk) < 2−k, де Bk =
⋃︁∞
i=N(k)+1Ak,i.

Покладемо

fk(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩xi, t ∈ Ak,i, i ≤ N(k),

x1, t ∈ Bk.

Тодi для кожного t ∈ T \Bk маємо hX(f(t), fk(t)) ≤ 1/k, k ∈ N. Покладемо

Cm =
⋃︁∞
s=mBs, m ∈ N. Для будь-якого k ∈ N, всiх s ≥ k i всiх t ∈ T \ Ck

маємо hX(f(t), fs(t)) ≤ 1/s, тобто послiдовнiсть простих функцiй fs, s ∈ N,

збiгається поточково до f на множинi T \Ck. Оскiльки Cm+1 ⊂ Cm для всiх

m ∈ N, µ(Cm) → 0 при m → ∞, то звiдси випливає, що послiдовнiсть fs
збiгається до f майже всюди, i перше твердження леми доведено.
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Якщо для деякого x ∈ X маємо C := supt∈T hX(f(t), x) < ∞, то для

побудованої послiдовностi fk, k ∈ N, i довiльного t ∈ T \Bk маємо

hX(fk(t), x) ≤ hX(fk(t), f(t)) + hX(f(t), x) ≤ 1 + C.

Якщо ж t ∈ Bk, то hX(fk(t), x) = hX(x1, x). Тому оцiнка зверху вiдстанi

hX(fk(t), x) не залежить вiд k при всiх t ∈ T , тобто послiдовнiсть функцiй

fi є рiвномiрно обмеженою.

1.1.5 Приклади частково впорядкованих L–просторiв

1. Частково впорядкованi нормованi простори. Нехай X — це

нормований простiр, i C — це замкнений опуклий конус (тобто замкнена

опукла пiдмножина просторуX така, що для всiх x ∈ C i λ ≥ 0 маємо λ·x ∈
C i x = θ, якщо x ∈ C i −x ∈ C). Тодi X стає частково впорядкованим

L–простором типу R з таким порядком: x ≤ y тодi i тiльки тодi, коли

y − x ∈ C. У такому просторi порядковий iнтервал є центрованим тодi

i тiльки тодi, коли ∥a − b∥ ⩽ ∥a + b∥ для всiх 0 ⩽ a, b. X є частково

впорядкованим L–простором з функцiєю, що породжує порядок

e(x, y) = d(y − x,C) = inf
c∈C

∥y − x− c∥.

Вiдмiтимо, що цей простiр з метрикою

hX(x, y) = max{e(x, y), e(y, x)}

є центрованим без необхiдностi у додаткових гiпотезах.

2. Простiр пiдмножин нормованого простору. Нехай X — це лi-

нiйний нормований простiр. Позначимо через Ω(X) (Ωconv(X)) простiр усiх

непорожнiх замкнених обмежених пiдмножин простору X (вiдповiдно не-

порожнiх замкнених обмежених опуклих пiдмножин X). Для A,B ∈ Ω(X)

i α ∈ R покладемо

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} i α · A = {α · a : a ∈ A},
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де A позначає замикання множини A. Ω(X) i Ωconv(X) є частково впо-

рядкованими L–просторами типу Ω зi звичайною хаусдорфовою метрикою

hΩ(X)(A,B) i порядком визначеним за включенням. Цi L–простори поро-

джуються функцiєю

eΩ(X)(A,B) = eΩconv(X)(A,B) := sup
x∈A

inf
y∈B

∥x− y∥X ,

причому метрика означена за допомогою (1.22) з ψ(x, y) = max{|x|, |y|}.
Метрика взагалi кажучи не є подiльною. Простiр Ωconv(X) є центрованим.

Властивiсть центрованостi по сутi було доведено у [26]; вона також випли-

ває з леми 1.1.10.

3. Простiр опуклих компактних пiдмножин Rm. У випадку X =

Rm, m ∈ N, розглянемо простiр Ωconv(Rm) непорожнiх опуклих компактних

пiдмножин Rm. Опорна функцiя опуклої множини A ∈ Ωconv(Rm) визнача-

ється таким чином:

sA(t) = sup
a∈A

(a, t), t ∈ Rm.

Нехай Sm−1 — це одинична сфера у Rm i p ∈ [1,∞). Ωconv(Rm) є частково

впорядкованим L–простором типу Ω з

hΩ(Rm),p(A,B) =

⎛⎝ ˆ

Sm−1

|sA(t)− sB(t)|pdσ

⎞⎠1/p

,

i порядком означеним за включенням. Простiр є центрованим i iзотропним.

У випадку p = 1 метрика є подiльною. Ωconv(Rm) може бути породжений

функцiєю

eΩ(Rm),p(A,B) =

⎛⎝ ˆ

Sm−1

(sA(t)− sB(t))
p
+dσ

⎞⎠1/p

,

де для t ∈ R, t+ := max(t, 0). Тодi для метрики hΩ(Rm),p виконується рiв-

нiсть (1.22) з ψ(x, y) = (|x|p + |y|p)
1
p , p ∈ [1,∞).

4. Простори нечiтких множин. Розглянемо (див., напр., [71]) клас

нечiтких множин Em, що складається з функцiй u : Rm → I = [0, 1] таких,

що
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(а) iснує x0 ∈ Rm таке, що u(x0) = 1;

(б) для всiх t, s ∈ Rm i 0 ≤ λ ≤ 1

u(λt+ (1− λ)s) ≥ min{u(t), u(s)};

(в) u є неперервною зверху;

(г) замикання множини {x ∈ Rm : u(x) > 0}, яке позначається [u]0, є

компактом.

Для кожного 0 < α ⩽ 1, α-рiвнем [u]α множини u називається множина

[u]α = {t ∈ Rm : u(t) ⩾ α}.

У Em додавання u+ v i множення на скаляр cu (c ∈ R \ {0}) означаються

у термiнах α-рiвнiв за формулою

[u+ v]α = [u]α + [v]α, [cu]α = c[u]α

для всiх 0 < α ⩽ 1. Для будь-якого u, α-рiвнi множини 0 · u за означенням

[0 · u]α = {θ} для всiх α.

Em є частково впорядкованим L–простором типу Ω з

hEm,p(u, v) =

⎛⎝ 1ˆ

0

ˆ

Sm−1

⃓⃓
s[u]α(t)− s[v]α(t)

⃓⃓p
dσdα

⎞⎠1/p

,

u ⩽ v тодi i тiльки тодi коли для майже всiх α ∈ [0, 1], [u]α ⊂ [v]α. Простiр

є центрованим. У випадку p = 1 простiр має подiльну метрику.

Порядок у Em може бути породженим функцiєю

eEm,p(u, v) =

⎛⎝ 1ˆ

0

ˆ

Sm−1

(︁
s[u]α(t)− s[v]α(t)

)︁p
+
dσdα

⎞⎠1/p

.

Метрика hEm,p означена за допомогою (1.22) з ψ(x, y) = (xp + yp)
1
p , p ∈

[1,∞).
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5. Квазiлiнiйнi нормованi простори. Поняття квазiлiнiйного нор-

мованого простору було введено у [12]. Нехай X — це напiвлiнiйний простiр

з функцiєю e(·, ·), що породжує порядок типу Ω. Нехай також hX,ψ — це

метрика у просторi X означена за допомогою (1.22).

За допомогою формули ∥x∥ := hX,ψ(x, θ), ми визначаємо норму у на-

пiвлiнiйному просторi X, i отримуємо квазiлiнiйний нормований простiр.

6. Простори неперервний функцiй. Нехай задано компактний ме-

тричний простiр T i частково впорядкований L–простiр X. Позначимо че-

рез C(T,X) простiр усiх неперервних функцiй f : T → X. Вiн перетворю-

ється на частково впорядкований L–простiр з

hC(T,X)(f, g) = max
t∈T

hX(f(t), g(t))

i f ≤C(T,X) g тодi i тiльки тодi, коли f(t) ≤X g(t) для всiх t ∈ T . Метрика

взагалi кажучи не є подiльною; простiр центрований, якщо X є центрова-

ним.

Якщо порядок у просторi X означений за допомогою функцiї eX(·, ·) i

hX визначена за допомогою (1.22) з ψ(x, y) = max{|x|, |y|}, то hC(T,X)(f, g)

означена за допомогою (1.22) з

eC(T,X)(f, g) = max
t∈T

eX(f(t), g(t)),

i тiєю ж функцiєю ψ.

7. Простори функцiй, пов’язанi з нормованими решiтками. Ба-

наховий простiр E, що є ненульовим лiнiйним многовидом у M(T,R), на-

зивається банаховим функцiональним простором. Банаховий функцiональ-

ний простiр E називається iдеальною банаховою решiткою (або просто iде-

альною решiткою), якщо з того, що |x(t)| ≤ |y(t)| для майже всiх t ∈ T , де

x ∈M(T,R) i y ∈ E, випливає, що x ∈ E i ∥x∥E ≤ ∥y∥E.

Маючи iдеальну решiтку E i частково впорядкований L–простiр X, че-

рез E(T,X) ми позначаємо простiр усiх вимiрних функцiй f ∈ M(T,X)
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таких, що hX(f(·), θ) ∈ E. Оскiльки

hX(f(t), g(t)) ⩽ hX(f(t), θ) + hX(θ, g(t)),

то hX(f(t), g(t)) ∈ E(T,R). Вводячи метрику

hE(T,X)(f, g) = ||hX(f(·), g(·))||E (1.24)

ми перетворюємо E(T,X) у частково впорядкований L–простiр з f ≤E(T,X)

g тодi i тiльки тодi, коли f(t) ≤X g(t) для майже всiх t ∈ T. Простiр є

центрованим, якщо X є центрованим. Метрика є подiльною, якщо метрика

у X є подiльною, i ∥f + g∥E = ∥f∥E + ∥g∥E для невiд’ємних функцiй

f, g ∈M(T,R).

Нехай порядок у напiвлiнiйному просторi X означений за допомогою

функцiї eX(·, ·) i hX = hX,φ означена за допомогою (1.22) з ψ = φ. Покла-

демо

eE(T,X)(f, g) = ∥eX(f(·), g(·))∥E(T,R),

i означимо hE(T,X),ψ формулою (1.22). Отриманий частково впорядкова-

ний L–простiр має той самий покоординатний порядок, але взагалi кажу-

чи iншу нiж (1.24) метрику. Вiдмiтимо, що якщо E(T,X) = Lp(T,X),

1 ≤ p < ∞, породжена решiткою Lp(T,R) = Lp(T,F , µ,R) i φ(x, y) =

ψ(x, y) = (|x|p + |y|p)
1
p , то hE(T,X),ψ спiвпадає з (1.24).

8. Простори обмежених функцiй. Через B(T,X) позначимо про-

стiр усiх вимiрних обмежених функцiй f : T → X. Вiн стає частково впо-

рядкованим L–простором, якщо ми покладемо

hB(T,X)(f, g) = sup
t∈T

hX(f(t), g(t))

i f ≤B(T,X) g тодi i тiльки тодi, коли f(t) ≤X g(t) для всiх t ∈ T . B(T,X)

вкладений простiр E(T,X), якщо ∥1∥E(T,X) <∞. Метрика не є подiльною;

простiр є центрованим, якщо X є центрованим.

Якщо порядок у просторi X визначений за допомогою функцiї eX(·, ·)
i hX визначений формулою (1.22) з ψ(x, y) = max{|x|, |y|}, то hB(T,X)(f, g)
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задається формулою (1.22) з

eB(T,X)(f, g) = sup
t∈T

eX(f(t), g(t)),

i тiєю ж ψ.

9. Неiзотропний L–простiр. Приклад неiзотропного L–простору мо-

же бути побудованим так. Нехай X = [0,∞), для λ ∈ R, x, y ∈ X по-

кладемо x ⊕ y = max{x, y}, λ ⊙ x = |λ|x. Тодi (X,⊕,⊙) з метрикою

hX(x, y) = |x − y|, x, y ∈ X, є неiзотропним L–простором. Вiн стає час-

тково впорядкованим L–простором, якщо покласти x ≤X y тодi i тiльки

тодi, коли x ≥ y (у сенсi звичайного порядку у просторi R). Цей порядок

породжується функцiєю e(x, y) = max{y − x, 0}.

Вiдмiтимо, що у просторi Ω(X), де X є нормованим простором (див.

приклад 2), будь-який елемент виду {x}, x ∈ X, є опуклим i оборотним.

У просторi E(T,X), будь-який елемент вигляду f(·) · x, де f ∈ E(T,R)
i x ∈ X є опуклим (оборотним), якщо x є опуклим (вiдп. оборотним).

1.2 Оператори зi значеннями у L–просторах

1.2.1 Iнтеграл функцiї зi значеннями у L–просторi

Нехай (T,F , µ) — це вимiрний простiр з повною скiнченною мiрою, (X, hX)

— повний сепарабельний L–простiр, i P — це деякий опуклюючий опера-

тор у X (означення опуклюючого оператора дано у наступному пiдпунктi),

який ми будемо вважати обраним i зафiксованим. В цьому пунктi ми озна-

чимо iнтеграл вiд функцiй з простору B(T,X). По сутi ми повторюємо iдеї

з [12,156] побудови iнтеграла.

1.2.1.1 Лiпшицевi, екстремально лiпшицевi i опуклюючi опера-

тори

Нехай X i Y — це два L–простори.
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Означення 1.2.1. Оператор λ : X → Y називається лiпшицевим, якщо

∀x, y ∈ X, hY (λ(x), λ(y)) ⩽ hX(x, y). (1.25)

Означення 1.2.2. Сюр’єктивний лiпшицевий оператор P : X → Xc на-

зивається опуклюючим, якщо

1. P ◦ P = P ;

2. P (αx+ βy) = αP (x) + βP (y), для всiх x, y ∈ X, α, β ∈ R.

Якщо X є частково впорядкованим L–простором, то ми додатково ви-

магаємо

x ≤ y =⇒ P (x) ≤ P (y). (1.26)

Зауваження 1.2.1. Вiдмiтимо, що якщо метрика hX задається форму-

лою (1.22), то властивостi (1.25) i (1.26) випливають з

eX(P (x), P (y)) ≤ eX(x, y) для всiх x, y ∈ X. (1.27)

У просторi Ω(Rn) оператор P (A) = co (A) є опуклюючим; тут через

co (A) позначено опуклу оболонку множини A.

Лема 1.2.1. Якщо P — це опуклюючий оператор i x ∈ Xc, то P (x) = x.

Доведення. Якщо y ∈ X є таким, що P (y) = x, то P (x) = P (P (y)) =

P (y) = x.

Означення 1.2.3. Лiпшицевий оператор λ : X → Y будемо називати

екстремально лiпшицевим (i писати λ ∈ EL), якщо

sup
x∈X̃

hY (λ(x), θ) = 1, (1.28)

де X̃ =
{︁
x ∈ X inv ∩Xc : hX(x, θ) ≤ 1, λ(x) ∈ Y inv, λ(x′) = (λ(x))′

}︁
.

Лема 1.2.2. Якщо P — це опуклюючий оператор у L–просторi X, i x ∈
X inv, то P (x) ∈ X inv i P (x′) = (P (x))′. Крiм того, P ∈ EL, якщо

Xc ∩X inv ̸= {θ}, (1.29)
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Доведення. Очевидно, що θ ∈ Xc, а тому згiдно з лемою 1.2.1, P (θ) = θ.

Для кожного x ∈ X inv, P (x) + P (x′) = P (x+ x′) = P (θ) = θ, тому P (x′) =

(P (x))′.

Якщо виконується умова (1.29) i x ̸= θ є таким, що x ∈ Xc ∩ X inv, то

згiдно з лемою 1.1.4, для y = x
hX(x,θ) маємо y ∈ Xc ∩ X inv i hX(y, θ) = 1.

Крiм того, hX(P (y), θ) = hX(y, θ) = 1, тому P ∈ EL. Лему доведено.

1.2.1.2 Iнтеграл простої функцiї

Iнтеграл Лебега простої (див. означення 1.1.18) функцiї f за означенням

дорiвнює ˆ
T

f(s)dµ(t) :=
n∑︂
i=1

µ(Ti)P (fi).

За допомогою безпосереднiх перетворень можна довести, що для прос-

тих функцiй f i g виконуються такi властивостi.

1. Для всiх α, β ∈ R
ˆ
T

(αf(t) + βg(t)) dµ(t) = α

ˆ
T

f(t)dµ(t) + β

ˆ
T

g(t)dµ(t).

2. Функцiя t ↦→ hX (f(t), g(t)) є iнтегровною i

hX

(︃ˆ
T

f(t)dµ(t),

ˆ
T

g(t)dµ(t)

)︃
≤
ˆ
T

hX (f(t), g(t)) dµ(t).

3. Функцiя P (f(·)) є iнтегровною i
ˆ
T

f(t)dµ(t) = P

ˆ
T

f(t)dµ(t) =

ˆ
T

Pf(t)dµ(t).

4. Для вимiрних множин T1 i T2, що мають порожнiй перетин, маємо
ˆ
T1∪T2

f(t)dµ(t) =

ˆ
T1

f(t)dµ(t) +

ˆ
T2

f(t)dµ(t).

5. Якщо f(t) ⩽ g(t) для всiх t ∈ T , то
ˆ
T

f(t)dµ(t) ⩽
ˆ
T

g(t)dµ(t).
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6. Якщо ρ є абсолютно неперервною строго монотонною функцiєю з

вiдрiзка [c, d] ⊂ R на [a, b] ⊂ R, то для простої функцiї f , i мiри

Лебега µ (ми пишемо dt замiсть dµ(t) в цьому випадку)
ˆ b

a

f(t)dt =

ˆ d

c

f(ρ(s))ρ′(s)ds.

7. Якщо порядок у просторi X визначається функцiєю e(·, ·) i виконує-

ться (1.27), то функцiя t ↦→ e(f(t), g(t)) є iнтегровною i

e

(︃ˆ
T

f(t)dµ(t),

ˆ
T

g(t)dµ(t)

)︃
≤
ˆ
T

e (f(t), g(t)) dµ(t).

З цiєї властивостi випливає властивiсть 5. Крiм того, якщо hX зада-

ється рiвнiстю (1.22), то з цiєї властивостi також випливає власти-

вiсть 2.

1.2.1.3 Iнтеграл для обмежених вимiрних функцiй

Нехай задано f ∈ B(T,X). Згiдно з лемою 1.1.11 виберемо послiдовнiсть

простих функцiй fs, s ∈ N, що поточково збiгається до f . Покладемо C =

supi∈N supt∈T hX(fi(t), θ) <∞. Покажемо, що послiдовнiсть

Is =

ˆ
T

fs(t)dµ(t), s ∈ N

є фундаментальною. Зафiксуємо ε > 0 i згiдно з теоремою 1.1.1 оберемо

вимiрну множину Tε таку, що µ(T \ Tε) < ε, i послiдовнiсть fs збiгається

до f рiвномiрно на Tε. Оберемо N ∈ N таке, що hX(f(t), fs(t)) < ε для всiх

t ∈ Tε i s ≥ N . Тодi для всiх n,m ≥ N

hX

(︃ˆ
T

fn(t)dµ(t),

ˆ
T

fm(t)dµ(t)

)︃
≤
ˆ
T

hX(fn(t), fm(t))dµ(t)

≤
ˆ
Tε

2εdµ(t) +

ˆ
T\Tε

2Cdµ(t) ≤ 2εµ(T ) + 2Cε,

i фундаментальнiсть послiдовностi Is доведено. Оскiльки простiр X є пов-

ним, то iснує границя I цiєї послiдовностi. За означенням покладемо
ˆ
T

f(t)dµ(t) = I.
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Мiркуваннями аналогiчними до доведення фундаментальностi послiдовно-

стi Is можна довести, що означення iнтеграла коректне, тобто не залежить

вiд вибору апроксимуючої послiдовностi простих функцiй; крiм того, во-

но узгоджується з означенням iнтеграла для простих функцiй. Граничним

переходом неважко довести, що усi властивостi сформульованi у поперед-

ньому пунктi, виконуються також для всiх f, g ∈ B(T,X).

1.2.2 Деякi функцiї зi значеннями у L–просторi

Означення 1.2.4. Для f : T → R i x ∈ X inv визначимо функцiю

fx : T → X, fx(t) = f+(t) · x+ f−(t) · x′, (1.30)

де для дiйсного ξ, ξ± := max{±ξ, 0}.

Лема 1.2.3. Нехай f ∈ L1(T,R) i x ∈ Xc ∩X inv. Тодi fx ∈ L1(T,X) i
ˆ
T

fx(t)dt =

ˆ
T

f+(t)dt · x+
ˆ
T

f−(t)dt · x′

=

(︃ˆ
T

f(t)dt

)︃
+

· x+
(︃ˆ

T

f(t)dt

)︃
−
· x′. (1.31)

Крiм того, якщо x є сильно оборотним, то
ˆ
T

fx(t)dt =

(︃ˆ
T

f(t)dt

)︃
x. (1.32)

Доведення. Рiвнiсть (1.31) випливає з (1.30) i опуклостi елементiв x i x′.

Дiйсно, нехай для визначеностi
´
T f+(t)dt ≥

´
T f−(t)dt. Тодi

ˆ
T

fx(t)dt =

(︃ˆ
T

f+(t)dt

)︃
· x+

(︃ˆ
T

f−(t)dt

)︃
· x′

=

(︃ˆ
T

f−(t)dt

)︃
· x+

(︃ˆ
T

(f+(t)− f−(t))dt

)︃
· x+

(︃ˆ
T

f−(t)dt

)︃
· x′

=

(︃ˆ
T

f(t)dt

)︃
· x =

(︃ˆ
T

f(t)dt

)︃
+

· x

=

(︃ˆ
T

f(t)dt

)︃
+

· x+
(︃ˆ

T

f(t)dt

)︃
−
· x′.
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Якщо
´
T f(t)dt ≥ 0, то рiвнiсть (1.32) випливає з (1.31) (i навiть для всiх

x ∈ Xc ∩X inv, не обов’язково сильно оборотних). В iншому випадку,
ˆ
T

fx(t)dt =

(︃ˆ
T

f(t)dt

)︃
−
· x′ = −

(︃ˆ
T

f(t)dt

)︃
· x′ =

ˆ
T

f(t)dt · x,

що i треба було довести.

Означення 1.2.5. Нехай (T, r) — це метричний простiр, X — це L–

простiр, i ω — це модуль неперервностi. Через Hω(T,X) ми будемо по-

значати множину функцiй f : T → X таких, що для всiх t, s ∈ T вико-

нується нерiвнiсть

hX(f(t), f(s)) ≤ ω(r(t, s)).

В подальшому нам знадобиться таке просте твердження, яке дозволяє

будувати новi функцiї з класiв Hω([a, b],R).

Лема 1.2.4. Якщо ω є модулем неперервностi, то

1. f ∈ Hω([0, a],R) =⇒ f(| · |) ∈ Hω([−a, a],R).

2. f ∈ Hω([a, b],R) =⇒ f(· − c) ∈ Hω([a+ c, b+ c],R).

3. Якщо [c, d] ⊂ [a, b] i f ∈ Hω([c, d],R), то продовження функцiї f

формулою f(x) = f(d) для x > d, f(x) = f(c) для x < c належить

простору Hω([a, b],R).

4. Якщо f, g ∈ Hω([a, b],R), то max{f, g},min{f, g} ∈ Hω([a, b],R).

5. Якщо ω є опуклою, то функцiя f(t) = sgn t
2 · ω(2|t|) належить класу

Hω([−a, a],R) для всiх a ∈ R.

Лема 1.2.5. Нехай задано функцiю f ∈ Hω(T,R) i iзотропний L–простiр

X. Якщо x ∈ X inv ∩Xc є таким, що hX(x, θ) ≤ 1, то fx ∈ Hω(T,X).

Доведення. Якщо s, t ∈ T є такими, що f(s), f(t) ≥ 0, то згiдно з ле-

мою 1.1.6,

hX(fx(s), fx(t)) = hX(f(s) · x, f(t) · x) ≤ ω(r(s, t)).
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Аналогiчно, використовуючи лему 1.1.7, у випадку f(s), f(t) ≤ 0. Якщо

f(s) ≥ 0 ≥ f(t), то

hX(fx(s), fx(t)) = hX(f+(s) · x, f−(t) · x′) = hX(f+(s) · x+ f−(t) · x, θ)

= |f(s)− f(t)|hX(x, θ) ≤ ω(r(t, s)).

Тому fx ∈ Hω(T,X).

Поняття рiзницi Хукухара для двох множин було введено у [91]. Це по-

няття має безпосереднє узагальнення для довiльних L–просторiв. Детально

такого роду узагальнення розглядалось у [15].

Означення 1.2.6. Нехай X — це L–простiр. Будемо казати, що елемент

z ∈ X є рiзницею Хукухара елементiв x, y ∈ X, якщо x = y + z. Ми

використовуватимемо таке позначення z = x−H y.

Вiдмiтимо, що у iзотропному L–просторi, якщо рiзниця Хукухара x−Hy

iснує, то вона єдина. Дiйсно, якщо x = y + z1 i x = y + z2, то

0 = hX(x, x) = hX(y + z1, y + z2) = hX(z1, z2),

тому z1 = z2.

З iншого боку, у неiзотропному L–просторi єдиностi взагалi кажучи не-

має. Наприклад для простору (X,⊕,⊙) з прикладу 9 з пункту 1.1.5, для

всiх x ∈ X, x ̸= 0 рiзниця x −H x iснує i не є єдиною. Всюди далi ми

розглядаємо рiзницю Хукухара у iзотропних просторах.

Означення 1.2.7. Якщо t ∈ (a, b), i для всiх достатньо малих γ >

0 iснують рiзницi f(t + γ) −H f(t) i f(t) −H f(t − γ), i обидвi границi

lim
γ→+0

γ−1(f(t+ γ)−H f(t)) i lim
γ→+0

γ−1(f(t)−H f(t− γ)) iснують i рiвнi, то

функцiя f : [a, b] → X має похiдну DHf(t) типу Хукухара у точцi t (якщо

t = a або t = b, то вимагаємо iснування однiєї з границь) i

DHf(t) := lim
γ→+0

γ−1(f(t+ γ)−H f(t)).
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Лема 1.2.6. Нехай задано iзотропний L–простiр X, x ∈ Xc ∩ X inv, i

неперервно диференцiйовну функцiю f : [a, b] → R. Тодi похiдна DHfx(t)

iснує у кожнiй точцi t ∈ [a, b] i DHfx(t) = (f ′(t))x.

Доведення. Перш за все вiдмiтимо, що якщо t, t+γ ∈ [a, b], то fx(t+γ)−H

fx(t) = (f(t+γ)−f(t))x. Нехай γ > 0. Якщо f ′(t) > 0, то для всiх достатньо

малих γ, f(t+ γ) > f(t), тому

lim
γ→+0

γ−1(fx(t+ γ)−H fx(t)) = lim
γ→+0

γ−1(f(t+ γ)− f(t))x

= f ′(t) · x = (f ′(t))x.

Аналогiчно у випадку, коли f ′(t) < 0. Нарештi, якщо f ′(t) = 0, то, викори-

стовуючи лему 1.1.7, отримаємо

hX
(︁
γ−1(fx(t+ γ)−H fx(t)), θ

)︁
=
⃓⃓
γ−1(f(t+ γ)− f(t))

⃓⃓
hX(x, θ) → 0, γ → +0.

Аналогiчно для величини limγ→+0 γ
−1(fx(t) −H fx(t − γ)). Лему доведено.

1.2.3 (λ, φ)–адитивнi оператори

Поняття (λ, φ)–адитивних операторiв розглядалось у статтях [19,29].

1.2.3.1 Означення

Нехай задано множину T , i алгебру F пiдмножин множини T . Ми кажемо,

що множина {F1, . . . , Fn} ⊂ F є розбиттям множини T , якщо Fi ∩ Fj =

∅ для i ̸= j, i
⋃︁n
k=1 Fk = T . Сiм’я P розбиттiв множини T називається

допустимою, якщо

{F 1
1 , . . . , F

1
n}, {F 2

1 , . . . , F
2
m} ∈ P =⇒

{F 1
i ∩ F 2

j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} ∈ P.
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Нехай задано допустиму сiм’ю P розбиттiв множини T i L–простiр X.

Функцiя f : T → X називається P–простою, якщо для деякого розбиття

F = {F1, . . . , Fn} ∈ P i елементiв x1, x2, . . . , xn ∈ X маємо

f(t) =
n∑︂
k=1

χFk
(t) · xk, t ∈ T, (1.33)

де χF позначає характеристичну функцiю множини F . Вiдмiтимо, що коли

(T,F) — це вимiрних простiр, i P складається з усiх можливих розбиттiв

T на вимiрнi множини, то P–проста функцiя стає простою у сенсi означе-

ння 1.1.18.

Покладемо Ξ(F) = {χF : F ∈ F}, i Φ = {φ : Ξ(F) → RS}, де S — це

деяка множини, i для двох множин A i B через AB позначено множину

функцiй g : B → A.

Нехай X, Y — це два L–простори, T, S — двi множини, F — алгебра

пiдмножин множини T i P — допустима множина розбиттiв.

Означення 1.2.8. Для функцiй λ : X → Y c i φ ∈ Φ оператор Λ: DΛ ⊂
XT → Y S називається (λ, φ)–адитивним, якщо для кожної P–простої

функцiї (1.33), яка належить DΛ, справедлива рiвнiсть

Λ(f)(·) = Λ

(︄
n∑︂
k=1

χFk
· xk

)︄
(·) =

n∑︂
k=1

φ(χFk
)(·) · λ(xk). (1.34)

1.2.3.2 Приклади (λ, φ)–адитивних операторiв

Найважливiшими прикладами (λ, φ)–адитивних операторiв є iнтеграл Ле-

бега функцiї зi значеннями у L–просторi, i iнтегральнi оператори, якi озна-

чаються за допомогою iнтеграла Лебега.

Якщо мiра µ на вiдрiзку [0, 1] є абсолютно неперервною по вiдношенню

до мiри Лебега, то оператор

Λ(f) =

1ˆ

0

f(t)dµ(t) (1.35)

є (λ, φ)–адитивним, з λ = P — опуклюючим оператором, i φ(χ∆) = µ(∆).
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Нехай T = [0, 1] i S — це метричний компакт з мiрою ν, а X — це

сепарабельний L–простiр, 1 ≤ p ≤ ∞. Означимо оператор

Λ: B(T, µ,X) → Lp(S, ν,X), Λ(f)(s) :=

ˆ

T

K(t, s)f(t)dµ(t), (1.36)

де K(t, s) — це невiд’ємне ядро, для якого K(·, s) ∈ L1(T, µ,R) для ν–

майже всiх s ∈ S, i ˆ

T

K(t, ·)dµ(t) ∈ Lp(S, ν,R).

Цей оператор є (λ, φ)-адитивним, де λ = P є опуклюючим оператором, i

φ(χ∆)(s) =

ˆ

∆

K(t, s)dµ(t).

Iнший приклад (λ, φ)–адитивного оператора може бути побудованим

так. Якщо S ⊂ T , X = Y , i g ∈ B(S,R) є фiксованою невiд’ємною функ-

цiєю, а P — це опуклюючий оператор у X, то оператор Λ: B(T,X) →
B(S,X), Λf = g · (P ◦ f) є (λ, φ)–адитивним з λ = P i φ(w) = w · g,
w ∈ B(T,X).

1.2.3.3 Iнтегральне представлення (λ, φ)–адитивних операторiв

Iнтегральне представлення для (λ, φ)–адитивних операторiв було отримано

у [29]. Нехай задано множину T i σ–алгебру FT пiдмножин T . Для повного

сепарабельного L–простору X у пунктi 1.1.5 ми ввели простiр обмежених

вимiрних функцiй B(T,X) з метрикою hB(T,X). Множиною розбиттiв P

буде виступати сiм’я усiх можливих розбиттiв T на вимiрнi множини; через

Bs(T,X) позначимо замикання у просторi B(T,X) множини P–простих

функцiй.

З сепарабельностi просторуX випливає, що кожна функцiя g ∈ B(T,X)

є рiвномiрною на T границею послiдовностi кусково-постiйних функцiй з

не бiльш нiж злiченними множинами значень, тобто функцiй виду

t ↦→
∑︂
k

xkχFk
(t), {xk} ⊂ X, {Fk} ⊂ FT .

72



Взагалi кажучи, Bs(T,X) не спiвпадає з B(T,X), але якщо X є множиною

дiйсних чисел зi звичайною метрикою, то Bs(T,X) = B(T,X).

Нехай Y — це ще один L–простiр i (S,FS) — ще один вимiрний про-

стiр, λ : X → Y c — це лiпшицевий оператор i φ : B(T,R) → B(S,R) — це

лiнiйний обмежений додатнiй оператор. Для того, щоб сформулювати ре-

зультат про iнтегральне представлення (λ, φ)– адитивних операторiв, нам

потрiбне таке поняття векторної мiри (зi значеннями у просторi B(S,R)),
що породжується оператором φ: для кожної множини A ∈ FT ,

µφ(A) := φ(χA).

Оскiльки оператор φ є лiнiйним, то отримана векторна мiра є адитивною.

Для простої функцiї f виду (1.33) маємо

Λ(f) =
n∑︂
k=1

φ(χFk
)λ(xk) =:

ˆ
T

λ(f(t))dµφ.

Покажемо, що якщо послiдовнiсть простих функцiй fn рiвномiрно на T

збiгається до f , то послiдовнiсть {Λ(fn)(s)} = {
∑︁

k φ(χFk
)(s)λ(xk)} є фун-

даментальною для кожного s ∈ S. Дiйсно,

hY (Λ(f
n)(s),Λ(fm)(s)) = hY

(︄∑︂
k

φ(χFn
k
)(s)λ(xnk),

∑︂
l

φ(χFm
l
)(s)λ(xml )

)︄

= hY

⎛⎝∑︂
k,l

φ(χFn
k ∩Fm

l
)(s)λ(xnk),

∑︂
k,l

φ(χFn
k ∩Fm

l
)(s)λ(xml )

⎞⎠
⩽
∑︂
k,l

hY (λ(xnk), λ(x
m
l ))φ(χFn

k ∩Fm
l
)(s)

⩽
∑︂
k,l

hX (xnk , x
m
l )φ(χFn

k ∩Fm
l
)(s) = φ

⎛⎝∑︂
k,l

hX (xnk , x
m
l )χFn

k ∩Fm
l

⎞⎠ (s).

Легко бачити, що для всiх t ∈ T ,∑︂
k,l

hX (xnk , x
m
l )χFn

k ∩Fm
l
(t) = hX(f

n(t), fm(t)) ≤ hB(T,X)(f
n, fm).

Тодi

hY (Λ(f
n)(s),Λ(fm)(s)) ⩽ φ(hX(f

n, fm))(s) ⇒ 0, n,m→ ∞,
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де остання твердження про рiвномiрну на S збiжнiсть справедливе через

рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi {fn} i обмеженiсть оператора φ.

Тому для кожного s ∈ S, ця послiдовнiсть є фундаментальною, а отже

через повноту простору Y має границю. Позначимо цю границю черезˆ
T

λ(f)dµφ := lim
n→∞

ˆ
T

λ(fn)dµφ,

де fn ⇒ f на T . Легко бачити, що границя справа не залежить вiд вибору

послiдовностi {fn} (це можна довести застосовуючи тi самi мiркування,

що i при доведеннi фундаментальностi послiдовностi {Λ(fn)(s)}), а тому

iнтеграл означено коректно.

Таким чином, ми довели таку теорему.

Теорема 1.2.1. Кожен неперервний (λ, φ)–адитивний оператор

Λ: Bs(T,X) → B(S, Y )

може бути представленим у виглядi

Λ(f) =

ˆ
T

λ(f)dµφ, (1.37)

де iнтеграл справа — це iнтеграл по векторо-значнiй мiрi µφ.

Зауваження 1.2.2. Iнтеграл у (1.37) є функцiєю s ∈ S. Нижче для ско-

рочення позначень, у випадках, коли це не призведе до двозначностi, ми

будемо писати
´
T λ(f)dµφ замiсть

(︁´
T λ(f)dµφ

)︁
(s).

Наведенi нижче властивостi введеного iнтеграла можна легко довести

для простих функцiй, а далi граничним переходом розповсюдити на до-

вiльну функцiю f ∈ Bs(T,X).

Теорема 1.2.2. 1. Якщо x ∈ X, g ∈ B(T,R) є невiд’ємною функцiєю i

f = t ↦→ g(t) · x, то ˆ
T

λ(f)dµφ = λ(x)

ˆ
T

gdµφ.

Зокрема, якщо g ≡ 1, тоˆ
T

λ(f)dµφ = λ(x)φ(χT ).
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2. Для всiх f, g ∈ Bs(T,X),

hY

(︃ˆ
T

λ(f)dµφ,

ˆ
T

λ(g)dµφ

)︃
⩽
ˆ
T

hY (λ(f), λ(g)) dµφ.

3. Якщо f, g ∈ Bs(T,R) = B(T,R) i f(t) ⩽ g(t) для всiх t ∈ T , то

поточково ˆ
T

fdµφ ⩽
ˆ
T

gdµφ.

1.3 Лема Корнєйчука–Стєчкiна i деякi її за-

стосування

1.3.1 Випадок дiйснозначних функцiй

Нехай функцiї ψ1 ∈ B([a, a′],R), ψ2 ∈ B([b′, b],R), a < a′ ⩽ b′ < b є майже

всюди додатними i такими, що
´ a′
a ψ1(t)dt =

´ b
b′ ψ2(t)dt. Розглянемо функ-

цiю ρ : [a, c] → [c, b], c = (a′ + b′)/2, що задається спiввiдношеннями
ˆ s

a

ψ1(t)dt =

ˆ b

ρ(s)

ψ2(t)dt, якщо s ∈ [a, a′],

i ρ(s) = a′ + b′ − s, якщо s ∈ [a′, c], (1.38)

Крiм того, покладемо

ψ(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ψ1(t), t ∈ [a, a′]

−ψ2(t), t ∈ [b′, b]

0, t ∈ (a′, b′).

Лему Корнєйчука–Стєчкiна (див. напр. [104, § 7.1]) можна сформулю-

вати таким чином.

Лема 1.3.1 (Корнєйчук, Стєчкiн). Для функцiй ψ, ψ1, ψ2 та ρ означених

вище, довiльних модуля неперервностi ω, i функцiї f ∈ Hω([a, b],R)⃓⃓⃓⃓ˆ b

a

f(t)ψ(t)dt

⃓⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ a′

a

f(t)ψ1(t)dt−
ˆ b

b′
f(t)ψ2(t)dt

⃓⃓⃓⃓
⃓
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≤
ˆ a′

a

ψ1(s)ω(ρ(s)− s)ds =

ˆ b

b′
ψ2(t)ω(t− ρ−1(t))dt.

Якщо ω є опуклим догори модулем неперервностi, то нерiвнiсть є то-

чною. У цьому випадку нерiвнiсть стає рiвнiстю для функцiй ±g(·) + α,

де α ∈ R, i

g(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩−
´ c
t ω

′(ρ(s)− s)ds, a ≤ t ≤ c,
´ t
c ω

′(s− ρ−1(s))ds, c ≤ t ≤ b.
(1.39)

Цей результат вiдiграв важливу роль при розв’язаннi багатьох екстре-

мальних задач. У монографiї [200] наводяться результати, де ця лема є

важливим елементом отримання оцiнок зверху вiдхилення одиничного опе-

ратора вiд рiзних операторiв пiдсумовування рядiв Фур’є на класах перi-

одичних функцiй з мажорантою ω модуля неперервностi їх r-тої похiдної,

r ∈ N.

У монографiї [56] розглядається узагальнення леми Корнейчука–Стєч-

кiна на випадок, коли функцiя ψ має бiльше нiж одну змiну знаку (без

обмежень на розташування нулiв первiсної функцiї ψ), а також її застосу-

вання до багатьох екстремальних задач.

Лема Корнєйчука–Стєчкiна також розв’язує двоїсту задачу до пробле-

ми перенесення мас Монжа–Канторовiча, див. напр. [93, Роздiл VIII.4]. У

статтях [82, 199] було отримано узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна

на випадок функцiй багатьох змiнних.

1.3.2 Лема Корнєйчука–Стєчкiна

Головнi результати цього пiдроздiлу були отриманi у [18].

Лема 1.3.2. Нехай функцiї ψ1, ψ2 та ρ є такими, як у лемi 1.3.1, i за-

дано модуль неперервностi ω. Для L–простору X i функцiонала S(ψ1, ψ2)

означеного у (1)

S(ψ1, ψ2) ≤
ˆ a′

a

ψ1(s)ω(ρ(s)− s)ds =

ˆ b

b′
ψ2(t)ω(t− ρ−1(t))dt. (1.40)
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Якщо ω є опуклим догори модулем неперервностi, а простiр X є iзотро-

пним i таким, що

Xc ∩X inv ̸= {θ}, (1.41)

то (1.40) перетворюється на рiвнiсть. У цьому випадку супремум дося-

гається для функцiй (±g + α)x(·) + y ∈ Hω([a, b], X), де α ∈ R, y ∈ X,

x ∈ Xc ∩X inv, hX(x, θ) = 1, а функцiя g означена у (1.39).

Доведення. Диференцiюючи рiвнiсть (1.38), маємо ψ1(s) = −ψ2(ρ(s))ρ
′(s)

для всiх s ∈ [a, a′]. Пiсля замiни t = ρ(s), отримаємо
ˆ b

b′
ψ2(t)f(t)dt = −

ˆ a′

a

ψ2(ρ(s))ρ
′(s)f(ρ(s))ds =

ˆ a′

a

ψ1(s)f(ρ(s))ds.

Тому

hX

(︄ˆ a′

a

ψ1(t)f(t)dt,

ˆ b

b′
ψ2(t)f(t)dt

)︄

= hX

(︄ˆ a′

a

ψ1(t)f(t)dt,

ˆ a′

a

ψ1(t)f(ρ(t))dt

)︄

≤
ˆ a′

a

hX (ψ1(t)f(t), ψ1(t)f(ρ(t))) dt

=

ˆ a′

a

ψ1(t)hX(f(t), f(ρ(t)))dt ≤
ˆ a′

a

ψ1(t)ω(ρ(t)− t)dt

i нерiвнiсть у (1.40) доведено. Рiвнiсть у (1.40) може бути отримана замi-

ною s = ρ−1(t). Нехай тепер ω — це опуклий модуль неперервностi i X є

iзотропним простором. Для y ∈ X,

ˆ a′

a

ψ1(t)ydt =

(︄ˆ a′

a

ψ1(t)dt

)︄
P (y) =

(︄ˆ b′

b

ψ2(t)dt

)︄
P (y) =

ˆ b′

b

ψ2(t)ydt,

i оскiльки простiр X є iзотропним, отримаємо

hX

(︄ˆ a′

a

ψ1(t)f(t)dt,

ˆ b

b′
ψ2(t)f(t)dt

)︄

= hX

(︄ˆ a′

a

ψ1(t)f(t)dt+

ˆ a′

a

ψ1(t)ydt,

ˆ b

b′
ψ2(t)f(t)dt+

ˆ b

b′
ψ2(t)ydt

)︄
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= hX

(︄ˆ a′

a

ψ1(t)(f(t) + y)dt,

ˆ b

b′
ψ2(t)(f(t) + y)dt

)︄
.

Тому якщо супремум у (1.40) досягається для деякої функцiї f , то вiн

досягається i для усiх функцiй f(·) + y, y ∈ X. Нехай G(·) = g(·) + α,

де g означена у (1.39) i α ∈ R. Вiдомо, що (див. [104, § 7.1]) функцiя G

належить до Hω([a, b],R) i є екстремальною у (1.40) для дiйсно-значних

функцiй, тобто для I =
´ a′
a ψ1(t)G(t)dt i J =

´ b
b′ ψ2(t)G(t)dt виконується

рiвнiсть |I − J | =
´ a′
a ψ1(t)ω(ρ(t) − t)dt. З формули (1.39) випливає, що

функцiя g є неспадною. Тому можливi три варiанти: 1) I ≥ 0, J ≥ 0,

2) I ≤ 0, J ≥ 0 i 3) I ≤ 0, J ≤ 0. Розглядаючи кожний iз них i беручи до

уваги леми 1.1.6, 1.1.7 i 1.2.5, отримаємо

hX

(︄ˆ a′

a

ψ1(t)Gx(t)dt,

ˆ b

b′
ψ2(t)Gx(t)dt

)︄
= |I − J |hX(x, θ)

=

ˆ a′

a

ψ1(t)ω(ρ(t)− t)dt.

Ми зупинимось детальнiше на доведеннi випадку I ≤ 0 i J ≥ 0:

hX

(︄ˆ a′

a

ψ1(t)Gx(t)dt,

ˆ b

b′
ψ2(t)Gx(t)dt

)︄
= hX(I− · x′, J+ · x)

= hX(I− · x′ + I− · x, I− · x+ J+ · x) = hX(θ, (−I + J) · x) = |I − J |h(x, θ).

Випадок функцiй G(·) = −g(·) + α, може бути розглянуто аналогiчно.

Нагадаємо, що для вимiрної невiд’ємної функцiї f : [a, b] → R, функцiя

m(f, y) := meas{t ∈ [a, b] : f(t) > y}, y ∈ R

називається функцiєю розподiлу функцiї f , де meas позначає мiру Лебега.

Функцiя

r(f, t) := inf{y : m(f, y) ⩽ t}, t ∈ [0, b− a]

називається незростаючою перестановкою функцiї f . Функцiя r(f, ·) є не-

зростаючою на [0, b− a], i рiвновимiрною з f .
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Зауваження 1.3.1. Для опуклого модуля неперервностi ω, i iзотропного

простору X, лема 1.3.2 може бути переписаною так:

S(ψ1, ψ2) =

⃓⃓⃓⃓ˆ b−a

0

r′(Ψ, s)ω(s)ds

⃓⃓⃓⃓
=

ˆ b−a

0

r(Ψ, s)ω′(s)ds, (1.42)

де Ψ(s) =
´ s
a (ψ1(u)− ψ2(u))du, s ∈ [a, b].

Рiвнiсть величин у правих частинах нерiвностей (1.40) i (1.42) для опу-

клих ω була доведена Корнєйчуком, див. напр. [104, лема 7.1.2].

1.3.3 Оцiнка для функцiонала S(ψ1, ψ2)

Означення 1.3.1. Функцiю φ ∈ C([a, b],R) будемо називати капелюхо-

подiбною, якщо

1. φ(a) = φ(b) = 0, |φ(t)| > 0 для a < t < b, i

2. ∀y ∈ (0,max
t∈[a,b]

|φ(t)|) рiвняння |φ(t)| = y має рiвно два розв’язки на

(a, b).

Кожну капелюхо-подiбну функцiю φ продовжимо на всю пряму рiвнiстю

φ(t) = 0, t /∈ (a, b).

Позначимо через D[a, b] множину функцiй ψ : [a, b] → R, якi мають

скiнченнi одностороннi границi ψ(t+0) i ψ(t−0) для всiх t ∈ (a, b), i скiнчен-

нi границi ψ(a+0) i ψ(b−0). ПокладемоD0[a, b] = {ψ ∈ D[a, b] :
´ b
a ψ(t)dt =

0} i D1
0[a, b] = {f(t) =

´ t
a ψ(u)du : ψ ∈ D0[a, b]}. Вiдомо, що (див. напр. [103]

i [104, Роздiл 7]), що кожна функцiя f ∈ D1
0[a, b] може бути представленою

у виглядi не бiльш нiж злiченної суми капелюхо-подiбних функцiй

f(t) =
∑︂
k

φk(t). (1.43)

Ця рiвнiсть називається Σ–представленням функцiї f . Виконуються такi

властивостi (див. [104, Роздiл 7]).

1. |f(t)| =
∑︁

k |φk(t)|, a ⩽ t ⩽ b;
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2. Iнтервали (αk, α
′
k), (β

′
k, βk), на яких функцiї φk(t) є строго монотон-

ними, попарно не перетинаються, i на кожному з них φk(t) = f(t)+ck,

ck ∈ R; тому f ′(t) =
∑︁

k φ
′
k(t) майже всюди на [a, b];

3.
´ b
a |f(t)|dt =

∑︁
k

´ βk
αk

|φk(t)|dt;

4.
⋁︁b
a f =

∑︁
k

⋁︁βk
αk
(φk).

Означення 1.3.2. Для функцiї f ∈ D1
0[a, b] з Σ–представленням (1.43),

Σ–перестановка Корнєйчука функцiї f визначається формулою

R(f ; t) =
∑︂
k

r(|φk|, t), 0 ⩽ t ⩽ b− a.

Теорема 1.3.1. Припустимо, що ω — це опуклий модуль неперервностi

i ψ1, ψ2 ∈ B([a, b],R) є такими, що ψ1 − ψ2 ∈ D0[a, b]. Покладемо Ψ(t) =´ t
a [ψ1(u)− ψ2(u)]du. Тодi

S(ψ1, ψ2) ⩽
ˆ b−a

0

|R′(Ψ; t)|ω(t)dt. (1.44)

Доведення. Нехай E± = {t ∈ [a, b] : ± ψ1(t) ⩾ ±ψ2(t)}. Якщо P — це

опуклюючий оператор (див. означення 1.2.2), то ψ1(s)P (f(s)) = (ψ1(s) −
ψ2(s))P (f(s)) + ψ2(s)P (f(s)) для всiх s ∈ E+ i ψ2(s)P (f(s)) = (ψ2(s) −
ψ1(s))P (f(s)) + ψ1(s)P (f(s)) для всiх s ∈ E−. Тому для кожної функцiї

f ∈ Hω([a, b], X) маємо

hX

(︃ˆ b

a

f(t)ψ1(t)dt,

ˆ b

a

f(t)ψ2(t)dt

)︃
= hX

(︃ˆ
E+

f(t)(ψ1(t)− ψ2(t))dt+

ˆ
E−

f(t)ψ1(t)dt+

ˆ
E+

f(t)ψ2(t)dt,

ˆ
E−

f(t)(ψ2(t)− ψ1(t))dt+

ˆ
E−

f(t)ψ1(t)dt+

ˆ
E+

f(t)ψ2(t)dt

)︃
≤ hX

(︃ˆ
E+

f(t)(ψ1(t)− ψ2(t))dt,

ˆ
E−

f(t)(ψ2(t)− ψ1(t))dt

)︃
= hX

(︃ˆ b

a

f(t)(ψ1(t)− ψ2(t))+dt,

ˆ b

a

f(t)(ψ1(t)− ψ2(t))−dt

)︃
.
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Крiм того, нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть у iзотропному просторi

X. Нехай Ψ(t) =
∑︁

k φk(t) — це Σ–представлення функцiї Ψ. Оскiльки Ψ′ =

ψ1 − ψ2 =
∑︁

k φ
′
k, завдяки згаданим вище властивостям Σ–представлень,

то

(ψ1 − ψ2)+ =
∑︂
k

(φ′
k)+, (ψ1 − ψ2)− =

∑︂
k

(φ′
k)−.

Крiм того, для кожного k пара функцiй (φ′
k)+ i (φ′

k)− задовольняють при-

пущенням леми 1.3.2 на вiдрiзках [αk, α
′
k] i [β′

k, βk] строгої монотонностi φk.

Застосовуючи лему 1.3.2 (бiльш точно, рiвнiсть (1.42)), отримаємо

hX

(︃ˆ b

a

f(t)(ψ1(t)− ψ2(t))+dt,

ˆ b

a

f(t)(ψ1(t)− ψ2(t))−dt

)︃
= hX

(︄ˆ b

a

f(t)
∑︂
k

(φ′
k)+dt,

ˆ b

a

f(t)
∑︂
k

(φ′
k)−dt

)︄

⩽
∑︂
k

hX

(︃ˆ b

a

f(t)(φ′
k)+dt,

ˆ b

a

f(t)(φ′
k)−dt

)︃
⩽
∑︂
k

ˆ b−a

0

r(|φk|, t)ω′(t)dt =

ˆ b−a

0

R(Ψ, t)ω′(t)dt.

Нарештi, вiдмiтимо, що R(Ψ, ·) є незростаючою абсолютно неперервною на

[0, b−a] функцiєю,R(Ψ, b−a) = 0 (див.напр. [104, с. 310]), i тому iнтегруючи

частинами, отримаємо
ˆ b−a

0

R(Ψ, t)ω′(t)dt =

ˆ b−a

0

|R′(Ψ; t)|ω(t)dt.

Зауваження 1.3.2. У випадку iзотропного простору X, оцiнка (1.44)

є точною, якщо екстремальнi у лемi 1.3.2 функцiї для ψ1 = (φ′
k)+ i

ψ2 = (φ′
k)− можуть бути ”склеєнi” так, щоб отримана функцiя нале-

жала простору Hω([a, b], X).

Припустимо, що Σ–представлення функцiї Ψ дається формулою Ψ(t) =∑︁n
k=1 φk(t), якщо [αk, βk] — це носiй функцiї φk, k = 1, . . . , n, то

α1 < β1 ⩽ α2 < β2 ⩽ . . . ⩽ αn < βn,
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i на вiдрiзках [αk, βk] i [αk+1, βk+1] функцiї φk i φk+1 мають протилежнi

знаки, k = 1, . . . , n − 1. Ми описуємо процедуру склеювання. Почнемо з

випадку, коли X = R. Нехай gk ∈ Hω([αk, βk],R) — це екстремальна для

функцiонала S((φ′
k)+, (φ

′
k)−) функцiя. На множинi

⋃︁n
k=1[αk, βk] визначимо

функцiю g, покладаючи g(t) = gk(t) + ck, t ∈ [αk, βk], де ck обрано так,

що g(βk) = g(αk+1), k = 1, . . . , n − 1. Далi продовжимо функцiю g на

весь вiдрiзок [a, b] формулою g(t) = g(α1), якщо t ≤ α1, g(t) = g(βk),

якщо t ∈ (βk, αk+1), k = 1, . . . , n− 1, i g(t) = g(βn), якщо t ≥ βn. Лема 4.1

у [200] мiстить критерiй того, що функцiя g належитьHω([a, b],R). Зокрема

g ∈ Hω([a, b],R) у випадку, якщо для деякого m, 1 ⩽ m ⩽ n,

β1−α1 ⩽ β2−α2 ⩽ . . . ⩽ βm−αm i βm−αm ⩾ βm+1−αm+1 ⩾ . . . ⩾ βn−αn.

Якщо g ∈ Hω([a, b],R), то функцiї (g + γ)x(·) + y з γ ∈ R, y ∈ X i x ∈
Xc ∩X inv, hX(x, θ) = 1, є склеєною екстремаллю для (1.44).

1.3.4 Вiдхилення мiж середнiми значеннями функцiї

на рiзних вiдрiзках

1.3.4.1 Формулювання теореми i деякi її наслiдки

Наступна теорема є широким узагальненням [58, теорема 2], у якiй X = R,

ω(t) = t, i [c, d] ⊂ [a, b].

Теорема 1.3.2. Нехай задано два вiдрiзки [a, b] i [c, d]. Покладемо M =

max{b − a, d − c}, m = min{b − a, d − c}, i для α, β ≥ 0, I(α, β) =´ β
α ω(s)ds. Для визначеностi будемо вважати, що a ≤ c. Тодi для всiх

f ∈ Hω([a,max{b, d}], X)

hX

(︃
1

b− a

ˆ b

a

f(t)dt,
1

d− c

ˆ d

c

f(t)dt

)︃

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
M−m
M2

{︂
I
(︂
0, M(c−a)

M−m

)︂
+ I

(︂
0, M(b−d)

M−m

)︂}︂
, [c, d] ⊂ [a, b],

1
M+mI

(︂
M(b−c)

m , d− a
)︂
+ M−m

M2 I
(︂
0, M(b−c)

m

)︂
, b ∈ [c, d],

1
M+mI(c− b, d− a), c ≥ b.

(1.45)
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Якщо X є iзотропним, виконується умова (1.41) i ω є опуклим модулем

неперервностi, то нерiвнiсть є точною.

Ця теорема випливає з теореми 1.3.1, застосованої до функцiй ψ1 =

1
b−aχ[a,b] i ψ2 =

1
d−cχ[c,d]. Екстремальнi функцiї можуть бути отриманi опи-

саним вище процесом склеювання. Ми наводимо доведення цiєї теореми у

наступних пiдпунктах.

Безпосереднiми обчисленнями з теореми 1.3.2 можна отримати такий

результат.

Наслiдок 1.3.1. Якщо додатково до умов теореми 1.3.2 припустити, що

c+ d = a+ b, тобто середини вiдрiзкiв [a, b] i [c, d] спiвпадають, то

hX

(︃ˆ b

a

f(t)dt,
b− a

d− c

ˆ d

c

f(t)dt

)︃
≤ 4(c− a)

b− a

ˆ (b−a)/2

0

ω(t)dt.

Якщо X є iзотропним, виконується умова (1.41) i ω є опуклим, то не-

рiвнiсть точна.

Застосовуючи теорему 1.3.2 до вiдрiзка, що мiстить точку t, i вiдрiзка

[c, d] (при умовi, що обидва цi вiдрiзка мiстяться у [a, b]) i стискаючи перший

з вiдрiзкiв у точку, отримаємо такий результат.

Наслiдок 1.3.2. Нехай t ∈ [a, b], [c, d] ⊂ [a, b] i ω(·) — це довiльний модуль

неперервностi. Якщо f ∈ Hω([a, b], X) i P — це опуклюючий оператор, то

hX

(︃
P (f(t)),

1

d− c

ˆ d

c

f(u)du

)︃
≤ 1

d− c

ˆ d

c

ω(|s− t|)ds. (1.46)

Якщо простiр X є iзотропним i Xc ̸= {θ}, то нерiвнiсть є точною.

Екстремальною функцiєю є (ω(| · −t|))x, де x ∈ Xc, hX(x, θ) = 1.

Нехай задано вiдрiзок [a, b] i числа t, h такi, що a ⩽ t < t+h ⩽ (a+b)/2.

Застосовуючи теорему 1.3.1 до

ψ1 =
1

b− a
χ[a,b] i ψ2 =

1

2h

(︁
χ[t,t+h] + χ[a+b−t−h,a+b−t]

)︁
,

i переходячи до границi при h → 0, можна отримати наступне узагальне-

ння [85, теорема 2]. Ми опускаємо технiчнi деталi доведення, оскiльки цей

результат не буде використовуватись у подальшому.
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Наслiдок 1.3.3. Для кожної f ∈ Hω([a, b], X) i t ∈ [a, (a+ b)/2)

hX

(︃
1

2
(P (f(t)) + P (f(a+ b− t))),

1

b− a

ˆ b

a

f(u)du

)︃
⩽

2

b− a

(︄ˆ t−a

0

ω(u)du+

ˆ (a+b−2t)/2

0

ω(u)du

)︄
. (1.47)

Якщо простiр X є iзотропним, то нерiвнiсть (1.47) перетворюється на

рiвнiсть для

f(u) = min{ω(|u− t|), ω(|u+ t− a− b|)} · x, x ∈ Xc, hX(x, θ) = 1.

Зауваження 1.3.3. Нерiвностi (1.46) i (1.47) можуть бути доведенi без-

посередньо.

1.3.4.2 Доведення теореми 1.3.2, випадок d = b

У випадку, коли d = b, теорема 1.3.2 випливає з такого твердження.

Лема 1.3.3. Нехай a < c < b, i задано модуль неперервностi ω. Тодi для

всiх f ∈ Hω([a, b], X)

hX

⎛⎝ bˆ

a

f(t)dt,
b− a

b− c

bˆ

c

f(t)dt

⎞⎠ ≤ c− a

b− a

b−aˆ

0

ω(t)dt. (1.48)

Якщо ω є опуклим, то нерiвнiсть (1.48) перетворюється на рiвнiсть для

функцiй gx(·) + y ∈ Hω([a, b], X), де y ∈ X, x ∈ Xc ∩X inv, hX(x, θ) = 1 i

g(t) = g(a, b, c; t) =

⎧⎪⎨⎪⎩−c−a
b−a ω

(︁
b−a
c−a(c− t)

)︁
, t ∈ [a, c],

b−c
b−a ω

(︁
b−a
b−c (t− c)

)︁
, t ∈ [c, b].

(1.49)

Доведення. Розглянемо функцiї ψ1 : [a, c] → R, ψ1 ≡ 1 i ψ2 : [c, b] → R,

ψ2 ≡ c−a
b−c . Вони задовольняють умовам леми 1.3.2. Для функцiї ρ з (1.38),

маємо ρ(t) = b − b−c
c−a(t − a), ρ(t) − t = b−a

c−a(c − t), ρ−1(t) = a + c−a
b−c (b − t) i

t− ρ−1(t) = b−a
b−c (t− c). З леми 1.3.2 для всiх f ∈ Hω([a, b], X)

hX

⎛⎝ bˆ

a

f(t)dt,
b− a

b− c

bˆ

c

f(t)dt

⎞⎠ ≤
cˆ

a

ω

(︃
b− a

c− a
(c− t)

)︃
dt =

c− a

b− a

b−aˆ

0

ω(t)dt.

Крiм того, екстремальнi функцiї (1.39) перетворюються на (1.49).
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1.3.4.3 Доведення теореми 1.3.2, випадок d < b

Безпосереднi обчислення показують, що для числа γ,

γ :=
bc− ad

b+ c− a− d
(1.50)

маємо γ−a
γ−c =

b−γ
d−γ = b−a

d−c . Для всiх функцiй f ∈ Hω([a, b], X)

hX

⎛⎝ bˆ

a

f(t)dt,
b− a

d− c

dˆ

c

f(t)dt

⎞⎠
≤ hX

⎛⎝ γˆ

a

f(s)ds,
γ − a

γ − c

γˆ

c

f(s)ds

⎞⎠+ hX

⎛⎝ bˆ

γ

f(s)ds,
b− γ

d− γ

dˆ

γ

f(s)ds

⎞⎠ .

Використовуючи лему 1.3.3 для функцiї f для оцiнки першого доданку, i

для функцiї f(b + γ − ·) для того, щоб оцiнити другий доданок, отримає-

мо (1.45).

Для завершення доведення теореми у цьому випадку, нам треба довести

точнiсть нерiвностi (1.45) у випадку, коли ω є опуклим модулем неперерв-

ностi. Розглянемо функцiю

G(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩g(a, γ, c; t), t ∈ [a, γ],

g(γ, b, d; b+ γ − t) + C, t ∈ [γ, b],
(1.51)

де функцiя g визначена у (1.49) i C = g(a, γ, c; γ)−g(γ, b, d; b) так, що функ-

цiя g неперервна у точцi γ, а отже i на всьому вiдрiзку [a, b]. Вiдмiтимо, що

G ∈ Hω([a, γ],R), G ∈ Hω([γ, b],R) i G зростає на [a, γ] i спадає на [γ, b]. То-

му використовуючи властивостi з леми 1.2.4, отримаємо G ∈ Hω([a, b],R).
Крiм того, за побудовою функцiї G, у випадку X = R вона перетворює не-

рiвнiсть (1.40) на рiвнiсть. У випадку довiльного L–просторуX, ми можемо

розглянути функцiю (G+c)x(·), де c обрано так, щоб G(·)+c була додатною

на [a, b]. Використовуючи аргументи з доведення точностi нерiвностi (1.40)

у лемi 1.3.2, отримаємо точнiсть нерiвностi (1.45).
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1.3.4.4 Доведення теореми 1.3.2, випадок b ∈ [c, d]

Ми доводимо випадок, коли b−a ≤ d−c, випадок, коли b−a ≥ d−c можна

довести аналогiчними мiркуваннями. У цьому випадку ми застосовуємо

лему 1.3.2 для вiдрiзкiв [a, b] i [b, d], i функцiй

ψ1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
b−a , t ∈ [a, c],

1
b−a −

1
d−c , t ∈ [c, b],

ψ2(t) =
1
d−c , t ∈ [b, d]. З iзотропностi X отримуємо

hX

⎛⎝ 1

b− a

bˆ

a

f(t)dt,
1

d− c

dˆ

c

f(t)dt

⎞⎠
= hX

⎛⎝ bˆ

a

ψ1(t)f(t)dt,

dˆ

b

ψ2(t)f(t)dt

⎞⎠ .

Безпосереднi обчислення показують, що

ρ(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
bd−ac
b−a − d−c

b−at, t ∈ [a, c],

bd−bc
b−a − (d−c)−(b−a)

b−a t, t ∈ [c, b].

Права частина (1.40) стає

1

(d− c) + (b− a)

d−aˆ
(b−c)(d−c)

b−a

ω(s)ds+
(d− c)− (b− a)

(d− c)2

(b−c)(d−c)
b−aˆ

0

ω(s)ds,

що i треба було довести. Екстремальна функцiя може бути побудованою

згiдно з (1.39).

1.3.4.5 Доведення теореми 1.3.2, випадок c ≥ b.

Цей випадок може бути доведеним за допомогою застосування леми 1.3.2

до вiдрiзкiв [a, b] i [c, d], i функцiй ψ1(t) = 1
b−a , t ∈ [a, b] i ψ2(t) = 1

d−c ,

t ∈ [c, d].
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1.3.5 Деякi властивостi екстремальних функцiй

Деякi властивостi екстремальних функцiй у випадку X = R даються на-

ступною лемою.

Лема 1.3.4. Нехай X = R, [c, d] ⊂ [a, b] i ω — це опуклий модуль непе-

рервностi. Одна з екстремальних для (1.45) функцiй G задовольняє та-

ким властивостям:

1. G є неспадною на [a, γ], де γ означена у (1.50), i є незростаючою на

[γ, b].

2. G(γ)−G(a) = ω(γ − a), G(γ)−G(b) = ω(b− γ);

3. Якщо c+ d ≤ a+ b, то b− γ ≥ γ − a.

Якщо G є екстремальною для нерiвностi (1.45) функцiєю, то ±G + C,

C ∈ R, є також екстремаллю.

Доведення. Покажемо, що функцiя, визначена у (1.51) задовольняє сфор-

мульованим властивостям. Першi двi властивостi безпосередньо виплива-

ють з формул (1.51) i (1.49). Безпосереднi обчислення дають рiвностi b−γ =
(b−d)(b−a)
b+c−a−d i γ − a = (b−a)(c−a)

b+c−a−d , якi, в свою чергу, доводять третю властивiсть.

Останнє твердження леми є очевидним.

1.4 Про задачi оптимального вiдновлення

У Вступi ми сформулювали задачi оптимального вiдновлення. Нам знадо-

биться така широко вiдома оцiнка для величини оптимального вiдновлен-

ня (2). Вона, наприклад, випливає з теореми 1 i леми 2 у [169, §1.2]. Ми

дамо її коротке доведення для повноти викладення.

Лема 1.4.1. Якщо f, g ∈ W є такими, що I(f) ∩ I(g) ̸= ∅, то

E(Λ,W, I,X) ≥ 1

2
hX(Λ(f),Λ(g)). (1.52)
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Зокрема, якщо I(f) є одноточковою множиною для всiх f ∈ W , то не-

рiвнiсть (1.52) виконується для всiх пар f, g ∈ W таких, що I(f) = I(g).

Доведення. Нехай h ∈ I(f) ∩ I(g). Тодi для будь-якого U

sup
w∈W

sup
y∈I(w)

hX(Λ(w), U(y)) ≥ max {hX(Λ(f), U(h)), hX(Λ(g), U(h))}

≥ 1

2
(hX(Λ(f), U(h)) + hX(Λ(g), U(h))) ≥

1

2
hX(Λ(f),Λ(g)).

Основнi результати пунктiв 1.4.1 i 1.4.2 були отриманi у статтi [18], пун-

кту 1.4.3 — у статтi [16], пункту 1.4.4 — у статтi [19].

1.4.1 Задачi оптимального вiдновлення операторiв на

класi Hω(T,X)

1.4.1.1 Оптимальне вiдновлення опуклюючого оператора

У цьому пiдпунктi ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення опу-

клюючого оператора P на класi Hω([a, b], X), a < b, за iнформацiєю

It(f) =

(︃
1

2h

ˆ t1+h

t1−h
f(t)dt, . . . ,

1

2h

ˆ tn+h

tn−h
f(t)dt

)︃
, (1.53)

де n ∈ N, h > 0 i t := (t1, . . . , tn) є такими, що

a ≤ t1 − h < t1 + h < t2 − h < . . . < tn + h ≤ b, (1.54)

використовуючи довiльний метод вiдновлення U : Xn → B([a, b], X).

Вiдмiтимо, що опуклюючий оператор є тотожнiм оператором на множи-

нi Xc (див. лему 1.2.1), тому задача вiдновлення опуклюючого оператора

близька до задачi вiдновлення функцiї.

Для дiйснозначних функцiй однiєї змiнної результати щодо оптималь-

ного вiдновлення функцiї або одночасного вiдновлення функцiї i її похiдної,

маючи значення функцiї у декiлькох точках мiстяться у [178, Роздiл 6.4].

У перiодичному випадку вiдомi результати вiдновлення функцiї f ∈ W r+1
∞
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та її похiдної у Lp-метрицi, 1 ≤ p ≤ ∞, а також функцiй f ∈ W r+1
p ,

1 ≤ p ≤ ∞, у метрицi L1. Найкращим методом вiдновлення тут висту-

пає сплайн порядку r дефекту 1 по рiвномiрному розбиттю, що iнтерполює

функцiю у рiвновiддалених точках. У неперiодичному випадку, оптималь-

ним методом вiдновлення функцiй класу W r+1
∞ у Lp-метрицi, 1 ≤ p ≤ ∞,

а також функцiй f ∈ W r+1
p , 1 ≤ p ≤ ∞, у метрицi L1 є iнтерполяцiйнi

сплайни порядку r дефекту 1 по деякому нерiвномiрному розбиттю, яке

залежить вiд p.

Для класiв W rHω, r ∈ N, у випадку опуклого модуля неперервностi ω

вiдомi такi результати. Почнемо з перiодичного випадку. Для r ≥ 1, iн-

терполяцiйнi сплайни порядку r дефекту 1 з рiвновiддаленими вузлами є

найкращим методом вiдновлення функцiй f ∈ W rHω, у L1-метрицi, а при

r = 1 також функцiї f ∈ W 1Hω у Lp-метрицi, 1 ≤ p ≤ ∞ i одночасно

їх похiдних у Lp-метрицi, 1 ≤ p ≤ 3. У неперiодичному випадку, найкра-

щим методом вiдновлення функцiї f ∈ Hω у Lp-метрицi, 1 ≤ p ≤ 3 є

кусково-лiнiйнi функцiї, що iнтерполюють середнє значення на кожному з

iнтервалiв ((i− 1)/N ; i/n), i = 1, . . . , N .

Розглянемо вектор τ = τ(t) з компонентами

τ1 = a, τi =
1

2
(ti−1 + ti), i = 2, . . . , n, τn+1 = b (1.55)

i покладемо

t∗ = (t∗1, t
∗
2 . . . , t

∗
n) =

(︃
a+

b− a

2n
, a+

3(b− a)

2n
, . . . , a+

(2n− 1)(b− a)

2n

)︃
.

(1.56)

Нам знадобиться таке твердження.

Лема 1.4.2. Нехай задано числа n ∈ N, h > 0 i вектор t := (t1, . . . , tn), що

задовольняє умовам (1.54). Для довiльного модуля неперервностi ω iснує

функцiя ft ∈ Hω([a, b],R) така, що
ˆ ti+h

ti−h
ft(t)dt = 0 для всiх i = 1, . . . , n, (1.57)
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i

max
t∈[a,b]

|ft(t)| ≥
1

2h

ˆ (b−a)/(2n)+h

(b−a)/(2n)−h
ω(u)du.

Доведення. Серед 2n вiдрiзкiв [τi, ti] i [ti, τi+1], i = 1, . . . , n, iснує хоча б

один з довжиною не менше нiж b−a
2n . Нехай для визначеностi це вiдрiзок

[τi∗, ti∗], i∗ ∈ {1, . . . , n}. Означимо функцiю ft на вiдрiзку [τi∗, ti∗ + h] =

[a, t1 + h], якщо i∗ = 1, або на вiдрiзку [ti∗−1 − h, ti∗ + h], якщо i∗ > 1,

формулою

ft(u) =
1

2h

ˆ ti∗+h

ti∗−h
ω(|s− τi∗|)ds− ω(|u− τi∗|).

Далi ми продовжуємо цю функцiю на весь вiдрiзок [a, b] за таким правилом.

Покладемо ft(u) = ft(ti∗ +h) на [ti∗ +h, ti∗+1−h]; ft(u) = ft(ti∗ + ti∗+1−u)

на [ti∗+1 − h, ti∗+1 + h]; ft(u) = ft(ti∗+1 + h) на [ti∗+1 + h, ti∗+2 − h]; ft(u) =

ft(ti∗+1 + ti∗+2 − u) на [ti∗+2 − h, ti∗+2 + h], i так далi. У випадку i∗ > 1

продовження функцiї для u < ti∗−1 − h вiдбувається аналогiчно.

З означення випливає, що ft ∈ Hω([a, b],R), ft задовольняє (1.57), i

max
t∈[a,b]

|ft(t)| ≥ ft(τi∗) =
1

2h

ˆ ti∗+h

ti∗−h
ω(|u− τi∗|)du ≥ 1

2h

ˆ (b−a)/(2n)+h

(b−a)/(2n)−h
ω(u)du.

Теорема 1.4.1. Нехай задано числа n ∈ N, h > 0 i вектор t := (t1, . . . , tn)

що задовольняє умовам (1.54). Для опуклюючого оператора P , iзотропно-

го простору X для якого виконується властивiсть (1.41), i довiльного

модуля неперервностi ω маємо

inf
t
E(P,Hω([a, b], X), It, B([a, b], X)) =

1

2h

ˆ (b−a)/(2n)+h

(b−a)/(2n)−h
ω(u)du.

Оптимальним iнформацiйним оператором є It∗, оптимальним методом

вiдновлення є

U ∗(It∗(f))(u) =
1

2h

ˆ t∗k+h

t∗k−h
f(t)dt, u ∈ [τk(t

∗), τk+1(t
∗)],

де вектори t∗ i τ = τ(t∗) визначенi у (1.56) i (1.55) вiдповiдно.
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Доведення. Для f ∈ Hω([a, b], X), i ∈ {1, . . . , n}, i t ∈ [τi(t
∗), τi+1(t

∗)], з

наслiдку 1.3.2 отримуємо

hX(P (f(t)), U
∗(It∗)(t)) = hX

(︄
P (f(t)),

1

2h

ˆ t∗i+h

t∗i−h
f(u)du

)︄

⩽
1

2h

ˆ t∗i+h

t∗i−h
ω(|u− t|)du ⩽

1

2h

ˆ t∗i+h

t∗i−h
ω(|u− τi(t

∗)|)du

=
1

2h

ˆ (b−a)/(2n)+h

(b−a)/(2n)−h
ω(u)du.

Тому

E(P,Hω([a, b], X), It∗, B([a, b], X)) ⩽
1

2h

ˆ (b−a)/(2n)+h

(b−a)/(2n)−h
ω(u)du.

Оберемо x ∈ Xc∩X inv, hX(x, θ) = 1, i для функцiї ft з леми 1.4.2 покладемо

F n = (ft)x′ i F n = (ft)x. (1.58)

Вiдмiтимо, що функцiї F n i F n є опукло-значними i згiдно з лемою 1.2.5

отримуємо I(F n) = I(F n) = (θ, . . . , θ). Використовуючи лему 1.4.1, маємо

E(P,Hω([a, b], X), It, B([a, b], X)) ⩾
1

2
max
t∈[a,b]

hX(F n(t), F n(t))

= max
t∈[a,b]

|ft(t)| ≥
1

2h

ˆ (b−a)/(2n)+h

(b−a)/(2n)−h
ω(u)du.

Теорему доведено.

1.4.1.2 Оптимальне вiдновлення iнтеграла

У цьому пунктi ми розглядаємо задачу оптимiзацiї ’iнтервальних’ квадра-

турних формул для класу Hω(T,X), тобто вiдновлення оператора Intf :=´ b
a f(t)dt за iнформацiєю (1.53). Огляд результатiв стосовно квадратурних

формул для дiйснозначних функцiй i подальшi посилання можна знайти,

наприклад, у [197, Роздiл 2.1], доповненнi М. П. Корнєйчука у моногра-

фiї [189] та оглядовiй статтi [121].

Ми зупинимось бiльш детально на результатах, що стосуються оптимi-

зацiї iнтервальних квадратурних формул.
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У [206] розв’язано задачу оптимiзацiї iнтервальних квадратурних фор-

мул на класi Лiпшица функцiй заданих на вiдрiзку. Знайдено похибки квад-

ратурних формул при фiксованих центрах i довжинах iнформацiйних iн-

тервалiв. Також розв’язана задача оптимiзацiї iнформацiйних iнтервалiв

при фiксованiй сумарнiй довжинi iнтервалiв.

У [142] розв’язано задачу оптимiзацiї iнформацiйних iнтервалiв фiксо-

ваної довжини h > 0 на перiодичних класах W r
1 . Вiдповiдний результат

для класу W r
∞ був отриманий у [119].

У статтi [153] розглядалась задача оптимiзацiї iнтервальних квадратур-

них формул на класах Hω+,ω− перiодичних функцiй з заданими мажоран-

тами модуля неперервностi по спаданню i зростанню. У [154,155] ця задача

розглядалась на класах W 1F з деякими множинами F .

У статтях [161–165] iнтервальнi квадратурнi формули розглядались на

класах W rHω при r = 2, 3.

У [53,151] доведено оптимальнiсть iнтервальних квадратурних формул

з рiвними коефiцiєнтами i рiвновiддаленими центрами iнтервалiв на класах

W rF перiодичних диференцiйовних функцiй, r-та похiдна яких належить

перестановочно-iнварiантному класу F , а у [54] цей результат поширено на

класи K ∗ F , де K — це ядро, що не збiльшує осциляцiю, а F — перес-

тановочно-iнварiантний клас.

У статтi [120] було обчислено похибку iнтервальних квадратурних фор-

мул з рiвними коефiцiєнтами i рiвновiддаленими центрами iнтервалiв на

класах W rHω, r ≥ 1.

У [33] розглядалась задача оптимiзацiї наближеного iнтегрування на

класах багатозначних функцiй.

Лема 1.4.3. Нехай задано числа n ∈ N, h > 0, вектор t := (t1, . . . , tn), що

задовольняє умовам (1.54) i опуклий модуль неперервностi ω. Тодi iснує

функцiя ft ∈ Hω([a, b],R), що задовольняє умовам (1.57) i така, що
ˆ b

a

ft(t)dt ≥ 2n

(︃
1− 2nh

b− a

)︃ ˆ (b−a)/(2n)

0

ω(t)dt.

92



Доведення. Розглянемо парну функцiю y0, що задана на [0,∞) такою фор-

мулою

y0(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−2nh
b−aω

(︁
b−a
2nh(h− t)

)︁
, t ∈ [0, h],

b−a−2nh
b−a ω

(︁
b−a

b−a−2nh(t− h)
)︁
, t ∈

[︁
h, b−a2n

]︁
,

y0
(︁
b−a
2n

)︁
, t > b−a

2n .

(1.59)

Вiдмiтимо, що звуження функцiї y0 на вiдрiзок [0, (b− a)/(2n)] спiвпадає з

функцiєю g побудованої згiдно з формулою (1.39) леми 1.3.2 з ψ1 =
1
hχ[0,h]

i ψ2 =
2n

b−a−2nhχ[h,(b−a)/(2n)]. Тому в силу опуклостi модуля неперервностi ω,

y0(t) ∈ Hω([0, (b− a)/(2n)],R). Покладемо

y1(t) := min{y0(t− t1), y0(t− t2), . . . , y0(t− tn)}, t ∈ R.

Тодi y1(t) ∈ Hω([a, b],R), i використовуючи позначення з (1.55), y1(t) =

y0(t − tk), t ∈ [τk, τk+1], k = 1, . . . , n. Покладемо y(t) := y1(t) + C, де

константа C обрана таким чином, щоб
´ h
−h(y0(t) + C)dt = 0. Тодi

ˆ tk+h

tk−h
y(t)dt = 0, k = 1, . . . , n. (1.60)

Отже, умова (1.57) виконується для функцiї y. Отримаємо оцiнку знизу для

iнтеграла
´ b
a y(t)dt. Функцiя y0 є парною, а J(t) :=

´ t
0 y0(s)ds є опуклою,

оскiльки функцiя, y0 є неспадною на [0,∞). Тому
ˆ b

a

y(t)dt = C(b− a) +

ˆ b

a

y1(t)dt = C(b− a) +
n∑︂
k=1

ˆ τk+1

τk

y0(t− tk)dt

= C(b− a) +
n∑︂
k=1

ˆ τk+1−tk

τk−tk
y0(t)dt

= C(b− a) +
n∑︂
k=1

[J(τk+1 − tk) + J(tk − τk)] ≥ C(b− a)

+2nJ

(︄
1

2n

n∑︂
k=1

(τk+1 − tk) +
1

2n

n∑︂
k=1

(tk − τk)

)︄
= C(b− a) + 2nJ

(︃
b− a

2n

)︃
.

Використовуючи (1.59) i (1.60) для обчислення правої частини останньої

формули, отримаємо

C(b− a) + 2nJ

(︃
b− a

2n

)︃
= 2n

(︃
1− 2nh

b− a

)︃ ˆ (b−a)/(2n)

0

ω(t)dt
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i лему доведено.

Теорема 1.4.2. Нехай задано числа n ∈ N, h > 0, i вектор t := (t1, . . . , tn),

що задовольняє умовам (1.54). Для iзотропного простору X, для якого ви-

конується властивiсть (1.41), i опуклого модуля неперервностi ω, маємо

inf
t
E(Int, Hω([a, b], X), It, X) = 2n

(︃
1− 2nh

b− a

)︃ˆ (b−a)/(2n)

0

ω(t)dt.

Оптимальним iнформацiйним оператором є It∗, а оптимальним мето-

дом вiдновлення є

U ∗(It∗(f)) =
b− a

n

n∑︂
k=1

1

2h

ˆ t∗k+h

t∗k−h
f(t)dt,

де вектор t∗ означений у (1.56).

Доведення. Для кожного f ∈ Hω([a, b], X), використовуючи наслiдок 1.3.1,

отримаємо

hX

(︃ˆ b

a

f(t)dt, U∗(It∗(f))

)︃
≤

n∑︂
k=1

hX

(︄ˆ a+k(b−a)
n

a+ (k−1)(b−a)
n

f(t)dt,
b− a

2nh

ˆ a+ (2k−1)(b−a)
2n +h

a+ (2k−1)(b−a)
2n −h

f(t)dt

)︄

≤
n∑︂
k=1

2

(︃
1− 2nh

b− a

)︃ˆ b−a
2n

0

ω(t)dt = 2n

(︃
1− 2nh

b− a

)︃ ˆ b−a
2n

0

ω(t)dt.

Тому inft E(Int, Hω([a, b], X), It, X) ≤ 2n
(︁
1− 2nh

b−a
)︁ ´ (b−a)/(2n)

0 ω(t)dt. Нехай

тепер вектор t є фiксованим i функцiю ft побудовано згiдно з лемою 1.4.3.

Використовуючи функцiї (1.58) з такою ft, леми 1.4.1 i 1.4.3, отримаємо

E(Int, Hω([a, b], X), It, X) ≥ 1

2
hX

(︃ˆ b

a

F n(t)dt,

ˆ b

a

F n(t)dt

)︃
=

ˆ b

a

ft(t)dt ≥ 2n

(︃
1− 2nh

b− a

)︃ ˆ (b−a)/(2n)

0

ω(t)dt.
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1.4.2 Задачi оптимального вiдновлення операторiв на

класi W 1Hω(T,X)

Означення 1.4.1. Для заданого модуля неперервностi ω(·), позначимо

через W 1Hω([a, b], X) клас функцiй f вигляду

f(t) = x+

ˆ t

a

ϕ(s)ds, де ϕ ∈ Hω([a, b], X), x ∈ Xc.

Вiдмiтимо, що такi функцiї f є опукло-значними, мають похiдну типу

Хукухара DHf , i DHf = P (ϕ), див. [15, лема 2.24], де P — це опуклюючий

оператор; зазначимо, що з (1.25) випливає, що, DHf ∈ Hω([a, b], X), i для

всiх f ∈ W 1Hω([a, b], X) i t ∈ [a, b] справедлива рiвнiсть f(t) −H f(a) =´ t
a DHf(s)ds.

1.4.2.1 Оптимальне вiдновлення одиничного оператора.

Нехай задано розбиття t = (t0, . . . , tn) вiдрiзка [a, b],

a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b. (1.61)

Лема 1.4.4. Нехай задано опуклий модуль неперервностi ω i розбиття t.

Тодi iснує функцiя ft ∈ W 1Hω([a, b],R) така, що ft(ti) = 0, i = 0, 1, . . . , n,

i

max
t∈[a,b]

|ft(t)| ≥
1

4

ˆ (b−a)/n

0

ω(u)du. (1.62)

Якщо розбиття t є рiвномiрним, то нерiвнiсть (1.62) стає рiвнiстю.

Доведення. У просторi Rn+1 розглянемо множину

Sn =

{︄
ξ = (ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Rn+1 :

n+1∑︂
i=1

|ξi| = b− a

}︄
.

Кожна точка ξ ∈ Sn породжує набiр точок на вiдрiзку [a, b]: η0(ξ) = a,

η1(ξ) = a + |ξ1|, η2(ξ) = η1(ξ) + |ξ2|, . . ., ηn(ξ) = ηn−1(ξ) + |ξn|, ηn+1(ξ) = b.

Нехай h(t) = 1
2ω(2|t|), t ∈ R. Для ξ ∈ Sn, покладемо hξ(t) = mink=1,...,n h(t−

ηk(ξ)) i gξ(t) = hξ(t) · sgn ξi для t ∈ [ηi−1(ξ), ηi(ξ)], i = 1, . . . , n+ 1 (тут sgn
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— це непарна функцiя рiвна 1 на (0,∞)). Тодi з опуклостi ω i леми 1.2.4

випливає, що gξ ∈ Hω([a, b],R). Покладемо

Gξ(t) =

ˆ t

a

gξ(u)du

i означимо векторне поле на Sn, формулою ξ ↦→ (Gξ(t1), . . . , Gξ(tn)). Лег-

ко бачити, що це поле є неперервним i непарним. З теореми Борсука [64]

отримаємо iснування ξ∗ = ξ∗(t) = (ξ∗1 , . . . , ξ
∗
n+1) ∈ Sn такого, що Gξ∗(t1) =

Gξ∗(t2) = . . . = Gξ∗(tn) = 0. Крiм того, Gξ∗(a) = 0. Тому функцiя Gξ∗ має

щонайменше n+1 нуль на [a, b], а отже gξ∗ = G′
ξ∗ має не менше нiж n змiн

знака. Оскiльки gξ∗ може змiнювати знак тiльки у точках η1(ξ∗), . . . , ηn(ξ∗),

то усi цi точки рiзнi, gξ∗ має рiвно n змiн знака на [a, b], i ηi(ξ∗) є єдиною

точкою локального екстремуму Gξ∗ всерединi вiдрiзка [ti−1, ti], i = 1, . . . , n.

Оскiльки функцiя ω є неспадною, то функцiя u ↦→
´ u
0 ω(t)dt є опуклою, а

тому застосовуючи нерiвнiсть Єнсена, отримаємо

b⋁︂
a

Gξ∗ =

ˆ b

a

|gξ∗(u)| du =
1

2

ˆ |ξ∗1 |

0

ω(2u)du+ 2 · 1
2

n∑︂
i=2

ˆ |ξ∗i |/2

0

ω(2u)du

+
1

2

ˆ |ξ∗n+1|

0

ω(2u)du ⩾
ˆ (|ξ∗1 |+|ξ∗n+1|)/2

0

ω(2u)du+
n∑︂
i=2

ˆ |ξ∗i |/2

0

ω(2u)du

=
1

2

ˆ |ξ∗1 |+|ξ∗n+1|

0

ω(u)du+
1

2

n∑︂
i=2

ˆ |ξ∗i |

0

ω(u)du ⩾
n

2

ˆ (b−a)/n

0

ω(u)du.

Функцiя Gξ∗ є монотонною на вiдрiзках [a, η1(ξ
∗)], [ηi(ξ

∗), ηi+1(ξ
∗)], i =

1, . . . , n− 1, [ηn(ξ∗), b] i Gξ∗(0) = Gξ∗(b) = 0. Тому

2nmax
i

|Gξ∗(ηi(ξ
∗))| ⩾ 2

n∑︂
i=1

|Gξ∗(ηi(ξ
∗))| =

b⋁︂
a

Gξ∗ ≥
n

2

ˆ (b−a)/n

0

ω(u)du,

звiдки випливає (1.62) для ft = Gξ∗(t). Якщо t — це рiвномiрне розбиття,

то |ξ∗1| = |ξ∗n+1| = b−a
2n i |ξ∗k| = b−a

n для k = 2, . . . , n, (так, що ηk(ξ
∗) =

a + 2k−1
2n (b − a), k = 1, . . . , n), усi нерiвностi у попередньому ланцюжку

спiввiдношень стають рiвностями, а отже (1.62) також стає рiвнiстю. Лему

доведено.
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Для рiвномiрного розбиття отримана функцiяGξ∗ є добре вiдомою, i має

багато екстремальних властивостей у класi W 1Hω([a, b],R), див. напр. [104,

роздiл 7.1].

Використовуючи означення класу W 1Hω([a, b], X), для iзотропного L–

простору X, f ∈ W 1Hω([a, b], X) i t ∈ [a, b], i застосовуючи теорему 1.3.2

до DHf ∈ Hω([a, b], X), маємо

hX

(︃
f(t),

b− t

b− a
f(a) +

t− a

b− a
f(b)

)︃
= hX

(︃
f(a) +

ˆ t

a

DHf(u)du,
b− t

b− a
f(a) +

t− a

b− a
f(a) +

t− a

b− a

ˆ b

a

DHf(u)du

)︃
= hX

(︃ˆ t

a

DHf(u)du,
t− a

b− a

ˆ b

a

DHf(u)du

)︃
⩽

(b− t)(t− a)

(b− a)2

ˆ b−a

0

ω(u)du. (1.63)

Далi ми застосовуємо отриману нерiвнiсть для доведення оцiнки вiд-

хилення функцiї f ∈ W 1Hω([a, b], X) вiд iнтерполяцiйної кусково-лiнiйної

функцiї у фiксованiй точцi t ∈ [a, b]. Нехай задано розбиття t як у (1.61).

Iнтерполяцiйна кусково-лiнiйна функцiя задається формулою

lf(t; t) =
tk+1 − t

tk+1 − tk
f(tk) +

t− tk
tk+1 − tk

f(tk+1), t ∈ [tk, tk+1]. (1.64)

Використовуючи (1.63), отримаємо, що для всiх t ∈ [tk, tk+1]

hX(f(t), lf(t; t)) ⩽
(tk+1 − t)(t− tk)

(tk+1 − tk)2

ˆ tk+1−tk

0

ω(u)du.

Тому для рiвномiрного розбиття t∗ вiдрiзка [a, b] справедливе таке узагаль-

нення результату Малозьомова [184]: для кожної f ∈ W 1Hω([a, b], X)

max
t∈[a,b]

hX(f(t), lf(t
∗; t)) ⩽

1

4

ˆ (b−a)/n

0

ω(u)du. (1.65)

Теорема 1.4.3. Якщо ω — це опуклий модуль неперервностi, t є розби-

ттям вiдрiзку [a, b], iнформацiйним оператором є

It(f) = (f(t0), f(t1), . . . , f(tn)),
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а Id — це одиничний оператор, то для iзотропного L–простору X з вла-

стивiстю (1.41)

inf
t
E(Id,W 1Hω([a, b], X), It, C([a, b], X)) =

1

4

ˆ (b−a)/n

0

ω(t)dt.

Оптимальним iнформацiйним оператором є оператор It∗ де t∗ — це рiв-

номiрне розбиття, а оптимальним методом вiдновлення є U(It∗(f)) =

lf(t
∗), де lf(t) визначена у (1.64).

Доведення. Для довiльного розбиття t нехай ft позначає функцiю з ле-

ми 1.4.4, i x ∈ Xc ∩X inv, hX(x, θ) = 1. Використовуючи леми 1.4.1 i 1.1.5,

а також iзотропнiсть простору X, отримаємо

E(Id,W 1Hω([a, b], X), It, (C[a, b], X)) ⩾
1

2
max
t∈[a,b]

hX ((ft)x(t), (ft)x′(t))

=
1

2
max
t∈[a,b]

hX(2(ft)+(t) · x, 2(ft)−(t) · x) = max
t∈[a,b]

|ft (t) | ≥
1

4

ˆ (b−a)/n

0

ω(t)dt.

З (1.65) випливає, що у випадку рiвномiрного розбиття, нерiвностi у

цьому ланцюжку перетворюються на рiвнiсть. Теорему доведено.

1.4.2.2 Вiдновлення похiдної типу Хукухара

Розглянемо задачу знаходження вiдхилення похiдної типу Хукухара функ-

цiї f ∈ W 1Hω([a, b], X) вiд похiдної її iнтерполяцiйної кусково-лiнiйної

функцiї.

Похiдна типу Хукухара iнтерполяцiйної у точках розбиття t кусково-

лiнiйної функцiї lf(t) для t ∈ (tk, tk+1) дорiвнює

DH lf(t; t) =
f(tk+1)−H f(tk)

tk+1 − tk
=

1

tk+1 − tk

ˆ tk+1

tk

DHf(u)du, k = 0, . . . , n− 1.

Довизначимо її у точках tk, рiвностями

DH lf(t; tk) =

⎧⎪⎨⎪⎩(f(tk+1)−H f(tk))/(tk+1 − tk), якщо k = 0, 1, . . . , n− 1,

(f(tn)−H f(tn−1))/(tn − tn−1), якщо k = n.
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Використовуючи наслiдок 1.3.2 для t ∈ [tk, tk+1], отримаємо

hX (DHf(t),DH lf(t; t)) ⩽
1

tk+1 − tk

ˆ tk+1

tk

ω(|s− t|)ds. (1.66)

Наступна теорема узагальнює результати з [116].

Теорема 1.4.4. Нехай задано модуль неперервностi ω i t∗ = (t∗0, . . . , t
∗
n)

позначає рiвномiрне розбиття вiдрiзка [a, b]. Тодi для iзотропного L–прос-

тору X з властивiстю (1.41),

E(DH ,W
1Hω([a, b], X), It∗, B([a, b], X)) =

n

b− a

ˆ (b−a)/n

0

ω(u)du.

Оптимальним методом вiдновлення є

U(f(t∗0), f(t
∗
1), . . . , f(t

∗
n)) = DH lf(t

∗).

Доведення. З (1.66) випливає, що

sup
f∈W 1Hω([a,b],X)

sup
t∈[a,b]

hX (DHf(t),DH lf(t
∗, t)) ≤ n

b− a

ˆ (b−a)/n

0

ω(u)du.

Екстремальну функцiю можна побудувати так. Покладемо

g0(t) = min
k : 2k⩽n

ω(|t− t∗2k|)

i

g(t) = g0(t)−
1

b− a

ˆ b

a

g0(u)du.

Функцiя ft∗(t) :=
´ t
a g(u)du належить доW 1Hω([a, b],R). Крiм того, оскiль-

ки t∗ — це рiвномiрне розбиття, ft∗(t∗k) = 0, k = 0, . . . , n, а отже lf(t∗) ≡ 0.

Нарештi, застосовуючи лему 1.4.1 до функцiй (ft∗)x i (ft∗)x′ (x ∈ Xc∩X inv,

hX(x, θ) = 1) отримаємо

E(DH ,W
1Hω([a, b], X), It∗, B([a, b], X)) ≥ 1

2
hX (DH(ft∗)x(a),DH(ft∗)x′(a))

= |f ′t∗(a)| =
1

b− a

ˆ b

a

g0(u)du =
n

b− a

ˆ (b−a)/n

0

ω(u)du.

Теорему доведено.
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1.4.3 Задачi оптимального вiдновлення для монотон-

них операторiв

У [97] було отримано розв’язання задачi оптимального вiдновлення iнте-

грала на класi неспадних функцiй f : [0, 1] → [0, 1] таких, що f(0) = 0 i

f(1) = 1. У [36] цей результат було поширено на випадок покоординатно

монотонних функцiй двох змiнних f : [0, 1]2 → [0, 1] при умовi, коли iнфор-

мацiйнi вузли розташованi у вузлах прямокутної решiтки, тобто у точках

(ti, sj), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, n,m ∈ N, 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tm ≤ 1,

0 ≤ s1 < s2 < . . . < sn ≤ 1. При цьому величина похибки найкращого мето-

да вiдновлення була виписана явно. У [63] аналогiчна задача розглядалась

для функцiй n ≥ 2 змiнних, але похибка найкращого метода вiдновлен-

ня була записана у термiнах деякої iншої екстремальної задачi. Порядковi

оцiнки величини похибки найкращого метода вiдновлення (при довiльному

розташуваннi iнформацiйних вузлiв) на класi покоординатно монотонних

функцiй багатьох змiнних мiстяться у [124]; в цiй статтi також розглядаю-

ться адаптивнi та рандомiзованi методи вiдновлення i мiстяться подальшi

посилання на роботи щодо таких постановок задач найкращого вiдновлен-

ня. У статтi [26] ця задача розглядалась на класах багатозначних функцiй.

1.4.3.1 Означення

Нехай задано частково впорядкованi L–простори X i Y , метричний ком-

пакт S з борелiвською мiрою ν i iдеальна решiтка E(S,R). Ми будемо

розглядати монотоннi (λ, φ)–адитивнi оператори (див. пункт 1.2.3 i озна-

чення 1.2.8)

Λ: B([0, 1], X) → E(S, Y ),

при певних обмеженнях на функцiї λ i φ, якi ми вкажемо нижче. Вiдмiтимо,

що ми також включаємо до розгляду оператори Λ: B([0, 1], X) → Y , якщо

ототожнювати елементи простору Y з вiдповiдними константними функцi-

ями (припускаючи, що решiтка E(S,R) мiстить константнi функцiї).
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Позначимо через Wa,b клас функцiй f : [0, 1] → X, монотонних вiдносно

t ∈ [0, 1] i таких, що f(0) = a, f(1) = b, a, b ∈ X.

Iнтервали (α, β), (α, β], [α, β) або [α, β], що мiстяться у [0, 1], будемо на-

зивати пiдiнтервалами вiдрiзка [0, 1]. Позначимо через si([0, 1]) множину

усiх таких пiдiнтервалiв. Множиною розбиттiв P виступають розбиття на

пiдiнтервали з множини si([0, 1]), класом операторiв Φ виступає множина

операторiв φ : Ξ(P) → E(S,R) таких, що

1. φ(χT ) ≥ 0 майже всюди для кожного T ∈ si([0, 1]),

2. ∥φ(χT ′)∥E(S,R) = ∥φ(χT ′′)∥E(S,R), якщо кiнцi пiдiнтервалiв T ′ i T ′′ спiв-

падають.

Ми також припускаємо, що оператор λ : X → Y c є монотонним.

1.4.3.2 Оптимальне вiдновлення монотонних операторiв

Нехай t = {t0, t1, . . . , tn−1, tn} ⊂ [0, 1], t0 = 0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = 1.

Розглянемо iнформацiйний оператор It:

It(f) = (f0, f1, . . . , fn), де fi = f(ti), i = 0, 1, . . . , n.

Теорема 1.4.5. Нехай задано монотонний (λ, φ)-адитивний оператор

Λ: B([0, 1], X) → E(S, Y ),

i центрований iзотропний частково впорядкований L–простiр Y з подiль-

ною метрикою. Тодi

E(Λ,Wa,b, It, E(S, Y )) =
hY (λ(a), λ(b))

2
max

i=0,...,n−1
||φ(χ(ti,ti+1))||E(S,R).

Будь-яка однозначна гiлка U ∗(f0, . . . , fn)(t) з багатозначної функцiї

[0, 1] ∋ t ↦→ C

(︄[︄
Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
fi

)︄
,Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
fi+1

)︄]︄)︄

= C

(︄[︄
n−1∑︂
i=0

φ(χ∆i
)(t)λ(fi),

n−1∑︂
i=0

φ(χ∆i
)(t)λ(fi+1)

]︄)︄
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є оптимальним методом вiдновлення, де ∆i = [ti, ti+1) для i = 0, . . . , n−2

i ∆n−1 = [tn−1, tn].

Доведення. Використовуючи монотоннiсть функцiй з класу f ∈ Wa,b, отри-

маємо
n−1∑︂
i=0

χ∆i
(t)fi ≤ f(t) ≤

n−1∑︂
i=0

χ∆i
(t)fi+1,

Оператор Λ є монотонним, тому

Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
fi

)︄
≤ Λ(f) ≤ Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
fi+1

)︄
.

З означення методу U ∗, для майже всiх s ∈ S

hY (Λ(f)(s), U
∗(f0, . . . , fn)(s))

≤ 1

2
hY

(︄
Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
fi

)︄
(s),Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
fi+1

)︄
(s)

)︄
(1.34)
=

1

2
hY

(︄
n−1∑︂
i=0

φ(χ∆i
)(s) · λ(fi),

n−1∑︂
i=0

φ(χ∆i
)(s) · λ(fi+1)

)︄

≤ 1

2

n−1∑︂
i=0

hY (φ(χ∆i
)(s) · λ(fi), φ(χ∆i

)(s) · λ(fi+1))

=
1

2

n−1∑︂
i=0

φ(χ∆i
)(s)hY (λ(fi), λ(fi+1)) .

З отриманої оцiнки, маємо

E(Λ,Wa,b, It, U
∗, E(S, Y )) ≤ ||hY (Λ(f)(·), U∗(f0, . . . , fn)(·))||E(S,R)

≤ 1

2

n−1∑︂
i=0

||φ(χ∆i
)(·)||E(S,R) · hY (λ(fi), λ(fi+1))

≤ 1

2
max

i=0,...,n−1
||φ(χ∆i

)(·)||E(S,R) ·
n−1∑︂
i=0

hY (λ(fi), λ(fi+1))

(1.16),λ є монотонним
=

1

2
max

i=0,...,n−1
||φ(χ∆i

)(·)||E(S,R) · hY (λ(a), λ(b))

=
1

2
max

i=0,...,n−1
||φ(χ(ti,ti+1))(·)||E(S,R) · hY (λ(a), λ(b)).
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Нехай зафiксовано j ∈ {0, . . . , n − 1}. Для того, щоб отримати оцiнку

знизу, ми розглянемо двi функцiї

f−(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩a, t < tj+1,

b, t ⩾ tj+1;
i f+(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩a, t ⩽ tj,

b, t > tj.

Тодi

I(f−) = I(f+).

Крiм того, для всiх s ∈ S

hY (Λ(f
−)(s),Λ(f+)(s))

= hY (Λ(χ[0,tj+1)a+ χ[tj+1,1]b)(s),Λ(χ[0,tj ]a+ χ(tj ,1]b)(s))

= hY (Λ(χ[0,tj ]a+ χ(tj ,tj+1)a+ χ[tj+1,1]b)(s),Λ(χ[0,tj ]a+ χ(tj ,tj+1)b+ χ[tj+1,1]b)(s))

(1.34)
= hY (φ(χ[0,tj ])(s)λ(a) + φ(χ(tj ,tj+1))(s)λ(a) + φ(χ[tj+1,1])(s)λ(b),

φ(χ[0,tj ])(s)λ(a) + φ(χ(tj ,tj+1))(s)λ(b) + φ(χ[tj+1,1])(s)λ(b))

Y є iзотропним
= hY (φ(χ(tj ,tj+1))(s)λ(a), φ(χ(tj ,tj+1))(s)λ(b))

= φ(χ(tj ,tj+1))(s)hY (λ(a), λ(b))

Враховуючи довiльнiсть j ∈ {0, . . . , n − 1}, i лему 1.4.1, отримаємо не-

обхiдну оцiнку знизу.

Зауваження 1.4.1. Якщо для кожних x, y ∈ Y

x+ y

2
∈ C([x, y]), (1.67)

то оптимальний метод вiдновлення може бути визначений формулою

U ∗(f0, . . . , fn) =
1

2

(︄
Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
· fi

)︄
+ Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
· fi+1

)︄)︄

=
1

2

n−1∑︂
i=0

φ(χ∆i
)(λ(fi) + λ(fi+1)). (1.68)

Зауваження 1.4.2. Якщо у означеннi 1.1.12 ми опустимо вимогу iснува-

ння чебишовського центру у кожного порядкового iнтервалу, то похибка
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найкращого вiдновлення залишиться такою ж, але взагалi кажучи вже

не буде iснувати оптимального методу вiдновлення. Але для кожного

ε > 0 можна буде вказати такий метод вiдновлення Uε, що

E(Λ,Wa,b, It, Uε, E(S, Y )) < E(Λ,Wa,b, It, E(S, Y )) + ε.

Зауваження 1.4.3. Якщо метрика hY задовольняє рiвностi (1.22) з

ψ(x, y) = max{|x|, |y|},

то вимога теореми 1.4.5 про центрованiсть простору Y може бути опу-

щеною. Крiм того, у цьому випадку оптимальним методом вiдновлення

буде метод (1.68).

Дiйсно, оскiльки λ є опукло-значною функцiєю, то враховуючи (1.34),

Λ
(︂∑︁n−1

i=0 χ∆i
· fi
)︂

також є опукло-значною. Використовуючи лему 1.1.10,

можемо отримати, що права частина (1.68) є чебишовським центром по-

рядкового iнтервалу[︄
Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
fi

)︄
(s),Λ

(︄
n−1∑︂
i=0

χ∆i
fi+1

)︄
(s)

]︄

для кожного s ∈ S.

1.4.3.3 Оптимальний вибiр iнформацiйних вузлiв

Теорема 1.4.6. Припустимо, що на додачу до умов теореми 1.4.5, функ-

цiя F (s, t) := ∥φ(χ(s,t))∥E(S,R) є неперервною на множинi 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 i

F (s1, t1) > F (s2, t2) для (s1, t1) ⊋ (s2, t2). Оптимальне положення вузлiв

0 = t∗0 < . . . < t∗n = 1 однозначно визначається рiвностями

F (t∗i−1, t
∗
i ) = F (t∗i , t

∗
i+1), i = 1, . . . , n− 1 (1.69)

i

inf
t
E(Λ,Wa,b, It, E(S, T )) =

1

2
∥φ(χ(t∗0,t

∗
1)
)∥E(S,R)hY (λ(a), λ(b)).
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Доведення. З умов теореми випливає, що функцiя

F (t0, t1, . . . , tn) := max
i=1,n

||φ(χ(ti−1,ti))||E(S,R)

є неперервною, а тому має мiнiмум на симплексi {t : t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn}.
Покажемо, що для набору t∗, який мiнiмiзує F (t), виконуються рiв-

ностi (1.69). Припустимо протилежне, нехай умови (1.69) не виконуються.

Тодi iснує iндекс j такий, що

∥φ(χ(t∗j ,t
∗
j+1)

)∥E(S,R) = F (t∗) (1.70)

i або

∥φ(χ(t∗j−1,t
∗
j )
)∥E(S,R) < F (t∗),

або

∥φ(χ(t∗j+1,t
∗
j+2)

)∥E(S,R) < F (t∗).

Нехай для визначеностi виконується перша можливiсть, тобто

∥φ(χ(t∗j ,t
∗
j+1)

)∥E(S,R) > ∥φ(χ(t∗j−1,t
∗
j )
)∥E(S,R).

Тодi для t′ > t∗j достатньо близьких до t∗j маємо

max
{︂
∥φ(χ(t∗j−1,t

′))||E(S,R), ∥φ(χ(t′,t∗j+1)
)||E(S,R)

}︂
< F (t∗)

i число iндексiв j ∈ {0, . . . , n − 1} таких, що виконується рiвнiсть (1.70)

зменшилась. Пiсля скiнченної кiлькостi таких крокiв, ми отримаємо набiр

t∗∗ з F (t∗∗) < F (t∗), що неможливо. Тому виконуються рiвностi (1.69).

Iнших векторiв t, якi задовольняють цим рiвностям не iснує через строгу

монотоннiсть функцiї F (s, t).

При дещо iнших додаткових умовах, ми отримуємо такий результат.

Теорема 1.4.7. Нехай виконуються умови теореми 1.4.5. Припустимо

додатково, що для T ′, T ′′ ∈ si([0, 1]) таких, що T ′ ∩ T ′′ = ∅,

φχT ′∪T ′′ = φχT ′ + φχT ′′ ,
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для невiд’ємних функцiй f1, . . . , fn ∈ E(S,R) маємо⃦⃦⃦⃦
⃦

n∑︂
i=1

fi

⃦⃦⃦⃦
⃦
E(S,R)

=
n∑︂
i=1

∥fi∥E(S,R),

i що F (t) := ∥φ(χ[0,t])∥E(S,R) є неперервною функцiєю змiнної t ∈ [0, 1]. Тодi

inf
t
E(Λ,Wa,b, It, E(S, T )) =

1

2n
∥φ(χ[0,1])∥E(S,R)hY (λ(a), λ(b)).

Для оптимального набору iнформацiйних вузлiв 0 = t∗0 < . . . < t∗n = 1

маємо

∥φ(χ(t∗i−1,t
∗
i )
∥E(S,R) =

1

n
∥φ(χ[0,1])∥E(S,R), i = 1, . . . , n. (1.71)

Доведення. Використовуючи припущення теореми i властивостi функцiї φ,

маємо

n · max
i=0,...,n−1

∥φ(χ(ti,ti+1))∥E(S,R) ≥
n−1∑︂
i=0

∥φ(χ(ti,ti+1))∥E(S,R)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦
n−1∑︂
i=0

φ(χ(ti,ti+1))

⃦⃦⃦⃦
⃦
E(S,R)

=
⃦⃦⃦
φ
(︂
χ⋃︁n

i=0(ti,ti+1)

)︂⃦⃦⃦
E(S,R)

=
⃦⃦
φ
(︁
χ[0,1]

)︁⃦⃦
E(S,R) .

Крiм того, F є неспадною i неперервною а тому iснують точки t∗i , i =

0, . . . , n такi, що виконуються рiвностi (1.71). Теорему доведено.

1.4.3.4 Iнтегральнi оператори у частково впорядкованих L–про-

сторах

Для оператора, означеного у (1.35), вимоги теореми 1.4.7 до функцiї φ ав-

томатично виконуються; якщо ми додатково припустимо, що µ(∆) > 0 для

кожного непорожнього пiдiнтервалу ∆ ∈ si([0, 1]), то вимоги теореми 1.4.6

також будуть виконуватись.

Для оператора, означеного у (1.36), вимоги теореми 1.4.7 до функцiї φ

виконуються; якщо ми додатково припустимо, що
ˆ
∆

K(t, s)dµ(t) > 0
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для ν–майже усiх s ∈ S i довiльного непорожнього пiдiнтервалу ∆ ∈
si([0, 1]), то будуть виконуватись i умови теореми 1.4.6.

Iнтегральнi оператори для числових функцiй добре дослiдженi, див.

напр. [78].

Застосовуючи теореми 1.4.5, 1.4.6 i 1.4.7, до оператора (1.36), отримаємо

такий результат.

Теорема 1.4.8. Нехай задано центрований iзотропний частково впоряд-

кований L–простiр з подiльною метрикою. Тодi для оператора Λ означе-

ного у (1.36) i T = [0, 1]

E(Λ,Wa,b, It, Lp(S,X))

=
hX(P (a), P (b))

2
max

i=0,...,n−1

(︃ˆ
S

(︃ˆ ti+1

ti

K(t, s)dµ(t)

)︃p
dν(s)

)︃ 1
p

,

i, припускаючи, що виконується (1.67), оптимальний метод вiдновлення

U задається формулою

U(f0, . . . , fn) =
1

2

n−1∑︂
i=0

(︃ˆ ti+1

ti

K(t, s)dµ(t)

)︃
(P (fi) + P (fi+1)).

Якщо ядро K є майже всюди додатним, то оптимальне розташування

iнформацiйних вузлiв 0 = t∗0 < . . . < t∗n = 1 однозначно визначається

рiвностями

ˆ
S

(︄ˆ t∗i+1

t∗i

K(t, s)dµ(t)

)︄p

dν(s) =

ˆ
S

(︄ˆ t∗i+2

t∗i+1

K(t, s)dµ(t)

)︄p

dν(s),

i = 0, . . . , n− 2. Якщо p = 1, то

E(Λ,Wa,b, It, L1(S,X)) =
hX(P (a), P (b))

2n

ˆ
S

ˆ 1

0

K(t, s)dµ(t)dν(s).
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1.4.4 Задачi оптимального вiдновлення для операто-

рiв типу (λ, φ)

1.4.4.1 Означення i приклади

Нехай задано L–простори X i Y , вимiрнi простори T i S з борелiвськими

мiрами µ i ν вiдповiдно, а також iдеальна решiтка E(S,R). Ми розглядаємо

оператори Λ: B(T,X) → E(S, Y ).

Означення 1.4.2. Оператор φ : B(T,R) → E(S,R) називається моно-

тонним (ми пишемо φ ∈ M), якщо для всiх невiд’ємних функцiй f, g ∈
B(T,R) таких, що f(t) ≤ g(t) для майже всiх t ∈ T , маємо φ(f)(s) ≤
φ(g)(s) для майже всiх s ∈ S.

Нагадаємо, що через EL ми позначаємо множину екстремально лiпши-

цевих операторiв, див. означення 1.2.3.

Означення 1.4.3. Нехай задано оператори λ ∈ EL i φ ∈ M. Оператор

Λ: B(T,X) → E(S, Y ) будемо називати оператором типу (λ, φ), якщо

для всiх f, g ∈ B(T,X) i s ∈ S

hY (Λf(s),Λg(s)) ⩽ φ(hY (λ ◦ f(·), λ ◦ g(·))(s), (1.72)

i для всiх невiд’ємних функцiй u ∈ B(T,R), i довiльного x ∈ X

Λ(u(·)x) = φ(u(·))λ(x). (1.73)

Нижче ми наводимо приклади таких операторiв.

1. Оператори вкладення. Якщо E(T,X) мiстить константи, то про-

стiр B(T,X) вкладений у простiр E(T,X). Оператор вкладення

J : B(T,X) → E(T,X)

є оператором типу (λ, φ), де λ — це одиничний оператор у X, а φ — це

оператор j вкладення простора B(T,R) у простiр E(T,R).
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2. Опуклюючий оператор. Використовуючи опуклюючий оператор

P , розглянемо оператор P : E(T,X) → E(T,X), визначений формулою

P (f)(t) := P (f(t)), t ∈ T . Якщо X є iзотропним простором i виконується

властивiсть (1.41), то P є оператором типу (λ, φ), де φ — це одиничний

оператор, а λ = P .

3. Iнтеграл Лебега для функцiй f ∈ B(T,X). Нехай T — це компа-

ктна множина i Λ(f) :=
´
T f(s)dµ. Тодi Λ є оператором типу (λ, φ), де φ —

це iнтеграл Лебега дiйснозначних функцiй, а λ — це опуклюючий оператор.

4. Iнтегральнi оператори. Нехай S i T — це метричнi компакти з

мiрами µ i ν вiдповiдно,X — це L–простiр, 1 ≤ p ≤ ∞. Визначимо оператор

Λ: B(S, µ,X) → Lp(T, ν,X), Λ(f)(t) :=

ˆ
S

K(t, s)f(s)dµ(s),

де K(t, s) — це додатне майже всюди ядро таке, що
ˆ
S

K(·, s)dµ(s) ∈ Lp(T, ν,R).

Цей оператор є оператором типу (λ, φ), де φ(u)(t) =
´
SK(t, s)u(s)dµ(s), i

λ — це опуклюючий оператор.

1.4.4.2 Задачi оптимального вiдновлення

Припустимо, що T — це метричний компакт з метрикою dT i що решiтка

E(T,X) (див. приклад 7 з пункту 1.1.5) мiстить константи. Без зменшення

загальностi, можемо вважати, що ∥1∥E(T,R) = 1. При цих припущеннях,

простори B(T,X) i C(T,X) мiстяться у E(T,X).

Ми розглядаємо ситуацiю, коли iнформацiйний оператор дає значення

функцiй у n точках з похибкою. Бiльш точно, нехай t1, . . . , tn ∈ T , t =

(t1, . . . , tn), ε1, . . . , εn — це фiксованi невiд’ємнi числа, ε = (ε1, . . . , εn); ми

розглядаємо iнформацiйний оператор

Iεt (f) := (B(f(t1), ε1), . . . , B(f(tn), εn)),
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де для a ∈ X i δ ≥ 0, B(a, δ) = {x ∈ X : hX(a, x) ≤ δ}. Як метод вiдновле-

ння, ми розглядаємо довiльну функцiю U : Xn → E(S, Y ).

Для заданих векторiв t i ε визначимо функцiю

fω,t,ε(t) := min
i=1,...,n

{εi + ω(dT (t, ti))} ∈ Hω(T,R).

Через χA(x) позначаємо характеристичну функцiю множини A ⊂ T . Нехай

T ′
i := {t ∈ T : min

j=1,...,n
{εj + ω(dT (t, tj))} = εi + dT (t, ti)}, i = 1, . . . , n,

i

T1 = T ′
1; Tk = T ′

k \
k−1⋃︂
i=1

T ′
i , i = 2, . . . , n.

Справедлива така теорема, див. [19, Теорема 2].

Теорема 1.4.9. Нехай задано λ ∈ EL, φ ∈ M, оператор Λ: B(T,X) →
E(S, Y ) типу (λ, φ), модуль неперервностi ω(t), i вектори t i ε. Тодi

E(Λ, Hω(T,X), Iεt , E(T, Y )) = ∥φ(fω,t,ε)∥E(S,R),

Оптимальним методом вiдновлення є

U ∗(a1, . . . , an) := Λ

(︄
n∑︂
i=1

aiχTi

)︄
.

Зауваження 1.4.4. Деякi з множин Ti, i = 1, . . . , n можуть бути по-

рожнiми. Це означає, що вiдповiднi числа εi є занадто великими, i опти-

мальний метод U ∗ не бере до уваги вiдповiднi значення ai.

Зауваження 1.4.5. Якщо оператор Λ є адитивним, то

U ∗(a1, . . . , an) =
n∑︂
i=1

φ(χTi)λ(ai).

Як застосування цiєї теореми, розглянемо задачу оптимального вiднов-

лення iнтеграла вiд випадкових процесiв.

Нехай Lp = Lp(Ω,F , P ) — це простiр випадкових величин ξ зi скiнчен-

ним математичним сподiванням E(|ξ|p), p ≥ 1. Ми розглядаємо двi метри-

ки у просторi Lp: δX(η, ζ) := (E|η − ζ|p)
1
p i δY (η, ζ) := (E (τ · |η − ζ|p))

1
p ,
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де τ є невiд’ємною випадковою величиною для якої ess supw∈Ω τ(w) = 1.

Для заданого модуля неперервностi ω, i компактного метричного просто-

ру (T, dT ), розглянемо клас Hω(T ) вимiрних випадкових процесiв ξt, t ∈ T

таких, що ξt ∈ Lp для всiх t ∈ T , i E|ξt−ξs|p ≤ ωp(dT (t, s)) для всiх t, s ∈ T .

Для невiд’ємної функцiї ρ ∈ L1(T,R), розглянемо оператор

Λ: B(T, (Lp, δX)) → (Lp, δY ), Λ(ξt) =
ˆ
T

ρ(t)ξtdt.

Ми стверджуємо, що Λ є оператором типу (λ, φ), де λ : (Lp, δX) → (Lp, δY )
— це оператор вкладення, а φ : B(T,R) → R, φ(f) =

´
T ρ(t)f(t)dt. Дiйсно,

нерiвностi (1.25) i (1.73) очевидно виконуються. Крiм того,

X̃ = {ζ ∈ Lp : hX(ζ, θ) ≤ 1} ⊃

{︄
ξε :=

χAε

P
1
p (Aε)

, Aε = {τ ≥ 1− ε}, ε > 0

}︄
i δY (ξε, θ) ≥ 1− ε, так що рiвнiсть (1.28) також виконується. Залишається

довести нерiвнiсть (1.72). Нехай ξt, ηt ∈ B(T, (Lp, δX)) i 1
p +

1
q = 1.

δpY (Λ(ξt),Λ(ηt)) = E

(︃
τ

⃓⃓⃓⃓ˆ
T

ρ(t)(ξt − ηt)dt

⃓⃓⃓⃓p)︃
= E

(︄
τ

⃓⃓⃓⃓ˆ
T

ρ(t)(ξt − ηt)dt

⃓⃓⃓⃓
·
⃓⃓⃓⃓ˆ
T

ρ(u)(ξu − ηu)du

⃓⃓⃓⃓p−1
)︄

≤ E

(︄ˆ
T

τ
1
pρ(t)|ξt − ηt|dt ·

⃓⃓⃓⃓ˆ
T

τ
1
pρ(u)(ξu − ηu)du

⃓⃓⃓⃓p−1
)︄

=

ˆ
T

ρ(t)E

(︄
τ

1
p |ξt − ηt| ·

⃓⃓⃓⃓ˆ
T

τ
1
pρ(u)(ξu − ηu)du

⃓⃓⃓⃓p−1
)︄
dt

≤
ˆ
T

ρ(t) (E (τ |ξt − ηt|p))
1
p ·

(︄
E

⃓⃓⃓⃓ˆ
T

τ
1
pρ(u)(ξu − ηu)du

⃓⃓⃓⃓(p−1)q
)︄ 1

q

dt

= φ(δY (λ(ξt), λ(ηt))) · δ
p
q

Y (Λ(ξt),Λ(ηt)),

звiдки випливає (1.72).

З теореми 1.4.9 тепер отримуємо, що похибка оптимального вiдновлення

оператора Λ, знаючи випадковi величини ξt1, . . . , ξtn з похибками ε1, . . . , εn,

дорiвнює

E(Λ,Hω(T ), Iεt , (Lp, δY )) =
ˆ
T

ρ(t)fω,t,ε(t)dt,
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а оптимальний метод вiдновлення дається формулою

U ∗(η1, . . . , ηn) =
n∑︂
k=1

ηk ·
ˆ
Tk

ρ(t)dt.

У випадку T = [0, 1], τ ≡ 1, ρ ≡ 1 i p = 2 цей результат мiститься у [168].

1.5 Наближення операторiв i пов’язанi задачi

1.5.1 Вiдхилення мiж iнтегральними операторами

Головнi результати цього пункту мiстяться у статтi [28].

1.5.1.1 Оцiнки вiдхилення iнтегральних операторiв

Як завжди, для p ∈ [1,∞] покладаємо p′ = p/(p − 1). Нехай Q – деяка

множина i (S,F) — це вимiрний простiр зi скiнченною повною мiрою µ;

K,N : Q × S → R, ϕ : S → X. Розглянемо задачу про вiдхилення двох

iнтегральних операторiв

( ˜︁Kϕ)(t) = ˆ
S

K(t, s)ϕ(s)dµ(s), ( ˜︁Nϕ)(t) = ˆ
S

N(t, s)ϕ(s)dµ(s), (1.74)

t ∈ Q. Нехай Q = S = [0, 2π]d, d ∈ N, i µ – мiра Лебега. Для просторiв 2π-

перiодичних по кожнiй змiннiй функцiй ϕ : Rd → X використовуватиме-

мо позначення LXp замiсть Lp([0, 2π]d, X), Lp = LR
p . Важливим прикладом

операторiв (1.74) у просторах 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй функцiй є

оператори згортки, а саме, якщо K(t, s) = K(t− s) i N(t, s) = N (t− s), де

K,N ∈ L1, то оператори (1.74) перетворюються на оператори згортки

(K∗ϕ)(t) =
ˆ
S

K(t− s)ϕ(s)dµ(s), (N∗ϕ)(t) =
ˆ
S

N (t− s)ϕ(s)dµ(s), t ∈ Q.

Теорема 1.5.1. Нехай p ∈ (1,∞] i функцiї K,N : Q × S → R є такими,

що K(t, ·), N(t, ·) ∈ Lp′(S) для кожного t ∈ Q. Тодi для довiльної функцiї

ϕ ∈ Lp(S,X) i кожного t ∈ Q має мiсце нерiвнiсть

hX(( ˜︁Kϕ)(t), ( ˜︁Nϕ)(t)) ⩽ ∥K(t, ·)−N(t, ·)∥Lp′(S)∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S). (1.75)
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Зокрема, для перiодичних функцiй i операторiв згортки

hX((K ∗ ϕ)(t), (N ∗ ϕ)(t)) ⩽ ∥K −N∥Lp′∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S). (1.76)

Якщо простiр X є iзотропним i у множинi Xc ∩X inv знайдеться нену-

льовий сильно оборотний елемент a, то нерiвнiсть (1.75) непокращувана

i перетворюється на рiвнiсть для довiльної функцiї виду

ϕt(s) = φt(s) · a, t ∈ Q,

де φt(s) = |K(t, s)−N(t, s)|p′−1sgn(K(t, s)−N(t, s)), s ∈ S.

Доведення. Використовуючи властивостi iнтеграла, опуклюючого операто-

ра, лему 1.1.6 i нерiвнiсть Гельдера, матимемо

hX(( ˜︁Kϕ)(t), ( ˜︁Nϕ)(t))
= hX

(︃ˆ
S

K(t, s)P (ϕ(s))dµ(s),

ˆ
S

N(t, s)P (ϕ(s))dµ(s)

)︃
⩽
ˆ
S

hX (K(t, s)P (ϕ(s)), N(t, s)P (ϕ(s))) dµ(s)

⩽
ˆ
S

|K(t, s)−N(t, s)|hX (P (ϕ(s)), θ) dµ(s)

⩽ ∥K(t, ·)−N(t, ·)∥Lp′(S)∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S).

Нерiвнiсть (1.75) доведена.

Нехай тепер простiр X є iзотропним. Встановимо точнiсть нерiвно-

стi (1.75). Враховуючи лему 1.1.8, означення функцiї ϕt i той факт, що

ця функцiя є опукло-значною, матимемо

hX(( ˜︁Kϕt)(s), ( ˜︁Nϕt)(s)) = hX

(︃ˆ
S

K(t, s)ϕt(s)dµ(s),

ˆ
S

N(t, s)ϕt(s)dµ(s)

)︃
= hX

(︃[︃ˆ
S

K(t, s)φt(s)dµ(s)

]︃
a,

[︃ˆ
S

N(t, s)φt(s)dµ(s)

]︃
a

)︃
=

⃓⃓⃓⃓ˆ
S

(K(t, s)−N(t, s))φt(s)dµ(s)

⃓⃓⃓⃓
hX(a, θ)

=

ˆ
S

|K(t, s)−N(t, s)|p
′
dµ(s)hX(a, θ)
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= ∥K(t, ·)−N(t, ·)∥Lp′(S)

(︃ˆ
S

|K(t, s)−N(t, s)|(p
′−1)p dµ(s)

)︃ 1
p

hX(a, θ)

= ∥K(t, ·)−N(t, ·)∥Lp′(S)∥hX(ϕt(·), θ)∥Lp(S).

Розглянемо вiдхилення в iнтегральнiй метрицi. Для p, q ∈ [1,∞] позна-

чимо через Lq,p(Q× S) сукупнiсть функцiй K(·, ·) таких, що⃦⃦
∥K(t, s)∥Lq(Q)

⃦⃦
Lp(S)

= ∥K(·, ·)∥Lq,p(Q×S) <∞.

Теорема 1.5.2. Нехай p, q ∈ [1,∞), i K,N ∈ Lq,p′(Q×S). Тодi для довiль-

ної функцiї ϕ ∈ Lp(S,X)

∥hX( ˜︁Kϕ, ˜︁Nϕ)∥Lq(Q) ⩽ ∥K −N∥Lq,p′(Q×S) · ∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S). (1.77)

Зокрема, для перiодичних за кожною змiнною функцiй

∥hX(K ∗ ϕ,N ∗ ϕ)∥Lq
⩽ (2π)d/p

′∥K −N∥Lq
∥hX(ϕ, θ)∥Lp

. (1.78)

Якщо простiр X iзотропний i у множинi Xc ∩X inv знайдеться ненульо-

вий сильно оборотний елемент a, то при p = q = 1 нерiвностi (1.77)

i (1.78) непокращуванi.

Доведення. Застосовуючи властивостi метрики в X, iнтеграла, узагальне-

ну нерiвнiсть Мiнковського, а потiм нерiвнiсть Гельдера, отримаємо

∥hX( ˜︁Kϕ, ˜︁Nϕ)∥Lq(Q)

=

⃦⃦⃦⃦
hX

(︃ˆ
S

K(·, s)P (ϕ(s))dµ(s),
ˆ
S

N(·, s)P (ϕ(s))dµ(s)
)︃⃦⃦⃦⃦

Lq(Q)

⩽

⃦⃦⃦⃦ˆ
S

|K(·, s)−N(·, s)|hX(P (ϕ(s)), θ)dµ(s)
⃦⃦⃦⃦
Lq(Q)

≤
ˆ
S

hX(P (ϕ(s)), θ)∥K(·, s)−N(·, s)∥Lq(Q)dµ(s)

⩽ ∥K −N∥Lq,p′(Q×S)∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S).

Нерiвнiсть (1.77) доведена. Нерiвнiсть (1.78) випливає з нерiвностi (1.77).
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Встановимо точнiсть нерiвностi (1.78) при p = q = 1. Для ϵ > 0 через

Fϵ позначимо функцiю Стєклова для функцiї F ∈ L1:

Fϵ(t) =
1

(2ϵ)d

ˆ
[−ϵ,ϵ]d

F (t− s)dµ(s).

Покладемо ϕae(s) = 1/(2ϵ)dχ[−ϵ,ϵ]d(s) · a, де a ∈ Xc є сильно оборотним i

таким, що hX(a, θ) = 1. Враховуючи iзотропнiсть простору X i лему 1.2.3,

отримаємо⃦⃦⃦⃦
hX

(︃ˆ
[0,2π]d

K(· − s)ϕae(s)dµ(s),

ˆ
[0,2π]d

N (· − s)ϕae(s)dµ(s)

)︃⃦⃦⃦⃦
L1

= 1/(2ϵ)d
⃦⃦⃦⃦
hX

(︃ˆ
[−ϵ,ϵ]d

K(· − s)adµ(s),

ˆ
[−ϵ,ϵ]d

N (· − s)adµ(s)

)︃⃦⃦⃦⃦
L1

= 1/(2ϵ)d
⃦⃦⃦⃦
hX

(︃[︃ˆ
[−ϵ,ϵ]d

K(· − s)dµ(s)

]︃
a,

[︃ˆ
[−ϵ,ϵ]d

N (· − s)dµ(s)

]︃
a

)︃⃦⃦⃦⃦
L1

= 1/(2ϵ)d
⃦⃦⃦⃦⃓⃓⃓⃓ˆ

[−ϵ,ϵ]d
K(· − s)−N (· − s)dµ(s)

⃓⃓⃓⃓
· hX(a, θ)

⃦⃦⃦⃦
L1

= ∥Kϵ −Nϵ∥L1
.

Оскiльки ∥hX(ϕae, θ)∥L1
= 1 i ∥Kϵ−Nϵ∥L1

→ ∥K−N∥L1
при ϵ→ 0, бачимо,

що нерiвнiсть (1.78) при p = q = 1 дiйсно точна.

1.5.1.2 Тригонометричнi наближення.

Якщо ядро N оператора згортки є тригонометричним полiномом, то для

довiльної функцiї ϕ ∈ LX1 згортка N ∗ ϕ буде узагальненим тригономе-

тричним полiномом з коефiцiєнтами iз простору X. Оцiнки (1.76) з теоре-

ми 1.5.1 i (1.78) з теореми 1.5.2 показують, що з оцiнок наближення ядра

K полiномом N випливають оцiнки наближення функцiї K ∗ ϕ узагаль-

неними тригонометричними полiномами виду N ∗ ϕ, ϕ ∈ LX1 . Величини

∥K −N∥Lp
дослiджувались багатьма математиками i у багатьох випадках

вiдомi точнi, асимптотично точнi або порядковi оцiнки цих величин. Ба-

гато результатiв у цьому напрямку, а також вiдповiднi посилання, можна

знайти у монографiях [104,136,166,179,195,200,201].

Нижче ми детальнiше зупинимось на одновимiрному випадку. Покладе-

мо ΦX
p := {ϕ ∈ LXp : ∥hX(ϕ, θ)∥Lp

⩽ 1}. Замiсть ΦR
p писатимемо Φp. Нехай
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також N ∈ L1 – задане дiйснозначне ядро. Будемо розглядати питання

наближення класiв K ∗ ΦX
p = {K ∗ ϕ : ϕ ∈ ΦX

p }. Вiдзначимо, що функцiї з

K ∗ ΦX
p є опукло-значними. Добре вiдомо (див., напр., [25, 44, 77, 104, 187]),

що велика кiлькiсть важливих класiв числових функцiй є класами типу

K ∗ Φp.

Нехай f ∈ LXp i H ⊂ LXp . Покладемо

E(f,H)LX
p
= inf

τ∈H
∥hX(f, τ)∥Lp

, E(K ∗ ΦX
p , H)LX

p
= sup

ϕ∈ΦX
p

E(K ∗ ϕ,H)LX
p
.

(1.79)

Величини (1.79) називаються найкращим наближенням функцiї f i класу

K ∗ ΦX
p вiдповiдно, множиною H в метрицi простору LXp .

Якщо задано вiдображення A : LXp → H, покладемо

U(K ∗ ΦX
p , A)Lp

= sup
ϕ∈ΦX

p

∥hX(K ∗ ϕ,Aϕ)∥Lp
.

Величина U(K∗ΦX
p , A)Lp

називається похибкою наближення класу K∗ΦX
p

заданим методом наближення.

Для заданої сукупностi A вiдображень A : LXp → H найкращим A-

наближенням класу K ∗ ΦX
p множиною H називатимемо величину

E(K ∗ ΦX
p ,A)Lp

= inf
A∈A

U(K ∗ ΦX
p , A)Lp

.

Позначимо через HT,X
2n−1 (n = 1, 2, . . . , HT,R

2n−1 = HT
2n−1) множину узагаль-

нених тригонометричних полiномiв T (t) порядку не вище за n − 1, тобто

множину функцiй виду

T (t) =
a0
2
+

n−1∑︂
k=1

ak cos kt+ bk sin kt, ak, bk ∈ X.

В даному пiдроздiлi через A будемо позначати сукупнiсть вiдображень

виду T ∗ ϕ, T ∈ HT
2n−1, ϕ ∈ LXp .

Означення 1.5.1. (див. напр., [177, c. 309]). Нехай φn(t) := sgn sinnt.

Будемо казати, що ядро K задовольняє умову N ∗
n, якщо iснує полiном

T ∗ ∈ HT
2n−1 i точка θ ∈ [0, π/n], такi що майже для всiх t

(K(t)− T ∗(t))φn(t− θ) ⩾ 0.
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Добре вiдомо, що майже всi важливi для теорiї наближень ядра задо-

вольняють умову N ∗
n (див. [25, 44,77,187]).

Якщо ядро K задовольняє умову N ∗
n, то [187]

E(K, HT
2n−1)L1

= ∥K − T ∗∥L1
= ∥K ∗ φn∥L∞.

Звiдси i теорем 1.5.1 i 1.5.2 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 1.5.1. Якщо p = ∞ або p = 1 i ядро K задовольняє умову N ∗
n,

то

E(K ∗ ΦX
p , H

T
2n−1)Lp

⩽ E(K ∗ ΦX
p ,A)Lp

= ∥K − T ∗∥L1
= ∥K ∗ φn∥L∞,

де T ∗ ∈ HT
2n−1 – полiном найкращого L1-наближення для ядра K.

З нерiвностi (1.76) отримуємо наступне узагальнення теореми 1 з робо-

ти [50].

Наслiдок 1.5.2. Нехай p > 1 i K ∈ Lp′. Тодi

E(K ∗ ΦX
p , H

T,X
2n−1)L∞ ⩽ E(K ∗ ΦX

p ,A)L∞ = E(K, HT
2n−1)Lp′.

Вiдзначимо тiльки, що оцiнка, яка мiститься у наслiдку (1.5.1) є точною

у випадку X = Ω(Rd) (див. [34]), а також у випадку, коли X — банахiв

простiр.

1.5.1.3 Похибка наближеного iнтегрування

Застосовуючи теорему 1.5.1 до iнтегральних операторiв з ядрами

K ′(t, s) =

ˆ
Q

K(u, s)dµ(u) i N ′(t, s) =
n∑︂
j=1

cjK(tj, s),

де tj ∈ Q, cj ∈ R, j = 1, . . . , n, отримуємо наступнi оцiнки похибки формул

наближеного iнтегрування функцiй виду ( ˜︁Kϕ)(t):
Наслiдок 1.5.3. Нехай p ∈ (1,∞] i tj ∈ Q, cj ∈ R, j = 1, . . . , n. Тодi для

довiльної функцiї ϕ ∈ Lp(S,X) такої, що ∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S) ⩽ 1,
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hX

(︄ˆ
Q

( ˜︁Kϕ)(t)dν(t), n∑︂
j=1

cj( ˜︁Kϕ)(tj))︄

⩽

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ
Q

K(t, ·)dν(t)−
n∑︂
j=1

cjK(tj, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
Lp′(S)

.

Якщо простiр X iзотропний i у множинi Xc ∩X inv знайдеться ненульо-

вий сильно оборотний елемент a, то нерiвнiсть непокращувана.

Проiлюструємо застосування цього наслiдку до задач оптимiзацiї фор-

мул наближеного iнтегрування на класах перiодичних функцiй однiєї змiн-

ної. Для t = {t1, . . . , tn} ∈ [0, 2π), c = {c1, . . . , cn} ∈ Rn i неперервної

функцiї f покладемо Mt,c(f) =
∑︁n

j=1 cjf(tj). Нехай

R(f,Mt,c) =

ˆ 2π

0

f(t)dµ(t)−Mt,c(f),

R(K ∗ ΦX
p ,Mt,c) = sup

f∈K∗ΦX
p

|R(f,Mt,c)| i Rn(K ∗ ΦX
p ) = inf

t,c
R(K ∗ ΦX

p ,Mt,c).

Задача про найкращу на класi K ∗ ΦX
p квадратурну формулу полягає в

знаходженнi величини Rn(K∗ΦX
p ) i наборiв t, c, якi реалiзують inf у правiй

частинi останньої рiвностi.

Для числових функцiй ця задача добре дослiджена (див., напр. [179,

189]). Зокрема, у багатьох випадках було знайдене точне значення величини⃦⃦⃦´ 2π

0 K(t)dµ(t)−
∑︁n

j=1 cjK(tj − ·)
⃦⃦⃦
Lp′

, що в силу наслiдку 1.5.3 дає оцiнки

i для величини Rn(K ∗ ΦX
p ).

1.5.1.4 Похибка вiдновлення функцiй

Застосовуючи теорему 1.5.1 до iнтегральних операторiв з ядрами K(t, s)

i N(t, s) =
∑︁n

j=1 cjK(tj, s), отримаємо наступнi оцiнки похибки формул

наближеного вiдновлення значення функцiї виду ( ˜︁Kϕ)(t) в точцi t по її

значенням в точках tj:

Наслiдок 1.5.4. Нехай p ∈ (1,∞] i tj ∈ Q, cj ∈ R, j = 1, . . . , n. Тодi для

довiльної функцiї ϕ ∈ Lp(S,X) такої, що ∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S) ⩽ 1, i довiльного
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t ∈ Q

hX

(︄
( ˜︁Kϕ)(t), n∑︂

j=1

cj( ˜︁Kϕ)(tj))︄ ⩽

⃦⃦⃦⃦
⃦K(t, ·)−

n∑︂
j=1

cjK(tj, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
Lp′(S)

.

Розглянемо ще задачу вiдновлення функцiї ˜︁Kϕ по її значенням в n

точках tj ∈ Q в iнтегральних метриках. Метод вiдновлення задамо так.

Виберемо n функцiй cj : Q → R i покладемо Φ(t) =
∑︁n

j=1 cj(t)(
˜︁Kϕ)(tj).

Застосовуючи теорему 1.5.2 до iнтегральних операторiв з ядрами K(t, s) i

N(t, s) =
∑︁n

j=1 cj(t)K(tj, s), отримуємо

Наслiдок 1.5.5. Нехай p, q ∈ [1,∞) i tj ∈ Q, cj ∈ L∞(Q), j = 1, . . . , n.

Тодi для довiльної функцiї ϕ ∈ Lp(S,X) такої, що ∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S) ⩽ 1,⃦⃦⃦⃦
⃦hX

(︄
( ˜︁Kϕ)(·), n∑︂

j=1

cj(·)( ˜︁Kϕ)(tj))︄
⃦⃦⃦⃦
⃦
Lq(Q)

⩽

⃦⃦⃦⃦
⃦K(·, ·)−

n∑︂
j=1

cj(·)K(tj, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
Lq,p′(Q×S)

.

1.5.2 Наближення (λ, φ)–адитивних операторiв

В цьому пунктi ми отримуємо оцiнку вiдхилення hY (Λ(f),Λ(f(t0)χT )) для

(λ, φ)–адитивного оператора Λ (див. пункт 1.2.3) на класi Hω(T,X) функ-

цiй f : T → X, що задається мажорантою ω модуля неперервностi функцiї

f ; тут T = (T, ρ) — це метричний компакт з метрикою ρ. Головнi резуль-

тати цього пункту мiстяться у [29]. Нерiвностi такого роду iнколи нази-

вають нерiвностями типу Островського. Деякi нерiвностi такого типу для

недiйсно-значних функцiй можна знайти у [4,66]. Ми будемо використову-

вати позначення з пункту 1.2.3.

Лема 1.5.1. Якщо T — це компактний метричний простiр, а ω є моду-

лем неперервностi, то Hω(T,X) ⊂ Bs(T,X).

Доведення. Вiдмiтимо, що кожна функцiя f ∈ Hω(T,X) є неперервною.

Оскiльки T є компактом, то f(T ) є також компактом. Нехай n ∈ N, i
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{f1, . . . , fm} ⊂ X, m ∈ N є скiнченною 1
n-сiткою у f(T ). Для кожного k =

1, . . . ,m покладемо

T ′
k =

{︃
t ∈ T : hX(f(t), fk) ≤

1

n

}︃
∈ FT

i Tk = T ′
k \
⋃︁k−1
s=1 T

′
k. Тодi gn :=

∑︁m
k=1 fkχTk є простою обмеженою функцiєю

i hB(T,X) (f, gn) ≤ 1
n , що доводить твердження леми.

Будемо казати, що оператор λ : X → Y є додатно-однорiдним, якщо

для кожного α ≥ 0 i x ∈ Xc, λ(αx) = αλ(x). Для додатно-однорiдного

оператора λ маємо

λ(θX) = λ(0 · θX) = 0 · λ(θX) = θY .

Послiдовнiсть {xn} ⊂ X будемо називати λ–екстремальною, якщо для

всiх n ∈ N маємо hX(xn, θX) = 1, i hY (λ(xn), θY ) → 1 при n→ ∞.

Теорема 1.5.3. Нехай задано неперервний (λ, φ)–адитивний оператор

Λ: Bs(T,X) → B(S, Y )

i модуль неперервностi ω. Тодi для будь-якої функцiї f ∈ Hω(T,X) i до-

вiльного t0 ∈ T справедлива нерiвнiсть

hY (Λf(s),Λ(f(t0)χT )(s)) ⩽

(︃ˆ
T

ω(ρ(t, t0))dµφ

)︃
(s), s ∈ S. (1.80)

Якщо додатково оператор λ є додатно-однорiдним i iснує λ–екстремальна

послiдовнiсть {xn} ⊂ Xc, то нерiвнiсть (1.80) є точною.

Доведення. Використовуючи теорему 1.2.1, властивiсть 2 теореми 1.2.2, лi-

пшицевiсть оператора λ, належнiсть f ∈ Hω(T,X), i властивiсть 3 теоре-

ми 1.2.2 матимемо для кожного s ∈ S (яке ми для спрощення позначень

опускаємо)

hY (Λ(f),Λ(f(t0)χT )) = hY

(︃ˆ
T

λ(f)dµφ,

ˆ
T

λ(f(t0)χT )dµφ

)︃
⩽
ˆ
T

hY (λ(f), λ(f(t0)χT )) dµφ ⩽
ˆ
T

hX (f, f(t0)χT ) dµφ
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⩽
ˆ
T

ω(ρ(t0, t))dµφ.

Нерiвнiсть (1.80) доведено.

Нехай тепер λ є додатно-однорiдним i {xn} ⊂ Xc — це λ–екстремальна

послiдовнiсть. Для кожного n ∈ N, покладемо

fe(t) = fne (t) = ω(ρ(t, t0)) · xn.

Для довiльних t1, t2 ∈ T , використовуючи лему 1.1.6, отримаємо

hX(fe(t1), fe(t2)) = hX(ω(ρ(t1, t0)) · xn, ω(ρ(t1, t0)) · xn)

≤ |ω(ρ(t1, t0))− ω(ρ(t2, t0))|hX(xn, θ)

≤ ω(|ρ(t1, t0)− ρ(t2, t0)|) ≤ ω(ρ(t1, t2)),

тому fe ∈ Hω(T,X). Використовуючи властивiсть 1 теореми 1.2.2, маємо

для кожного s ∈ S (яке ми для спрощення позначень опускаємо)

hY (Λ(fe),Λ(fe(t0)χT )) = hY

(︃ˆ
T

λ(fe)dµφ,

ˆ
T

λ(fe(t0)χT )dµφ

)︃
= hY

(︃
λ(xn)

ˆ
T

ω(ρ(t, t0))dµφ, θY

)︃
= hY (λ(xn), θY )

ˆ
T

ω(ρ(t, t0))dµφ

→
ˆ
T

ω(ρ(t, t0))dµφ при n→ ∞,

що доводить точнiсть нерiвностi (1.80). Теорему доведено.

1.5.3 Наближення необмежених операторiв i пов’язанi

задачi на класi W 1Hω([a, b], X)

Вiдмiтимо, що розв’язання деяких екстремальних задач для оператора кра-

тного диференцiювання на класах W rHω(I,R), де I — це вiдрiзок, напiв-

пряма, або пряма мiстяться у [56]. Головнi результати цього пункту мiстя-

ться у [18].

1.5.3.1 Вiдхилення роздiленої рiзницi i похiдної типу Хукухара

Нехай t ∈ [a, b] i задано невiд’ємнi числа γ1, γ2, h1, h2 такi, що

γ1 + γ2 > 0, h1 + h2 > 0, i [t− γ1, t+ γ2] ⊂ [t− h1, t+ h2] ⊂ [a, b]. (1.81)
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Для функцiї f ∈ W 1Hω([a, b], X) покладемо

∆H
γ1,γ2

f(t) =
f(t+ γ2)−H f(t− γ1)

γ1 + γ2
.

Використовуючи теорему 1.3.2 до вiдрiзкiв [t− γ1, t+ γ2] i [t− h1, t+ h2], i

пишучи I(α) замiсть I(0, α), отримаємо

hX(∆
H
γ1,γ2

f(t),∆H
h1,h2

f(t))

= hX

(︃
1

γ1 + γ2

ˆ t+γ2

t−γ1
DHf(u)du,

1

h1 + h2

ˆ t+h2

t−h1
DHf(u)du

)︃
⩽

(h1 − γ1) + (h2 − γ2)

(h1 + h2)2

{︃
I

(︃
(h1 + h2)(h1 − γ1)

(h1 − γ1) + (h2 − γ2)

)︃
+ I

(︃
(h1 + h2)(h2 − γ2)

(h1 − γ1) + (h2 − γ2)

)︃}︃
=: K(γ1, γ2;h1, h2).

Якщо ω є опуклим модулем неперервностi i X є iзотропним, то оцiнка

hX(∆
H
γ1,γ2

f(t),∆H
h1,h2

f(t)) ⩽ K(γ1, γ2;h1, h2) (1.82)

є точною. Екстремальнi функцiї можуть бути побудованими у такий спосiб.

Починаємо з екстремальної функцiї g з теореми 1.3.2 для вiдрiзкiв [t−γ1, t+
γ2] i [t− h1, t+ h2]. Продовжуємо її за правилом

g(u) = g(t− h1) для u ⩽ t− h1 i g(u) = g(t+ h2) для t ⩾ t+ h2. (1.83)

Нерiвнiсть (1.82) стає рiвнiстю для функцiї f(u) =
´ u
a g(s)ds+ y, u ∈ [a, b],

y ∈ Xc. Стискаючи вiдрiзок [t− γ1, t+ γ2] у точку t, отримаємо

hX(DHf(t),∆
H
h1,h2

f(t)) ⩽
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
. (1.84)

У iзотропному просторi X ця нерiвнiсть є точною для довiльного модуля

неперервностi ω. Екстремальна функцiя може бути побудованою аналогi-

чно екстремальнiй функцiї для нерiвностi (1.82), тiльки починати треба з

екстремальної функцiї у наслiдку 1.3.2.

1.5.3.2 Нерiвностi типу Ландау

Першi результати стосовно нерiвностей для похiдних отримали Ґ. Г. Гардi

та Дж. Лiттлвуд [87] у 1912 роцi. В цiй роботi було показано, що якщо f, g —
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це двi додатнi монотоннi функцiї (обидвi зростаючi, або обидвi спаднi) i для

функцiї x при t→ +∞ справедливi спiввiдношення x(t) = O(f(t)) i x′′(t) =

O(g(t)), то x′(t) = O(
√︁
f(t) · g(t)). Якщо ж при t → +∞ справедливi

спiввiдношення x(t) = O(f(t)) i x′′(t) = o(g(t)), або x(t) = o(f(t)) i x′′(t) =

O(g(t)), то x′(t) = o(
√︁
f(t) · g(t)).

Першi точнi (тобто з найменшою можливою константою) нерiвностi для

промiжних похiдних були отриманi Е. Ландау [112] (1913 р.) i Ж. Адама-

ром [86] (1914 р.). В цих роботах для функцiй, що заданi на осi або на пiв

осi, були отриманi точнi нерiвностi, що оцiнюють рiвномiрну норму похi-

дної функцiї через рiвномiрну норму самої функцiї та рiвномiрну норму

другої похiдної функцiї.

Нерiвностi виду

∥f (k)∥Lq(G) ≤ K∥f∥µLp(G)
∥f (r)∥λLs(G)

, (1.85)

де 0 < k < r, 1 ≤ q, p, s ≤ ∞, µ = 1 − λ, λ = k−1/q+1/p
r−1/s+1/p , а G — де-

яка область, називають нерiвностями типу Колмогорова; це пов’язано з

результатом А. М. Колмогорова [99,172], в якому вiн довiв точнi нерiвностi

такого типу для усiх натуральних r i k у випадку G = R, q = p = s = ∞
(частиннi випадки були вiдомi ранiше у [86, 207]). Як сам результат Кол-

могорова, так i методи його доведення мали великий вплив на становлення

всiєї проблематики. Детальний огляд тематики пов’язаної з нерiвностями

для похiдних можна знайти у монографiї [144]. Для функцiй однiєї змiнної

точнi нерiвностi типу Колмогорова для усiх значень k i r вiдомi у таких

випадках.

У випадку G = R:

1. p = q = s = ∞, Е. Ландау [112] (k = 1, r = 2), Г. Є. Шилов [207]

(0 < k < r, r = 3, 4 та k = 2, r = 5), А. М. Колмогоров [99] (r ≥ 4).

2. p = q = s = 2, Ґ. Г. Гардi, Дж. I. Лiтлвуд, Г. Пойа [88, §7.8], див.

також [144, §1.6].

3. p = q = s = 1, Е. М. Стейн [133].
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4. q = ∞, p = s = 2, Л. В. Тайков [203].

У випадку G = R+:

1. p = q = s = ∞, Е. Ландау [112] (r = 2), А. П. Маторiн [185] (r = 3),

I. Дж. Шенберг та А. Каварета [130] (r ≥ 4).

2. p = q = s = 2, Ю. I. Любiч [183], М. П. Купцов [181].

3. q = ∞, p = s = 2, В. М. Габушин [158], М. П. Купцов [182], Г. А. Ка-

лябiн [171].

Огляд вiдомих результатiв стосовно нерiвностей для похiдних функцiй за-

даних на скiнченному вiдрiзку можна знайти у [197, Роздiл 5.1.2]; огляд ре-

зультатiв стосовно нерiвностей для дробових похiдних функцiї однiєї змiн-

ної можна знайти у [197, Роздiл 5.1.1] та [193, Роздiл 4]. Нерiвностi для

похiдної Хукухара i розв’язання деяких пов’язаних задач для функцiй зi

значеннями у L–просторах заданих на R+ i R мiстяться у [27]. Про нерiв-

ностi типу Ландау–Колмогорова для функцiї декiлькох змiнних ми будемо

говорити бiльш детально у Роздiлi 2.

Ми використовуємо такi позначення:

W
1
Hω([a, b], X) =

⋃︂
k>0

k ·W 1Hω([a, b], X),

∥x∥X = hX(x, θ), ∥f∥ω,X = sup
t′,t′′∈[a,b]
t′ ̸=t′′

hX(f(t′),f(t′′))
ω(|t′−t′′|) i ∥f∥C([a,b],X) = sup

t∈[a,b]
∥f(t)∥X .

Теорема 1.5.4. Нехай задано модуль неперервностi ω та iзотропний

простiр X. Для всiх t ∈ [a, b], невiд’ємних γ1, γ2, h1, h2, що задовольня-

ють (1.81), i f ∈ W
1
Hω([a, b], X),

∥∆H
γ1,γ2

f(t)∥X ⩽ K(γ1, γ2;h1, h2)∥DHf∥ω,X + ∥∆H
h1,h2

f(t)∥X , (1.86)

∥DHf(t)∥X ⩽
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
∥DHf∥ω,X + ∥∆H

h1,h2
f(t)∥X . (1.87)

Нерiвнiсть (1.86) є точною для опуклого модуля неперервностi ω. Нерiв-

нiсть (1.87) є точною для довiльного ω.
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Доведення. Нерiвностi (1.86) i (1.87) випливають з (1.82) i (1.84) вiдповiдно.

Екстремальну функцiю для (1.86) можна побудувати так. Нехай g — це

невiд’ємна екстремальна функцiя для теореми 1.3.2 у випадку X = R i

вiдрiзкiв [t− h1, t+ h2], [t− γ1, t+ γ2]. Продовжимо її на весь вiдрiзок [a, b]

за допомогою (1.83). Згiдно з лемою 1.3.4 iснує γ ∈ (t− γ1, t+ γ2) таке, що

g зростає на (t− h1, γ) i спадає на (γ, t+ h2). Тому

1

γ1 + γ2

ˆ t+γ2

t−γ1
g(u)du ≥ 1

h1 + h2

ˆ t+h2

t−h1
g(u)du,

i функцiя f(u) =
´ u
a g(s)ds перетворює нерiвнiсть (1.86) у рiвнiсть у випад-

ку X = R. Дiйсно,

∆H
γ1,γ2

f(t) =

(︃
1

γ1 + γ2

ˆ t+γ2

t−γ1
g(u)du− 1

h1 + h2

ˆ t+h2

t−h1
g(u)du

)︃
+

1

h1 + h2

ˆ t+h2

t−h1
g(u)du = K(γ1, γ2, h1, h2) + ∆H

h1,h2
f(t).

У загальному випадку функцiя fx з x ∈ Xc, ∥x∥X = 1 є екстремальною у

нерiвностi (1.86).

Екстремальна функцiя для (1.87) може бути побудованою аналогiчно,

тiльки починати треба з невiд’ємної екстремалi у наслiдку 1.3.2 для точки

t i вiдрiзка [t− h1, t+ h2].

Теорема 1.5.5. При виконаннi умов теореми 1.5.4 для кожної функцiї

f ∈ W
1
Hω([a, b], X),

∥∆H
γ1,γ2

f(t)∥X ⩽ K(γ1, γ2;h1, h2)∥DHf∥ω,X +
2

h1 + h2
∥f∥C([a,b],X), (1.88)

∥DHf(t)∥X ⩽
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
∥DHf∥ω,X +

2

h1 + h2
∥f∥C([a,b],X). (1.89)

Якщо для фiксованих t ∈ [a, b] i h > γ > 0

γ1 = min{γ, t−a}, γ2 = min{γ, b−t}, h1 = min{h, t−a}, h2 = min{h, b−t}
(1.90)

i ω є опуклим модулем неперервностi, то нерiвнiсть (1.88) є точною.

Якщо для t ∈ [a, b] i h > 0

h1 = min{h, t− a}, h2 = min{h, b− t}, (1.91)
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i ω є довiльним модулем неперервностi, то нерiвнiсть (1.89) є точною.

Доведення. Нерiвностi (1.88) i (1.89) випливають вiдповiдно з нерiвнос-

тей (1.86) i (1.87), оскiльки

∥∆H
h1,h2

f(t)∥X ⩽
2

h1 + h2
∥f∥C([a,b],X).

Доведемо їх точнiсть у припущеннi виконання вказаних додаткових умов

на числа t, γ1, γ2, h1 i h2. Нехай для визначеностi t ⩽ (a+b)/2. Тодi h2 ≥ h1

i (t+ γ2) + (t− γ1) ≤ (t+ h2) + (t− h1). Для нерiвностi (1.88) за функцiю

g беремо невiд’ємну екстремальну функцiю з теореми 1.3.2 для вiдрiзкiв

[t−γ1, t+γ2] i [t−h1, t+h2] i X = R, i таку, що g(t+h2) = 0. Продовжуємо

її на вiдрiзок [a, b] формулою g(u) = 0, u /∈ [t − h1, t + h2], З леми 1.3.4

випливає iснування такої функцiї g i неперервнiсть вказаного продовження.

Для нерiвностi (1.89) покладемо g(s) = (ω(h2) − ω(|s − t|))+, s ∈ [a, b].

Обидвi функцiї належать до Hω([a, b],R) (перша з них при умовi опуклостi

догори функцiї ω) i є невiд’ємнi на [a, b]. Оберемо ξ ∈ [t − h1, t + h2] так,

що
´ ξ
t−h1 g(u)du =

´ t+h2
ξ g(u)du. Функцiя

f(u) =

(︃ˆ u

ξ

g(s)ds

)︃
x

, x ∈ Xc ∩X inv, ∥x∥X = 1 (1.92)

є екстремальною. Теорему доведено.

Вiдмiтимо, що для екстремальної у нерiвностi (1.89) функцiї маємо

∥f∥C([a,b],X) =
1

2

ˆ t+h2

t−h1
[ω(h2)−ω(|s− t|)]ds =

h1 + h2
2

ω(h2)−
I(h1) + I(h2)

2

=
h1 + h2

2
max{ω(h1), ω(h2)} −

I(h1) + I(h2)

2
. (1.93)

1.5.3.3 Наближення операторiв за допомогою операторiв з мен-

шими нормами

У просторi C([a, b], X) розглянемо конус CH([a, b], X), що складається з

функцiй f таких, що для всiх t ∈ [a, b] i γ1, γ2 > 0 таких, що [t − γ1, t +
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γ2] ⊂ [a, b], iснують рiзницi Хукухара ∆H
γ1,γ2

f(t). Будемо називати додатно-

однорiдний оператор T : CH([a, b], X) → X обмеженим, якщо

∥T∥ = sup{∥Tf∥X : f ∈ CH([a, b], X), ∥f∥C([a,b],X) ⩽ 1} <∞.

Припустимо, що заданi оператор A : W
1
Hω([a, b], X) → X, число N > 0 i

оператор T : CH([a, b], X) → X для якого ∥T∥ ⩽ N . Покладемо

U(A, T ) = sup
f∈W 1Hω([a,b],X)

hX(Af, Tf).

Величина

E(A,N) = inf
∥T∥⩽N

U(A, T )

називається найкращим наближенням оператора A операторами T з ∥T∥ ⩽

N . Легко бачити, що якщо обмежений оператор A визначений на конусi

CH([a, b], X) i N ⩾ ∥A∥, то E(A,N) = 0.

Для t ∈ [a, b] позначимо через ∆γ1,γ2(t) i DH(t) оператори, що дiють за

формулами

∆γ1,γ2(t)f = ∆H
γ1,γ2

f(t) i DH(t)f = DHf(t).

Теорема 1.5.6. Нехай задано модуль неперервностi ω, iзотропний про-

стiр X, t ∈ [a, b], i числа h > γ > 0. Нехай також γ1, γ2, h1, h2 — це числа

означенi у (1.90). Якщо ω є опуклим модулем неперервностi, то

E

(︃
∆γ1,γ2(t),

2

h1 + h2

)︃
= U (∆γ1,γ2(t),∆h1,h2(t)) = K(γ1, γ2;h1, h2). (1.94)

Для довiльного модуля неперервностi ω

E

(︃
DH(t),

2

h1 + h2

)︃
= U (DH(t),∆h1,h2(t)) =

I(h1) + I(h2)

h1 + h2
. (1.95)

Доведення. Зрозумiло, що ∥∆h1,h2(t)∥ ⩽ 2
h1+h2

. Згiдно з (1.82) i (1.84) маємо

E

(︃
∆γ1,γ2(t),

2

h1 + h2

)︃
⩽ U(∆γ1,γ2(t),∆h1,h2(t)) ⩽ K(γ1, γ2;h1, h2)

i

E

(︃
DH(t),

2

h1 + h2

)︃
⩽ U(DH(t),∆h1,h2(t)) ⩽

I(h1) + I(h2)

h1 + h2
.
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Ми також довели iснування функцiй f1, f2 ∈ W 1Hω([a, b], X) для яких

∥∆H
γ1,γ2

f1(t)∥X = K(γ1, γ2;h1, h2) +
2

h1 + h2
∥f1∥C([a,b],X) (1.96)

i

∥DHf2(t)∥X =
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
+

2

h1 + h2
∥f2∥C([a,b],X).

Для того, щоб довести (1.94), припустимо, що iснує оператор T , ∥T∥ ⩽ 2
h1+h2

такий, що

U(∆γ1,γ2(t), T ) < K(γ1, γ2;h1, h2).

Тодi для функцiї f1 ми отримуємо строгу нерiвнiсть

∥∆H
γ1,γ2

f1(t)∥X < K(γ1, γ2;h1, h2) +
2

h1 + h2
∥f1∥C([a,b],X),

що суперечить (1.96). Рiвнiсть (1.95) доводиться аналогiчно.

1.5.3.4 Вiдновлення оператора за неточно заданими даними

Ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення оператора A на еле-

ментах класу W 1Hω([a, b], X), якi вiдомi з похибкою. Для оператора A,

обмеженого оператора T i числа δ > 0 покладемо

Uδ(A, T ) = sup{hX(Af, Tg) : f ∈ W 1Hω([a, b], X),

g ∈ C([a, b], X), hC([a,b],X)(f, g) ⩽ δ}.

Задача полягає у знаходженнi величини

Eδ(A) = inf
T
Uδ(A, T )

i оператора T ∗ на якому досягається iнфiмум у правiй частинi рiвностi.

Теорема 1.5.7. Нехай задано модуль неперервностi ω, t ∈ [a, b], h > 0, i

DH(t)f = DHf(t) для f ∈ W 1Hω([a, b], X). Якщо числа h1, h2 задовольня-

ють умовам (1.91), i

δ =
h1 + h2

2
max{ω(h1), ω(h2)} −

I(h1) + I(h2)

2
,

то для оператора ∆h1,h2(t)f = ∆H
h1,h2

f(t) маємо

Eδ(DH(t)) = Uδ(DH(t),∆h1,h2(t)) = max{ω(h1), ω(h2)}.
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Доведення. Для функцiй f ∈ W 1Hω([a, b], X), g ∈ C([a, b], X) таких, що

hC([a,b],X)(f, g) ≤ δ, згiдно з (1.84),

hX(DHf(t),∆
H
h1,h2

g(t)) ⩽ hX(DHf(t),∆
H
h1,h2

f(t)) + hX(∆
H
h1,h2

f(t),∆H
h1,h2

g(t))

⩽
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
+

2

h1 + h2
δ = max{ω(h1), ω(h2)}.

Тому, Eδ(DH(t)) ⩽ max{ω(h1), ω(h2)}. З iншого боку, для функцiї f з (1.92),

згiдно з (1.93),

Eδ(DH(t)) ⩾ ∥DHf(t)∥X =
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
+

2

h1 + h2
∥f∥C([a,b],X)

= max{ω(h1), ω(h2)}

i теорему доведено.

Висновки до роздiлу 1

У даному роздiлi вивчаються екстремальнi задачi теорiї наближень на кла-

сах функцiй зi значеннями у L–просторах. Такий пiдхiд дозволяє включити

до розгляду з єдиної точки зору класи багатозначних та нечiтко-значних

функцiй, а також класи функцiй зi значеннями у нормованих просторах.

Основними результатами даного роздiлу є:

1. Отримано узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна на випадок кла-

сiв функцiй зi значеннями у L–просторах.

2. Розв’язано серiю задач оптимального вiдновлення операторiв на кла-

сах Hω(T,X) функцiй заданих на множинi T зi значеннями у L–

просторi X iз заданою мажорантою ω модуля неперервностi функ-

цiй, на класi W 1Hω(T,X) функцiй, похiдна типу Хукухара яких на-

лежить класу Hω(T,X), а також на класах монотонних функцiй зi

значеннями у частково впорядкованих L–просторах.
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3. Отримано розв’язання задач найкращого наближення операторiв на

класах функцiй зi значеннями у L–просторах, зокрема деякi задачi

наближення необмежених операторiв обмеженими.
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Роздiл 2

Екстремальнi задачi у

просторах функцiй

багатьох змiнних

2.1 Вступ

У цьому роздiлi ми розглядаємо екстремальнi задачi теорiї наближень для

класiв функцiй багатьох змiнних. Головнi результати цього роздiлу мiстя-

ться у статтях [20, 21, 35, 108]. Велика частина роздiлу присвячена дослi-

дженню екстремальних задач для (взагалi кажучи необмежених) гiпер-

сингулярних iнтегральних операторiв. Зокрема, для таких операторiв ми

розв’язуємо задачу Стєчкiна, доводимо точнi нерiвностi типу Островського

i типу Ландау–Колмогорова i знаходимо модуль неперервностi гiперсингу-

лярного оператора.

Гiперсингулярнi iнтегральнi оператори тiсно пов’язанi з операторами

дробового диференцiювання. Екстремальнi задачi теорiї наближення для

таких операторiв для функцiй однiєї i багатьох змiнних дослiджувались

багатьма математиками. У [193, Роздiли 4,5] мiститься огляд вiдомих ре-

зультатiв стосовно нерiвностей типу Ландау–Колмогорова для дробових

похiдних. Ми детальнiше зупинимось на вiдомих точних нерiвностях типу
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Ландау–Колмогорова для функцiй декiлькох змiнних.

Покладемо α = (α1, α2) ∈ (0, 1)2, ε = (ε1, ε2) ∈ {−1, 1}2, для функ-

цiї двох змiнних x i t, s ∈ R покладемо ∆1
tx(u, v) = x(u, v) − x(u + t, v),

∆2
sx(u, v) = x(u, v) − x(u, v + s). У статтi [51] отримано точну нерiвнiсть

типу Колмогорова, що оцiнює мiшану похiдну у сенсi Маршо функцiї двох

змiнних через її рiвномiрну норму i її норму у просторах Гельдера (вiдпо-

вiдний одновимiрний результат мiститься у [152]), тобто оцiнку рiвномiрної

норми величини ˆ ∞

0

ˆ ∞

0

∆1
−ε1t∆

2
−ε2sx(u, v)

t1+α1s1+α2
dtds

через рiвномiрну норму x i норми у просторах Гельдера

∥x∥H1
β1
:= sup

t̸=0

∥∆1
tx∥∞
|t|β1

i ∥x∥H2
β2
:= sup

s̸=0

∥∆2
sx∥∞
|s|β1

.

У [147] i [150] було отримано узагальнення цього результату на випадок

функцiй довiльної d ∈ N кiлькостi змiнних; результати [150], у свою чергу,

було узагальнено у [48], замiною норм у просторах Гельдера на норми, що

задаються модулями неперервностi. Пов’язанi результати мiстяться у [125].

У статтi [37] доведено точнi нерiвностi типу Колмогорова, що оцiнює

рiвномiрну норму гiперсингулярного оператора

f ↦→
ˆ
Rd

f(x)− f(x− ξ)

|ξ|d+α2

Ω

(︃
ξ

|ξ|2

)︃
dξ

через ∥f∥C i ∥f∥Hω , де Ω — це однорiдна степеня 0 функцiя змiнної ξ (яку

називають характеристикою), що є невiд’ємною i iнтегровною на одинич-

нiй сферi. У [191] було отримано точну нерiвнiсть, що оцiнює рiвномiрну

норму цього гiперсингулярного оператора через рiвномiрну норму функцiї

f i величини ∥Ω1/s|∇f |2∥Ls
, s > d, 0 < α < d/s. У статтi [146] аналогiчну

до результатiв [37] нерiвнiсть доведено у випадку знакозмiнної характери-

стики Ω(t1, . . . , tn) = sgn
∏︁n

k=1 tk.

У статтях [137, 204] отримано точнi нерiвностi типу Ландау–Колмого-

рова, що оцiнюють рiвномiрну норму похiдної u′x1 неперервної обмеженої

функцiї u : Rd → R через рiвномiрну норму самої функцiї та рiвномiрну

норму її лапласiана, d ≥ 2.
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Для функцiй двох змiнних вiдомi точнi нерiвностi типу Колмогорова,

що оцiнюють рiвномiрну норму мiшаної похiдної ∂2f
∂x∂y через рiвномiрну нор-

му функцiї i

• рiвномiрнi норми похiдних ∂3f
∂x3 та ∂3f

∂y3 , див. [101];

• рiвномiрнi норми похiдних ∂3f
∂x3 та ∂2f

∂y2 , див. [205];

• рiвномiрнi норми похiдних ∂3f
∂x2∂y та ∂3f

∂x∂y2 , див. [143].

Нерiвностi, що оцiнюють рiвномiрнi норми ”промiжних” похiдних через L2-

норми самих функцiй i їх ”старших” похiдних були отриманi у [65] (функцiї

заданi на Rd або R+×Rd−1). Нерiвностi для L2-норм були отриманi у [167].

У перiодичному випадку нерiвностi, що оцiнюють L2-норми деяких ча-

стинних похiдних функцiй f : Rd → R через рiвномiрнi норми функцiї i її

похiдних ∂rf
∂xri

, i = 1, . . . , d були отриманi у роботах [38–40].

У статтi [148] отримано точну нерiвнiсть типу Колмогорова, що оцiнює

рiвномiрну норму похiдної Рiса порядку α ∈ (0, 1)

f ↦→
ˆ
Rd

f(x)− f(x+ t)

|t|d+α2

dt

через рiвномiрну норму функцiї i Ls-норму |∇f |2, s > d, 0 < α < 1 −
d/s. У [49,149] отримано точнi нерiвностi типу Колмогорова, що оцiнюють

рiвномiрну норму похiдної Рiса порядку α ∈ (0, 2)

f ↦→
ˆ
Rd

2f(x)− f(x− t)− f(x+ t)

|t|d+α2

dt

через рiвномiрну норму функцiї i Ls-норму ∆f , d2 < s ≤ ∞ i 0 < α < 2−d/s.
У [190, 192] цi результати поширенi на функцiї зi скiнченними в iдеальнiй

структурi нормами градiєнта або лапласiана.

Iнша частина цього роздiлу присвячена оптимiзацiї квадратурних фор-

мул для класiв Соболєва багатьох змiнних. Головними результатами у цьо-

му напрямi є асимптотично точнi квадратурнi формули. Ми наведемо деякi

вiдомi результати, у яких знайдено асимптотично точнi методи вiдновлення

iнтеграла.

133



У статтi [22] розглядаються класи Hω
j функцiй f : G ⊂ Rd → R таких,

що |f(x) − f(y)| ≤ ω(ρj(x, y)), j = 1, 2, де ω — це модуль неперервностi,

ρ1(x, y) = maxi=1,...,d |xi − yi|, ρ2(x, y) =
∑︁

i=1,...,d |xi − yi|. На цих класах

отримано асимптотично точнi квадратурнi формули
ˆ
G

P (x)f(x)dx ≈
m∑︂
k=1

ckf(xk) (2.1)

при P ≡ 1, а у випадку ω(t) = tα, α ∈ (0, 1], i при невiд’ємних обмеже-

них вагових функцiй P таких, що множини {x : P (x) ≤ c} є вимiрними

за Жорданом для всiх c ∈ R. У [23] при таких самих обмеженнях на вагу

P асимптотично точнi квадратурнi формули виду (2.1) були отриманi на

класах функцiй, для яких |f(x)− f(y)| ≤ (ρj(x, y))
α, j = 1, 2, 3, та класах

функцiй, для яких |f(x)+ f(y)− 2f((x+ y)/2)| ≤ (ρj(x, y))
α, j = 1, 2, 3, де

ρ3(x, y) =
√︂∑︁d

k=1(xk − yk)2 (при j = 2, 3 у випадку d = 2). У [24] у випад-

ку одиничної ваги асимптотично точнi квадратурнi формули були отриманi

для класу Hω
3 у випадку d = 2, а також асимптотично точнi квадратурнi

формули для аналогiчної задачi на одиничнiй сферi S2 ⊂ R3. Пов’язанi

результати мiстяться у статтях [68, 69]. У [83], зокрема, вивчається асим-

птотична поведiнка величини

inf
S⊂Rd,|S|=n

ˆ
J

min
s∈S

f(∥u− s∥)w(u)du,

яка тiсно пов’язана з питаннями оптимiзацiї квадратурних формул. Тут |S|
позначає кiлькiсть елементiв множини S, f є зростаюча функцiя певного

класу, ∥ · ∥ — деяка норма у Rd, w — неперервна на компактнiй вимiрнiй

множинi J ⊂ Rd функцiя.

2.2 Позначення

Для x, y ∈ Rd позначимо через (x, y) скалярний добуток векторiв x i y.

Нехай K ⊂ Rd — це вiдкрита опукла симетрична вiдносно початку коорди-

нат θ обмежена множина з θ ∈ intK. Позначимо через K сiм’ю усiх таких
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множин K. Для K ∈ K i x ∈ Rd позначимо через |x|K норму елемента x,

що породжена множиною K, тобто

|x|K := inf{λ > 0: x ∈ λK}. (2.2)

Якщо K — це одинична куля у просторi Rd
p, p ∈ [1,∞], то будемо писати

| · |p замiсть |x|K . Для множини K ∈ K, позначимо через K◦ її поляру,

тобто

K◦ =

{︃
y ∈ Rd : sup

x∈K
(x, y) ≤ 1

}︃
.

Добре вiдомо (див., напр. [127, Роздiли 14,15]), що норма | · |K◦ є спряженою

до | · |K тобто

|z|K◦ = sup{(x, z) : |x|K ≤ 1}.

Зокрема, для всiх x, y ∈ Rd, (x, y) ≤ |x|K · |y|K◦.

Нехай задано вiдкриту множину Q ⊂ Rd. Через W 1,p(Q), p ∈ [1,∞],

ми позначаємо простiр Соболєва функцiй f : Q → R таких, що f i усi її

(узагальненi) частиннi похiднi першого порядку належать до Lp(Q). Зафi-

ксуємо деяку множину K ∈ K. Оскiльки усi норми у скiнченно-вимiрному

просторi Rd еквiвалентнi, i |∇f |1 ∈ Lp(Q) для всiх f ∈ W 1,p(Q), то |∇f |K ∈
Lp(Q). Для p ∈ [1,∞] покладемо

WK
p (Q) :=

{︁
f ∈ W 1,p(Q) : ∥|∇f |K◦∥Lp(Q) ≤ 1

}︁
.

Через C ми позначаємо множину усiх вiдкритих конусiв, що породженi

скiнченною кiлькiстю точок, тобто сiм’ю усiх непорожнiх множин вигляду

int

{︄
n∑︂
k=1

ckxk : ck ≥ 0, k = 1, . . . , n

}︄
⊂ Rd

з n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ Rd. Вiдмiтимо, що сiм’я C мiстить простiр Rd як свiй

елемент; крiм того, для кожного C ∈ C i полiтопа K ∈ K (пiд полiтопом

мається на увазi опукла оболонка скiнченної кiлькостi точок з Rd) множина

K ∩ C, також є полiтопом.

Всюди у цьому роздiлi ми вважаємо, що d ≥ 2, p ∈ (d,∞] i p′ є таким,

що p−1 + (p′)−1 = 1. Ми також фiксуємо деякий конус C ∈ C.
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Означення 2.2.1. Непорожню обмежену вiдкриту множину Q ⊂ Rd ми

називаємо допустимою, якщо iснує вкладення простору W 1,p(Q) у про-

стiр неперервних на Q функцiй.

Сiм’я допустимих множин Q є достатньо широкою. Наприклад, усi мно-

жини Q, що задовольняють так званiй умовi конуса (див. роздiл 4 i теоре-

му 4.12 у [1]) є допустимими для вiх p > d. Якщо множина Q є допустимою,

то ми можемо говорити про значення f(x), x ∈ Q, функцiї f ∈ W 1,p(Q).

Для C ∈ C через L1
∞,p(C), p ∈ [1,∞], ми позначаємо множину функ-

цiй f : C → R таких, що f ∈ L∞(C) i всi (узагальненi) частиннi похiднi

першого порядку належать до Lp(C). Для p ∈ [1,∞] i C ∈ C покладемо

WK
∞,p = WK

∞,p(C) :=
{︁
f ∈ L1

∞,p(C) : ∥|∇f |K◦∥Lp(C) ≤ 1
}︁
.

2.3 Наближення необмежених операторiв

У декiлькох наступних пiдроздiлах ми вивчаємо екстремальнi задачi для

гiперсингулярних iнтегральних операторiв DK,w : L
1
∞,p(C) → L∞(C)

(DK,wf)(x) :=

ˆ
C

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt, x ∈ C, (2.3)

обмеженими операторами, де ”радiальна” вага w(|t|K) породжується функ-

цiєю w : (0,∞) → [0,∞) однiєї змiнної, обмеження на яку будуть данi пi-

знiше. Вiдмiтимо, що у випадку, коли K — це евклiдова одинична куля у

Rd, C = Rd i w(t) = t−(d+α), 0 < α < 1, ми отримуємо похiдну Рiса Dα по-

рядку α, див. [129, §26.7]. Варто вiдмiтити, що похiдна Рiса Dα вiдповiдає

(див. [129, §25.4]) дробовому степеню (−∆)α/2 оператора Лапласа.

Результати пiдроздiлiв 2.3, 2.4, 2.5 i 2.6 мiстяться у статтi [21].

Для того, щоб означити класи вагових функцiй, нам потрiбнi декiлька

означень.

Означення 2.3.1. Для 0 ≤ a < b ≤ +∞ i p ∈ [1,∞], позначимо че-

рез Lp(a, b) простiр усiх вимiрних функцiй w : (a, b) → R+ зi скiнченною
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нормою

∥w∥Lp(a,b) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(︂´ b

a t
d−1wp(t)dt

)︂1/p
, p <∞,

ess supt∈(a,b) t
d−1w(t), p = ∞.

Вiдмiтимо, що умова w ∈ Lp(0, 1) у випадку p ∈ [1,∞) гарантує, що

iнтеграл
´
K∩C w

p(|t|K)dt iснує для будь-якого полiтопа K ∈ K i конуса

C ∈ C, див. лему 2.4.3 далi.

Означення 2.3.2. Для h > 0 i p ∈ [1,∞] позначимо через Wp(0, h) про-

стiр усiх невiд’ємних функцiй w : (0, h] → R таких, що w ∈ L1(u, h) для

всiх u ∈ (0, h) i функцiя

gw,h(u) = gw(u) =
1

ud−1

ˆ h

u

w(t)td−1dt (2.4)

належить до Lp(0, h).

Означення 2.3.3. Для h > 0 i p ∈ [1,∞] позначимо через W∗
p (0, h) про-

стiр усiх невiд’ємних функцiй w : (0, h] → R таких, що w ∈ Lp(u, h) для

всiх u ∈ (0, h), для усiх ν достатньо близьких до 1 злiва, функцiя

wν(u) = sup
t∈[νu,u]

|w(t)− w(u)| (2.5)

належить до Wp(0, h), i

lim
ν→1−0

∥gwν ,h∥Lp(0,h) = 0. (2.6)

Можна довести (використовуючи аргументи з доведення леми 2.5.3),

що оператор DK,w з (2.3) є необмеженим, якщо iнтеграл
´∞
0 w(ρ)ρd−1 dρ

розбiгається, i є обмеженим з нормою 2d · meas(K ∩ C)
´∞
0 w(ρ)ρd−1 dρ,

якщо iнтеграл збiгається. У формулюваннях теорем далi ми використову-

ємо функцiю gw,h, яка була визначена у (2.4). Головним результатом цього

пiдроздiлу є така теорема.

Теорема 2.3.1. Нехай p ∈ (d,∞], C ∈ C, K ∈ K — це полiтоп, i w ∈
Wp′(0, 1) ∩ L1(1,∞), або K ∈ K i w ∈ W∗

p′(0, 1) ∩ L1(1,∞). Для всiх

N ∈

⎧⎪⎨⎪⎩(0,∞), DK,w є необмеженим,

(0, ∥DK,w∥) , DK,w є обмеженим,
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нехай hN є таким, що 2d ·meas(K ∩ C)
´∞
hN
w(ρ)ρd−1 dρ = N. Тодi

EN(DK,w,W
K
∞,p) = (d ·meas(K ∩ C))

1
p′ ∥gw,hN∥Lp′(0,hN ).

Крiм того, екстремальним оператором є

(DK,w,hNf)(x) :=

ˆ
C\hNK

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt, x ∈ C. (2.7)

Для того, щоб довести цю теорему, достатньо використати пiдхiд, опи-

саний у Вступi. Точна оцiнка норми рiзницi операторiв DK,w −DK,w,h буде

отримана у пiдроздiлi 2.4. Нерiвнiсть типу Ландау – Колмогорова для опе-

ратора DK,w буде отримана у пiдроздiлi 2.5.

У випадку, коли K є полiтопом, екстремальна послiдовнiсть {xn} може

бути вибраною константною, xn = ψK,w,hN , де функцiї ψK,w,hN визначенi

у (2.23), n ∈ N. У випадку, коли множина K ∈ K є довiльною, можна

розглянути послiдовнiсть функцiй ψKεn ,w,hN , де Kεn ⊂ K — це полiтопи, що

як завгодно точно наближають K, n ∈ N.

2.4 Нерiвнiсть типу Островського

Головним результатом цього пiдроздiлу є така теорема.

Теорема 2.4.1. Нехай p ∈ (d,∞], C ∈ C, K ∈ K — це полiтоп, h > 0 i

f ∈ W 1,p(hK ∩ C). Для кожного w ∈ Wp′(0, h) маємо⃓⃓⃓⃓ˆ
hK∩C

w(|y|K)[f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
≤ (d ·meas(K ∩ C))

1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦∥Lp(hK∩C). (2.8)

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть для функцiй a ·
fe + b, де a, b ∈ R i

fe(y) = fe,h(y) =

ˆ |y|K

0

gp
′−1
w,h (u)du, y ∈ hK ∩ C. (2.9)

Якщо додатково w ∈ W∗
p′(0, h), то нерiвнiсть (2.8) справедлива i точна

для усiх K ∈ K.
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Вiдмiтимо, що вже у випадку w ≡ 1, маємо ∥gw,h∥Lp′(0,h)
→ ∞ при

p → d + 0 (див. теорему 2.7.1, де величина ∥gw,h∥Lp′(0,h)
записана у бiльш

явному виглядi при w ≡ 1). Тому, взагалi кажучи, неможливо написати

нерiвнiсть виду (2.8) при p = d.

2.4.1 Допомiжнi результати

Нам потрiбна така лема, яка випливає з результатiв у [114, Роздiл 6.9].

Лема 2.4.1. Припустимо, що Q ⊂ Rd — це вiдкрита опукла множина,

f ∈ W 1,p(Q) i x, y ∈ Q. Тодi

f(y)− f(x) =

ˆ 1

0

(y − x,∇f [(1− t)x+ ty]) dt.

Ми будемо використовувати такий наслiдок формули (див. напр. [79,

теорема 3.2.12]) коплощi.

Лема 2.4.2. Нехай C ∈ C, K ∈ K — це полiтоп, γ — це грань K ∩C, що

не мiстить початок координат θ, i δ — це вiдстань вiд θ до площини,

що мiстить γ. Покладемо

Γ := conv({θ} ∪ γ). (2.10)

Для всiх h > 0 i iнтегровних g : hK ∩ C → R
ˆ
hΓ

g(x)dx = δ

ˆ h

0

ρd−1

ˆ
γ

g(ρy)dydρ.

Доведення. Нехай n — це одинична зовнiшня нормаль гранi γ. Розглянемо

функцiю u(x) = 1
δ (n, x). Тодi |∇u(x)|2 = 1

δ для всiх x ∈ Rd, γ ⊂ {x ∈
Rd : u(x) = 1}, i використовуючи формулу коплощi, отримаємо
ˆ
hΓ

g(x)dx = δ

ˆ
hΓ

g(x)|∇u(x)|2dx

= δ

ˆ h

0

ˆ
ρ·γ
g(y)dydρ = δ

ˆ h

0

ρd−1

ˆ
γ

g(ρz)dzdρ.
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Лема 2.4.3. Якщо C ∈ C, h > 0, p ∈ [1,∞) i w ∈ Lp(0, h), то для кожного

полiтопа K ∈ Kˆ
hK∩C

wp(|y|K)dy = d ·meas(K ∩ C)
ˆ h

0

wp(t)td−1dt.

Доведення. Нехай γ1, . . . , γk — це усi гранi полiтопа K ∩ C, що не мiстять

початок координат θ, δ1, . . . , δk — це вiдстанi вiд вiдповiдних площин до

початку координат. Покладемо Γs = conv({θ} ∪ γs), s = 1, . . . , k. Викори-

стовуючи лему 2.4.2, отримаємо

ˆ

hK∩C

wp(|x|K)dx =
k∑︂
s=1

ˆ

hΓs

wp(|x|K)dx =
k∑︂
s=1

δs

hˆ

0

ρd−1

ˆ

γs

wp(|ρz|K)dzdρ

=
k∑︂
s=1

d ·meas Γs

hˆ

0

ρd−1wp(ρ)dρ = d ·meas(K ∩ C)
hˆ

0

wp(ρ)ρd−1dρ.

Лема 2.4.4. Нехай K ∈ K — це полiтоп, γ — це його грань, δ — це

вiдстань вiд початку координат θ до площини, що мiстить грань γ, i n

— це одинична зовнiшня нормаль гранi γ. Тодi |n|K◦ = δ.

Доведення. Оскiльки множина K є опуклою, то вона лежить з одного боку

площини, що мiстить γ. Тому

|n|K◦ = sup{(x, n) : |x|K ≤ 1} ≤ δ.

З iншого боку, якщо y ∈ γ, то |y|K = 1 i (y, n) = δ.

Лема 2.4.5. Нехай K ∈ K — це полiтоп, h > 0, p ∈ (d,∞], g ∈ Lp(0, h) i

f(y) =

ˆ |y|K

0

g(u)du, y ∈ hK.

Якщо γ — це грань K з одиничною зовнiшньою нормаллю n, δ — це вiд-

стань мiж початком координат θ i площиною, що мiстить γ, i Γ озна-

чена у (2.10), то для y ∈ inthΓ

∇f(y) = g(|y|K)
δ

· n. (2.11)
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Крiм того, для майже всiх y ∈ hK

|∇f(y)|K◦ = g(|y|K). (2.12)

Якщо p <∞, то f ∈ W 1,p(hK).

Доведення. Вiдмiтимо, що для всiх y ∈ inthΓ,

|y|K =
1

δ
(y, n). (2.13)

Нехай n = (n1, . . . , nd) i для j ∈ {1, . . . , d}, ej — це j-ий елемент звичайного

базису у Rd. Використовуючи (2.13), отримаємо

∂f

∂xj
(y) = lim

η→0

1

η

ˆ |y+ηej |K

|y|K
g(u)du = lim

η→0

1

η

ˆ |y|K+η
δnj

|y|K
g(u)du = g(|y|K) ·

nj
δ
.

З цього випливає (2.11), i використовуючи лему 2.4.4, отримаємо (2.12). З

леми 2.4.3 випливає, що |∇f(·)|K◦ ∈ Lp(hK), якщо p <∞.

Лема 2.4.6. Нехай задано C ∈ C, p ∈ (d,∞], полiтоп K ∈ K, h > 0 i

f ∈ W 1,p(hK ∩ C). Для кожного w ∈ Wp′(0, h) маємо
ˆ
hK∩C

ˆ 1

0

w(|y|K)|y|K |∇f(ty)|K◦dtdy =

ˆ
hK∩C

|∇f(y)|K◦gw,h(|y|K)dy.
(2.14)

Доведення. Нехай γ, n, δ i Γ такi ж як i у лемi 2.4.2. Роздiлимо множину

hK∩C на симплекси hΓ i перетворимо кожен з доданкiв, якi ми отримаємо

з лiвої частини (2.14).
ˆ
hΓ

ˆ 1

0

w(|y|K)|y|K |∇f(ty)|K◦dtdy

(лема 2.4.2) = δ

ˆ
γ

ˆ h

0

ˆ 1

0

w(|ρz|K)ρd−1|ρz|K |∇f(ρtz)|K◦dtdρdz

(замiна t =
s

ρ
; вiдмiтимо, що |ρz|K = ρ для всiх z ∈ γ)

= δ

ˆ
γ

ˆ h

0

ˆ ρ

0

w(ρ)ρd−1|∇f(sz)|K◦dsdρdz

(змiна порядку iнтегрування у внутрiшнiх iнтегралах)
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= δ

ˆ
γ

ˆ h

0

|∇f(sz)|K◦

ˆ h

s

w(ρ)ρd−1dρdsdz

= δ

ˆ h

0

sd−1

ˆ
γ

|∇f(sz)|K◦gw,h(|sz|K)dzds

(лема 2.4.2) =
ˆ
hΓ

|∇f(y)|K◦gw,h(|y|K)dy.

Додаючи усi такi доданки, отримаємо необхiдне.

Нам буде потрiбна така технiчна лема, яка дозволить переносити ре-

зультати з полiтопiв Kε ∈ K на довiльнi множини K ∈ K.

Лема 2.4.7. Нехай C ∈ C, p ∈ (d,∞], K ∈ K, h > 0, f ∈ W 1,p(hK ∩ C)
i w ∈ W∗

p′(0, h). Для кожного ε > 0 виберемо полiтоп Kε ∈ K, K ⊃ Kε

такий, що

max

{︃
sup
x∈K

inf
y∈Kε

|x− y|2, sup
x∈Kε

inf
y∈K

|x− y|2
}︃
< ε. (2.15)

Тодi при ε→ 0

ˆ
hKε∩C

[w(|y|Kε
)− w(|y|K)][f(y)− f(θ)]dy → 0 (2.16)

i ˆ
h(K\Kε)∩C

w(|y|K)[f(y)− f(θ)]dy → 0. (2.17)

Доведення. Спочатку доведемо (2.16). Оскiльки θ ∈ intKε i Kε ⊂ K, то

iснує ν = ν(ε) ∈ (0, 1) таке, що для всiх y ∈ K,

ν|y|Kε
≤ |y|K ≤ |y|Kε

,

i ν(ε) → 1 при ε→ 0. Крiм того, оскiльки Kε ⊂ K, маємо K◦
ε ⊃ K◦, i тому

|y|K◦
ε
≤ |y|K◦, y ∈ Rd. (2.18)

Використовуючи лему 2.4.1, отримаємо⃓⃓⃓⃓ˆ
hKε∩C

[w(|y|Kε
)− w(|y|K)][f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
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=

⃓⃓⃓⃓ˆ
hKε∩C

[w(|y|Kε
)− w(|y|K)]

ˆ 1

0

(y,∇f(ty))dtdy
⃓⃓⃓⃓

≤
ˆ
hKε∩C

ˆ 1

0

|w(|y|Kε
)− w(|y|K)||y|Kε

|∇f(ty)|K◦
ε
dtdy

≤
ˆ
hKε∩C

ˆ 1

0

wν(|y|Kε
)|y|Kε

|∇f(ty)|K◦
ε
dtdy,

де wν означено у (2.5). Використовуючи лему 2.4.6 i нерiвнiсть Гельдера,

отримаємо оцiнку⃓⃓⃓⃓ˆ
hKε∩C

[w(|y|Kε
)− w(|y|K)][f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
≤ ∥|∇f |K◦

ε
∥Lp(hKε∩C) ∥gwν ,h(| · |Kε

)∥Lp′(hKε∩C) .

Застосовуючи нерiвнiсть (2.18), лему 2.4.3 i припущення (2.6), отримаємо

необхiдне. Далi ми доводимо (2.17).⃓⃓⃓⃓ˆ
h(K\Kε)∩C

w(|y|K)[f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
≤
ˆ 1

0

ˆ
h(K\Kε)∩C

w(|y|K)|y|K |∇f(ty)|K◦dydt

≤
ˆ 1

0

(︃ˆ
h(K\Kε)∩C

(w(|y|K)|y|K)p
′
dy

)︃ 1
p′
(︃ˆ

h(K\Kε)∩C
|∇f(ty)|pK◦dy

)︃ 1
p

dt

=

(︃ˆ
h(K\Kε)∩C

(w(|y|K)|y|K)p
′
dy

)︃ 1
p′
ˆ 1

0

t−
d
p

(︃ˆ
ht(K\Kε)∩C

|∇f(z)|pK◦dz

)︃ 1
p

dt.

Оскiльки p > d, а отже −d
p > −1, i measht(K \Kε) ≤ meash(K \Kε) → 0,

при ε→ 0, ми отримаємо

ˆ 1

0

t−
d
p

(︃ˆ
ht(K\Kε)∩C

|∇f(z)|pK◦dz

)︃ 1
p

dt→ 0, при ε→ 0.

Множина h(K \Kε) вiддiлена вiд θ для всiх достатньо малих ε > 0, тому´
h(K\Kε)∩C(w(|y|K)|y|K)

p′dy є збiжним, оскiльки w ∈ Lp′(η, h) для кожного

η > 0.
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2.4.2 Доведення теореми 2.4.1

Доведення. Спочатку доведемо твердження теореми у випадку, коли K —

це полiтоп. Використовуючи леми 2.4.1 i 2.4.6, а також нерiвнiсть Гельдера,

отримаємо⃓⃓⃓⃓ˆ
hK∩C

w(|y|K)[f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓⃓ˆ
hK∩C

w(|y|K)
ˆ 1

0

(y,∇f(ty))dtdy
⃓⃓⃓⃓

≤
ˆ
hK∩C

ˆ 1

0

w(|y|K)|y|K |∇f(ty)|K◦dtdy =

ˆ
hK∩C

|∇f(y)|K◦gw,h(|y|K)dy

≤ ∥ |∇f |K◦ ∥Lp(hK∩C) ∥gw,h(| · |K)∥Lp′(hK∩C) , (2.19)

i нерiвнiсть (2.8) випливає з леми 2.4.3.

Той факт, що функцiя fe з (2.9) належить класуW 1,p(hK∩C), випливає

з рiвностi (p′ − 1)p = p′ i лем 2.4.3 i 2.4.5.

Для того, щоб довести, що функцiя fe перетворює нерiвнiсть (2.8) у

рiвнiсть, розглянемо нерiвностi, якi були використанi у процесi доведення.

Перш за все вiдмiтимо, що всерединi кожної з множин int Γ, якi розбивають

множину hK ∩ C (див. лему 2.4.2), згiдно з лемою 2.4.5, маємо

(y,∇fe(ty)) = (y, n)
gp

′−1
w,h (|ty|K)

δ
= |y|K · |∇fe(ty)|K◦,

а отже перша з нерiвностей у (2.19) перетворюється на рiвнiсть на функ-

цiї fe. Крiм того, оскiльки p(p′ − 1) = p′, то використовуючи лему 2.4.5,

отримаємо |∇fe(y)|pK◦ = gp
′

w,h(|y|K), i отже i друга нерiвнiсть у (2.19) також

перетворюється на рiвнiсть для функцiї fe. Тому функцiя fe (а отже i функ-

цiї a · f + b для будь-яких a, b ∈ R) перетворює нерiвнiсть (2.8) на рiвнiсть.

Теорему доведено у випадку, коли K — це полiтоп.

Нехай тепер w ∈ W∗
p′(0, h) i K — це довiльна множина з K. Для ε > 0

виберемо полiтоп Kε ∈ K, K ⊃ Kε такий, що виконується нерiвнiсть (2.15).

Для довiльного f ∈ W 1,p(hK ∩ C)⃓⃓⃓⃓ˆ
hK∩C

w(|y|K)[f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓⃓ˆ
hKε∩C

w(|y|Kε
)[f(y)− f(θ)]dy

+

ˆ
hKε∩C

[w(|y|K)− w(|y|Kε
)][f(y)− f(θ)]dy
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+

ˆ
h(K\Kε)∩C

w(|y|K)[f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
. (2.20)

Використовуючи нерiвностi (2.18) i (2.8), ми отримаємо при ε→ 0⃓⃓⃓⃓ˆ
hKε∩C

w(|y|Kε
)[f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
≤ (d ·meas(Kε ∩ C))

1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦
ε
∥Lp(hKε∩C)

≤ (d ·meas(Kε ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦∥Lp(hKε∩C)

= (1 + o(1)) (d ·meas(K ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦∥Lp(hK∩C). (2.21)

Враховуючи лему 2.4.7, отримаємо, що другий i третiй доданки у правiй

частинi (2.20) прямують до нуля при ε→ 0. Тому ми отримуємо, що нерiв-

нiсть (2.8) виконується для довiльної функцiї f ∈ W 1,p(hK ∩C). Для того,

щоб довести точнiсть нерiвностi (2.8), достатньо вiдмiтити, що у (2.21) при

f = fe ми отримуємо⃓⃓⃓⃓ˆ
hKε∩C

w(|y|Kε
)[f(y)− f(θ)]dy

⃓⃓⃓⃓
= (1 + o(1)) (d ·meas(K ∩ C))

1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦∥Lp(hK∩C),

i тому константу у правiй частинi (2.8) не можна зробити меншою.

2.5 Нерiвностi типу Ландау–Колмогорова

Головним результатом цього пiдроздiлу є наступнi двi теореми, що дають

точнi нерiвностi типу Ландау–Колмогорова у адитивнiй i мультиплiкатив-

нiй формi.

Теорема 2.5.1. Нехай задано p ∈ (d,∞], C ∈ C, полiтоп K ∈ K, h > 0,

w ∈ Wp′(0, h) ∩ L1(h,∞). Для кожної функцiї f ∈ L1
∞,p(C) маємо

∥DK,wf∥L∞(C) ⩽ (d ·meas(K ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

· ∥|∇f |K◦∥Lp(C)

+ 2d ·meas(K ∩ C)
(︃ˆ ∞

h

w(ρ)ρd−1 dρ

)︃
∥f∥L∞(C). (2.22)
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Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть для функцiй a·ψ,

де a ∈ R i

ψ(t) = ψK,w,h(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2

´ h
0 g

p′−1
w,h (u)du−

´ |t|K
0 gp

′−1
w,h (u)du, |t|K ⩽ h,

−1
2

´ h
0 g

p′−1
w,h (u)du, |t|K > h.

(2.23)

Якщо додатково w ∈ W∗
p′(0, h), то нерiвнiсть (2.22) справедлива i точна

для довiльного K ∈ K.

Якщо додатково вага w є степеневою функцiєю, то з теореми 2.5.1 отри-

маємо нерiвнiсть типу Ландау–Колмогорова у мультиплiкативнiй формi.

Теорема 2.5.2. Нехай p ∈ (d,∞], C ∈ C, K ∈ K, i

w(t) =
1

td+γ
, t > 0, з 0 < γ < 1− d

p
. (2.24)

Тодi для кожної f ∈ L1
∞,p(C) маємо

∥DK,wf∥L∞(C) ⩽
Xp′ + Y Z

X(p′−1)α · Z1−α · ∥f∥1−αL∞(C) · ∥|∇f |K◦∥αLp(C)
, (2.25)

де α = pγ
p−d, X = (d ·meas(K ∩ C))

1
p′ ∥gw,1∥Lp′(0,1)

,

Y = 2d ·meas(K ∩ C)
ˆ ∞

1

w(ρ)ρd−1dρ =
2d ·meas(K ∩ C)

γ

i Z = 1
2

´ 1

0 g
p′−1
w,1 (u)du. Нерiвнiсть є точною. Якщо K — це полiтоп, то

для кожного h > 0 вона перетворюється на рiвнiсть на функцiї ψK,w,h
означенiй у (2.23).

Доведення цих результатiв буде дано у наступних пунктах цього пiд-

роздiлу.

2.5.1 Допомiжнi результати

Лема 2.5.1. Нехай задано 0 < h < H, w ∈ L1(h,H), множини Kε ∈ K,

ε ∈ [0, 1] є такими, що Kε1 ⊂ Kε2 при ε1 < ε2, i A ⊂ Rd — це вимiрна

множина така, що |t|Kε
∈ [h,H] для всiх t ∈ A i ε ∈ [0, 1]. Тодi для
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кожного γ > 0 iснує ν > 0 таке, що для всiх ε ∈ [0, 1] i B ⊂ A з measB <

ν маємо ˆ
B

w(|t|Kε
)dt < γ.

Доведення. Оскiльки Kε ∈ K i K0 ⊂ Kε ⊂ K1 для всiх ε ∈ [0, 1], то iснують

0 < r < R такi, що Br ⊂ Kε ⊂ BR, для всiх ε ∈ [0, 1], де Br i BR це кулi у

Rd з центром в точцi θ i радiусами r i R вiдповiдно.

Доведемо спочатку, що усi функцiї w(| · |Kε
) є iнтегровними на A, ε ∈

[0, 1].

Вiдмiтимо, що для кожного ε > 0 функцiя t ↦→ |t|Kε
: Rd → R є лiпши-

цевою. Дiйсно, для кожних t, s ∈ Rd, |t|Kε
= |t− s+ s|Kε

≤ |t− s|Kε
+ |s|Kε

,

i, використовуючи еквiвалентнiсть норм у скiнченно-вимiрних просторах,

|t|Kε
− |s|Kε

≤ |t− s|Kε
≤ C|t− s|2

з деякою константою C > 0. Мiняючи мiсцями t i s, отримаємо необхiдне.

За теоремою Радемахера, градiєнт ∇|·|Kε
iснує майже всюди. Для кожного

θ ̸= x ∈ Rd такого, що ∇|x|Kε
iснує, покладемо v = x

|x|2 . Тодi

|∇|x|Kε
|2 ≥ (∇|x|Kε

, v) = lim
s→0

|x+ s · v|Kε
− |x|Kε

s
≥ 1

R
. (2.26)

Використовуючи формулу коплощi i (2.26), маємо
ˆ
A

w(|t|Kε
)dt ≤ R

ˆ
A

w(|t|Kε
)|∇|t|Kε

|2dt

≤ R

ˆ H

h

ˆ
|s|Kε=ρ

w(|s|Kε
)dsdρ = R ·meas ∂Kε

ˆ H

h

w(ρ)ρd−1dρ, (2.27)

звiдки випливає iнтегровнiсть функцiї w(| · |Kε
). Використовуючи абсолю-

тну неперервнiсть iнтеграла, для кожного γ > 0 iснує ν0(γ) > 0 таке, що´
B w(|t|K0

)dt < γ як тiльки measB ≤ ν0(γ).

ОскiлькиK0 ⊂ Kε для всiх ε ∈ [0, 1] iKε ∈ K, то iснує β ∈ (0, 1] таке, що

β|t|K0
≤ |t|Kε

≤ |t|K0
для всiх t ∈ Rd. Для кожного ε ∈ [0, 1] i ρ з одиничної

сфери Sd−1 простору Rd, покладемо α(ρ, ε) = |ρ|Kε

|ρ|K0
. Тодi 1 ≥ α(ρ, ε) ≥ β > 0

для всiх ρ ∈ Sd−1 i ε ∈ [0, 1].
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Нехай B ⊂ A — це вимiрна множина. Для ρ ∈ Sd−1 i ε ∈ [0, 1], позна-

чимо через l(B; ρ, ε) множину значень |t|Kε
для точок t ∈ B, що належать

променю з початком у θ i напрямком ρ.

Нехай ε ∈ [0, 1]. Разом з множиною B, розглянемо множину Bε таку, що

l(Bε; ρ, ε) = α(ρ, ε)l(B; ρ, ε) для кожного ρ ∈ Sd−1. Тодi measBε ≤ measB

i
ˆ
B

w(|t|Kε
)dt =

ˆ
Sd−1

ˆ
l(B;ρ,ε)

sd−1w(s)dsdρ

=

ˆ
Sd−1

ˆ
α(ρ,ε)l(B;ρ,ε)

ud−1

αd(ρ, ε)
w

(︃
u

α(ρ, ε)

)︃
dudρ

≤ 1

βd

ˆ
Sd−1

ˆ
l(Bε;ρ,ε)

ud−1w

(︃
u

α(ρ, ε)

)︃
dudρ =

1

βd

ˆ
Bε

w(|t|K0
)dt.

Тому для кожного γ > 0 i ε ∈ [0, 1], маємо
ˆ
B

w(|t|Kε
)dt ≤ 1

βd

ˆ
Bε

w(|t|K0
) ≤ γ,

як тiльки measB < ν0(γ · βd).

Лема 2.5.2. Нехай задано множину K ∈ K. Для кожного ε ∈ (0, 1] вибе-

ремо полiтоп Kε ∈ K так, що Kε ⊃ K i виконується нерiвнiсть (2.15).

Якщо Kε1 ⊂ Kε2 при ε1 < ε2, h > 0 i w ∈ L1(h,+∞), то
ˆ
Rd\hKε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt = o(1) при ε→ 0.

Доведення. Для зручностi покладемо K0 = K. Оскiльки w ∈ L1(h,+∞),

то ˆ ∞

H

w(r)rd−1dr = o(1) при H → ∞. (2.28)

Для всiх H > h,
ˆ
Rd\hKε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt

=

ˆ
HKε\hKε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt+

ˆ
Rd\HKε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt

≤
ˆ
HKε\hKε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt+

ˆ
Rd\HK

w(|t|K)dt+
ˆ
Rd\HKε

w(|t|Kε
)dt.
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Використовуючи (2.28) i аналогiчнi до доведення (2.27) аргументи, можна

показати, що останнi два доданки прямують до 0 при H → ∞ рiвномiрно

по ε. Тому для довiльного γ > 0 можна обрати H так, щоб сума двох

останнiх доданкiв була менша за γ при ε ∈ [0, 1].

Зафiксуємо це число H i оцiнимо зверху перший доданок. Використо-

вуючи теорему Лузiна, знайдемо неперервну на A :=
[︁
h, supt∈HK1\hK |t|K

]︁
функцiю w, яка вiдрiзняється вiд w на такiй множинi E ⊂ A, що

meas ∂K1

ˆ
E

sd−1ds < ν,

де, використовуючи лему 2.5.1, ν > 0 обрано так, щоб
´
B w(|t|Kε

)dt < γ

для всiх ε ∈ [0, 1] i всiх вимiрних множинах B ⊂ HK1 \ hK, для яких

справедлива нерiвнiсть measB < 2ν. Для ε ∈ [0, 1] покладемо Eε := {t ∈
HK1\hK : |t|Kε

∈ E}. Оскiльки множиниKε вкладенi i опуклi, то meas ∂Kε

є неспадною функцiєю ε ∈ [0, 1], див. напр. [61, §7]. Тодi для всiх ε ∈ [0, 1],

measEε =

ˆ
E

meas ∂(sKε)ds =

ˆ
E

sd−1meas ∂Kεds

≤ meas ∂K1

ˆ
E

sd−1ds < ν. (2.29)

Для кожного ε ∈ (0, 1], маємо
ˆ
HKε\hKε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt

≤
ˆ
(HKε\hKε)\(E0∪Eε)

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt+

ˆ
E0∪Eε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt

≤
ˆ
HK1\hK

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt+

ˆ
E0∪Eε

w(|t|K)dt+
ˆ
E0∪Eε

w(|t|Kε
)dt.

Згiдно з вибором ν i (2.29), маємо
ˆ
E0∪Eε

w(|t|K)dt+
ˆ
E0∪Eε

w(|t|Kε
)dt ≤ 2γ

для всiх ε ∈ [0, 1]. Оскiльки w є неперервною на компактнiй множинi A,

то вона рiвномiрно неперервна на нiй. Тому iснує δ > 0 таке, що |w(t1) −
w(t2)| < γ

measHK1\hK , якщо |t1 − t2|2 < δ. Для всiх малих ε > 0 маємо
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||t|K − |t|Kε
| < δ для кожного t ∈ HK1 \ hK, тому для такого ε маємо

ˆ
HKε\hKε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt < γ.

З цього випливає необхiдне.

Лема 2.5.3. Нехай C ∈ C, h > 0, K ∈ K i w ∈ L1(h,+∞). Тодi оператор

DK,w,h : L∞(C) → L∞(C)

визначений у (2.7) є обмеженим i

∥DK,w,h∥ = 2d ·meas(K ∩ C)
ˆ ∞

h

ω(ρ)ρd−1 dρ.

Якщо f ∈ L∞(C) є такою, що DK,w,hf є неперервною у точцi θ i така,

що f(θ) = ∥f∥L∞(C) i f(x) = −∥f∥L∞(C) для всiх x ∈ C \ hK, то

∥DK,w,hf∥L∞(C) = DK,w,hf(θ). (2.30)

Доведення. Спочатку доведемо, що лема справедлива для полiтопаK. Для

f ∈ L∞(C) i x ∈ C

|DK,w,hf(x)| =
⃓⃓⃓⃓ ˆ

C\hK
w(|t|K)(f(x)− f(x+ t)) dt

⃓⃓⃓⃓
⩽ 2∥f∥L∞(C)

ˆ
C\hK

w(|t|K) dt. (2.31)

Розiб’ємо множину hK ∩ C на симплекси hΓi, i = 1, . . . , n, i через Ci по-

значимо конус, що вiдповiдає hΓi. Як i у доведеннi леми 2.4.3 маємо
ˆ
C\hK

w(|t|K) dt =
n∑︂
i=1

ˆ
Ci\hΓi

w(|t|K) dt =
n∑︂
i=1

δi

ˆ ∞

h

ρd−1

ˆ
γi

w(|yρ|K) dy

=
n∑︂
i=1

δi ·meas Γi

ˆ ∞

h

ρd−1w(ρ) dρ = d ·meas(K ∩ C)
ˆ ∞

h

ρd−1w(ρ) dρ.

Використовуючи (2.31), отримаємо нерiвнiсть

∥DK,w,hf∥L∞(C) ⩽ 2∥f∥L∞(C)d ·meas(K ∩ C)
ˆ ∞

h

ρd−1w(ρ) dρ. (2.32)
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Легко побудувати приклад функцiї f , для якої виконуються описанi в умовi

леми властивостi (функцiї визначенi у (2.23) є такими при додатковому

припущеннi стосовно w, див. лему 2.5.4 нижче). Рiвнiсть (2.30) може бути

отримана безпосереднiми обчисленнями.

Нехай теперK — це довiльна множина з K. ПокладемоK0 = K i вибере-

мо сiм’ю Kε ∈ K полiтопiв, ε ∈ (0, 1], якi задовольняють умовам леми 2.5.2.

Для всiх f ∈ L∞(C) i x ∈ C,

|DK,w,hf(x)| =
⃓⃓⃓⃓ ˆ

C\hK
w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt

⃓⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓⃓ ˆ
C\hKε

w(|t|Kε
)(f(x)− f(x+ t))dt

+

ˆ
h(Kε\K)∩C

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt

+

ˆ
C\hKε

(w(|t|K)− w(|t|Kε
))(f(x)− f(x+ t))dt

⃓⃓⃓⃓
.

Далi ми оцiнимо кожний з доданкiв у правiй частинi цiєї рiвностi.

Використовуючи нерiвнiсть (2.32), маємо при ε→ 0⃓⃓⃓⃓ ˆ
C\hKε

w(|t|Kε
)(f(x)− f(x+ t)) dt

⃓⃓⃓⃓
⩽ 2∥f∥L∞(C)d ·meas(Kε ∩ C)

ˆ ∞

h

ρd−1w(ρ) dρ

= (1 + o(1))2∥f∥L∞(C)d ·meas(K ∩ C)
ˆ ∞

h

ρd−1w(ρ) dρ.

Крiм того, нерiвнiсть в цiй формулi стає рiвнiстю, якщо f = fε — це екстре-

мальна для полiтопа Kε функцiя. Використовуючи лему 2.5.1, отримаємо,

що при ε→ 0⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ ˆ

h(Kε\K)∩C

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ ≤ 2∥f∥L∞(C)

ˆ

h(Kε\K)

w(|t|K)dt = o(1).

Нарештi, використовуючи лему 2.5.2, маємо⃓⃓⃓⃓ ˆ
C\hKε

(w(|t|K)− w(|t|Kε
))(f(x)− f(x+ t))dt

⃓⃓⃓⃓
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≤ 2∥f∥L∞(C)

ˆ
Rd\hKε

|w(|t|K)− w(|t|Kε
)|dt = o(1) при ε→ 0.

Зауваження 2.5.1. У доведеннi оцiнки знизу у випадку довiльного K ∈
K, ми наближали K сiм’єю полiтопiв Kε, якi мiстили K. Якщо w ∈
L1(h − ν,∞) для деякого ν > 0, то аналогiчнi мiркуваннi можуть бути

застосованi до сiм’ї полiтопiв Kϵ ⊂ K, якi апроксимують K.

Лема 2.5.4. Нехай задано C ∈ C, p ∈ (d,∞], полiтоп K ∈ K, h > 0 i

w ∈ Wp′(0, h)∩L1(h,∞). Тодi DK,wψ i DK,w,hψ неперервнi в точцi θ, де ψ

означено у (2.23).

Доведення. Функцiя ψ є неперервною на Rd, i оскiльки вона є константою

ззовнi компактної множини, то ψ є рiвномiрно неперервною на Rd. Якщо

ε > 0 i δ > 0 обрано так, що |ψ(x) − ψ(y)| < ε як тiльки |x − y|2 < δ, то

для всiх |z|2 < δ

|DK,w,hψ(θ)−DK,w,hψ(z)|

=

⃓⃓⃓⃓ ˆ
C\hK

w(|t|K)(ψ(θ)− ψ(t)− ψ(z) + ψ(t+ z))dt

⃓⃓⃓⃓
≤
⃓⃓⃓⃓ ˆ

C\hK
w(|t|K)(ψ(θ)− ψ(z))dt

⃓⃓⃓⃓
+

⃓⃓⃓⃓ ˆ
C\hK

w(|t|K)(ψ(t+ z)− ψ(t))dt

⃓⃓⃓⃓
≤ 2ε

ˆ
C\hK

w(|t|K)dt,

звiдки випливає неперервнiсть DK,w,hψ у точцi θ.

Для того, щоб довести неперервнiсть DK,wψ в θ, достатньо довести не-

перервнiсть (DK,w − DK,w,h)ψ в θ. Застосовуючи теорему 2.4.1 до функцiї

ψ(·)− ψ(·+ z), z ∈ hK ∩ C, отримаємо

|(DK,w −DK,w,h)ψ(θ)− (DK,w −DK,w,h)ψ(z)|

≤ ∥ |∇ψ(·)−∇ψ(·+ z)|K◦ ∥Lp(hK∩C) ∥gw,h(| · |K)∥Lp′(hK∩C) → 0 при z → θ.
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2.5.2 Доведення теореми 2.5.1

Доведення. Для кожної функцiї f ∈ L1
∞,p(C)

∥DK,wf∥L∞(C) ⩽ ∥DK,wf −DK,w,hf∥L∞(C) + ∥DK,w,hf∥L∞(C).

Для всiх y ∈ C, використовуючи теорему 2.4.1, маємо

|DK,wf(y)−DK,w,hf(y)| =
⃓⃓⃓⃓ ˆ

hK∩C
w(|t|K)(f(y)− f(y + t))dt

⃓⃓⃓⃓
⩽ (d ·meas(K ∩ C))

1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦∥Lp(y+hK∩C)

≤ (d ·meas(K ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦∥Lp(C),

i тому

∥DK,wf −DK,w,hf∥L∞(C) ≤ (d ·meas(K ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦∥Lp(C).

З цiєї нерiвностi i леми 2.5.3, отримуємо нерiвнiсть (2.22).

Далi ми доводимо її точнiсть. Спершу розглянемо випадок, коли K ∈ K
є полiтопом. Розглянемо функцiю визначену у (2.23). Вiдмiтимо, що

ψ(θ) =
1

2

ˆ h

0

gp
′−1
w,h (u)du = ∥ψ∥L∞(C) = ∥ψ∥L∞(Rd),

i ψ(t) = −∥ψ∥L∞(C) для всiх t ∈ C \ hK. Тому згiдно з лемами 2.5.3 i 2.5.4

маємо

∥DK,w,hψ∥L∞(C) = DK,w,hψ(θ).

Крiм того, звуження ψ на hK∩C є екстремальною у теоремi 2.4.1 функцiєю,

а тому

(DK,w −DK,w,h)ψ(θ) = (d ·meas(K ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇ψ|K◦∥Lp(C).

Використовуючи лему 2.5.4, отримаємо необхiдне.

Нехай тепер K ∈ K — це довiльна множина. З умови теореми випли-

ває, що w ∈ L1(ν,∞) для всiх ν > 0. Розглянемо монотонну за включенням

сiм’ю полiтопiв Kε ⊂ K, якi скiльки завгодно точно наближають K. З те-

ореми 2.4.1, випливає, що сiм’я функцiй ψKε,w,h визначених у (2.23) (бiльш
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точно, сiм’я їх звужень на hK ∩C) є екстремальною сiм’єю для оператора

DK,w −DK,w,h. Використовуючи зауваження 2.5.1, отримаємо, що та ж са-

ма сiм’я є екстремальною для оператора DK,w,h. Звiдси випливає точнiсть

нерiвностi (2.22).

2.5.3 Доведення теореми 2.5.2

Нам потрiбна така лема, яка, зокрема, показує, що теорему 2.5.1 можна

застосовувати для ваги w, що визначена у (2.24).

Лема 2.5.5. Нехай p > d, h > 0, i w є невiд’ємною i такою, що w(t) · td+α

є обмеженою на (0, h) для деякого 0 < α < 1 − d
p . Тодi w ∈ Wp′(0, h).

Функцiя w(t) = 1
td+α належить до класу W∗

p′(0, h).

Доведення. Наступнi нерiвностi справедливi для деяких чисел C1, C2 > 0

ˆ h

0

gp
′

w,h(u)u
d−1du =

ˆ h

0

(︃
1

ud−1

ˆ h

u

w(t)td−1dt

)︃p′
ud−1du

≤ C1

ˆ h

0

(︃
1

ud−1

ˆ h

u

1

t1+α
dt

)︃p′
ud−1du = C2

ˆ h

0

(︃
u−α − h−α

ud−1

)︃p′
ud−1du

= C2

ˆ h

0

(︁
u−α − h−α

)︁p′
u(1−p

′)(d−1)du <∞,

оскiльки

(1− p′)(d− 1)− αp′ > d− 1− p′d+ p′ − p′ +
p′d

p
= −1.

Для доведення останнього твердження леми, достатньо зауважити, що

sup
s∈[tν,t]

|w(t)− w(s)| = 1

td+α
·
(︃
1− 1

νd+α

)︃
.

Нарештi, ми доводимо теорему 2.5.2.

Доведення. Iдея доведення теореми 2.5.2 полягає в наступному. Перш за

все, лема 2.5.5 показує, що використовуючи однорiднiсть функцiї w, нерiв-

нiсть з теореми 2.5.1 може бути переписаною так.

∥DK,wf∥L∞(C) ⩽ X∥|∇f |K◦∥Lp(C)h
1+β+ d

p′ + Y ∥f∥L∞(C)h
d+β, (2.33)
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де β := −(d+ γ). Обираючи

h =

(︃ ∥f∥L∞(C)

∥|∇f |K◦∥Lp(C)
· X

p′−1

Z

)︃ p
p−d

(2.34)

у нерiвностi (2.33), отримаємо необхiдне. У випадку, коли K — це полiтоп,

безпосереднi обчислення показують, що нерiвнiсть перетворюється на рiв-

нiсть для функцiй (2.23). У випадку довiльної множини K ∈ K, точнiсть

нерiвностi (2.25) може бути отримана апроксимацiєю множини K полiто-

пами.

Для функцiї w з (2.24) маємо w(hs) = hβw(s) для всiх h, s > 0. Тому

для функцiї gw,h з (2.4), маємо

gw,h(h · u) = 1

(hu)d−1

ˆ h

hu

w(t)td−1dt =
1

(hu)d−1

ˆ 1

u

w(hs)(hs)d−1d(hs)

=
h1+β

ud−1

ˆ 1

u

w(s)sd−1ds = h1+βgw,1(u), u ∈ [0, 1],

∥gw,h∥p
′

Lp′(0,h)
=

ˆ h

0

gp
′

w,h(u)u
d−1du =

ˆ 1

0

gp
′

w,h(hv)(hv)
d−1d(hv)

= h(1+β)p
′+d

ˆ 1

0

gp
′

w,1(v)v
d−1dv = h(1+β)p

′+d∥gw,1∥p
′

Lp′(0,1)
, (2.35)

ˆ h

0

gp
′−1
w,h (u)du =

ˆ 1

0

gp
′−1
w,h (hv)d(hv) = h(1+β)(p

′−1)+1

ˆ 1

0

gp
′−1
w,1 (v)dv (2.36)

i ˆ ∞

h

w(ρ)ρd−1dρ = hd+β
ˆ ∞

1

w(r)rd−1dr =
hd+β

γ
. (2.37)

Тому нерiвнiсть з теореми 2.5.1 може бути переписаною у виглядi (2.33).

Виберемо h згiдно з (2.34) i використовуючи рiвностi

1−
(︃
1 + β +

d

p′

)︃
· p

p− d
=
p− d−

(︂
p+ pβ + p

p′d
)︂

p− d
= −pβ + pd

p− d
= α,

отримаємо

∥DK,wf∥L∞(C) ≤ X∥|∇f |K◦∥Lp(C)

(︃ ∥f∥L∞(C)

∥|∇f |K◦∥Lp(C)
· X

p′−1

Z

)︃1−α
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+Y ∥f∥L∞(C)

(︃ ∥f∥L∞(C)

∥|∇f |K◦∥Lp(C)
· X

p′−1

Z

)︃−α

=
Xp′ + Y Z

X(p′−1)α · Z1−α∥f∥
1−α
L∞(C)∥|∇f |K◦∥αLp(C)

,

що доводить (2.25).

Нехай K — це полiтоп. Покажемо, що нерiвнiсть (2.25) стає рiвнiстю

для кожної функцiї ψK,w,h з (2.23). Використовуючи (2.36), отримаємо

∥ψK,w,h∥L∞(C) = ψK,w,h(θ) =
1

2

ˆ h

0

gp
′−1
w,h (u)du = h(1+β)(p

′−1)+1Z. (2.38)

З лем 2.4.3 i 2.4.5 i рiвностi (2.35) отримуємо

∥|∇ψK,w,h|K◦∥Lp(C) =

(︃ˆ
hK∩C

g
(p′−1)p
w,h (|y|K)dy

)︃1/p

=

(︃ˆ
hK∩C

gp
′

w,h(|y|K)dy
)︃1/p

=
(︂
d ·meas(K ∩ C)∥gw,h∥p

′

Lp′(0,h)

)︂1/p
=
(︂
d ·meas(K ∩ C)h(1+β)p′+d∥gw,1∥p

′

Lp′(0,1)

)︂1/p
= X

p′
p h

(1+β)p′+d
p = Xp′−1h

(1+β)p′+d
p . (2.39)

Оскiльки функцiя ψK,w,h є екстремальною у теоремi 2.5.1, то використову-

ючи (2.37) отримаємо

∥DK,wψK,w,h∥L∞(C) = X∥|∇ψK,w,h|K◦∥Lp(C)h
1+β+ d

p′ + Y ∥ψK,w,h∥L∞(C)h
d+β

= Xp′h1+β+
d
p′+

(1+β)p′+d
p + Y Zhd+β+(1+β)(p′−1)+1 = (Xp′ + Y Z)hd+(1+β)p′.

(2.40)

Використовуючи останнi три рiвностi i безпосереднi обчислення, отримає-

мо, що (2.25) перетворюється на рiвнiсть на кожнiй функцiї ψK,w,h.
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2.6 Модуль неперервностi оператора i вiднов-

лення оператора за неточними даними

Нагадаємо, що функцiя

Ω(δ) := sup
f∈WK

∞,p

∥f∥L∞(C)⩽δ

∥Dw,Kf∥L∞(C), δ ⩾ 0,

називається модулем неперервностi оператора Dw,K на множинi WK
∞,p. За-

дача знаходження величини Ω(δ) є абстрактною версiєю задачi про нерiв-

ностi типу Ландау–Колмогорова. Iншою пов’язаною задачею є така. Нехай

O — це множина усiх операторiв A : L∞(C) → L∞(C) i R ⊂ O. Для δ ⩾ 0

покладемо

Eδ(R) = inf
T∈R

sup
f∈WK

∞,p, g∈L∞(C)

∥f−g∥L∞(C)⩽δ

∥DK,wf − Tg∥L∞(C). (2.41)

Задача оптимального вiдновлення оператора DK,w за допомогою мето-

дiв з класу R на множинi елементiв WK
∞,p, якi вiдомi з похибкою δ, полягає

у знаходженнi величини (2.41) i оптимального методу вiдновлення T , якщо

вiн iснує.

Позначимо через L множину усiх обмежених лiнiйних операторiв

T : L∞(C) → L∞(C).

Наступний результат показує зв’язок мiж цими екстремальними задачами.

Теорема 2.6.1. Нехай задано C ∈ C, p ∈ (d,∞], полiтоп K ∈ K, h > 0 i

w ∈ Wp′(0, h) ∩ L1(h,∞). Тодi

Eδh(O) = Eδh(L) = Ω(δh) = (d ·meas(K ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

+ 2d ·meas(K ∩ C)
(︃ˆ ∞

h

w(ρ)ρd−1 dρ

)︃
δh, (2.42)

де функцiя gw,h означена у (2.4) i

δh =
1
2

´ h
0 g

p′−1
w,h (u)du(︂

d ·meas(K ∩ C)∥gw,h∥p
′

Lp′(0,h)

)︂1/p .
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Якщо w ∈ W∗
p′(0, h), то рiвнiсть (2.42) виконується для всiх K ∈ K.

Якщо вага w означена у (2.24), то для всiх δ > 0

Eδ(O) = Eδ(L) = Ω(δ) =
Xp′ + Y Z

X(p′−1)α · Z1−α · δ1−α, (2.43)

де числа X, Y, Z i α означенi у теоремi 2.5.2.

Ця теорема випливає з загальних результатiв стосовно зв’язку мiж цими

естремальними задачами, див. напр. [144, теорема 7.1.2]. Для повноти, ми

даємо безпосереднє доведення цiєї теореми.

Доведення. Припустимо, що K — це полiтоп. Спочатку ми доводимо твер-

дження стосовно функцiї Ω. Той факт, що Ω(δh) i Ω(δ) у лiвих части-

нах (2.42) i (2.43) меншi або дорiвнюють вiдповiдних правих частин ви-

пливає з теорем 2.5.1 i 2.5.2 вiдповiдно.

Для кожного h > 0, функцiя

ψK,w,h =
ψK,w,h

∥|∇ψK,w,h|K◦∥Lp(hK∩C)

є екстремальною у нерiвностi (2.22), де ψK,w,h означена у (2.23). Крiм того,

∥|∇ψK,w,h|K◦∥Lp(C) = ∥|∇ψK,w,h|K◦∥Lp(hK∩C) = 1,

i використовуючи першi три рiвностi у (2.39), маємо ∥ψK,w,h∥L∞(C) = δh,

звiдки випливає остання рiвнiсть у (2.42).

Нехай w — це функцiя (2.24) i β = −(d+γ). Тодi показники справа (2.38)

i (2.40) є рiзними, а тому для кожного δ > 0 можна знайти ν, h > 0 такi, що

для функцiї f = νψK,w,h маємо ∥f∥L∞(C) = δ i ∥|∇f |K◦∥Lp(C) = 1. Оскiльки

кожна така функцiя f є екстремальною у (2.25), то це доводить останню

рiвнiсть у (2.43).

Позначимо через 0 функцiю, що тотожно дорiвнює нулю. Для кожного

δ > 0 i T ∈ O,

sup
f∈WK

∞,p, g∈L∞(C)

∥f−g∥L∞(C)⩽δ

∥DK,wf − Tg∥L∞(C) ≥ sup
f∈WK

∞,p,∥f∥L∞(C)⩽δ
∥DK,wf − T0∥L∞(C)
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= sup
f∈WK

∞,p,∥f∥L∞(C)⩽δ
max

{︁
∥DK,wf − T0∥L∞(C), ∥DK,w(−f)− T0∥L∞(C)

}︁
≥ 1

2
sup

f∈WK
∞,p,∥f∥L∞(C)⩽δ

(︁
∥DK,wf − T0∥L∞(C) + ∥DK,wf + T0∥L∞(C)

)︁
≥ sup

f∈WK
∞,p,∥f∥L∞(C)⩽δ

∥DK,wf∥L∞(C) = Ω(δ),

i тому

Eδ(O) ≥ Ω(δ). (2.44)

З iншого боку, для кожних h, δ > 0,

Eδ(O) ≤ Eδ(L) ≤ sup
f∈WK

∞,p

∥DK,wf −DK,w,hf∥L∞(C) + ∥DK,w,h∥ · δ

= (d ·meas(K ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

+2d·meas(K∩C)
(︃ˆ ∞

h

w(ρ)ρd−1 dρ

)︃
δ,

(2.45)

що разом з (2.44) завершує доведення (2.42).

У випадку ваги w з (2.24), обираючи у (2.45)

h =

(︃
δ · X

p′−1

Z

)︃ p
p−d

,

i застосовуючи аналогiчнi обчислення як i у доведеннi теореми 2.5.2, отри-

маємо Eδ(O) ≤ Ω(δ), що разом з (2.44) закiнчує доведення (2.43).

Випадок довiльної множини K ∈ K може бути доведеним наближенням

множини K полiтопами.

2.7 Оптимальне вiдновлення iнтеграла з оди-

ничною вагою

Результати пунктiв 2.7.2 i 2.7.3 мiстяться у статтi [20], а пункту 2.7.4 — у

статтi [108].
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2.7.1 Позначення i необхiднi допомiжнi твердження

В цьому пiдроздiлi ми розглядаємо задачу оптимiзацiї квадратурних фор-

мул на класi WK
p (Q) (див. пiдроздiл 2.2) у випадку, коли K = □ d

1, де

для h > 0 позначено □ d
h := (−h, h)d. У цьому випадку |x|K = |x|∞ =

max{|x1|, . . . , |xd|} i |x|K◦ = |x|1 = |x1| + . . . + |xd|. Клас WK
p (Q) перетво-

рюється на клас W∞
p (Q) := {f ∈ W 1,p(Q) : ∥ |∇f |1 ∥p ≤ 1}, p ∈ (d,∞].

Ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення оператора

Int f =

ˆ
Q

f(x)dx, f ∈ W∞
p (Q),

де множинаQ є допустимою у сенсi означення 2.2.1. Для фiксованого n ∈ N
ми розглядаємо множину In iнформацiйних операторiв

If = (f(x1), . . . , f(xn)), x1, . . . , xn ∈ Q. (2.46)

Для деякого скорочення позначень у цьому пiдроздiлi ми будемо писа-

ти En(W
∞
p (Q)) замiсть E(Int,W∞

p (Q), In,R) (див. постановку задачi опти-

мального вiдновлення на ст. 34). Вiдмiтимо, що у цьому випадку достатньо

розглядати тiльки лiнiйнi методи вiдновлення iнтеграла. Iснування опти-

мальних лiнiйних методiв вiдновлення вiдоме у багатьох ситуацiях, див.

напр. [198] або [169, §1.3]. Застосовуючи теорему 2.4.1 до одиничної ваги w,

ми отримаємо такий результат.

Теорема 2.7.1. Нехай задано p ∈ (d,∞] i f ∈ W 1,p(□ d
h). Тодi⃓⃓⃓⃓

⃓
ˆ
□ d

h

f(y)dy − (2h)df(0)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ c(d, p) · h1+

d
p′ ∥ |∇f |1 ∥Lp(□ d

h)
,

де

c(d, p) :=
1

d

⃦⃦⃦⃦
1

| · |d−1
∞

− | · |∞
⃦⃦⃦⃦
Lp′(□

d
1)

. (2.47)

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть для функцiї

fe,h(y) =

ˆ |y|∞

0

⃓⃓⃓⃓
hd−1

ud−1
− u

h

⃓⃓⃓⃓p′−1

du. (2.48)
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Нехай задано x1, . . . , xn ∈ Q i h > 0. Функцiя fe,h, яка означена у (2.48),

визначена на межi ∂□ d
h i є константою там. Тому її можна неперервно

продовжити на весь простiр Rd: вважаємо fe,h(y) рiвною її значенню на

межi □ d
h для всiх y /∈ □ d

h. Для кожного y ∈ Rd, покладемо

fh(x1, . . . , xn; y) := min
k=1,...,n

fe,h(y − xk). (2.49)

Легко бачити, що fh(x1, . . . , xn; y) ∈ W 1,p(Q) для всiх p ∈ (d,∞].

2.7.2 Випадок областi складеної з кубiв

Означення 2.7.1. Ми будемо казати, що область Q ⊂ Rd складена з

n ∈ N кубiв, якщо iснує h > 0 i точки x1, . . . , xn такi, що куби

Ck := {x ∈ Rd : |x− xk|∞ < h},

k = 1, . . . , n, попарно не перетинаються i meas [Q∆
⋃︁n
k=1Ck] = 0.

Головним результатом цього пункту є така теорема.

Теорема 2.7.2. Нехай задано d ∈ N, область Q ⊂ Rd, що складена з n

кубiв з центрами x̄k, k = 1, . . . , n, i p ∈ (d;∞]. Тодi

En

(︁
W∞

p (Q)
)︁
=
c(d, p)

n
1
d

[︃
measQ

2d

]︃ 1
d+

1
p′

,

де константа c(d, p) визначена у теоремi 2.7.1. Оптимальним набором

iнформацiйних вузлiв є множина {x̄k}nk=1, а оптимальним методом вiд-

новлення є

Φ̃(f(x1), . . . , f(xn)) =
measQ

n

n∑︂
k=1

f(xk).

Її доведення буде дано у наступних пiдпунктах.

2.7.2.1 Допомiжнi твердження

Лема 2.7.1. Нехай задано область R ⊂ Rd, що складена з n кубiв □ d
h,k, з

довжиною ребер h > 0 i центрами x̄k, k = 1, . . . , n. Нехай також R ⊂ Q
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i x1, . . . , xn ∈ Q. Тодi
ˆ
Q

fh(x1, . . . , xn; y)dy ≥
ˆ
Q

fh(x̄1, . . . , x̄n; y)dy ≥ 0 (2.50)

i для всiх p ∈ (d,∞]

∥ |∇fh(x1, . . . , xn)|1 ∥Lp(Q) ≤ ∥ |∇fh(x̄1, . . . , x̄n)|1 ∥Lp(Q). (2.51)

Доведення. Спочатку доведемо нерiвнiсть (2.50). Для кожного λ ≥ 0 i до-

вiльних x1, . . . , xn ∈ Q, розглянемо множину

S(x1, . . . , xn;λ) := {y ∈ Q : fh(x1, . . . , xn; y) ≤ λ}.

Згiдно з означенням функцiї fh(x1, . . . , xn; y), ми отримуємо, що множина

S(x1, . . . , xn;λ) є перетином множини Q з об’єднанням n кубiв з центрами

в точках xk, k = 1, . . . , n, i рiвними довжинами ребер (довжина ребер є

зростаючою функцiєю λ). Крiм того, якщо

λ0 := inf{λ ≥ 0: measS(x̄1, . . . , x̄n;λ) = measR},

то куби з центрами у x̄1, . . . , x̄n, якi визначають множину S(x̄1, . . . , x̄n;λ)

попарно не перетинаються для всiх λ < λ0 i S(x̄1, . . . , x̄n;λ) = Q для λ ≥ λ0.

З цього випливає, що для всiх λ ≥ 0

measS(x̄1, . . . , x̄n;λ) ≥ measS(x1, . . . , xn;λ),

а тому

meas{y ∈ Q : fh(x1, . . . , xn; y) > λ} = measQ−measS(x1, . . . , xn;λ)

≥ measQ−measS(x̄1, . . . , x̄n;λ) = meas{y ∈ Q : fh(x̄1, . . . , x̄n; y) > λ}.

З останньої нерiвностi випливає перша нерiвнiсть у (2.50) (див. напр. [134,

§1.1]). Друга нерiвнiсть у (2.50) випливає з невiд’ємностi функцiй fh.

Далi доведемо нерiвнiсть (2.51). Для k = 1, . . . , n, покладемо

Ak := {x ∈ Q : |x− xk|∞ < |x− xs|∞, ∀s ̸= k} .
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З означення функцiї fh(x1, . . . , xn) випливає, що

fh(x1, . . . , xn;x) = fe,h(x− xk)

на Bk := {x ∈ Ak : |x− xk|∞ < h}, k = 1, . . . , n, i

|∇fh(x1, . . . , xn;x)|1 = 0 (2.52)

майже всюди на Q \ (
⋃︁n
k=1Bk). Для всiх k = 1, . . . , n,

∥ |∇fh(x1, . . . , xn; ·)|1 ∥Lp(Bk) = ∥ |∇fe,h(· − xk)|1 ∥Lp(Bk) ≤ ∥ |∇fe,h(·)|1 ∥Lp(□ d
h)

= ∥ |∇fe,h(· − x̄k)|1 ∥Lp(□ d
h,k)

= ∥ |∇fh(x̄1, . . . , x̄n; ·)|1 ∥Lp(□ d
h,k)
.

Останнi спiввiдношення разом з (2.52) доводять нерiвнiсть (2.51). Лему

доведено.

Лема 2.7.2. Нехай задано d ∈ N, область Q ⊂ Rd, що складається з

n кубiв □k з центрами x̄k, k = 1, . . . , n, i p ∈ (d;∞]. Тодi для всiх f ∈
W 1,p(Q)⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ
Q

f(x)dx− measQ

n

n∑︂
k=1

f(x̄k)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤ c(d, p)

n
1
d

[︃
measQ

2d

]︃ 1
d+

1
p′

∥ |∇f |1∥Lp(Q),

де константа c(d, p) означена у теоремi 2.7.1. Нерiвнiсть є точною.Вона

перетворюється на рiвнiсть для функцiй a · fh(x̄1, . . . , x̄n), де a ∈ R, h =

1
2

(︂
measQ
n

)︂ 1
d

, а функцiя fh(x̄1, , . . . , , x̄n) означена у (2.49).

Доведення. Застосовуючи теорему 2.7.1 для кожного з кубiв □k, маємо⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ
Q

f(x)dx− measQ

n

n∑︂
k=1

f(x̄k)

⃓⃓⃓⃓
⃓

≤ c(d, p)

[︄
1

2

(︃
measQ

n

)︃ 1
d

]︄p′+d
p′ n∑︂

k=1

∥ |∇f |1∥Lp(□k)

≤ c(d, p)

n
1
d+

1
p′

[︃
measQ

2d

]︃ 1
d+

1
p′
(︄

n∑︂
k=1

∥ |∇f |1∥pLp(□k)

)︄ 1
p

· n
1
p′

=
c(d, p)

n
1
d

[︃
measQ

2d

]︃ 1
d+

1
p′

∥ |∇f |1∥Lp(Q).
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Нерiвнiсть доведено. Крiм того, з означень функцiй fh(x̄1, . . . , x̄n) i екстре-

мальних функцiй у теоремi 2.7.1, ми отримаємо, що ця нерiвнiсть перетво-

рюється на рiвнiсть для функцiї fh(x̄1, . . . , x̄n), а тому i для усiх функцiй

a · fh(x̄1, . . . , x̄n), a ∈ R.

2.7.2.2 Доведення теореми 2.7.2

Доведення. Використовуючи лему 2.7.2, маємо

inf
x1,...,xn∈Q

inf
Φ: Rn→R

sup
f∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓ˆ
Q

f(x)dx− Φ(f(x1), . . . , f(xn))

⃓⃓⃓⃓

≤ sup
f∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ
Q

f(x)dx− measQ

n

n∑︂
k=1

f(x̄k)

⃓⃓⃓⃓
⃓

≤ sup
f∈W∞

p (Q)

c(d, p)

n
1
d

[︃
measQ

2d

]︃ 1
d+

1
p′

∥ |∇f |1∥Lp(Q) =
c(d, p)

n
1
d

[︃
measQ

2d

]︃ 1
d+

1
p′

.

З iншого боку, використовуючи лему 2.7.1 з R = Q i h = 1
2

(︂
measQ
n

)︂ 1
d

,

отримаємо для всiх x1, . . . , xn ∈ Q i всiх c1, . . . , cn ∈ R

sup
f∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ
Q

f(x)dx−
n∑︂
k=1

ckf(xk)

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≥ sup

f∈W∞
p (Q),

f(xk)=0, k=1,...,n

⃓⃓⃓⃓ ˆ
Q

f(x)dx

⃓⃓⃓⃓

≥ 1

∥ |∇fh(x1, . . . , xn)|1 ∥Lp(Q)

ˆ
Q

fh(x1, . . . , xn;x)dx

≥ 1

∥ |∇fh(x̄1, . . . , x̄n)|1 ∥Lp(Q)

ˆ
Q

fh(x̄1, . . . , x̄n;x)dx

(лема 2.7.2) =
c(d, p)

n
1
d

[︃
measQ

2d

]︃ 1
d+

1
p′

.

Нарештi, беручи до уваги iснування оптимального лiнiйного методу вiд-

новлення i довiльнiсть точок x1, . . . , xn ∈ Q i коефiцiєнтiв c1, . . . , cn ∈ R,

отримаємо оцiнку для En

(︁
W∞

p (Q)
)︁

знизу, що завершує доведення теоре-

ми.
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2.7.3 Випадок опуклої областi

Далi ми розглядаємо випадок, коли область Q є обмеженою вiдкритою

опуклою множиною. Кожна така множина є вимiрною за Жорданом (див.

напр. [84, Роздiл 1, теорема 5]). Крiм того, опуклi множини задовольняють

умову конуса, а тому є допустимими в сенсi означення 2.2.1.

Ми будемо використовувати конструкцiю iнформацiйних вузлiв схожу

на ту, яка використовувалась у [22,23].

Для скiнченної множини A, через |A| будемо позначати кiлькiсть її

елементiв. Для h > 0, розглянемо решiтку Λ у Rd, що породжена векторами

(2h, 0, 0, . . . , 0), (0, 2h, 0, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 2h) ∈ Rd.

Через Pk(h) ми позначаємо куби 2hk + [0, 2h]d, k ∈ Zd; їх об’єм дорiвнює

(2h)d. ЧерезA(h) (B(h)), позначимо множину усiх кубiв Pk(h) якi мiстяться

у Q (вiдповiдно мають непорожню множину внутрiшнiх точок з Q). Нехай

a(h) (b(h)) — це множина центрiв кубiв з A(h) (вiдп. B(h)). Оскiльки Q є

вимiрною за Жорданом, то limh→0 |A(h)| · (2h)d = limh→0 |B(h)| · (2h)d =

measQ або, що еквiвалентно,

|A(h)| = measQ

(2h)d
+o

(︃
1

hd

)︃
i |B(h)| = measQ

(2h)d
+o

(︃
1

hd

)︃
при h→ 0. (2.53)

Зафiксуємо число n ∈ N. Покладемо

hn :=
1

2

(︃
measQ

n

)︃ 1
d

. (2.54)

Згiдно з (2.53)

|A(hn)| = n+ o(n) i |B(hn)| = n+ o(n) при n→ ∞. (2.55)

Для кожного куба P з множини B(3hn), оберемо точку z вiдповiдно

до такого правила: z — це центр куба P , якщо цей центр належить до

a(hn); у iншому випадку, z — це довiльна точка множини P ∩ a(hn), якщо

цей перетин непорожнiй; в протилежному випадку, z — це довiльна вну-

трiшня точка перетину Q ∩ P . Позначимо через S1(n) множину обраних
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таким чином точок z. З (2.53) випливає, що для числа |S1(n)| виконується

спiввiдношення

|S1(n)| =
n

3d
+ o(n), при n→ ∞. (2.56)

Оскiльки для всiх n ∈ N, a(3hn) ⊂ a(hn), ми отримуємо

|S1(n) \ a(hn)| ≤ |B(3hn)| − |A(3hn)| = o(n), при n→ ∞. (2.57)

Позначимо через S2(n) довiльну пiдмножину множини a(hn) \ S1(n), що

мiстить n−|S1(n)| точок (для достатньо великих n це число додатне; якщо

|a(hn) \ S1(n)| ≤ n − |S1(n)|, то за означенням S2(n) := a(hn) \ S1(n)).

Позначимо S(n) := S1(n) ∪ S2(n).

Нехай S(n) = {x∗1, . . . , x∗|S(n)|}. Для кожного k = 1, . . . , |S(n)|, розгляне-

мо множину

Vk = Vk(n) := {x ∈ Q ∩ P (3hn;x∗k) : |x− x∗k|∞ < |x− x∗s|∞, s ̸= k},

де P (3hn;x∗k) — це куб з B(3hn), що мiстить x∗k. Тодi множини Vk попарно

не перетинаються. Крiм того,
⋃︁|S(n)|
k=1 Vk ⊂ Q i meas

(︂
Q \

⋃︁|S(n)|
k=1 Vk

)︂
= 0.

Покладемо

c∗k := measVk, k = 1, . . . , |S(n)|. (2.58)

Наступне твердження мiстить деякi властивостi множин S(n) i Vk.

Лема 2.7.3. Нехай задано вимiрну за Жорданом множину Q ⊂ Rd, до-

статньо велике n ∈ N, i число hn, що задовольняє рiвностi (2.54). Вико-

нуються такi властивостi:

1. S(n) ⊂ Q i |S(n)| ≤ n.

2. Якщо x ∈ Vk, то |x− x∗k|∞ ≤ 6hn.

3. Позначимо через Rn об’єднання кубiв P ∈ A(hn) з центрами, що

належать множинi S(n). Тодi measRn = measQ+o(1) при n→ ∞.

4. Для кожного куба P ∈ B(hn) маємо |P ∩ S(n)| ≤ 1.
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5. Якщо x ∈ S(n) ∩ Vk є центром куба P ∈ A(hn), то P = Vk ∩Rn.

6. Покладемо Uk := Vk \Rn. Тодi meas
⋃︁|S(n)|
k=1 Uk = o(1), n→ ∞.

Доведення. Нехай n обрано настiльки великим, що |S1(n)| ≤ n (це можли-

во через (2.56)). Властивостi 1 i 4 випливають з означення множини S(n),

Властивiсть 2 випливає з означення множини Vk, оскiльки Vk ⊂ P (3hn;x
∗
k).

Властивiсть 5 виконується, оскiльки згiдно з побудовою множини S(n),

для кожного куба P з B(3hn) або P ∩S(n) ⊂ a(hn) (i тодi Rn∩P складено

з |P ∩ S(n)| кубiв з центрами, що породжують власнi множини Vk), або

|P ∩ S(n)| = 1, P ∩ a(hn) = ∅, i, отже, P ∩Rn = ∅.
З (2.55) i (2.57) випливає, що |a(hn) ∩ S(n)| = n + o(n), n → ∞. Тому

measRn = n(1 + o(1))(2hn)
d = measQ + o(1) при n → ∞, i властивiсть 3

доведено. Властивiсть 6 випливає з властивостi 3. Лему доведено.

Головним результатом цього пiдроздiлу є така теорема, що дає асимпто-

тично оптимальний розв’язок задачi оптимального вiдновлення iнтеграла.

Теорема 2.7.3. Нехай задано d ∈ N, p ∈ (d,∞], i обмежену вiдкриту

опуклу множину Q. Тодi

En

(︁
W∞

p (Q)
)︁
= c(d, p)

(︃
measQ

2d

)︃ 1
d+

1
p′

· 1 + o(1)

n
1
d

, n→ ∞,

де константа c(d, p) означена у теоремi 2.7.1. Асимптотично оптималь-

ною iнформацiйною множиною є множина S(n). Асимптотично опти-

мальним методом вiдновлення є

Φ̃n(f(x1), . . . , f(x|S(n)|)) =

|S(n)|∑︂
k=1

c∗kf(xk),

де вага c∗k означено у (2.58).

Її доведення випливає з лем 2.7.4–2.7.6, якi наведено нижче.

Зауваження 2.7.1. Вiдмiтимо, що у випадку p = ∞ це твердження

мiститься у [22, Теорема 3].
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2.7.3.1 Допомiжнi результати

Оцiнку знизу (для довiльної допустимої жорданової множини Q) дає на-

ступна лема.

Лема 2.7.4. Нехай d ∈ N, p ∈ (d,∞] i задано допустиму вимiрну за

Жорданом множину Q. Тодi

En

(︁
W∞

p (Q)
)︁
≥ c(d, p)

(︃
measQ

2d

)︃ 1
d+

1
p′

· 1 + o(1)

n
1
d

, n→ ∞.

Доведення. Множину Rn було визначено у властивостi 3 леми 2.7.3. Ви-

користовуючи аргументи подiбнi до тих, що були використанi у доведеннi

оцiнки знизу у теоремi 2.7.2 (лема 2.7.1 має бути використаною для областi

R = Rn), отримаємо нерiвнiсть

En

(︁
W∞

p (Q)
)︁
≥ c(d, p)

n
1
d

[︃
measRn

2d

]︃ 1
d+

1
p′

=
c(d, p)

n
1
d

[︃
measQ+ o(1)

2d

]︃ 1
d+

1
p′

= c(d, p)

(︃
measQ

2d

)︃ 1
d+

1
p′

· 1 + o(1)

n
1
d

, n→ ∞.

Лему доведено.

Наступна лема дає оцiнку зверху для довiльної допустимої жорданової

областi Q.

Лема 2.7.5. Нехай d ∈ N, p ∈ (d,∞], i задано допустиму вимiрну за

Жорданом множину Q. Тодi

En

(︁
W∞

p (Q)
)︁
≤ sup

f∈W∞
p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ |S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Uk

[f(x)− f(x∗k)]dx

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

+ c(d, p)

(︃
measQ

2d

)︃ 1
d+

1
p′

· 1 + o(1)

n
1
d

, n→ ∞,

де множини Uk визначенi у властивостi 6 леми 2.7.3.

Доведення. Дiйсно,

En

(︁
W∞

p (Q)
)︁
= inf

x1,...,xn∈Q
inf

Φ: Rn→R
sup

f∈W∞
p (Q)

⃓⃓⃓⃓ ˆ
Q

f(x)dx− Φ(f(x1), . . . , f(xn))

⃓⃓⃓⃓
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≤ sup
f∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ˆ

Q

f(x)dx−
|S(n)|∑︂
k=1

c∗kf(x
∗
k)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ = sup

f∈W∞
p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ |S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Vk

[f(x)− f(x∗k)]dx

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

≤ sup
f∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓|S(n)|∑︂
k=1

ˆ

Vk∩Rn

[f(x)− f(x∗k)]dx

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓+ sup

f∈W∞
p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓|S(n)|∑︂
k=1

ˆ

Uk

[f(x)− f(x∗k)]dx

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ .

З леми 2.7.2, властивостi 5 леми 2.7.3, i (2.57) випливає, що

sup
f∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ |S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Vk∩Rn

[f(x)− f(x∗k)]dx

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤ c(d, p)

n
1
d · (1 + o(1))

[︃
measRn

2d

]︃ 1
d+

1
p′

= c(d, p)

(︃
measQ

2d

)︃ 1
d+

1
p′

· 1 + o(1)

n
1
d

, n→ ∞.

Лему доведено.

Лема 2.7.6. Нехай d ∈ N, p ∈ (d,∞], i задано обмежену вiдкриту опуклу

область Q. Тодi

sup
f∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Uk

(f(x)− f(x∗k))dx

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ = o

(︂
n−

1
d

)︂
, n→ ∞. (2.59)

Доведення. Використовуючи лему 2.4.1 i той факт, що Q є опуклою обла-

стю, отримаємо такi оцiнки для довiльної функцiї f ∈ W∞
p (Q):⃓⃓⃓⃓

⃓⃓ |S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Uk

[f(x)− f(x∗k)]dx

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Uk

ˆ 1

0

(x− x∗k,∇f(x∗k + t(x− x∗k)))

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ dtdx

≤
|S(n)|∑︂
k=1

ˆ 1

0

ˆ
Uk

|x− x∗k|∞ · |∇f(x∗k + t(x− x∗k))|1dxdt

≤
|S(n)|∑︂
k=1

ˆ 1

0

(︃ˆ
Uk

|x− x∗k|p
′

∞dx

)︃ 1
p′

·
(︃ˆ

Uk

|∇f(x∗k + t(x− x∗k))|
p
1dx

)︃ 1
p

dt

≤ 6hn

|S(n)|∑︂
k=1

(measUk)
1
p′ ·

ˆ 1

0

(︃ˆ
Uk

|∇f(x∗k + t(x− x∗k))|
p
1dx

)︃ 1
p

dt. (2.60)

Для кожного k = 1, . . . , |S(n)|, покладемо ψk,t(x) := tx + (1 − t)x∗k.

Роблячи замiну y = ψk,t(x), отримаємо

ˆ 1

0

(︃ˆ
Uk

|∇f(x∗k + t(x− x∗k))|
p
1dx

)︃ 1
p

dt =

ˆ 1

0

(︄ˆ
ψk,t(Uk)

|∇f(y)|p1t−ddy

)︄ 1
p

dt
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=

ˆ 1

0

t−
d
p

(︄ˆ
ψk,t(Uk)

|∇f(y)|p1dy

)︄ 1
p

dt.

Кожна з множин Vk є опуклою, оскiльки за означенням для кожного k =

1, . . . , |S(n)|, Vk є перетином опуклої множини Q i декiлькох пiв просторiв.

Тому для кожного t ∈ [0, 1] i k = 1, . . . , |S(n)|, ψk,t(Uk) ⊂ Vk. Оскiльки

p > d, то

ˆ 1

0

t−
d
p

(︄ˆ
ψk,t(Uk)

|∇f(y)|p1dx

)︄ 1
p

dt ≤
ˆ 1

0

t−
d
pdt

(︃ˆ
Vk

|∇f(y)|p1dx
)︃ 1

p

=
p

p− d

(︃ˆ
Vk

|∇f(y)|p1dx
)︃ 1

p

.

Використовуючи цю нерiвнiсть i (2.60), отримаємо⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ |S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Uk

[f(x)− f(x∗k)]dx

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤ 6phn

p− d

|S(n)|∑︂
k=1

(measUk)
1
p′ ·
(︃ˆ

Vk

|∇f(y)|p1dx
)︃ 1

p

≤ 6phn
p− d

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

measUk

⎞⎠ 1
p′

·

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Vk

|∇f(y)|p1dx

⎞⎠ 1
p

=
6phn
p− d

(measQ \Rn)
1
p′ ·
(︃ˆ

Q

|∇f(y)|p1dx
)︃ 1

p

≤ 6phn
p− d

(measQ \Rn)
1
p′ .

Рiвнiсть (2.54) i властивiсть 3 у лемi 2.7.3 дають

6phn
p− d

(measQ \Rn)
1
p′ = o

(︂
n−

1
d

)︂
, n→ ∞.

Лему доведено.

2.7.4 Випадок зiрчатої областi

Обмежену вiдкриту множину Q ⊂ Rd будемо називати зiрчатою вiдно-

сно кулi B (або просто зiрчатою), якщо для всiх x ∈ Q i y ∈ B вiдрiзок

xy належить Q. Неважко перевiрити, що внутрiшнiсть замикання зiрчатої

множини Q спiвпадає з Q. З цього випливає, що замикання Q є несиме-

тричним зiрчатим тiлом вiдповiдно до [84, Означення I.2.2], тому функцiя
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вiдстанi множини Q є неперервною (див. [84, Теорема I.2.2]), а отже Q є

вимiрною за Жорданом (див. доведення [84, Теорема I.1.5]). Крiм того, лег-

ко бачити, що зiрчата множина задовольняє умову конуса, а тому кожна

функцiя f з W∞
p (Q) має неперервне представлення.

Метою даного пункту є доведення того факту, що теорема 2.7.3 викону-

ється i у випадку зiрчатої множини Q. Беручи до уваги леми 2.7.4 i 2.7.5,

для цього достатньо довести, що лема 2.7.6 є справедливою для зiрчатих

множин Q.

Вiдмiтимо, що оскiльки множини Vk, k = 1, . . . , |S(n)|, взагалi кажу-

чи, не є опуклими, ми не можемо безпосередньо застосувати лему 2.4.1

до рiзниць f(x) − f(x∗k) пiд iнтегралами у (2.59). Ми визначимо функцiї

pk : Uk → Q, k = 1, . . . , |S(n)| такi, що обидва вiдрiзки xpk(x) i pk(x)x∗k бу-

дуть належати множинi Q i при цьому вони будуть ”не набагато довшi” за

вiдрiзок xx∗k. Як тiльки така побудова зроблена, то ми зможемо записати

нерiвнiсть

|f(x)− f(x∗k)| ≤ |f(x)− f(pk(x))|+ |f(pk(x))− f(x∗k)|,

i застосувати лему 2.4.1 для того, щоб вiд значень функцiї f перейти до

значень її градiєнта. Це дозволить отримати оцiнку для величини (2.59) у

термiнах ∥ |∇f |1 ∥Lp(Q) i сумарної мiри множин Uk, що, у свою чергу, буде

використано при доведеннi узагальнення леми 2.7.6 на випадок зiрчатої

множини Q.

2.7.4.1 Допомiжнi результати

Нам будуть потрiбнi такi леми.

Лема 2.7.7. Нехай задано множини Tk ⊂ Uk i функцiї ϕk : Tk → Q такi,

що множини ϕk(Tk) є вимiрними, k = 1, . . . , |S(n)|. Припустимо, що iснує

число c > 0 таке, що |ϕk(x) − x∗k|∞ ≤ c|x − x∗k|∞ для всiх x ∈ Tk, k =

1, . . . |S(n)|. Тодi iснує число C > 0, що не залежить вiд n i таке, що для
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всiх iнтегровних на Q функцiй g

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
ϕk(Tk)

|g(x)|dx ≤ C

ˆ
Q

|g(x)|dx.

Доведення. Якщо числа 1 ≤ k1 < k2 ≤ |S(n)| i точки x ∈ Tk1 i y ∈ Tk2 є та-

кими, що z = ϕk1(x) = ϕk2(y), то, використовуючи властивiсть 2 леми 2.7.3,

отримаємо

|x∗k1 − x∗k2|∞ ≤ |x∗k1 − z|∞ + |z − x∗k2|∞ = |x∗k1 − ϕk1(x)|∞ + |ϕk2(y)− x∗k2|∞

≤ c|x∗k1 − x|∞ + c|y − x∗k2|∞ ≤ 12hn · c. (2.61)

Тепер достатньо довести, що iснує число N ∈ N, яке не залежить вiд n, i

розбиття множини {T1, . . . , T|S(n)|} на N груп {Tki1, . . . , Tkimi
}, i = 1, . . . , N ,

таке, що для всiх i = 1, . . . , N i рiзних j, s ∈ {ki1, . . . , kimi
}, |x∗j − x∗s|∞ >

12hn · c. Дiйсно, якщо таке розбиття знайдено, то, використовуючи (2.61),

отримаємо, що множини {ϕki1(Tki1), . . . , ϕkimi
(Tkimi

)} попарно не перетинаю-

ться для кожного i = 1 . . . , N . Тому

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
ϕk(Tk)

|g(x)|dx =
N∑︂
i=1

mi∑︂
s=1

ˆ
ϕ
kis
(T

kis
)

|g(x)|dx

=
N∑︂
i=1

ˆ
⋃︁mi

s=1 ϕkis
(T

kis
)

|g(x)|dx ≤
N∑︂
i=1

ˆ
Q

|g(x)|dx = N

ˆ
Q

|g(x)|dx.

Для того, щоб побудувати таке розбиття, кожному кубу P ∈ B(hn) по-

ставимо у вiдповiднiсть iндекс IP ∈ Zd, який дорiвнює координатi ”лiвої

нижньої вершини” куба P (тобто точки куба P з найменшими координа-

тами) у базисi решiтки. Нехай M — це деяке цiле число, що бiльше за

6c + 1. Розiб’ємо куби з B(hn) на N = Md груп у такий спосiб, що два

куба P1, P2 ∈ B(hn) належать до однiєї групи тодi i тiльки тодi, коли всi

координати рiзницi IP1
− IP2

дiляться на M .

Нехай задано два рiзних куба P1, P2, що належать до однiєї групи i

x ∈ P1, y ∈ P2. Тодi з означення групи отримаємо |x−y|∞ ≥ (M−1) ·2hn >
12chn.
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Тепер побудуємо розбиття множин Tk, k = 1, . . . , |S(n)|. Двi множи-

ни Tk i Tj будемо вiдносити до однiєї групи тодi i тiльки тодi, коли x∗k i

x∗j належать до кубiв з однiєї групи. Таке розбиття буде шуканим в силу

властивостi 4 леми 2.7.3. Лему доведено.

Наступна лема випливає з [73, Лема 1.1] або може бути доведеною iн-

дукцiєю по d. Ми опускаємо технiчнi деталi.

Лема 2.7.8. Нехай задано два вектори u = (u1, . . . , ud), v = (v1, . . . , vd) i

числа α, β ∈ R. Тодi

det
(︂
α · I + β ·

⃦⃦
uivj

⃦⃦d
i,j=1

)︂
= αd−1(α + β(u, v)),

де I позначає одиничну матрицю.

2.7.4.2 Допомiжна побудова

Нехай задано зiрчату вiдносно кулi SdR(o) з радiусом бiльшим за R > 0

i центром o ∈ Q множина Q. Для всiх k = 1, . . . , |S(n)| i 0 < r ≤ R

визначимо функцiю pk(·; r) : Uk → Rd рiвнiстю

pk(x; r) :=
r · (x+ x∗k) + |x− x∗k|2 · o

|x− x∗k|2 + 2r
. (2.62)

Далi будемо вважати, що вiдстань вiд o до межi ∂Q множини Q бiльша

за R (у протилежному випадку ми зменшимо R). Ми також будемо розгля-

дати настiльки великi значення n ∈ N, що усi точки x∗k (з множин Vk для

яких множина Uk є непорожньою) i множини Uk знаходяться поза кулею

SdR(o). У якостi значення r будемо використовувати або r = R, або r = R
8

так, що r буде вiддiлене вiд нуля i незалежне вiд n.

Формула (2.62) має такий геометричний сенс.

Лема 2.7.9. Припустимо, що точка x ∈ Uk є такою, що вектори ox i ox∗k
не є колiнеарними. Розглянемо 2-вимiрний простiр E2 породжений цими

двома векторами. Нехай S2
r (o) — це межове коло круга E2 ∩ Sdr (o), а o1o2

— це дiаметр кола S2
r (o), який є паралельним вiдрiзку xx∗k. Тодi pk(x; r) —

це точка перетину дiагоналей опуклої оболонки точок o1, o2, x i x∗k.
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Цю лему буде доведено разом з таким твердженням.

Лема 2.7.10. Вiдрiзки xpk(x) i pk(x)x∗k мiстяться у множинi Q i iснує

число C, що не залежить вiд n таке, що

max{|x− pk(x; r)|∞, |x∗k − pk(x; r)|∞} ≤ C|x− x∗k|∞.

Доведення. Нехай p — це точка перетину дiагоналей xo1 i x∗ko2. Тодi трику-

тники xpx∗k i o1po2 подiбнi. Це, зокрема, означає, що точки o, p i середина

m вiдрiзка xx∗k лежать на однiй прямiй, i |m−p|2
|o−p|2 =

|x−x∗k|2
2r . Тому

p =
1

2r + |x− x∗k|2
(|x− x∗k|2 · o+ 2r ·m) =

r · (x+ x∗k) + |x− x∗k|2 · o
|x− x∗k|2 + 2r

.

Це означає, що p = pk(x; r) i лему 2.7.9 доведено.

З подiбностi трикутникiв xpx∗k i o1po2 також випливає, що |x−p|2
|o1−p|2 =

|x−x∗k|2
2r . Тому

|x− p|∞ ≤ |x− p|2 =
|o1 − p|2 · |x− x∗k|2

2r
≤ diamQ ·

√
d · |x− x∗k|∞
2r

.

Отже, нерiвнiсть з формулювання леми виконується для C := diamQ
√
d

2r .

Оцiнка для величини |x∗k − pk(x, r)|∞ може бути отриманою аналогiчно.

Вiдрiзки xpk(x) i pk(x)x∗k мiстяться у множинi Q, оскiльки Q є зiрча-

тою множиною, а цi вiдрiзки є частинами вiдрiзкiв xo1 i x∗ko2. Лему 2.7.10

доведено.

2.7.4.3 Деякi властивостi функцiй pk(·; r)

Далi ми сформулюємо i доведемо декiлька властивостей функцiй pk(·; r) з

попереднього пiдпункту. Всюди у цьому пiдпунктi ми вважаємо, що числа

k ∈ {1, . . . , |S(n)|} i 0 < r ≤ R є фiксованими, а n є настiльки великим, що

множини Uk розташованi ззовнi кулi SdR(o).

Лема 2.7.11. Для кожного t ∈ [0, 1] iснує таке розбиття Uk =
⋃︁4
i=1 U

i
k(t)

на вимiрнi множини U i
k(t), i = 1, . . . , 4, що функцiї

ψk(x; r, t) := t · x+ (1− t) · pk(x; r) (2.63)
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є iн’єктивними на кожнiй з множин U 1
k (t), . . . , U

4
k (t). Для кожного t ∈

(0, 1] функцiї

φk(x; r, t) := (1− t) · x∗k + t · pk(x; r), (2.64)

є iн’єктивними на кожнiй з множин U 1
k (0), . . . , U

4
k (0).

Доведення. Перш за все вiдмiтимо, що для x, y ∈ Q i t ∈ (0, 1],

φk(x; r, t) = φk(y; r, t) ⇐⇒ pk(x; r) = pk(y; r) ⇐⇒ ψk(x; r, 0) = ψk(y; r, 0).

Тому твердження щодо функцiї (2.64) випливає з твердження щодо функ-

цiї (2.63).

Нехай задано t ∈ [0, 1] i q ∈ ψk(Uk; r, t). Далi ми доведемо, що прообраз

ψ−1
k (q; r, t) мiстить не бiльше нiж 4 точки.

Якщо точки q, o i x∗k лежать на однiй прямiй, то усi точки множини

ψ−1
k (q; r, t) також лежать на цiй прямiй i лему можна довести використову-

ючи аналогiчнi мiркування до тих, якi будуть застосованi далi для випадку,

коли точки q, o i x∗k не лежать на однiй прямiй.

Отже, припустимо, що точки q, o i x∗k не лежать на однiй прямiй. То-

дi вони породжують двовимiрний простiр. З геометричного сенсу функцiї

pk(·; r) випливає, що всi точки з множини ψ−1
k (q; r, t) також лежать у цьому

двовимiрному просторi. Нехай

x ∈ ψ−1
k (q; r, t). (2.65)

Розглянемо двовимiрну декартову систему координат, у якiй точка o нале-

жить вiсi ординат, а точки x i точка, що симетрична до точки x∗k вiдносно

точки o лежать на осi абсцис (для того, щоб визначити координатну систе-

му однозначно, можна додатково вимагати, щоб точка x∗k лежала у верхнiй

координатнiй пiв площинi). Нехай x∗k = (x∗, 2y∗), q = (xq, yq), i x = (x1, 0) у

цiй координатнiй системi. Тодi o = (0, y∗). З (2.62) i означення функцiї ψk
маємо, що для довiльної точки z = (xz, yz)

ψk(z; r, t) = (1− t)
r(xz + x∗, yz + 2y∗) + (0, y∗|x∗k − z|2)

2r + |x∗k − z|2
+ t(xz, yz)
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=

(︃
(1− t)

r(xz + x∗)

2r + |x∗k − z|2
+ txz, (1− t)y∗ + (1− t)

ryz
2r + |x∗k − z|2

+ tyz

)︃
.

З (2.65) ми отримаємо, що yq = (1 − t)y∗; тому ψ−1
k (q; r, t) є пiдмножиною

осi абсцис, i для всiх z = (xz, 0) ∈ ψ−1
k (q; r, t) маємо

(1− t)
r(xz + x∗)

2r +
√︁
(x∗ − xz)2 + 4y2∗

+ txz = xq.

Усi розв’язки цього рiвняння є також розв’язками рiвняння

[(1− t)r(xz + x∗)− 2r(xq − txz)]
2 = (xq − txz)

2((x∗ − xz)
2 + 4y2∗),

яке є рiвнянням не бiльше нiж четвертого степеня по вiдношенню до не-

вiдомої координати xz; тому множина ψ−1
k (q; r, t) складається з не бiльше

нiж 4 точок.

Нарештi, побудуємо шукане розбиття множини Uk. Будемо дивитись

на ψk(·; r, t), як функцiю визначену на замиканнi Uk множини Uk. Легко

бачити, що функцiя ψk є неперервною i тому, з [60, Теорема 6.9.7] отри-

маємо iснування борелiвської множини B ⊂ Uk такої, що ψk(B; r, t) =

ψk(Uk; r, t) i ψk(·; r, t) є iн’єктивною на B. Покладемо U 1
k = B ∩ Uk. Мно-

жина ψ−1
k (q; r, t) \ U 1

k складається з не бiльше нiж 3 точок для кожного

q ∈ ψk(Uk; r, t). Повторюючи аналогiчнi мiркування, знайдемо вимiрнi мно-

жини U 2
k ⊂ Uk\U 1

k i U 3
k ⊂ Uk\(U 1

k∪U 2
k ) такi, що ψk є iн’єктивною на кожнiй з

них, i, крiм того, є iн’єктивною на вимiрнiй множинi U 4
k := Uk\(U 1

k∪U 2
k∪U 3

k ).

Лему доведено.

Для функцiї ϕ : Rd → Rd через Dϕ
Dx будемо позначати матрицю Якобi,

Jϕ(x) := det DϕDx(x) i I — це одинична матриця. Для y ∈ Rd i s ∈ {1, . . . , d}
через ys ми позначаємо s-ту координату y.

Лема 2.7.12. Для заданої точки x ∈ Uk позначимо через m середину

вiдрiзка xx∗k, ∆x =
x∗kx

|x−x∗k|2
. Тодi

Dpk(·; r)
Dx

(x) =
r

2r + |x− x∗k|2
I +

2r

(2r + |x− x∗k|2)2
·
⃦⃦⃦
mo i · △xj

⃦⃦⃦d
i,j=1

.
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Доведення. Нехай x = (x1, . . . , xd), x∗k = (x1k, . . . , x
d
k), o = (o1, . . . , od), δij =

1 при i = j, i δij = 0 при i ̸= j. Рiвнiсть (2.62) може бути записаною у

координатах

pk(x; r) :=
r · (x1 + x1k, . . . , x

d + xdk) +
√︂∑︁d

s=1(x
s − xsk)

2 · (o1, . . . , od)√︂∑︁d
s=1(x

s − xsk)
2 + 2r

.

∂pk(x; r)
i

∂xj

=
(rδij +

xj−xjk
|x−x∗k|2

oi) · (2r + |x− x∗k|2)− (r(xi + xik) + |x− x∗k|2oi)
xj−xjk
|x−x∗k|2

(2r + |x− x∗k|2)2

=
r(2r + |x− x∗k|2)δij + 2r

xj−xjk
|x−x∗k|2

oi − r
xj−xjk
|x−x∗k|2

(xi + xik)

(2r + |x− x∗k|2)2

=
r

2r + |x− x∗k|2
δij +

2r

(2r + |x− x∗k|2)2
·
xj − xjk
|x− x∗k|2

·
(︃
oi − xi + xik

2

)︃
.

Лему доведено.

З лем 2.7.12 i 2.7.8 одразу отримаємо такий результат.

Лема 2.7.13. Для функцiї φk(x; r, t), визначеної у (2.63) i всiх t ∈ [0, 1]

маємо

Jφk(·;r,t)(x) = td
rd

(2r + |x− x∗k|2)d+1

(︁
2r + |x− x∗k|2 + 2

(︁
mo,△x

)︁)︁
.

Лема 2.7.14. Для функцiї ψk(x; r, t) визначеної у (2.63) i всiх t ∈ [0, 1]

маємо

Jψk(·;r,t)(x) =

(︃
r(1− t)

2r + |x− x∗k|2
+ t

)︃d−1

·

·

(︄
2r2 + 3r|x− x∗k|2 + |x− x∗k|22 − 2r

(︁
mo,△x

)︁
(2r + |x− x∗k|2)2

(t− 1) + 1

)︄
.

Доведення. Достатньо застосувати леми 2.7.12 i 2.7.8, i помiтити, що

r(1− t)

2r + |x− x∗k|2
+ t+

2r(1− t)

(2r + |x− x∗k|2)2
(︁
mo,△x

)︁
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=
2r2 + 3r|x− x∗k|2 + |x− x∗k|22 − 2r

(︁
mo,△x

)︁
(2r + |x− x∗k|2)2

(t− 1) + 1.

З наступної леми випливає можливiсть робити замiну y = ψk(x; r, t) у

iнтегралах.

Лема 2.7.15. Для кожного фiксованого 0 < r < R функцiя ψk(x; r, t) є

неперервною на Uk × [0, 1]. Множина

Θ := {(x, t) ∈ Uk × [0, 1] : Jψk(·;r,t)(x) = 0}

має нульову мiру у Rd+1.

Доведення. Неперервнiсть функцiї ψk випливає з означення. Множина Θ

є частиною графiка функцiї

t(x) = 1− (2r + |x− x∗k|2)2

2r2 + 3r|x− x∗k|2 + |x− x∗k|22 − 2r
(︁
mo,△x

)︁ , x ∈ Uk,

на якiй t(x) ∈ [0, 1]. Iснує ε > 0 таке, що множина

Θ ∩
{︁
(x, t) ∈ Uk × [0, 1] :

⃓⃓
2r2 + 3r|x− x∗k|2 + |x− x∗k|22 − 2r

(︁
mo,△x

)︁⃓⃓
< ε
}︁

є порожньою. Тому на множинi {x ∈ Uk : t(x) ∈ [0, 1]} функцiя t є рiвно-

мiрно неперервною, а отже її графiк має нульову мiру.

У наступних двох пiдпунктах ми будемо використовувати таке позначе-

ння. Символ C буде позначати додатне число, яке не залежить вiд n. При

цьому це число може бути рiзним у лiвiй i правiй частинах рiвностi або

нерiвностi.

2.7.4.4 Оцiнка для
∑︁|S(n)|

k=1

´
Tk
|f(x)− f(pk(x; r))|dx

Лема 2.7.16. Нехай задано вимiрнi множини Tk ⊂ Uk, k = 1, . . . , |S(n)|,
i

max
k=1,...,|S(n)|

diamUk ≤ r ≤ R. (2.66)
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Тодi iснує число C, яке не залежить вiд n i таке, що для всiх f ∈ W 1,p(Q)

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Tk

|f(x)− f(pk(x; r))|dx ≤ Chn

⎛⎝meas

|S(n)|⋃︂
k=1

Tk

⎞⎠ 1
p′

∥ |∇f |1 ∥Lp(Q).

Доведення. Використовуючи леми 2.4.1 i 2.7.10 отримаємо

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Tk

|f(x)− f(pk(x; r))|dx

≤
|S(n)|∑︂
k=1

ˆ 1

0

ˆ
Tk

|pk(x; r)− x|∞|∇f((1− t)pk(x; r) + tx)|1dxdt

≤ Chn

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ 1

0

ˆ
Tk

|∇f(ψk(x; r, t))|1dxdt, (2.67)

де функцiї ψk(·; r, t) визначенi у (2.63). З леми 2.7.11 отримаємо, що для

всiх t ∈ [0, 1] i k = 1, . . . , |S(n)| iснує таке розбиття Tk =
⋃︁4
i=1 T

i
k(t), що

функцiя ψk(·; r, t) є iн’єктивною на кожному з T ik(t), i = 1, . . . , 4. Тому для

всiх k = 1, . . . , |S(n)|

ˆ 1

0

ˆ
Tk

|∇f(ψk(x; r, t))|1dxdt =
4∑︂
i=1

ˆ 1

0

ˆ
T i
k(t)

|∇f(ψk(x; r, t))|1dxdt. (2.68)

Для кожного i = 1, . . . , 4, зробимо замiну y = ψk(x; r, t) у внутрiшньому

iнтегралi i застосуємо нерiвнiсть Гельдера. Отримаємо

ˆ 1

0

ˆ
T i
k(t)

|∇f(ψk(x; r, t))|1dxdt =
ˆ 1

0

ˆ
ψk(T i

k(t);r,t)

|∇f(y)|1|Jψ−1
k (·;r,t)(y)|dydt

≤

(︄ˆ 1

0

ˆ
ψk(T i

k(t);r,t)

|∇f(y)|p1dydt

)︄ 1
p
(︄ˆ 1

0

ˆ
ψk(T i

k(t);r,t)

|Jψ−1
k (·;r,t)(y)|p

′
dydt

)︄ 1
p′

.

(2.69)

Застосовуючи теорему про обернену функцiю пiсля замiни x = ψ−1
k (y; r, t)

отримаємо

ˆ 1

0

ˆ
ψk(T i

k(t);r,t)

|Jψ−1
k (·;r,t)(y)|p

′
dydt
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=

ˆ 1

0

ˆ
ψk(T i

k(t);r,t)

|Jψk(·;r,t)(ψ
−1
k (y; r, t))|−p′dydt

=

ˆ 1

0

ˆ
T i
k(t)

|Jψk(·;r,t)(x)|
1−p′dxdt ≤

ˆ
Tk

ˆ 1

0

|Jψk(·;r,t)(x)|
1−p′dtdx. (2.70)

Оскiльки p > d ≥ 2, маємо 1
p′ = 1− 1

p >
1
2 i тому

0 ≥ 1− p′ > −1. (2.71)

Вiдмiтимо, що для всiх t ∈ [0, 1]

r(1− t)

2r + |x− x∗k|2
+ t =

r(1 + t) + t|x− x∗k|2
2r + |x− x∗k|2

>
r

2r + r
=

1

3
,

− diamQ

2r
≤

2r2 + 3r|x− x∗k|2 + |x− x∗k|22 − 2r
(︁
mo,△x

)︁
(2r + |x− x∗k|2)2

≤ 2r2 + 3r2 + r2 + 2r · diamQ

4r2
=

3

2
+

diamQ

2r
.

Використовуючи лему 2.7.14, останнi нерiвностi i (2.71), отримаємо
ˆ 1

0

|Jψk(·;r,t)(x)|
1−p′dt ≤ 3(d−1)(p′−1) sup

A

ˆ 1

0

(A(t− 1) + 1)1−p
′
dt ≤ C, (2.72)

де супремум береться по вiдрiзку A ∈
[︂
−diamQ

2r , 32 +
diamQ

2r

]︂
, а число C є

скiнченним, залежить вiд diamQ i r i не залежить вiд hn. Використовую-

чи (2.72), (2.70), (2.69), (2.68) i (2.67), отримаємо

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Tk

|f(x)− f(pk(x; r))|dx

≤ Chn

4∑︂
i=1

|S(n)|∑︂
k=1

(︄ˆ 1

0

ˆ
ψk(T i

k(t);r,t)

|∇f(y)|p1dydt

)︄ 1
p

(measTk)
1
p′

≤ Chn

4∑︂
i=1

⎛⎝ˆ 1

0

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
ψk(T i

k(t);r,t)

|∇f(y)|p1dydt

⎞⎠ 1
p
⎛⎝|S(n)|∑︂

k=1

measTk

⎞⎠ 1
p′

. (2.73)

Вiдмiтимо, що для кожного t ∈ [0, 1] i всiх i = 1, . . . , 4 множини T ik(t)

i функцiї ψk(·; r, t) задовольняють умовам леми 2.7.7, оскiльки для всiх

x ∈ T ik(t) з леми 2.7.10 отримаємо
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|x∗k − ψk(x; r, t)|∞ = |x∗k − (1− t)pk(x; r)− tx|∞ ≤ t|x∗k − x|∞

+ (1− t)|x∗k − pk(x; r)|∞ ≤ |x∗k − x|∞ + |x∗k − pk(x; r)|∞ ≤ C|x∗k − x|∞

з деяким числом C, що не залежить вiд n (i t). Для завершення доведення

леми достатньо застосувати лему 2.7.7 до (2.73). Лему доведено.

2.7.4.5 Оцiнка для
∑︁|S(n)|

k=1

´
Tk
|f(x∗k)− f(pk(x; r))|dx

Лема 2.7.17. Нехай виконується умова (2.66), i задано вимiрнi множини

Tk ⊂ Uk, k = 1, . . . , |S(n)|, такi, що iснує число c > 0, що не залежить

вiд n i для якого |Jφk(·;r,1)(x)| > c для всiх x ∈ Tk. Тодi iснує число C, яке

не залежить вiд n, i таке, що для всiх f ∈ W 1,p(Q)

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Tk

|f(x∗k)− f(pk(x; r))|dx ≤ Chn

⎛⎝meas

|S(n)|⋃︂
k=1

Tk

⎞⎠ 1
p′

∥ |∇f |1 ∥Lp(Q).

Доведення. Можемо вважати, що функцiя φk(·; r, t) є iн’єктивною на мно-

жинi Tk, k = 1, . . . , |S(n)|. Iнакше, застосовуючи лему 2.7.11, ми може-

мо розбити кожну з множин Tk на чотири пiдмножини, на кожнiй з яких

функцiї φk(·; r, t) будуть iн’єктивними i застосувати подальшi мiркування

для кожної пiдмножини. Використовуючи лему 2.4.1 отримаємо

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Tk

|f(pk(x; r))− f(x∗k)|dx

≤
|S(n)|∑︂
k=1

ˆ 1

0

ˆ
Tk

|pk(x; r)− x∗k|∞|∇f(φk(x; r, t))|1dxdt

≤
|S(n)|∑︂
k=1

ˆ 1

0

(︃ˆ
Tk

|pk(x; r)− x∗k|p
′

∞dx

)︃ 1
p′
(︃ˆ

Tk

|∇f(φk(x; r, t))|p1dx
)︃ 1

p

dt

≤ Chn

ˆ 1

0

|S(n)|∑︂
k=1

(measTk)
1
p′

(︃ˆ
Tk

|∇f(φk(x; r, t))|p1dx
)︃ 1

p

dt

≤ Chn

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

measTk

⎞⎠ 1
p′ ˆ 1

0

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Tk

|∇f(φk(x; r, t))|p1dx

⎞⎠ 1
p

dt
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= Chn

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

measTk

⎞⎠ 1
p′ ˆ 1

0

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
φk(Tk;r,t)

|∇f(y)|p1|Jφ−1
k (·;r,t)(y)|dy

⎞⎠ 1
p

dt

= Chn

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

measTk

⎞⎠ 1
p′ ˆ 1

0

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
φk(Tk;r,t)

|∇f(y)|p1dy
|Jφk(·;r,t)(φ

−1
k (y; r, t))|

⎞⎠ 1
p

dt.

З леми 2.7.13 випливає, що для k = 1, . . . , |S(n)|, t ∈ [0, 1] i x ∈ Tk маємо

Jφk(·;r,t)(x) = tdJφk(·;r,1)(x). Тому, використовуючи умови леми, отримаємо

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Tk

|f(pk(x; r))− f(x∗k)|dx

≤ Chn

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

measTk

⎞⎠ 1
p′ ˆ 1

0

t−
d
p

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
φk(Tk;r,t)

|∇f(y)|p1dy
|Jφk(·;r,1)(φ

−1
k (y; r, t))|

⎞⎠ 1
p

dt

≤ Chn

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

measTk

⎞⎠ 1
p′ ˆ 1

0

t−
d
p

⎛⎝|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
φk(Tk;r,t)

|∇f(y)|p1dy
c

⎞⎠ 1
p

dt.

Вiдмiтимо, що множини Tk i функцiї φk(·; r, t) задовольняють умовам ле-

ми 2.7.7, оскiльки згiдно з лемою 2.7.10 для всiх k = 1, . . . , |S(n)|, t ∈ [0, 1],

i x ∈ Tk

|x∗k − φk(x; r, t)|∞ = t|pk(x; r)− x∗k|∞ ≤ |pk(x; r)− x∗k|∞ ≤ C|x− x∗k|∞.

Для завершення доведення, достатньо застосувати лему 2.7.7 i вiдмiтити,

що p > d, а тому iнтеграл
´ 1

0 t
−d

pdt є збiжним. Лему доведено.

2.7.4.6 Доведення леми 2.7.6 для зiрчатих множин

Доведення. Для кожного k = 1, . . . , |S(n)|, ми роздiлимо множину Uk на

три частини W 1
k = {x ∈ Uk :

(︁
mo,△x

)︁
< −2R}, W 2

k = {x ∈ Uk : − 2R ≤(︁
mo,△x

)︁
≤ −R

2 } i W 3
k = {x ∈ Uk :

(︁
mo,△x

)︁
> −R

2 }.
Нехай n є настiльки великим, що для всiх k = 1, . . . , |S(n)| i x ∈ Uk,

|x−x∗k|2 < R
8 . Для всiх x ∈ W 1

k маємо 2R+|x−x∗k|2+2
(︁
mo,△x

)︁
< 2R+ R

8 −
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4R < −R, для всiх x ∈ W 3
k маємо 2R+|x−x∗k|2+2

(︁
mo,△x

)︁
> 2R−R = R,

i тому згiдно з лемою 2.7.13 для всiх x ∈ W 1
k ∪W 3

k отримаємо

⃓⃓
Jφk(·;R,1)(x)

⃓⃓
=

Rd

(2R + |x− x∗k|2)d+1

⃓⃓
2R + |x− x∗k|2 + 2

(︁
mo,△x

)︁⃓⃓
>

Rd

(3R)d+1
R =

1

3d+1
.

Для всiх x ∈ W 2
k маємо

2 · R
8
+ |x− x∗k|2 + 2

(︁
mo,△x

)︁
<

2R

8
+
R

8
−R < −R

2
,

i тому за лемою 2.7.13 для всiх x ∈ W 2
k отримаємо

⃓⃓⃓
Jφk(·;R8 ,1)

(x)
⃓⃓⃓
=

(︁
R
8

)︁d(︁
2R
8 + |x− x∗k|2

)︁d+1

⃓⃓⃓⃓
2R

8
+ |x− x∗k|2 + 2

(︁
mo,△x

)︁⃓⃓⃓⃓
>

8Rd

(2R +R)d+1
· R
2
=

4

3d+1
.

Нарештi, повернемось до доведення (2.59).

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
Uk

|f(x)− f(x∗k)| dx =

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
W 1

k∪W 3
k

|f(x)− f(x∗k)| dx

+

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
W 2

k

|f(x)− f(x∗k)| dx ≤
|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
W 1

k∪W 3
k

|f(x)− f(pk(x;R))| dx

+

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
W 1

k∪W 3
k

|f(pk(x;R))− f(x∗k)| dx

+

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
W 2

k

⃓⃓⃓⃓
f(x)− f

(︃
pk

(︃
x;
R

8

)︃)︃⃓⃓⃓⃓
dx

+

|S(n)|∑︂
k=1

ˆ
W 2

k

⃓⃓⃓⃓
f

(︃
pk

(︃
x;
R

8

)︃)︃
− f(x∗k)

⃓⃓⃓⃓
dx.

Для доведення (2.59) потрiбно застосувати леми 2.7.16, 2.7.17 i зауважити,

що

meas

|S(n)|⋃︂
k=1

Uk = o(1) при n→ ∞

згiдно з властивiстю 6 леми 2.7.3. Лему доведено.
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2.8 Оптимальне вiдновлення iнтеграла з нео-

диничною вагою

Результати цього пiдроздiлу мiстяться у статтi [35]. Нехай задано вимiрну

обмежену вiдкриту множину Q ⊂ Rd, n ∈ N, i невiд’ємну iнтегровну на

Q вагову функцiю w. Ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення

iнтеграла

Intwf =

ˆ
Q

w(x)f(x)dx

на класi f ∈ W∞
p (Q), використовуючи iнформацiйнi оператори (2.46). Для

деякого скорочення позначень ми будемо замiсть E(Intw,W∞
p (Q), In,R) пи-

сати En(W
∞
p (Q), w), та замiсть En(W

∞
p (Q), w) у випадку w ≡ 1 писати

En(W
∞
p (Q)). Як вiдомо, i у цьому випадку достатньо розглядати тiльки

лiнiйнi методи вiдновлення.

2.8.1 Випадок простої вагової функцiї

Ми кажемо, що вагова функцiя w є простою, якщо iснує число m ∈ N i

множини Q1, . . . , Qm, що попарно не перетинаються, i такi, що Q =
m⋃︁
k=1

Qk

i w(x) = wk > 0, для x ∈ Qk, k = 1, . . . ,m.

Для кожного j = 1, . . . ,m i додатного цiлого nj визначимо множини

iнформацiйних вузлiв Sj(nj) = {xjk}
|Sj(nj)|
k=1 i ваги cjk, k = 1, . . . , |Sj(nj)|, так

само, як це було зроблено у пунктi 2.7.3, замiнюючи областi Q на Qj а

число n на nj.

Головним результатом цього пункту є така теорема.

Теорема 2.8.1. Нехай задано p > d, додатну просту на множинi Q ⊂ Rd

функцiю w, тобто w(x) = wk > 0, x ∈ Qk, k = 1, . . . ,m, де Q =
m⋃︁
k=1

Qk.

Припустимо, що кожна з множин Qk є опуклою. Тодi

En

(︁
W∞

p (Q), w
)︁
=
c(d, p)(1 + o(1))

21+
d
p′n

1
d

∥w∥Lq(Q), n→ ∞,

де q = p′d
p′+d i c(d, p) означено у (2.47).
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Асимптотично оптимальним набором iнформацiйних вузлiв є мно-

жина S(n) =
m⋃︁
j=1

Sj(nj), а асимптотично оптимальним методом вiднов-

лення є

Φ̃n(f(x1), . . . , f(x|S(n)|)) =
m∑︂
j=1

wj

|Sj(nj)|∑︂
k=1

cjkf(x
j
k),

де множини Sj(nj) i числа cjk описанi вище, а

nj =

⎡⎢⎢⎣|S(n)| wq
j measQj

m∑︁
k=1

wq
kmeasQk

⎤⎥⎥⎦ , j = 1, . . . ,m,

i [x] позначає найбiльше цiле число, що не перевищує дiйсне число x.

Легко бачити, що для асимптотично оптимальної iнформацiйної мно-

жини маємо nk → ∞ при n→ ∞, k = 1, . . . ,m.

Ми доведемо цю теорему у наступних кiлькох пiдпунктах.

2.8.1.1 Допомiжнi результати

Нам потрiбна лема, яка вже використовувалась в декiлькох роботах, див.

напр. [22]. Для повноти ми наводимо її коротке доведення.

Лема 2.8.1. Нехай задано m ∈ N, додатнi числа a1, . . . , am, n1, . . . , nm, α

i n такi, що
m∑︁
k=1

nk = n. Тодi

m∑︂
k=1

ak
nαk

≥ 1

nα

(︄
m∑︂
k=1

a
1

α+1

k

)︄α+1

.

Нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть, якщо для k = 1, . . . ,m

nk = n
a

1
α+1

k
m∑︁
k=1

a
1

α+1

k

.

Доведення. Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера з показниками α + 1 i α+1
α ,

отримаємо

m∑︂
k=1

a
1

α+1

k =
m∑︂
k=1

(︄
a

1
α+1

k

1

n
α

α+1

k

)︄
n

α
α+1

k ≤

(︄
m∑︂
k=1

ak
1

nαk

)︄ 1
α+1
(︄

m∑︂
k=1

nk

)︄ α
α+1

,
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звiдки випливає необхiдне.

Лема 2.8.2. Для заданої вимiрної за Жорданом множини Q ⊂ Rd i h > 0

розглянемо множину Qh := {x ∈ Q : inf
y∈∂Q

|x − y|∞ ≥ h}. Тодi measQh =

measQ+ o(1), h→ 0.

Доведення. Використовуючи позначення з пункту 2.7.3 i рiвностi (2.53),

отримаємо |B(h)\A(h)| = o(h−d), h→ 0. Для кожного куба P ∈ B(h)\A(h)
(з довжиною ребра 2h) розглянемо куб P̃ з тим самим центром i довжиною

ребра 4h. Покладемо Q̃ := Q \
⋃︁

P∈B(h)\A(h)
P̃ . Тодi Qh ⊃ Q̃ i meas Q̃ ≥

measQ− o(h−d) · (4h)d = measQ+ o(1), h→ 0. Лему доведено.

2.8.1.2 Оцiнка зверху

Для кожного набору чисел nk (якi вiдповiдають кiлькостi iнформацiйних

вузлiв у множинi Qk, k = 1, . . . ,m), виберемо iнформацiйнi вузли xik i

коефiцiєнти cik, i = 1, . . . , nk, так, щоб вони були оптимальнi для Qk. Вико-

ристовуючи теорему 2.7.3, нерiвнiсть Гельдера i лему 2.8.1, отримаємо при

n→ ∞

En

(︁
W∞

p (Q), w
)︁
≤ inf

ni
sup

f∈W∞
p (Q)

m∑︂
i=1

wi

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ˆ
Qi

f(x)dx−
ni∑︂
k=1

cikf(x
i
k)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓

≤ inf
ni

sup
f∈W∞

p (Q)

m∑︂
i=1

wi∥ |∇f |1 ∥Lp(Qi) sup
g∈W∞

p (Qi)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ˆ
Qi

g(x)dx−
ni∑︂
k=1

cikg(x
i
k)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓

= inf
ni

sup
f∈W∞

p (Q)

m∑︂
i=1

wi∥ |∇f |1 ∥Lp(Qi)Eni(W
∞
p (Qi))

(теорема 2.7.3)

= inf
ni

sup
f∈W∞

p (Q)

m∑︂
i=1

wic(d, p)

(︃
measQi

2d

)︃ 1
d+

1
p′ 1 + o(1)

n
1
d

i

∥ |∇f |1 ∥Lp(Qi)
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≤ c(d, p)(1 + o(1)) inf
ni

sup
f∈W∞

p (Q)

⎛⎝ m∑︂
i=1

wp′

i

n
p′
d

i

(︃
measQi

2d

)︃p′
d +1
⎞⎠ 1

p′

·

(︄
m∑︂
i=1

∥ |∇f |1 ∥pLp(Qi)

)︄ 1
p

(лема 2.8.1)

=
c(d, p)(1 + o(1))

n
1
d

(︄
m∑︂
i=1

w

p′

1+
p′
d

i

measQi

2d

)︄ 1+
p′
d

p′

=
c(d, p)(1 + o(1))

21+
d
p′n

1
d

∥w∥Lq(Q).

2.8.1.3 ”Склеєнi” екстремальнi функцiї

Для будь-якої конфiгурацiї iнформацiйних вузлiв x1, . . . , xn, i набору чисел

w1, . . . , wn, ми розглядаємо функцiю f : Q → R, яка означена за допомо-

гою такою конструкцiї. Для кожного i = 1, . . . ,m, визначимо функцiю

fi(x) : Qi → R формулою

fi(x) := fhi(x
i
1, . . . , x

i
ni
;x),

де, xi1, . . . , xini — iнформацiйнi вузли, що мiстяться у Qi, hi := 1
2

(︂
measQi

ni

)︂ 1
d

,

а функцiя fh означена (2.49). Покладемо g(x) := min
y∈

m⋃︁
k=1

∂Qk

|x− y| i

f(x) = w
d

pd+p−d

i min{g(x), fi(x)}, x ∈ Qi, i = 1, . . . ,m.

З нерiвностi трикутника випливає, що

|g(x)− g(y)| ≤ |x− y| (2.74)

для всiх x, y ∈ Q, а тому функцiя g є лiпшицевою. Тому за теоремою

Радемахера iснує градiєнт функцiї g майже всюди. Тому з (2.74) випли-

ває, що g ∈ W 1,∞(Q), див. напр. [89, Роздiли 3,4]. Тому f ∈ W 1,p(Q) i
f

∥ |∇f |1 ∥Lp(Q)
∈ W∞

p (Q).

Вiдмiтимо, що f ≡ w
d

pd+p−d

i fhi(x
i
1, . . . , x

i
ni
) на QHi

i , де Hi → 0 при hi → 0,

а позначення Qh введено у лемi 2.8.2.
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Позначимо через f̃ функцiю f з x1, . . . , xn вибраними у такий спосiб,

що для кожного i = 1, . . . ,m, пiдмножини xi1, . . . , x
i
ni

є оптимальними iн-

формацiйними наборами у теоремi 2.7.3 (з Q змiненiй на Qi i n на ni).

Покладемо

Q̃ = Q̃(h1, . . . , hm) :=
m⋃︂
i=1

QHi

i .

Згiдно з лемою 2.8.2, meas Q̃ = measQ+ o(1), n→ ∞.

Нам потрiбне таке твердження.

Лема 2.8.3. Для кожного i = 1, . . . ,m при n→ ∞

∥ |∇f̃ |1 ∥p
Lp(Q

Hi
i )

= (1 + o(1))w
dp

dp+p−d

i

measQHi

i

2d

ˆ

□ d
1

(︃
1

|x|d−1
∞

− |x|∞
)︃p′

dx.

Доведення. З означення функцiї f̃ i леми 2.8.2 маємо

∥ |∇f̃ |1 ∥p
Lp(Q

Hi
i )

= (1 + o(1))niw
dp

dp+p−d

i ∥ |∇fe,hi|1 ∥
p

Lp(□d
hi
)
.

З леми 2.4.5 ми отримуємо

|∇fe,h(y)|1 =
(︃
hd−1

|y|d−1
∞

− |y|∞
h

)︃p′−1

майже всюди на □ d
h.

Оскiльки (p′ − 1)p = p′, то

∥ |∇fe,hi|1 ∥
p

Lp(□d
hi
)
=

ˆ

□d
hi

(︃
hd−1
i

|x|d−1
∞

− |x|∞
hi

)︃p′
dx = hdi

ˆ

□ d
1

(︃
1

|y|d−1
∞

− |y|∞
)︃p′

dy.

Для завершення доведення леми достатньо помiтити, що nihdi =
measQi

2d
.

2.8.1.4 Оцiнка знизу

Для кожного iнформацiйного набору x1, . . . , xn i коефiцiєнтiв c1, . . . , cn,

sup
g∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ˆ
Q

w(x)g(x)dx−
n∑︂
k=1

ckg(xk)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ ≥ 1

∥ |∇f |1 ∥Lp(Q)

ˆ

Q

w(x)f(x)dx
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(лема 2.7.1) ≥ 1

∥ |∇f̃ |1 ∥Lp(Q)

m∑︂
i=1

wi

ˆ

Qi

f̃ i(x)dx

(лема 2.8.2) =
1 + o(1)

∥ |∇f̃ |1 ∥Lp(Q̃)

m∑︂
i=1

wi

ˆ

Q
Hi
i

f̃ i(x)dx

(екстремальнiсть функцiї f̃ у теоремi 2.7.3)

=
1 + o(1)

∥ |∇f̃ |1 ∥Lp(Q̃)

m∑︂
i=1

wic(d, p)

(︄
measQHi

i

2d

)︄ 1
d+

1
p′

∥ |∇f̃ |1 ∥Lp(Q
Hi
i )
n
− 1

d

i

(лема 2.8.3)

=
c(d, p)(1 + o(1))(︃
m∑︁
i=1

w
pd

pd+p−d

i
measQ

Hi
i

2d

)︃ 1
p

m∑︂
i=1

w
pd+p

pd+p−d

i

(︄
measQHi

i

2d

)︄ 1
d+

1
p′
(︄
measQHi

i

2d

)︄ 1
p

n
− 1

d

i

=
c(d, p)(1 + o(1))(︃
m∑︁
i=1

w
pd

pd+p−d

i
measQ

Hi
i

2d

)︃ 1
p

m∑︂
i=1

w
pd+p

pd+p−d

i

(︄
measQHi

i

2d

)︄ 1
d+1

n
− 1

d

i

(лема 2.8.1) ≥ c(d, p)(1 + o(1))

n
1
d

(︃
m∑︁
i=1

w
pd

pd+p−d

i
measQ

Hi
i

2d

)︃ 1
p

(︄
m∑︂
i=1

w
pd

pd+p−d

i

measQHi

i

2d

)︄d+1
d

=
c(d, p)(1 + o(1))

n
1
d

(︄
m∑︂
i=1

w
pd

pd+p−d

i

measQHi

i

2d

)︄pd+p−d
pd

=
c(d, p)(1 + o(1))

21+
d
p′n

1
d

∥w∥Lq(Q).

2.8.2 Випадок допустимої вагової функцiї

Ми будемо казати, що множина Q ⊂ Rd складена з m ∈ N опуклих обла-

стей, якщо iснує опуклi областi Q1, . . . , Qm, якi попарно не перетинаються

i Q =
m⋃︁
k=1

Qk.

Нехай задано обмежену множину Q ⊂ Rd. Ми називаємо функцiю

w : Q → R допустимою, якщо вона додатна майже всюди, обмежена, i

iснує M ∈ N таке, що для всiх C1 < C2 множина {x ∈ Q : w(x) ∈ [C1, C2]}
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складена з m ≤M опуклих множин.

Перш за все вiдмiтимо, що проста функцiя є допустимою, якщо мно-

жини Qk складенi з опуклих областей. Iншi приклади допустимих функцiй

можна побудувати так.

Нехай φ : [0, 1] → R — це монотонна функцiя. Розглянемо функцiю

w = w(φ) : □ d
1 → R, що означена формулою w(x) = φ(|x|∞). Для довiльних

C1 < C2, множина φ−1[C1, C2] дорiвнює [α, β] \X, де 0 ≤ α ≤ β ≤ 1 i X ⊂
{α, β}. Тому множина w−1[C1, C2] дорiвнює □d

β \□d
α (з вiдповiдним чином

включеними межами). Ця множина є об’єднанням 2d опуклих пiдмножин,

що попарно не перетинаються. Дiйсно, нехай для простоти X = ∅. Тодi цi

опуклi пiдмножини можуть бути вибранi так.

T±
1 = □d

β ∩ {±x1 ∈ [α, β]},

i для k = 2, . . . , d

T±
k = □d

β ∩ {±xk ∈ [α, β], |x1|, . . . , |xk−1| < α}.

Тому вага w є допустимою (число M може бути обраним рiвним 2d).

Використовуючи аналогiчнi мiркування, можна довести, що функцiя

w(φ) залишається допустимою, якщо одне або декiлька припущень змiнено:

1. Вимагати, щоб функцiя φ була кусково-монотонною, тобто щоб iсну-

вало розбиття 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, так, що φ є монотонною на

кожному з iнтервалiв (ti−1, ti), i = 1, . . . , n.

2. Замiнити множину □ d
1 на довiльну опуклу множину Q.

3. Замiнити норму | · |∞ на норму | · |1.

Теорема 2.8.2. Нехай задано p > d i допустиму функцiю w на множинi

Q ⊂ Rd. Тодi

En

(︁
W∞

p (Q), w
)︁
=
c(d, p)(1 + o(1))

21+
d
p′n

1
d

∥w∥Lq(Q), n→ ∞,

де q = p′d
p′+d i c(d, p) означено у (2.47).
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Доведення. Вiдмiтимо, що якщо для всiх x ∈ Q маємо w(x) ≤ v(x), то

En

(︁
W∞

p (Q), w
)︁
≤ En

(︁
W∞

p (Q), v
)︁
.

Цю нерiвнiсть можна отримати з iснування оптимального лiнiйного метода

вiдновлення i рiвностi

inf
ck∈R,
k=1,...,n

sup
f∈W∞

p (Q)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ ˆ
Q

w(x)f(x)dx−
n∑︂
k=1

ckf(xk)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓

= sup
f∈W∞

p (Q),

f(xk)=0, k=1,...,n

ˆ

Q

w(x)f(x)dx,

яка, в свою чергу, може бути доведеною стандартними мiркуваннями, якi

включають у себе застосування теореми Хана–Банаха, при доведеннi тео-

рем двоїстостi, див. напр. [104, теорема 1.3.4].

Нехай c ≤ w(x) ≤ C для всiх x ∈ Q. Зафiксуємо m ∈ N, i для k =

1, . . . ,m покладемо

Qk,m :=

{︃
x ∈ Q : w(x) ∈

[︃
c+ (k − 1)

C − c

m
, c+ k

C − c

m

]︃}︃
.

Розглянемо функцiю wm(x) = c + kC−cm для x ∈ Qk,m, k = 1, . . . ,m. Тодi

w(x) ≤ wm(x) для всiх x ∈ Q, i використовуючи теорему 2.8.1, отримаємо

lim
n→∞

En

(︁
W∞

p (Q), w
)︁
·
(︃
c(d, p)

21+
d
p′n

1
d

∥w∥Lq(Q)

)︃−1

≤ lim
n→∞

En

(︁
W∞

p (Q), wm

)︁
·
(︃
c(d, p)

21+
d
p′n

1
d

∥wm∥Lq(Q)

)︃−1 ∥wm∥Lq(Q)

∥w∥Lq(Q)
=

∥wm∥Lq(Q)

∥w∥Lq(Q)
.

Оскiльки ∥wm∥Lq(Q) → ∥w∥Lq(Q) при m→ ∞, то

lim
n→∞

En

(︁
W∞

p (Q), w
)︁
·
(︃
c(d, p)

21+
d
p′n

1
d

∥w∥Lq(Q)

)︃−1

≤ 1.

Застосовуючи аналогiчнi мiркування для функцiї wm(x) = c+(k−1)C−cm

для x ∈ Qk,m, k = 1, . . . ,m, отримаємо нерiвнiсть

lim
n→∞

En

(︁
W∞

p (Q), w
)︁
·
(︃
c(d, p)

21+
d
p′n

1
d

∥w∥Lq(Q)

)︃−1

≥ 1.

Теорему доведено.
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Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi вивчаються екстремальнi задачi теорiї наближень на кла-

сах Соболєва функцiй багатьох змiнних. Головними результатами цього

роздiлу є:

1. Розв’язано задачу Стєчкiна про наближення взагалi кажучи необме-

женого гiперсингулярного iнтегрального оператора за допомогою об-

межених.

2. Отримано точнi нерiвностi типу Ландау–Колмогорова для гiперсин-

гулярного iнтегрального оператора, а також розв’язано деякi пов’яза-

нi екстремальнi задачi для цього оператора.

3. Розв’язано задачi оптимiзацiї квадратурних формул для iнтегралiв з

одиничною i неодиничною ваговими функцiями.
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Роздiл 3

Нерiвностi типу

Островського i деякi їх

застосування

3.1 Про загальний пiдхiд до деяких задач ап-

роксимацiї операторiв

Головнi результати цього пiдроздiлу мiстяться у статтi [107].

3.1.1 Вступ

Нехай задано два оператори Λ i I, якi визначенi на множинi A функцiй f ,

i h вимiрює вiдстань у множинi значень операторiв Λ i I. Величина

sup
f∈A

h(Λf, If) (3.1)

дає вiдхилення мiж операторами Λ i I на множинi A. Як вже зазначалось

у Вступi, задача знаходження такого вiдхилення є важливою для багатьох

питань теорiї наближень та чисельного аналiзу.

Виявляється, що у багатьох вiдомих ситуацiях розв’язання задачi знахо-

дження величини (3.1) використовує такий пiдхiд. Припустимо, що iнфор-

193



мацiя про клас A задана у термiнах значень λf , f ∈ A деякого оператора

λ. Наприклад, класи Соболєва W r
q (a, b), r ∈ N, q ∈ [1,∞], (a, b) ⊂ R, ви-

значаються умовою ∥f (r)∥Lq(a,b) ≤ 1 на функцiю λf = f (r). Нехай також

для кожної f ∈ A вiдхилення h(Λf, If) може бути оцiненим

h(Λf, If) ≤ φ(λf) (3.2)

у термiнах деякого функцiонала φ, що дiє на множинi λ(A), ми вмiємо

розв’язувати екстремальну задачу

φ(g) → sup по g ∈ λ(A), (3.3)

i нерiвнiсть (3.2) перетворюється на рiвнiсть на множинi функцiй f ∈ A,

для яких функцiї λf є екстремальними у задачi (3.3) (множина екстремаль-

них функцiй може складатись з однiєї функцiї, наприклад, якщо супремум

у (3.3) досягається; поняття екстремальної послiдовностi елементiв буде

дано у означеннi 3.1.2). Тодi справедлива точна нерiвнiсть

h(Λf, If) ≤ sup
g∈λ(A)

φ(g).

Далi ми формулюємо загальну версiю описаного пiдходу у лемi 3.1.1.

Ми також наводимо серiю прикладiв, що показують застосування описа-

ного пiдходу. У цьому пiдходi є два ключовi кроки: перший крок полягає

у доведеннi нерiвностi (3.2), яка має перетворюватись на рiвнiсть для до-

статньо широкої множини функцiй; другим кроком є розв’язання екстре-

мальної задачi (3.3). Кожен з цих крокiв може бути нетривiальним, але у

деяких вiдомих у лiтературi результатах, обидва кроки є або простими, або

вiдомими. Зокрема, ми показуємо, що багато результатiв стосовно нерiвно-

стей типу Островського можуть бути отриманi за допомогою використання

леми 3.1.1 i стандартних аргументiв. Наприклад, бiльшiсть результатiв з

огляду [74] по сутi випливають з теореми 3.1.3 з n = 1 i n = 2.
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3.1.2 Головне спостереження

3.1.2.1 Необхiднi означення

Множину M з рефлексивним антисиметричним i транзитивним вiдношен-

ням ≤ називають частково впорядкованою. Ми також iнодi пишемо α ≥ β

замiсть β ≤ α.

Означення 3.1.1. Нехай задано частково впорядковану множину M .

Елемент s ∈ M називається супремумом множини N ⊂ M , якщо вико-

нуються такi двi умови:

1. s ≥ x для всiх x ∈ N ;

2. Якщо u ≥ x для всiх x ∈ N , то u ≥ s.

Якщо iснує супремум множини N , то вiн є єдиним, i позначається через

supN .

Означення 3.1.2. Послiдовнiсть {xn} ⊂ N будемо називати екстре-

мальною для множини N ⊂ M , якщо з того факту, що y ∈ M i y ≥ xn

для всiх n ∈ N випливає, що y ≥ x для всiх x ∈ N .

Вiдмiтимо, що якщо supN iснує i належить до N , то константна послi-

довнiсть {supN} є екстремальною для множини N .

Означення 3.1.3. Множина M з введеною у нiй асоцiативною бiнарною

операцiєю + називається моноїдом, якщо iснує θM ∈ M такий, що для

всiх α ∈M

θM + α = α = α + θM .

Означення 3.1.4. Моноїд M називається частково впорядкованим, якщо

M є частково впорядкованою множиною,

M+ := {α ∈M : θM ⩽ α} ≠ {θM},

i виконується така умова:

якщо α ≤ β, то α + γ ≤ β + γ для всiх γ ∈M.
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Означення 3.1.5. Функцiя hX(·, ·) : X ×X → M+ називається M -знач-

ною метрикою, якщо виконуються такi умови:

1. Для всiх x, y ∈ X, x = y тодi i тiльки тодi, коли hX(x, y) = θM ;

2. Для всiх x, y ∈ X, hX(x, y) = hX(y, x);

3. Для всiх x, y, z ∈ X, hX(x, y) ⩽ hX(x, z) + hX(z, y).

Пару (X, hX) будемо називати M -метричним простором.

M -метричнi простори розглядались, зокрема, у [17]. У подальшому, для

двох множин A i B, через BA будемо позначати множину усiх функцiй

f : A→ B.

3.1.2.2 Головна лема

Наступне твердження описує схему, яка часто використовується для розв’я-

зання рiзних екстремальних задач.

Лема 3.1.1. Нехай задано частково впорядкований моноїд M , M -мет-

ричний простiр (Y, hY ) i деякi множини S, T,X, Z. Припустимо, що для

A ⊂ XT , Λ, I : A → Y , λ : A → ZS, i φ : λ(A) → M виконуються такi

властивостi.

(а) Для всiх f ∈ A
hY (Λf, If) ≤ φ(λf). (3.4)

(б) Iснує така пiдмножина B ⊂ A, що нерiвнiсть (3.4) перетворює-

ться на рiвнiсть для всiх f ∈ B.

(в) Для деякої послiдовностi {fn} ⊂ B послiдовнiсть {φ(λfn)} є екстре-

мальною для множини φ(λ(A)) := {φ(λf) : f ∈ A}.

Тодi послiдовнiсть {hY (Λfn, Ifn)} є екстремальною для множини

{hY (Λf, If) : f ∈ A}.
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Доведення. Нехай {fn} ⊂ B буде послiдовнiстю з властивостi (в). Припу-

стимо, що m ∈M є такою, що m ≥ hY (Λfn, Ifn) для всiх n ∈ N. Оскiльки

{fn} ⊂ B, то згiдно з властивiстю (б), m ≥ φ(λfn) для всiх n ∈ N. Тому,

використовуючи властивостi (в) i (а), отримаємо m ≥ φ(λf) ≥ hY (Λf, If)

для всiх f ∈ A, звiдки отримуємо необхiдне.

Зауваження 3.1.1. Твердження леми 3.1.1 можна сформулювати у та-

кому виглядi. При виконаннi умов леми 3.1.1 нерiвнiсть

hY (Λf, If) ≤ supφ(λ(A)) (3.5)

виконується для всiх f ∈ A, якщо iснує супремум у правiй частини рiв-

ностi. Нерiвностi (3.4) i (3.5) є точними.

3.1.3 Деякi застосування

3.1.3.1 Допомiжнi результати

Використовуючи леми, наведенi нижче, ми проiлюструємо декiлька засто-

сувань леми 3.1.1.

Лема 3.1.2. Нехай задано двi абсолютно неперервнi функцiї f, w : [a, b] →
R, w є додатною на [a, b] i p : [a, b] → R — це iнтегровна на [a, b] функцiя.

Тодi для всiх x ∈ [a, b]

ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
(︃ˆ b

a

p(t)w(t)dt

)︃
f(x)

w(x)
=

ˆ b

a

rx(s)Df(s)ds,

де

rx(s) = rx(pw; s) =

⎧⎪⎨⎪⎩−
´ s
a p(t)w(t)dt, s ≤ x,

´ b
s p(t)w(t)dt, s ≥ x;

(3.6)

i Df =
(︁
1
wf
)︁′.

Доведення.
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
(︃ˆ b

a

p(t)w(t)dt

)︃
f(x)

w(x)
=

ˆ b

a

p(t)w(t)

(︃
f(t)

w(t)
− f(x)

w(x)

)︃
dt
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=

ˆ x

a

p(t)w(t)

(︃
f(t)

w(t)
− f(x)

w(x)

)︃
dt+

ˆ b

x

p(t)w(t)

(︃
f(t)

w(t)
− f(x)

w(x)

)︃
dt

= −
ˆ x

a

p(t)w(t)

ˆ x

t

Df(s)dsdt+

ˆ b

x

p(t)w(t)

ˆ t

x

Df(s)dsdt

=

ˆ x

a

Df(s)

(︃
−
ˆ s

a

p(t)w(t)dt

)︃
ds+

ˆ b

x

Df(s)

(︃ˆ b

s

p(t)w(t)dt

)︃
ds

=

ˆ b

a

rx(s)Df(s)ds,

що i треба було довести.

Припустимо, що задано n ∈ N додатних на [a, b] функцiй w1, . . . , wn та-

ких, що функцiя w(n−k)
k є абсолютно неперервною, k = 1, . . . , n. Розглянемо

диференцiальнi оператори

D0f = f, Dkf =

(︃
1

wk
Dk−1f

)︃′
, k = 1, . . . , n. (3.7)

Оператори такого типу дослiджувались у [95, Роздiл 6]. Починаючи з iнте-

гровної функцiї p : [a, b] → R i точки x ∈ [a, b], ми визначимо послiдовнiсть

функцiй rkx : [a, b] → R формулою

r0x = p, i rkx = rx(wkr
k−1
x ), k = 1, . . . , n, (3.8)

де функцiя rx задається формулою (3.6). Справедливе таке представлення.

Лема 3.1.3.
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
n−1∑︂
k=0

(︃ˆ b

a

rkx(t)wk+1(t)dt

)︃
Dkf(x)

wk+1(x)
=

ˆ b

a

rnx(t)Dnf(t)dt.

Доведення. Доведемо твердження iндукцiєю по n. Випадок n = 1 випливає

з леми 3.1.2. Припустимо, що лема справедлива для n = s. Тодi

ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
s∑︂

k=0

(︃ˆ b

a

rkx(t)wk+1(t)dt

)︃
Dkf(x)

wk+1(x)

=

ˆ b

a

rsx(t)Dsf(t)dt−
(︃ˆ b

a

rsx(t)ws+1(t)dt

)︃
Dsf(x)

ws+1(x)
.

Застосовуючи лему 3.1.2 з p = rsx i w = ws+1, отримаємо необхiдне.
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У випадку, коли wk ≡ 1 для всiх k = 1, . . . , n, попередню лему можна

записати у бiльш явному виглядi.

Лема 3.1.4. Якщо n ∈ N, f має n−1 похiдних на [a, b] i f (n−1) є абсолютно

неперервною на вiдрiзку [a, b], то

ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
n−1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
f (k)(x) =

ˆ b

a

rnx(t)f
(n)(t)dt.

(3.9)

Крiм того, для всiх k = 1, . . . , n,
ˆ b

a

rkx(t)dt =
1

k!

ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt. (3.10)

Доведення. Перш за все вiдмiтимо, що лiва частина у (3.9) стає нулем,

якщо f є полiномом степеня менше n; це легко випливає з представлення

f(t) =
∑︁n−1

k=0
f (k)(x)
k! (t− x)k для таких полiномiв.

Далi ми iндукцiєю по n будемо одночасно доводити рiвностi (3.9) i (3.10).

Для n = 1 рiвнiсть (3.9) випливає з леми 3.1.2. Оскiльки лiва частина (3.9)

з n = 2 є нулем для f(t) = t, використовуючи (3.9) для n = 1, отримаємо

0 =

ˆ b

a

p(t)tdt−
(︃ˆ b

a

p(t)dt

)︃
x−

ˆ b

a

p(t)(t− x)dt

=

ˆ b

a

r1x(t)dt−
ˆ b

a

p(t)(t− x)dt

i рiвнiсть (3.10) для k = 1 доведено.

Припустимо, що рiвностi (3.9) i (3.10) виконуються для деякого n = s ∈
N. Оскiльки лiва частина (3.9) з n = s+2 є нулем для функцiї f(t) = ts+1

(s+1)! ,

то використовуючи iндуктивне припущення для n = s,

0 =

ˆ b

a

p(t)
ts+1

(s+ 1)!
dt−

s+1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
xs−k+1

(s− k + 1)!

=

ˆ b

a

p(t)
ts+1

(s+ 1)!
dt−

s−1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
xs−k+1

(s− k + 1)!

− 1

s!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)sdt

)︃
x− 1

(s+ 1)!

ˆ b

a

p(t)(t− x)s+1dt
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=

ˆ b

a

rsx(t) · tdt−
(︃ˆ b

a

rsx(t)dt

)︃
x− 1

(s+ 1)!

ˆ b

a

p(t)(t− x)s+1dt

=

ˆ b

a

rs+1
x (t)dt− 1

(s+ 1)!

ˆ b

a

p(t)(t− x)s+1dt,

що доводить (3.10) для k = s+ 1. Нарештi,
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
s∑︂

k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
f (k)(x)

=

ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
s−1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
f (k)(x)

− 1

s!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)sdt

)︃
f (s)(x)

=

ˆ b

a

rsx(t)f
(s)(t)dt−

(︃ˆ b

a

rsx(t)dt

)︃
f (s)(x) =

ˆ b

a

rs+1
x (t)f (s+1)(t)dt.

3.1.3.2 Нерiвностi типу Островського для класiв W n
q [a, b]

Для n ∈ N i 1 ≤ q ≤ ∞ позначимо черезW n
q [a, b] клас неперервних функцiй

f : [a, b] → R для яких функцiя f (n−1) є абсолютно неперервною на [a, b], i

∥f (n)∥Lq[a,b] ≤ 1.

Вiдмiтимо, що клас W n
q [a, b], зокрема, мiстить усi многочлени степенi

не вище n − 1. Тому якщо x ∈ [a, b] фiксовано, p — це iнтегровна на [a, b]

функцiя i

sup
f∈Wn

q [a,b]

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
n−1∑︂
k=0

ckf
(k)(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓ <∞

для деяких чисел c0, . . . , cn−1, то вираз пiд модулем має бути нульовим для

будь-якого многочлена степенi не вище n − 1. Пiдставляючи у якостi f

функцiї t ↦→ 1, t ↦→ t− x, . . . , t ↦→ (t− x)n−1, отримаємо, що

ck =
1

k!

ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Теорема 3.1.1. Нехай задано n ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, x ∈ [a, b] i iнтегровну

на [a, b] функцiю p. Тодi
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sup
f∈Wn

q [a,b]

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
n−1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
f (k)(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓

= sup
∥g∥Lq [a,b]≤1

⃓⃓⃓⃓ˆ b

a

rnx(t)g(t)dt

⃓⃓⃓⃓
= ∥rnx∥Lq′ [a,b], (3.11)

де 1/q + 1/q′ = 1 i функцiя rnx визначена у (3.8) з wk ≡ 1, k = 1, . . . , n.

Доведення. Права рiвнiсть у (3.11) випливає з нерiвностi Гельдера. Для

того, щоб отримати лiву нерiвнiсть, достатньо застосувати лему 3.1.1 з S =

T = [a, b], X = Y = Z =M = R, A = B = W n
q [a, b], Λf =

´ b
a p(t)f(t)dt,

If =
n−1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
f (k)(x),

λf = f (n) i φg =
⃓⃓⃓´ b
a r

n
x(t)g(t)dt

⃓⃓⃓
. Нерiвнiсть (3.4) стає рiвнiстю завдяки

лемi 3.1.4.

Пов’язанi результати для p(t) ≡ 1 мiстяться у [3,80].

Вiдмiтимо, що нерiвностi (3.11) можуть бути сформульованi для всiх

x ∈ [a, b] одночасно. Припустимо, що S = T = [a, b], X = Z = R,

A = B = W n
q [a, b], λf = f (n). Нехай Y = M — це множина вимiрних

суттєво обмежених на [a, b] функцiй з поточковими додаванням i частко-

вим порядком;

hY (f, g) = s ↦→ |f(s)− g(s)|, s ∈ [a, b],

Λf = x ↦→
´ b
a p(t)f(t)dt — це константна функцiя,

If = x ↦→
n−1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
f (k)(x), x ∈ [a, b],

i φg = x ↦→
⃓⃓⃓´ b
a r

n
x(t)g(t)dt

⃓⃓⃓
. Використовуючи лему 3.1.1, ми отримаємо

точну нерiвнiсть (3.11); той факт, що supφ(λ(A)) iснує, випливає з резуль-

татiв [140, Роздiл IV.1].
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3.1.3.3 Нерiвностi типу Островського для класiв W nHω[a, b]

Для n ∈ N позначимо через W nHω[a, b] клас неперервних на [a, b] функцiй

f для яких f (n) ∈ Hω[a, b], тобто для всiх h > 0,

|f (n)(x)− f (n)(y)| ≤ ω(h), якщо |x− y| ≤ h,

де ω — це заданий модуль неперервностi.

Використовуючи аналогiчнi до доведення теореми 3.1.1 аргументи, мо-

жна отримати рiвнiсть

sup
f∈WnHω[a,b]

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
n−1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
f (k)(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓

= sup
g∈Hω[a,b]

⃓⃓⃓⃓ˆ b

a

rnx(t)g(t)dt

⃓⃓⃓⃓
.

Оскiльки клас Hω[a, b] мiстить усi константнi функцiї, права частина цiєї

рiвностi може бути скiнченною тiльки у випадку, коли
ˆ b

a

rnx(t)dt = 0. (3.12)

Припустимо, що функцiя p є невiд’ємною на [a, b] i
´ b
a p(t)dt > 0. З (3.10)

випливає, що умова (3.12) не виконується для всiх парних n. У той же час,

для всiх непарних n iснує x ∈ [a, b] таке, що умова (3.12) виконується (i

така точка x є єдиною, якщо функцiя p є додатною майже всюди).

Теорема 3.1.2. Нехай задано непарне n ∈ N, модуль неперервностi ω,

iнтегровну додатну майже всюди на [a, b] функцiю p i точку x ∈ [a, b]

таку, що виконується умова (3.12). Тодi

sup
f∈WnHω[a,b]

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
n−1∑︂
k=0

1

k!

(︃ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)︃
f (k)(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓

= sup
g∈Hω[a,b]

⃓⃓⃓⃓ˆ b

a

rnx(t)g(t)dt

⃓⃓⃓⃓
≤
ˆ x

a

|rnx(t)|ω(ρ(t)− t)dt, (3.13)

де ρ : [a, x] → [x, b] однозначно визначається умовою
ˆ t

a

rnx(s)ds =

ˆ ρ(t)

a

rnx(s)ds для всiх t ∈ [a, x].
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Якщо модуль неперервностi ω є опуклим, то нерiвнiсть у (3.13) стає

рiвнiстю.

Доведення. Рiвнiсть у (3.13) може бути доведеною аналогiчно до доведення

теореми 3.1.1. Оскiльки n є непарним, то з означення функцiї rnx отриму-

ємо, що rnx є недодатною на [a, x] i невiд’ємною на [x, b]. Беручи до уваги

рiвнiсть (3.12), ми можемо застосувати лему Корнєйчука–Стєчкiна (див.

напр. [104, § 7.1]), з якої випливає нерiвнiсть у (3.13). Крiм того, ця нерiв-

нiсть стає рiвнiстю у випадку, коли модуль неперервностi ω є опуклим.

3.1.3.4 Нерiвностi типу Островського для класiв, що задаються

загальним диференцiальним оператором

Нехай оператори Dk, k = 1, . . . , n визначаються формулами (3.7). Позначи-

мо через Dn
q , q ∈ [1,∞], простiр неперервних функцiй f : [a, b] → R таких,

що ∥Dnf∥Lq[a,b] ≤ 1. Використовуючи леми 3.1.1 i 3.1.3, отримаємо такий

результат.

Теорема 3.1.3. Нехай задано n ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, x ∈ [a, b] i iнтегровну

на [a, b] функцiю p. Тодi

sup
f∈Dn

q [a,b]

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
n−1∑︂
k=0

(︃ˆ b

a

rkx(t)wk+1(t)dt

)︃
Dkf(x)

wk+1(x)

⃓⃓⃓⃓
⃓

= sup
∥g∥Lq [a,b]≤1

⃓⃓⃓⃓ˆ b

a

rnx(t)g(t)dt

⃓⃓⃓⃓
= ∥rnx∥Lq′ [a,b],

де 1/q + 1/q′ = 1, rnx визначена у (3.8), а оператори Dk, k = 1, . . . , n,

визначенi у (3.7).

3.1.3.5 Нерiвностi типу Островського для класiв Соболєва

Схема доведення теореми 2.4.1 також по сутi використовує лему 3.1.1. Ми

проiлюструємо це на прикладi теореми 2.7.1, що є частковим випадком

теореми 2.4.1. Для простоти будемо вважати, що h = 1 i писати □ замiсть
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□ d
h. Нехай S = T = □, M = X = Y = Z = R,

A = W∞
q (□) =

{︁
f ∈ W 1,q : ∥ |∇f |1∥Lq(□) ≤ 1

}︁
,

де, як i ранiше для x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, |x|1 = |x1|+ . . .+ |xd|.
Було доведено, що для всiх f ∈ W∞

q (□) маємо⃓⃓⃓⃓ˆ
□
f(y)dy − 2df(θ)

⃓⃓⃓⃓
≤ 1

d

ˆ
□
|∇f(y)|1

(︃
1

|y|d−1
∞

− |y|∞
)︃
dy,

нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для функцiй з множини

B =

{︄
f ∈ A : f(y) =

ˆ |y|∞

0

h(u)du, h(u) ≥ 0∀u, h ∈ Lq′−1[0, 1],
1

q
+

1

q′
= 1

}︄
,

i якщо λf := |∇f |1 для f ∈ A, то для кожної f ∈ B i майже всiх y ∈ □

маємо λf(y) = h(|y|∞). Крiм того, супремум

sup
∥g∥Lq(□)≤1

ˆ
□
g(y)

(︃
1

|y|d−1
∞

− |y|∞
)︃
dy

досягається на функцiї з множини λB. Тому, застосовуючи лему 3.1.1 до

Λf =
´
□ f(y)dy, If = 2df(θ), i φg =

´
□ g(y)

(︂
1

|y|d−1
∞

− |y|∞
)︂
dy, отримаємо

справедливiсть теореми 2.7.1. Схожа технiка була застосована у [45,49].

3.1.3.6 Нерiвностi типу Островського для функцiй обмеженої

варiацiї

У пiдроздiлi 3.2 також будуть використовуватись мiркування, пов’язанi

з лемою 3.1.1. Ми проiлюструємо це частковим випадком теореми 3.2.2,

необхiднi означення i її доведення буде дано у наступному пiдроздiлi.

Нехай T — це одинична куляBd, d ≥ 2, простору Rd з центром у початку

координат θ, X = Y = M = R, S = [0,∞), A — це простiр неперервних

функцiй f : Bd → R з обмеженою варiацiєю vq(f) ≤ 1, q ∈ [1,∞], Z — це

сiм’я усiх замкнених пiдмножин Bd. Для кожного s ∈ S покладемо

λf(s) = {x ∈ Bd : s ≤ |f(x)− f(θ)|} ∈ Z.
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Для операторiв Λf =
´
Bd f(x)dx, If = µBd ·f(θ) (де µ — це мiра Лебега

у Rd) i φ(λf) =
´∞
0 µ (λf(s)) ds, маємо⃓⃓⃓⃓ˆ

Bd

f(x)dx− µBdf(θ)

⃓⃓⃓⃓
≤
ˆ
Bd

|f(x)− f(θ)|dx = φ(λf),

так що нерiвнiсть (3.4) виконується для всiх f ∈ A. Вона перетворюється

на рiвнiсть для всiх функцiй

f ∈ B :=
{︁
f ∈ A : f(x) ≥ f(θ) для всiх x ∈ Bd

}︁
.

Можна довести, що supf∈A φ(λf) =
µBd

2 i iснує екстремальна послiдов-

нiсть функцiй з множини B. З леми 3.1.1 тепер випливає (використовуючи

однорiднiсть iнтеграла i варiацiї) нерiвнiсть⃓⃓⃓⃓
1

µBd

ˆ
Bd

f(x)dx− f(θ)

⃓⃓⃓⃓
≤ vq(f)

2
,

яка справедлива для всiх неперервних функцiй f : Bd → R i є точною.

3.2 Множини i функцiї обмеженої варiацiї

Головнi результати цього пiдроздiлу було отримано у [109,110].

3.2.1 Позначення

Для множини F ⊂ Rd, d ≥ 1, через ∂F , intF i F позначаємо її межу,

внутрiшнiсть i замикання вiдповiдно. Для довiльного t ∈ R покладемо

Rd
t := {(x, t) ∈ Rd : x ∈ Rd−1}. Для x, y ∈ Rd через xy ми будемо позначати

вiдрiзок з кiнцями в точках x i y, тобто xy = {(1− t)x+ ty : t ∈ [0, 1]}. Для

c ∈ R, x ∈ Rd i F ⊂ Rd покладемо cF := {cx : x ∈ F} i x+F := {x+y : y ∈
F}.

Для двох множин F1, F2 ⊂ Rd покладемо ρ(F1, F2) := inf
x∈F1,y∈F2

|x−y|, де

|w| позначає евклiдову вiдстань вiд точки w ∈ Rd до початку координат θ

у Rd.

205



Для ε ≥ 0 двi множини F1, F2 ⊂ Rd називаються ε-неперетинними,

якщо ρ(F1, F2) > ε. Легко бачити, що двi компактнi множини F1, F2 ⊂ Rd

є 0-неперетинними тодi i тiльки тодi, коли вони мають порожнiй перетин.

Для ε > 0 множина F називається ε-зв’язною, якщо не iснує розбиття F =

F1 ∪ F2 на ε-неперетиннi множини F1, F2. Деякi властивостi ε-компонент

мiстяться у [170, Додаток I].

Для довiльної функцiї f : E ⊂ Rd → R i c ∈ R позначимо через {f ≥ c}
множину {x ∈ E : f(x) ≥ c}. Аналогiчно визначаються множини {f ≤ c} i

{f = c}.
Для ε > 0 i x ∈ Rd, Bd(x, ε) := {y ∈ Rd : |x− y| ≤ ε}; Bd(ε) := Bd(θ, ε)

i Bd := Bd(1). Через Sd−1(x, ε), Sd−1(ε) i Sd−1 позначимо межовi сфери

Bd(x, ε), Bd(ε) i Bd вiдповiдно.

Для довiльної точки x ∈ Sd−1, позначимо через Π(x) гiперплощину, яка

ортогональна θx i мiстить θ. Через Π+(x) (Π−(x)) позначимо замкнений

пiв простiр породжений гiперплощиною Π(x), що мiстить (вiдповiдно не

мiстить) x. Покладемо Sd−1
± (x) := Sd−1 ∩ Π±(x).

Для точок x, y ∈ Rd, x ̸= y, позначимо через h(x, y) промiнь з початком

у точцi x, що мiстить y. Для множини X ⊂ Rd покладемо

C(X) :=
⋃︂
x∈X

h(θ, x).

Для опуклої компактної множини A ⊂ Rd такої, що θ ∈ intA i довiль-

ного x ∈ Sd−1, покладемо

ρA(x) := sup
y∈A∩h(θ,x)

|y|. (3.14)

Тодi функцiя ρA є неперервною.

Через Pd−1 ми будемо позначати d − 1-вимiрний дiйсний проєктивний

простiр, тобто множину усiх прямих в Rd, якi мiстять θ. Вiдстань мiж двома

прямими r1, r2 ∈ Pd−1 за означенням дорiвнює куту мiж r1 i r2. Мiрою

вимiрної множини A ⊂ Pd−1 є за означенням сферична мiра множини
⋃︁
l∈A

l∩

Sd−1; за цим означенням, мiри множин Pd−1 i Sd−1 є рiвними.
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Для кожного r ∈ Pd−1 через Πd−1(r) ми позначаємо гiперплощину, що

мiстить θ i є ортогональною до прямої r; Πd−1(r) розглядається як d − 1-

вимiрний простiр з d − 1-вимiрною мiрою Лебега i евклiдовою метрикою.

Для кожного β ∈ Πd−1(r) через l(r, β) ми будемо позначати пряму, що

мiстить β i є паралельною до r.

Ми розглядаємо декартовi добутки декiлькох просторiв. Ми викори-

стовуємо топологiю добутку у добутках скiнченної кiлькостi топологiчних

просторiв, i добуток мiр на добутках вимiрних просторiв. Через µk, k ∈ N,

ми будемо позначати k-вимiрну мiру Лебега в Rk, а через µ — сферичну

мiру на одиничнiй сферi Sd−1 та мiру у проєктивному просторi Pd−1.

3.2.2 Варiацiя множини

3.2.2.1 Означення

Означення 3.2.1. Через N(F ) будемо позначати число компонент зв’яз-

ностi множини F ⊂ Rd; 0 для порожньої множини, i +∞, якщо число

компонент зв’язностi є нескiнченним.

Варiацiю множини F у напрямку r ∈ Pd−1 визначимо так.

Означення 3.2.2. Для компактної множини F ⊂ Rd i прямої r ∈ Pd−1

покладемо

v(F, r) := ess sup
β∈Πd−1(r)

N (F ∩ l(r, β)) .

Означення 3.2.3. Для компактної множини F ⊂ Rd i числа p ∈ [1,∞]

покладемо

vp(F ) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︄

1
µPd−1

´
Pd−1

vp(F, r)dr

)︄ 1
p

, p ∈ [1,∞),

ess sup
r∈Pd−1

v(F, r), p = ∞.

Зауваження 3.2.1. У випадку d = 1 для всiх p ∈ [1,∞] вважаємо, що

vp(F ) = N(F ).
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Означення 3.2.4. Для компактної множини F ⊂ Rd, ε ≥ 0 i p ∈ [1,∞]

покладемо

V ε
p (F ) := sup

n∑︂
k=1

vp(Fk),

де супремум береться по всiх розбиттях F =
n⋃︁
k=1

Fk множини F на скiн-

ченну кiлькiсть компактних попарно ε-неперетинних пiдмножин Fk.

Зауваження 3.2.2. Ми пишемо Vp(F ) замiсть V 0
p (F ). У цьому випадку

супремум у означеннi береться по всiх розбиттях F =
n⋃︁
k=1

Fk множини

F на скiнченну кiлькiсть пiдмножин Fk, що попарно не перетинаються.

3.2.2.2 Коректнiсть означень

Доведення вимiрностi функцiй, що стоять пiд знаками iнтегралiв (що ви-

пливає з лем 3.2.1—3.2.5) використовують iдеї з [157, Роздiли 2–5] i [170,

Роздiл 2].

У цьому пiдроздiлi, ми ототожнюємо кожну точку (r, x) з простору

Pd−1 × Rd−1 (r ∈ Pd−1, x ∈ Rd−1) з прямою l(r, β), де β ∈ Πd−1(r) — це то-

чка з координатами x у деякому ортонормальному базисi простору Πd−1(r)

(вважаємо, що базис у просторi Πd−1(r) неперервно змiнюється при змiнi

r ∈ Pd−1).

Лема 3.2.1. Для кожної борелiвської множини B ⊂ Rd множина ψ(B)

усiх (r, x) ∈ Pd−1×Rd−1 таких, що B∩l(r, β) ̸= ∅ є вимiрною (Pd−1×Rd−1).

Множина φ(B) := {t ∈ R : B ∩ Rd
t ̸= ∅} є вимiрною.

Доведення. Позначимо через ψ1 деяку неперервну функцiю з [0, 1] на Sd−1;

iснування такої функцiї випливає з теореми Хана–Мазуркевича, див. напр.

[128, Теорема 6.8]. Визначимо функцiю ψ2 : [0, 1] × Rd → Pd−1 × Rd−1 за

таким правилом. Для кожного (t, y) ∈ [0, 1]×Rd нехай ψ2(t, y) — це пряма

l(r, β), де r ∈ Pd−1 — це пряма, що мiстить ψ1(t), а β — є такою, що пряма

l(r, β) мiстить точку y. Легко бачити, що функцiя ψ2 є неперервною. Тодi

ψ(B) = ψ2(B̃), де B̃ := [0, 1] × B. Це означає, що ψ(B) є неперервним
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образом борелiвської множини B̃ ⊂ Rd+1 а тому є вимiрною (див. напр. [92,

Теорема 94]).

Множина φ(B) є проєкцiєю борелiвської множини B на вiсь t простору

Rd, тому є вимiрною.

Означення 3.2.5. Для компактної множини F ⊂ Rd i ε > 0 позначимо

через Nε(F ) число її ε-компонент; 0 для порожньої множини.

Лема 3.2.2. Для кожної компактної множини F ⊂ Rd i кожного ε > 0

величина Nε(F ) є скiнченною i lim
ε→0

Nε(F ) = N(F ).

Доведення. Кожнiй ε-компонентi W множини F поставимо у вiдповiднiсть

кулю з центром у довiльнiй точцi w ∈ W i радiусом ε
2 . Кулi, що вiдповiд-

ають рiзним ε-компонентам множини F попарно не перетинаються; тому

може бути лише скiнченна кiлькiсть таких куль, оскiльки множина F є

обмеженою.

Якщо F має скiнченну кiлькiсть компонент зв’язностi F1, . . . , Fn, то з

компактностi компонент випливає, що ε0 := min
i̸=j

ρ(Fi, Fj) > 0. ТодiNε(F ) =

n = N(F ) для всiх ε < ε0.

Якщо N(F ) = ∞, то для кожного n ∈ N ми можемо вибрати компактнi

множини F1, . . . , Fn якi попарно не перетинаються i такi, що F =
n⋃︁
k=1

Fk.

Тодi Nε(F ) ≥ n для всiх ε < min
i ̸=j

ρ(Fi, Fj).

Для компактної множини F ⊂ Rd i ε > 0 визначимо функцiї

vF : Pd−1 × Rd−1 → R, vF (r, x) = N (F ∩ l(r, β)) , (3.15)

i

vεF : Pd−1 × Rd−1 → R, vεF (r, x) = Nε (F ∩ l(r, β)) ,

N ε
F : R → R, N ε

F (t) = Nε

(︁
F ∩ Rd

t

)︁
,

Лема 3.2.3. Нехай задано компактну множину F ⊂ Rd i ε > 0. Функцiя

vεF є вимiрною (Pd−1 × Rd−1). Функцiя N ε
F є вимiрною.
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Доведення. Розглянемо (злiченну) множину Ω усiх замкнених куль у Rd

з рацiональними центрами i радiусами. Нехай Ω̃ — це множина усiх скiн-

ченних об’єднань куль з Ω. Для кожного n ∈ N позначимо через Ωn сiм’ю

усiх множин вигляду
m⋃︁
s=1

Bis, де m ≥ n, i {Bis}ms=1 є набором попарно ε-

неперетинних множин з Ω̃. Тодi сiм’я Ωn є злiченною для кожного n ∈ N.

Вiдмiтимо, що функцiї vεF i N ε
F приймають тiльки невiд’ємних цiлих

значень. Множини {vεF ≥ 0} = Pd−1 × Rd−1 i {N ε
F ≥ 0} = R є вимiрними.

Зафiксуємо деяке натуральне число n. Доведемо, що

{vεF ≥ n} =
⋃︂

B=
m⋃︁
s=1

Bis∈Ωn

(︄
m⋂︂
s=1

ψ(Bis ∩ F ) \
m⋃︂
s=1

ψ(∂Bis ∩ F )

)︄
(3.16)

i

{N ε
F ≥ n} =

⋃︂
B=

m⋃︁
s=1

Bis∈Ωn

(︄
m⋂︂
s=1

φ(Bis ∩ F ) \
m⋃︂
s=1

φ(∂Bis ∩ F )

)︄

де функцiї ψ i φ означенi у лемi 3.2.1. Ми доводимо рiвнiсть (3.16); iншу

рiвнiсть можна довести аналогiчно.

Якщо (r, x) входить до множини у правiй частинi (3.16), то iснує мно-

жина B =
m⋃︁
s=1

Bis ∈ Ωn така, що l(r, β)∩Bis ∩F є непорожньою множиною

строго всерединi Bis, s = 1, . . . ,m. Оскiльки множини, з яких складає-

ться B, є ε-неперетинними згiдно з означенням Ωn, то ми отримуємо, що

vεF (r, x) ≥ m ≥ n i тому (r, x) ∈ {vεF ≥ n}.
Нехай (r, x) ∈ {vεF ≥ n} i F1, . . . , Fm, m ≥ n, — це всi ε-компоненти

множини l(r, β) ∩ F . Оскiльки min
i̸=j

ρ(Fi, Fj) > ε, то iснує δ > 0 таке, що

min
i̸=j

ρ(Fi, Fj) > ε + 3δ. Розглянемо скiнченне покриття C компактної мно-

жини l(r, β) ∩ F вiдкритими кулями з рацiональними центрами i радiуса-

ми, у якому кожна куля має дiаметр менше за δ i мiстить деяку точку з

l(r, β) ∩ F . Позначимо через Bk об’єднання замикань усiх куль з покриття

C, що перетинають Fk, k = 1, . . . ,m. Тодi
m⋃︁
k=1

Bk належить до Ωn згiдно iз

побудовою, а отже (r, x) належить до множини у правiй частинi (3.16).

Оскiльки F є замкненою множиною, а Ωn є злiченною множиною, то
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з леми 3.2.1 випливає, що множини {vεF ≥ n} i {N ε
F ≥ n} є вимiрними, а

тому функцiї vεF i N ε
F є вимiрними.

Лема 3.2.4. Функцiя vF , що означена у (3.15) є вимiрною (Pd−1 × Rd−1)

для кожної компактної множини F ⊂ Rd.

Доведення. Для кожного фiксованого (r, x) ∈ Pd−1 × Rd−1, lim
ε→0

vεF (r, x) =

vF (r, x) згiдно з лемою 3.2.2. Тому вимiрнiсть функцiї vF є наслiдком ви-

мiрностi vεF , ε > 0, яка стверджується у лемi 3.2.3.

З теореми Тонеллi i леми 3.2.4 тепер випливає коректнiсть означення

vp(F ) для кожного 1 ≤ p ≤ ∞ i кожної компактної множини F ⊂ Rd; тому

функцiї V ε
p (F ) також означенi коректно для кожного ε ≥ 0.

3.2.2.3 Деякi властивостi варiацiї множин

Наступна властивiсть є безпосереднiм наслiдком з означення.

Властивiсть 3.2.1. Нехай задано p ∈ [1,∞], ε ≥ 0 i компактну множину

F ⊂ Rd. Тодi vp(F ) ≤ V ε
p (F ). Якщо F є ε-зв’язною, то vp(F ) = V ε

p (F ).

Властивiсть 3.2.2. Нехай p ∈ [1,∞] i задано компактну множину F ⊂
Rd. Тодi

Vp(F ) = lim
ε→0

V ε
p (F ). (3.17)

Доведення. З означення випливає, що V ε1
p (F ) ≤ V ε2

p (F ) при ε1 > ε2. Тому

границя lim
ε→0

V ε
p (F ) iснує i не перевищує Vp(F ).

Припустимо, що Vp(F ) < ∞. Тодi для кожного δ > 0 iснує розбиття

F =
n(δ)⋃︁
k=1

Fk множини F на попарно неперетиннi компактнi множини Fk

такi, що Vp(F ) ≤
n(δ)∑︁
k=1

vp(Fk) + δ. Покладемо ε0 := min
i̸=j

ρ(Fi, Fj). Тодi ε0 > 0

i для кожного ε < ε0, V ε
p (F ) ≥ Vp(F )− δ. Тому виконується рiвнiсть (3.17).

Випадок V ε
p (F ) = ∞ можна розглянути аналогiчно.
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Властивiсть 3.2.3. Нехай задано компактнi множини F1, . . . , Fn ⊂ Rd,

n ∈ N, що попарно не перетинаються. Тодi для всiх p ∈ [1,∞]

vp

(︄
n⋃︂
k=1

Fk

)︄
≤

n∑︂
k=1

vp(Fk).

Доведення. Достатньо довести властивiсть у випадку, коли n = 2. Покла-

демо F := F1∪F2. Оскiльки F1 i F2 є компактними множинами, що не пере-

тинаються, то ρ(F1, F2) > 0, i тому для будь-якого r ∈ Pd−1 i β ∈ Πd−1(r),

N(F ∩ l(r, β)) = N(F1 ∩ l(r, β)) + N(F2 ∩ l(r, β)). Звiдси випливає, що

v(F, r) ≤ v(F1, r)+v(F2, r) для всiх r ∈ Pd−1, i тому vp(F ) ≤ vp(F1)+vp(F2)

для всiх p ∈ [1,∞].

Властивiсть 3.2.4. Нехай задано n ∈ N, ε ≥ 0 i попарно ε-неперетиннi

компактнi множини F1, . . . , Fn ⊂ Rd. Тодi для всiх p ∈ [1,∞]

V ε
p

(︄
n⋃︂
k=1

Fk

)︄
=

n∑︂
k=1

V ε
p (Fk).

Доведення. Достатньо довести властивiсть у випадку n = 2. Покладемо

F := F1∪F2. Нехай {Tk}mk=1,m ∈ N, — це розбиття множини F на компактнi

попарно ε-неперетиннi пiдмножини. Тодi згiдно з властивiстю 3.2.3
m∑︂
k=1

vp(Tk) =
m∑︂
k=1

vp((Tk ∩ F1) ∪ (Tk ∩ F2))

≤
m∑︂
k=1

vp(Tk ∩ F1) +
m∑︂
k=1

vp(Tk ∩ F2) ≤ V ε
p (F1) + V ε

p (F2),

оскiльки {Tk∩F1}mk=1 i {Tk∩F2}mk=1 є розбиттями множин F1 i F2 на попарно

ε-неперетиннi компактнi пiдмножини. Тому

V ε
p (F ) ≤ V ε

p (F1) + V ε
p (F2).

З iншого боку, для довiльних розбиттiв множин F1 i F2 на компактнi ε-

неперетиннi множини {T 1
k }sk=1 i {T 2

k }mk=1 вiдповiдно, s,m ∈ N, {T 1
k }sk=1 ∪

{T 2
k }mk=1 є розбиттям множини F на компактнi ε-неперетиннi множини, i

тому

V ε
p (F ) ≥ V ε

p (F1) + V ε
p (F2).
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Властивiсть 3.2.5. Якщо ε ≥ 0 i F ⊂ Rd є компактною множиною, що

має рiвно n ∈ N ε-зв’язних компонент F1, . . . , Fn, то для всiх p ∈ [1,∞],

V ε
p (F ) =

n∑︁
k=1

vp(Fk).

Доведення. Кожна ε-зв’язна компонента компактної множини є компакт-

ною множиною. Тому згiдно з властивостями 3.2.4 i 3.2.1,

V ε
p (F ) =

n∑︂
k=1

V ε
p (Fk) =

n∑︂
k=1

vp(Fk).

Властивiсть 3.2.6. Якщо F ⊂ Rd є компактною множиною, α ̸= 0 i

αF := {αx : x ∈ F}, то для всiх p ∈ [1,∞] маємо vp(F ) = vp(αF ) i

Vp(F ) = Vp(αF ).

Доведення. Властивiсть випливає з того, що для кожних r ∈ Pd−1 i β ∈
Πd−1(r), N(F ∩ l(r, β)) = N(αF ∩ l(r, αβ)), а тому v(αF, r) = v(F, r).

3.2.3 Варiацiя функцiї

3.2.3.1 Означення

Означення 3.2.6. Нехай задано множину E ⊂ Rd i функцiю f : E → R.

Для t ∈ R множина

L(f ; t) := {x ∈ E : f(x) = t}

називається множиною рiвня функцiї f .

Означення 3.2.7. Нехай задано множину E ⊂ Rd, неперервну на ком-

пактнiй множинi F ⊂ E функцiю f : E → R, i p ∈ [1,∞]. Покладемо

vp(f ;F ) :=

∞̂

−∞

vp(F ∩ L(f ; t))dt.
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Якщо F є локально зв’язною, то покладемо

Vp(f ;F ) :=

∞̂

−∞

Vp(F ∩ L(f ; t))dt.

У випадку F = E будемо писати vp(f) i Vp(f) замiсть vp(f ;E) i Vp(f ;E)

вiдповiдно.

3.2.3.2 Коректнiсть означень

Доведемо, що функцiї, що стоять пiд знаком iнтегралiв є вимiрними.

Лема 3.2.5. Нехай задано множину E ⊂ Rd, неперервну на компактнiй

множинi F ⊂ E функцiю f : E → R, i p ∈ [1,∞]. Тодi функцiя vp(F ∩
L(f ; ·)) є вимiрною.

Доведення. Для простоти позначень будемо вважати, що Rd ⊃ F = E i

будемо доводити вимiрнiсть функцiї vp(L(f ; ·)). Розглянемо графiк

Γ(f) := {(x, t) ∈ Rd+1 : x ∈ E, f(x) = t} (3.18)

функцiї f i двi функцiї vΓ(f) : Pd × Rd → R i vf : R × Pd−1 × Rd−1 → R,

якi визначено за формулами vf(t, r, x) = vL(f ;t)(r, x) (функцiя vF означена

у (3.15)).

Оскiльки множина E є компактною, а функцiя f є неперервною на E,

то множина Γ(f) ⊂ Rd+1 є компактною. З леми 3.2.4 випливає, що функцiя

vΓ(f) є вимiрною (Pd × Rd).

Нагадаємо, що Rd+1
0 =

{︁
(x, 0) ∈ Rd+1 : x ∈ Rd

}︁
. Функцiя

ϕ : R× Pd−1 × Rd−1 → Pd × Rd ∩
{︁
(R, y) ∈ Pd × Rd : R ⊂ Rd+1

0

}︁
,

яка вiдображає точку (t, r, x) у точку (R, y) з R = {(z, 0), z ∈ r} i y = (x, t),

є неперервною i має неперервну обернену. Крiм того, для кожного (t, r, x) ∈
R×Pd−1×Rd−1 маємо vf(t, r, x) = vΓ(f)(ϕ(t, r, x)). Тому для кожного c ∈ R
функцiя ϕ вiдображає множину{︁

(t, r, x) ∈ R× Pd−1 × Rd−1 : vf(t, r, x) ≥ c
}︁
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у множину{︁
(R, y) ∈ Pd × Rd : vΓ(f)(R, y) ≥ c

}︁
∩
{︁
(R, y) ∈ Sd × Rd : R ⊂ Rd+1

0

}︁
.

Остання множина є перетином вимiрної (через вимiрнiсть функцiї vΓ(f))

множини i замкненої множини; тому i перша з множин є вимiрною. Тому

функцiя vf є вимiрною (R×Pd−1×Rd−1), а отже твердження леми випливає

з теореми Тонеллi.

Наступна лема є добре вiдомою (див. напр. [180, лема 4] або [170, лема 3

у Роздiлi 5]).

Лема 3.2.6. Для довiльної функцiї f : E → R позначимо через Textr мно-

жину чисел t ∈ R таких, що множина L(f ; t) мiстить точку локального

екстремуму. Тодi множина Textr є не бiльш нiж злiченною.

Лема 3.2.7. Нехай задано множину E ⊂ Rd, неперервну на компактнiй

локально зв’язнiй множинi F ⊂ E функцiю f : E → R, i p ∈ [1,∞]. Тодi

функцiя Vp(F ∩ L(f ; ·)) є вимiрною.

Доведення. Без зменшення загальностi будемо вважати, що F = E. Вико-

ристовуючи властивiсть 3.2.2, достатньо довести, що функцiя V ν
p (L(f ; ·)) є

вимiрною для кожного ν > 0.

Зафiксуємо деяке ν > 0. З леми 3.2.3 випливає, що функцiя Nf(t) :=

Nν(L(f ; t)) = N ν
Γ(f)(t) є вимiрною (множина Γ(f) означена у (3.18)). З ле-

ми 3.2.6 випливає, що для кожного k = 0, 1, . . . множина Tk := N−1
f (k)\Textr

є вимiрною; крiм того, очевидно що цi множини попарно не перетинаються.

Для кожного c ∈ R

{V ν
p (L(f ; ·)) ≤ c} \ Textr =

⋃︂
k∈N

{t ∈ Tk : V
ν
p (L(f ; t)) ≤ c}

i тому достатньо довести, що для кожного k ∈ N множина

{t ∈ Tk : V
ν
p (L(f ; t)) ≤ c}

є вимiрною.

215



Зафiксуємо k ∈ N i t∗ ∈ Tk. Множина L(f ; t∗) мiстить рiвно k ν-зв’язних

компонент F1, . . . , Fk. Кожна з цих компонент є компактною множиною, а

тому iснує ε > 0 таке, що множини Us(ε) = {x : ρ(x, Fs) < ε}, s = 1, . . . , k,

є попарно ν-неперетинними. Покладемо U(ε) :=
k⋃︁
s=1

Us(ε).

Iснує δ > 0 таке, що L(f ; t) ⊂ U(ε) для кожного t ∈ (t∗−δ, t∗+δ). Дiйсно,

припустимо протилежне, нехай iснує послiдовнiсть an, an → 0 при n → ∞
така, що кожна з множин рiвня L(f ; t∗ + an) мiстить точку xn /∈ U(ε).

Переходячи до пiдпослiдовностi, якщо треба, ми можемо припустити, що

послiдовнiсть xn збiгається до деякого x ∈ Rd. Оскiльки U(ε) є вiдкри-

тою множиною, x /∈ U(ε). Але це неможливо, оскiльки f є неперервною

функцiєю, а тому f(x) = t∗.

Для кожного s = 1, . . . , k, розглянемо довiльну точку xs ∈ Fs. Оскiльки

множина L(f, t∗) не мiстить екстремумiв, множина F є локально зв’язною

i функцiя f є неперервною, то для достатньо малих εs > 0 множина

f
(︁
Bd(xs, εs)

)︁
мiстить окiл (t∗ − δs, t

∗ + δs) точки t∗ (δs > 0). Тому для

довiльного t ∈ (t∗ − δs, t
∗ + δs) множина рiвня L(f ; t) мiстить хоча б одну

ν-компоненту всерединi Us(ε). Тому iснує δ = δ(t∗) > 0 таке, що кожна мно-

жина рiвня L(f, t), t ∈ (t∗− δ, t∗+ δ) мiстить принаймнi одну ν-компоненту

всерединi Us(ε), s = 1, . . . , k. Отже для всiх t ∈ Tk∩ (t∗− δ, t∗+ δ) множина

рiвня L(f ; t) мiстить рiвно одну ν-компоненту всерединi Us(ε), s = 1, . . . , k.

З цього i властивостi 3.2.5 випливає, що

V ν
p (L(f ; t)) =

k∑︂
s=1

vp

(︂
L(f ; t) ∩ Us(ε)

)︂
. (3.19)

Для кожного t∗ ∈ Tk покладемо W (t∗) := (t∗ − δ(t∗), t∗ + δ(t∗)); мно-

жини W (t∗), t∗ ∈ Tk, утворюють вiдкрите покриття множини Tk. Тому ми

можемо обрати злiченне пiдпокриття W1,W2, . . . множини Tk. Покладемо

W̃ 1 := W1∩Tk, W̃m :=

(︃
Wm \

m−1⋃︁
s=1

Ws

)︃
∩Tk, m = 2, 3, . . . . Ми отримали злi-

ченне розбиття множини Tk на попарно неперетиннi вимiрнi пiдмножини

W̃m, m ∈ N, так, що на кожнiй з множин W̃m маємо представлення (3.19)

функцiї V ν
p (L(f ; ·)) (множини Us(ε), s = 1, . . . , k, можуть бути рiзними для
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рiзних m ∈ N). З леми 3.2.5 випливає вимiрнiсть множини

{t ∈ Tk : V
ν
p (L(f ; t)) ≤ c} =

⋃︂
m∈N

(︄
W̃m ∩

{︄
k∑︂
s=1

vp

(︂
L(f ; t) ∩ Us(ε)

)︂
≤ c

}︄)︄
,

що завершує доведення леми.

3.2.3.3 Деякi властивостi варiацiї функцiй

Ми наводимо деякi властивостi варiацiї функцiй. Зафiксуємо деяке p ∈
[1,∞] i компактну множину F ⊂ Rd. Функцiя f вважається неперервною на

F . Для властивостей величини Vp(f) вiд множини F додатково вимагаємо

локальну зв’язнiсть.

Властивiсть 3.2.7. Функцiї vp(f) i Vp(f) є невiд’ємними. Якщо f є кон-

стантою, то vp(f) = Vp(f) = 0.

Доведення. Невiд’ємнiсть функцiй випливає з означення. Якщо f є кон-

стантою, то вона має рiвно одну непорожню множину рiвня.

Властивiсть 3.2.8. Якщо α, β ∈ R, то vp(α · f +β) = |α|vp(f) i Vp(α · f +
β) = |α|Vp(f).

Доведення. Вiдмiтимо, що L(α ·f +β; t) = L(f ;α−1 · (t−β)) для всiх α ̸= 0

i β, t ∈ R. Роблячи замiну s = α−1 · (t − β) у iнтегралi з означення 3.2.7,

отримаємо потрiбнi рiвностi. У випадку α = 0 властивiсть випливає з вла-

стивостi 3.2.7.

Властивiсть 3.2.9. Для кожного α ̸= 0, vp(f ;F ) = vp
(︁
f(α ·);α−1F

)︁
i

Vp(f ;F ) = Vp(f(α ·);α−1F ).

Доведення. Ця властивiсть є наслiдком властивостi 3.2.6.

Властивiсть 3.2.10. Нехай задано t ∈ R таке, що F \ L(f ; t) має рiвно

n ≥ 2 компонент зв’язностi F1, F2, . . . , Fn. Припустимо, що для кожного

k = 1, . . . , n, Fk \ Fk ⊂ L(f ; t). Тодi vp(f ;F ) ≤
n∑︁
k=1

vp(f ;Fk) i Vp(f ;F ) =

n∑︁
k=1

Vp(f ;Fk).
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Доведення. Розглянемо довiльне s ∈ R, s ̸= t. Для k = 1, . . . , n покла-

демо Wk := Fk ∩ L(f ; s). Тодi множина Wk є замкненою, k = 1, . . . , n, i

Wk ⊂ Fk, що випливає з умови властивостi i того факту, що рiзнi множини

рiвня довiльної функцiї не перетинаються. Тодi множини Wk є компактни-

ми i попарно не перетинаються. З властивостей 3.2.3 i 3.2.4 випливає, що

Vp(L(f ; s)) =
n∑︁
k=1

Vp(Fk ∩ L(f ; s)) i vp(L(f ; s)) ≤
n∑︁
k=1

vp(Fk ∩ L(f ; s)). Твер-

дження тепер випливає з означення 3.2.7.

Властивiсть 3.2.11. Якщо d = 1 i f : [0, 1] → R є неперервною функцiєю,

то для всiх p ∈ [1,∞]

vp(f ; [0, 1]) = Vp(f ; [0, 1]) =
1⋁︂
0

f,

Зауваження 3.2.3.
⋁︁1

0 f — це класична варiацiя функцiї f однiєї змiнної

на [0, 1]. Ми включаємо випадок, коли
⋁︁1

0 f = +∞, тобто f не є функцiєю

обмеженої варiацiї.

Доведення. Теорема Банах про iндикатрису [57] стверджує, що
⋁︁1

0 f дорiв-

нює iнтегралу по t ∈ R кiлькiсть точок у L(f ; t). У означеннi vp(f ; [0, 1]),

кiлькiсть компонент зв’язностi множини L(f ; t) iнтегрується по t ∈ R. Ко-

жна компонента зв’язностi компактної множини на прямiй R є або точкою,

або вiдрiзком. Сiм’я множин рiвня L(f ; t), якi мiстять вiдрiзок як компо-

ненту зв’язностi, є не бiльш нiж злiченною, бо кожна така множина рiвня

мiстить точку екстремуму, див. лему 3.2.6. Тому vp(f ; [0, 1]) =
⋁︁1

0 f . Легко

бачити, що vp(f ; [0, 1]) = Vp(f ; [0, 1]).

Властивiсть 3.2.12. Нехай задано неперервну функцiю φ : [0, 1] → R i

d ∈ N. Нехай fφ : B
d → R, fφ(x) = φ(|x|). Тодi для всiх p ∈ [1,∞]

vp(fφ;B
d) = Vp(fφ;B

d) = 2 ·
1⋁︂
0

φ.

Доведення. У випадку d = 1 властивiсть випливає з властивостi 3.2.11, то-

му далi вважаємо, що d ≥ 2. Зафiксуємо довiльне t ̸= φ(0). Для довiльного

218



r ∈ Pd−1 i β ∈ Πd−1(r) число N(L(fφ; t) ∩ l(r, β)) може бути отриманим за

допомогою такої процедури: розглянемо пряму r = l(r, θ) i вiдмiтимо на

нiй точки множини L(fφ; t) ∩ l(r, θ); вирiжемо з прямої вiдрiзок (−|β|, |β|)
i склеїмо точки −|β| i |β|; кiлькiсть компонент зв’язностi вiдмiчених то-

чок на отриманiй прямiй дорiвнює N(L(fφ; t)∩ l(r, β)). Це показує, що для

довiльного β

N(L(fφ; t) ∩ l(r, β)) ≤ N(L(fφ; t) ∩ l(r, θ)). (3.20)

З вибору точки t випливає, що

θ /∈ L(fφ; t) (3.21)

i тому iснує ε > 0 таке, що B(ε)∩L(fφ; t) = ∅. Звiдси випливає, що множи-

на L(fφ; t)∩ l(r, θ) не мiстить точок x з |x| < ε i тому для всiх β таких, що

|β| < ε, нерiвнiсть (3.20) перетворюється на рiвнiсть. Тому v(L(fφ; t), r) =

N(L(fφ; t)∩l(r, θ)). З (3.21) випливає, щоN(L(fφ; t)∩l(r, θ)) = 2·N(L(φ; t)).

Для того, щоб довести рiвнiсть vp(fφ;B) = 2 ·
⋁︁1

0 φ тепер достатньо ско-

ристатись властивiстю 3.2.11. Рiвнiсть vp(fφ;B) = Vp(fφ;B) випливає з

геометрiї множин рiвня функцiї fφ.

3.2.4 Варiацiя деяких множин i функцiй

У цьому пунктi ми обчислимо варiацiї спецiальних множин i функцiй, якi

будуть екстремальними у вiдповiдних нерiвностях типу Островського.

3.2.4.1 Варiацiя деяких множин

Лема 3.2.8. Нехай задано множину X ⊂ Sd−1 таку, що

µX < µSd−1 (3.22)

i множина C(X) є опуклою. Тодi iснує точка x ∈ Sd−1 така, що X ⊂
Sd−1
+ (x).
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Доведення. З нерiвностi (3.22) випливає, що C(X) ̸= Rd. Тому θ /∈ int C(X)

i отже θ ∈ ∂C(X). Таким чином з опуклостi множини C(X) випливає iсну-

вання опорної для C(X) гiперплощини, що мiстить θ. Ця гiперплощина

породжує шукану пiв сферу.

Лема 3.2.9. Нехай задано опуклу компактну множину A ⊂ Rd таку,

що θ ∈ intA. Нехай також X ⊂ Sd−1 з µSd−1 > µX > 0 є такою, що

множина C(X) є опуклою. Тодi для всiх p ∈ [1,∞)

vp(A \ int C(X)) = vp(A ∩ ∂C(X)) =

(︃
(1− 2p)µX

µSd−1
+ 2p

)︃ 1
p

.

Доведення. Достатньо довести, що

v(A \ int C(X), r) = v(A ∩ ∂C(X), r) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, r ∩ int C(X) ̸= ∅,

2, r ∩X = ∅.

Дiйсно, оскiльки множина прямих r ∈ Pd−1, якi мiстять межовi точки

X, має нульову мiру через опуклiсть C(X), то

vp(A \ int C(X)) = vp(A ∩ ∂C(X))

=

(︃
1

µSd−1

(︁
1 · µX + 2p · (µSd−1 − µX)

)︁)︃ 1
p

=

(︃
(1− 2p)µX

µSd−1
+ 2p

)︃ 1
p

.

Покладемо Y := A \ int C(X). Спочатку доведемо твердження для

варiацiї множини Y . Оскiльки Y є рiзницею двох опуклих множин, то

N(Y ∩ l(r, β)) ≤ 2 для всiх r ∈ Pd−1 i β ∈ Πd−1(r). Оскiльки µdY > 0,

то v(Y, r) ≥ 1 для всiх r ∈ Pd−1.

З леми 3.2.8 випливає iснування x ∈ Sd−1 такої, що X ⊂ Sd−1
+ (x).

Нехай r ∈ Pd−1 є такою, що r ∩X = ∅ i нехай r ∩ Sd−1 = {y1, y2}. Тодi

y1, y2 /∈ X, а отже iснує ε > 0 таке, що X ∩ B(yi, ε) = ∅, i = 1, 2. Оскiльки

C(X) є опуклою множиною з ненульовою мiрою, то C(X) ∩ B(ε) мiстить

внутрiшнi точки множини C(X). Тому iснує множина з додатною мiрою

точок β ∈ Pd−1(r) така, що l(r, β) ∩ int C(X) ̸= ∅ i l(r, β) ∩ B(yi, ε) ̸= ∅,
i = 1, 2. Тому v(Y, r) ≥ 2, i отже v(Y, r) = 2.
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Нехай r ∈ Pd−1 є такою, що r∩ int C(X) ̸= ∅ i y = r∩X. Припустимо, що

iснує β ∈ Pd−1(r) така, що N(Y ∩ l(r, β)) ≥ 2. Нехай l(r, β)∩ ∂A = {y1, y2}.
Тодi y1, y2 ∈ Y . Виберемо деяку точку z ∈ l(r, β) ∩ int C(X) i розглянемо

двовимiрну площину Π2, яка мiстить θ, y i z. Тодi y1, y2 ∈ Π2. Крiм того,

променi h(θ, y) i h(θ, z) мiстяться у множинi C(X) через її опуклiсть. Отже,

весь кут породжений променями h(θ, y) i h(θ, z) мiститься у C(X). Але

звiдси випливає, що одна з точок y1 або y2 належить int C(X). Отримали

протирiччя, а отжеN(Y ∩l(r, β)) = 1 для всiх β ∈ Pd−1(r). Тому v(Y, r) = 1.

Вiдмiтимо, що N(A ∩ ∂C(X) ∩ l(r, β)) ≤ 2 для всiх r ∈ Pd−1 i β ∈ Π(r)

через опуклiсть C(X). Крiм того, N(A ∩ ∂C(X) ∩ l(r, β)) = 2 тодi i тiльки

тодi, коли N(Y ∩ l(r, β)) = 2. Звiдси випливає справедливiсть твердження

стосовно множини A ∩ ∂C(X).

3.2.4.2 Варiацiя деяких функцiй

Лема 3.2.10. Нехай задано множину X ⊂ Sd−1 з µSd−1 > µX > 0 i таку,

що C(X) є опуклою множиною. Припустимо x ∈ int C(X). Тодi для всiх

y ∈ C(X) пряма l(y) := {y + sx : s ∈ R} перетинає ∂C(X) рiвно в однiй

точцi.

Доведення. З леми 3.2.8 випливає, що множина C(X) мiститься в деякому

пiв просторi. Бiльше того, оскiльки x ∈ int C(X), то довiльна пряма пара-

лельна вектору θx перетинає гiперплощину, що породжує цей пiв простiр.

З цього випливає, що довiльна пряма l(y) перетинає ∂C(X) хоча б в однiй

точцi.

Для завершення доведення леми достатньо показати, що довiльна пря-

ма l(y), y ∈ C(X), мiстить промiнь, який мiститься в C(X).

Якщо y ∈ h(θ, x), то l(y) ⊃ h(θ, x) i h(θ, x) ⊂ C(X).

З леми 3.2.8 випливає, що y /∈ −h(θ, x). Розглянемо двовимiрну пло-

щину Π2, яка мiстить x, y i θ. Опукла множина C(X) ∩ Π2 мiстить обидва

променi h(θ, x) i h(θ, y), а тому мiстить весь кут, який породжується цими
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променями. Тому C(X) ⊃ h(y, y + x).

Лема 3.2.11. Нехай множина X ⊂ Sd−1 з µSd−1 > µX > 0 є такою,

що C(X) є опуклою. Припустимо, що x ∈ int C(X). Тодi iснує константа

C > 0 така, що для всiх s > 0 i y ∈ −sx+ ∂C(X)

C · s ≤ inf
z∈∂C(X)

|y − z|. (3.23)

Доведення. Нехай y ∈ −sx+∂C(X). Тодi z = y+sx ∈ ∂C(X). Iснує опорна

для C(X) гiперплощина Π = Π(z), що мiстить z. Бiльше того, θ ∈ Π,

оскiльки усi точки променя h(θ, z) знаходяться з одного боку вiд Π. Нехай

ε > 0 є таким, що B(x, ε) ⊂ C(X). Тодi для кута α(z) мiж гiперплощиною

Π i променем h(θ, x) маємо α(z) ≥ α, де α = α(ε) > 0 залежить вiд ε i не

залежить вiд z. Тодi

inf
w∈∂C(X)

|y − w| ≥ inf
w∈Π(z)

|y − w| = s|x| sinα(z) ≥ s|x| sinα

i нерiвнiсть (3.23) виконується з C = |x| sinα > 0.

Лема 3.2.12. Нехай виконуються умови леми 3.2.9 i точка x ∈ A ∩
int C(X) є такою, що −x ∈ intA. Визначимо функцiю f : A→ R за такою

формулою:

f(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, t ∈ C(X) ∩ A,

s, t ∈ [−sx+ ∂C(X)] ∩ A, s ∈ (0, 1),

1, t ∈ A \ [−x+ int C(X)].

Тодi f є неперервною i для всiх p ∈ [1,∞)

vp(f) =

(︃
(1− 2p)µX

µSd−1
+ 2p

)︃ 1
p

. (3.24)

Доведення. Вiдмiтимо, що з леми 3.2.11 випливає, що [−s1x + ∂C(X)] ∩
[−s2x + ∂C(X)] = ∅ для s1 ̸= s2. Крiм того, з леми 3.2.10 випливає, що
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−x + int C(X) ⊃ C(X) i для всiх y ∈ [−x + int C(X)] \ C(X) iснує число

s ∈ (0, 1) таке, що y ∈ −sx+ ∂C(X). Тому функцiя f коректно визначена.

Якщо y1 ∈ −s1x+ ∂C(X) i y2 ∈ −s2x+ ∂C(X), 0 ≤ s1 < s2 ≤ 1, то згiдно з

лемою 3.2.11,

|f(y1)− f(y2)| = |s1 − s2| ≤
1

C
inf

y∈−s1x+∂C(X)
|y2 − y| ≤ 1

C
|y2 − y1|.

Тому функцiя f є неперервною.

З означення функцiї f випливає, що 0 ≤ f(y) ≤ 1 для всiх y ∈ A. Для

всiх s ∈ (0, 1) маємо L(f, s) = [−sx + ∂C(X)] ∩ A. З леми 3.2.9 випливає,

що

vp(L(f, s)) =

(︃
(1− 2p)µX

µSd−1
+ 2p

)︃ 1
p

, s ∈ (0, 1).

Дiйсно, достатньо застосувати лему 3.2.9 до множин sx + A i ∂C(X), а

потiм помiтити, що для довiльної компактної множини F i y ∈ Rd, vp(F ) =

vp(y + F ). Звiдси випливає (3.24).

3.2.5 Сiм’я множин A

В цьому пунктi ми дамо два еквiвалентнi означення сiм’ї множин, якi бу-

дуть виступати областями визначення в нерiвностях типу Островського.

3.2.5.1 Означення

Означення 3.2.8. Позначимо через A сiм’ю всiх компактних опуклих

множин A ⊂ Rd таких, що θ ∈ intA i для всiх λ ∈
(︂
0, µS

d−1

2

]︂
точна

нижня грань

C(A, λ) := inf
Λ⊂Sd−1, µΛ=λ,

Λ∩(−Λ)=∅

µd [C(Λ) ∩ A] (3.25)

досягається на деякiй множинi Λ(λ) для якої множина C(Λ(λ)) є опу-

клою.

Наступна теорема дає еквiвалентне означення сiм’ї A. Її буде доведено

в пiдпунктi 3.2.5.4.
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Теорема 3.2.1. Компактна опукла множина A ⊂ Rd з θ ∈ intA нале-

жить до сiм’ї A тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi двi умови.

1. Iснує x ∈ Sd−1 така, що (функцiя ρA означена у (3.14))

ρA(y) ≤ ρA(−y) для всiх y ∈ Sd−1
+ (x). (3.26)

2. Для всiх r > 0 множина C
(︁
{y ∈ Sd−1

+ (x) : ρA(y) ≤ r}
)︁

є опуклою.

3.2.5.2 Допомiжнi результати

Лема 3.2.13. Нехай x ∈ Sd−1 i X ⊂ Sd−1
+ (x) є такими, що множина

C(X) є опуклою. Припустимо, що y ∈ Π(x) ∩ Sd−1 i ε > 0 такi, що

µ
(︁
X ∩Bd(y, ε)

)︁
= µ

(︁
X ∩Bd(−y, ε)

)︁
= µ

(︁
Sd−1
+ (x) ∩Bd(y, ε)

)︁
. (3.27)

Тодi µX = µSd−1

2 .

Доведення. З (3.27) випливає, що µd(C(X)) ̸= 0. Тому з опуклостi C(X)

випливає

µd
[︁
int C(X) ∩Bd

]︁
= µd

[︁
C(X) ∩Bd

]︁
= µd

[︂
C(X) ∩Bd

]︂
.

Отже, достатньо довести, що C(X)∩Sd−1 = Sd−1
+ (x), оскiльки для довiльної

вимiрної множини S ⊂ Sd−1 маємо µS = µSd−1

µdBd µ
d
[︁
C(S) ∩Bd

]︁
.

Для довiльної точки z ∈ Rd позначимо через l(z) пряму, що мiстить

точку z i паралельну прямiй, що проходить через точки y i −y. Тодi для

кожної z ∈ Bd(ε) ∩ Π+(x) пряма l(z) перетинає обидвi множини Sd−1
+ (x) ∩

Bd(y, ε) i Sd−1
+ (x) ∩Bd(−y, ε).

Тому, згiдно з (3.27), пряма l(z) перетинає обидвi множини X ∩Bd(y, ε)

i X ∩Bd(−y, ε). З цього випливає, що z ∈ convX, а отже z ∈ conv C(X) =

C(X). З довiльностi точки z, ми отримуємо Bd(ε) ∩ Π+(x) ⊂ C(X) i отже

C(X) ∩Bd ⊃ Sd−1
+ (x). З цього випливає, що C(X) ∩ Sd−1 = Sd−1

+ (x).
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3.2.5.3 Деякi властивостi множин сiм’ї A

Лема 3.2.14. Нехай A ∈ A i x ∈ Sd−1 є такими, що виконується умо-

ва (3.26). Тодi ρA(y) = ρA(−y) для всiх y ∈ Π(x) ∩ Sd−1.

Доведення. Припустимо протилежне, нехай ρA(y) > ρA(−y) для деякої

y ∈ Π(x)∩Sd−1. Тодi з неперервностi функцiї ρA випливає iснування δ > 0

такого, що ρA(z) > ρA(−z) для всiх z ∈ Sd−1 ∩ Bd(y, δ). Але це супере-

чить (3.26).

Лема 3.2.15. Нехай A ∈ A. Тодi iснує точка x ∈ Sd−1 така, що виконує-

ться умова (3.26), i для всiх y ∈ Sd−1
+ (x)\Π(x) i z ∈ Π(x)∩Sd−1

+ (x) маємо

ρA(y) ≤ ρA(z).

Доведення. Для кожного µSd−1

2 > ε > 0 покладемо λε = µSd−1

2 − ε i роз-

глянемо множину Λε = Λ(λε) з означення сiм’ї A. З леми 3.2.8 випли-

ває, що для кожного такого ε iснує xε ∈ Sd−1 така, що Λε ⊂ Sd−1
+ (xε).

Переходячи до пiдпослiдовностi, якщо треба, ми можемо припустити, що

lim
ε→+0

xε = x ∈ Sd−1. Далi ми доведемо, що точка x задовольняє умовам

леми.

Спочатку доведемо, що виконується умова (3.26). Припустимо проти-

лежне, нехай y ∈ Sd−1
+ (x) є такою, що ρA(y) > ρA(−y). Через неперерв-

нiсть ρA ми можемо вибрати δ > 0 таке, що ρA(z) > ρA(−z) для всiх

z ∈ Sd−1
+ (x) ∩Bd(y, δ). Число ε > 0 може бути вибраним настiльки малим,

що µ
(︁
Λε ∩ Sd−1

+ (x) ∩Bd(y, δ)
)︁
> 0. Але тодi мiра µd множини C(Λε)∩A мо-

же бути зроблена менше пiсля замiни усiх точок z ∈ Λε∩Sd−1
+ (x)∩Bd(y, δ)

точками −z. Прийшли до суперечностi, отже умова (3.26) виконується.

Тепер припустимо, що y ∈ Sd−1
+ (x) \Π(x) i z ∈ Π(x)∩Sd−1

+ (x) є такими,

що ρA(y) > ρA(z). Тодi, згiдно з лемою 3.2.14, ρA(y) > ρA(−z). Iснує δ > 0

таке, що для всiх w ∈ Sd−1∩Bd(y, δ) i всiх t ∈ Sd−1∩
(︁
Bd(z, δ) ∪Bd(−z, δ)

)︁
маємо ρA(w) > ρA(t); крiм того, δ може бути вибрано настiльки малим, що

Sd−1
+ (x) \ Π(x) ⊃ Sd−1 ∩Bd(y, δ).

Ми можемо вибрати ε > 0 настiльки малим, що виконуються такi умо-

ви.
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1. Sd−1
+ (xε) ⊃ Sd−1 ∩Bd(y, δ).

2. µ
(︁
Λε ∩Bd(y, δ)

)︁
> 0.

3. Множина Π(xε) ∩ Sd−1 мiстить внутрiшнi точки Bd(z, δ).

З умови 2 випливає, що

µ
(︁
Λε ∩Bd(z, δ)

)︁
= µ

(︁
Sd−1
+ (xε) ∩Bd(z, δ)

)︁
(3.28)

i

µ
(︁
Λε ∩Bd(−z, δ)

)︁
= µ

(︁
Sd−1
+ (xε) ∩Bd(−z, δ)

)︁
. (3.29)

Дiйсно, у протилежному випадку мiру µd множини C(Λε)∩A можна зроби-

ти меншою, замiнивши точки з Λε ∩Bd(y, δ) на точки з Sd−1
+ (xε)∩Bd(z, δ)

i Sd−1
+ (xε) ∩Bd(−z, δ).
Нехай zε ∈ Π(xε) ∩ Sd−1 є внутрiшньою точкою множини Bd(z, δ). Тодi

−zε ∈ Π(xε) ∩ Sd−1 є внутрiшньою точкою Bd(−z, δ). Застосування ле-

ми 3.2.13 з X = Λε, y = zε, призводить до суперечностi; рiвностi (3.28)

i (3.29) гарантують, що умови (3.27) можна задовольнити за рахунок ви-

бору радiусу кулi.

3.2.5.4 Доведення теореми 3.2.1

Лема 3.2.16. Умови теореми 3.2.1 є необхiдними.

Доведення. Позначимо через x точку, iснування якої стверджується в ле-

мi 3.2.15. Доведемо, що ця точка є шуканою. Вiдмiтимо, що з неперерв-

ностi функцiї ρA та леми 3.2.15 випливає, що ρA(z1) = ρA(z2) для всiх

z1, z2 ∈ Π(x) ∩ Sd−1. Покладемо R := ρA(z), де z — це довiльна точка з

Π(x) ∩ Sd−1.

Для всiх r > 0 покладемо X(r) := {y ∈ Sd−1
+ (x) : ρA(y) ≤ r}. Тодi для

всiх r ≥ R маємо X(r) = Sd−1
+ (x) i множина C(X(r)) є опуклою.

Нехай

0 < r < R. (3.30)
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Доведемо, що множина Λ(µX(r)) з означення 3.2.8 з λ = µX(r) може

бути вибраною як пiдмножина Sd−1
+ (x). Дiйсно, припустимо протилежне.

Виберемо множину Λ, що задовольняє означенню 3.2.8 з λ = µX(r). Тодi

Λ∩Π(x) ̸= ∅, оскiльки Λ є опуклою множиною i з Λ ⊂ Sd−1
− (x) \Π(x) буде

випливати, що множина −Λ ⊂ Sd−1
+ (x) також задовольняє означенню 3.2.8

через умову (3.26). З неперервностi функцiї ρA випливає, що множина {y ∈
Λ: ρA(y) > r} має додатну мiру, а отже µd (C(Λ) ∩ A) > µd (C(X(r)) ∩ A),
що суперечить вибору множини Λ.

Припустимо, що виконується умова (3.30). Далi ми доводимо, що мно-

жина C(X(r)) є опуклою. Припустимо протилежне. Тодi iснують

z ∈ Sd−1
+ (x) \X(r), (3.31)

m ∈ N, y1, . . . , ym ∈ X(r) i додатнi числа η1, . . . , ηm такi, що z =
m∑︁
k=1

ηkyk.

З (3.31) випливає, що ρA(z) > r. Тодi iснує δ > 0 таке, що X(r)∩B(z, 2δ) =

∅. Виберемо ε > 0 таке, що X(r+ ε)∩B(z, δ) = ∅. З неперервностi функцiї

ρA, випливає iснування ϵ > 0 такого, що X(r + ε) ⊃ B(yk, ϵ) ∩ Sd−1, k =

1, . . . ,m. Крiм того, ϵ можна обрати настiльки малим, що
m∑︂
k=1

ηkzk ∈ B(z, δ) (3.32)

для всiх zk ∈ B(yk, ϵ)∩ Sd−1, k = 1, . . . ,m. Тому множина C(X(r+ ε)) не є

опуклою. Крiм того, якщо Λ ⊂ Sd−1 є такою, що

µ (X(r + ε)△Λ) = 0, (3.33)

то C(Λ) не є опуклою. Дiйсно, з рiвностi (3.33) випливає, що

µ (Λ ∩B(yk, ϵ)) > 0, k = 1, . . . ,m, i µ (Λ ∩B(z, δ)) = 0.

Але з (3.32) випливає, що

µd (conv C(Λ) ∩B(z, δ)) > 0.

Вiдмiтимо, що рiвнiсть (3.33) виконується для кожної множини Λ ⊂
Sd−1
+ , що задовольняє означенню 3.2.8 з λ = µX(r + ε); тому A /∈ A. При-

йшли до суперечностi.
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Лема 3.2.17. Умови теореми 3.2.1 є достатнiми.

Доведення. Для r > 0 покладемо X(r) := {y ∈ Sd−1
+ (x) : ρA(y) ≤ r} i

λ(r) := µX(r). Тодi для всiх r > 0 множина Λ(λ(r)) = X(r) задовольняє

умовам означення 3.2.8 з λ = λ(r). Якщо µ
{︁
y ∈ Sd−1

+ : ρA(y) = r
}︁
= 0 для

всiх r > 0, то λ(r) є неперервною функцiєю змiнної r, i отже приймає

усi значення вiд 0 до µSd−1

2 . Тому A задовольняє означенню 3.2.8 для всiх

λ ∈
(︂
0, µS

d−1

2

]︂
, а отже A ∈ A.

Тепер припустимо, що µ
{︁
y ∈ Sd−1

+ (x) : ρA(y) = r
}︁
> 0 для деякого r >

0. Для того, щоб завершити доведення леми, достатньо побудувати мно-

жину Λ(l), яка задовольняє умовам означення 3.2.8 з λ = l для кожного

l ∈
[︃
lim

ϱ→r−0
λ(ϱ), λ(r)

)︃
.

Покладемо Y (r) =
⋃︁

0<ϱ<r
X(ϱ). Тодi µ(Y (r)) = lim

ϱ→r−0
λ(ϱ) i

C(Y (r)) = C

(︄ ⋃︂
0<ϱ<r

X(ϱ)

)︄
=
⋃︂

0<ϱ<r

C (X(ϱ)) .

З умови леми випливає, що всi множини C(X(ϱ)), ϱ > 0, є опуклими. Крiм

того, X(r1) ⊂ X(r2) (а отже C(X(r1)) ⊂ C(X(r2))) для всiх r1 < r2. З цьо-

го випливає, що множина C(Y (r)) є також опуклою. З побудови множини

Y (r) випливає, що множина Λ( lim
ϱ→r−0

λ(ϱ)) := Y (r) задовольняє умовам

означення 3.2.8 з λ = lim
ϱ→r−0

λ(ϱ). Крiм того, ми можемо припустити, що

Y (r) ∩ Π(x) = ∅, оскiльки вiднiмання множини Sd−1 ∩ Π(x) (або її пiд-

множини) з Y (r) не змiнює мiри Y (r) i C(Y (r)) i не впливає на опуклiсть

C(Y (r)).

Розглянемо деяку гiперплощину Π ⊂ Π+(x) паралельну до гiперпло-

щини Π(x). Покладемо Z := C(Y (r)) ∩ Π. Тодi Z є опуклою множиною i

µd−1Z ̸= 0. Виберемо деяку внутрiшню (вiдносно d−1-вимiрної топологiї Π)

точку z ∈ Z. Для кожного η ≥ 0 розглянемо множину Zη, яка отримується

з Z шляхом розтягування вiдносно точки z у 1+η разiв. Тодi множини Zη є

опуклою. Покладемо Yη := X(r)∩C(Zη). Тодi µYη є неперервною функцiєю

змiнної η ≥ 0, µY0 = µY (r) i lim
η→∞

µYη = µX(r). Крiм того, для кожного
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η ≥ 0, множина C(Yη) є опуклою а множина Λ(µYη) := Yη задовольняє

умовам означення 3.2.8 з λ = µYη.

Отже для всiх l ∈
[︃
lim

ϱ→r−0
λ(ϱ), λ(r)

)︃
ми побудували множину Λ(l), що

задовольняє умовам означення 3.2.8 з λ = l.

3.2.6 Нерiвностi типу Островського

В цьому пунктi ми сформулюємо i доведемо головнi результати цього пiд-

роздiлу — теореми 3.2.2 i 3.2.3. Лема 3.2.21 є головним iнструментом при

доведеннi цих теорем.

3.2.6.1 Допомiжний результат

Лема 3.2.18. Нехай d ∈ N, d ≥ 2, ε > 0, x ∈ Rd, r ∈ Pd−1 i задано вимiрну

множину F ⊂ Bd(x, ε). Для кожного A ∈ (0, 1) iснує α = α(A) ∈ (0, 1),

яке не залежить вiд ε, x i r таке, що

µd−1{β ∈ Πd−1(r) : F ∩ l(r, β) ̸= ∅} > A · µd−1Bd−1(ε)

як тiльки µdF > α · µdBd(ε).

Доведення. Той факт, що α не залежить вiд ε випливає з того, що

µdF

µdBd(ε)
=
µd
(︁
1
εF
)︁

µdBd

i

µd−1{β ∈ Πd−1(r) : F ∩ l(r, β) ̸= ∅}
µd−1Bd−1(ε)

=
µd−1{β ∈ Πd−1(r) : 1

εF ∩ l(r, β) ̸= ∅}
µd−1Bd−1

.

Те, що α не залежить вiд x i r, є очевидним. Iснування числа α випливає

з рiвностi

µdF =

ˆ

Πd−1(r)∩Bd(y,ε)

µ1(l(r, β) ∩ F )µd−1(dβ), (3.34)

де y ∈ Πd−1(r) вибрано так, що пряма l(r, y) мiстить x, а також рiвностi

µd−1(Πd−1(r) ∩Bd(y, ε)) = µd−1Bd−1.
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3.2.6.2 Узгодженi множини i деякi їх властивостi

Означення 3.2.9. Нехай задано опуклу компактну множину A з θ ∈
intA. Будемо називати множини F,W ⊂ A узгодженими, якщо викону-

ються такi умови.

1. F є вимiрною i θ /∈ F ,

2. W є замкненою i θ /∈ W ,

3. Якщо x ∈ F i y ∈ A \ F , то xy ∩W ̸= ∅.

Означення 3.2.10. Для вимiрної множини F ⊂ Rd позначимо через F̃

множину усiх точок x ∈ F таких, що lim
δ→+0

µd(F∩Bd(x,δ))
µdBd(δ)

= 1.

За теоремою Лебега,

µdF̃ = µdF. (3.35)

Лема 3.2.19. Нехай задано опуклу компактну множину A з θ ∈ intA

i узгодженi множини F,W ⊂ A. Якщо пряма r ∈ Pd−1 є такою, що

v(W, r) = 0, то для довiльного β ∈ Πd−1(r), F̃ ⊃ intA ∩ l(r, β) або F̃ ∩
l(r, β) = ∅.

Доведення. Припустимо, що для деякого β ∈ Πd−1(r) iснують x ∈ F̃ ∩
l(r, β) i y ∈ (intA ∩ l(r, β)) \ F̃ . З означення F̃ випливає, що iснує c > 0

i послiдовнiсть чисел ρn → 0 при n → ∞ така, що µd(Bd(y, ρn) \ F ) ≥
c · µdBd(ρn) для всiх n ∈ N. З (3.34) (з F замiненою на Bd(y, ρn) \ F )

випливає, що iснує C > 0 таке, що

µd−1Ω1(ρn) > C · µd−1Bd−1(ρn) (3.36)

для всiх n ∈ N, де

Ω1(ρn) = {β ∈ Πd−1(r) : (Bd(y, ρn) \ F ) ∩ l(r, β) ̸= ∅}.

Оскiльки x ∈ F̃ то, iснує δ > 0 таке, що для всiх ρ < δ маємо µd(Bd(x, ρ)∩
F ) ≥ α(1 − C) · µdBd(ρ), де число α(1 − C) визначено в лемi 3.2.18. З
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леми 3.2.18 випливає, що

µd−1Ω2(ρ) > (1− C) · µd−1Bd−1(ρ) (3.37)

для всiх ρ ≤ δ, де

Ω2(ρ) = {β ∈ Πd−1(r) : Bd(x, ρ) ∩ F ∩ l(r, β) ̸= ∅}.

Виберемо n настiльки великим, що ρn < δ. Тодi

µd−1Ω1(ρn) + µd−1Ω2(ρn) > µd−1Bd−1(ρn), (3.38)

згiдно з (3.36) i (3.37). Крiм того, оскiльки x, y ∈ l(r, β), то ми отримуємо,

що

Ω1(ρn),Ω2(ρn) ⊂ Πd−1(r) ∩Bd(β, ρn) (3.39)

i

µd−1(Πd−1(r) ∩Bd(β, ρn)) = µd−1(Bd−1(ρn)). (3.40)

Покладемо Ω = Ω1(ρn) ∩ Ω2(ρn). Тодi з (3.38), (3.39) i (3.40) випливає, що

µd−1Ω > 0. Але кожна пряма l(r, β), β ∈ Ω, мiстить точку зW , згiдно з умо-

вою 3 означення 3.2.9 i означення множин Ω1(ρn) i Ω2(ρn). Це суперечить

умовi v(W, r) = 0 леми.

Лема 3.2.20. Нехай задано опуклу компактну множину A з θ ∈ intA i

узгодженi множини F,W ⊂ A. Нехай R ⊂ Pd−1 є такою, що v(W, r) = 0

для всiх r ∈ R. Якщо R мiстить d прямих, що не мiстяться в жоднiй

d− 1-вимiрнiй гiперплощинi, то µd(F ) = 0.

Доведення. З (3.35) випливає, що достатньо довести рiвнiсть F̃ = ∅. Нехай

r1, . . . , rd — це прямi з умови леми, а ρ1, . . . , ρd — це одиничнi направляючi

вектори цих прямих. Покладемо P :=

{︃
d∑︁

k=1

tkρk : tk ∈ (−1, 1), k = 1, . . . , d

}︃
,

тодi P є вiдкритою у Rd множиною.

Розглянемо довiльну точку x ∈ intA. Виберемо ε > 0 так, щоб tx+εP ⊂
A для всiх t ∈ [0, 1]. Таке ε > 0 iснує, оскiльки, вiдстань до межi A є

неперервною функцiєю точки з вiдрiзку θx i вiдрiзок θx є компактною

231



множиною. Тодi для всiх точок y з вiдрiзку θx, Py := y + εP ⊂ A.
⋃︁
y∈θx

Py

є вiдкритим покриттям компактної множини θx, а отже iснує її скiнченне

пiдпокриття P1, P2, . . . , Pm, m ∈ N. З леми 3.2.19 випливає, що для кожного

s = 1, . . . ,m, або Ps ⊂ F̃ , або

Ps ∩ F̃ = ∅. (3.41)

Оскiльки θ /∈ F̃ , ми отримуємо, що (3.41) виконується для кожного s =

1, . . . ,m, а отже x /∈ F̃ .

3.2.6.3 Основна лема

Лема 3.2.21. Нехай A ∈ A i задано узгодженi множини F,W ⊂ A. Тодi

для всiх p ∈ [1,∞]

µdF ≤ Cp(A)vp(W ), (3.42)

де

Cp(A) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sup

λ∈[0,µSd−1]

µdA−C(A,λ2)(︂
(1−2p)λ

µSd−1 +2p
)︂ 1

p
, p <∞

µdA
2 , p = ∞,

(3.43)

а C(A, λ) означено в (3.25).

Нерiвнiсть точна в тому сенсi, що для кожного ε > 0 iснують узго-

дженi множини F i W , для яких

µdF > (Cp(A)− ε) vp(W ).

Якщо нерiвнiсть (3.42) перетворюється на рiвнiсть, то µdF = 0.

Доведення. Якщо iснує множина R ⊂ Pd−1 з додатною мiрою, для якої

v(W, r) = 0 для всiх r ∈ R, то з леми 3.2.20 випливає, що µdF = 0, а отже

виконується нерiвнiсть (3.42).

Доведемо нерiвнiсть (3.42) у випадку p <∞.

Якщо v(W, r) ≥ 2 для майже всiх r ∈ Pd−1, то vp(W ) ≥ 2 i нерiв-

нiсть (3.42) виконується, оскiльки для p <∞

Cp(A) ≥
µdA− C(A, 0)

2
=
µdA

2
.
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Нерiвнiсть строга, оскiльки виконується умова 1 з означення 3.2.9.

Припустимо, що iснує R ⊂ Pd−1, µR > 0 така, що v(W, r) = 1 для всiх

r ∈ R i v(W, r) ≥ 2 для майже всiх r ∈ Pd−1 \R. Тодi

vp(W ) ≥
(︃

1

µSd−1

(︁
1 · µR + 2p · (µSd−1 − µR)

)︁)︃ 1
p

=

(︃
(1− 2p)µR

µSd−1
+ 2p

)︃ 1
p

.

(3.44)

З умов 1 i 2 означення 3.2.9 випливає, що iснує ε > 0 таке, що Bd(ε) ∩
W = ∅ i Bd(ε) ∩ F = ∅. Покладемо Λ :=

⋃︁
r∈R

(r ∩ A). Далi ми доводимо, що

µd(Λ ∩ F ) < µdΛ

2
. (3.45)

Для того, щоб довести (3.45), враховуючи (3.35), достатньо довести

µd(Λ ∩ F̃ ) < µdΛ

2
, (3.46)

Розглянемо довiльну пряму r ∈ R. Тодi усi точки перетину r ∩ F̃ знаходя-

ться по один бiк вiд r ∩ Bd(ε). Цей факт можна довести використовуючи

аргументи з доведення леми 3.2.19. Позначимо через χ характеристичну

функцiю множини Λ∩ F̃ . Тодi χ(x) = 0 для всiх |x| < ε i χ(x)+χ(−x) ≤ 1

для всiх x ∈ Λ. З цього випливає (3.46).

Нарештi, маючи (3.45), ми можемо записати

µdF ≤ µd(F ∩ Λ) + µd(A \ Λ) < µdA− 1

2
µdΛ ≤ µdA− C

(︃
A,
µR

2

)︃
.

Остання нерiвнiсть разом з (3.44) доводять (3.42).

Доведемо тепер нерiвнiсть (3.42) у випадку p = ∞.

Якщо v(W, r) = 1 для майже всiх r ∈ Pd−1, то аналогiчно випадку p <

∞, можна показати, що µdF < µdA
2 , а отже нерiвнiсть (3.42) виконується i

є строгою.

Якщо v(W, r) ≥ 2 на множинi r ∈ Pd−1 з додатною мiрою, то v∞(W ) ≥ 2

i отже нерiвнiсть (3.42) виконується. Вона є строгою, оскiльки виконується

умова 1 означення 3.2.9.

Доведемо точнiсть нерiвностi (3.42) у випадку p = ∞.
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Для довiльного ε > 0 розглянемо множини Wε = Fε := {x ∈ A : |x| ≥
ε}. Для всiх p ∈ [1,∞], vp(Wε) = 2; µdFε → µdA коли ε → 0. Тому нерiв-

нiсть (3.42) у цьому випадку є точною.

Нарештi, доведемо точнiсть нерiвностi (3.42) у випадку p <∞.

Позначимо через λ число, на якому досягається точна верхня грань

в (3.43). Якщо λ = 0, то приклад з випадку p = ∞ доводить точнiсть

нерiвностi.

Нехай тепер λ > 0 i Λ = Λ
(︁
λ
2

)︁
є множиною, що реалiзує точну нижню

грань у (3.25), причому множина C(Λ) є опуклою. Нехай x ∈ int C(Λ)∩A є

такою, що −x ∈ A. Покладемо Λx := −x+int C(Λ) i Wx = Fx := A\Λx. Тодi

множини Wx i Fx є узгодженими, i, згiдно з лемою 3.2.9, маємо vp(Wx) =(︂
(1−2p)λ
µSd−1 + 2p

)︂ 1
p

, i µd(Fx) = µA − µΛx = µA − µΛ + o(1), |x| → 0. З цього

випливає точнiсть нерiвностi (3.42).

3.2.6.4 Головнi результати

Теорема 3.2.2. Нехай A ∈ A i задано неперервну функцiю f : A → R.

Тодi для всiх p ∈ [1,∞]⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ˆ
A

f(x)dx− µdA · f(θ)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤ Cp(A)vp(f), (3.47)

де Cp(A) означено в (3.43). Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється

на рiвнiсть тiльки у випадку сталої f .

Доведення. З означення 3.2.7 випливає, що vp(f) = vp(f+c) для всiх c ∈ R.

Тому ми можемо припустити, що f(θ) = 0 i достатньо довести, що
ˆ

A

f(x)dx ≤ Cp(A)vp(f). (3.48)

Покладемо Γ := {(x, t) ∈ A× [0,∞) : f(x) ≥ t} i для кожного фiксованого

t ∈ R
Rd+1
t := {(x1, . . . , xd, t) ∈ Rd+1 : x1, . . . , xd ∈ R}.
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Тодi ˆ

A

f(x)dx ≤ µd+1Γ =

ˆ

t≥0

µd
(︁
Γ ∩ Rd+1

t

)︁
dt. (3.49)

Для всiх t > 0, розглянемо множини F := Γ ∩ Rd+1
t i

W := {(x, s) ∈ A× [0,∞) : f(x) = s} ∩ Rd+1
t .

Обидвi множини F iW є замкненими множинами, що не мiстять θ, оскiльки

f(θ) = 0. Якщо x ∈ F i y ∈ A\F , то f(x) ≥ t i f(y) < t, а отже вiдрiзок xy

мiстить точку z з f(z) = t, тобто xy ∩W ̸= ∅. Тому виконуються усi умови

леми 3.2.21, а отже

µd(Γ ∩ Rd+1
t ) = µd(F ) ≤ Cp(A)vp(W ) = Cp(A)vp(L(f ; t)),

причому рiвнiсть можлива лише у випадку, коли µdF = 0. Враховую-

чи (3.49), ми отримуємо

µd+1Γ ≤ Cp(A)

ˆ

t≥0

vp(L(f ; t))dt ≤ Cp(A)

ˆ

t∈R

vp(L(f ; t))dt = Cp(A)vp(f)

i нерiвнiсть (3.48) доведено. Крiм того, з неперервностi f випливає, що

рiвнiсть в (3.48) може бути тiльки у випадку, коли f ≡ 0. Отже нерiв-

нiсть (3.47) доведено.

Далi ми доводимо, що нерiвнiсть (3.47) є точною.

Якщо p = ∞ або точна верхня грань в (3.43) досягається при λ = 0, то

розглянемо таку конструкцiю екстремальних функцiй.

Для кожного ε > 0 розглянемо неперервну функцiю φε : [0,∞) → R,

φε(t) = 1 для t ≥ ε, φε(0) = 0 i φε є лiнiйною на [0, ε]. Покладемо

fε(x) = φε(|x|), x ∈ A. Легко бачити, що vp(L(fε; t)) = 2 для всiх t ∈ (0, 1]

i vp(L(fε; t)) = 0 для всiх t /∈ (0, 1]. Тому vp(fε) = 2. Отже
´
A

fε(x)dx

vp(fε)
→ µdA

2
= Cp(A), ε→ 0,

i точнiсть нерiвностi (3.47) у цьому випадку доведено.
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Нехай тепер p <∞ i точна верхня грань в (3.43) досягається при λ > 0.

Нехай Λ = Λ
(︁
λ
2

)︁
— це множина, на якiй досягається точна нижня грань

в (3.25) i така, що множина C(Λ) є опуклою. Для доведення точностi не-

рiвностi (3.47), достатньо розглянути функцiї з леми 3.2.12 з X = Λ i

x→ θ.

Наслiдок 3.2.1. Нехай d ∈ N i задано неперервну функцiю f : Bd → R.

Тодi для всiх p ∈ [1,∞]⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ 1

µdBd

ˆ

Bd

f(x)dx− f(θ)

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤ vp(f)

2
.

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть тiльки у ви-

падку, коли f є константою.

Теорема 3.2.3. Нехай A ∈ A i задано замкнену множину F ⊂ A. Якщо

θ /∈ F , то для всiх p ∈ [1,∞]

µdF ≤ Cp(A)vp(F ).

Нерiвнiсть точна. Якщо вона перетворюється на рiвнiсть, то µdF = 0.

Доведення. Достатньо застосувати лему 3.2.21 з W = F .

Наслiдок 3.2.2. Нехай d ∈ N i задано замкнену множину F ⊂ Bd. Якщо

θ /∈ F , то для всiх p ∈ [1,∞]

µdF ≤ µdBd

2
vp(F ).

Нерiвнiсть є точною. Якщо вона перетворюється на рiвнiсть, то µdF =

0.

3.3 Оптимальне вiдновлення iнтеграла вiд ви-

падкових процесiв

Головнi результати цього пiдроздiлу мiстяться у статтi [106].
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3.3.1 Позначення

Нехай {Ω,F , P} — це ймовiрнiсний простiр. Для випадкової величини η,

означеної на просторi {Ω,F , P}, покладемо ∥η∥∞ := ess supw∈Ω |η(w)|.
Для a > 0 через R(a) будемо позначати простiр усiх випадкових ве-

личин η заданих на просторi {Ω,F , P} таких, що η(w) ∈ [0, a] для всiх

w ∈ Ω.

У цьому пiдроздiлi через ω позначаємо опуклий модуль неперервностi.

Для a > 0 через Hω(a) будемо позначати простiр функцiй x : [0, a] → R
таких, що |x(s)− x(t)| ≤ ω(|t− s|) для всiх t, s ∈ [0, a].

Для фiксованої випадкової величини τ ∈ R(a) позначимо через Hω
τ (a)

множину усiх вимiрних випадкових процесiв ξt, t ∈ [0, a], визначених на

просторi {Ω,F , P}, i таких, що для всiх θ ∈ R(a)

E|ξτ − ξθ| ≤ ω(∥τ − θ∥∞). (3.50)

Покладемо Hω(a) :=
⋂︁
τ∈R(a)Hω

τ (a) так, що Hω(a) є класом процесiв

для яких нерiвнiсть (3.50) виконується для всiх τ, θ ∈ R(a).

У випадку, коли a = 1, ми пишемо Hω, Hω, Hω
τ i R замiсть Hω(1),

Hω(1), Hω
τ (1) i R(1) вiдповiдно.

3.3.2 Нерiвнiсть типу Островського

Наступна теорема дає нерiвнiсть типу Островського для випадкових про-

цесiв з класу Hω(a).

Теорема 3.3.1. Для заданих числа a > 0 i випадкової величини τ ∈ R(a)

покладемо t∗ :=
⃦⃦
τ(·)− a

2

⃦⃦
∞ . Тодi

sup
ξ∈Hω(a)

E

⃓⃓⃓⃓ˆ a

0

ξtdt− a · ξτ
⃓⃓⃓⃓
=

ˆ a
2−t

∗

0

ω(s)ds+

ˆ a
2+t

∗

0

ω(s)ds. (3.51)

Ми доводимо теорему у випадку a = 1, загальна ситуацiя розглядається

аналогiчно. Доведення буде дано у наступних пiдпунктах.
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3.3.2.1 Деякi зауваження щодо доведення теореми 3.3.1

Достатньо довести (3.51) у випадку простої випадкової величини τ . Загаль-

ний випадок можна отримати апроксимуючи величину τ простими.

Нехай множини Ω1, . . . ,Ωn ∈ F мають додатнi мiри, попарно не пере-

тинаються, P (
⋃︁n
k=1Ωk) = 1, i τ(w) = τk для w ∈ Ωk, k = 1, . . . , n.

Для заданого k ∈ {1, . . . , n} покладемо

τ ∗(w) :=

⎧⎪⎨⎪⎩τ(w), w ∈ Ω \ Ωk,

1− τ(w), w ∈ Ωk.

Оскiльки разом з довiльним процесом ξ ∈ Hω
τ (або ξ ∈ Hω), процес ξ∗t ,

t ∈ [0, 1],

ξ∗t (w) :=

⎧⎪⎨⎪⎩ξt(w), w ∈ Ω \ Ωk,

ξ1−t(w), w ∈ Ωk

також належить Hω
τ∗ (вiдповiдно Hω), i для майже всiх w ∈ Ω⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− ξτ

⃓⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξ∗t dt− ξ∗τ∗

⃓⃓⃓⃓
,

маємо

sup
ξ∈Hω

τ

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− ξτ

⃓⃓⃓⃓
= sup

ξ∈Hω
τ∗

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− ξτ∗

⃓⃓⃓⃓
i

sup
ξ∈Hω

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− ξτ

⃓⃓⃓⃓
= sup

ξ∈Hω

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− ξτ∗

⃓⃓⃓⃓
.

Тому без зменшення загальностi можемо припустити, що 0 ≤ τk ≤ 1
2 , k =

1, . . . , n. Крiм того, ми також можемо вважати, що τ1 ≤ . . . ≤ τn. При цих

припущеннях маємо t∗ = 1
2 − τ1 i права частина (3.51) стає

ˆ τ1

0

ω(s)ds+

ˆ 1−τ1

0

ω(s)ds. (3.52)
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3.3.2.2 Оцiнка зверху

Лема 3.3.1. Нехай виконуються припущення теореми 3.3.1 i пiдпун-

кту 3.3.2.1. Нерiвнiсть

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− ξτ

⃓⃓⃓⃓
≤
ˆ 1

2−t
∗

0

ω(s)ds+

ˆ 1
2+t

∗

0

ω(s)ds (3.53)

виконується для всiх ξ ∈ Hω
τ , а отже i для всiх ξ ∈ Hω.

Доведення. Для всiх ξ ∈ Hω
τ маємо

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− ξτ

⃓⃓⃓⃓
=

n∑︂
k=1

ˆ
Ωk

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

(ξt − ξτk)dt

⃓⃓⃓⃓
P (dw)

≤
n∑︂
k=1

ˆ
Ωk

ˆ 1

0

|ξt − ξτk| dtP (dw) =
n∑︂
k=1

ˆ 1

0

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt

=
n∑︂
k=1

(︃ˆ τk−τ1

0

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt+
ˆ τk

τk−τ1

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt

+

ˆ τk+1−τn

τk

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt+
ˆ 1

τk+1−τn

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt
)︃

=
n∑︂
k=1

(︃ˆ τk−τ1

0

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt+
ˆ 1

τk+1−τn

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt
)︃

+

ˆ τ1

0

n∑︂
k=1

ˆ
Ωk

|ξτk−s − ξτk|P (dw)ds+
ˆ 1−τn

0

n∑︂
k=1

ˆ
Ωk

|ξτk+s − ξτk|P (dw)dt

(3.54)

Для випадкової величини θs(w) := τ(w)−s маємо ∥θs−τ∥∞ = s, s ∈ [0, τ1],

i тому
ˆ τ1

0

n∑︂
k=1

ˆ
Ωk

|ξτk−s − ξτk|P (dw)ds =
ˆ τ1

0

E|ξθs − ξτ |ds ≤
ˆ τ1

0

ω(s)ds.

Аналогiчно ˆ 1−τn

0

n∑︂
k=1

ˆ
Ωk

|ξτk+s − ξτk|P (dw)dt ≤
ˆ 1−τn

0

ω(s)ds.

Покладемо тепер

θs(w) :=

⎧⎪⎨⎪⎩τk + s, s ∈ [1− τn, 1− τk],

τk + (1− τ1 − τk − s), s ∈ (1− τk, 1− τ1],
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w ∈ Ωk, k = 1, . . . , n. Оскiльки τ1 + τk ≤ 1, k = 1, . . . , n, то |θs − τ | ≤ s для

майже всiх w ∈ Ω i s ∈ [1− τn, 1− τ1]. Тому

n∑︂
k=1

(︃ˆ τk−τ1

0

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt+
ˆ 1

τk+1−τn

ˆ
Ωk

|ξt − ξτk|P (dw)dt
)︃

=
n∑︂
k=1

⎛⎝ 1−τ1ˆ

1−τk

ˆ

Ωk

|ξ1−τ1−s − ξτk|P (dw)ds+
1−τkˆ

1−τn

ˆ

Ωk

|ξτk+s − ξτk|P (dw)ds

⎞⎠
=

1−τ1ˆ

1−τn

n∑︂
k=1

ˆ

Ωk

|ξθs − ξτk|P (dw)ds =
1−τ1ˆ

1−τn

E|ξθs − ξτ |ds ≤
1−τ1ˆ

1−τn

ω(s)ds. (3.55)

Нарештi, нерiвностi (3.54)–(3.55) разом з (3.52) дають нерiвнiсть (3.53).

Лему доведено.

3.3.2.3 Випадковий процес, породжений функцiєю

Наступна лема показує спосiб побудувати випадковий процес з класу Hω,

маючи функцiю x ∈ Hω.

Лема 3.3.2. Нехай задано x ∈ Hω i F ∈ F з P (F ) > 0. Випадковий процес

ξt = ξt(x, F ), t ∈ [0, 1],

ξt(w) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
1

P (F )x(t), w ∈ F,

0, w ∈ Ω \ F

належить до Hω i

Eξt = x(t). (3.56)

Доведення. Для того, щоб довести приналежнiсть ξt ∈ Hω, достатньо по-

казати, що нерiвнiсть

E |ξθ1 − ξθ2| ≤ ω (∥θ1 − θ2∥∞)

виконується для довiльних двох простих випадкових величин θ1 i θ2.

Припустимо, що Fi ⊂ F — це множини з додатними мiрами, що попарно

не перетинаються, θk(w) = θki ∈ [0, 1], w ∈ Fi, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, i
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P (
⋃︁n
i=1 Fi) = P (F ). Беручи до уваги те, що ω є неспадною опуклою догори

функцiєю, маємо

E |ξθ1 − ξθ2| =
n∑︂
i=1

P (Fi)

P (F )

⃓⃓
x(θ1i )− x(θ2i )

⃓⃓
≤

n∑︂
i=1

P (Fi)

P (F )
ω
(︁⃓⃓
θ1i − θ2i

⃓⃓)︁
≤ ω

(︄
n∑︂
i=1

P (Fi)

P (F )

⃓⃓
θ1i − θ2i

⃓⃓)︄
≤ ω

(︃
max
i=1,...,n

⃓⃓
θ1i − θ2i

⃓⃓)︃
≤ ω (∥θ1 − θ2∥∞) .

Рiвнiсть (3.56) безпосередньо випливає з означення випадкового проце-

су.

3.3.2.4 Оцiнка знизу

Нехай виконуються припущення з пiдпункту 3.3.2.1. Розглянемо процес

ξ∗t ∈ Hω, побудований згiдно з лемою 3.3.2 з F = Ω1 i x(·) := ω(| · −τ1|) ∈
Hω. Тодi

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξ∗t dt− ξ∗τ

⃓⃓⃓⃓
= E

ˆ 1

0

ξ∗t dt =

ˆ 1

0

Eξ∗t dt =

ˆ 1

0

ω(|t− τ1|)dt

=

ˆ τ1

0

ω(t)dt+

ˆ 1−τ1

0

ω(t)dt,

що разом з (3.52) дає оцiнку

sup
ξ∈Hω

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− ξτ

⃓⃓⃓⃓
≥
ˆ 1

2−t
∗

0

ω(s)ds+

ˆ 1
2+t

∗

0

ω(s)ds.

3.3.3 Оптимальне вiдновлення iнтеграла

Ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення iнтеграла

Int ξt :=

ˆ 1

0

ξtdt

на класi випадкових процесiв Hω, на основi iнформацiйного оператора

J(ξt) = (ξτ1, . . . , ξτn),

де n ∈ N, τk = τ + tk, τ ∈ R, i t = (t1, t2, . . . , tn), а числа 0 = t1 < . . . < tn

є такими, що τ + tn ≤ 1 майже напевно. Похибка вiдхилення вимiрюється
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у просторi R з метрикою (ζ, η) ↦→ E|ζ − η|. У цьому пiдроздiлi ми пишемо

E(τ, t) замiсть E(Int,Hω, J,R) (див. (2) у Вступi). Для t ≥ 0 покладемо

I(t) :=

ˆ t

0

ω(s)ds.

Теорема 3.3.2. Нехай задано n ∈ N, τ ∈ R i числа 0 = t1 < . . . < tn

такi, що τ + tn ≤ 1 майже напевно. Покладемо τk := τ + tk, k = 1, . . . , n,

i t∗ :=
⃦⃦
τ − 1−tn

2

⃦⃦
∞. Тодi

E(τ, t) = 2
n−1∑︂
k=1

I

(︃
tk+1 − tk

2

)︃
+ I

(︃
1− tn

2
− t∗

)︃
+ I

(︃
1− tn

2
+ t∗

)︃
. (3.57)

Найкращим методом вiдновлення є метод U =
∑︁n

k=1 c
∗
kξτk, де c∗1 = τ+ t2−t1

2 ,

c∗k =
tk+1−tk−1

2 , k = 2, . . . , n− 1 i c∗n = 1− τ − tn+tn−1

2 .

У [168] розглядалась задача оптимального вiдновлення iнтеграла у ви-

падку, коли τ є константою на деякому аналогу класу Hω. Доведення цiєї

теореми буде дано у декiлькох наступних пiдпунктах.

3.3.3.1 Допомiжнi результати

Лема 3.3.3. Нехай задано a > 0, τ ∈ R(a) i b > 0 такi, що τ + b ≤ a

майже напевно. Для процесу ξ ∈ Hω(a) покладемо

ζt(w) :=

⎧⎪⎨⎪⎩ξt(w)− ξτ(w), 0 ≤ t ≤ τ(w),

ξt+b(w)− ξτ+b(w), τ(w) < t ≤ a− b.

Тодi ζ ∈ Hω
τ (a− b) i ζτ ≡ 0.

Доведення. Рiвнiсть ζτ ≡ 0 випливає з означення процесу ζ. Для випадко-

вої величини θ ∈ R(a− b) покладемо

θ̃(w) =

⎧⎪⎨⎪⎩θ(w), θ(w) ≤ τ(w)

θ(w) + b, θ(w) > τ(w).
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i

τ̃(w) =

⎧⎪⎨⎪⎩τ(w), θ(w) ≤ τ(w)

τ(w) + b, θ(w) > τ(w).

Тодi

E|ζθ − ζτ | = E|ζθ| = E|ξθ̃ − ξτ̃ | ≤ ω(∥θ̃ − τ̃∥∞) = ω(∥θ − τ∥∞).

Тому ζ ∈ Hω
τ (a− b) i лему доведено.

3.3.3.2 Оцiнка зверху

У цьому пiдпунктi ми доведемо, що

E(τ, t) ≤ 2
n−1∑︂
k=1

I

(︃
tk+1 − tk

2

)︃
+ I

(︃
1− tn

2
− t∗

)︃
+ I

(︃
1− tn

2
+ t∗

)︃
. (3.58)

Покладемо α0 := 0, αk := τ + tk+tk+1

2 , k = 1, . . . , n − 1, i αn = 1. Тодi

c∗k = αk − αk−1, k = 1, . . . , n, i

E(τ, t) ≤ sup
ξ∈Hω

E

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ 1

0

ξtdt−
n∑︂
k=1

c∗kξτk

⃓⃓⃓⃓
⃓ = sup

ξ∈Hω

E

⃓⃓⃓⃓
⃓
n∑︂
k=1

ˆ αk

αk−1

(ξt − ξτk) dt

⃓⃓⃓⃓
⃓

≤ sup
ξ∈Hω

E

⃓⃓⃓⃓ˆ α1

0

(ξt − ξτ1) dt+

ˆ 1

αn−1

(ξt − ξτn) dt

⃓⃓⃓⃓
+ sup

ξ∈Hω

n−1∑︂
k=2

E

ˆ αk

αk−1

|ξt − ξτk| dt. (3.59)

Нехай ξ ∈ Hω i k ∈ {2, . . . , n− 1}. Тодi

E

ˆ αk

αk−1

|ξt − ξτk| dt = E

ˆ τ+
tk+tk+1

2

τ+
tk−1+tk

2

|ξt − ξτk| dt = E

ˆ τk+
tk+1−tk

2

τk+
tk−1−tk

2

|ξt − ξτk| dt

= E

ˆ tk+1−tk
2

tk−1−tk
2

|ξτk+t − ξτk| dt =
ˆ tk+1−tk

2

tk−1−tk
2

E |ξτk+t − ξτk| dt ≤
ˆ tk+1−tk

2

tk−1−tk
2

ω(|t|)dt

=

ˆ tk−tk−1
2

0

ω(t)dt+

ˆ tk+1−tk
2

0

ω(t)dt. (3.60)

Для довiльного ξ ∈ Hω,
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E

⃓⃓⃓⃓ˆ α1

0

(ξt − ξτ1) dt+

ˆ 1

αn−1

(ξt − ξτn) dt

⃓⃓⃓⃓
≤ E

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ τ+

t2
2

τ

(ξt − ξτ1) dt

⃓⃓⃓⃓
⃓

+ E

⃓⃓⃓⃓ˆ τ

0

(ξt − ξτ1) dt+

ˆ 1

τ+tn

(ξt − ξτn) dt

⃓⃓⃓⃓
+ E

⃓⃓⃓⃓
⃓
ˆ τ+tn

τ+
tn+tn−1

2

(ξt − ξτn) dt

⃓⃓⃓⃓
⃓

≤ E

⃓⃓⃓⃓ˆ τ

0

(ξt − ξτ1) dt+

ˆ 1

τ+tn

(ξt − ξτn) dt

⃓⃓⃓⃓
+

ˆ t2−t1
2

0

E |ξτ1+t − ξτ1| dt

+

ˆ tn−tn−1
2

0

E |ξτn−t − ξτn| dt ≤ E

⃓⃓⃓⃓ˆ τ

0

(ξt − ξτ1) dt+

ˆ 1

τ+tn

(ξt − ξτn) dt

⃓⃓⃓⃓
+

ˆ t2−t1
2

0

ω(t)dt+

ˆ tn−tn−1
2

0

ω(t)dt. (3.61)

З лем 3.3.3 i 3.3.1, отримаємо

E

⃓⃓⃓⃓ˆ τ

0

(ξt − ξτ1) dt+

ˆ 1

τ+tn

(ξt − ξτn) dt

⃓⃓⃓⃓
≤ sup

ζ∈Hω
τ (1−tn),
ζτ≡0

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1−tn

0

ζtdt

⃓⃓⃓⃓

≤
ˆ 1−tn

2 −t∗

0

ω(s)ds+

ˆ 1−tn
2 +t∗

0

ω(s)ds

Остання нерiвнiсть разом з нерiвностями (3.59), (3.60) i (3.61) дають

оцiнку зверху (3.58).

3.3.3.3 Оцiнка знизу

Ми доводимо, що

E(τ, t) ≥ 2
n−1∑︂
k=1

I

(︃
tk+1 − tk

2

)︃
+ I

(︃
1− tn

2
− t∗

)︃
+ I

(︃
1− tn

2
+ t∗

)︃
. (3.62)

Достатньо довести цю нерiвнiсть у випадку простої випадкової величини

τ , для якої виконуються припущення з пiдпункту 3.3.2.1.

Для кожного φ : Rn → R, беручи до уваги те, що клас Hω є центрально

симетричним, маємо

sup
ξ∈Hω

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− φ(ξτ1, . . . , ξτn)

⃓⃓⃓⃓
≥ sup

ξ∈Hω, ξτk≡0,
k=1,...,n

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− φ(0)

⃓⃓⃓⃓

= sup
ξ∈Hω, ξτk≡0,
k=1,...,n

max

(︃
E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− φ(0)

⃓⃓⃓⃓
,E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

(−ξt)dt− φ(0)

⃓⃓⃓⃓)︃
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≥ 1

2
sup

ξ∈Hω, ξτk≡0,
k=1,...,n

(︃
E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt− φ(0)

⃓⃓⃓⃓
+ E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt+ φ(0)

⃓⃓⃓⃓)︃

≥ sup
ξ∈Hω, ξτk≡0,
k=1,...,n

E

⃓⃓⃓⃓ˆ 1

0

ξtdt

⃓⃓⃓⃓
= sup

ξ∈Hω, ξτk≡0,
k=1,...,n

E

ˆ 1

0

ξtdt,

тому

E(τ, t) ≥ sup
ξ∈Hω, ξτk≡0,
k=1,...,n

ˆ 1

0

Eξtdt. (3.63)

Покладемо s0 := 0, sk := τ1 +
tk+tk+1

2 , k = 1, . . . , n− 1 i sn := 1. Викори-

стовуючи лему 3.3.2, визначимо процес ξ∗t := ξt(Ω1, x), де

x(t) := ω(|t− (τ1 + tk)|), t ∈ [sk−1, sk), k = 1, . . . , n. (3.64)

З еквiвалентного означення функцiї x

x(t) = min
k=1,...,n

ω(|t− (τ1 + tk)|), t ∈ [0, 1]

випливає, що x(t) ∈ Hω, а тому ξ∗t ∈ Hω. Крiм того, оскiльки x(τ1+ tk) = 0,

k = 1, . . . , n то ξ∗τk ≡ 0, k = 1, . . . , n, i тому з (3.63), отримаємо

E(τ, t) ≥
ˆ 1

0

Eξ∗t dt =

ˆ 1

0

x(t)dt.

Обчислюючи праву частину цiєї рiвностi, використовуючи представлен-

ня (3.64) i той факт, що t∗ = 1−tn
2 − τ1, отримаємо вираз з правої ча-

стин (3.62).

3.3.4 Оптимiзацiя iнформацiйних вузлiв

У цьому пунктi ми розглядаємо задачу оптимiзацiї вибору iнформацiйної

множини {τ1, . . . , τn}, з метою зменшення оптимальної похибки вiдновлен-

ня iнтеграла. Будемо дивитись на випадковий процес ξt, як на деяку фiзи-

чну величину, а на випадковi величини ξτk — як на результат вимiрювання

цiєї величини у (можливо випадковi) моменти часу τk, k = 1, . . . , n.
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3.3.4.1 Оптимiзацiя моментiв вимiрювання

Вiдповiдно до нашого означення, похибка вiдновлення визначається похиб-

кою на ”найгiршому” випадковому процесi. Виявляється, що у такiй поста-

новцi, можливiсть вибирати час вимiрювань випадково не дає переваг у

порiвняннi з ситуацiєю, коли вимiрювання величини робиться у фiксованi

невипадковi моменти часу. Бiльш точно, справедливе таке твердження.

Наслiдок 3.3.1. В умовах теореми 3.3.2,

inf
τ1,...,τn

E(τ, t) = 2nI

(︃
1

2n

)︃
.

Оптимальними моментами часу вимiрювань є τk = 2k−1
2n , k = 1, . . . , n.

Доведення. Оскiльки ω є неспадною, то функцiя I(·) є опуклою вниз. Тодi

для довiльних α1, . . . α2n > 0 маємо

2n∑︂
s=1

I(αs) ≥ 2nI

(︄
1

2n

2n∑︂
s=1

αs

)︄
i твердження наслiдку випливає з (3.57).

Нехай тепер вимiрювання роблять пристроєм, який вмикається i робить

перше вимiрювання внаслiдок появи деякої випадкової подiї (яка вiдбува-

ється у момент часу τ1 = τ ), а наступнi n − 1 вимiрювань робляться у

моменти τk = τ1 + tk, тобто через tk одиниць часу пiсля першого вимi-

рювання, k = 2, . . . , n. Наступне твердження оптимiзує вибiр промiжкiв

t2, . . . , tn, маючи деяку iнформацiю про τ1.

Теорема 3.3.3. Нехай виконуються умови теореми 3.3.2 i

m := ess inf
w∈Ω

τ(w),M := ess sup
w∈Ω

τ(w).

Якщо

(2n− 1)m+M ≥ 1, (3.65)

то

inf
t2,...,tn

E(τ, t) = (2n− 1)I

(︃
1−M

2n− 1

)︃
+ I(M)
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i iнфiмум досягається для tk =
2(k−1)(1−M)

2n−1 , k = 2, . . . , n.

Якщо

(2n− 1)M +m ≤ 1, (3.66)

то

inf
t2,...,tn

E(τ, t) = (2n− 1)I

(︃
1−m

2n− 1

)︃
+ I(m)

i iнфiмум досягається для tk =
2(k−1)(1−m)

2n−1 , k = 2, . . . , n.

В iншому випадку,

inf
t2,...,tn

E(τ, t) = (2n− 2)I

(︃
1−m−M

2n− 2

)︃
+ I(m) + I(M)

i iнфiмум досягається для tk =
(k−1)(1−m−M)

n−1 , k = 2, . . . , n.

Доведення цiєї теореми буде дано у декiлькох наступних пiдпунктах.

3.3.4.2 Допомiжнi результати

Нагадаємо, що вектор a ∈ Rd мажорує вектор b ∈ Rd (пишемо a ≻ b),

якщо
∑︁k

i=1 a[i] ≥
∑︁k

i=1 b[i], k = 1, . . . , d − 1, i
∑︁d

i=1 ai =
∑︁d

i=1 bi, де a[i] i b[i]
позначають i-у найбiльшу координату векторiв a i b вiдповiдно.

Нерiвнiсть Карамати [94] стверджує, що для кожної опуклої функцiї f

i векторiв x, y ∈ Rd таких, що x ≻ y, маємо

d∑︂
k=1

f(xk) ≥
d∑︂

k=1

f(yk).

Нам потрiбна така лема.

Лема 3.3.4. Нехай задано вектори x, y ∈ Rd такi, що x ≻ y i число a ∈ R.

Тодi

(x1, . . . , xd, a) ≻ (y1, . . . , yd, a). (3.67)

Доведення. Добре вiдомо (див. напр. [11, Theorem 2.1]), що x ≻ y тодi i

тiльки тодi, коли iснує двiчi стохастична матриця A (тобто квадратна ма-

триця з невiд’ємними елементами, сума елементiв кожного рядка i кожного
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стовпця якої дорiвнює 1), для якої y = Ax. Тодi матриця B =

(︄
A 0

0 1

)︄
є

також двiчi стохастичною

(︄
y

a

)︄
= B

(︄
x

a

)︄
, а отже виконується (3.67). Лему

доведено.

Вектор s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn з sk ≥ 0, k = 1, . . . , n − 1, sn ≥ M ,∑︁n
k=1 sk = 1 будемо називати допустимим.

Для допустимого вектора s = (s1, . . . , sn), покладемо

sM :=
(︂s1
2
,
s1
2
,
s2
2
,
s2
2
, . . . ,

sn−1

2
,
sn−1

2
, sn −M,M

)︂
i

sm :=
(︂s1
2
,
s1
2
,
s2
2
,
s2
2
, . . . ,

sn−1

2
,
sn−1

2
, sn −m,m

)︂
.

Наступнi леми будемо використовувати при доведеннi теореми 3.3.3.

Лема 3.3.5. Нехай виконується нерiвнiсть (3.65) i задано допустимий

вектор s ∈ Rn. Покладемо

L :=

⎛⎜⎜⎝1−M

2n− 1
, . . . ,

1−M

2n− 1⏞ ⏟⏟ ⏞
2n−1

,M

⎞⎟⎟⎠ .

Тодi sM ≻ L. Крiм того, якщо

sn ≥M +m, (3.68)

то sm ≻ L.

Доведення. Вiдмiтимо, що для довiльного вектора (α1, . . . , αd) ∈ Rd, α :=

1
d

∑︁d
k=1 αk, маємо (α1, . . . , αd) ≻ (α, α, . . . , α) ∈ Rd. Тому з леми 3.3.4 отри-

маємо, що для довiльного допустимого вектора s, sM ≻ L.

Якщо виконується нерiвнiсть (3.68), то (sn − m,m) ≻ (sn − M,M), i

тому, враховуючи лему 3.3.4, отримаємо sm ≻ sM ≻ L. Лему доведено.
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Лема 3.3.6. Нехай виконується нерiвнiсть (3.66) i задано допустимий

вектор s ∈ Rn. Покладемо

L :=

⎛⎜⎜⎝ 1−m

2n− 1
, . . . ,

1−m

2n− 1⏞ ⏟⏟ ⏞
2n−1

,m

⎞⎟⎟⎠ .

Тодi sm ≻ L. Якщо

sn ≤M +m, (3.69)

то sM ≻ L.

Доведення цiєї леми цiлком аналогiчне до доведення леми 3.3.5.

Лема 3.3.7. Нехай не виконується жодна з нерiвностей (3.65) i (3.66),

i задано допустимий вектор s ∈ Rn. Покладемо

L :=

⎛⎜⎜⎝1−m−M

2n− 2
, . . . ,

1−m−M

2n− 2⏞ ⏟⏟ ⏞
2n−2

,m,M

⎞⎟⎟⎠ .

Якщо виконується нерiвнiсть (3.68), то sm ≻ L. Якщо виконується не-

рiвнiсть (3.69), то sM ≻ L.

Доведення. З умов леми випливає, що m < 1−M−m
2n−2 < M . Нехай виконує-

ться нерiвнiсть (3.68). Тодi

(︂s1
2
,
s1
2
,
s2
2
,
s2
2
, . . . ,

sn−1

2
,
sn−1

2
, sn −m

)︂
≻

⎛⎜⎜⎝ 1− sn
2n− 2

, . . . ,
1− sn
2n− 2⏞ ⏟⏟ ⏞

2n−1

, sn −m

⎞⎟⎟⎠

≻

⎛⎜⎜⎝1−m−M

2n− 2
, . . . ,

1−m−M

2n− 2⏞ ⏟⏟ ⏞
2n−2

,M

⎞⎟⎟⎠ ,

де перше мажорування випливає з леми 3.3.4, а друге — з нерiвностей

sn −m ≥M > 1−M−m
2n−2 . Твердження sm ≻ L тепер випливає з леми 3.3.4.

Друге твердження леми можна довести аналогiчно, використовуючи не-

рiвностi sn −M ≤ m < 1−M−m
2n−2 . Лему доведено.
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3.3.4.3 Доведення теореми 3.3.3

Доведення. Вектор з координатами sk := tk+1 − tk, k = 1, . . . , n − 1, sn :=

1 − tn є допустимим. Очевидно, що числа tk, k = 1, . . . , n, однозначно ви-

значаються допустимим вектором s ∈ Rn.

Якщо виконується нерiвнiсть (3.68), то
⃦⃦
τ − sn

2

⃦⃦
∞ = sn

2 −m i тому, згiдно

з теоремою 3.3.2,

E(τ, t) = 2
n−1∑︂
k=1

I
(︂sk
2

)︂
+ I (m) + I (sn −m) .

У випадку виконання (3.69),
⃦⃦
τ − sn

2

⃦⃦
∞ =M − sn

2 i використовуючи теоре-

му 3.3.2, отримаємо

E(τ, t) = 2
n−1∑︂
k=1

I
(︂sk
2

)︂
+ I (M) + I (sn −M) .

Оцiнки знизу для величини E(τ, t) випливають з лем 3.3.5, 3.3.6 i 3.3.7

i нерiвностi Карамати. Тому достатньо довести, що цi оцiнки знизу досяга-

ються.

Нехай виконується нерiвнiсть (3.65). Тодi 1−M
2n−1 ≤ m i отже для множини

s∗k =
2(1−M)
2n−1 , k = 1, . . . , n− 1 i s∗n =M + 1−M

2n−1 , виконується нерiвнiсть (3.69).

Тому

E(τ, t∗) = (2n− 1)I

(︃
1−M

2n− 1

)︃
+ I(M),

де вектор t∗ визначається числами s∗k, k = 1, . . . , n.

Якщо виконується нерiвнiсть (3.66), то 1−m
2n−1 ≥ M i тому для набору

s∗k =
2(1−m)
2n−1 , k = 1, . . . , n− 1 i s∗n = m+ 1−m

2n−1 , виконується нерiвнiсть (3.68).

Звiдси

E(τ, t∗) = (2n− 1)I

(︃
1−m

2n− 1

)︃
+ I(m).

Нарештi, якщо жодна з нерiвностей (3.65) i (3.66) не виконується, то

для набору s∗k =
(1−m−M)

n−1 , k = 1, . . . , n− 1 i s∗n = m+M

E(τ, t∗) = (2n− 2)I

(︃
1−m−M

2(n− 1)

)︃
+ I(m) + I(M).

Теорему доведено.
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Висновки до роздiлу 3

Даний роздiл присвячено нерiвностям типу Островського, тобто нерiвно-

стям, що оцiнюють вiдхилення середнього значення функцiї вiд значення

функцiї у деякiй точцi, та деяких застосуваннях цих нерiвностей. Основ-

ними результатами цього роздiлу є:

1. Запропоновано загальний пiдхiд до розв’язання деяких екстремаль-

них задач теорiї наближень, а також продемонстрованi деякi засто-

сування цього пiдходу до доведення нерiвностей типу Островського.

2. Запропоноване нове означення поняття обмеженої варiацiї для ба-

гатовимiрних множин i функцiй багатьох змiнних, дослiджено деякi

їх властивостi, а також доведено точнi нерiвностi типу Островського

для таких функцiй.

3. Доведено точнi нерiвностi типу Островського для випадкових проце-

сiв певного класу. Отримана нерiвнiсть використовується для розв’я-

зання задачi оптимального вiдновлення iнтеграла, маючи iнформацiю

про випадковий процес у випадковi моменти часу. Також дослiджує-

ться задача оптимiзацiї вибору iнформацiйного оператора.
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Роздiл 4

Нерiвностi типу

Ландау–Колмогорова–Надя

i пов’язанi задачi

4.1 Нерiвностi типу Надя

Нерiвностi виду (1.85), що оцiнюють норму промiжної похiдної функцiї

через норму самої функцiї i норму її старшої похiдної, зазвичай називають

нерiвностями типу Колмогорова. У 1941 роцi Б. С. Надь [135] при всiх

допустимих значеннях параметрiв p, q, s довiв точнi нерiвностi виду

∥x∥Lq(R) ≤ K · ∥x∥αLp(R) · ∥x
′∥1−αLs(R),

якi оцiнюють одну норму функцiї через деяку iншу норму функцiї i деяку

норму похiдної функцiї. У перiодичному випадку нерiвностi типу Надя мi-

стяться у [41,42,98].

Результати декiлькох наступних пiдроздiлiв стосовно нерiвностей у ме-

тричних просторах з мiрою мiстяться у [30], стосовно просторiв Lp — у [31]

при p = ∞ i [32] при p ∈ [1,∞).

252



4.1.1 Означення i позначення

Трiйку (X, ρ, µ), де (X, ρ) — це метричний простiр з борелiвською мiрою

µ ми будемо називати метричним простором з мiрою. Ми будемо вважати,

що X — це комутативний моноїд (тобто у множинi X задано асоцiативну

комутативну бiнарну операцiю +, i iснує елемент θ ∈ X такий, що x+ θ =

θ+ x = x для всiх x ∈ X) такий, що для кожної вимiрної множини Q ⊂ X

i кожного x ∈ X маємо

µ(x+Q) = µ(Q).

Будемо також вважати, що для всiх x, y ∈ X,

ρ(x+ y, x) ⩽ ρ(y, θ).

Через Bh = Bh(θ) будемо позначати вiдкриту кулю радiуса h > 0 з центром

θ; ми припускаємо, що 0 < µ(Bh) <∞ i Bh ̸= {θ} для всiх h > 0.

Для p ∈ [1,∞) через Lp(X) ми позначаємо простiр вимiрних функцiй

f : Q → R таких, що функцiя |f |p є iнтегровною на X з вiдповiдною нор-

мою; L∞(X) позначає простiр вимiрних суттєво обмежених на X функцiй.

Через Lloc(X) ми позначаємо простiр усiх функцiй f : X → R, якi є iнте-

гровними на кожнiй вiдкритiй кулi у X. У просторi Lloc(X) введемо сiм’ю

напiвнорм

⌋f⌈h= sup
x∈X

⃓⃓⃓⃓ ˆ
x+Bh

f(u)dµ(u)

⃓⃓⃓⃓
, h > 0,

i напiвнорму

⌋f⌈= sup
h>0

⌋f⌈h.

Через L⌋·⌈h(X) (L⌋·⌈(X)) ми позначаємо сiм’ю функцiй f ∈ Lloc(X) зi скiн-

ченною напiвнормою ⌋ · ⌈h (вiдп. ⌋ · ⌈). Легко бачити, що простiр L1(X)

мiститься у кожнiй з цих сiмей.

Для вимiрної множини Q, 0 < µ(Q) < ∞, i iнтегровної на Q функцiї f

позначимо  
Q

f(y)dµ(y) =
1

µ(Q)

ˆ
Q

f(y)dµ(y).
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Через Cb(X) ми позначаємо простiр неперервних функцiй f : X → R зi

скiнченною нормою

∥f∥Cb(X) = sup
x∈X

|f(x)|;

через B(X) ми будемо позначати простiр обмежених функцiй f : X → R з

нормою

∥f∥B(X) = sup
x∈X

|f(x)|.

Всюди у цьому пiдроздiлi ми припускаємо, що мiра µ є такою, що кожна

неперервна функцiя належить простору Lloc(X).

Для модуля неперервностi ω через Hω(X) ми позначаємо простiр функ-

цiй f : X → R для яких

∥f∥Hω(X) := sup
x,y∈X,x̸=y

|f(x)− f(y)|
ω(ρ(x, y))

<∞.

Ми будемо розглядати випадок, колиX — це деякий вiдкритий опуклий

конус C у просторi Rd, d ≥ 1, метрика ρ визначається множиною K, тобто

ρ(x, y) = |x− y|K , а µ = meas — це мiра Лебега у просторi Rd (норми | · |K i

| · |K◦ введенi у роздiлi 2, див. ст. 135). В цьому випадку ми будемо писати

(C,K,meas) замiсть (X, ρ, µ), Bh = hK∩C, i введенi вище напiвнорми ⌋·⌈h
i ⌋ · ⌈ набувають такого виду:

⌋f⌈h= sup
x∈C

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ˆ

hK∩C

f(x+ u)du

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ , h > 0, i ⌋f⌈= sup

h>0
⌋f⌈h.

Для локально iнтегровної функцiї f через ∇f ми позначаємо градiєнт

функцiї f ; частковi похiднi розумiються в узагальненому сенсi.

4.1.2 Оператор усереднення

Для кожного h > 0 означимо оператор Sh : L⌋·⌈h(X) → B(X) за формулою

Shf(x) =

 
Bh

f(x+ u)dµ(u). (4.1)

Легко бачити, що цей оператор є обмеженим i

∥Sh∥L⌋·⌈h(X)→B(X) =
1

µ(Bh)
. (4.2)
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У випадку, коли (X, ρ, µ) = (C,K,meas), в силу абсолютної неперервностi

iнтеграла Лебега, образ Shf кожної локально iнтегровної функцiї f , бу-

де неперервною (а отже вимiрною) обмеженою функцiєю. Тому в цьому

випадку можна вважати, що оператор Sh дiє у множину L∞(C).

4.1.2.1 Оцiнка вiдхилення у просторi Hω

Нам знадобиться такий результат.

Лема 4.1.1. Якщо f ∈ Hω(X), то для всiх h > 0 маємо

∥f(·)− Shf(·)∥B(X) ⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u). (4.3)

Нерiвнiсть (4.3) є точною i перетворюється на рiвнiсть для кожної

функцiї

fω(x) = c± ω(ρ(u, θ)), c ∈ R.

Доведення. Для кожного x ∈ X маємо

|f(x)− Shf(x)| =
⃓⃓⃓⃓
f(x)− 1

µ(Bh)

ˆ
Bh

f(x+ u)dµ(u)

⃓⃓⃓⃓
⩽

1

µ(Bh)

ˆ
Bh

|f(x)− f(x+ u)|dµ(u) ⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(x+ u, x))dµ(u)

⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u)

i нерiвнiсть (4.3) доведено. Для функцiї fω маємо

∥fω∥Hω(X) = 1. (4.4)

Дiйсно, для всiх x, y ∈ X,

|fω(x)− fω(y)| = |ω(ρ(x, θ))− ω(ρ(y, θ))|

≤ ω(|ρ(x, θ)− ρ(y, θ)|) ≤ ω(ρ(x, y)),

тому ∥fω∥Hω(X) ≤ 1; оскiльки iснує y ∈ Bh \ {θ}, то

sup
x∈X,x̸=θ

|fω(x)− fω(θ)| ≥ |fω(y)− fω(θ)| = ω(ρ(y, θ)),
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звiдки випливає ∥fω∥Hω(X) ≥ 1, i отже (4.4). Крiм того,

∥f(·)− Shf(·)∥B(X) ⩾ |f(θ)− Shf(θ)| =
1

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u),

що разом з (4.4) показує, що нерiвнiсть (4.3) є точною.

4.1.2.2 Оцiнка вiдхилення у просторах W 1,p(C)

Для h > 0 oзначимо функцiю gh : (0, h) → R,

gh(u) =
1

d · µ(K ∩ C)

(︃
1

ud−1
− u

hd

)︃
.

За допомогою леми 2.4.3 встановлюємо, що для всiх p ∈ (d,∞]

∥gh (| · |K)∥Lp′(hK∩C) = (d · µ(K ∩ C))
1
p′ ∥gh∥Lp′(0,h)

,

де

∥w∥Lp(0,h) =

(︃ˆ h

0

td−1wp(t)dt

)︃1/p

.

Тому наступна лема є окремим випадком теореми 2.4.1.

Лема 4.1.2. Нехай p ∈ (d,∞], h > 0 i f ∈ W 1,p(hK ∩ C). Тодi

|f(θ)− Shf(θ)| ≤ ∥gh (| · |K)∥Lp′(hK∩C) ∥|∇f |K◦∥Lp(hK∩C).

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть для функцiй α ·
f + β, де α, β ∈ R i

f(y) =

ˆ |y|K

0

gp
′−1
h (u)du, y ∈ hK ∩ C.

Зауважимо, що величину ∥gh(|·|K)∥Lp′(hK∩C) можна виписати у термiнах

B функцiї Ейлера.

Лема 4.1.3. При p ∈ (d,∞] справедливi рiвностi

∥gh(| · |K)∥Lp′(hK∩C) = (d · µ(K ∩ C))1/p′∥gh∥Lp′(0,h) = Aµ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p ,

де

A = A(d, p) = d−1B
1
p′

(︃
1− (d− 1)p′

d
, p′ + 1

)︃
. (4.5)
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Зокрема, при p = ∞,

∥gh(| · |K)∥L1(hK∩C) =
d · h
d+ 1

.

Доведення. Перша рiвнiсть випливає з леми 2.4.3. Другу рiвнiсть можна

отримати безпосереднiми перетвореннями. Остання рiвнiсть випливає з

формули (4.5) i властивостей B функцiї.

4.1.3 Нерiвностi типу Надя у просторах Hω(X)

Нагадаємо, що для дiйсного числа α ∈ R ми використовуємо позначення

α+ := max{α, 0}.

Теорема 4.1.1. Якщо h > 0 i f ∈ Hω(X) ∩ L⌋·⌈h(X), то

∥f∥B(X) ⩽ ∥f − Shf∥B(X) + ∥Sh∥L⌋·⌈h(X)→B(X)∥f∥L⌋·⌈h(X)

⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u) +
⌋f⌈h
µ(Bh)

. (4.6)

Нерiвнiсть є точною i перетворюється на рiвнiсть для функцiї

fe,h(x) = (ω(h)− ω(ρ(x, θ)))+. (4.7)

Крiм того, fe,h ∈ Hω(X) ∩ L⌋·⌈(X), ⌋fe,h⌈=⌋fe,h⌈h, i тому для кожного

h > 0 нерiвнiсть

∥f∥B(X) ⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u) +
⌋f⌈
µ(Bh)

(4.8)

виконується i є точною на класi Hω(X) ∩ L⌋·⌈(X).

Зауваження 4.1.1. У випадку, коли ω(t) = tα, 0 < α ⩽ 1, i простiр

(X, ρ, µ) задовольняє такiй умовi типу s-регулярностi:

∃b > 0,∃s > 0: ∀h > 0, µ(Bh) ⩾ bhs,

нерiвнiсть (4.8) може бути записаною у мультиплiкативнiй формi. Ми

не зупиняємося на деталях.
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Доведення. Для кожного x ∈ X, використовуючи лему 4.1.1, означення

оператора Sh, i рiвнiсть (4.2), отримаємо

|f(x)| ⩽ |f(x)− Shf(x)|+ |Shf(x)|

⩽ ∥f(x)− Shf(x)∥B(X) + ∥Sh∥L⌋·⌈h(X)→B(X)⌋f⌈h

⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u) +
⌋f⌈h
µ(Bh)

,

звiдки випливає нерiвнiсть (4.6). Нерiвнiсть (4.8) є наслiдком (4.6).

Для функцiї fe,h маємо ∥fe,h∥B(X) = fe,h(θ) = ω(h), ∥fe,h∥Hω(X) = 1, i

⌋fe,h⌈h= ω(h)µ(Bh)−
ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u).

Дiйсно, з одного боку

⌋fe,h⌈h≥
ˆ
θ+Bh

fe,h(u)dµ(u) = ω(h)µ(Bh)−
ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u),

а з iншого, для кожного x ∈ X, з монотонностi функцiї ω, маємо
ˆ
x+Bh

fe,h(u)dµ(u) =

ˆ
(x+Bh)∩Bh

fe,h(u)dµ(u)

≤
ˆ
Bh

fe,h(u)dµ(u) = ω(h)µ(Bh)−
ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u).

Безпосереднi обчислення показують, що нерiвнiсть (4.6) перетворюється на

рiвнiсть на функцiї fe,h.

Нарештi, мiркування, як i у обчисленнi величини ⌋fe,h⌈h, показують, що

⌋fe,h⌈=⌋fe,h⌈h, i отже нерiвнiсть (4.8) є точною.

Наслiдок 4.1.1. Якщо h > 0 i f ∈ Hω(X) ∩ L1(X), то

∥f(x)∥B(X) ⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u) +
1

µ(Bh)
∥f∥L1(X) .

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть на функцiї fe,h
означенiй у (4.7).

Доведення. Оскiльки L1(X) ⊂ L⌋·⌈h(X) i ∥fe,h∥L1(X) =⌋fe,h⌈h, то тверджен-

ня наслiдку випливає з теореми 4.1.1.
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4.1.4 Нерiвностi типу Надя у просторах W 1,p(C)

Теорема 4.1.2. Якщо h > 0, p ∈ (d,∞] i f ∈ W 1,p(C) ∩ L⌋·⌈h(C), то

f ∈ L∞(C) i справедлива така нерiвнiсть:

∥f∥L∞(C) ≤ ∥f − Shf∥L∞(C) + ∥Sh∥L⌋·⌈h(C)→L∞(C)·⌋f⌈h

⩽ ∥gh(| · |K)∥Lp′(hK∩C) ∥|∇f |K◦∥Lp(C) + µ−1(K ∩ C)h−d⌋f⌈h. (4.9)

Нерiвнiсть (4.9) точна. Вона перетворюється на рiвнiсть для функцiй

α · (fe,h + β), де α > 0, β ≥ −1

2
fe,h(0), (4.10)

fe,h(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
´ h
|y|K g

p′−1
h (u)du, y ∈ hK ∩ C,

0, y ∈ C \ hK.
(4.11)

Для кожної f ∈ W 1,p(C) ∩ L⌋·⌈(C) cправедлива мультиплiкативна нерiв-

нiсть

∥f∥L∞(C) ≤ a(d, p)µ−
α
d (K ∩ C)⌋f⌈1−α∥|∇f |K◦∥αLp(C)

, (4.12)

де

α =
pd

p+ (p− 1)d
, a(d, p) =

(︃
(p− d)A(d, p)

pd

)︃α(︃
pd

p− d
+ 1

)︃
, (4.13)

i A(d, p) означено у (4.5). Нерiвнiсть (4.12) є точною. Вона перетворює-

ться на рiвнiсть для кожної функцiї fe,h, h > 0.

Зауваження 4.1.2. Враховуючи лему 4.1.3, нерiвнiсть (4.9) можна по-

дати у виглядi

∥f∥L∞(C) ⩽ A(d, p)µ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇f |K◦∥Lp(C) + µ−1(K ∩ C)h−d⌋f⌈h,

де A(d, p) означено у (4.5). З твердження про точнiсть нерiвностi (4.12)

буде випливати, що її можна переписати у такому виглядi:

∥f∥L∞(C) ≤
∥fe,1∥L∞(C)

⌋fe,1⌈1−α∥|∇fe,1|K◦∥αLp(C)

⌋f⌈1−α∥|∇f |K◦∥αLp(C)
.
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Доведення. Для кожного x ∈ C маємо

|f(x)| ≤
⃓⃓⃓⃓
f(x)−

 
hK∩C

f(x+ y)dy

⃓⃓⃓⃓
+

⃓⃓⃓⃓ 
hK∩C

f(x+ y)dy

⃓⃓⃓⃓
. (4.14)

Використовуючи лему 4.1.2 для функцiї F (y) = f(x+y), y ∈ hK∩C, x ∈ C,

i лему 4.1.3, отримаємо нерiвнiсть⃓⃓⃓⃓
f(x)−

 
hK∩C

f(x+ y)dy

⃓⃓⃓⃓
=

⃓⃓⃓⃓ 
hK∩C

(F (θ)− F (y))dy

⃓⃓⃓⃓
≤ (d · µ(K ∩ C))

1
p′ ∥gh∥Lp′(0,h)

∥|∇F |K◦∥Lp(hK∩C)

= Aµ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇f |K◦∥Lp(x+hK∩C)

⩽ Aµ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇f |K◦∥Lp(C). (4.15)

Отже

∥f − Shf∥L∞(C) ⩽ Aµ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇f |K◦∥Lp(C). (4.16)

Очевидно також, що

∥Sh∥L⌋·⌈h(C)→L∞(C) ⩽ µ−1(K ∩ C)h−d. (4.17)

З нерiвностей (4.16) та (4.17) та леми 4.1.3 випливає нерiвнiсть (4.9). Дове-

демо її точнiсть. Оскiльки функцiя gh є невiд’ємною, то

|x|K ≤ |y|K =⇒ fe,h(x) ≥ fe,h(y). (4.18)

Крiм того, функцiя fe,h є неперервною. Тому ∥fe,h∥L∞(C) = f(θ) i, крiм

того, нерiвнiсть (4.14) перетворюється на рiвнiсть для x = θ i функцiї fe,h.

Крiм того, згiдно з лемою 4.1.2, перша з нерiвностей у (4.15) при x = θ

перетворюється на рiвнiсть для функцiї fe,h. Вiдмiтимо, що fe,h є нулем

поза множиною hK ∩ C, а тому

∥|∇fe,h|K◦∥Lp(hK∩C) = ∥|∇fe,h|K◦∥Lp(C),

тому i друга нерiвнiсть у (4.15) також перетворюється на рiвнiсть. Нарештi,

враховуючи (4.18), маємо ⌋fe,h⌈h=
´
hK∩C fe,h(y)dy, що закiнчує доведення

точностi нерiвностi (4.9).
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З нерiвностi (4.9) випливає, що для всiх f ∈ W 1,p(C) ∩ L⌋·⌈(C) i h > 0

справедлива нерiвнiсть

∥f∥L∞(C) ⩽ A(d, p)µ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇f |K◦∥Lp(C) + µ−1(K ∩ C)h−d⌋f⌈.

(4.19)

Крiм того, при кожному h > 0, ⌋fe,h⌈h=⌋fe,h⌈, а тому нерiвнiсть (4.19) є

точною i перетворюється на рiвнiсть для функцiї fe,h. Якщо β задоволь-

няє нерiвностi з (4.10), то при переходi вiд функцiї fe,h до функцiї fe,h + β

обидвi частини нерiвностi (4.19) змiнюються на β, а отже залишаються рiв-

ними. Нарештi, рiвнiсть зберiгається при множеннi екстремальної функцiї

на додатну константу. Тому нерiвнiсть (4.19) перетворюється на рiвнiсть

для кожної функцiї (4.10).

Мiнiмiзуючи праву частину (4.19) по h, тобто пiдставляючи значення

h =

(︄
pdµ−

1
p′ (K ∩ C)⌋f⌈

(p− d)A(d, p)∥|∇f |K◦∥Lp(C)

)︄ p′
p′+d

,

отримаємо нерiвнiсть (4.12).

Доведемо тепер твердження про точнiсть нерiвностi (4.12). Позначимо

q = 1
α i q′ = 1

1−α . Для кожного h > 0 розглянемо числа

u =
(︂
qA(d, p)µ−

1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇f |K◦∥Lp(C)

)︂ 1
q

i

v =
(︁
q′µ−1(K ∩ C)h−d⌋f⌈

)︁ 1
q′ .

Використовуючи нерiвнiсть (4.12), нерiвнiсть Юнга i безпосереднi обчисле-

ння, отримаємо

∥f∥L∞(C) ≤ a(d, p)µ−
α
d (K ∩ C)⌋f⌈1−α∥|∇f |K◦∥αLp(C)

= uv ≤ uq

q
+
vq

′

q′

= A(d, p)µ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇f |K◦∥Lp(C) + µ−1(K ∩ C)h−d⌋f⌈.

Оскiльки нерiвнiсть (4.19) перетворюється на рiвнiсть для функцiї fe,h, то

i нерiвнiсть (4.12) також перетворюється на рiвнiсть для fe,h, а отже є

точною.
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Наслiдок 4.1.2. Якщо h > 0, p > d i f ∈ W 1,p(C)∩L1(C), то f ∈ L∞(C)

i справедливi такi нерiвностi:

∥f∥L∞(C) ≤ ∥gh(| · |K)∥Lp′(hK∩C) ∥|∇f |K◦∥Lp(C) + µ−1(K ∩ C)h−d∥f∥L1(C),

∥f∥L∞(C) ≤ a(d, p)µ−
α
d (K ∩ C)∥f∥1−αL1(C)

∥|∇f |K◦∥αLp(C)
,

де α i a(d, p) означенi в (4.13). Обидвi нерiвностi точнi. Адитивна нерiв-

нiсть перетворюється на рiвнiсть для функцiї fe,h, а мультиплiкативна

для кожної з функцiї fe,h, h > 0.

Доведення. Оскiльки L1(C) ⊂ L⌋·⌈(C) ⊂ L⌋·⌈h(C), ⌋f⌈h≤⌋f⌈≤ ∥f∥L1(C) для

кожної функцiї f ∈ L1(C), i ∥fe,h∥L1(C) =⌋fe,h⌈h=⌋fe,h⌈ для кожного h > 0,

то твердження наслiдку випливає з теореми 4.1.2.

4.1.5 Нерiвностi типу Надя у метричних просторах

У цьому пунктi ми розглядаємо метричнi простори Соболєва з верхнi-

ми градiєнтами, якi означаються так. Нехай (X, ρX) i (Y, ρY ) — це ме-

тричнi простори, як i у попереднiх пунктах. Для модуля неперервностi

ω розглянемо простiр W 1,ω(X, Y ) усiх функцiй f : X → Y з такою вла-

стивiстю (пор. [2, Роздiл 5] i [90, Роздiл 10.2]). Iснує невiд’ємна функцiя

G = Gf ∈ L∞(X) i множина N = Nf ⊂ X такi, що µ(N) = 0 i

ρY (f(x), f(y)) ⩽ (G(x) +G(y)) · ω(ρX(x, y)) для всiх x, y ∈ X \N. (4.20)

Функцiю G будемо називати верхнiм градiєнтом функцiї f .

Нехай (Y, ρY ) — це множина дiйсних чисел зi звичайною метрикою. Те-

хнiка, що розроблена у попереднiх пунктах, дозволяє отримати наступний

результат; тому на нього можна в деякому сенсi дивитись як на наслiдок

теореми 4.1.1.

Теорема 4.1.3. Нехай задано функцiю f ∈ W 1,ω(X,R)∩L⌋·⌈h(X) i її верх-

нiй градiєнт Gf . Для кожного h > 0 виконується така нерiвнiсть

∥f∥L∞(X) ⩽
2∥Gf∥L∞(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρX(θ, u))dµ(u) +
⌋f⌈h
µ(Bh)

. (4.21)
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Нерiвнiсть (4.21) є точною у тому сенсi, що iснує функцiя f i її верхнiй

градiєнт Gf , для яких нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть.

Доведення. Для майже всiх x ∈ X,

|f(x)| ≤
⃓⃓⃓⃓
f(x)− 1

µ(Bh)

ˆ
x+Bh

f(y)dµ(y)

⃓⃓⃓⃓
+

1

µ(Bh)

⃓⃓⃓⃓ˆ
x+Bh

f(y)dµ(y)

⃓⃓⃓⃓
≤ 1

µ(Bh)

ˆ
x+Bh

|f(x)− f(y)| dµ(y) + ⌋f⌈h
µ(Bh)

≤ 1

µ(Bh)

ˆ
x+Bh

|Gf(x) +Gf(y)|ω(ρX(x, y))dµ(y) +
⌋f⌈h
µ(Bh)

≤
2∥Gf∥L∞(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρX(θ, u))dµ(u) +
⌋f⌈h
µ(Bh)

,

i нерiвнiсть (4.21) доведено. Нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для

функцiї f = fe,h з (4.7) i її верхнього градiєнта G ≡ 1
2 . Дiйсно, той факт,

що нерiвнiсть (4.21) перетворюється на рiвнiсть для таких f i G може бути

перевiрено безпосередньо; той факт, що G є верхнiм градiєнтом для f (з

N = ∅) можна довести так. Нехай x, y ∈ X, u = ρX(x, θ) i v = ρX(y, θ).

Можемо вважати, що u ≤ v. Якщо h ≤ u ≤ v, то f(x) = f(y) = 0 i

виконується нерiвнiсть (4.20). Якщо 0 ≤ u < h ≤ v, то

|f(x)− f(y)| = ω(h)− ω(u) ≤ ω(h− u) ≤ ω(v − u)

= ω(ρX(y, θ)− ρX(x, θ)) ≤ ω(ρX(x, y)).

Випадок 0 ≤ u ≤ v ≤ h можна розглянути аналогiчно.

Аналогiчно до наслiдку 4.1.1 можна довести такий результат.

Наслiдок 4.1.3. Нехай задано функцiю f ∈ W 1,ω(X,R)∩L1(X) i її верхнiй

градiєнт Gf . Для кожного h > 0 виконується нерiвнiсть

∥f∥L∞(X) ⩽
2∥Gf∥L∞(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρX(θ, u))dµ(u) +
∥f∥L1(X)

µ(Bh)
.

Нерiвнiсть є точною у тому сенсi, що iснує функцiя f i її верхнiй градi-

єнт Gf , для яких нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть.
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4.2 Нерiвностi для узагальнених гiперсингу-

лярних iнтегральних операторiв

Нехай знову (X, ρ, µ) є метричним простором з мiрою для якого виконую-

ться припущення з пункту 4.1.1, P : R+ → R+ — це локально iнтегровна

функцiя така, що для деякого h > 0ˆ
X\Bh

P (ρ(u, θ))dµ(u) <∞.

Розглянемо оператор, який може розглядатись як гiперсингулярний iнте-

гральний оператор:

DPf(x) =

ˆ
X

(f(x)− f(x+ u))P (ρ(u, θ))dµ(u).

Ми також розглядаємо усiчений гiперсингулярний iнтегральний оператор

DP,hf(x) =

ˆ
X\Bh

(f(x)− f(x+ u))P (ρ(u, θ))dµ(u).

Легко бачити, що

∥DP,h∥Cb(X)→Cb(X) = 2

ˆ
X\Bh

P (ρ(u, θ))dµ(u).

Теорема 4.2.1. Нехай задано функцiю f ∈ Hω(X) ∩ Cb(X). Якщо для

деякого h > 0ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))P (ρ(u, θ))dµ(u) <∞ i
ˆ
X\Bh

P (ρ(u, θ))dµ(u) <∞,

то

∥DPf∥B(X) ⩽ ∥DPf −DP,hf∥B(X) + ∥DP,h∥Cb(X)→Cb(X)∥f∥Cb(X)

⩽ ∥f∥Hω(X)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))P (ρ(u, θ))dµ(u)

+ 2∥f∥Cb(X)

ˆ
X\Bh

P (ρ(u, θ))dµ(u). (4.22)

Нерiвнiсть є точною i перетворюється на рiвнiсть для функцiї

fe,ω(u) =

⎧⎪⎨⎪⎩ω(ρ(u, θ))−
1
2ω(h), ρ(u, θ) ⩽ h,

1
2ω(h), ρ(u, θ) ⩾ h.
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Доведення. Маємо

∥DPf −DP,hf∥B(X) = sup
x∈X

⃓⃓⃓⃓ˆ
Bh

(f(x)− f(x+ u))P (ρ(u, θ))dµ(u)

⃓⃓⃓⃓
≤ sup

x∈X
∥f∥Hω(X)

ˆ
Bh

ω(ρ(x, x+ u))P (ρ(u, θ))dµ(u)

≤ ∥f∥Hω(X)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))P (ρ(u, θ))dµ(u).

Тодi

∥DPf(x)∥B(X) ⩽ ∥DPf −DP,hf∥B(X) + ∥DP,h∥Cb(X)→Cb(X)∥f∥Cb(X)

⩽ ∥f∥Hω(X)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))P (ρ(u, θ))dµ(u)

+ 2∥f∥Cb(X)

ˆ
X\Bh

P (ρ(u, θ))dµ(u),

i нерiвнiсть (4.22) доведено. Для функцiї fe,ω маємо ∥fe,ω∥Cb(X) = 1
2ω(h),

∥fe,ω∥Hω(X) = 1, i

∥DPfe,ω∥B(X) = −DPfe,ω(θ)

=

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))P (ρ(u, θ))dµ(u) + ω(h)

ˆ
X\Bh

P (ρ(u, θ))dµ(u),

тому нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть для функцiї fe,ω.

4.3 Нерiвностi типу Ландау–Колмогорова на

класах зарядiв

Позначимо через N(X) множину зарядiв ν, що визначенi на сiм’ї усiх µ–

вимiрних пiдмножин X, i якi є абсолютно неперервними вiдносно мiри µ,

див. напр. [59, Роздiл 5]. Згiдно з теоремою Радона–Нiкодима, для заря-

ду ν ∈ N(X) iснує iнтегровна функцiя f : X → R така, що для кожної

вимiрної множини Q ⊂ X

ν(Q) =

ˆ
Q

f(x)dµ(x). (4.23)
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Ця функцiя f називається похiдною Радона–Нiкодима заряду ν вiдносно

мiри µ i буде позначатись через Dµν. Множина N(X) є лiнiйним простором

вiдносно стандартного додавання i множення на дiйсне число. Визначимо

сiм’ю напiвнорм {⌉ · ⌊h, h > 0} так:

⌉ν⌊h= ∥ν(·+Bh)∥B(X),

i нехай ⌉ν⌊:= suph>0⌉ν⌊h. Зрозумiло, що якщо заряд ν i функцiя f пов’язанi

спiввiдношенням (4.23), то

⌉ν⌊h=⌋f⌈h, h > 0, i ⌉ν⌊=⌋f⌈.

Для h > 0 через N⌉·⌊h(X) (N⌉·⌊(X)) ми позначаємо множину зарядiв ν ∈
N(X) зi скiнченною напiвнормою ⌉ · ⌊h (вiдповiдно ⌉ · ⌊).

Теорема 4.3.1. Якщо h > 0 i заряд ν ∈ N⌉·⌊h(X) є таким, що Dµν ∈
Hω(X), то

∥Dµν∥B(X) ⩽
⃦⃦
Dµν − Shν

⃦⃦
B(X)

+ ∥Sh∥N⌉·⌊h(X)→B(X)⌉ν⌊h

⩽
∥Dµν∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u) +
⌉ν⌊h
µ(Bh)

,

де оператор Sh : N⌉·⌊h(X) → B(X) визначається формулою

Shν(x) =
ν(x+Bh)

µ(Bh)
.

Нерiвнiсть є точною, i перетворюється на рiвнiсть для заряду νe,h для

якого Dµνe,h = fe,h, де функцiя fe,h визначена у (4.7).

Доведення. Достатньо застосувати теорему 4.1.1 до функцiї f = Dµν i

помiтити, що Shν = Shf.

Теорема 4.3.2. Якщо h > 0, заряд ν ∈ N⌉·⌊h(X) є таким, що Dµν ∈
W 1,ω(X,R), i Gν є верхнiм градiєнтом функцiї Dµν, то

∥Dµν∥L∞(X) ⩽
2∥Gν∥L∞(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(θ, u))dµ(u) +
⌋ν⌈h
µ(Bh)

.

Нерiвнiсть є точною у тому сенсi, що iснує заряд ν i верхнiй градiєнт

Gν функцiї Dµν, для яких нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть.

266



Доведення. Твердження теореми випливає з теореми 4.1.3.

У випадку, коли (X, ρ, µ) = (C,K,meas), ми отримуємо

⌉ν⌊h= sup
x∈C

|ν(x+ hK)|,

i, крiм того, функцiя x ↦→ ν(x+ hK) є неперервною.

Теорема 4.3.3. Якщо h > 0 i заряд ν ∈ N⌉·⌊h(C) є таким, що Dµν ∈
W 1,p(C), то

∥Dµν∥L∞(C) ⩽
⃦⃦
Dµν − Shν

⃦⃦
L∞(C)

+ ∥Sh∥N⌉·⌊h(C)→L∞(C)⌉ν⌊h

≤ Aµ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇Dµν|K◦∥Lp(C) + µ−1(K ∩ C)h−d⌉ν⌊h, (4.24)

де величина A(d, p) означена у (4.5), i

Shν(x) =
ν(x+ hK ∩ C)
hdµ(K ∩ C)

.

Нерiвнiсть (4.24) є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть для заря-

ду νe,h, що визначається рiвнiстю Dµνe,h = fe,h, де функцiя fe,h означена

у (4.11). Якщо заряд ν ∈ N⌉·⌊(C) є таким, що Dµν ∈ W 1,p(C), то cправе-

длива мультиплiкативна нерiвнiсть

∥Dµν∥L∞(C) ≤ a(d, p)µ−
α
d (K ∩ C)⌋ν⌈1−α∥|∇Dµν|K◦∥αLp(C)

, (4.25)

де α i a(d, p) означенi у (4.13). Нерiвнiсть (4.25) є точною. Вона пере-

творюється на рiвнiсть для кожного заряду ν такого, що Dµν = fe,h,

h > 0.

Доведення. Достатньо застосувати теорему 4.1.2 до функцiї f = Dµν i

врахувати, що Shν = Shf .

4.4 Нерiвностi для мiшаної похiдної функцiї

4.4.1 Припущення i позначення

У цьому пiдроздiлi (X, ρ, µ) = (C,K,meas), причому C = Rd
m,+ := Rm

+ ×
Rd−m, 0 ⩽ m ⩽ d, K = (−1, 1)d так, що |x|K = |x|∞ = maxi=1,...,d |xi|. Тодi
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Bh = hK ∩ C = (0, h)m × (−h, h)d−m i µ(hK ∩ C) = 2d−mhd.

Нехай I = (1, . . . , 1) ∈ Rd. Для локально iнтегровної функцiї f : X → R
покладемо

∂If =
∂df

∂x1 . . . ∂xd
,

де похiднi розумiються в узагальненому сенсi.

Нехай {ei}di=1 — стандартний базис у Rd i для h > 0

∆+
i,hf(x) := f(x+ hei)− f(x), i ∆i,hf(x) := f(x+ hei)− f(x− hei).

Вiдповiдно до теореми Фубiнi, для майже всiх x ∈ Rd
m,+ маємо

ˆ
x+hK∩C

∂If(u)du = (∆+
1,h ◦ . . . ◦∆

+
m,h ◦∆m+1,h ◦ . . . ◦∆d,h)f(x). (4.26)

Означимо оператор Sh,m : L∞(C) → L∞(C), покладаючи

Sh,mf(x) =
1

2d−mhd

(︂
∆+

1,h ◦ . . . ◦∆
+
m,h ◦∆m+1,h ◦ . . . ◦∆d,h

)︂
f(x).

Легко бачити, що

∥Sh,m∥L∞(C)→L∞(C) = 2mh−d, (4.27)

i для будь-якої функцiї f ∈ L∞(Rd
m,+) такої, що ∂If ∈ W 1,p(Rd

m,+), матиме-

мо

Sh,mf(x) =

 
x+hK∩C

∂If(u)du =

 
hK∩C

∂If(x+ u)du = Sh∂If(x), (4.28)

де оператор Sh визначено спiввiдношенням (4.1).

4.4.2 Випадок класу Hω(Rd
m,+)

Теорема 4.4.1. Якщо h > 0 i функцiя f ∈ B(Rd
m,+) є такою, що ∂If ∈

Hω(Rd
m,+), то

∥∂If∥B(Rd
m,+)

⩽ ∥∂If −Shf∥B(Rd
m,+)

+ ∥Sh∥∥f∥B(Rd
m,+)

⩽
∥∂If∥Hω(Rd

m,+)

2d−mhd

ˆ
Bh

ω(|u|∞)du+
2m

hd
∥f∥B(Rd

m,+)
. (4.29)
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У випадку, коли ω(t) = tα, α ∈ (0, 1], справедлива така мультиплiка-

тивна нерiвнiсть:

∥∂If∥B(Rd
m,+)

≤ 2
mα
d+α

(︃
d+ α

α

)︃ α
d+α

· ∥f∥
α

d+α

B(Rd
m,+)

· ∥∂If∥
d

d+α

Hω(Rd
m,+)

. (4.30)

Для m = 0 i m = 1 цi нерiвностi є точними.

Доведення. Застосовуючи нерiвнiсть (4.6) до ∂If , i беручи до уваги той

факт, що µ(Bh) = 2d−mhd, отримаємо

∥∂If∥B(Rd
m,+)

⩽ ∥∂If −Shf∥B(Rd
m,+)

+ ∥Sh∥∥f∥B(Rd
m,+)

⩽
∥∂If∥Hω(Rd

m,+)

2d−mhd

ˆ
Bh

ω(|u|∞)du+
1

2d−mhd
sup

x∈Rd
m,+

⃓⃓⃓⃓ˆ
x+Bh

∂If(u)du

⃓⃓⃓⃓
.

З представлення (4.26) отримуємо

1

2d−mhd
sup

x∈Rd
m,+

⃓⃓⃓⃓ˆ
x+Bh

∂If(u)du

⃓⃓⃓⃓
⩽

2d

2d−mhd
∥f∥B(Rd

m,+)
=

2m

hd
∥f∥B(Rd

m,+)
,

звiдки випливає нерiвнiсть (4.29).

У випадку ω(t) = tα, використовуючи теорему про пошарове представ-

лення, див. напр. [114, Теорема 1.13], i мiркування симетрiї, отримаємо
ˆ
Bh

ω(|u|∞)du = 2d−m
ˆ
(0,h)d

|u|α∞du

= 2d−m
ˆ ∞

0

µ
{︁
u ∈ (0, h)d : |u|α∞ > t

}︁
dt = 2d−m

ˆ hα

0

(︂
hd − t

d
α

)︂
dt

= 2d−mhd+α
(︃
1− α

d+ α

)︃
=
d · 2d−m

d+ α
hd+α.

Таким чином, права частина (4.29) стає

d

d+ α
∥∂If∥Hω(Rd

m,+)
hα +

2m

hd
∥f∥B(Rd

m,+)
.

Мiнiмiзуючи цей вираз по h, тобто обираючи

h = 2
m

d+α

(︄
d+ α

α
·

∥f∥B(Rd
m,+)

∥∂If∥Hω(Rd
m,+)

)︄ 1
d+α

,
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прийдемо до правої частини у (4.30).

Далi ми доводимо точнiсть нерiвностi (4.29) у випадку m = 0. Розгля-

немо функцiю

Fe,h(x) =

ˆ x1

0

. . .

ˆ xd

0

fe,h(u)du,

де fe,h означена у (4.7). Тодi ∂IFe,h = fe,h, i тому

∥∂IFe,h∥B(Rd) = ω(h) i ∥∂IFe,h∥Hω(Rd) = 1.

Крiм того,

∥Fe,h∥B(Rd) =

ˆ h

0

. . .

ˆ h

0

(ω(h)− ω(|u|∞))du = hdω(h)−
ˆ h

0

. . .

ˆ h

0

ω(|u|∞)du

i в силу мiркувань симетрiї,
ˆ
Bh

ω(|u|∞)du = 2d
ˆ h

0

. . .

ˆ h

0

ω (|u|∞) du.

Безпосереднi обчислення тепер показують, що нерiвностi (4.29) i (4.30) ста-

ють рiвностями для функцiй Fe,h.

Нарештi, ми покажемо точнiсть нерiвностi (4.29) у випадку m = 1. У

цьому випадку Bh = (0, h)× (−h, h)d−1. Iснує 0 < a < h таке, що
ˆ
{x∈Bh : x1<a}

(ω(h)− ω(|x|∞))dx =

ˆ
{x∈Bh : x1>a}

(ω(h)− ω(|x|∞))dx

=
1

2

ˆ
Bh

(ω(h)− ω(|x|∞))dx.

Множина Bh складається з 2d−1 рiвних кубiв зi стороною h; θ = θd є однiєю

з вершин кожного з цих кубiв. Гiперплощина x1 = a розбиває цi куби на

двi частини: c−1 , . . . , c
−
2d−1, якi мiстять θ серед своїх вершин, i c+1 , . . . , c

+
2d−1,

що мiстять (a, θd−1) серед своїх вершин.

Легко бачити, що
ˆ
{x∈Bh : x1<a}

(ω(h)− ω(|x|∞))dx =
2d−1∑︂
i=1

ˆ
c−i

(ω(h)− ω(|x|∞))dx

i ˆ
{x∈Bh : x1>a}

(ω(h)− ω(|x|∞))dx =
2d−1∑︂
i=1

ˆ
c+i

(ω(h)− ω(|x|∞))dx.
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З мiркувань симетрiї випливає, що кожен з 2d−1 доданкiв у правих частинах

цих рiвностей є рiвними. Тому для всiх i, j = 1, . . . , 2d−1

ˆ

c−i

(ω(h)− ω(|x|∞))dx =

ˆ

c+j

(ω(h)− ω(|x|∞))dx =
1

2d

ˆ

Bh

(ω(h)− ω(|x|∞))dx.

Екстремальну функцiю у цьому випадку визначимо так.

Ge,h(x) =

ˆ x1

a

ˆ x2

0

. . .

ˆ xd

0

∂Ife,h(u)dud . . . du1,

де fe,h визначена у (4.7). Для цiєї функцiї

∥Ge,h∥B(Rd
1,+)

=
1

2d

ˆ
Bh

(ω(h)− ω(|x|∞))dx =
hd

2
ω(h)− 1

2d

ˆ
Bh

ω(|x|∞)dx,

∥∂IGe,h∥B(Rd
1,+)

= ω(h), i ∥∂IGe,h∥Hω(Rd
1,+)

= 1.

Безпосереднi обчислення тепер показують, що нерiвностi (4.29) i (4.30) з

m = 1 перетворюються на рiвностi для функцiї Ge,h.

Зауваження 4.4.1. Не зрозумiло, чи буде нерiвнiсть (4.29) точною для

m = 2, . . . , d, навiть у випадку d = 2 i ω(t) = t.

4.4.3 Випадок класу W 1,p(Rd
m,+)

Теорема 4.4.2. Для h > 0 i функцiї f ∈ L∞(Rd
m,+) такої, що ∂If ∈

W 1,p(Rd
m,+), справедлива нерiвнiсть

∥∂If∥L∞(Rd
m,+)

⩽ ∥∂If −Sh,mf∥L∞(Rd
m,+)

+ ∥Sh,m∥∥f∥L∞(Rd
m,+)

≤ A(d, p)h1−
d
p2

m−d
p ∥|∇∂If |K◦∥Lp(Rd

m,+)
+ 2mh−d∥f∥L∞(Rd

m,+)
, (4.31)

де A(d, p) означено у (4.5). Нерiвнiсть (4.31) можна переписати у муль-

типлiкативнiй формi:

∥∂If∥L∞(Rd
m,+)

≤ a(d, p)2α(
m
d −

d
p)∥f∥1−α

L∞(Rd
m,+)

∥|∇∂If |K◦∥αLp(Rd
m,+)

, (4.32)

де α i a(d, p) означенi в (4.13). Для m = 0 i m = 1 нерiвностi (4.31)

та (4.32) точнi.
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Доведення. Враховуючи, що µ(K ∩ C) = 2d−m, i спiввiдношення (4.16),

(4.27) та (4.28), отримаємо

∥∂If∥L∞(C) ≤ ∥∂If −Sh,mf∥L∞(C) + ∥Sh,m∥L∞(C)→L∞(C)∥f∥L∞(C)

= ∥∂If − Sh∂If∥L∞(C) + 2mh−d∥f∥L∞(C)

≤ A(d, p) · µ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇∂If |K◦∥Lp(C) + 2mh−d∥f∥L∞(C)

= A(d, p) · 2
m−d
p h1−

d
p∥|∇∂If |K◦∥Lp(C) + 2mh−d∥f∥L∞(C)

i нерiвнiсть (4.31) доведено. Використовуючи нерiвнiсть (4.12) для функцiї

∂If а також рiвнiсть (4.26), отримаємо

∥∂If∥L∞(C) ≤ a(d, p)µ−
α
d (K ∩ C)⌋∂If⌈1−α∥|∇∂If |K◦∥αLp(C)

≤ a(d, p)µ−
α
d (K ∩ C)

(︁
2d∥f∥L∞(C)

)︁1−α ∥|∇∂If |K◦∥αLp(C)

= a(d, p)2
(m−d)α

d +d(1−α)∥f∥1−αL∞(C)∥|∇∂If |K◦∥αLp(C)

= a(d, p)2α(
m
d −

d
p)∥f∥1−αL∞(C)∥|∇∂If |K◦∥αLp(C)

,

i нерiвнiсть (4.32) доведено.

Доведемо точнiсть нерiвностей (4.31) i (4.32) при m = 0. Розглянемо

функцiю

Fe,h(x) =

ˆ x1

0

. . .

ˆ xd

0

fe,h(u)du,

де функцiя fe,h визначена у (4.11). Для цiєї функцiї матимемо ∂IFe,h = fe,h,

|∇∂IFe,h(·)|K◦ = |∇fe,h(·)|K◦ i в силу мiркувань симетрiї

2d∥Fe,h∥L∞(C) = 2d
ˆ
(0,h)d

fe,h(u)du =

ˆ
(−h,h)d

fe,h(u)du =⌋fe,h⌈h=⌋fe,h⌈.

(4.33)

Оскiльки для функцiї fe,h нерiвностi (4.9) та (4.12) стають рiвнiстю,

то, враховуючи (4.33), отримаємо точнiсть нерiвностей (4.31) i (4.32) при

m = 0.

Нарештi, доведемо точнiсть нерiвностей (4.31) i (4.32) у випадку m = 1.

У цьому випадку hK ∩ C = (0, h) × (−h, h)d−1 i µ(K ∩ C) = 2d−1. Iснує
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число a ∈ (0, h) таке, що
ˆ
(0,a)×(−h,h)d−1

fe,h(u)du =

ˆ
(a,h)×(−h,h)d−1

fe,h(u)du. (4.34)

Розглянемо функцiю

Ge,h(x) =

ˆ x1

a

ˆ x2

0

. . .

ˆ xd

0

fe,h(u)du.

Для неї матимемо ∂IGe,h = fe,h, |∇∂IGe,h(·)|K◦ = |∇fe,h(·)|K◦.

Гiперплощини x1 = a та xj = 0, j = 2, . . . , d, розбивають множину

(0, h) × (−h, h)d−1 на 2d паралелепiпедiв Π1, . . . ,Π2d, причому в силу си-

метрiї графiка функцiї fe,h вiдносно координатних гiперплощин i рiвно-

стi (4.34), маємо
ˆ
Πi

fe,h(u)du =
1

2d

ˆ
(0,h)×(−h,h)d−1

fe,h(u)du, i = 1, . . . , 2d,

а тому

∥Ge,h∥L∞(C) =
1

2d

ˆ
(0,h)×(−h,h)d−1

fe,h(u)du =
1

2d
⌋fe,h⌈h=

1

2d
⌋fe,h⌈.

З урахуванням цiєї рiвностi i того, що нерiвностi (4.9) та (4.12) перетворю-

ються на рiвнiсть для функцiї fe,h, отримуємо точнiсть нерiвностей (4.31)

i (4.32) при m = 1.

4.5 Задача Стєчкiна i пов’язанi екстремальнi

задачi

4.5.1 Загальнi факти

У Вступi вже зазначалось, що нерiвностi для похiдних тiсно пов’язанi з

задачею Стєчкiна про наближення операторiв обмеженими, i деякими iн-

шими екстремальними задачами. В цьому пiдроздiлi ми наведемо декiль-

ка результатiв стосовно розв’язкiв цих екстремальних задач, якi можна

отримати з нерiвностей, доведених ранiше у цьому пiдроздiлi. Ми ще раз
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наведемо формулювання задач i загальних результатiв щодо їх зв’язку у

зручному для застосування у цьому пiдроздiлi виглядi.

Нехай задано два лiнiйних простори X i Y , ∥ · ∥X — це напiвнорма у

просторi X, i ∥ ·∥Y — це норма у просторi Y . Лiнiйний оператор A : X → Y

називається обмеженим, якщо

∥A∥ = ∥A∥X→Y := sup
∥x∥X⩽1

∥Ax∥Y <∞.

В iншому випадку оператор A називається необмеженим. Через L(X, Y )

позначимо простiр усiх лiнiйних обмежених операторiв S : X → Y .

Нехай задано A : X → Y (не обов’язково лiнiйний) оператор з областю

визначення DA ⊂ X i деякий клас елементiв M ⊂ DA. Задача знаходження

модуля неперервностi оператора A на класi M, тобто величини

Ω(δ) = Ω(A,M; δ) := sup{∥Ax∥Y : x ∈ M, ∥x∥X ≤ δ}, δ ≥ 0, (4.35)

— це абстрактна версiя задачi про нерiвностi типу Ландау–Колмогорова.

Для оператора A i оператора S ∈ L(X, Y ) покладемо

U(A, S;M) := sup{∥Ax− Sx∥Y : x ∈ M}.

Задача Стєчкiна про наближення взагалi кажучи необмеженого оператора

A за допомогою лiнiйних обмежених операторiв формулюється так. Для

заданого числа N > 0 знайти величину

EN(A,M) := inf {U(A, S;M) : S ∈ L(X, Y ), ∥S∥ ⩽ N} , (4.36)

i оператор S на якому досягається iнфiмум, якщо такий оператор iснує. За-

дача Стєчкiна, в свою чергу, тiсно пов’язана з нерiвностями типу Ландау–

Колмогорова. Наступна теорема описує цей зв’язок, див. [132].

Теорема 4.5.1. Для кожного x ∈ M i довiльного S ∈ L(X, Y ) справедлива

нерiвнiсть

∥Ax∥ ⩽ ∥Ax− Sx∥+ ∥S∥∥x∥ ⩽ U(A, S;M) + ∥S∥ · ∥x∥, (4.37)
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i, отже, для всiх x ∈ M i N > 0,

∥Ax∥ ⩽ EN(A,M) +N∥x∥.

Якщо додатково iснує оператор S ∈ L(X, Y ) i елемент x ∈ M такi, що

обидвi нерiвностi у (4.37) перетворюються на рiвностi, то

Ω(∥x∥X) = ∥Ax∥Y i E∥S∥(A,M) = U(A, S;M) = ∥Ax∥ −
⃦⃦
S
⃦⃦
∥x∥.

Тому елемент x є екстремальним у задачi (4.35), а оператор S є опти-

мальним у задачi (4.36).

Зауваження 4.5.1. У статтi [132] припускається, що X i Y є банахо-

вими просторами. В той же час, як неважко бачити, повнота, i навiть

наявнiсть норми у просторi X не є необхiдними. Достатньо iснування

напiвнорми у X. Повнота Y також не є iстотною.

Нехай M ⊂ D(A) i S ∈ L(X, Y ). Для δ ≥ 0 величина

Uδ(A, S,M) := sup{∥Ax− Sη∥Y : x ∈ M, η ∈ X, ∥x− η∥X ⩽ δ},

називається вiдхиленням оператора S ∈ L(X, Y ) вiд оператора A на класi

M, у якому елементи вiдомi з похибкою δ. Задача оптимального вiднов-

лення оператора A за допомогою лiнiйних операторiв на цьому класi M

полягає у знаходженнi величини

Eδ(A,M) := inf
S∈L(X,Y )

Uδ(A, S,M)

i оператора S, на якому iнфiмум у правiй частинi досягається, якщо такий

оператор iснує.

Зв’язок мiж цiєю задачею i нерiвностями типу Ландау–Колмогорова, а

також задачею Стєчкiна дається у наступнi теоремi, див. напр. [9, Теоре-

ма 2.1].

Теорема 4.5.2. Якщо M є опуклою центрально-симетричною множиною

i A є однорiдним оператором, то для всiх δ > 0

Ω(A,M; δ) ⩽ Eδ(A,M) ⩽ inf
N>0

{EN(A,M) +Nδ}.
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Якщо додатково вiдомо, що iснує елемент x ∈ M i оператор S для якого

обидвi нерiвностi у (4.37) перетворюються на рiвнiсть, то

E∥x∥(A,M) = Ω(A,M; ∥x∥) = ∥Ax∥.

4.5.2 Розв’язання екстремальних задач

Теорема 4.5.3. Для p ∈ (d,∞] покладемо X = W 1,p(C) ∩ L⌋·⌈(C), не-

хай M позначає сiм’ю функцiй f ∈ X таких, що ∥|∇f |K◦∥Lp(C) ⩽ 1, i

J : X → L∞(C) — це оператор вкладення. Для всiх δ > 0 виконуються

такi рiвностi:

Eδ(J,M) = Ω(J,M; δ) =
a(d, p)

µ
α
d (K ∩ C)

δ1−α, (4.38)

де α i a(d, p) означенi у (4.13). Для всiх N > 0,

EN(J,M) = A(d, p)µ−
1
d (K ∩ C)N

1
p−

1
d , (4.39)

де величина A(d, p) означена у (4.5).

Доведення. Перш за все вiдмiтимо, що якщо нерiвнiсть (4.12) перетворює-

ться на рiвнiсть для деякої функцiї f , то вона перетворюється на рiвнiсть i

для функцiї c · f , c ∈ R, а тому з точностi нерiвностi (4.12) випливає друга

рiвнiсть у (4.38).

З точностi (4.9) i теореми 4.5.1 випливає, що для всiх h > 0 справедлива

рiвнiсть E∥Sh∥(J,M) = ∥gh(| · |K)∥Lp′(hK∩C). Використовуючи рiвнiсть (4.2)

i лему 4.1.3, отримаємо (4.39). Нарештi, перша рiвнiсть у (4.38) випливає з

теореми 4.5.2.

Наступнi двi теореми можна отримати з теорем 4.3.3 i 4.4.2 використо-

вуючи аналогiчнi мiркування.

Теорема 4.5.4. Позначимо через M сiм’ю зарядiв ν ∈ N⌉·⌊(C) таких, що

∥|∇Dµν|K◦∥Lp(C) ⩽ 1. Для всiх δ > 0 виконуються рiвностi

Eδ(Dµ,M) = Ω(Dµ,M; δ) =
a(d, p)

µ
α
d (K ∩ C)

δ1−α,
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де α i a(d, p) означенi у (4.13). Для всiх N > 0,

EN(Dµ,M) = A(d, p)µ−
1
d (K ∩ C)N

1
p−

1
d ,

де величина A(d, p) означена у (4.5).

Теорема 4.5.5. Нехай p > d i m = 0 або m = 1. Позначимо через M

сiм’ю функцiй f ∈ L∞(Rd
m,+) таких, що ∥|∇∂If |1∥Lp(Rd

m,+)
⩽ 1. Для всiх

δ > 0 виконуються рiвностi

Eδ(∂I,M) = Ω (∂I,M; δ) = a(d, p)2α(
m
d −

d
p)δ1−α,

де α i a(d, p) означенi в (4.13). Для всiх N > 0

EN(∂I,M) = A(d, p) · 2
m
d −

d
pN

1
p−

1
d ,

де величина A(d, p) означена у (4.5).

4.6 Модуль неперервностi оператора кратно-

го диференцiювання на класах Соболєва

Результати цього пiдроздiлу мiстяться у статтi [105].

4.6.1 Позначення i формулювання результатiв

Нехай I позначає скiнченний вiдрiзок, або додатну пiв пряму R+, X — це

нормований простiр дiйсно-значних функцiй, що визначенi на множинi I,

i f± ∈ C(I) — неперервнi додатнi функцiї. Для x ∈ X покладемо

∥x∥X,f−,f+ :=

⃦⃦⃦⃦
max{x(·), 0}

f+(·)
+

max{−x(·), 0}
f−(·)

⃦⃦⃦⃦
X

.

Якщо f+ = f− =: f , то пишемо ∥x∥X,f замiсть ∥x∥X,f−,f+.

Для додатних неперервних функцiй f±, g ∈ C(I) i натурального r по-

кладемо
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W r
f−,f+,g

(I) :=
{︂
x ∈ C(I) : x(r−1) ∈ ACloc, ∥x∥C(I),f−,f+ <∞,

∥x(r)∥L∞(I),g ≤ 1
}︂
.

Якщо f− = f+, то будемо писати W r
f,g(I) замiсть W r

f−,f+,g
(I); у випадку,

коли f ≡ 1, ми пишемо W r
∞,g(I) замiсть W r

f,g(I).

Для k = 1, . . . , r − 1, функцiя

Ω(W r
f−,f+,g

(I), Dk, δ) := sup
x∈W r

f−,f+,g(I), ∥x∥C(I),f−,f+
≤δ

∥x(k)∥C(I), δ > 0 (4.40)

називається модулем неперервностi оператора k-кратного диференцiюван-

ня на класi W r
f−,f+,g

(I).

Припустимо, що задано двi функцiї Φ, φ ∈ C(I) такi, що Φ(t) > φ(t)

для всiх t ∈ I.

Означення 4.6.1. Будемо казати, що функцiя x ∈ C(I) має n ∈ N точок

осциляцiї мiж функцiями φ i Φ, якщо φ(t) ≤ x(t) ≤ Φ(t) для всiх t ∈ I

i iснують точки sk ∈ I, k = 1, . . . , n, s1 < s2 < . . . < sn, такi, що

k = 1, . . . , n

x(sk) =

⎧⎪⎨⎪⎩Φ(sk), k непарне,

φ(sk), k парне.
(4.41)

У випадку, коли I = [0,∞) i ваговi функцiї f± i g є константами, то

iнформацiя про функцiонал Ω мiстить у роботi [130]. Ми наведемо пiдхiд

до побудови екстремальних функцiй для величини (4.40) з цiєї роботи.

Можна довести, що для кожного A > 0 iснує δ = δ(A, r, n) > 0 i iде-

альний сплайн G = Gr,n,A порядку r ∈ N з n вузлами, який визначений на

вiдрiзку [0, A] i має n+r+1 точок осциляцiї мiж константними функцiями

−δ i δ. Для фiксованих r i n, δ є неперервно зростаючою функцiєю A, δ → 0

при A→ +0 i

δ → ∞, при A→ ∞. (4.42)

Крiм того, для фiксованих r iA, δ є спадною послiдовнiстю (занумерованою

параметром n) i δ → 0 при n→ ∞.
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Для кожного δ > 0, цi властивостi дозволяють визначити послiдов-

нiсть чисел An таких, що вiдповiдна послiдовнiсть iдеальних сплайнiв Gn =

Gr,n,An
має n вузлiв i осцилює мiж −δ i δ для всiх n ∈ N. Тодi An → ∞

при n → ∞ i послiдовнiсть Gn породжує граничний iдеальний сплайн Gδ,

що визначено на всiй пiв прямiй, i має нескiнченну кiлькiсть вузлiв i точок

осциляцiї мiж −δ i δ. Цей сплайн Gδ є екстремальним у задачi (4.40).

У випадку, коли g не є константною функцiєю, природнiм замiнником

для полiномiальних сплайнiв є так званi g-сплайни.

Нехай I = (a, b), де a ∈ R i b позначає дiйсне число або додатну нескiн-

ченнiсть, i задана додатна функцiя g ∈ C(I).

Означення 4.6.2. Функцiя G ∈ Cr−1(I) називається iдеальним g-сплай-

ном порядку r з n ∈ N вузлами a < t1 < . . . < tn < b, якщо на кожному

iнтервалi (ti, ti+1), i = 0, 1, . . . , n, t0 := a, tn+1 := b, iснує похiдна G(r) i
G(r)(t)
g(t) ≡ ϵ · (−1)i на iнтервалах (ti, ti+1), i = 0, 1, . . . , n, де ϵ ∈ {1,−1}.

У випадку неконстантних функцiй g i f± (ми накладемо на них додатко-

вi обмеження пiзнiше), можна повторити кроки описанi вище, замiнюючи

полiномiальнi сплайни g-сплайнами, якi осцилюють мiж функцiями −δA·f−
i δA · f+, див. [43], де розглядався випадок f− = f+.

Важливою вiдмiннiстю мiж випадками константних i неконстантних

функцiй f± i g є той факт, що (4.42) може не виконуватись у останньому

випадку. Бiльш точно, у випадку f− = f+, такий результат було доведено

у [43].

Покладемо g0 := g i gk(t) :=
t́

0

gk−1(s)ds, t ≥ 0, k = 1, 2, . . . , r.

Теорема 4.6.1. Нехай задано r ∈ N i незростаючi додатнi функцiї f, g ∈
C[0,∞). Спiввiдношення (4.42) не виконується тодi i тiльки тодi, коли

A0 :=

∞̂

0

g(t)dt <∞, (4.43)
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для k = 1, . . . , r − 1

Ak :=

∞̂

0

[︄
k−1∑︂
s=0

(−1)k−s−1As

(k − s− 1)!
tk−s−1 + (−1)kgk(t)

]︄
dt <∞, (4.44)

i

sup
t∈[0,∞)

|Pr(t)|
f(t)

<∞, (4.45)

де

Pr(t) := (−1)r
r−1∑︂
s=0

(−1)r−s−1As

(r − s− 1)!
tr−s−1 + gr(t). (4.46)

У [43] розглядався випадок f− = f+, i отриманi такi результати. У ви-

падку, коли (4.42) виконується, використовуючи пiдхiд Шонберга i Кава-

рета, значення Ω(W r
f,g[0,∞), Dk, δ) були охарактеризованi у термiнах гра-

ничного g-сплайна з нескiнченною кiлькiстю вузлiв i точок осциляцiї для

всiх δ > 0.

У випадку, коли (4.42) не виконується, величину Ω(W r
f,g[0,∞), Dk, δ)

охарактеризовано тiльки для незрозстаючої послiдовностi {δr,n}∞n=0, яка,

взагалi кажучи, не обов’язково прямує до 0 при n→ ∞.

У цьому пiдроздiлi для всiх значень δ > 0 ми охарактеризуємо величину

Ω(W r
f−,f+,g

[0,∞), Dk, δ) у випадку, коли (4.42) не виконується. При цьому

ми накладемо бiльше обмежень на функцiї f± i g, нiж це було зроблено

у теоремi 4.6.1. Точнiше, ми будемо вимагати, щоб виконувались такi три

припущення.

Припущення 4.6.1. Функцiя g ∈ C[0,∞) є додатною незростаючою i

такою, що виконуються умови (4.43) i (4.44).

Припущення 4.6.2. Функцiї f± ∈ C[0,∞) є незростаючими, додатними

i такими, що

f±(∞) > 0 (4.47)

Припущення 4.6.3.

lim
t→∞

f±(t)− f±(∞)

|Pr(t)|
= 0,

де функцiя Pr означена у (4.46).
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Вiдмiтимо, що припущення 4.6.1 є таким, як i у теоремi 4.6.1, але ви-

моги до функцiй f± є бiльш сильними, нiж у теоремi 4.6.1; зокрема, з при-

пущень 4.6.1 i 4.6.2 випливає (4.45) у випадку f− = f+. В той же час,

важливий випадок константних функцiй f± включається у розгляд.

Вiдповiдно до означення 4.6.1, точки осциляцiї ’додатно орiєнтованi’,

тобто x(s1) = Φ(s1). Ми можемо означити ’вiд’ємно орiєнтованi’ точки

осциляцiї, замiнюючи умову (4.41) на

x(sk) =

⎧⎪⎨⎪⎩Φ(sk), k парне,

φ(sk), k непарне.

Зауваження 4.6.1. Якщо функцiя x+ = x+(φ,Φ) має n додатно орi-

єнтованих точок осциляцiї мiж функцiями φ i Φ. Тодi функцiя x− =

−x+(−Φ,−φ) має n вiд’ємно орiєнтованих точок осциляцiї мiж функцi-

ями φ i Φ.

Зокрема, якщо Φ є додатною i φ ≡ −Φ, то x− = −x+. У загальному

випадку такого зв’язку немає.

Означення 4.6.3. Будемо називати функцiю x ∈ C[0,∞) n-кусково мо-

нотонною, n ∈ N, якщо iснують ϵ ∈ {1,−1} i 0 =: t0 < t1 < . . . <

tn−1 < tn := ∞ такi, що ϵ · (−1)kx є зростаючою на iнтервалi (tk−1, tk),

k = 1, . . . , n.

Для локально абсолютно неперервної функцiї x визначеної на деякому

iнтервалi, позначення sgnx′(t) = 1 (sgnx′(t) = −1) будуть означати, що

функцiя x є зростаючою (спадною) у деякому околi точки t.

Означення 4.6.4. Первiсну G порядку r функцiї g або −g на I будемо

називати iдеальним g-сплайном порядку r з 0 вузлами.

Означення 4.6.5. Позначимо через Γrn,g(I) множину усiх iдеальних g-

сплайнiв G на I порядку r з не бiльше нiж n ∈ Z+ вузлами.

Для того, щоб отримати головний результат цього пiдроздiлу, ми ви-

вчаємо властивостi максимально осцилюючих iдеальних g-сплайнiв. Ми
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доводимо такий результат, який також має i самостiйний iнтерес. Зокрема,

властивiсть (c) теореми стверджує, що максимально осцилюючi g-сплайни

найменше вiдхиляються вiд нуля у несиметричнiй ваговiй нормi серед усiх

g-сплайнiв класу Γrn,g(I). Для полiномiальних сплайнiв ця властивiсть до-

бре вiдома.

Теорема 4.6.2. Нехай виконуються припущення 4.6.1, 4.6.2, i 4.6.3.

(a) Iснує двi незрозстаючi послiдовностi {a±n }
∞
n=1 додатних чисел та-

ких, що lim
n→∞

a±n = 0, i для кожного τ ∈ [a±n+1, a
±
n ), n ∈ Z+, a±0 := ∞,

iснує iдеальний g-сплайн G±
τ ∈ Γrn,g[0,∞) з рiвно n вузлами i n + 1

(додатно орiєнтованих для G+
τ i вiд’ємно орiєнтованих для G−

τ ) то-

чок осциляцiї мiж −τf− i τf+.

(b) Для кожного τ ∈ [a±n+1, a
±
n ) i s = 0, 1, . . . , r − 1, (G±

τ )
(s) є (n + 1)-

кусково монотонною i для s = 0, . . . , r,

sgn (G±
τ )

(s)(0) = ±(−1)s. (4.48)

(c) Для кожного n ∈ Z+

inf
G∈Γr

n,g[0,∞)
∥G∥C[0,∞),f−,f+ = min{a+n+1, a

−
n+1}.

Якщо a+n+1 < a−n+1, то iнфiмум досягається на G+
a+n+1

; в iншому ви-

падку iнфiмум досягається на G−
a−n+1

.

Зауваження 4.6.2. З доведення буде випливати, що g-сплайни G±
a±n+1

за-

довольняють рiвностям

G+
a+n+1

(∞) =

⎧⎪⎨⎪⎩−a+n+1f−(∞), n парне,

a+n+1f+(∞), n непарне.
(4.49)

i

G−
a−n+1

(∞) =

⎧⎪⎨⎪⎩−a−n+1f−(∞), n непарне,

a−n+1f+(∞), n парне.
(4.50)
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На цi g-сплайни можна дивитись як на аналоги iдеального сплайна Че-

бишова з точкою осциляцiї у нескiнченностi. Тут i далi f(∞) позначає

lim
t→+∞

f(t).

У попереднiй теоремi iдеальнi g-сплайни проiндексованi за допомогою

їх несиметричної вагової норми. Та сама сiм’я сплайнiв може бути заiнде-

ксована за допомогою своїх значень у нескiнченностi. Для спрощення по-

значень ми формулюємо цю теорему для сплайнiв з додатно орiєнтованими

точками осциляцiї; аналогiчний результат справедливий i для сплайнiв з

вiд’ємною орiєнтацiєю точок осциляцiї.

Теорема 4.6.3. Нехай виконуються припущення 4.6.1 i 4.6.2, i задано

n ∈ Z+. Для всiх

α ∈

⎧⎪⎨⎪⎩[0,∞), n непарне,

(0,∞], n парне,

iснує τ = τn(α) > 0 i iдеальний g-сплайн G = G(n, α) ∈ Γrn,g[0,∞) з рiвно

n вузлами i n+1 додатно орiєнтованими точками осциляцiї мiж −τ ·f−
i τ · f+ i такий, що

τf+(∞)−G(∞)

τf−(∞) +G(∞)
= α, (4.51)

де (4.51) розумiється як G(∞) = −τf−(∞), якщо α = ∞. Для n ∈ Z+,

функцiя τn є неперервною, неспадною у випадку непарного n, i незростаю-

чою у випадку парного n. Для всiх n ∈ N i α, β > 0 маємо τn(α) ≤ τn−1(β).

Зауваження 4.6.3. Ми не доводимо єдинiсть максимально осцилюючого

iдеального g-сплайна у теоремах 4.6.2 i 4.6.3. В той же час коректнiсть

означення функцiй τn у теоремi 4.6.3 буде доведено нижче.

Зауваження 4.6.4. Вiдмiтимо, що припущення 4.6.3 потрiбне у теоре-

мi 4.6.2, але не потрiбне у теоремi 4.6.3. Це припущення гарантує вiдсу-

тнiсть ’дiрки’ мiж можливими значеннями несиметричної вагової нор-

ми iдеальних g-сплайнiв з n− 1 i n вузлами, n ∈ N.

Головним результатом даного пiдроздiлу є така теорема.

283



Теорема 4.6.4. Нехай r ∈ N, r ≥ 2 i виконуються припущення 4.6.1,

4.6.2, i 4.6.3. Тодi для всiх k = 1, . . . , r − 1 i δ > 0,

Ω(W r
f−,f+,g

[0,∞), Dk, δ) = max
{︂
|(G+

δ )
(k)(0)|, |(G−

δ )
(k)(0)|

}︂
,

де G±
δ — це iдеальнi g-сплайни з теореми 4.6.2. Якщо

|(G+
δ )

(k)(0)| > |(G−
δ )

(k)(0)|,

то супремум у означеннi Ω(W r
f−,f+,g

[0,∞), Dk, δ) досягається на G+
δ , в iн-

шому випадку — на G−
δ .

Зауваження 4.6.5. Вiдмiтимо, що якщо δ ≥ max{a+1 , a−1 }, то G±
δ має

0 вузлiв, i тому G±
δ = ±|Pr| + C±

δ , C±
δ ∈ R. З цього випливає, що функ-

цiонал Ω(W r
f−,f+,g

[0,∞), Dk, ·) є константою для всiх достатньо великих

значеннях δ.

Вiдмiтимо, що у випадку f− = f+ =: f , враховуючи результати, наве-

денi у цьому пiдроздiлi i статтю [43], нерозв’язаною залишається ситуацiя,

коли виконуються такi двi умови:

1. Iснує обмежена первiсна Pr порядку r функцiї g.

2. limt→+∞
f(t)−f(∞)

|Pr(t)| > 0.

4.6.2 Iдеальнi g-сплайни

4.6.2.1 Допомiжнi означення

У цьому пiдроздiлi ми будемо часто рахувати або оцiнювати кiлькiсть нулiв

i змiн знака функцiй. Нижче ми наводимо необхiднi означення.

Нехай задано неперервну на iнтервалi функцiю x i t1 < . . . < tn —

це її нулi, n ≥ 2. Точки t1, . . . , tn називаються вiдокремленими нулями,

якщо функцiя x не є тотожнiм нулем на кожному з iнтервалiв (ti, ti+1),

i = 1, . . . , n− 1.
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Ми кажемо, що функцiя x має iстотну змiну знака на iнтервалi I, якщо

обидвi множини {t ∈ I : x(t) > 0} i {t ∈ I : x(t) < 0} мають додатнi мiри.

Ми кажемо, що функцiя x має iстотну змiну знака у точцi z, якщо iснує

ε > 0 таке що для майже всiх 0 < u < ε, sgnx(z − u) = −sgnx(z + u) ̸= 0.

Ми кажемо, що функцiя x має рiвно n iстотних змiн знака на iнтервалi

I, якщо iснують n+1 точка t1 < . . . < tn+1 з цього iнтервалу i число ε > 0

таке, що для майже всiх u ∈ (−ε, ε) маємо sgnx(ti+u) = −sgnx(ti+1+u) ̸=
0, i = 1, . . . , n, i не iснує жодної системи з n+2 точок з такою властивiстю.

Для неперервних функцiй ми використовуємо термiн ’змiна знака’ за-

мiсть ’iстотна змiна знака’.

Ми часто будемо застосовувати такий аналог теореми Ролля: мiж двома

вiдокремленими нулями локально абсолютно неперервної функцiї x iснує

суттєва змiна знака функцiї x′.

4.6.2.2 Iдеальнi g-сплайни з заданими нулями

Далi у доведеннi теорем цього пiдпункту ми будемо використовувати тео-

рему Борсука. Згiдно з В. Л. Велiкiним [139], iдея використання теореми

Борсука при доведеннi iснування iдеальних сплайнiв з заданими нулями,

належить В. I. Рубану.

Лема 4.6.1. Нехай A > 0, n ∈ N i 0 ≤ s1 < s2 < . . . < sn < A. Iснує

iдеальний g-сплайн G ∈ Γrn,g[0, A] такий, що

G(k)(A) = 0, k = 0, 1, . . . , r − 1. (4.52)

i

G(sk) = 0, k = 1, . . . , n. (4.53)

Крiм того, з умов (4.52) i (4.53) випливає, що G змiнює знак у кожнiй з

точок sk, k = 1, . . . , n, i має рiвно n вузлiв.

Доведення. Розглянемо множину

Sn :=

{︄
(ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Rn+1 :

n+1∑︂
k=1

|ξk| = A

}︄
.
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Для довiльного ξ ∈ Sn розглянемо розбиття вiдрiзка [0, A] точками tm =
m∑︁
k=1

|ξk|, m = 1, . . . , n. Нехай G(ξ) ∈ Cr−1[0, A] є функцiєю, що задовольняє

умовам (4.52) i G(r)(ξ, t) = sgn ξk ·g(t) на iнтервалi (tk−1, tk), k = 1, . . . , n+1,

t0 := 0, tn+1 = A; така функцiя однозначно визначається вказаними умова-

ми. Бiльше того, G(ξ) = −G(−ξ) для довiльного ξ ∈ Sn i G(ξ) рiвномiрно

на [0, A] збiгається до G(ξ0) при ξ → ξ0.

Розглянемо вiдображення ϕ : Sn → Rn, ϕ(ξ) = (G(ξ; s1), . . . , G(ξ; sn)).

Воно є неперервним i непарним. З теореми Борсука випливає iснування

ξ∗ ∈ Sn такого, що ϕ(ξ∗) = 0. Функцiя G(ξ∗) задовольняє (4.52) i (4.53), i

G(r)(ξ∗) приймає ненульовi значення майже всюди. Тому усi нулi s1, . . . , sn
сплайна G(ξ∗) є вiдокремленими, отже за теоремою Ролля функцiя G(r)(ξ∗)

має не менше нiж n змiн знака. З побудови випливає, що функцiяG(r)(ξ∗) не

може мати бiльше нiж n змiн знака, а тому G(ξ∗) ∈ Γrn,g[0, A] \ Γrn−1,g[0, A].

Усi нулi s1, . . . , sn є простими, оскiльки в протилежному випадку, з теореми

Ролля ми отримали б, що функцiя G(r)(ξ∗) має бiльше нiж n змiн знака, що

неможливо. Тому G(ξ∗) — це шуканий iдеальний g-сплайн. Лему доведено.

Лема 4.6.2. Нехай задано A > 0, n ∈ N i 0 < s1 < s2 < . . . < sn < A.

Якщо два iдеальних g-сплайни G1, G2 ∈ Γrn,g[0, A] задовольняють умо-

вам (4.52) i (4.53), то або G1 ≡ G2, або G1 ≡ −G2.

Доведення. Можемо вважати, що обидвi функцiї G1 i G2 є додатнiми на

[0, s1). ТодiG1 iG2 мають однаковi знаки на кожному з iнтервалiв (sk, sk+1),

k = 0, . . . , n, s0 := 0, sn+1 := A.

Зафiксуємо k ∈ {0, . . . , n} i довiльну точку s ∈ (sk, sk+1). Покажемо,

що

G1(s) = G2(s). (4.54)

Припустимо протилежне, без зменшення загальностi можемо вважати, що

|G1(s)| < |G2(s)|. Iснує ε ∈ (0, 1) таке, що G1(s) = (1 − ε) · G2(s). Рiзниця

G := G1 − (1 − ε) · G2 задовольняє умовам (4.52) i (4.53); крiм того, вона

має додатковий нуль у точцi s. З означення функцiї G випливає, що G(r)
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є ненульовою майже всюди i змiнює свiй знак тiльки у вузлах iдеального

g-сплайн G1. Тому усi нулi s1, . . . , sn, s i A функцiї G є вiдокремленими, i

отже за теоремою Ролля функцiя G(r) має не менше нiж n+ 1 змiн знака,

що неможливо. Ця суперечнiсть доводить (4.54), а отже в силу довiльностi

s, маємо G1 ≡ G2. Лему доведено.

Лема 4.6.3. Нехай задано A > 0 i n ∈ N. Припустимо, що для кожного

m = 0, 1, . . . задано точку s(m) = (s1,m, . . . , sn,m) ∈ Rn, 0 ≤ s1,m < . . . <

sn,m < A. Нехай Gm ∈ Γrn,g[0, A] — це iдеальний g-сплайн, що задовольняє

умовi (4.52) i дорiвнює нулю у точках s(m), m = 0, 1, . . .. Позначимо через

t(m) = (t1,m, . . . , tn,m), 0 < t1,m < . . . < tn,m < A вузли Gm. Тодi якщо

s(m) → s(0) при m→ ∞, то t(m) → t(0) при m→ ∞.

Доведення. Припустимо, що послiдовнiсть
{︁
t(m)
}︁∞
m=1

має двi рiзнi граничнi

точки u = (u1, . . . , un) i v = (v1, . . . , vn). Розглянемо iдеальнi g-сплайни Gu

i Gv з вузлами у точках u i v, якi задовольняють умовам (4.52); кожен з цих

сплайнiв визначається однозначно з точнiстю до знака. Крiм того, оскiльки

iдеальний g-сплайн неперервно (у сенсi рiвномiрної збiжностi) залежить вiд

своїх вузлiв, обидва сплайни Gu i Gv дорiвнюють нулю в точках s(0). Але

це суперечить лемi 4.6.2. Тому послiдовнiсть
{︁
t(m)
}︁∞
m=1

має границю. Ця

границя не може бути iншою нiж t(0) через лему 4.6.2. Лему доведено.

4.6.2.3 Максимально осцилюючi iдеальнi g-сплайни на вiдрiзку

Зауваження 4.6.6. Для скорочення далi ми пишемо ’функцiя має n то-

чок осциляцiї’ замiсть ’функцiя має n додатно орiєнтованих точок осци-

ляцiї’.

Технiка, що використовує теорему Брауера про нерухому точку у до-

веденнi iснування осцилюючого сплайна використовувалась i ранiше, див.

напр. [96, Роздiл 2.10].

Лема 4.6.4. Нехай задано A > 0 i двi функцiї f+, f− ∈ C[0, A]. Припу-

стимо, що f±(t) > 0 для всiх t ∈ [0, A]. Тодi для кожного n ∈ Z+ iснує
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τ > 0 i iдеальний g-сплайн G ∈ Γrn,g[0, A], який задовольняє (4.52), має n

вузлiв i n+ 1 точку осциляцiї мiж функцiями −τ · f− i τ · f+.

Доведення. Для кожного ε ∈
(︁
0, A

n+1

)︁
розглянемо n-вимiрний симплекс

Ξnε :=

{︄
(ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Rn+1 : ξ1, . . . , ξn+1 ≥ ε,

n+1∑︂
k=1

ξk = A

}︄
.

Покладемо

Ξn0 :=

{︄
(ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Rn+1 : ξ1, . . . , ξn+1 > 0,

n+1∑︂
k=1

ξk = A

}︄
.

Для кожної точки ξ ∈ Ξnε розглянемо розбиття вiдрiзка [0, A] точками

sm =
m∑︁
k=1

|ξk|, m = 1, . . . , n. З означення симплекса маємо 0 < s1 < . . . <

sn < A. Тому в силу леми 4.6.1, iснує iдеальний g-сплайн G(ξ) з рiвно

n вузлами, який задовольняє умовам (4.52) i (4.53). Знак функцiї G(ξ)

оберемо так, що G(ξ) є додатною на (0, s1). Для кожного k = 1, . . . , n+ 1,

покладемо

δk(ξ) := min {δ ≥ 0: |G(ξ; t)| ≤ δ · fk(t), t ∈ (sk−1, sk)} ,

де s0 := 0, sn+1 := A, fk = f+ для непарних k, i fk = f− для парних k.

Покладемо ∆k(ξ) := δk(ξ) − min
j=1,...,n+1

δj(ξ), k = 1, . . . , n + 1, i ∆(ξ) :=

n+1∑︁
k=1

∆k(ξ).

Якщо для деякого ε > 0 iснує ξ ∈ Ξnε таке, що ∆(ξ) = 0, то вiдповiдний

g-сплайн G(ξ) є шуканим.

Припустимо, що для всiх ε > 0 i ξ ∈ Ξnε

∆(ξ) ̸= 0. (4.55)

З леми 4.6.3 випливає, що δk i ∆k є неперервними функцiями змiнної ξ,

k = 1, . . . , n+ 1, тому ∆ є також неперервною функцiєю змiнної ξ.

Оскiльки функцiї f+ i f− є вiддiленими вiд нуля, то

sup
G

∥G′∥C[0,A] <∞,
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де супремум береться по усiм сплайнам G ∈ Γrn,g[0, A], якi задовольняються

умову (4.52). Тому iснує α > 0, яке не залежить вiд ξ i ε таке, що

δk(ξ) ≤ α · ξk, k = 1, . . . , n+ 1. (4.56)

З inf
G∈Γr

n,g[0,A]
∥G∥C[0,A] > 0 випливає, що

inf
ε>0

min
ξ∈Ξn

ε

max
k=1,...,n+1

δk(ξ) =: β > 0. (4.57)

Ми стверджуємо, що

inf
ε>0

min
ξ∈Ξn

ε

∆(ξ) =: γ > 0. (4.58)

Дiйсно, якщо (4.58) не виконується, то враховуючи (4.55), отримаємо, що

для довiльного ε > 0 iснує ξε ∈ Ξn0 \ Ξnε така, що ∆(ξε) <
β
2 . Тому

β

2
> ∆(ξε) ≥ max

k=1,...n+1
∆k(ξε) = max

k=1,...n+1
δk(ξε)− min

k=1,...,n+1
δk(ξε),

i, враховуючи (4.57), маємо min
k=1,...,n+1

δk(ξε) >
β
2 , що суперечить (4.56).

Розглянемо вiдображення ϕ : Ξnε → Ξnε ,

ϕ(ξ) = ε+
A− (n+ 1)ε

∆(ξ)
(∆2(ξ),∆3(ξ), . . . ,∆n+2(ξ)) ,

де ∆n+2(ξ) := ∆1(ξ). За побудовою ϕ є неперервним, а тому за теоремою

Брауера iснує ξ∗ ∈ Ξnε таке, що

ϕ(ξ∗) = ξ∗ = (ξ∗1 , . . . , ξ
∗
n+1). (4.59)

Тодi для k = 1, . . . , n+ 1, враховуючи (4.56) i (4.58), маємо

ξ∗k = ε+
A− (n+ 1)ε

∆(ξ∗)
∆k+1(ξ

∗) < ε+
A

γ
δk+1(ξ

∗) < ε+
α · A
γ

ξ∗k+1. (4.60)

За означенням функцiй ∆k iснує деяке k ∈ {1, . . . , n+1} для якого ∆k(ξ
∗) =

0. Нехай для визначеностi ∆1(ξ
∗) = 0. Тодi з (4.59) отримаємо, ξ∗n+1 =

ε. Послiдовне застосування оцiнки (4.60) дає iснування додатних чисел

η1, . . . , ηn, якi не залежать вiд ε i ξ∗ i таких, що ξ∗n < ηnε, ξ∗n−1 < ηn−1ε

i так далi, ξ∗1 < η1ε. Але, якщо ε вибране достатньо малим, то це супере-

чить тому, що
n+1∑︁
k=1

ξ∗k = A.
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4.6.2.4 Допомiжнi результати

Ми пишемо W r
∞,∞[0,∞) замiсть W r

∞,g[0,∞) у випадку g ≡ 1. Наступний

результат по сутi належить Ландау [113]. Ми наведемо його доведення для

повноти.

Лема 4.6.5. Нехай задано r ∈ N, r ≥ 2 i x ∈ W r
∞,∞[0,∞). Якщо iснує

границя lim
t→∞

x(t), то lim
t→∞

x(k)(t) = 0, k = 1, . . . , r − 1.

Доведення. Функцiя x(k) є обмеженою, оскiльки обмеженими є функцiї x i

x(r), k = 1, . . . , r − 1. Лему можна довести iндукцiєю по k.

Нехай t > 0 i ε > 0. Тодi x(t+ ε)− x(t) = εx′(t) + ε2

2 x
′′(ξ), ξ ∈ (t, t+ ε),

тому

|x′(t)| ≤ |x(t+ ε)− x(t)|
ε

+
ε

2
|x′′(ξ)|. (4.61)

Оскiльки iснує границя lim
t→∞

x(t) то знайдеться M = M(ε) > 0 таке, що

|x(s) − x(t)| < ε2 для всiх t, s > M . Тодi з обмеженостi x′′, права части-

на спiввiдношення (4.61) може бути зробленою скiльки завгодно малою. З

цього випливає твердження леми у випадку k = 1.

Iндуктивний перехiд може бути зробленим за допомогою аналогiчних

мiркувань.

Лема 4.6.6. Нехай задано r ∈ N, r ≥ 2 i x ∈ W r
∞,∞[0,∞). Якщо x(r)

має скiнченну кiлькiсть iстотних змiн знака, то границя lim
t→∞

x(t) iснує

i lim
t→∞

x(k)(t) = 0, k = 1, . . . , r − 1.

Доведення. З умов леми випливає, що функцiя x′ має скiнченну кiлькiсть

змiн знака. Тому x є монотонною у деякому околi нескiнченностi. Оскiль-

ки вона є обмеженою, то границя x(∞) iснує. Для завершення доведення

достатньо застосувати лему 4.6.5.

Лема 4.6.7. Нехай функцiя x ∈ W r
∞,∞[0,∞) є такою, що x(r) є ненульо-

вою майже всюди i має не бiльше нiж n ∈ Z+ iстотних змiн знака.

Припустимо, що x′ має не менше нiж n змiн знака. Тодi кожна з функ-

цiй x(k), k = 0, . . . , r− 1, є (n+ 1)-кусково монотонною. Крiм того, якщо
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ϵ ∈ {1,−1} i ϵ · x зростає на першому iнтервалi монотонностi, то

sgnx(k)(0) = ϵ(−1)k+1, k = 1, . . . , r. (4.62)

Доведення. З умови леми випливає, що функцiя x i усi її похiднi є ненульо-

вими майже всюди. З леми 4.6.6 маємо x′(∞) = 0. Тому x′′ має не менше n

змiн знака i, враховуючи лему 4.6.6, x′′(∞) = 0. Продовжуючи аналогiчно,

отримаємо, що x(r) має не менше нiж n суттєвих змiн знака. Оскiльки x(r)

має не бiльше нiж n суттєвих змiн знака, то кожна з похiдних x(k) має рiвно

n змiн знака, k = 1, . . . , r. Тодi кожна з функцiй x(k), k = 0, . . . , r − 1, є

(n+1)-кусково монотонними. Крiм того, функцiя x(k), k = 1, . . . , r−1, змi-

нює знак на кожному промiжку монотонностi, окрiм останнього (де вона

прямує до 0). Звiдси випливає (4.62).

Означення 4.6.6. При виконаннi припущення 4.6.1 покладемо P0 := g i

для k = 1, . . . , r i t ∈ [0,∞) покладемо

Pk(t) := (−1)k
k−1∑︂
s=0

(−1)k−s−1As

(k − s− 1)!
tk−s−1 + gk(t).

Вiдмiтимо, що Pk — це первiсна порядку k функцiї g для якої Pk(∞) =

0, k = 1, . . . , r. Крiм того, функцiя Pk є монотонною i не змiнює знак на

[0,∞).

Лема 4.6.8. Нехай виконується припущення 4.6.1, r ∈ N, x ∈ W r
∞,g[0,∞)

i lim
t→∞

x(t) = A ∈ R. Тодi для всiх t ∈ R, |x(t)− A| ≤ |Pr(t)|.

Доведення. Достатньо довести лему у випадку A = 0. Це, у свою чергу,

можна зробити iндукцiєю по r. Дiйсно, використовуючи iндуктивне при-

пущення для r > 1 (яке можна застосовувати завдяки лемi 4.6.5), або

означення класу W r
∞,g[0,∞) для r = 1, отримаємо

|x(t)| = |x(t)− x(∞)| =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

∞̂

t

x′(s)ds

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ ≤

∞̂

t

|x′(s)| ds ≤
∞̂

t

|Pr−1(s)| ds
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=

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓

∞̂

t

Pr−1(s)ds

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ = |Pr(t)− Pr(∞)| = |Pr(t)|.

Лему доведено.

4.6.2.5 Максимально осцилюючi iдеальнi g-сплайни на пiв осi

У подальшому вважаємо, що виконуються припущення 4.6.1 i 4.6.2.

Лема 4.6.9. Нехай задано n ∈ Z+. Для кожного α ∈ (0,∞) iснує τ > 0

i iдеальний g-сплайн G = G(n, α) ∈ Γrn,g[0,∞) з рiвно n вузлами i n + 1

точками осциляцiї мiж −τ · f− i τ · f+ i такий, що

τf+(∞)−G(∞)

τf−(∞) +G(∞)
= α. (4.63)

Для будь-яких 0 < α1 < α2 < ∞ iснує число C = C(α1, α2) > 0 таке,

що τ ≤ C, для всiх α ∈ [α1, α2].

Доведення. Покладемо a := 1
1+αf+(∞) − α

1+αf−(∞). Тодi отримаємо, що

a ∈ (−f−(∞), f+(∞)) i тому обидвi функцiї f+ − a i f− + a є додатними

неперервними незростаючими на [0,∞) функцiями.

Для кожного A > 0 розглянемо iдеальний g-сплайн GA ∈ Γrn,g[0, A],

який максимально осцилює мiж функцiями −τA(f− + a) i τA(f+ − a), де

τA > 0 i iснування такого сплайна гарантується лемою 4.6.4. Нехай 0 ≤
sA1 < . . . < sAn+1 ≤ A — це точки осциляцiї GA i 0 < tA1 < . . . < tAn < A — це

його вузли.

Спрямовуючи A → ∞ i переходячи до пiдпослiдовностей, якщо треба,

можемо припустити, що кожна з послiдовностей sAk , k = 1, . . . , n+1, tAk , k =

1, . . . , n i τA, має скiнченну або нескiнченну границю sk, tk i τ вiдповiдно.

Оскiльки GA задовольняє умовам (4.52), то його можна продовжити ну-

лем за вiдрiзок [0, A] до функцiї класуW r
∞,g[0,∞). Вiдповiдно до леми 4.6.8,

для всiх A > 0 i t ∈ [0, A]

|GA(t)| ≤ |Pr(t)|. (4.64)
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З цiєї нерiвностi випливає, що для всiх A > 0, τA ≤ ∥Pr∥C[0,∞),f−+a,f+−a.

Тому τ ≤ ∥Pr∥C[0,∞),f−+a,f+−a. Якщо 0 < α1 < α2 < ∞ фiксованi, то обидвi

функцiї f− + a i f+ − a вiддiленi вiд нуля константою, що не залежить вiд

α ∈ [α1, α2] через (4.47). Тому ∥Pr∥C[0,∞),f−+a,f+−a є рiвномiрно обмеженою

зверху для таких значень α.

Вiдмiтимо, що τ > 0, оскiльки в протилежному випадку для кожно-

го ε > 0 ми могли б знайти A = A(ε) > 1 таке, що ∥GA∥C[0,1] < ε, що

неможливо, оскiльки звуження g-сплайна GA на [0, 1] належить Γrn,g[0, 1] i

inf
G∈Γr

n,g[0,1]
∥G∥C[0,1] > 0.

Оскiльки нерiвнiсть (4.64) виконується для t = sAn+1, з (4.47) i того фа-

кту, що Pr(∞) = 0, маємо sn+1 <∞. З (4.47) i того факту, що похiднаG′
A не

може бути скiльки завгодно великою, отримуємо, що sk ̸= sj, k ̸= j. Беру-

чи до уваги (4.64) i використовуючи стандартнi мiркування компактностi,

отримаємо, що ми можемо видiлити граничний g-сплайн G = lim
A→∞

GA, де

збiжнiсть функцiї i усiх її похiдних до порядку ≤ r − 1 є рiвномiрною на

кожному вiдрiзку.

Тодi G має n+ 1 точку осциляцiї мiж −τ · (f− + a) i τ · (f+ − a). Тому

G має n вузлiв, тобто tk ̸= tj, k ̸= j. Дiйсно, G має n нулiв z1 < . . . < zn

на [0, sn+1] i G(∞) = 0. Тому G′ має n− 1 нуль на (0, zn) i один на (zn,∞).

Продовжуючи аналогiчно, отримаємо що G(r) має n суттєвих змiн знака, а

отже G має n вузлiв. З цього випливає, що G ∈ Γrn,g[0,∞).

Функцiя G + τa є шуканою. Дiйсно, це iдеальний g-сплайн з рiвно n

вузлами i n+ 1 точками осциляцiї мiж −τ · f− i τ · f+. Крiм того, завдяки

вибору числа a виконується умова (4.63).

Лема 4.6.10. Нехай n ∈ Z+, G — це iдеальний g-сплайн з леми 4.6.9 з

деяким α > 0 i x ∈ W r
∞,g[0,∞) є таким, що

∥x∥C[0,∞),f−,f+ ≤ ∥G∥C[0,∞),f−,f+.

Якщо ε ∈ (−1, 1) i ∆ = G− ε · x, то ∆′ має не менше нiж n змiн знака.

Доведення. Нехай s1 < . . . < sn+1 — це точки осциляцiї G. Спочатку дове-
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демо частковий випадок леми, коли x ≡ 0. Оскiльки sgnG(sk) = (−1)k+1,

k = 1, . . . , n + 1, то iснують iнтервали Ik ⊂ (sk, sk+1), такi, що sgnG′(t) =

(−1)k для t ∈ Ik, k = 1, . . . , n. Оскiльки f± є незростаючими функцiя-

ми, то iснує iнтервал In+1 ⊂ (sn+1,∞) такий, що G′(t) > 0 для непарних

n i G′(t) < 0 для парних n, тобто sgnG′(t) = (−1)n+1, t ∈ In+1. Звiдси

випливає, що G′ має не менше n змiн знака.

Крiм того, згiдно з лемою 4.6.7, G′ має рiвно n змiн знака i тому

sgnG′(t) = (−1)n+1, t > inf In+1. (4.65)

Повернемось тепер до доведення леми у загальному випадку. З умови

леми випливає, що ∆(r) є ненульовою майже всюди i змiнює знак тiльки у

вузлах G, тому має рiвно n iстотних змiн знаку. Тодi ∆′(∞) = 0 згiдно з

лемою 4.6.6. Тому x′(∞) = 0, i отже для всiх t > 0

|x′(t)| ≤ |Pr−1(t)|, (4.66)

за лемою 4.6.8.

Нехай tn — це останнiй вузол G. Тодi G′(t) = ±Pr−1(t), t > tn, оскiльки

обидвi функцiї є первiсними або g, або −g порядку r− 1, якi прямують до

нуля у нескiнченностi разом з усiма їх похiдними. Разом з (4.66), з цього

випливає, що |x′(t)| ≤ |G′(t)|, отже

sgn∆′(t) = sgnG′(t) (4.67)

для t > tn.

Оскiльки sgn∆(sk) = (−1)k+1, k = 1, . . . , n + 1, то iснують iнтервали

Jk ⊂ (sk, sk+1) такi, що sgn∆′(t) = (−1)k для t ∈ Jk, k = 1, . . . , n. Поєдную-

чи (4.65) i (4.67), отримаємо, що iснує iнтервал Jn+1 ⊂ (sn+1,∞) такий, що

sgn∆′(t) = (−1)n+1 для t ∈ Jn+1. Тому ∆′ має не менше n змiн знака.

Застосовуючи лему 4.6.10 з x ≡ 0 i лему 4.6.7, маємо

Лема 4.6.11. Якщо n ∈ Z+ i G ∈ Γrn,g[0,∞) має n вузлiв i n + 1 точку

осциляцiї, то sgnG(r)(0) = (−1)r.
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4.6.3 Максимально осцилюючi iдеальнi сплайни з за-

даною нормою

4.6.3.1 Означення функцiй τn

Лема 4.6.12. Нехай задано n ∈ Z+ i припустимо, що iснують два iдеаль-

нi g-сплайни Gi ∈ Γrn,g[0,∞), якi максимально осцилюють мiж −τi · f− i

τi · f+, i = 1, 2, i

G1(∞) = G2(∞). (4.68)

Тодi τ1 = τ2.

Доведення. У випадку, коли n = 0, рiзниця G1 −G2 є константою, а отже

через (4.68) маємо G1 ≡ G2 i лему доведено у цьому випадку.

Нехай n > 0. Припустимо протилежне, i нехай для визначеностi τ1 > τ2.

Нехай 0 ≤ s1 < . . . < sn+1 — це точки осциляцiї G1, 0 < t1 < . . . < tn — це

вузли G1 i 0 < u1 < . . . < un — це вузли G2. Покладемо δ := G1 −G2. Тодi

sgn δ(sk) = sgnG1(sk), k = 1, . . . , n+ 1, i

δ(k)(∞) = 0, k = 0, . . . , r − 1. (4.69)

Тому δ має n вiдокремлених нулiв на (0, sn+1). З (4.69) випливає, що

δ′ має n вiдокремлених нулiв на (0,∞). Продовжуючи аналогiчним чином,

отримаємо, що δ(r) маж n iстотних змiн знака на (0,∞). Тому δ(r) не є

тотожним нулем на кожному з iнтервалiв (tk, tk+1), k = 0, . . . , n, t0 := 0,

tn+1 := ∞.

Тому u1 < t1, оскiльки в iншому випадку, враховуючи лему 4.6.11,

δ(r)(t) = 0, t ∈ (t0, t1); u2 < t2, оскiльки у протилежному випадку (u1, u2) ⊃
(t1, t2), i тому δ(r)(t) = 0, t ∈ (t1, t2), i так далi, un < tn. Але тодi ми отри-

маємо, що δ(r)(t) = 0 для t ∈ (tn, tn+1) i тому δ(r) має не бiльше нiж n − 1

змiну знака. Прийшли до суперечностi.

Лема 4.6.13. Висновок леми 4.6.12 залишиться справедливим, якщо умо-

ву (4.68) замiнити на одну з таких:
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(a) Для деякого α > 0,

τif+(∞)−Gi(∞)

τif−(∞) +Gi(∞)
= α, i = 1, 2.

(b) n є непарним i Gi(∞) = τif+(∞), i = 1, 2.

(c) n є парним, i Gi(∞) = −τif−(∞), i = 1, 2.

Доведення. Спочатку доведемо у випадку (a). Покладемо a := 1
1+αf+(∞)−

α
1+αf−(∞). Тодi для i = 1, 2, Gi(∞) = τi · a. Iдеальнi g-сплайни Gi−Gi(∞)

задовольняють (4.68) i осцилюють максимально мiж −τi(f−+a) i τi(f+−a),
i = 1, 2. З леми 4.6.12 тепер випливає, що τ1 = τ2.

Випадки (b) i (c) доводяться аналогiчно. Ми доведемо випадок (b).

Якщо τ1 > τ2 i s1 < . . . < sn+1 — це точки осциляцiї G1, то G1(sn+1) =

−τ1f−(sn+1) < G2(sn+1) i G1(∞) > G2(∞). Тому рiзниця G1 − G2 має n

нулiв мiж точками осциляцiї G1 i додатковий нуль на iнтервалi (sn+1,∞),

разом — не менше нiж n+1 вiдокремлених нулiв. Тепер ми можемо прийти

до суперечностi, застосувавши аргументи з доведення леми 4.6.12.

З твердження (a) леми 4.6.13 випливає коректнiсть такого означення.

Означення 4.6.7. Для фiксованих n ∈ Z+ i α > 0 покладемо

τn(α) = τr,n,g,f−,f+(α) := ∥Gα∥C[0,∞),f−,f+,

де Gα — це сплайн з Γrn,g[0,∞) побудований згiдно з лемою 4.6.9.

4.6.3.2 Деякi властивостi функцiй τn

Лема 4.6.14. Для кожного n ∈ Z+ функцiя τn є неперервною на (0,∞).

Доведення. Нехай β > 0 i βs → β, s→ ∞. Позначимо через Gβ i Gs, s ∈ N,

iдеальнi g-сплайни побудованi вiдповiдно до леми 4.6.9 з α у граничнiй

умовi (4.63) змiненiй на β i βs вiдповiдно.
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Припустимо, що τn не є неперервною у точцi β. З леми 4.6.9 випливає,

що послiдовнiсть {τn(βs)}∞s=1 є обмеженою, а тому, переходячи до пiдпо-

слiдовностi, якщо потрiбно, ми можемо вважати, що вона має границю

lim
s→∞

τn(βs) = τ ̸= τn(β).

Переходячи до пiдпослiдовностi ще раз, якщо треба, ми можемо при-

пустити, що послiдовностi вузлiв i точок осциляцiї Gs мають границi при

s → ∞. Крiм того, аналогiчно до доведення леми 4.6.9, ми можемо дове-

сти, що усi границi послiдовностей точок осциляцiї є скiнченними i рiзними.

Тому ми отримаємо iдеальний g-сплайн G ∈ Γrn,g[0,∞), який максимально

осцилює мiж −τf− i τf+, i задовольняє (4.63) з α = β. Але це суперечить

твердженню (a) леми 4.6.13. Лему доведено.

Лема 4.6.15. Для n ∈ Z+ функцiя τn є неспадною у випадку непарного n,

i незростаючою у випадку парного n.

Доведення. Доведемо лему у випадку непарного n; випадок парного n мо-

жна довести аналогiчно.

Для кожного α > 0 нехай Gα — це iдеальний g-сплайн побудований

згiдно з лемою 4.6.9. Тодi в силу (4.63),

Gα(∞) =
τn(α)

α + 1
(f+(∞)− α · f−(∞)) . (4.70)

Вiдмiтимо, що з леми 4.6.14 i (4.70) випливає, що Gα(∞) є неперервною

функцiєю змiнної α. Оскiльки n є непарним, то Gα зростає на iнтервалi

(Mα,∞), де Mα > 0 — це остання точка осциляцiї g-сплайна Gα.

Припустимо протилежне, нехай 0 < γ < β є такими, що τn(γ) > τn(β).

Ми стверджуємо, що

Gβ(∞) > Gγ(∞). (4.71)

Дiйсно, у протилежному випадку ми отримаємо додатковий нуль функцiї

Gγ −Gβ на iнтервалi (Mγ,∞] i прийдемо до суперечностi використовуючи

мiркування аналогiчнi тим, якi були використанi у доведеннi леми 4.6.12.

Для довiльного 0 < α < β маємо Gα(∞) ̸= Gβ(∞). Дiйсно, iнакше

з леми 4.6.12 отримаємо τn(α) = τn(β), i тому, в силу (4.70), α = β, що
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неможливо. З неперервностi Gα(∞) i (4.71) тепер випливає, що

Gβ(∞) > Gα(∞) для всiх 0 < α < β. (4.72)

Вiдмiтимо, що рiвнiсть (4.70) може бути записаною

Gα(∞) = τn(α)f+(∞)− α

1 + α
τn(α)(f+(∞) + f−(∞)).

Тодi Gβ(∞) < τn(β)f+(∞). Нехай число ε > 0 вибрано так, що Gβ(∞)+ε <

τn(β)f+(∞). Маємо α
1+ατn(α)(f+(∞) + f−(∞)) < ε для достатньо малих

α > 0, i тому для таких α

τn(α)f+(∞) = Gα(∞) +
α

1 + α
τn(α)(f+(∞) + f−(∞))

< Gα(∞) + ε < Gβ(∞) + ε < τn(β)f+(∞).

Тому для всiх достатньо малих α > 0 маємо τn(α) < τn(β). Але з цi-

єї нерiвностi випливає, що рiзниця Gβ − Gα має n вiдокремлених нулiв

мiж точками осциляцiї Gβ, i додатковий нуль на iнтервалi (Mβ,∞) згiдно

з (4.72). Використовуючи аргументи як у доведеннi леми 4.6.12, прийдемо

до суперечностi. Лему доведено.

Лема 4.6.16. Для всiх n ∈ N i α, β > 0 маємо τn(α) ≤ τn−1(β).

Доведення. Припустимо протилежне, нехай τn(α) > τn−1(β). Нехай Gα i

Gβ — це максимально осцилюючi сплайни, побудованi згiдно з лемою 4.6.9

з n i n− 1 вузлами вiдповiдно. Покладемо ∆ := Gα −Gβ.

Нехай s1 < . . . < sn+1 — це точки осциляцiї Gα i нехай для визначеностi

n = 2k− 1 є непарним числом, k ∈ N. Тодi для кожного m = 1, . . . , 2k− 1,

iснує s1m ∈ (sm, sm+1) таке, що (−1)m∆′(s1m) > 0. Крiм того, Gα зростає на

(s2k,∞) iGβ спадає на (M,∞), деM — це остання точка осциляцiїGβ. Тому

iснує s12k > s12k−1 таке, що ∆′(s12k) > 0. Отже, ∆′ має 2k−1 змiн знака i, крiм

того, ∆′(∞) = 0. Тому ∆′′ має 2k−1 змiн знака i ∆′′(∞) = 0. Продовжуючи

аналогiчно, отримаємо, що ∆(r) має не менше нiж 2k− 1 = n iстотних змiн

знака. Але ∆(r) може змiнювати знак тiльки у вузлах Gβ, тобто не бiльше

нiж n− 1 раз. Прийшли до суперечностi.
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4.6.3.3 Асимптотична поведiнка функцiй τn

Лема 4.6.17. Нехай n ∈ N i G ∈ Γrn,g[0,∞) має n+1 точку осциляцiї мiж

−f− i f+. Припустимо, що s1 < . . . < sn — це усi нулi G′ i t1 < . . . < tn

— вузли G. Тодi tk ≥ sk, k = 1, . . . , n.

Доведення. Припустимо протилежне, нехай k ∈ {1, . . . , n} є таким, що tk <

sk. Тодi iснує ε > 0 таке, що G має не бiльше нiж n− k вузлiв на iнтервалi

(sk − ε,∞). Оскiльки усi нулi G′ є простими, то на iнтервалi (sk − ε,∞)

функцiя G′ змiнює знак у кожнiй точцi sl, l = k, . . . , n, всього n − k + 1

разiв. Оскiльки G′(∞) = 0, G′′ має не менше нiж n − k + 1 змiн знака на

(sk − ε,∞). Продовжуючи аналогiчно, отримаємо, що G(r) має не менше

n− k + 1 змiн знака на (sk − ε,∞). Але це неможливо, оскiльки на цьому

iнтервалi не бiльше нiж n− k вузлiв. Лему доведено.

Наступнi двi леми описують границi сплайнiв, що побудованi у лемi 4.6.9

при α → +0 i α → ∞. Для скорочення позначень ми пишемо τn(+0)

замiсть lim
α→+0

τn(α). Границi τn(+0), n ∈ N, i τn(∞) := lim
α→∞

τn(α), n ∈ Z+,

iснують, оскiльки τn є монотонною згiдно з лемою 4.6.15. Крiм того, цi

границi додатнi i скiнченнi в силу лем 4.6.15 i 4.6.16.

Лема 4.6.18. Якщо число n є непарним, то iснує iдеальний g-сплайн G0 ∈
Γrn,g[0,∞), який має рiвно n вузлiв i n+1 точку осциляцiї мiж −τn(+0)f−

i τn(+0)f+, i такий, що G0(∞) = τn(+0)f+(∞).

Якщо додатково

lim
t→∞

f−(t)− f−(∞)

|Pr(t)|
= 0, (4.73)

то iснує iдеальний g-сплайн G∞ ∈ Γrn−1,g[0,∞) з рiвно n − 1 вузлом i n

точками осциляцiї мiж −τn(∞)f− i τn(∞)f+, i такий, що

G∞(∞) = −τn(∞) · f−(∞).

Доведення. Для кожного α > 0 позначимо через Gα iдеальний g-сплайн

з n вузлами, побудований згiдно з лемою 4.6.9. Нехай sα1 < . . . < sαn+1 —
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це його точки осциляцiї. Оскiльки n непарне, то Gα зростає на iнтервалi

(sαn+1,∞).

Опишемо доведення iснування G0. Нехай G0 — це граничний g-сплайн

вiдповiдним чином вибраної послiдовностi сплайнiв Gα, α → +0, i нехай

sn+1 = lim
α→+0

sαn+1. Оскiльки

Gα(∞)−Gα(s
α
n+1) ≥ Gα(∞) + τn(α)f−(∞),

i доданок τn(α)f−(∞) є вiддiленим вiд нуля константою незалежною вiд α,

то з леми 4.6.8 випливає, що sn+1 <∞. Повторюючи аргументи з доведення

леми 4.6.9, можемо довести, що G0 є шуканим g-сплайном.

Далi ми доведемо iснування g-сплайна G∞.

Переходячи до пiдпослiдовностi, якщо треба, можемо вважати, що чи-

сла s1 ≤ . . . ≤ sn+1 — це (скiнченнi або нескiнченнi) границi послiдовностей

sα1 , . . . , s
α
n+1 при α → ∞. Нехай G∞ — це граничний g-сплайн у цiй послi-

довностi Gα. Позначимо через zαn останнiй нуль G′
α i zn = lim

α→∞
zαn (якщо

треба, то ще раз переходимо до пiдпослiдовностi). Доведемо, що

zn = ∞. (4.74)

Припустимо протилежне, нехай zn <∞. Тодi G∞ зростає на (zn,∞), i тому

G∞(t) = G∞(∞)− |Pr(t)| для всiх достатньо великих t, оскiльки звуження

G∞ на iнтервал (M,∞) з достатньо великим M є первiсною порядку r

функцiї g або функцiї −g.
З (4.73) випливає, що iснує скiльки завгодно велике число t таке, що

f−(t)− f−(∞)

|Pr(t)|
<

1

τn(∞)
.

Тому

G∞(t) = G∞(∞)− |Pr(t)| = −τn(∞)f−(∞)− |Pr(t)|

< τn(∞)(−f−(∞)− f−(t) + f−(∞)) = −τn(∞)f−(t),

що неможливо. Тому виконується (4.74), i отже sn+1 = ∞.
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З леми 4.6.8 випливає, що для всiх α > 0

|Gα(s
α
n+1)−Gα(s

α
n)| = |Gα(s

α
n+1)−Gα(∞)− (Gα(s

α
n)−Gα(∞))|

≤ |Gα(s
α
n+1)−Gα(∞)|+ |Gα(s

α
n)−Gα(∞)| ≤ |Pr(sαn+1)|+ |Pr(sαn)|,

тому sαn не може бути скiльки завгодно великим через (4.47). Тому sn <∞.

З леми 4.6.17 i (4.74) випливає, що G∞ не може мати n вузлiв. З iншого

боку, G∞ має n точок осциляцiї, а тому не може мати менше за n−1 вузол.

Тому G∞ має рiвно n−1 вузол. Тому G∞ є шуканим iдеальним g-сплайном

i лему доведено.

Лема 4.6.19. Якщо число n є парним, то iснує iдеальний g-сплайн G∞ ∈
Γrn,g[0,∞), який має рiвно n вузлiв i n+1 точку осциляцiї мiж −τn(∞)f−

i τn(∞)f+, i такий, що G∞(∞) = −τn(∞)f−(∞).

Якщо n ≥ 2 i додатково

lim
t→∞

f+(t)− f+(∞)

|Pr(t)|
= 0, (4.75)

то iснує iдеальний g-сплайн G0 ∈ Γrn−1,g[0,∞) з рiвно n− 1 вузлом, який

має n точок осциляцiї мiж −τn(+0)f− i τn(+0)f+, i такий, що

G0(∞) = τn(+0) · f+(∞).

Якщо виконується (4.75), то τ0(+0) = ∞.

Доведення. Ми доведемо останнє твердження леми, усi iншi твердження

можуть бути доведенi аналогiчно до леми 4.6.18.

Сплайн Gα, α > 0, з леми 4.6.9 з 0 вузлами має вигляд Gα(t) = |Pr(t)|+
Cα, Cα ∈ R. Якщо τ := τ0(+0) <∞, то сплайниGα прямують доG := |Pr|+
τf+(∞) для деякої послiдовностi α → +0. Але з умови (4.75) випливає, що

для деякого достатньо великого t, G(t) = |Pr(t)| + τf+(∞) > τf+(t), що

неможливо. Лему доведено.
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4.6.4 Доведення основних теорем

4.6.4.1 Доведення теореми 4.6.2

Ми доводимо твердження (a) i (b) для g-сплайнiв з додатно орiєнтовними

точками осциляцiї. Через зв’язок, описаний у зауваженнi 4.6.1, випадок

вiд’ємно орiєнтованих точок осциляцiї може бути доведеним аналогiчно.

Доведення. Нехай задано деяке n ∈ Z+. Для α ∈ (0,∞) позначимо через

Gn,α iдеальний g-сплайн з n вузлами з леми 4.6.9. Покладемо

Tn :=
{︁
∥Gn,α∥C[0,∞),f−,f+ : α ∈ (0,∞)

}︁
.

З леми 4.6.14 випливає, що Tn є iнтервалом (вiдкритим, напiввiдкритим або

замкненим). Для усiх t ∈ Tn+1 i s ∈ Tn, маємо t ≤ s, згiдно з лемою 4.6.16.

Тому supTn+1 ≤ inf Tn. Ми стверджуємо, що supTn+1 = inf Tn.

Нехай для визначеностi n буде парним. Тодi n + 1 є непарним i позна-

чимо через G1 iдеальний g-сплайн G∞ з леми 4.6.18 з n замiненим на n+1;

згiдно з лемою 4.6.15, τn+1(∞) = sup
α>0

τn+1(α) = supTn+1.

Позначимо через G2 iдеальний g-сплайн G∞ з леми 4.6.19; згiдно з ле-

мою 4.6.15, τn(∞) = inf
α>0

τn(α) = inf Tn. З випадку (c) леми 4.6.13 тепер

отримаємо supTn+1 = inf Tn.

Оскiльки
∞⋁︂
0

Gn,α =

∞̂

0

|G′
n,α(t)|dt,

то застосовуючи лему 4.6.8 до G′ отримаємо, що варiацiї усiх сплайнiв Gn,α

обмеженi деяким числом, що не залежить вiд n i α. Припущення 4.6.2 тепер

дає inf Tn → 0 при n → ∞. Для завершення доведення твердження (a),

достатньо покласти a+n+1 := inf Tn, n ∈ Z+ i вiдмiтити, що supT0 = ∞
згiдно з лемою 4.6.19.

Для доведення твердження (b), достатньо застосувати лему 4.6.10 з x ≡
0, лему 4.6.7 i помiтити, що G+

τ (0) > 0 i Gτ спадає на першому iнтервалi

монотонностi.
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Для доведення властивостi (c), перш за все вiдмiтимо, що рiвностi (4.49)

i (4.50) виконуються згiдно з лемами 4.6.18 i 4.6.19.

Припустимо протилежне, нехай G ∈ Γrn,g[0,∞) є таким, що

∥G∥C[0,∞),f−,f+ < min ∥G±
n ∥C[0,∞),f−,f+.

Позначимо через Gn один з g-сплайнiв G±
a±n+1

для якого

sgnG(r)
n (0) = sgnG(r)(0).

Це можна зробити через (4.48).

Нехай sk, k = 1, . . . n + 1 — це точки осциляцiї Gn i sn+2 = ∞. Покла-

демо δ := Gn −G. Тодi sgn δ(sk) = sgnGn(sk), k = 1, . . . , n+ 1. Крiм того,

ця рiвнiсть також виконується для k = n + 2, згiдно з (4.49) або (4.50).

Використовуючи аргументи з доведення леми 4.6.12, прийдемо до супере-

чностi.

4.6.4.2 Доведення теореми 4.6.3

Твердження теореми є комбiнацiєю лем 4.6.9, 4.6.14, 4.6.15, 4.6.16, 4.6.18

i 4.6.19.

4.6.4.3 Доведення теореми 4.6.4

Доведення. Нехай x ∈ W r
f−,f+,g

[0,∞), ∥x∥C[0,∞),f−,f+ ≤ δ i припустимо, що

∥x(k)∥C[0,∞) > max
{︂
|(G+

δ )
(k)(0)|, |(G−

δ )
(k)(0)|

}︂
. (4.76)

Оскiльки f± i g є незростаючими, то для довiльного α ≥ 0 маємо

x(· + α) ∈ W r
f−,f+,g

[0,∞), i ∥x∥C[0,∞),f−,f+ ≥ ∥x(· + α)∥C[0,∞),f−,f+. Тому без

зменшення загальностi можемо вважати, що ∥x(k)∥C[0,∞) = |x(k)(0)|.
Позначимо через G одну з функцiй G±

δ , так, щоб виконувалась умова

sgnx(k)(0) = sgnG(k)(0). (4.77)

Це можна зробити згiдно з (4.48).
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Припустимо для визначеностi, що G = G+
δ , цей сплайн має n вузлiв i

n+1 точку осциляцiї s1 < . . . < sn+1. Iснує ε > 0 таке, що (1− ε)|x(k)(0)| >
|G(k)(0)|. Покладемо ∆ = G− (1− ε)x.

З лем 4.6.10 i 4.6.7 випливає, що функцiї ∆(m) i G(m), m = 0, . . . , r − 1,

є n+ 1-кусково монотонними. Крiм того, sgn∆(s1) = sgnG(s1) = 1. Засто-

совуючи аргументи з доведення леми 4.6.10, можна довести, що функцiї ∆

i G є спадними на їх першому промiжку монотонностi. Тодi з леми 4.6.7

випливає, що

sgn∆(m)(0) = sgnG(m)(0) = (−1)m,m = 0, . . . , r − 1.

Але цi рiвностi з m = k суперечать (4.76) i (4.77).

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi доведено нерiвностi для похiдних типу Надя i типу Ландау–

Колмогорова, а також розв’язано пов’язанi задачi, зокрема дослiджуються

задачi знаходження модуля неперервностi операторiв, задача Стєчкiна, за-

дача оптимального вiдновлення оператора на множинах елементiв заданих

з похибкою, та деякi iншi. Основними результатами даного роздiлу є:

1. Доведено точнi нерiвностi типу Надя на класах Hω(X) i W 1,p(C),

а також у метричних просторах з мiрою. Як наслiдки, доведено не-

рiвностi типу Ландау–Колмогорова для похiдних Радона–Нiкодима

зарядiв з деяких класiв, розв’язано деякi задачi про наближення не-

обмежених операторiв обмеженими, та iншi пов’язанi задачi.

2. Дослiджено модуль неперервностi оператора кратного диференцiю-

вання на класах Соболєва функцiй заданих на пiв осi, i якi мають

неконстантнi мажоранти функцiй i їх старших похiдних. У цих кла-

сах побудовано аналоги iдеальних сплайнiв i доведено теореми про

вужiв для цих сплайнiв. Отриманi сплайни з максимально можливою
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кiлькiстю точок осциляцiї є екстремальними для задачi про модуль

неперервностi оператора кратного диференцiювання.
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Висновки

У дисертацiйнiй роботi вивчаються класичнi екстремальнi задачi теорiї

наближень. Отримано розв’язання деяких задач найкращого вiдновлення

операторiв i функцiоналiв, доведено нерiвностi для похiдних типу Ландау–

Колмогорова i типу Надя, а також нерiвностi типу Островського, розгля-

дається задача Стєчкiна про наближення необмежених операторiв обмеже-

ними i задача про обчислення модуля неперервностi деяких операторiв, а

також розв’язано деякi iншi екстремальнi задачi.

Головними результатами роботи є:

1. Отримано розв’язання серiї екстремальних задач на класах функцiй

зi значеннями у L–просторах, тобто у напiвлiнiйних метричних про-

сторах з додатковими аксiомами, що пов’язують метрику з алгебраї-

чними операцiями. Узагальнено лему Корнєйчука–Стєчкiна на випа-

док класу Hω([a, b], X) функцiй зi значеннями у L–просторi X, що

мають задану мажоранту ω модуля неперервностi. Розв’язано задачi

оптимального вiдновлення опуклюючого оператора i оператора iнте-

грування на класi Hω([a, b], X) по iнформацiї, що дає n ∈ N сере-

днiх значень функцiї по малих iнтервалах; задачi оптимального вiд-

новлення одиничного оператора i оператора похiдної типу Хукухара

на класi W 1Hω([a, b], X) функцiй, чия похiдна типу Хукухара нале-

жить до Hω([a, b], X), iнформацiйний оператор дає iнформацiю про

n значень функцiї в деяких точках; отримано точнi оцiнки вiдхиле-

ння мiж середнiми по двом iнтервалам значеннями функцiї з класу

Hω([a, b], X). Крiм того, розв’язано задачi оптимального вiдновлення
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монотонних операторiв на класах монотонних функцiй зi значеннями

у частково впорядкованому L–просторi, а також деякi задачi найкра-

щого наближення операторiв, зокрема розглядається задача Стєчкiна

про наближення необмежених операторiв, що дiють на класах фун-

кцiй зi значеннями у L–просторах, обмеженими операторами.

2. Отримано розв’язання деяких екстремальних задач на класах Собо-

лєва W 1,p(C), C ⊂ Rd, d ≥ 2 функцiй багатьох змiнних. Зокрема,

отримано розв’язання задачi Стєчкiна про наближення, взагалi ка-

жучи, необмежених гiперсингулярних iнтегральних операторiв (част-

ковим випадком яких є дробова похiдна в сенсi Рiса) за допомогою

обмежених. Для таких iнтегральних операторiв отримано точнi не-

рiвностi типу Ландау–Колмогорова, знайдено модуль неперервностi,

а також розв’язано задачу оптимального вiдновлення на класах еле-

ментiв вiдомих з похибкою. Ми також розв’язуємо задачi оптимiзацiї

квадратурних формул для iнтеграла з одиничною, або неодиничною

вагою.

3. Ми пропонуємо загальний пiдхiд до розв’язання деяких екстремаль-

них задач теорiї апроксимацiї i iлюструємо його доведенням серiї то-

чних нерiвностей типу Островського. Ми вводимо до розгляду новий

клас функцiй обмеженої варiацiї, дослiджуємо деякi властивостi та-

ких функцiй i доводимо точну нерiвнiсть типу Островського. На кла-

сi випадкових процесiв з заданою мажорантою модуля неперервностi,

ми доводимо точну нерiвнiсть типу Островського, що оцiнює вiдхи-

лення iнтеграла випадкового процесу вiд його значення у випадковий

момент часу. Ця нерiвнiсть далi використовується у задачi оптимiза-

цiї квадратурних формул для цього класу випадкових процесiв. Крiм

того, ми розглядаємо задачу оптимiзацiї iнформацiйного оператора.

4. Ми доводимо нерiвностi типу Надя у метричних просторах з мiрою,

у соболєвських просторах функцiй декiлькох змiнних, а також у ме-
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тричних просторах Соболєва iз мiрою. Крiм того, ми отримуємо точнi

нерiвностi типу Ландау–Колмогорова для похiдних Радона–Нiкодима

зарядiв деяких класiв. Ми також розв’язуємо задачу Стєчкiна для

оператора вкладення, оператора похiдної Радона–Нiкодима i опера-

тора мiшаної похiдної на деяких класах. Ми знаходимо модуль не-

перервностi оператора кратного диференцiювання на вагових класах

Соболєва функцiй, заданих на пiв осi.
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– вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (12.01 та

19.01 2024 року, керiвник семiнару д-р. фiз.-мат. наук, проф. А. C. Рома-

нюк); форма участi — доповiдь;

– "Сучасний аналiз" у Київському нацiональному унiверситетi iменi Та-

раса Шевченка (14.03.2024, керiвники семiнару: д-р. фiз.-мат. наук, проф.

О. О. Курченко, д-р. фiз.-мат. наук, проф. В. М. Радченко, член-кореспон-

дент НАН України, д-р. фiз.-мат. наук, проф. I. О. Шевчук); форма участi

— доповiдь;

– з теорiї аналiтичних функцiй (28.03.2024, Львiв, керiвник семiнару:

д-р. фiз.-мат. наук, проф. О. Б. Скаскiв); форма участi — доповiдь.
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