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Загальна характеристика роботи
Актуальнiсть теми. Нерiвностi для похiдних — це класичний роздiл тео-
рiї наближень, що має бiльше нiж столiтню iсторiю. Першi результати
Ж. Адамара, Ґ. Г. Гардi, Дж. I. Лiттлвуда та Е. Ландау в цьому напрямку
з’явились у 1910-х роках. Один з найважливiших результатiв в цiй тематицi
належить А. М. Колмогорову, який отримав точну нерiвнiсть, що оцiнює
рiвномiрну норму k-ї похiдної функцiї заданої на числовiй прямiй через
рiвномiрнi норми функцiї i її r-ї похiдної, k, r ∈ N, k < r. Саме пiсля цiєї
роботи нерiвностi такого роду називають нерiвностями типу Колмогоро-
ва. У цiй тематицi працювали багато математикiв, зокрема В. Ф. Бабен-
ко, Б. Боянов, А. П. Буслаєв, В. М. Габушин, С. Карлiн, В. О. Кофанов,
М. П. Купцов, А. О. Лiгун, Ю. I. Любiч, Г. Г. Магарiл-Iльяєв, А. П. Маторiн,
Б. Надь, Г. Полiа, С. О. Пiчугов, I. М. Стейн, Л. В. Тайков, О. Ю. Шадрiн,
I. Дж. Шонберг, та багато iнших. Нерiвностi для похiдних для функцiй
однiєї або декiлькох змiнних, особливо нерiвностi з найменшою можливою
константою, знаходять застосування у рiзноманiтних задачах, зокрема у
чисельних методах, звичайних диференцiальних рiвняннях i рiвняннях у
частинних похiдних, та iнших напрямах аналiзу. Тому важливим є отри-
мання нових точних нерiвностей такого типу для рiзних класiв функцiй i
областей їх визначення, зокрема для класiв Соболєва функцiй однiєї i ба-
гатьох дiйсних змiнних, якi, зокрема, є природними класами для пошуку
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь та варiацiйних задач.

Нерiвностi для похiдних тiсно пов’язанi з деякими iншими екстремаль-
ними задачами теорiї наближень, зокрема з задачею Стєчкiна про наближе-
ння, взагалi кажучи, необмежених операторiв обмеженими, задачею набли-
ження одного класу функцiй iншим, задачами оптимального вiдновлення
функцiоналiв i операторiв по точно або неточно заданiй iнформацiї, та iн-
шими задачами. Цi задачi також дослiджувались багатьма математиками,
серед яких В. В. Арєстов, В. Л. Велiкiн, Х. Вожняковський, О. А. Жен-
сикбаєв, М. П. Корнєйчук, В. П. Моторний, С. М. Нiкольський, Е. Новак,
К. Ю. Осипенко, В. I. Рубан, С. Б. Стєчкiн, Ю. М. Субботiн, В. М. Тихо-
мiров, Дж. Трауб, та iншi.

Протягом останнiх десятилiть, виходячи як з теоретичних, так i прак-
тичних мiркувань, також мали мiсце спроби розвитку теорiї апроксимацiї
багатозначних i нечiтко-значних функцiй. Розвиток теорiї апроксимацiї у
напiвлiнiйних метричних просторах по-перше дозволяє з єдиної точки зору
розглядати вiдповiднi задачi для багатозначних, нечiтко-значних, а також
функцiй зi значеннями у банахових просторах (зокрема для випадкових
процесiв), а по-друге, така робота може стати основою для розробки об-
числювальних алгоритмiв для розв’язку рiзноманiтних задач, пов’язаних
з такими функцiями. Крiм того, становить теоретичний iнтерес питання
про те, наскiльки далеко можна пройти у напрямку узагальнення вiдомих
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результатiв для числових функцiй на випадок функцiй зi значеннями у
напiвлiнiйних метричних просторах.

Одним з найважливiших конкретних випадкiв загальної задачi опти-
мального вiдновлення, i однiєю з найстарiших задач теорiї апроксимацiї,
є задача про оптимальнi квадратурнi формули. Першi результати в цьому
напрямку отримав К. Ф. Гаус ще на початку XIX столiття. Серед мате-
матикiв, якi займались питаннями оптимiзацiї квадратурних формул, слiд
вiдзначити В. Ф. Бабенка, Б. Боянова, О. А. Женсикбаєва, А. М. Кол-
могорова, М. П. Корнєйчука, А. О. Лiгуна, Г. Л. Лоеба, В. П. Моторно-
го, С. М. Нiкольського, Е. Новака, К. I. Осколкова, А. Сарда, та iнших.
В силу важливостi квадратурних формул, зокрема для питань чисельного
аналiзу, цiкавим є отримання оптимальних або асимптотично оптимальних
квадратурних формул на рiзних класах функцiй, включаючи багатозначнi
та нечiтко-значнi функцiї, а також функцiї що приймають значення у нор-
мованих просторах, наприклад, випадковi процеси.

Одним з найпростiших варiантiв задачi оптимiзацiї квадратурних фор-
мул є знаходження максимального на класi вiдхилення середнього значен-
ня функцiї вiд її значення в деякiй точцi. Такого роду нерiвностi часто на-
зивають нерiвностями типу Островського. Для класiв функцiй малої глад-
костi нерiвностi типу Островського можуть бути використанi як основний
елементу розв’язання деяких екстремальних задач, зокрема для доведення
нерiвностей типу Ландау–Колмогорова та Надя, а також для розв’язання
задач оптимiзацiї квадратурних формул. Тому представляє iнтерес доведе-
ння нових нерiвностей типу Островського, зокрема для функцiй зi значен-
нями у напiвлiнiйних просторах. Таким чином, екстремальнi задачi теорiї
наближень у метричних просторах є актуальною тематикою i потребують
подальших дослiджень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-
бота виконувалась згiдно з загальними планами дослiджень кафедри мате-
матичного аналiзу та оптимiзацiї (до 2022 року — кафедри математичного
аналiзу i теорiї функцiй) Днiпровського нацiонального унiверситету iменi
Олеся Гончара, а також згiдно з держбюджетними темами НДР-1-666-22
”Теоретичнi та прикладнi аспекти вiдновлення операторiв та оптимiзацiї
наближення функцiй” № державної реєстрацiї 0122U001223; НДР-1–326–17
”Екстремальнi проблеми теорiї наближень функцiй дiйсного змiнного i не-
рiвностi типу Колмогорова” № державної реєстрацiї 0117U001208.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є доведення нових
нерiвностей типу Ландау–Колмогорова, Надя та Островського, одержан-
ня розв’язань задач найкращого наближення i оптимального вiдновлення
функцiоналiв та операторiв, а також iнших екстремальних задач теорiї на-
ближень для рiзних класiв функцiй, зокрема для функцiй однiєї та багатьох
змiнних з класiв Соболєва, функцiй багатьох змiнних з обмеженою варiа-
цiєю, а також класiв функцiй зi значеннями у нормованих i напiвлiнiйних
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просторах.
Об’єктом дослiдження є класи функцiй однiєї i багатьох змiнних, серед

яких класи Соболєва, класи функцiй з обмеженою варiацiєю, класи функ-
цiй, що задаються мажорантою їх модуля неперервностi, класи функцiй
зi значеннями у напiвлiнiйних метричних просторах, та класи випадкових
процесiв.

Предметом дослiдження є нерiвностi для похiдних функцiй рiзних кла-
сiв; задачi оптимального вiдновлення операторiв i функцiоналiв, що дiють
на рiзних класах функцiй, по точно та неточно заданiй iнформацiї; зада-
ча Стєчкiна про наближення необмежених операторiв обмеженими; модуль
неперервностi операторiв.

Для реалiзацiї поставленої мети у роботi було поставлено такi завдання:

• Дослiдити можливiсть узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна на
класи функцiй зi значеннями у напiвлiнiйних метричних просторах.

• Дослiдити можливiсть розв’язання задач оптимального вiдновлення
на класах функцiй зi значеннями у напiвлiнiйних метричних просто-
рах, що задаються мажорантою модуля неперервностi функцiї або її
похiдної.

• Розв’язати задачу оптимального вiдновлення монотонних операторiв,
що заданi на класах монотонних функцiй зi значеннями у напiвлiнiй-
ному метричному просторi.

• Дослiдити задачi наближення операторiв, що дiють на класах функ-
цiй зi значеннями у напiвлiнiйному метричному просторi.

• Розв’язати задачу Стєчкiна про наближення гiперсингулярних iнтег-
ральних операторiв, що заданi на класах Соболєва функцiй багатьох
змiнних.

• Розв’язати задачi оптимiзацiї квадратурних формул на класах Собо-
лєва функцiй багатьох змiнних.

• Дослiдити можливiсть доведення нерiвностей типу Островського для
функцiй багатьох змiнних, що мають обмежену варiацiю.

• Розв’язати задачу про оптимiзацiю квадратурних формул для випад-
кових процесiв за iнформацiєю про значення процесу у випадковi мо-
менти часу.

• Довести нерiвностi типу Надя для функцiй у метричних просторах з
мiрою та на класах Соболєва функцiй багатьох змiнних.

• Дослiдити модуль неперервностi оператора кратного диференцiюва-
ння на класi Соболєва функцiй, що заданi на пiв осi.
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Методи дослiдження. В роботi використовуються сучаснi методи
аналiзу i теорiї наближень, загальнi методи розв’язання екстремальних за-
дач теорiї наближень, зокрема методи доведення нерiвностей для похiдних
i методи дослiдження пов’язаних задач.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи є но-
вими, i полягають у такому:

• Отримано узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна на класи, що за-
даються мажорантою модуля неперервностi функцiй зi значеннями у
напiвлiнiйних метричних просторах. Iз застосуванням цього резуль-
тату, отримано точнi на цьому класi функцiй оцiнки вiдхилення мiж
середнiми значеннями функцiй на рiзних вiдрiзках.

• На класах Hω([a, b], X) функцiй зi значеннями у напiвлiнiйному мет-
ричному просторiX, що задаються мажорантою модуля неперервнос-
тi функцiї, отримано розв’язання задач оптимального вiдновлення
опуклюючого оператора i оператора iнтегрування на основi середнiх
значень функцiї на n ∈ N iнтервалах. Для класу W 1Hω([a, b], X)
функцiй, що задається мажорантою модуля неперервностi похiдної
типу Хукухара функцiї, отримано розв’язання задач оптимального
вiдновлення тотожного оператора i оператора диференцiювання в
сенсi Хукухара на основi n ∈ N значень функцiї.

• Розв’язано задачу оптимального вiдновлення монотонних (λ, φ)–ади-
тивних операторiв, що заданi на класах монотонних функцiй зi значе-
ннями у напiвлiнiйному метричному просторi на основi n ∈ N значень
функцiї.

• Отримано точнi оцiнки вiдхилення iнтегральних операторiв, що дi-
ють на класах функцiй зi значеннями у напiвлiнiйному метричному
просторi. На класi W 1Hω([a, b], X) отримано точнi оцiнки вiдхилен-
ня мiж рiзницевими операторами i оператором диференцiювання (у
сенсi Хукухара), а також розв’язання деяких пов’язаних задач.

• Розв’язано задачу Стєчкiна про наближення гiперсингулярних iнте-
гральних операторiв, що задано на класах Соболєва функцiй бага-
тьох змiнних, обмеженими операторами. Доведено точнi нерiвностi
типу Островського i типу Ландау–Колмогорова, а також дослiджено
модуль неперервностi такого iнтегрального оператора.

• Знайдено оптимальнi або асимптотично оптимальнi квадратурнi фор-
мули для вагових iнтегралiв по опуклим i зiрчатим множинам на кла-
сах Соболєва функцiй багатьох змiнних.
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• Запропоновано нове означення багатовимiрних множин i функцiй ба-
гатьох змiнних обмеженої варiацiї, i для них отримано точнi нерiвно-
стi типу Островського.

• Розв’язано задачу про оптимальне вiдновлення iнтеграла
´ 1
0 ξtdt на

класi випадкових процесiв, що задаються мажорантою модуля непе-
рервностi, на основi випадкових величин ξτ1, . . . , ξτn, де τ1, . . . , τn — це
деякi випадковi величини.

• Доведено точнi нерiвностi типу Надя для функцiй у метричних про-
сторах з мiрою та у класах Соболєва функцiй багатьох змiнних. Як
наслiдок, отримано точнi нерiвностi типу Ландау–Колмогорова для
зарядiв, а також мiшаних похiдних функцiй з класiв Соболєва бага-
тьох змiнних.

• На класах диференцiйовних функцiй f : [0,∞) → R, що задаються
обмеженнями на ваговi норми функцiї i її старшої похiдної, дослi-
джено модуль неперервностi оператора кратного диференцiювання
та подано його у термiнах норм узагальнених iдеальних сплайнiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота носить те-
оретичний характер. Отриманi результати та розробленi методи можуть
бути використанi при подальших дослiдженнях екстремальних задач тео-
рiї наближень, а також при розробцi нових чисельних методiв.

Особистий внесок здобувача. Результати роботи опублiковано у 6-х
одноосiбних статтях i 11-х статтях у спiвавторствi. Усi результати, що ви-
носяться на захист, одержано здобувачем самостiйно. У результатах, що
включено до дисертацiї зi статей, якi написано у спiвавторствi, особистий
внесок здобувача такий.

Iдея дослiдження екстремальних задач у просторах функцiй, що при-
ймають значення у напiвлiнiйних метричних просторах, належить профе-
сору В. Ф. Бабенку. У статтях [4,7] спiвавтори брали участь у виборi аксi-
ом i означень, в термiнах яких формулюються основнi результати, а та-
кож брали участь у перевiрцi робочих гiпотез; докладне доведення усiх
основних тверджень належать здобувачевi. У статтi [10] спiвавторам нале-
жить гiпотеза про можливiсть iнтегрального представлення (λ, φ) – ади-
тивних операторiв; перевiрка цiєї та iнших робочих гiпотез i доведення
основних результатiв належить здобувачевi. У статтi [11] вибiр напрямку
дослiдження належить спiвавторам, доведення головних теорем належить
здобувачевi. У статтi [13] спiвавторам належить гiпотези про можливiсть
узагальнення леми Корнєйчука–Стєчкiна на класи функцiй зi значеннями
у L–просторах та про можливi областi застосування цього узагальнення;
формулювання i доведення вiдповiдних результатiв належить здобувачевi.
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У статтях [3,8,9] спiвавторам належить постановка задач, вибiр класiв
функцiй, на яких розглядаються екстремальнi задачi, та контроль за пра-
вильнiстю викладення результатiв; доведення результатiв належить здобу-
вачевi.

У статтях [12,14,15] спiвавторам належить iдея застосування отриманої
у [9] нерiвностi типу Островського до нерiвностей типу Ландау–Колмогоро-
ва та нерiвностей типу Надя. Здобувачу належить iдея побудови екстре-
мальних функцiй у нерiвностях типу Надя i нерiвностях типу Ландау–
Колмогорова для зарядiв, а також детальне доведення основних результа-
тiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
були представленi та доповiдались на:

– Мiжнародна математична конференцiя ”Теорiя наближень i її засто-
сування” (3-5 жовтня 2019, Днiпро, Україна);

– Joint Mathematics Meetings (January 15-18, 2020, Colorado Convention
Center, Denver, CO, USA);

– Мiжнародна математична конференцiя ”Теорiя наближень i її засто-
сування” присвячена 100-рiччю з дня народження Миколи Павловича Кор-
нєйчука (16-19 вересня 2020, Днiпро, Україна);

– International Online Workshop on Approximation Theory (March 19-21,
2021, Ivano-Frankivsk, Ukraine);

– International Conference of Young Mathematicians, Institute of Mathema-
tics of NAS of Ukraine (online) (June 3–5, 2021, Kyiv, Ukraine);

– 2022 Spring Eastern Virtual Sectional Meeting, (March 19-20, 2022, Tufts
University, Medford, USA);

– International online conference ”Current trends in abstract and applied
analysis”, (May 12-15, 2022, Ivano-Frankivsk, Ukraine);

– International Conference ”Theory of Approximation of Functions and its
Applications”, dedicated to the 80th anniversary of Corresponding Member of
the National Academy of Sciences of Ukraine, Professor Alexander Stepanets
(1942-2007) (June 6–10, 2022, Lutsk, Ukraine);

– International Workshop on Current Trends in Analysis and Approximation
Theory (July 18, 2023, Rome, Italy);

– International Conference on Approximation Theory and Beyond, (May
15-18, 2023, Nashville, TN, USA).

Результати роботи також доповiдались на семiнарах:
– з теорiї функцiй при кафедрi математичного аналiзу та оптимiзацiї

(до 2022 року — кафедрi математичного аналiзу i теорiї функцiй) Днiпров-
ського нацiонального унiверситету iменi Олеся Гончара (Днiпро, неодно-
разово протягом 2020–2023 рокiв, керiвники семiнару: член-кореспондент
НАН України, д-р. фiз.-мат. наук, проф. В. П. Моторний i д-р. фiз.-мат.
наук, проф. Н. В. Парфiнович);

– вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (12.01 та
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19.01 2024 року, керiвник семiнару д-р. фiз.-мат. наук, проф. А. C. Рома-
нюк);

– "Сучасний аналiз" у Київському нацiональному унiверситетi iменi Та-
раса Шевченка (14.03.2024, керiвники семiнару: д-р. фiз.-мат. наук, проф.
О. О. Курченко, д-р. фiз.-мат. наук, проф. В. М. Радченко, член-кореспон-
дент НАН України, д-р. фiз.-мат. наук, проф. I. О. Шевчук);

– з теорiї аналiтичних функцiй (28.03.2024, Львiв, керiвник семiнару:
д-р. фiз.-мат. наук, проф. О. Б. Скаскiв).

Публiкацiї. Статтi [1–17] зi Списку публiкацiй здобувача опублiковано
у журналах, що входять до наукометричної бази Scopus. Вiдповiдно до
класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank, стаття [9] опублiкована у
виданнi квартилю Q1, статтi [2,3,13,14] опублiкованi у виданнях квартилю
Q2, статтi [1,4–7,11] опублiкованi у виданнях квартилю Q3, а статтi [10,12]
— у виданнях квартилю Q4. Джерела [18–32] — це тези доповiдей.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,
перелiку умовних позначень, змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв i
перелiку використаних джерел. Повний обсяг роботи складає 332 сторiнки.

Основний змiст дисертацiйної роботи
Перший роздiл роботи присвячено дослiдженню екстремальних задач теорiї
наближень у напiвлiнiйних метричних просторах. Головнi результати цього
роздiлу мiстяться у статтях [4, 7, 10,11,13].

Теорiя функцiй зi значеннями у банахових просторах, а також багато- i
нечiтко- значних функцiй активно розвивалась протягом декiлькох остан-
нiх десятилiть, зокрема, через численнi застосування у теорiї оптимiзацiї,
теорiї наближень, математичнiй економiцi, чисельних методах, i багатьох
iнших роздiлах прикладної математики.

Метричний простiр X = (X, hX) будемо називати L–простором, якщо
на множинi X означенi операцiї додавання елементiв i множення на дiйсне
число, i для всiх x, y, z ∈ X i λ, µ ∈ R виконуються такi властивостi:

x+ y = y + x;

x+ (y + z) = (x+ y) + z;

∃ θ ∈ X : x+ θ = x;

λ(x+ y) = λx+ λy;

λ(µx) = (λµ)x;

1 · x = x, 0 · x = θ;

hX(λx, λy) = |λ| · hX(x, y);
hX(x+ z, y + z) ≤ hX(x, y). (1)
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Банаховi простори, простори множин i простори нечiтких множин є L–
просторами. Поняття L–простору ввiв C. О. Вахрамєєв (1980), схожу кон-
струкцiю розглядав C. М. Асєєв (1986). Розгляд функцiй зi значеннями у
L–просторах дає унiфiкований пiдхiд до розв’язання рiзноманiтних екстре-
мальних задач для згаданих вище класiв функцiй.

L–простiр X називається iзотропним, якщо нерiвнiсть (1) перетворює-
ться на рiвнiсть для всiх x, y, z ∈ X. Елемент x ∈ X називається оборо-
тним, якщо iснує x′ ∈ X такий, що x+ x′ = θ. У цьому випадку елемент x′
називається протилежним до x. Через X inv ми позначаємо множину усiх
оборотних елементiв простору X. Нарештi, елемент x ∈ X називається
опуклим, якщо для всiх α, β ≥ 0, (α+ β)x = αx+ βx. Через Xc ми будемо
позначати пiдпростiр простору X, що складається з усiх опуклих елемен-
тiв.

У пiдроздiлах 1.1 i 1.2 ми наводимо необхiднi означення i факти стосов-
но L–просторiв.

Пiдроздiл 1.3 присвячено узагальненню леми Корнєйчука–Стєчкiна на
випадок класiв функцiй, що приймають значення у L–просторах.

Нехай ω — це модуль неперервностi, тобто неспадна неперервна на-
пiвадитивна функцiя така, що ω(0) = 0. Для вiдрiзка [a, b] ⊂ R позна-
чимо через Hω([a, b],R) клас функцiй f : [a, b] → R таких, що |f(t) −
f(s)| ≤ ω(|t− s|) для всiх t, s ∈ [a, b]. Модулi неперервностi, як самостiйнi
функцiї з вказаними вище властивостями, класи Hω([a, b],R), а також кла-
си W rHω([a, b],R), вперше з’явились у роботi С. М. Нiкольського (1946).
Для двох додатних майже всюди iнтегровних функцiй ψ1 : [a, a

′] → R+ i
ψ2 : [b

′, b] → R+, a < a′ ⩽ b′ < b таких, що
´ a′
a ψ1(t)dt =

´ b
b′ ψ2(t)dt, лема

Корнєйчука–Стєчкiна дає оцiнку для функцiонала

(ψ1, ψ2) 7→ sup
f∈Hω([a,b],R)

∣∣∣∣∣
ˆ a′

a

f(t)ψ1(t)dt−
ˆ b

b′
f(t)ψ2(t)dt

∣∣∣∣∣ ,
яка є точною у випадку опуклого догори модуля неперервностi ω. Ця ле-
ма була опублiкована у роботах М. П. Корнєйчука (1959, 1961) для класiв
Hω([a, b],R) з ω(t) = tα, 0 < α ⩽ 1, i була узагальнена на випадок до-
вiльного модуля неперервностi у роботi М. П. Корнєйчука (1962). Лема
Корнєйчука–Стєчкiна зiграла важливу роль у розв’язаннi багатьох екстре-
мальних задач теорiї наближень. Деякi її узагальнення i багато застосувань
можна знайти у монографiях А. I. Степанця (1981) та С. К. Багдасарова
(1998). Ми узагальнюємо лему Корнєйчука–Стєчкiна на випадок функцiй
зi значеннями у L–просторах.

Сюр’єктивний лiпшицевий оператор P : X → Xc ми називаємо опуклю-
ючим, якщо P ◦ P = P i P (αx + βy) = αP (x) + βP (y), для всiх x, y ∈ X,
α, β ∈ R. Iнтеграл Лебега вiд функцiї зi значеннями у L–просторах можна
означити за стандартною схемою; для збереження основних властивостей
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iнтеграла, для простих функцiй f : T → X,

f =
n∑

k=1

χTi
· fi, fi ∈ X, (2)

де χTi
— це характеристична функцiя множини Ti, i = 1, . . . , n, {Ti} — це

розбиття множини T на вимiрнi пiдмножини, ми означаємо
ˆ
T

f(s)dµ(t) :=
n∑

i=1

µ(Ti)P (fi),

де µ — це деяка мiра на T , а P—деякий опуклюючий оператор на X. За-
значимо, що якщо X = Xc, то єдиним опуклюючим оператором є тотожнiй
оператор.

Нехай (X, hX) — це L–простiр i Hω([a, b], X) позначає клас функцiй
f : [a, b] → X таких, що для всiх t′, t′′ ∈ [a, b] маємо hX(f(t

′), f(t′′)) ⩽
ω(|t′ − t′′|). Нехай також задано ψ1 i ψ2 з вказаними вище властивостями.
Розглянемо функцiю ρ : [a, c] → [c, b], c = (a′ + b′)/2, що задається спiввiд-
ношеннями
ˆ s

a

ψ1(t)dt =

ˆ b

ρ(s)

ψ2(t)dt, якщо s ∈ [a, a′],

i ρ(s) = a′ + b′ − s, якщо s ∈ [a′, c],

Лема 1.3.2. Для модуля неперервностi ω

sup
f∈Hω([a,b],X)

hX

(ˆ a′

a

f(t)ψ1(t)dt,

ˆ b

b′
f(t)ψ2(t)dt

)

≤
ˆ a′

a

ψ1(s)ω(ρ(s)− s)ds =

ˆ b

b′
ψ2(t)ω(t− ρ−1(t))dt. (3)

Якщо ω є опуклим догори модулем неперервностi, а простiр X є iзотро-
пним i таким, що

Xc ∩X inv ̸= {θ}, (4)
то (3) перетворюється на рiвнiсть. У цьому випадку супремум досяга-
ється для функцiй (±g + α)x(·) + y ∈ Hω([a, b], X), де α ∈ R, y ∈ X,
x ∈ Xc ∩X inv, hX(x, θ) = 1, а функцiя g задається формулою

g(t) =

{
−
´ c
t ω

′(ρ(s)− s)ds, a ≤ t ≤ c,´ t
c ω

′(s− ρ−1(s))ds, c ≤ t ≤ b.

У серiї застосувань, якi ми наводимо далi у цьому роздiлi, ми показуємо,
що це узагальнення може бути важливим iнструментом для розв’язання
екстремальних задач для функцiй зi значеннями у L–просторах.

Як одне з застосувань леми 1.3.2, ми доводимо такий результат.
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Теорема 1.3.2. Нехай задано два вiдрiзки [a, b] i [c, d]. Покладемо M =
max{b − a, d − c}, m = min{b − a, d − c}, i для α, β ≥ 0, I(α, β) =´ β
α ω(s)ds. Для визначеностi будемо вважати, що a ≤ c. Тодi для всiх
f ∈ Hω([a,max{b, d}], X)

hX

(
1

b− a

ˆ b

a

f(t)dt,
1

d− c

ˆ d

c

f(t)dt

)

≤


M−m
M2

{
I
(
0, M(c−a)

M−m

)
+ I

(
0, M(b−d)

M−m

)}
, [c, d] ⊂ [a, b],

1
M+mI

(
M(b−c)

m , d− a
)
+ M−m

M2 I
(
0, M(b−c)

m

)
, b ∈ [c, d],

1
M+mI(c− b, d− a), c ≥ b.

Якщо X є iзотропним, виконується умова (4) i ω є опуклим модулем
неперервностi, то нерiвнiсть є точною.

Важливим напрямком у теорiї наближень i оптимальних алгоритмiв є
задачi оптимального вiдновлення функцiоналiв i операторiв. Постановка
цих задач, багато результатiв i подальшi посилання можуть бути знайде-
нi у монографiях Дж. Трауба i Х. Вожняковського (1983), Л. Пласкота
(1996), К. Ю. Осiпенка (2000), О. A. Женсикбаєва (2003). У пiдроздiлi 1.4
ми розв’язуємо деякi задачi оптимального вiдновлення для функцiй зi зна-
ченнями у L–просторах. Ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення
у такiй постановцi.

Для множини A через P0(A) ми позначаємо сiм’ю всiх непорожнiх пiд-
множин множини A. Нехай задано метричний простiр (X, hX), множини Y
i W , а також вiдображення Λ: W → X i I : W → P0(Y ). Довiльну функцiю
U : Y → X ми будемо називати методом вiдновлення вiдображення Λ на
класi W за iнформацiєю, що задана вiдображенням I. Похибкою вiдновле-
ння вiдображення Λ на класi W методом U маючи iнформацiю, що дається
(багатозначним) вiдображенням I, називається величина

E(Λ,W, I, U,X) = sup
w∈W

sup
y∈I(w)

hX(Λ(w), U(y)).

Величина
E(Λ,W, I,X) = inf

U
E(Λ,W, I, U,X) (5)

називається оптимальною похибкою вiдновлення вiдображення Λ на класi
W , маючи iнформацiю, що задається вiдображенням I.

Вiдповiдно до даного означення, ми розглядаємо багатозначнi iнфор-
мацiйнi оператори. Це дозволяє включити до розгляду випадок, коли iн-
формацiя вiдома iз похибкою. Наприклад, якщо Y — це метричний простiр
i для всiх w ∈ W , I(w) є кулею в Y з деяким радiусом ε > 0, то на та-
кий iнформацiйний оператор можна дивитись як на модель вимiрювання

10



з похибкою ε. Якщо для кожного w ∈ W , I(w) є одноточковою множиною,
тобто iнформацiя вiдома точно, то ми можемо дещо спростити позначення.
У цьому випадку I : W → Y i

E(Λ,W, I, U,X) = sup
w∈W

hX(Λ(w), U(I(w))).

Задача оптимального вiдновлення вiдображення Λ на класiW по iнфор-
мацiї, що дається iнформацiйним вiдображенням I, в метрицi простору X
полягає у знаходженнi величини (5) i методу U ∗ (якщо вiн iснує), на яко-
му досягається iнфiмум в правiй частинi (5). Якщо I — це деякий клас
iнформацiйних операторiв, то цiкавим також є знаходження величини

E(Λ,W, I, X) = inf
I∈I

E(Λ,W, I,X)

i оптимального iнформацiйного вiдображення, на якому досягається iн-
фiмум в правiй частинi (якщо такий оператор iснує), або асимптотично
оптимальної послiдовностi операторiв, якщо оптимальний iнформацiйний
оператор не iснує, або його важко знайти.

У пунктi 1.4.1 ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення опу-
клюючого оператора i оператора iнтегрування на класiHω([a, b], X), маючи
iнформацiю, що задається iнформацiйним оператором

It(f) =

(
1

2h

ˆ t1+h

t1−h

f(t)dt, . . . ,
1

2h

ˆ tn+h

tn−h

f(t)dt

)
,

де n ∈ N, h > 0 i t := (t1, . . . , tn) є такими, що

a ≤ t1 − h < t1 + h < t2 − h < . . . < tn + h ≤ b,

використовуючи довiльний метод вiдновлення U : Xn → B([a, b], X) при
вiдновленнi опуклюючого оператора i метод вiдновлення U : Xn → X при
вiдновленнi iнтеграла; B([a, b], X) позначає простiр вимiрних обмежених
функцiй f : [a, b] → X з метрикою

hB([a,b],X)(f, g) = sup
x∈[a,b]

hX(f(x), g(x)).

Розглянемо вектор τ = τ(t) з компонентами

τ1 = a, τi =
1

2
(ti−1 + ti), i = 2, . . . , n, τn+1 = b (6)

i покладемо

t∗ = (t∗1, t
∗
2 . . . , t

∗
n) =

(
a+

b− a

2n
, a+

3(b− a)

2n
, . . . , a+

(2n− 1)(b− a)

2n

)
.

(7)
Головними результатами цього пункту є такi теореми.
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Теорема 1.4.1. Для опуклюючого оператора P , iзотропного простору X
для якого виконується властивiсть (4), i довiльного модуля неперервно-
стi ω маємо

inf
t
E(P,Hω([a, b], X), It, B([a, b], X)) =

1

2h

ˆ (b−a)/(2n)+h

(b−a)/(2n)−h

ω(u)du.

Оптимальним iнформацiйним оператором є It∗, оптимальним методом
вiдновлення є

U ∗(It∗(f))(u) =
1

2h

ˆ t∗k+h

t∗k−h

f(t)dt, u ∈ [τk(t
∗), τk+1(t

∗)],

де вектори t∗ i τ = τ(t∗) визначенi у (7) i (6) вiдповiдно.

Результати оптимального вiдновлення функцiї, або одночасного вiднов-
лення функцiї i її похiдної, для класiв дiйснозначних функцiй однiєї змiнної
можна знайти у монографiї М. П. Корнєйчука (1984).

Позначимо через Int оператор iнтегрування по вiдрiзку [a, b].

Теорема 1.4.2. Для iзотропного простору X, для якого виконується вла-
стивiсть (4), i опуклого модуля неперервностi ω, маємо

inf
t
E(Int, Hω([a, b], X), It, X) = 2n

(
1− 2nh

b− a

)ˆ (b−a)/(2n)

0

ω(t)dt.

Оптимальним iнформацiйним оператором є It∗, а оптимальним мето-
дом вiдновлення є

U ∗(It∗(f)) =
b− a

n

n∑
k=1

1

2h

ˆ t∗k+h

t∗k−h

f(t)dt,

де вектор t∗ означений у (7).

Результати стосовно оптимiзацiї iнтервальних квадратурних формул
для дiйснозначних функцiй можна знайти у роботах Р. Н. Шарiпова (1983),
В. Ф. Бабенка (1984), В. П. Моторного (1998), С. В. Бородачьова (1998,
1999, 2000), Є. В. Дерець (2005, 2007, 2008, 2011, 2012), В. Ф. Бабенка i
Д. С. Скороходова (2007, 2007, 2008), В. П. Мотороного i Д. А. Овсяннi-
кова (2020). У роботi В. Ф. Бабенка, В. В. Бабенко, М. С. Полiщук (2016)
розглядалась аналогiчна задача для багатозначних функцiй.

Поняття рiзницi Хукухара для множин було введено у статтi М. Ху-
кухара (1967). Це поняття має безпосереднє узагальнення для довiльних
L–просторiв. Детально такого роду узагальнення розглядалось у статтi
В. В. Бабенко (2019).
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Нехай X — це L–простiр. Будемо казати, що елемент z ∈ X є рiзницею
Хукухара елементiв x, y ∈ X, якщо x = y+ z. Ми використовуватиме таке
позначення z = x −H y. Вiдмiтимо, що у iзотропному L–просторi, якщо
рiзниця Хукухара x −H y iснує, то вона єдина. Якщо t ∈ (a, b), i для всiх
достатньо малих γ > 0 iснують рiзницi f(t+ γ)−H f(t) i f(t)−H f(t− γ), i
обидвi границi limγ→+0 γ

−1(f(t+ γ)−H f(t)) i limγ→+0 γ
−1(f(t)−H f(t− γ))

iснують i рiвнi, то функцiя f : [a, b] → X має похiдну DHf(t) типу Хукухара
у точцi t (якщо t = a або t = b, то вимагаємо iснування однiєї з границь) i

DHf(t) := lim
γ→+0

γ−1(f(t+ γ)−H f(t)).

У пунктi 1.4.2 ми розглядаємо задачi оптимального вiдновлення оди-
ничного вiдображення i оператора DH похiдної типу Хукухара на класi
W 1Hω([a, b], X) функцiй f : [a, b] → X, чия похiдна типу Хукухара нале-
жить до класу Hω([a, b], X). У цих задачах iнформацiйними операторами
виступають оператори

It(f) = (f(t0), f(t1), . . . , f(tn)), (8)

де t = (t0, . . . , tn), a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b.

Теорема 1.4.3. Якщо ω — це опуклий модуль неперервностi, а Id —
це одиничний оператор, то для iзотропного L–простору X з властивi-
стю (4), маємо

inf
t
E(Id,W 1Hω([a, b], X), It, C([a, b], X)) =

1

4

ˆ (b−a)/n

0

ω(t)dt.

Оптимальним iнформацiйним оператором є оператор It∗ де t∗ — це рiв-
номiрне розбиття, а оптимальним методом вiдновлення є U(It∗(f)) =
lf(t

∗), де

lf(t; t) =
tk+1 − t

tk+1 − tk
f(tk) +

t− tk
tk+1 − tk

f(tk+1), t ∈ [tk, tk+1], k = 0, . . . , n− 1.

Ми отримуємо узагальнення результату В. Н. Малозьомова (1967).

Теорема 1.4.4. Нехай задано модуль неперервностi ω i t∗ = (t∗0, . . . , t
∗
n)

позначає рiвномiрне розбиття вiдрiзка [a, b]. Тодi для iзотропного L–прос-
тору X з властивiстю (4),

E(DH ,W
1Hω([a, b], X), It∗, B([a, b], X)) =

n

b− a

ˆ (b−a)/n

0

ω(u)du.

Оптимальним методом вiдновлення є

U(f(t∗0), f(t
∗
1), . . . , f(t

∗
n)) = DH lf(t

∗).
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У пунктi 1.4.3 ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення моно-
тонних операторiв, що дiють у частково впорядкованих L–просторах функ-
цiй. Задачi оптимiзацiї квадратурних формул на класах монотонних дiй-
снозначних функцiй розглядалися у роботах Дж. Кiфера (1957), А. Папа-
георгiу (1993), В. Ф. Бабенка i С. В. Бородачьова (1999), С. В. Бородачьова
(2001). У статтi В .Ф. Бабенка i В. В. Бабенко (2011) ця задача розгляда-
лась на класах багатозначних функцiй.

Нехай задано частково впорядкованi L–простори (тобто L–простори у
яких введено частковий порядок, що є узгодженим з алгебраїчними опе-
рацiями i топологiєю L–простору) X i Y , метричний компакт S з борелiв-
ською мiрою ν i iдеальна банахова решiтка E(S,R) дiйснозначних функцiй
f : S → R. За допомогою цiєї решiтки можна визначити простiр E(S, Y ) ви-
мiрних функцiй f : S → Y з метрикою hE(S,Y )(f, g) = ∥hY (f(·), g(·))∥E(S,R).

Iнтервали (α, β), (α, β], [α, β) або [α, β], що мiстяться у [0, 1], будемо на-
зивати пiдiнтервалами вiдрiзка [0, 1]. Позначимо через si([0, 1]) множину
усiх таких пiдiнтервалiв. Нехай задано неспадний оператор λ : X → Y c i
оператор φ, визначений на множинi характеристичних функцiй χT , T ∈
si([0, 1]), який приймає значення у просторi E(S,R), i такий, що φ(χT ) ≥ 0
майже всюди для кожного T ∈ si([0, 1]) i ∥φ(χT ′)∥E(S,R) = ∥φ(χT ′′)∥E(S,R),
якщо кiнцi пiдiнтервалiв T ′ i T ′′ спiвпадають.

Будемо казати, що оператор Λ: B([0, 1], X) → E(S, Y ) є (λ, φ)–адитив-
ним, якщо для кожного розбиття {T1, . . . , Tn}, Ti ∈ si([0, 1]), i = 1, . . . , n
вiдрiзка [0, 1] i простої функцiї f , що задається формулою (2), справедлива
рiвнiсть

Λ(f)(·) = Λ

(
n∑

k=1

χTk
· fk

)
(·) =

n∑
k=1

φ(χTk
)(·) · λ(fk). (9)

Найважливiшими прикладами (λ, φ)–адитивних операторiв є iнтеграл Ле-
бега функцiї зi значеннями у L–просторi, i iнтегральнi оператори, якi озна-
чаються за допомогою iнтеграла Лебега.

Ми припускаємо, що L–простiр Y є iзотропним, центрованим (тобто
для кожного порядкового iнтервалу [x, y] := {z ∈ Y : x ≤ z ≤ y} множина
C([x, y]) його чебишовських центрiв є непорожньою i чебишовський радiус
порядкового iнтервалу [x, y] дорiвнює 1

2hY (x, y)), i має подiльну метрику
(тобто

∑n
i=1 hY (yi, yi+1) = hY (y1, yn+1) для всiх наборiв y1 ⩽ y2 ⩽ . . . ⩽ yn+1

елементiв з простору Y ).
Класом W виступають класи Wα,β монотонних функцiй f : [0, 1] → X

таких, що f(0) = α i f(1) = β, α, β ∈ X. Iнформацiйнi оператори —
оператори (8) (з [a, b] = [0, 1]).

Теорема 1.4.5. При виконання описаних вище припущень, для кожного
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(λ, φ)-адитивного оператора Λ: B([0, 1], X) → E(S, Y ), маємо

E(Λ,Wα,β, It, E(S, Y )) =
hY (λ(α), λ(β))

2
max

i=0,...,n−1
||φ(χ(ti,ti+1))||E(S,R).

Будь-яка однозначна гiлка U ∗(f0, . . . , fn)(t) з багатозначної функцiї

[0, 1] ∋ t 7→ C

([
Λ

(
n−1∑
i=0

χ∆i
fi

)
,Λ

(
n−1∑
i=0

χ∆i
fi+1

)])

= C

([
n−1∑
i=0

φ(χ∆i
)(t)λ(fi),

n−1∑
i=0

φ(χ∆i
)(t)λ(fi+1)

])
є оптимальним методом вiдновлення, де ∆i = [ti, ti+1) для i = 0, . . . , n−2
i ∆n−1 = [tn−1, tn].

Ми також дослiджуємо питання оптимiзацiї iнформацiйних вузлiв t.
У пунктi 1.4.4 ми розглядаємо iнше узагальнення оператора iнтегрува-

ння, а саме оператори Λ: B(T,X) → E(S, Y ), якi для деяких фiксованих
операторiв λ : X → Y i φ : (T,R) → E(S,R) задовольняють таким власти-
востям: для всiх f, g ∈ B(T,X) i s ∈ S

hY (Λf(s),Λg(s)) ⩽ φ(hY (λ ◦ f(·), λ ◦ g(·))(s),

i для всiх невiд’ємних функцiй u ∈ B(T,R), i довiльного x ∈ X

Λ(u(·)x) = φ(u(·))λ(x).

У цьому пунктi ми наводимо загальну теорему про оптимальне вiдновлення
таких операторiв Λ, використовуючи iнформацiю про значення функцiй у
n точках, якi вiдомi iз похибкою, тобто iнформацiйнi оператори

Iεt (f) := (B(f(t1), ε1), . . . , B(f(tn), εn)),

де t1, . . . , tn ∈ T , t = (t1, . . . , tn), ε1, . . . , εn — це фiксованi невiд’ємнi числа,
ε = (ε1, . . . , εn), i для a ∈ X i δ ≥ 0, B(a, δ) = {x ∈ X : hX(a, x) ≤ δ}.

Нехай Lp = Lp(Ω,F , P ) — це простiр випадкових величин ξ зi скiнчен-
ним математичним сподiванням E(|ξ|p), p ≥ 1. Ми розглядаємо двi метри-
ки у просторi Lp: δX(η, ζ) := (E|η − ζ|p)

1
p i δY (η, ζ) := (E (τ · |η − ζ|p))

1
p ,

де τ є невiд’ємною випадковою величиною для якої ess supw∈Ω τ(w) = 1.
Для заданого модуля неперервностi ω, i компактного метричного простору
(T, dT ), розглянемо клас Hω(T ) вимiрних випадкових процесiв ξt, t ∈ T та-
ких, що ξt ∈ Lp для всiх t ∈ T , i E|ξt − ξs|p ≤ ωp(dT (t, s)) для всiх t, s ∈ T .
Для невiд’ємної функцiї ρ ∈ L1(T,R), розглянемо оператор

Intρ : B(T, (Lp, δX)) → (Lp, δY ), Intρξt =

ˆ
T

ρ(t)ξtdt.
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Ми доводимо, що

E(Intρ,Hω(T ), Iεt , (Lp, δY )) =

ˆ
T

ρ(t)fω,t,ε(t)dt,

де fω,t,ε(t) := mini=1,...,n{εi+ω(dT (t, ti))}, а оптимальний метод вiдновлення
дається формулою U ∗(η1, . . . , ηn) =

∑n
k=1 ηk·

´
Tk
ρ(t)dt. У випадку T = [0, 1],

τ ≡ 1, ρ ≡ 1 i p = 2 цей результат мiститься у статтi Л. В. Дрожжиної
(1975).

У пiдроздiлi 1.5 ми розглядаємо задачi наближення операторiв та деякi
пов’язанi задачi. Нехай X та Y — це два L–простори, а A, S : X → Y — це
два оператори з областями DA, DS ⊂ X вiдповiдно. Нехай також задано
деякий клас елементiв Q ⊂ DA ∩DS. Задача знаходження вiдхилення мiж
операторами A i S на множинi Q, тобто задача знаходження величини

U(A, S,Q) := sup
x∈Q

hY (Ax, Sx), (10)

має важливу роль у теорiї апроксимацiї i чисельному аналiзi. Наприклад,
якщо Q є деякою множиною неперервних функцiй f : T → R, оператори A
i S задаються формулами Af =

´
T f(s)ds, Sf =

∑n
k=1 ckf(xk) (ck ∈ R, tk ∈

T, k = 1, . . . , n), i hY — це звичайна метрика у R, то величина (10) дає
похибку кубатурної формули S на класi Q; якщо A є одиничним опера-
тором, hY є деякою метрикою, i S є оператором найкращого наближення
елементами з множини R, тобто Sf = argming∈R hY (f, g), то величина (10)
стає наближенням множини Q множиною R у метрицi hY , яка означається
формулою supf∈Q infg∈R h(f, g); ми припускаємо, що мiнiмум в означеннi
оператора S iснує при будь-якому f ∈ Q.

Величина (10) пов’язана з рядом оптимiзацiйних задач. Наприклад, вва-
жаючи оператор A, множину Q, i сiм’ю S операторiв S заданими, ми мо-
жемо поставити задачу знаходження величини

ES(A,Q) := inf
S∈S

U(A, S,Q) (11)

i найкращого оператора S ∈ S на якому досягається iнфiмум, якщо та-
кий оператор iснує. Вперше такого роду задачу розглядав С. Б. Стєчкiн у
1965 роцi, у випадку, коли X i Y — це нормованi простори, а сiм’я S — це
сукупнiсть лiнiйних обмежених операторiв з нормою, що не перевищує чи-
сла N > 0; зазвичай у цьому випадку пишуть EN(A,Q) замiсть ES(A,Q).
Формулювання цiєї задачi, першi важливi результати, а також розв’язання
цiєї задачi для диференцiальних операторiв малих порядкiв можна зна-
йти у статтi С. Б. Стєчкiн (1967). Огляд подальших результатiв стосовно
цiєї тематики можна знайти у оглядовiй статтi В. В. Арестова (1996) та
монографiї В. Ф. Бабенка, М. П. Корнєйчука, В. О. Кофанова i С. О. Пi-
чугова (2003). Деякi екстремальнi задачi для функцiй зi значеннями у L–
просторах розглядались у статтях В. В. Бабенко (2016), В. Ф. Бабенка i
В. В. Бабенко (2019).
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Задача Стєчкiна, у свою чергу, тiсно пов’язана з нерiвностями типу
Ландау–Колмогорова. Першi нерiвностi для похiдних були отриманi на по-
чатку XX столiття у роботах Ґ. Г. Гардi i Дж. I. Лiттлвуда (1912), i Е. Лан-
дау (1913). Одним з найважливiших результатiв у цiй тематицi є резуль-
тат А. М. Колмогорова (1938), пiсля якого нерiвностi, що оцiнюють норму
промiжної похiдної функцiї за допомогою норми функцiї i норми її старшої
похiдних, стали називати нерiвностями типу Колмогорова, або, у випадках
функцiй малої гладкостi, нерiвностями типу Ландау–Колмогорова.

Огляд результатiв для дiйснозначних функцiй однiєї i багатьох змiнних,
а також подальшi посилання, можуть бути знайденi, наприклад, у моно-
графiї В. Ф. Бабенка, М. П. Корнєйчука, В. О. Кофанова i С. О. Пiчугова
(2003) i у докторськiй дисертацiї Н. В. Парфiнович (2018). Нерiвностi ти-
пу Ландау–Колмогорова для класiв функцiй зi значеннями у L–просторах
мiстяться у статтi В. Ф. Бабенка i В. В. Бабенко (2019).

Задача знаходження модуля неперервностi оператора A на класi Q, тоб-
то функцiї

Ω(δ) = Ω(A,Q; δ) := sup{∥Ax∥ : x ∈ Q, ∥x∥ ≤ δ}, δ ≥ 0, (12)

є абстрактною версiєю задачi про нерiвностi типу Ландау–Колмогорова.
Деяким узагальненням задачi (10) є така задача. Для δ ≥ 0 величину

Uδ(A, S,Q) := sup{hY (Ax, Sη) : x ∈ Q, η ∈ X, hX(x, η) ⩽ δ},

називають вiдхиленням оператора S ∈ S вiд оператора A на класi Q, при
умовi, що елементи вiдомi з похибкою δ. Задача оптимального вiдновлен-
ня оператора A операторами з сiм’ї S на класi Q елементiв, що вiдомi з
похибкою δ, полягає у знаходженнi величини

Eδ(A,Q,S) := inf
S∈S

Uδ(A, S,Q)

i оператора S, на якому досягається iнфiмум у правiй частинi, якщо такий
оператор iснує. Загальнi результати про зв’язок мiж сформульованими за-
дачами можна знайти у оглядових статтях В. М. Габушина (1970, 1980) i
В. В. Арестова та В. М. Габушина (1995).

У пунктi 1.5.1 ми дослiджуємо задачу про оцiнки вiдхилення iнтеграль-
них операторiв у просторах функцiй зi значеннями в L-просторах, обго-
ворюємо можливi застосування одержаних результатiв до задач апрокси-
мацiї узагальненими тригонометричними полiномами, оптимiзацiї формул
наближеного iнтегрування, а також вiдновлення функцiй по неточно зада-
нiй iнформацiї. Як завжди, для p ∈ [1,∞] покладаємо p′ = p/(p−1). Нехай
Q – деяка множина i (S,F) — це вимiрний простiр зi скiнченною повною
мiрою µ. Головною теоремою цього пункту є така теорема.

17



Теорема 1.5.1. Нехай p ∈ (1,∞] i функцiї K,N : Q × S → R є такими,
що K(t, ·), N(t, ·) ∈ Lp′(S) для кожного t ∈ Q. Тодi для операторiв

(K̃ϕ)(t) =

ˆ
S

K(t, s)ϕ(s)dµ(s), (Ñϕ)(t) =

ˆ
S

N(t, s)ϕ(s)dµ(s),

довiльної функцiї ϕ ∈ Lp(S,X) i кожного t ∈ Q має мiсце нерiвнiсть

hX((K̃ϕ)(t), (Ñϕ)(t)) ⩽ ∥K(t, ·)−N(t, ·)∥Lp′(S)∥hX(ϕ, θ)∥Lp(S). (13)

Якщо простiр X є iзотропним i у множинi Xc ∩X inv знайдеться нену-
льовий елемент a для якого a′ = −a, то нерiвнiсть (13) непокращувана i
перетворюється на рiвнiсть для довiльної функцiї виду

ϕt(s) = φt(s) · a, t ∈ Q,

де φt(s) = |K(t, s)−N(t, s)|p′−1sgn(K(t, s)−N(t, s)), s ∈ S.

У пунктi 1.5.2 для (λ, φ)–адитивних операторiв Λ (в рiвностi (9) тепер
{Ti} — це довiльне розбиття метричного компакту T на вимiрнi пiдмно-
жини), ми знаходимо величину U(Λ, f 7→ Λ(f(t0)χT ), H

ω(T,X)), де t0 ∈ T
— деяка фiксована точка. Позначимо через Bs(T,X) замикання у просторi
B(T,X) множини вимiрних функцiй, якi приймають скiнченну кiлькiсть
значень. Оператор λ : X → Y будемо називати додатно-однорiдним, якщо
для всiх α ≥ 0 i x ∈ Xc справедлива рiвнiсть λ(αx) = αλ(x). Послiдовнiсть
{xn} ⊂ X будемо називати λ–екстремальною, якщо для всiх n ∈ N маємо
hX(xn, θX) = 1, i hY (λ(xn), θY ) → 1 при n→ ∞.

Теорема 1.5.3. Нехай λ : X → Y c — лiпшицевий оператор, φ : B(T,R) →
B(S,R) — лiнiйний обмежений додатнiй оператор, задано неперервний
(λ, φ)–адитивний оператор Λ: Bs(T,X) → B(S, Y ) i модуль неперерв-
ностi ω. Тодi для будь-якої функцiї f ∈ Hω(T,X) i довiльного t0 ∈ T
справедлива нерiвнiсть

hY (Λf(s),Λ(f(t0)χT )(s)) ⩽

(ˆ
T

ω(ρ(t, t0))dµφ

)
(s), s ∈ S, (14)

де iнтеграл справа — це iнтеграл по векторо-значнiй мiрi µφ, що поро-
джена оператором φ; для неї, зокрема, µφ(A) = φ(χA). Якщо додатково
оператор λ є додатно-однорiдним i iснує λ–екстремальна послiдовнiсть
{xn} ⊂ Xc, то нерiвнiсть (14) є точною.

У пунктi 1.5.3 на класi функцiй W 1Hω([a, b], X) ми отримуємо резуль-
тати стосовно вiдхилення мiж рiзницевими операторами (рiзницi розумiю-
ться у сенсi Хукухара), а також мiж рiзницевим оператором i похiдною у
сенсi Хукухара. Крiм того, на цьому класi ми отримуємо нерiвностi типу
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Ландау–Колмогорова, результати стосовно задачi Стєчкiна i задачi опти-
мального вiдновлення оператора, що обчислює похiдну Хукухара у точцi,
за елементами, що вiдомi з похибкою.

Нехай t ∈ [a, b] i задано невiд’ємнi числа γ1, γ2, h1, h2 такi, що

γ1 + γ2 > 0, h1 + h2 > 0, i [t− γ1, t+ γ2] ⊂ [t− h1, t+ h2] ⊂ [a, b]. (15)

Для функцiї f ∈ W 1Hω([a, b], X) покладемо ∆H
γ1,γ2

f(t) = f(t+γ2)−Hf(t−γ1)
γ1+γ2

i

K(γ1, γ2;h1, h2) :=
(h1 − γ1) + (h2 − γ2)

(h1 + h2)2

{
I

(
(h1 + h2)(h1 − γ1)

(h1 − γ1) + (h2 − γ2)

)
+ I

(
(h1 + h2)(h2 − γ2)

(h1 − γ1) + (h2 − γ2)

)}
,

де I(α) =
´ α
0 ω(s)ds. Ми використовуємо наступнi позначення:

W
1
Hω([a, b], X) =

⋃
k>0

k ·W 1Hω([a, b], X),

∥x∥X = hX(x, θ), ∥f∥ω,X = sup
t′,t′′∈[a,b]
t′ ̸=t′′

hX(f(t′),f(t′′))
ω(|t′−t′′|) i ∥f∥C([a,b],X) = sup

t∈[a,b]
∥f(t)∥X .

Теорема 1.5.4. Для iзотропного простору X, всiх t ∈ [a, b], невiд’ємних
чисел γ1, γ2, h1, h2, що задовольняють (15), i f ∈ W

1
Hω([a, b], X),

∥∆H
γ1,γ2

f(t)∥X ⩽ K(γ1, γ2;h1, h2)∥DHf∥ω,X + ∥∆H
h1,h2

f(t)∥X , (16)

∥DHf(t)∥X ⩽
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
∥DHf∥ω,X + ∥∆H

h1,h2
f(t)∥X . (17)

Нерiвнiсть (16) є точною для опуклого модуля неперервностi ω. Нерiв-
нiсть (17) є точною для довiльного модуля неперервностi ω.

Теорема 1.5.5. При виконаннi умов теореми 1.5.4 для кожної функцiї
f ∈ W

1
Hω([a, b], X),

∥∆H
γ1,γ2

f(t)∥X ⩽ K(γ1, γ2;h1, h2)∥DHf∥ω,X +
2

h1 + h2
∥f∥C([a,b],X), (18)

∥DHf(t)∥X ⩽
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
∥DHf∥ω,X +

2

h1 + h2
∥f∥C([a,b],X). (19)

Якщо для фiксованих t ∈ [a, b] i h > γ > 0

γ1 = min{γ, t− a}, γ2 = min{γ, b− t}, h1 = min{h, t− a}, h2 = min{h, b− t}
(20)
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i ω є опуклим модулем неперервностi, то нерiвнiсть (18) є точною. Якщо
для t ∈ [a, b] i h > 0

h1 = min{h, t− a}, h2 = min{h, b− t}, (21)

i ω є довiльним модулем неперервностi, то нерiвнiсть (19) є точною.

Для t ∈ [a, b] позначимо через ∆γ1,γ2(t) i DH(t) оператори, що дiють за
формулами

∆γ1,γ2(t)f = ∆H
γ1,γ2

f(t) i DH(t)f = DHf(t).

Теорема 1.5.6. Нехай задано модуль неперервностi ω, iзотропний про-
стiр X, t ∈ [a, b], i числа h > γ > 0. Нехай також γ1, γ2, h1, h2 — це числа
означенi у (20). Якщо ω є опуклим модулем неперервностi, то

E 2
h1+h2

(
∆γ1,γ2(t),W

1Hω([a, b], X)
)

= U
(
∆γ1,γ2(t),∆h1,h2

(t),W 1Hω([a, b], X)
)
= K(γ1, γ2;h1, h2).

Для довiльного модуля неперервностi ω

E 2
h1+h2

(
DH(t),W

1Hω([a, b], X)
)

= U
(
DH(t),∆h1,h2

(t),W 1Hω([a, b], X)
)
=
I(h1) + I(h2)

h1 + h2
.

Теорема 1.5.7. Нехай задано модуль неперервностi ω, t ∈ [a, b], h > 0, i
DH(t)f = DHf(t) для f ∈ W 1Hω([a, b], X). Якщо числа h1, h2 задовольня-
ють умовам (21), i

δ =
h1 + h2

2
max{ω(h1), ω(h2)} −

I(h1) + I(h2)

2
,

то для оператора ∆h1,h2
(t)f = ∆H

h1,h2
f(t) маємо

Eδ(DH(t),W
1Hω([a, b], X))

= Uδ(DH(t),∆h1,h2
(t),W 1Hω([a, b], X)) = max{ω(h1), ω(h2)}.

У другому роздiлi ми розглядаємо екстремальнi задачi на класах функ-
цiй Соболєва багатьох змiнних. Головнi результати цього роздiлу мiстяться
у статтях [3,8, 9, 17].

Нехай задано вiдкритий опуклий конус C ⊂ Rd, що породжений скiн-
ченною кiлькiстю точок, тобто непорожню множину виду

int

{
n∑

k=1

ckxk : ck ≥ 0, k = 1, . . . , n

}
⊂ Rd,
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n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ Rd (множину таких конусiв позначаємо C), i опуклу
обмежену центрально-симетричну множину K ⊂ Rd, що мiстить поча-
ток координат у своїй внутрiшностi (сiм’ю таких множин позначаємо K).
Для C ∈ C через L1

∞,p(C), p ∈ [1,∞], ми позначаємо множину функцiй
f : C → R таких, що f ∈ L∞(C) i всi (узагальненi) частиннi похiднi пер-
шого порядку належать до Lp(C). Для p ∈ [1,∞] i C ∈ C покладемо

WK
∞,p = WK

∞,p(C) :=
{
f ∈ L1

∞,p(C) : ∥|∇f |K◦∥Lp(C) ≤ 1
}
,

деK◦ — це полярна доK множина, |·|K позначає норму у Rd, що породжена
множиною K, тобто |x|K := inf{λ > 0: x ∈ λK}. На цьому класi функцiй
ми розв’язуємо задачу Стєчкiна найкращого наближення взагалi кажучи
необмеженого гiперсингулярного iнтегрального оператора

DK,w : L
1
∞,p(C) → L∞(C), DK,wf(x) =

ˆ
C

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt

за допомогою обмежених, де w : (0,∞) → [0,∞) деяка вагова функцiя,
що може мати неiнтегровну особливiсть в точцi 0. У випадку, коли K —
це евклiдова куля у Rd, C = Rd i w(t) = t−(d+α), α ∈ (0, 1), цей iнтеграл
перетворюється на оператор дробової похiдної у сенсi Рiса.

Для того, щоб означити класи вагових функцiй, нам потрiбнi декiлька
означень. Для 0 ≤ a < b ≤ +∞ i p ∈ [1,∞], позначимо через Lp(a, b)
простiр усiх вимiрних функцiй w : (a, b) → R+ зi скiнченною нормою

∥w∥Lp(a,b) =


(´ b

a t
d−1wp(t)dt

)1/p
, p <∞,

ess supt∈(a,b) t
d−1w(t), p = ∞.

Вiдмiтимо, що умова w ∈ Lp(0, 1) у випадку p ∈ [1,∞) гарантує, що iнте-
грал

´
K∩C w

p(|t|K)dt iснує у випадку, коли K — це полiтоп.
Для h > 0 i p ∈ [1,∞] позначимо через Wp(0, h) простiр усiх невiд’ємних

функцiй w : (0, h] → R таких, що w ∈ L1(u, h) для всiх u ∈ (0, h) i функцiя

gw,h(u) = gw(u) =
1

ud−1

ˆ h

u

w(t)td−1dt

належить до Lp(0, h). Для h > 0 i p ∈ [1,∞] позначимо через W∗
p (0, h)

простiр усiх невiд’ємних функцiй w : (0, h] → R таких, що w ∈ Lp(u, h) для
всiх u ∈ (0, h), для усiх ν достатньо близьких до 1 злiва, функцiя

wν(u) = sup
t∈[νu,u]

|w(t)− w(u)|

належить до Wp(0, h), i limν→1−0 ∥gwν ,h∥Lp(0,h) = 0. Можна довести, що опе-
ратор DK,w є необмеженим, якщо iнтеграл

´∞
0 w(ρ)ρd−1 dρ розбiгається, i є

обмеженим з нормою 2d ·meas(K ∩ C)
´∞
0 w(ρ)ρd−1 dρ, якщо iнтеграл збi-

гається. Головним результатом пiдроздулу 2.3 є така теорема.
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Теорема 2.3.1. Нехай p ∈ (d,∞], C ∈ C, K ∈ K — це полiтоп, i w ∈
Wp′(0, 1) ∩ L1(1,∞), або K ∈ K i w ∈ W∗

p′(0, 1) ∩ L1(1,∞). Для всiх

N ∈

{
(0,∞), DK,w є необмеженим,
(0, ∥DK,w∥) , DK,w є обмеженим,

нехай hN є таким, що 2d ·meas(K ∩ C)
´∞
hN
w(ρ)ρd−1 dρ = N. Тодi

EN(DK,w,W
K
∞,p) = (d ·meas(K ∩ C))

1
p′ ∥gw,hN

∥Lp′(0,hN ).

Крiм того, екстремальним оператором є

(DK,w,hN
f)(x) :=

ˆ
C\hNK

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt, x ∈ C.

У пiдроздiлi 2.4 ми знаходимо величину

U(DK,w, DK,w,h,W
K
∞,p). (22)

Справедлива така теорема.

Теорема 2.4.1. Нехай p ∈ (d,∞], C ∈ C, K ∈ K — це полiтоп, h > 0 i
f ∈ W 1,p(hK ∩ C). Для кожного w ∈ Wp′(0, h) маємо∣∣∣∣ˆ

hK∩C
w(|y|K)[f(y)− f(θ)]dy

∣∣∣∣
≤ (d ·meas(K ∩ C))

1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

∥|∇f |K◦∥Lp(hK∩C). (23)

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть для функцiй a ·
fe + b, де a, b ∈ R i

fe(y) = fe,h(y) =

ˆ |y|K

0

gp
′−1

w,h (u)du, y ∈ hK ∩ C. (24)

Якщо додатково w ∈ W∗
p′(0, h), то нерiвнiсть (23) справедлива i точна

для усiх K ∈ K.

Нерiвнiсть (23) з одного боку є цiкавою сама по собi, а з iншого — є
важливим кроком для доведення як теореми 2.3.1, так i деяких подальших
результатiв.

Гiперсингулярнi iнтегральнi оператори тiсно пов’язанi з операторами
дробового диференцiювання. Екстремальнi задачi теорiї наближення для
таких операторiв для функцiй однiєї i багатьох змiнних дослiджувались
багатьма математиками. Точнi нерiвностi типу Колмогорова для функцiй
багатьох змiнних були отриманi у таких роботах: В. Н. Коновалов (1978),
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А. П. Буслаєв i В. М. Тихомiров (1979), Динь-Дзунг i В. М. Тихомiров
(1979), В. Г. Тимофеєв (1983, 1985), В. Ф. Бабенко, В. О. Кофанов i С. О. Пi-
чугов (1996, 1997), В. Ф. Бабенко (2000), В. Ф. Бабенко i С. О. Пiчугов
(2007, 2010), В. Ф. Бабенко i М. С. Чурiлова (2007), В. Ф. Бабенко i Т. В. Ма-
твеєва (2008), В. Ф. Бабенко, Н. В. Парфiнович i С. О. Пiчугов (2010, 2014),
В. Ф. Бабенко i Д. А. Левченко (2010), В. Ф. Бабенко i Н. В. Парфiнович
(2011, 2012), Н. В. Парфiнович (2015, 2017).

У пiдроздiлi 2.5 ми доводимо точну адитивну нерiвнiсть типу Ландау–
Колмогорова, що оцiнює ∥DK,w,hf∥L∞(C) за допомогою норм ∥|∇f |K◦∥Lp(C)

i ∥f∥L∞(C).

Теорема 2.5.1. Нехай задано p ∈ (d,∞], C ∈ C, полiтоп K ∈ K, h > 0,
w ∈ Wp′(0, h) ∩ L1(h,∞). Для кожної функцiї f ∈ L1

∞,p(C) маємо

∥DK,wf∥L∞(C) ⩽ (d ·meas(K ∩ C))
1
p′ ∥gw,h∥Lp′(0,h)

· ∥|∇f |K◦∥Lp(C)

+ 2d ·meas(K ∩ C)
(ˆ ∞

h

w(ρ)ρd−1 dρ

)
∥f∥L∞(C). (25)

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть для функцiй a·ψ,
де a ∈ R i

ψ(t) = ψK,w,h(t) =

{
1
2

´ h
0 g

p′−1
w,h (u)du−

´ |t|K
0 gp

′−1
w,h (u)du, |t|K ⩽ h,

−1
2

´ h
0 g

p′−1
w,h (u)du, |t|K > h.

(26)

Якщо додатково w ∈ W∗
p′(0, h), то нерiвнiсть (25) справедлива i точна

для довiльного K ∈ K.

Якщо вага w є степеневою функцiєю, то з теореми 2.5.1 отримаємо не-
рiвнiсть типу Ландау–Колмогорова у мультиплiкативнiй формi.

Теорема 2.5.2. Нехай p ∈ (d,∞], C ∈ C, K ∈ K, i

w(t) =
1

td+γ
, t > 0, з 0 < γ < 1− d

p
.

Тодi для кожної f ∈ L1
∞,p(C) маємо

∥DK,wf∥L∞(C) ⩽
Xp′ + Y Z

X(p′−1)α · Z1−α
· ∥f∥1−α

L∞(C) · ∥|∇f |K◦∥αLp(C), (27)

де α = pγ
p−d, X = (d ·meas(K ∩ C))

1
p′ ∥gw,1∥Lp′(0,1)

, Y = 2d·meas(K∩C)
γ i Z =

1
2

´ 1
0 g

p′−1
w,1 (u)du. Нерiвнiсть є точною. Якщо K — це полiтоп, то для ко-

жного h > 0 вона перетворюється на рiвнiсть на функцiї ψK,w,h означе-
нiй у (26).
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Крiм того, ми знаходимо модуль неперервностi оператораDK,w, а також
розв’язуємо задачу найкращого вiдновлення оператора DK,w за неточно
заданими елементами.

Iнша частина цього роздiлу присвячена оптимiзацiї квадратурних фор-
мул для класiв Соболєва багатьох змiнних. Головними результатами у цьо-
му напрямi є асимптотично точнi квадратурнi формули. Результати, у яких
знайдено асимптотично точнi методи вiдновлення iнтеграла, мiстяться у
таких роботах: В. Ф. Бабенко (1976, 1977), Є. В. Чорная (1995), П. Грубер
(2004), Є. В. Дерець (2005).

У пiдроздiлi 2.7 ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення опе-
ратора Int f =

´
Q f(x)dx на класi W∞

p (Q) := {f ∈ W 1,p(Q) : ∥ |∇f |1 ∥p ≤
1}, p ∈ (d,∞] для деяких типiв множин Q. Для фiксованого n ∈ N ми
розглядаємо множину In iнформацiйних операторiв

If = (f(x1), . . . , f(xn)), x1, . . . , xn ∈ Q. (28)

Ми будемо казати, що область Q ⊂ Rd складена з n ∈ N кубiв, якщо iснує
h > 0 i точки x1, . . . , xn такi, що куби Ck := {x ∈ Rd : |x − xk|∞ < h},
k = 1, . . . , n, попарно не перетинаються i meas [Q∆

⋃n
k=1Ck] = 0. У пунктi

2.7.2 ми доводимо таку теорему

Теорема 2.7.2. Нехай задано d ∈ N, область Q ⊂ Rd, що складена з n
кубiв з центрами x̄k, k = 1, . . . , n, i p ∈ (d,∞]. Тодi

E(Int,W∞
p (Q), In,R) =

c(d, p)

n
1
d

[
measQ

2d

] 1
d+

1
p′

,

де
c(d, p) :=

1

d

∥∥∥∥ 1

| · |d−1
∞

− | · |∞
∥∥∥∥
Lp′(□

d
1)

. (29)

Оптимальним набором iнформацiйних вузлiв є множина {x̄k}nk=1, а оп-
тимальним методом вiдновлення є

Φ̃(f(x1), . . . , f(xn)) =
measQ

n

n∑
k=1

f(xk).

Головним результатом у пунктi 2.7.3 є така теорема, що дає асимптоти-
чно оптимальний розв’язок задачi оптимального вiдновлення iнтеграла.

Теорема 2.7.3. Нехай задано d ∈ N, p ∈ (d,∞], i обмежену вiдкриту
опуклу множину Q. Тодi

E(Int,W∞
p (Q), In,R) = c(d, p)

(
measQ

2d

) 1
d+

1
p′

· 1 + o(1)

n
1
d

, n→ ∞,

де c(d, p) означено у (29).
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Ми також описуємо асимптотично оптимальнi набори iнформацiйних
вузлiв i методи вiдновлення.

У пунктi 2.7.4 ми доводимо, що теорема 2.7.3 залишається справедли-
вою i у випадку, коли Q є зiрчатою вiдносно деякої кулi множиною, тобто
коли iснує куля B ⊂ Q така, що для всiх x ∈ Q i y ∈ B вiдрiзок xy
належить Q.

Нехай задано обмежену вимiрну множину Q ⊂ Rd. Ми називаємо фун-
кцiю w : Q → R допустимою, якщо вона додатна майже всюди, обмежена,
i iснує M ∈ N таке, що для всiх C1 < C2 множина {x ∈ Q : w(x) ∈ [C1, C2]}
складена з m ≤M опуклих множин.

У пiдроздiлi 2.8 ми розглядаємо задачу оптимального вiдновлення опе-
ратора Intwf =

´
Qw(x)f(x)dx з допустимою вагою w на класi f ∈ W∞

p (Q),
використовуючи iнформацiйнi оператори (28). Головним результатом цього
пiдроздiлу є така теорема.

Теорема 2.8.2. Нехай задано p > d i допустиму функцiю w на множинi
Q ⊂ Rd. Тодi

E(Intw,W∞
p (Q), In,R) =

c(d, p)(1 + o(1))

21+
d
p′n

1
d

∥w∥Lq(Q), n→ ∞,

де q = p′d
p′+d i c(d, p) означено у (29).

У третьому роздiлi ми отримуємо точнi нерiвностi типу Островського.
Головнi результати цього роздiлу мiстяться у статтях [1, 2, 6, 16].

У 1937 роцi А. Островський довiв, що для диференцiйовної на [0, 1]
функцiї f з обмеженою похiдною i x ∈ [0, 1] справедлива така точна нерiв-
нiсть ∣∣∣∣ˆ 1

0

f(t)dt− f(x)

∣∣∣∣ ≤
(
1

4
+

(
x− 1

2

)2
)

sup
t∈(0,1)

|f ′(t)|. (30)

Нерiвностi, що оцiнюють вiдхилення функцiї вiд її середнього значення за
допомогою деяких характеристик функцiї iнколи називають нерiвностями
типу Островського. Такi нерiвностi мають багато застосувань, зокрема у
чисельних методах, i багато вивчались, див. напр. монографiю С. С. Дра-
гомiр i Т. М. Рассiас (2002) та оглядову статтю С. С. Драгомiр (2017).

Вiдмiтимо, що на нерiвнiсть (30) можна дивитись як на знаходжен-
ня вiдхилення (10) на класi диференцiйовних функцiй f : [0, 1] → R та-
ких, що |f ′(t)| ≤ 1, t ∈ (0, 1), мiж функцiоналами Λ: f 7→

´ 1
0 f(t)dt i

f 7→ Λ(f(x) · χ[0,1](·)), де x ∈ [0, 1] — це деяке фiксоване число; тобто точнi
нерiвностi типу Островського є частковим випадком задачi знаходження
вiдхилень мiж операторами. З iншого боку, такого роду нерiвностi можуть
бути використанi для розв’язання iнших екстремальних задач теорiї на-
ближень. Зокрема, вiдмiтимо, що задача знаходження величини (22) є по
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сутi доведенням нерiвностi типу Островського, i є ключовим елементом для
отримання бiльшостi результатiв з роздiлу 2.

У багатьох вiдомих ситуацiях розв’язання задачi знаходження величи-
ни (10) використовує такий пiдхiд. Припустимо, що iнформацiя про клас
Q задана у термiнах значень λf , f ∈ Q деякого оператора λ. Наприклад,
класи Соболєва W r

q (a, b), r ∈ N, q ∈ [1,∞], (a, b) ⊂ R, визначаються умо-
вою ∥f (r)∥Lq(a,b) ≤ 1 на функцiю λf = f (r). Нехай також для кожної f ∈ Q
вiдхилення hY (Af, Sf) може бути оцiненим

hY (Af, Sf) ≤ φ(λf) (31)

у термiнах деякого функцiонала φ, що дiє на множинi λ(Q), ми вмiємо
розв’язувати екстремальну задачу

φ(g) → sup по g ∈ λ(Q), (32)

i нерiвнiсть (31) перетворюється на рiвнiсть на множинi функцiй f ∈ Q,
для яких функцiї λf є екстремальними у задачi (32) (множина екстремаль-
них функцiй може складатись з однiєї функцiї, наприклад, якщо супремум
у (32) досягається). Тодi справедлива точна нерiвнiсть

hY (Af, Sf) ≤ sup
g∈λ(Q)

φ(g).

У пiдроздiлi 3.1 ми наводимо серiю прикладiв застосування цього пiд-
ходу, зокрема доводимо точнi нерiвностi типу Островського на класах фун-
кцiй, старша похiдна (або результат дiї бiльш загального диференцiального
оператора) яких належить до Lp(a, b), p ∈ [1,∞], абоHω([a, b],R). Зокрема,
ми доводимо таку теорему.

Теорема 3.1.2. Нехай задано непарне n ∈ N, модуль неперервностi ω,
iнтегровну додатну майже всюди на [a, b] функцiю p i точку x ∈ [a, b]

таку, що виконується умова
´ b
a r

n
x(t)dt = 0, де r0x = p, rkx = rx(r

k−1
x ),

k = 1, . . . , n, а

rx(φ; s) =

{
−
´ s
a φ(t)dt, s ≤ x,´ b

s φ(t)dt, s ≥ x

(така точка x iснує i єдина). Тодi

sup
f∈WnHω[a,b]

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

p(t)f(t)dt−
n−1∑
k=0

1

k!

(ˆ b

a

p(t)(t− x)kdt

)
f (k)(x)

∣∣∣∣∣
= sup

g∈Hω[a,b]

∣∣∣∣ˆ b

a

rnx(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ˆ x

a

|rnx(t)|ω(ρ(t)− t)dt, (33)
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де ρ : [a, x] → [x, b] однозначно визначається умовою
ˆ t

a

rnx(s)ds =

ˆ ρ(t)

a

rnx(s)ds для всiх t ∈ [a, x].

Якщо модуль неперервностi ω є опуклим, то нерiвнiсть у (33) стає рiв-
нiстю.

У пiдроздiлi 3.2 ми доводимо точнi нерiвностi типу Островського для
функцiй багатьох змiнних i множин у скiнченно-вимiрних просторах. Iснує
багато способiв поширити поняття обмеженої варiацiї на функцiї багатьох
змiнних, див. напр. огляд Дж. А. Кларксон (1933) рiзних пiдходiв у випад-
ку функцiй двох змiнних. Ми пропонуємо ще одне означення обмеженої
варiацiї для функцiй багатьох змiнних i багатовимiрних множин, яке за-
сноване на пiдходi Кронрода–Вiтушкiна.

Через Pd−1, d ≥ 2 ми будемо позначати d − 1-вимiрний дiйсний про-
єктивний простiр, тобто множину усiх прямих в Rd, якi мiстять θ. Через
N(F ) будемо позначати число компонент зв’язностi множини F ⊂ Rd; 0
для порожньої множини, i +∞, якщо число компонент зв’язностi є нескiн-
ченним. Для компактної множини F ⊂ Rd i прямої r ∈ Pd−1 варiацiєю
множини F у напрямку r ∈ Pd−1 назвемо величину

v(F, r) := ess sup
β∈Πd−1(r)

N (F ∩ l(r, β)) ,

де Πd−1(r) позначає гiперплощину, що мiстить θ i є ортогональною до пря-
мої r, а l(r, β) — пряма, паралельна до r, що проходить через точку β. Для
компактної множини F ⊂ Rd i p ∈ [1,∞] число

vp(F ) :=


(

1
µPd−1

´
Pd−1 v

p(F, r)dr
) 1

p

, p ∈ [1,∞),

ess supr∈Pd−1 v(F, r), p = ∞.

будемо називати варiацiєю множини F .
Для функцiї f : F → R i t ∈ R через L(f ; t) = {x ∈ F : f(x) = t} по-

значаємо її множину рiвня t. Для p ∈ [1,∞] варiацiєю неперервної функцiї
f : F → R на компактнiй множинi F ⊂ Rd будемо називати величину

vp(f) =

ˆ ∞

−∞
vp(L(f ; t))dt.

Запропоноване означення варiацiї функцiй багатьох змiнних задовольняє,
зокрема, таким двом властивостям: для кожного α ̸= 0,

vp(f ;F ) = vp
(
f(α ·);α−1F

)
;
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якщо для деякої неперервної функцiї φ : [0, 1] → R, fφ : Bd → R, fφ(x) =
φ(|x|) , то для всiх p ∈ [1,∞] vp(fφ;B

d) = 2 ·
∨1

0 φ; тут Bd — одинична куля
у Rd, d ∈ N, |x| – це евклiдова норма елемента x ∈ Rd, а

∨1
0 φ — варiацiя

функцiї φ.
Позначимо через A сiм’ю всiх компактних опуклих множин A ⊂ Rd

таких, що θ ∈ intA i для всiх λ ∈
(
0, µS

d−1

2

]
точна нижня грань

C(A, λ) := inf
Λ⊂Sd−1, µΛ=λ,

Λ∩(−Λ)=∅

µd [C(Λ) ∩ A]

досягається на деякiй множинi Λ(λ) для якої конус породжений множиною
Λ(λ) є опуклим. Покладемо

Cp(A) =


supλ∈[0,µSd−1]

µdA−C(A,λ2)(
(1−2p)λ

µSd−1 +2p
) 1

p
, p <∞

µdA
2 , p = ∞.

У цьому пiдроздiлi ми даємо еквiвалентне, бiльш геометричне означен-
ня для множин з сiм’ї A, i доводимо двi точнi нерiвностi типу Островського.

Теорема 3.2.2. Нехай A ∈ A i задано неперервну функцiю f : A → R.
Тодi для всiх p ∈ [1,∞]∣∣∣∣ˆ

A

f(x)dx− µdA · f(θ)
∣∣∣∣ ≤ Cp(A)vp(f).

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть тiльки у випад-
ку сталої f .

Теорема 3.2.3. Нехай A ∈ A i задано замкнену множину F ⊂ A. Якщо
θ /∈ F , то для всiх p ∈ [1,∞]

µdF ≤ Cp(A)vp(F ).

Нерiвнiсть точна. Якщо вона перетворюється на рiвнiсть, то µdF = 0.

У пiдроздiлi 3.3 ми розглядаємо клас Hω випадкових процесiв ξt, t ∈
[0, 1], для яких E|ξτ − ξθ| ≤ ω(ess supw |τ(w) − θ(w)|) для будь-яких ви-
падкових величин τ i θ, що приймають значення на вiдрiзку [0, 1] (клас
таких випадкових величин позначаємо через R); тут E позначає матема-
тичне сподiвання, а ω — це деякий опуклий модуль неперервностi. На цьому
класi ми доводимо точну нерiвнiсть типу Островського:

Теорема 3.3.1. Для заданої випадкової величини τ ∈ R покладемо t∗ :=∥∥τ(·)− 1
2

∥∥
∞ . Тодi

sup
ξ∈Hω

E

∣∣∣∣ˆ 1

0

ξtdt− ξτ

∣∣∣∣ = ˆ 1
2−t∗

0

ω(s)ds+

ˆ 1
2+t∗

0

ω(s)ds.
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Деякi результати стосовно нерiвностей Островського для нечислових
функцiй можуть бути знайденi у статтях Г. А. Анастасiо (2003, 2012, 2016),
Ю. Чалко-Кано, А. Флорес-Френалiч i Г. Роман-Флорес (2012), Ю. Чалко-
Кано i В. А. Лодвiк (2015).

Застосовуючи цю нерiвнiсть, ми отримуємо розв’язання задачi опти-
мального вiдновлення iнтеграла Int ξt :=

´ 1
0 ξtdt на класi випадкових проце-

сiв Hω, на основi iнформацiйного оператора Jt(ξt) = (ξτ1, . . . , ξτn), де n ∈ N,
τk = τ + tk, τ ∈ R, i t = (t1, t2, . . . , tn), а числа 0 = t1 < . . . < tn є такими,
що τ + tn ≤ 1 майже напевно. Похибка вiдхилення вимiрюється у просторi
R з метрикою (ζ, η) 7→ E|ζ − η|. Для t ≥ 0 покладемо I(t) :=

´ t
0 ω(s)ds.

Теорема 3.3.2. Нехай задано n ∈ N, τ ∈ R i числа 0 = t1 < . . . < tn
такi, що τ + tn ≤ 1 майже напевно. Покладемо τk := τ + tk, k = 1, . . . , n,
i t∗ :=

∥∥τ − 1−tn
2

∥∥
∞. Тодi

E(Int,Hω, Jt,R) = 2
n−1∑
k=1

I

(
tk+1 − tk

2

)
+I

(
1− tn

2
− t∗

)
+I

(
1− tn

2
+ t∗

)
.

Найкращим методом вiдновлення є метод U =
∑n

k=1 c
∗
kξτk, де c∗1 = τ+ t2−t1

2 ,
c∗k =

tk+1−tk−1

2 , k = 2, . . . , n− 1 i c∗n = 1− τ − tn+tn−1

2 .

Вiдповiдно до нашого означення, похибка вiдновлення визначається по-
хибкою на ”найгiршому” випадковому процесi. Виявляється, що у такiй по-
становцi, можливiсть вибирати час вимiрювань випадково не дає переваг у
порiвняннi з ситуацiєю, коли вимiрювання величини робиться у фiксованi
невипадковi моменти часу. Бiльш точно, справедливе таке твердження.

Наслiдок 3.3.1. В умовах теореми 3.3.2,

inf
τ1,...,τn

E(Int,Hω, Jt,R) = 2nI

(
1

2n

)
.

Оптимальними моментами часу вимiрювань є τk = 2k−1
2n , k = 1, . . . , n.

Нехай тепер вимiрювання роблять пристроєм, який вмикається i робить
перше вимiрювання внаслiдок появи деякої випадкової подiї (яка вiдбува-
ється у момент часу τ1 = τ ), а наступнi n − 1 вимiрювань робляться у
моменти τk = τ1 + tk, тобто через tk одиниць часу пiсля першого вимiрю-
вання, k = 2, . . . , n. Наступне твердження оптимiзує вибiр чисел t2, . . . , tn,
маючи деяку iнформацiю про випадкову величину τ .

Теорема 3.3.3. Припустимо, що виконуються умови теореми 3.3.2. Не-
хай m := ess infw∈Ω τ(w) i M := ess supw∈Ω τ(w). Якщо (2n− 1)m+M ≥ 1,
то

inf
t2,...,tn

E(Int,Hω, Jt,R) = (2n− 1)I

(
1−M

2n− 1

)
+ I(M)
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i iнфiмум досягається для tk =
2(k−1)(1−M)

2n−1 , k = 2, . . . , n. Якщо (2n−1)M+
m ≤ 1, то

inf
t2,...,tn

E(Int,Hω, Jt,R) = (2n− 1)I

(
1−m

2n− 1

)
+ I(m)

i iнфiмум досягається для tk =
2(k−1)(1−m)

2n−1 , k = 2, . . . , n. В iншому випадку,

inf
t2,...,tn

E(Int,Hω, Jt,R) = (2n− 2)I

(
1−m−M

2n− 2

)
+ I(m) + I(M)

i iнфiмум досягається для tk =
(k−1)(1−m−M)

n−1 , k = 2, . . . , n.

У четвертому роздiлi ми отримуємо нерiвностi типу Надя а також типу
Ландау–Колмогорова, i розв’язуємо пов’язанi екстремальнi задачi. Головнi
результати цього роздiлу мiстяться у статтях [5, 12,14,15].

У 1941 роцi Б. С. Надь отримав точнi нерiвностi виду

∥x∥Lq(R) ≤ K∥x∥αLp(R)∥x
′∥βLs(R)

для всiх допустимих значень параметрiв q, p, s. Деякi результати стосовно
нерiвностей типу Надя мiстяться у статтях В. Ф. Бабенко, В. О. Кофанов
i С. О. Пiчугов (2000) та В. О. Кофанов i I .В. Попович (2020).

Трiйку (X, ρ, µ) будемо називати метричним простором з мiрою, якщо
(X, ρ) — це метричний простiр, а µ — це борелiвська мiра. Ми припускаємо,
що X є комутативним моноiдом (тобто на множинi X задано асоцiативну
комутативну бiнарну операцiю +, i iснує елемент θ ∈ X такий, що x+θ = x
для всiх x ∈ X) такий, що для кожної вимiрної множини Q ⊂ X i кожного
x ∈ X маємо µ(x+Q) = µ(Q). Ми також припускаємо, що для всiх x, y ∈ X,
ρ(x + y, x) ⩽ ρ(y, θ). Через Bh = Bh(θ) ми позначаємо вiдкриту кулю
радiусу h > 0 з центром в точцi θ; ми припускаємо, що 0 < µ(Bh) < ∞ i
Bh ̸= {θ} для всiх h > 0.

Ми розглядаємо простори Lp(X) зi звичайними нормами, p ∈ [1,∞];
через Lloc(X) ми позначаємо простiр усiх функцiй f : X → R, якi iнтегровнi
на кожнiй вiдкритiй кулi простору X. У просторi Lloc(X) ми розглядаємо
сiм’ю напiвнорм

⌋f⌈h= sup
x∈X

∣∣∣∣ ˆ
x+Bh

f(u)dµ(u)

∣∣∣∣ , h > 0 i ⌋f⌈= sup
h>0

⌋f⌈h.

Через L⌋·⌈h(X) (L⌋·⌈(X)) ми позначаємо множину функцiй f ∈ Lloc(X) зi
скiнченною напiвнормою ⌋ · ⌈h (вiдп. ⌋ · ⌈). Легко бачити, що простiр L1(X)
мiститься у кожнiй з цих множин. Через B(X) ми позначаємо простiр обме-
жених функцiй f : X → R з нормою ∥f∥B(X) = supx∈X |f(x)|. В цьому роз-
дiлi ми припускаємо, що мiра µ є такою, що кожна неперервна функцiя
належить простору Lloc(X).
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Для модуля неперервностi ω через Hω(X) ми позначаємо простiр фун-
кцiй f : X → R таких, що

∥f∥Hω(X) := sup
x,y∈X,x̸=y

|f(x)− f(y)|
ω(ρ(x, y))

<∞.

Для деяких подальших результатiв ми розглядаємо випадок, коли X
є деяким опуклим конусом C у просторi Rd, d ≥ 2, метрiка ρ задається
опуклою центрально-симетричною множиною K, що мiстить початок ко-
ординат у своїй внутрiшностi, тобто ρ(x, y) = |x− y|K , i µ = meas є мiрою
Лебега у Rd. У цьому випадку ми пишемо (C,K,meas) замiсть (X, ρ, µ);
Bh = hK ∩ C; а введенi напiвнорми приймають вид

⌋f⌈h= sup
x∈C

∣∣∣∣ ˆ
hK∩C

f(x+ u)du

∣∣∣∣ , h > 0.

У пiдроздiлi 4.1 ми доводимо нерiвностi типу Надя. Для α ∈ R покла-
демо α+ := max{α, 0}. Розглянемо оператор

Sh : L⌋·⌈h(X) → B(X), Shf(x) =
1

µ(Bh)

ˆ
Bh

f(x+ u)dµ(u).

Теорема 4.1.1. Якщо h > 0 i f ∈ Hω(X) ∩ L⌋·⌈h(X), то

∥f∥B(X) ⩽ ∥f − Shf∥B(X) + ∥Sh∥L⌋·⌈h(X)→B(X)∥f∥L⌋·⌈h(X)

⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u) +
⌋f⌈h
µ(Bh)

.

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть для функцiї

fe,h(x) = (ω(h)− ω(ρ(x, θ)))+.

Крiм того, fe,h ∈ Hω(X) ∩ L⌋·⌈(X), ⌋fe,h⌈=⌋fe,h⌈h, i тому для кожного
h > 0 виконується нерiвнiсть

∥f∥B(X) ⩽
∥f∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u) +
⌋f⌈
µ(Bh)

.

Ця нерiвнiсть є точною на класi Hω(X) ∩ L⌋·⌈(X).

У випадку, коли (X, ρ, µ) = (C,K,meas), для кожного h > 0 розглянемо
функцiю gh : (0, h) → R, gh(u) = 1

d·µ(K∩C)

(
1

ud−1 − u
hd

)
. У термiнах B функцiї

Ейлера для кожного p ∈ (d,∞] справедлива рiвнiсть ∥gh(| · |K)∥Lp′(hK∩C) =

Aµ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p , де

A = A(d, p) = d−1B
1
p′

(
1− (d− 1)p′

d
, p′ + 1

)
. (34)
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Теорема 4.1.2. Якщо h > 0, p ∈ (d,∞] i f ∈ W 1,p(C) ∩ L⌋·⌈h(C), то
f ∈ L∞(C) i виконується нерiвнiсть

∥f∥L∞(C) ≤ ∥f − Shf∥L∞(C) + ∥Sh∥L⌋·⌈h(C)→L∞(C)·⌋f⌈h
⩽ ∥gh(| · |K)∥Lp′(hK∩C) ∥|∇f |K◦∥Lp(C) + µ−1(K ∩ C)h−d⌋f⌈h.

Нерiвнiсть є точною. Вона перетворюється на рiвнiсть на функцiї α ·
(fe,h + β), де α > 0, β ≥ −1

2fe,h(0),

fe,h(y) =

{´ h
|y|K g

p′−1
h (u)du, y ∈ hK ∩ C,

0, y ∈ C \ hK.

Для кожної функцiї f ∈ W 1,p(C)∩L⌋·⌈(C) виконується така мультиплi-
кативна нерiвнiсть

∥f∥L∞(C) ≤ a(d, p)µ−
α
d (K ∩ C)⌋f⌈1−α∥|∇f |K◦∥αLp(C), (35)

де

α =
pd

p+ (p− 1)d
i a(d, p) =

(
(p− d)A(d, p)

pd

)α(
pd

p− d
+ 1

)
, (36)

A(d, p) означена у (34). Нерiвнiсть (35) є точною. Вона перетворюється
на рiвнiсть для функцiї fe,h, h > 0.

У пiдроздiлi 4.3 ми доводимо нерiвностi типу Ландау–Колмогорова для
зарядiв. Через N(X) ми позначаємо сiм’ю зарядiв ν, що визначенi на мно-
жинi усiх µ–вимiрних пiдмножин простору X, i якi є абсолютно неперерв-
ними вiдносно мiри µ. Через Dµν ми позначаємо похiдну Радона–Нiкодима
заряду ν по мiрi µ. Сiм’я N(X) є лiнiйним простором вiдносно звичай-
ного додавання i множення на дiйсне число. Визначимо сiм’ю напiвнорм
{⌉ · ⌊h, h > 0} у такий спосiб: ⌉ν⌊h= ∥ν(· + Bh)∥B(X), ⌉ν⌊:= suph>0⌉ν⌊h.
Легко бачити, що ⌉ν⌊h=⌋Dµν⌈h i ⌉ν⌊=⌋Dµν⌈. Для h > 0 через N⌉·⌊h(X)
(N⌉·⌊(X)) позначимо множину зарядiв ν ∈ N(X) зi скiнченними напiвнор-
мами ⌉ · ⌊h (вiдповiдно ⌉ · ⌊). Справедливi такi теореми.

Теорема 4.3.1. Якщо h > 0 i заряд ν ∈ N⌉·⌊h(X) є таким, що Dµν ∈
Hω(X), то

∥Dµν∥B(X) ⩽
∥∥Dµν − Shν

∥∥
B(X)

+ ∥Sh∥N⌉·⌊h(X)→B(X)⌉ν⌊h

⩽
∥Dµν∥Hω(X)

µ(Bh)

ˆ
Bh

ω(ρ(u, θ))dµ(u) +
⌉ν⌊h
µ(Bh)

,

де оператор Sh : N⌉·⌊h(X) → B(X) задається формулою Shν(x) =
ν(x+Bh)
µ(Bh)

.

Нерiвнiсть є точною.
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Теорема 4.3.3. Якщо h > 0 i ν ∈ N⌉·⌊h(C) є таким, що Dµν ∈ W 1,p(C),
то

∥Dµν∥L∞(C) ⩽
∥∥Dµν − Shν

∥∥
L∞(C)

+ ∥Sh∥N⌉·⌊h(C)→L∞(C)⌉ν⌊h

≤ Aµ−
1
p (K ∩ C)h1−

d
p∥|∇Dµν|K◦∥Lp(C) + µ−1(K ∩ C)h−d⌉ν⌊h, (37)

де величина A(d, p) означена у (34), i Shν(x) =
ν(x+hK∩C)
hdµ(K∩C)

. Нерiвнiсть (37)
є точною. Якщо ν ∈ N⌉·⌊(C) є таким, що Dµν ∈ W 1,p(C), то

∥Dµν∥L∞(C) ≤ a(d, p)µ−
α
d (K ∩ C)⌋ν⌈1−α∥|∇Dµν|K◦∥αLp(C), (38)

де α i a(d, p) означенi у (36). Нерiвнiсть (38) є точною.

У пiдроздiлi 4.4 ми доводимо нерiвностi для мiшаних похiдних. Ми при-
пускаємо, що (X, ρ, µ) = (C,K,meas), де C = Rd

m,+ := Rm
+ ×Rd−m, 0 ⩽ m ⩽

d, K = (−1, 1)d, так, що |x|K = |x|∞ = maxi=1,...,d |xi| i Bh = hK ∩ C =

(0, h)m × (−h, h)d−m. Для I = (1, . . . , 1) ∈ Rd покладемо ∂If = ∂df
∂x1...∂xd

.
Розглянемо оператор Sh,m : L∞(C) → L∞(C),

Sh,mf(x) =
1

2d−mhd

(
∆+

1,h ◦ . . . ◦∆
+
m,h ◦∆m+1,h ◦ . . . ◦∆d,h

)
f(x),

де для h > 0 i стандартного базису {ei}di=1 у Rd ми позначаємо

∆+
i,hf(x) := f(x+ hei)− f(x) i ∆i,hf(x) := f(x+ hei)− f(x− hei).

Теорема 4.4.1. Якщо h > 0 i f ∈ B(Rd
m,+) є такою, що ∂If ∈ Hω(Rd

m,+),
то

∥∂If∥B(Rd
m,+)

⩽ ∥∂If −Shf∥B(Rd
m,+)

+ ∥Sh∥∥f∥B(Rd
m,+)

⩽
∥∂If∥Hω(Rd

m,+)

2d−mhd

ˆ
Bh

ω(|u|∞)du+
2m

hd
∥f∥B(Rd

m,+)
.

У випадку ω(t) = tα, α ∈ (0, 1], виконується така мультиплiкативна
нерiвнiсть:

∥∂If∥B(Rd
m,+)

≤ 2
mα
d+α

(
d+ α

α

) α
d+α

· ∥f∥
α

d+α

B(Rd
m,+)

· ∥∂If∥
d

d+α

Hω(Rd
m,+)

.

Для m = 0 i m = 1 цi нерiвностi є точними.

Теорема 4.4.2. Для h > 0 i функцiї f ∈ L∞(Rd
m,+) такої, що ∂If ∈

W 1,p(Rd
m,+), виконується нерiвнiсть
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∥∂If∥L∞(Rd
m,+)

⩽ ∥∂If −Sh,mf∥L∞(Rd
m,+)

+ ∥Sh,m∥∥f∥L∞(Rd
m,+)

≤ A(d, p)h1−
d
p2

m−d
p ∥|∇∂If |K◦∥Lp(Rd

m,+)
+ 2mh−d∥f∥L∞(Rd

m,+)
,

де A(d, p) означено у (34). Виконується також така мультиплiкативна
нерiвнiсть:

∥∂If∥L∞(Rd
m,+)

≤ a(d, p)2α(
m
d −

d
p)∥f∥1−α

L∞(Rd
m,+)

∥|∇∂If |K◦∥αLp(Rd
m,+)

,

де α i a(d, p) означенi у (36). Для m = 0 i m = 1 обидвi нерiвностi є
точними.

У пiдроздiлi 4.5 використовуючи отриманi нерiвностi для похiдних i
загальнi факти про зв’язок мiж екстремальними задачами, ми отримує-
мо розв’язання задачi Стєчкiна про наближення необмежених операторiв
обмеженими для операторiв ∂I i Dµ.

Пiдродiл 4.6 присвячено дослiдженню модуля неперервностi оператора
кратного диференцiювання на вагових класах Соболєва функцiй заданих
на пiв осi.

Для додатних неперервних на R+ функцiй f+ i f− i неперервної на R+

функцiї x ми розглядаємо вагову норму

∥x∥C(R+),f−,f+ :=

∥∥∥∥max{x(·), 0}
f+(·)

+
max{−x(·), 0}

f−(·)

∥∥∥∥
C(R+)

;

для додатної неперервної на R+ функцiй g i функцiї x ∈ L∞(R+), норму
∥x∥L∞(R+),g :=

∥∥∥x
g

∥∥∥
L∞(R+)

. Для натурального числа r ми розглядаємо клас

W r
f−,f+,g

(R+) неперервних функцiй x : R+ → R у яких похiдна x(r−1) є ло-
кально абсолютно неперервною, x(r) ∈ L∞(R+) i таких, що ∥x∥C(R+),f−,f+ <

∞ i ∥x(r)∥L∞(R+),g ≤ 1.
Нехай g ∈ C(R+) є додатною незростаючою функцiєю. Покладемо g0 :=

g i gk(t) :=
´ t
0 gk−1(s)ds, t ≥ 0, k = 1, 2, . . . , r. Припустимо, що A0 :=´∞

0 g(t)dt <∞, i для k = 1, . . . , r − 1

Ak :=

ˆ ∞

0

[
k−1∑
s=0

(−1)k−s−1As

(k − s− 1)!
tk−s−1 + (−1)kgk(t)

]
dt <∞.

Нехай також f± є додатними незростаючими функцiями, f±(+∞) > 0 i
lim
t→∞

f±(t)−f±(∞)
|Pr(t)| = 0, де Pr(t) := (−1)r

∑r−1
s=0

(−1)r−s−1As

(r−s−1)! t
r−s−1 + gr(t). При

таких обмеженнях на функцiї f± i g, ми знаходимо модуль неперервно-
стi (12) оператора Dk k–кратного диференцiювання, k = 1, . . . , r − 1, на
класi W r

f−,f+,g
(R+), тобто величину

Ω(W r
f−,f+,g

(R+), D
k, δ) := sup

x∈W r
f−,f+,g(R+), ∥x∥C(R+),f−,f+

≤δ

∥x(k)∥C(R+), δ ≥ 0.
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Пов’язанi результати мiстяться у статтях Ґ. Г. Гардi i Дж. I. Лiттлвуд
(1912), Л. Дж. Морделл (1928), А. П. Маторiн (1955), I. Дж. Шонберг i
А. Каваретта (1970), В. Ф. Бабенко i О. В. Коваленко (2015).

Припустимо, що задано двi функцiї Φ, φ ∈ C(R+) такi, що Φ(t) > φ(t)
для всiх t ∈ R+. Будемо казати, що функцiя x ∈ C(R+) має n ∈ N додатно
орiєнтованих точок осциляцiї мiж функцiями φ i Φ, якщо φ(t) ≤ x(t) ≤
Φ(t) для всiх t ∈ R+ i iснують точки sk ∈ R+, k = 1, . . . , n, s1 < s2 < . . . <
sn, такi, що k = 1, . . . , n

x(sk) =

{
Φ(sk), k непарне,
φ(sk), k парне.

Аналогiчно можна ввести означення функцiї, що має n вiд’ємно орiєнтова-
них точок осциляцiї.

Функцiя G ∈ Cr−1(R+) називається iдеальним g-сплайном порядку r з
n ∈ N вузлами 0 < t1 < . . . < tn, якщо на кожному iнтервалi (ti, ti+1), i =

0, 1, . . . , n, t0 := 0, tn+1 := +∞, iснує похiдна G(r) i G(r)(t)
g(t) ≡ ϵ · (−1)i на

iнтервалах (ti, ti+1), i = 0, 1, . . . , n, де ϵ ∈ {1,−1}. Первiсну G порядку r
функцiї g або −g на R+ будемо називати iдеальним g-сплайном порядку
r з 0 вузлами. Позначимо через Γr

n,g множину усiх iдеальних g-сплайнiв
порядку r з не бiльше нiж n ∈ Z+ вузлами.

При вказаних припущеннях стосовно функцiй f± i g справедлива такий
аналог теореми про вужiв. Вiдмiтимо, що властивiсть (b) теореми ствер-
джує, що максимально осцилюючi g-сплайни найменше вiдхиляються вiд
нуля у несиметричнiй ваговiй нормi серед усiх g-сплайнiв класу Γr

n,g(R+).
Для полiномiальних сплайнiв ця властивiсть добре вiдома.

Теорема 4.6.2. (a) Iснує двi незрозстаючi послiдовностi {a±n }
∞
n=1 дода-

тних чисел таких, що lim
n→∞

a±n = 0, i для кожного τ ∈ [a±n+1, a
±
n ),

n ∈ Z+, a±0 := ∞, iснує iдеальний g-сплайн G±
τ ∈ Γr

n,g[0,∞) з рiвно n
вузлами i n + 1 (додатно орiєнтованих для G+

τ i вiд’ємно орiєнто-
ваних для G−

τ ) точок осциляцiї мiж −τf− i τf+.

(b) Для кожного n ∈ Z+

inf
G∈Γr

n,g[0,∞)
∥G∥C[0,∞),f−,f+ = min{a+n+1, a

−
n+1}.

Якщо a+n+1 < a−n+1, то iнфiмум досягається на G+
a+n+1

; в iншому ви-
падку iнфiмум досягається на G−

a−n+1
.

Головним результатом даного пiдроздiлу є така теорема.
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Теорема 4.6.4. Нехай r ∈ N, r ≥ 2 i δ > 0. Для всiх k = 1, . . . , r − 1,

Ω(W r
f−,f+,g

[0,∞), Dk, δ) = max
{
|(G+

δ )
(k)(0)|, |(G−

δ )
(k)(0)|

}
,

де G±
δ — це iдеальнi g-сплайни з теореми 4.6.2. Якщо

|(G+
δ )

(k)(0)| > |(G−
δ )

(k)(0)|,

то супремум у означеннi Ω(W r
f−,f+,g

[0,∞), Dk, δ) досягається на G+
δ , в iн-

шому випадку — на G−
δ .

Вiдмiтимо, що якщо δ ≥ max{a+1 , a−1 }, то G±
δ має 0 вузлiв, i тому

G±
δ = ±|Pr| + C±

δ , C±
δ ∈ R. З цього випливає, що модуль неперервностi

Ω(W r
f−,f+,g

[0,∞), Dk, ·) є константою для всiх достатньо великих значеннях
аргументу.

Висновки
У дисертацiйнiй роботi вивчаються класичнi екстремальнi задачi теорiї
наближень. Отримано розв’язання деяких задач найкращого вiдновлення
операторiв i функцiоналiв, доведено нерiвностi для похiдних типу Ландау–
Колмогорова i типу Надя, а також нерiвностi типу Островського, розгля-
дається задача Стєчкiна про наближення необмежених операторiв обмеже-
ними i задача про обчислення модуля неперервностi деяких операторiв, а
також розв’язано деякi iншi екстремальнi задачi.

Головними результатами роботи є:

1. Отримано розв’язання серiї екстремальних задач на класах функцiй
зi значеннями у L–просторах, тобто у напiвлiнiйних метричних про-
сторах з додатковими аксiомами, що пов’язують метрику з алгебраї-
чними операцiями. Узагальнено лему Корнєйчука–Стєчкiна на випа-
док класу Hω([a, b], X) функцiй зi значеннями у L–просторi X, що
мають задану мажоранту ω модуля неперервностi. Розв’язано задачi
оптимального вiдновлення опуклюючого оператора i оператора iнте-
грування на класi Hω([a, b], X) по iнформацiї, що дає n ∈ N сере-
днiх значень функцiї по малих iнтервалах; задачi оптимального вiд-
новлення одиничного оператора i оператора похiдної типу Хукухара
на класi W 1Hω([a, b], X) функцiй, чия похiдна типу Хукухара нале-
жить до Hω([a, b], X), iнформацiйний оператор дає iнформацiю про
n значень функцiї в деяких точках; отримано точнi оцiнки вiдхиле-
ння мiж середнiми по двом iнтервалам значеннями функцiї з класу
Hω([a, b], X). Крiм того, розв’язано задачi оптимального вiдновлення
монотонних операторiв на класах монотонних функцiй зi значеннями
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у частково впорядкованому L–просторi, а також деякi задачi найкра-
щого наближення операторiв, зокрема розглядається задача Стєчкiна
про наближення необмежених операторiв, що дiють на класах фун-
кцiй зi значеннями у L–просторах, обмеженими операторами.

2. Отримано розв’язання деяких екстремальних задач на класах Собо-
лєва W 1,p(C), C ⊂ Rd, d ≥ 2 функцiй багатьох змiнних. Зокрема,
отримано розв’язання задачi Стєчкiна про наближення, взагалi ка-
жучи, необмежених гiперсингулярних iнтегральних операторiв (част-
ковим випадком яких є дробова похiдна в сенсi Рiса) за допомогою
обмежених. Для таких iнтегральних операторiв отримано точнi не-
рiвностi типу Ландау–Колмогорова, знайдено модуль неперервностi,
а також розв’язано задачу оптимального вiдновлення на класах еле-
ментiв вiдомих з похибкою. Ми також розв’язуємо задачi оптимiзацiї
квадратурних формул для iнтеграла з одиничною, або неодиничною
вагою.

3. Ми пропонуємо загальний пiдхiд до розв’язання деяких екстремаль-
них задач теорiї апроксимацiї i iлюструємо його доведенням серiї то-
чних нерiвностей типу Островського. Ми вводимо до розгляду новий
клас функцiй обмеженої варiацiї, дослiджуємо деякi властивостi та-
ких функцiй i доводимо точну нерiвнiсть типу Островського. На кла-
сi випадкових процесiв з заданою мажорантою модуля неперервностi,
ми доводимо точну нерiвнiсть типу Островського, що оцiнює вiдхи-
лення iнтеграла випадкового процесу вiд його значення у випадковий
момент часу. Ця нерiвнiсть далi використовується у задачi оптимiза-
цiї квадратурних формул для цього класу випадкових процесiв. Крiм
того, ми розглядаємо задачу оптимiзацiї iнформацiйного оператора.

4. Ми доводимо нерiвностi типу Надя у метричних просторах з мiрою,
у соболєвських просторах функцiй декiлькох змiнних, а також у ме-
тричних просторах Соболєва iз мiрою. Крiм того, ми отримуємо точнi
нерiвностi типу Ландау–Колмогорова для похiдних Радона–Нiкодима
зарядiв деяких класiв. Ми також розв’язуємо задачу Стєчкiна для
оператора вкладення, оператора похiдної Радона–Нiкодима i опера-
тора мiшаної похiдної на деяких класах. Ми знаходимо модуль не-
перервностi оператора кратного диференцiювання на вагових класах
Соболєва функцiй, заданих на пiв осi.
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Анотацiї
Коваленко О.В. Нерiвностi для похiдних i екстремальнi задачi теорiї набли-
жень у метричних просторах — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах
рукопису.
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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математич-
них наук за спецiальнiстю 01.01.01 — "Математичний аналiз" (111 — Ма-
тематика). — Днiпровський нацiональний унiверситет iменi Олеся Гончара
Мiнiстерства освiти i науки України, Днiпро; Iнститут математики НАН
України, Київ, 2024.

Дисертацiйна робота присвячена класичним задачам теорiї наближень,
зокрема точним нерiвностям для похiдних типу Ландау–Колмогорова, за-
дачi Стєчкiна про наближення необмежених операторiв обмеженими, зада-
чi знаходження модуля неперервностi операторiв, а також задачам опти-
мального вiдновлення операторiв i функцiоналiв за точною i неточною iн-
формацiєю, зокрема задачам про найкращi кубатурнi формули.

Ключовi слова: нерiвнiсть для похiдних, нерiвнiсть типу Надя, нерiв-
нiсть типу Ландау–Колмогорова, нерiвнiсть типу Островського, оптималь-
не вiдновлення, найкраще наближення, модуль неперервностi оператора,
L–простiр, лема Корнєйчука–Стєчкiна, клас функцiй з заданою мажоран-
тою модуля неперервностi.

Kovalenko O.V. Inequalities for derivatives and extremal problems of App-
roximation Theory in metric spaces — Manuscript.

Dissertation for the Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences
in Speciality 01.01.01 — Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — Oles
Honchar Dnipro National University of Ministry of Education and Science of
Ukraine, Dnipro; Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences
of Ukraine, Kyiv, 2024.

The dissertation is devoted to classical problems of Approximation Theory,
in particular to sharp Landau–Kolmogorov type inequalities, to the Stechkin
problem about approximation of unbounded operators by bounded ones, to the
problem to find the modulus of continuity of operators, as well as to problems of
optimal recovery of operators and functionals given exact or inexact informati-
on, in particular to problems of optimization of cubature formulae.

Chapter 1 is devoted to a study of extremal problems in spaces of functions
with values in L–spaces i.e., in semilinear metric spaces with additional axioms
that connect the metric with the algebraic operations. Such approach allows
to include into consideration various classes of functions, in particular classes
of multi-valued and fuzzy-valued functions, as well as classes of functions with
values in normed spaces, including classes of random processes.

We obtain a generalization of the Korneichuk–Stechkin lemma for functions
with values in L–spaces. As applications of this result, we prove sharp Ostrowski
type inequalities and solve problems of optimal recovery of the convexifying
operator, as well as a problem of optimal recovery of the integral for classes of
functions with given majorant of modulus of continuity. The recovery is done
based on n mean over small intervals values of the function. We solve problems
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of optimal recovery of a function, and of the Hukuhara type derivative on the
classes of functions with given majorant of the modulus of continuity of their
Hukuhara type derivative. In this case the recovery is done based on n values
of the function. We prove sharp Landau type inequalities, solve the Stechkin
problem about approximation of unbounded operators by bounded ones, and
solve the problem of optimal recovery of an unbounded operator on a class of
elements known with error.

We solve a problem of optimal recovery of monotone operators in partially
ordered L–spaces and study the question of the optimal choice of an information
operator. We also solve a problem of optimal recovery of (λ, φ)–type operators
on the classes of functions with given majorant of modulus of continuity based
on n values of a function that are given with some error; as an application of
this result, we solve a problem of optimal recovery of the integral of a random
process.

Moreover, in this chapter we obtain estimates for the deviation between
integral operators on classes of L–space-valued functions, prove an integral
representation for (λ, φ)–additive operators, and a sharp Ostrowski type inequa-
lity for such operators.

Chapter 2 is devoted to extremal problems for operators that act on the
Sobolev classes of multivariate functions. For a convex cone C ⊂ Rd and a
convex bounded centrally–symmetric set K ⊂ Rd that contains the origin in its
interior, we consider the classes of functions f : C → R such that f ∈ L∞(C)
and ∥|∇f |K◦∥Lp(C) ≤ 1, where p ∈ [1,∞], K◦ is the polar to K set, |·|K denotes
the norm in Rd that is generated by the set K, and the derivatives of the functi-
on f are understood in the distributional sense. For these classes of functions
we consider the problem of the best approximation of the hypersingular integral
operator

DK,wf(x) =

ˆ
C

w(|t|K)(f(x)− f(x+ t))dt, x ∈ C

using bounded operators, where w : (0,∞) → [0,∞) is some weight function
that can have non-integrable discontinuity at 0. In the case, when K is the
Euclidean ball in Rd, C = Rd and w(t) = t−(d+α), α ∈ (0, 1), this operator
becomes the Riesz fractional derivative.

In order to solve this problem, we obtain several auxiliary results, which are
interesting on their own. We compute the quantity

sup
∥|∇f |K◦∥Lp(K∩C)≤1

ˆ
K∩C

w(|y|K)(f(y)− f(θ))dy,

which then is used in the solutions of several other extremal problems, in parti-
cular in the problem of optimization of cubature formulae. We also prove sharp
Landau type inequalities in the additive form that estimate ∥DK,wf∥L∞(C) via
∥f∥L∞(C) and ∥|∇f |K◦∥Lp(C), p ∈ (d,∞]. In the case of a power weight function
w, we also obtain sharp Landau type inequalities in the multiplicative form.
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Moreover, we study the modulus of continuity of the operator DK,w and
solve the problem of optimal recovery of this operator given elements known
with error.

In the case K = (−1, 1)d, we consider the problem of optimal recovery of
the functional f 7→

´
Qw(x)f(x)dx given n values of the function f . In the case

of the unit weight w and the domain Q that can be represented as a union
of several shifts of the set K, we find the optimal error of recovery and an
optimal method of recovery; in the case of a more general weight and (or) a
more complex domain Q, we find an asymptotically optimal solution of the
optimal recovery problem.

Chapter 3 is devoted to inequalities that estimate the deviation between
the value of a function at some point and the mean value of the function, via
some characteristics of the function. Such inequalities are often called Ostrowski
type inequalities. Inequalities of this kind can be applied to solutions of other
extremal problems of Approximation Theory, in particular for classes of functi-
ons of low smoothness they can be applied to problems of optimal recovery and
to prove Landau–Kolmogorov type inequalities.

Many ways to extend the notion of a function of bounded variation from
the case of univariate to the case of multivariate functions are known. We
propose a new way for such a generalization. The approach is based on the
Kronrod–Vitushkin variations (which, in turn, are based on the Banach indi-
catrix theorem). Unlike the Kronrod–Vitushkin variations, the proposed defi-
nition satisfies the following two properties: the variation of a function does
not change after multiplication of its argument by a non-zero constant; the
variation of a radial function is twice as big as the variation of the genera-
ting univariate function. Using the introduced notions of bounded variation
for multidimensional sets and multivariate functions, we prove sharp Ostrowski
type inequalities.

For a class of random processes that is determined by a majorant of modulus
of continuity of the processes, we prove a sharp Ostrowski type inequality that
estimates the deviation between the integral

´ 1
0 ξtdt and the random variable ξτ ,

where τ is some random variable. Using this inequality, we solve a problem of
optimal recovery of the integral of the random process, given the random vari-
ables ξτ1, . . . , ξτn, where τ1, . . . , τn are some random variables. We also consider
the problem of optimal choice of the variables τ1, . . . , τn.

Chapter 4 is devoted to the inequalities for derivatives of Landau–Kolmogo-
rov type, of Nagy type, and related extremal problems.

We obtain sharp Nagy type inequalities that estimate the uniform norm of
a function from a Sobolev space using the Lp-norm of its gradient and some
seminorm that is defined on the space of locally integrable on an open cone
C ⊂ Rd functions. In a metric space (X, ρ) with measure µ we prove a sharp
Nagy type inequality that estimates the uniform norm of a function via its
∥ · ∥Hω–norm that is defined by a modulus of continuity ω, and a seminorm

43



defined in the space of locally integrable functions.
Using this inequality, we prove a sharp Landau–Kolmogorov type inequality

that estimates the uniform norm of the Radon–Nikodym derivative of a charge
using the Lp–norm of the gradient of this derivative (or ∥ · ∥Hω–norm of this
derivative) and some seminorm that is defined on the space of charges.

In the case, when C = Rm
+ × Rd−m, 0 ⩽ m ⩽ d, we prove inequalities

that estimate the uniform norm of a mixed derivative of a function f : C → R
using the uniform norm of the function and the Lp–norm of the gradient of the
function’s mixed derivative (or the ∥ · ∥Hω–norm of this mixed derivative). In
the cases m = 0, 1 these inequalities are sharp.

We show that the obtained results can be used in order to solve the problem
of approximation of the corresponding unbounded operators by bounded ones.

We find the modulus of continuity of a higher order differentiation operator
on the classes of functions defined on a half-line that are determined by (non-
constant) majorants of the functions and their higher derivatives. We prove a
snake theorem that guarantees existence of perfect spline analogues that osci-
llate maximally. These splines are extremal in the problem to find the modulus
of continuity of the differentiation operator.

Keywords: inequality for derivatives, Nagy type inequality, Landau–Kol-
mogorov type inequality, Ostrowski type inequality, optimal recovery, best ap-
proximation, modulus of continuity of an operator, L–space, Korneichuk–Stech-
kin lemma, class of function with given majorant of modulus of continuity.
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