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У лiтературi iснує декiлька методiв знаходження груп точкових (чи

контактних) симетрiй систем диференцiальних рiвнянь, але, наприклад,

найпростiший з них — iнфiнiтезимальний метод для обчислення генера-

торiв однопараметричних груп лiївських симетрiй — не дає можливостi

побудувати повнi групи точкових симетрiй. Використання ж прямого ме-

тоду призводить до необхiдностi розв’язання нелiнiйних перевизначених

систем рiвнянь iз частинними похiдними для компонент точкових пе-

ретворень симетрiї, якi значно складнiшi, нiж їх (лiнiйнi) аналоги для

векторних полiв лiївської симетрiї. Тому, враховуючи деякi незручностi

цих методiв, розроблено низку спецiальних прийомiв для спрощення об-

числень, наприклад, рiзноманiтнi версiї алгебраїчного методу на основi

автоморфiзмiв або мегаiдеалiв. Зокрема, саме науковцi київської школи

симетрiйного аналiзу запропонували такi версiї на основi мегаiдеалiв та

використали їх при дослiдженнi низки диференцiальних рiвнянь мате-

матичної фiзики.
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Головним досягненням дисертацiйної роботи О.О. Вiннiченко є си-

стематичне та глибоке дослiдження бездисперсiйного рiвняння Нижни-

ка, його нелiнiйного представлення Лакса та бездисперсiйної системи Ни-

жника з симетрiйної точки зору. Хоча в лiтературi iснує велика кiлькiсть

робiт, якi присвяченi побудовi точних розв’язкiв систем диференцiальних

рiвнянь iз частинними похiдними за допомогою процедури лiївської ре-

дукцiї, частка тих, що мiстять правильнi та вичерпнi результати, досить

мала, причому наведенi обчислення як правило є занадто громiздкими

та ґрунтуються на неоптимiзованому переборi багатьох нееквiвалентних

випадкiв. Тому опис оптимiзованої процедури лiївської редукцiї для за-

гальних систем диференцiальних рiвнянь iз трьома незалежними змiнни-

ми та її ефективне застосування до важливої моделi математичної фiзи-

ки є суттєвим кроком у розвитку симетрiйного аналiзу диференцiальних

рiвнянь.

Першим кроком цiєї процедури є обчислення максимальної (псев-

до)алгебри лiївської iнварiантностi системи диференцiальних рiвнянь ра-

зом iз її (псевдо)групою точкових симетрiй. Для знаходження псевдогруп

точкових симетрiй бездисперсiйного рiвняння Нижника, його нелiнiйно-

го представлення Лакса та бездисперсiйної системи Нижника, а також

псевдогрупи контактних симетрiй цього рiвняння у дослiдженнi викори-

стано оригiнальну версiю алгебраїчного методу на основi мегаiдеалiв.

З точнiстю до еквiвалентностi, породженої вiдповiдними псевдогру-

пами точкових симетрiй, у дисертацiї прокласифiковано одно- та двови-

мiрнi пiдалгебри максимальної алгебри лiївської iнварiантностi бездис-

персiйного рiвняння Нижника та одновимiрнi пiдалгебри максимальної

алгебри лiївської iнварiантностi його нелiнiйного представлення Лакса,

що є наступним кроком для дослiдження його лiївських редукцiй та по-

будови його точних розв’язкiв. Зокрема, в рамках оптимiзованої процеду-

ри лiївської редукцiї вiдiбрано лише суттєвi редукцiї i вивчено необхiднi

симетрiйнi властивостi кожного суттєвого редукованого рiвняння та їх

зв’язок iз симетрiйними властивостями вихiдного рiвняння.
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На основi аналiзу отриманих результатiв, вперше у лiтературi за-

уважено декiлька цiкавих явищ. Наприклад, виявилося, що редукованi

рiвняння не обов’язково успадковують усi параметри вiдповiдних сiмей

нееквiвалентних пiдалгебр, а всi нееквiвалентнi пiдалгебри з сiм’ї, навiть

параметризованої довiльними функцiями за належного вибору анзацiв,

можуть вiдповiдати тому самому редукованому рiвнянню. Окрiм цього,

є можливiсть вiдображення класу редукованих рiвнянь у його пiдклас,

який має меншу кiлькiсть параметрiв. Максимальна алгебра лiївської iн-

варiантностi бездисперсiйного рiвняння Нижника вкладається в макси-

мальну алгебру лiївської iнварiантностi нелiнiйного представлення Лакса

шляхом продовження векторних полiв вiд алгебри рiвняння до псевдопо-

тенцiалу представлення i, таким чином, будь-яка лiївська редукцiя рiв-

няння має вiдповiдник серед лiївських редукцiй його представлення, але

вiн не завжди єдиний.

Автори багатьох статей у лiтературi iгнорують етапи перевiрки, ана-

лiзу та порiвняння побудованих точних розв’язкiв диференцiальних рiв-

нянь. Як результат, значна їх кiлькiсть є помилковими, еквiвалентни-

ми чи тривiальними або тi ж самi розв’язки наводять декiлька разiв у

рiзних формах. У дисертацiї ж усi знайденi розв’язки ретельно пере-

вiрено, а тому вони є коректними. Як пiдготовчий етап у пошуку то-

чних розв’язкiв бездисперсiйного рiвняння Нижника, виокремлено вели-

ку сiм’ю його тривiальних розв’язкiв, якими знехтувано у подальшому

розглядi. Оскiльки представники цiєї сiм’ї складають значну частку всiх

його лiївськи iнварiантних розв’язкiв, це суттєво оптимiзує всю проце-

дуру лiївської редукцiї для цього рiвняння. Якщо можливо, розв’язки

побудовано у явному виглядi. В iнших випадках використано їх параме-

тричне або неявне представлення. Очевидно еквiвалентнi шляхи редукцiї

у дисертацiї виключено уже на рiвнi процедури, але навiть при цьому пiд-

ходi все одно можна отримати еквiвалентнi розв’язки. Тому обчислено

групи точкових симетрiй усiх редукованих рiвнянь, якi використано для

калiбрування сталих, що параметризують сiм’ї отриманих розв’язкiв. Та-
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кож виконано додаткову оптимiзацiю їх представлення, а тому вони ви-

глядають елегантно, незважаючи на удавану громiздкiсть. Наприклад,

такi розв’язки редукованого рiвняння як на сторiнцi 132 дисертацiї є

досить складними, але навiть їх вигляд дисертантка змогла унiфiкува-

ти настiльки, що завдяки вибору додаткових змiнних основнi частини

представлення цих суттєво рiзних розв’язкiв вiдрiзняються лише однiєю

цифрою — 1, 2 або 3. Iз зазначеного очевидно, що авторка ретельно опра-

цювала роботи [74, 117], де проаналiзовано типовi помилки та некоректнi

пiдходи до пошуку точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.

У дисертацiї зауважено, що спробу подiбного дослiдження бездис-

персiйного рiвняння Нижника зроблено ранiше у статтi [92], де отримано

лише деякi частковi результати i, бiльш того, серед них є багато помилко-

вих або надлишкових. Дiйсно, результати дисертацiї на порядок кращi,

нiж результати статтi [92], у якiй, зокрема, присутнi всi типи помилок,

що проаналiзовано у роботах [74, 117]: некоректнi, тривiальнi та еквiва-

лентнi розв’язки, одрукiвки, неспрощений вигляд, втрата розв’язкiв при

iнтегруваннi тощо. Наприклад, щодо згаданих розв’язкiв на сторiнцi 132

дисертацiї, то у статтi [92] їх вигляд є громiздким, не настiльки замкне-

ним i однотипним.

Слiд також наголосити, що дисертацiю написано англiйською мовою

i це має свої переваги, адже таким чином є можливiсть охопити ширше

коло читачiв, включно iз закордоном.

Зауваження до дисертацiї та пропозицiї для подальших дослiджень

такi:

� У роботi наведено найпростiшi характеристики закону збереження

бездисперсiйного рiвняння Нижника. Було б цiкаво провести повний

опис законiв збереження цього рiвняння, тим паче, що першi кроки

для цього вже зробленi.

� У параграфi 1.1 дисертацiї зазначено, що лiївськi симетрiї бездис-

персiйного рiвняння Нижника вичерпують його узагальненi симетрiї
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до порядку п’ять включно. Варто розширити цей результат на уза-

гальненi симетрiї довiльного порядку, хоча це дуже нетривiальна

задача. Аналогiчне дослiдження можна також виконати для вiдпо-

вiдного нелiнiйного представлення Лакса i, особливо, для бездис-

персiйної системи Нижника, оскiльки вона є системою гiдродинамi-

чного типу.

� У дисертацiї велику увагу придiлено методу, за допомогою якого

обчислено псевдогрупи точкових та контактних симетрiй низки си-

стем диференцiальних рiвнянь, а саме оригiнальнiй версiї алгебраї-

чного методу на основi мегаiдеалiв. Водночас, означення мегаiдеалу

в роботi немає, наведено лише посилання на вiдповiдну лiтерату-

ру. Оскiльки це поняття є одним iз ключових у дослiдженнi, варто

було б навести означення та властивостi мегаiдеалiв безпосередньо

у дисертацiї.

� Два останнi посилання на рiвняння (2.5) у першому абзацi на сторiн-

цi 109 некоректнi. У контекстi про асоцiацiю з прихованими лiївськи-

ми симетрiями та дослiдження iстотних прямих лiївських редукцiй

потрiбно посилатися на бездисперсiйне рiвняння Нижника (1.1), а не

на модифiковане редуковане рiвняння (2.5).

Результати дисертацiї є новими i завершеними. Вони мають важливе

теоретичне значення для подальших дослiджень диференцiальних рiв-

нянь математичної фiзики та їх застосувань у прикладних задачах. Їх

опублiковано у престижних журналах Communications in Nonlinear Sci-

ence and Numerical Simulation та Analysis and Mathematical Physics квар-

тиля Q1. Також вони пройшли апробацiю на наукових семiнарах та мiж-

народних i всеукраїнських конференцiях. Дисертацiю виконано згiдно

усiх дiючих вимог щодо присудження ступеня доктора фiлософiї. Пору-

шень академiчної доброчесностi у роботах дисертантки не виявлено.

Дисертацiйна робота Олександри Олександрiвни Вiннiченко на те-

му “Geometric and algebraic properties of dispersionless Nizhnik equation”,
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публiкацiї та їх апробацiя вiдповiдають профiлю спецiальностi 111 Мате-

матика i задовольняють вимоги “Порядку присудження ступеня доктора

фiлософiї та скасування рiшення разової спецiалiзованої вченої ради за-

кладу вищої освiти, наукової установи про присудження ступеня доктора

фiлософiї”, затвердженого постановою № 44 Кабiнету Мiнiстрiв України

вiд 12 сiчня 2022 р., а їх авторка заслуговує на присудження ступеня

доктора фiлософiї.
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