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Актуальнiсть дослiдження. Дана дисертацiйна робота стосується без-

дисперсiйного рiвняння Нижника вигляду

𝑢𝑡𝑥𝑦 = (𝑢𝑥𝑦𝑢𝑥𝑥)𝑥 + (𝑢𝑥𝑦𝑢𝑦𝑦)𝑦 , (1)

яке є нелiнiйним, а, отже, його дослiдження є нетривiальною задачею.

Варто нагадати, що вивчення нелiнiйних систем потребує використання

рiзних методiв i пiдходiв, серед яких особливий iнтерес становлять тi, що

дозволяють отримати розв’язки у явному виглядi з огляду на можливi прак-

тичнi застосування. Серед таких методiв, перш за все, можна згадати мето-

ди перетворення Дарбу i Беклунда, iншi алгебро-геометричнi методи, метод
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вiдокремлення змiнних, бiлiнiйний метод Хiроти, метод iзоспектральних де-

формацiй (метод задачi Рiмана–Гiльберта, метод оберненої задачi розсiюва-

ння) та iншi.

Революцiйним методом дослiдження нелiнiйних систем став метод обер-

неної задачi розсiювання, за допомогою якого було проiнтегровано в явному

виглядi низку фiзично змiстовних нелiнiйних моделей теоретичної i матема-

тичної фiзики. Успiшне застосування цього методу для одновимiрних систем

спонукало спроби поширення цього методу на багатовимiрнi системи, що, як

виявилось, в загальному випадку зустрiчається iз суттєвими труднощами.

У 1980 роцi професор Нижник Л.П., якому належить видатний внесок у

розвиток методу оберненої задачi, запропонував нове узагальнення рiвняння

Кортевега–де Фрiза для двох просторових змiнних

𝑢𝑡 = 𝑘1𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑘2𝑢𝑦𝑦𝑦 + 3 (𝑣1𝑢)𝑥 + 3 (𝑣2𝑢)𝑦 , (2)

𝑣1𝑦 = 𝑘1𝑢𝑥, 𝑣2𝑥 = 𝑘2𝑢𝑦.

У подальшому система (2), як i система (1) активно вивчалися у працях

багатьох дослiдникiв.

Iншим ефективним методом вивчення нелiнiйних диференцiальних рiв-

нянь є симетрiйний аналiз, який став одним iз найдiєвiших iнструментiв

для знаходження точних розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь, опису

їх законiв збереження, тощо.

Симетрiйний аналiз, основи якого були закладенi у працях Софуса Лi у

19 столiттi, є конструктивним методом для дослiдження нелiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь i продемонстрував свою ефективнiсть при вивченнi ба-

гатьох математичних моделей сучасного природознавства. Бiльш того, сьо-

годенну математику i теоретичну фiзику неможливо уявити без використа-

ння алгебро-геометричних методiв, зокрема, методiв теорiї груп i алгебр Лi.

Дисертацiйне дослiдження Вiннiченко Олександри Олександрiвни, цен-

тральним об’єктом вивчення якого є бездисперсiйний аналог рiвняння Ни-

жника, має низку характерних особливостей, якi виокремлюють його серед

iнших дисертацiйних робiт, присвячених симетрiйному аналiзу диференцi-

альних рiвнянь. Зокрема, як об’єкт, воно має лише одне диференцiальне
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рiвняння — рiвняння (1), яке є бездисперсiйною границею (дiйсного симе-

тричного потенцiального) рiвняння Нижника (2). Останнє рiвняння є одним

iз перших у лiтературi прикладiв iнтегровних систем з трьома незалежни-

ми змiнними. Проте бездисперсiйний аналог цього рiвняння виник лише у

2006 роцi при вивченнi зв’язкiв мiж вiдомими гiдродинамiчними ланцюж-

ками i нелiнiйними (2+1)–вимiрними системами. Зазначимо, що коректний

i вичерпний класичний симетрiйний аналiз цього аналога вперше виконано

саме у роботi дисертантки.

Тому, без сумнiву, тема дисертацiйної роботи Вiннiченко О.О. «Geometric

and algebraic properties of dispersionless Nizhnik equation» є вельми актуаль-

ною. Зазначимо також, що у цiй роботi продовжено дослiдження з акту-

альних питань сучасної математичної фiзики представникiв школи симе-

трiйного аналiзу Iнституту математики НАН України, яка має мiжнародне

визнання.

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота написана англiйською мо-

вою. Дисертацiя складається зi вступу, двох роздiлiв, висновкiв, списку ви-

користаної лiтератури, що мiстить 132 найменування, додатка, в якому на-

ведено список публiкацiй дисертантки i описано апробацiю результатiв ди-

сертацiї. На початку дисертацiї подано анотацiї українською i англiйською

мовами, список публiкацiй здобувачки, подяку.

Загальний обсяг дисертацiї — 171 сторiнка, з яких список використаної

лiтератури займає 15 сторiнок, а додаток — 4 сторiнки.

У вступi описано актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдження, зв’язок

з академiчними програмами, планами, темами i грантами, мету та об’єкт

дослiдження, наукову новизну i практичне значення отриманих наукових

результатiв, особистий внесок здобувача, апробацiю результатiв дисертацiї,

а також охарактеризовано публiкацiї дисертантки, структуру i об’єм дисер-

тацiї.

У першому роздiлi дисертацiї дослiджено лiївськi i загальнi точковi си-

метрiї бездисперсiйного рiвняння Нижника (1), його представлення Лакса

та бездисперсiйного вiдповiдника симетричної системи Нижника. Зокрема,
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знайдено їх максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi i максимальну ал-

гебру контактних симетрiй дослiджуваного рiвняння.

Застосовуючи оригiнальну версiю алгебраїчного методу на основi мегаiде-

алiв, обчислено їх псевдогрупи точкових симетрiй i псевдогрупу контактних

симетрiй цього рiвняння.

Варто зауважити, що у дисертацiї отримано перший приклад в лiтературi,

коли необхiдна алгебраїчна умова, що є основою методу, повнiстю визначає

псевдогрупу рiвняння. Це є унiкальним явищем, оскiльки навiть вiдповiдне

представлення Лакса i бездисперсiйна симетрична система Нижника не ма-

ють цiєї властивостi. Окрiм цього, вперше застосовано версiю алгебраїчного

методу на основi мегаiдеалiв для знаходження псевдогрупи контактних си-

метрiй диференцiального рiвняння.

Перевiрено, чи скiнченновимiрнi пiдалгебри максимальної алгебри лiїв-

ської iнварiантностi бездисперсiйного рiвняння Нижника, якi виникають

природним чином у процесi обчислення псевдогрупи точкових симетрiй рiв-

няння, визначають дифеоморфiзми, що стабiлiзують цю алгебру.

Знайдено також необхiдний набiр геометричних властивостей дослiджу-

ваного рiвняння, якi виокремлюють його серед класу диференцiальних рiв-

нянь iз частинними похiдними третього порядку з трьома незалежними

змiнними.

Другий роздiл присвячено вивченню лiївських редукцiй бездисперсiйно-

го рiвняння Нижника (1) та побудовi широких сiмей його iнварiантних

розв’язкiв.

Теоретичною основою цього роздiлу є перший у лiтературi точний форма-

лiзований опис повної оптимiзованої процедури лiївської редукцiї для систем

диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними з трьома незалежними

змiнними (параграф 2.1).

Застосовуючи результати першого роздiлу, у цьому роздiлi здiйснено кла-

сифiкацiю одно- та двовимiрних пiдалгебр максимальної алгебри лiївської

iнварiантностi бездисперсiйного рiвняння Нижника (1) i одновимiрних пiд-

алгебр максимальної алгебри лiївської iнварiантностi представлення Лакса
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(параграф 2.2). Потiм побудованi пiдалгебри використанi для вичерпної кла-

сифiкацiї лiївських редукцiй рiвняння (1) (параграфи 2.4 i 2.5).

Всебiчний симетрiйний аналiз редукованих рiвнянь є ще однiєю характер-

ною особливiстю дисертацiї. Зокрема, вперше обчислено псевдогрупи точко-

вих симетрiй всiх редукованих звичайних диференцiальних рiвнянь вклю-

чно з їх дискретними точковими симетрiями i перевiрено, чи є цi симетрiї

прихованими або iндукованими. Зазначимо також, що цей аналiз редукова-

них рiвнянь є першим в лiтературi явним i систематичним дослiдженням

лiївських i загальних точкових симетрiй диференцiальних рiвнянь немакси-

мального рангу.

Широкi сiм’ї нових iнварiантних розв’язкiв рiвняння (1) побудовано у яв-

ному виглядi в термiнах елементарних функцiй, функцiй Ламберта, гiпер-

геометричних функцiй, у параметричнiй або неявнiй формах. Для iнтегру-

вання та знаходження точних розв’язкiв деяких редукованих диференцiаль-

них рiвнянь використано вiдповiднi лiївськi редукцiї представлення Лакса

рiвняння (1) (параграф 2.6).

Сiм’ї нелiївських розв’язкiв рiвняння (1), що узагальнюють деякi побу-

дованi сiм’ї нових iнварiантних розв’язкiв, знайдено за допомогою мульти-

плiкативного роздiлення змiнних (параграф 2.7). У цьому параграфi також

продемонстровано, що використання iнших методiв симетрiйного аналiзу

диференцiальних рiвнянь дозволяє побудувати ще бiльше розв’язкiв без-

дисперсiйного рiвняння Нижника (1) у замкненiй формi.

Дисертацiя Вiннiченко О.О. має теоретичний характер.

Отриманi результати є логiчно завершеними та самостiйними.

Публiкацiї та апробацiя отриманих результатiв. Результати дисер-

тацiї опублiковано у 9 наукових працях, серед яких двi статтi у високорей-

тингових мiжнародних журналах (Communications in Nonlinear Science and

Numerical Simulation (Scopus – Q1; WoS – Q1; SJR – Q1; IF – 3,4; CiteScore

– 6,8), Analysis and Mathematical Physics (Scopus – Q1; WoS – Q2; SJR – Q1;

IF – 1,4; CiteScore – 2,7)), та 7 тез доповiдей мiжнародних та всеукраїнських

конференцiй.
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Основнi результати пройшли достатню апробацiю i доповiдалися на 5 мiж-

народних i 2 всеукраїнських конференцiях, а також на наукових семiнарах.

Зауваження та побажання щодо змiсту роботи:

∙ Цiкаво було б побачити явнi формули для переходу вiд оригiнальної си-

стеми Нижника (2) до бездисперсiйного рiвняння Нижника (1), оскiль-

ки вiн є нетривiальним i його докладний опис вiдсутнiй у лiтерату-

рi. Презентацiя повного виведення рiвняння i глибший аналiз попере-

днiх робiт важливi для закрiплення прiоритету щодо цього рiвняння за

Л.П. Нижником.

∙ Авторка успiшно використала систему символьних обчислень Maple

для перевiрки отриманих розв’язкiв бездисперсiйного рiвняння Нижни-

ка, але оскiльки у багатьох випадках це технiчно складна задача, то

варто було б навести в додатках вiдповiдний програмний код i резуль-

тати його виконання. Аналогiчне зауваження можна висловити також

щодо обчислення та перевiрки максимальних алгебр лiївських симе-

трiй усiх систем диференцiальних рiвнянь, що розглядаються у данiй

дисертацiї.

∙ У дисертацiї отримано низку цiкавих результатiв щодо геометричних

та алгебраїчних властивостей бездисперсiйного рiвняння Нижника, а

також побудовано його розв’язки рiзних типiв у замкненiй формi. Во-

дночас, за виключенням декiлькох зауважень на початку першого роз-

дiлу, у роботi недостатню увагу придiлено аналiзу застосувань цього

рiвняння та фiзичнiй iнтерпретацiї отриманих розв’язкiв, хоча такий

аналiз є важливим з точки зору подальшого використання результатiв

дисертацiї.

∙ Оскiльки в дисертацiйнiй роботi наведено низку нових розв’язкiв для

бездисперсiйного рiвняння Нижника, то варто було б дослiдити їх якi-

сну поведiнку, а також для наведених розв’язкiв було б корисно додати

їх графiчну вiзуалiзацiю. Крiм того, в роботi варто було б видiлити ста-

цiонарнi та нестацiонарнi розв’язки, оскiльки така класифiкацiя може
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бути корисна при вивченнi властивостей вiдповiдних розв’язкiв та їх

рiзноманiтних застосувань.

Проте висловленi зауваження не впливають на загальну високу оцiнку

дисертацiйної роботи Вiннiченко О.О.

Дисертацiя та публiкацiї, у яких висвiтлено науковi результати Вiннiчен-

ко О.О., не мiстять порушення академiчної доброчесностi.

Дисертацiйна робота Вiннiченко О.О. на тему «Geometric and algebraic

properties of dispersionless Nizhnik equation», виконана на високому науко-

вому рiвнi. Отриманi в нiй науковi результати є новими, достовiрними та

мають важливе теоретичне значення для вивчення рiзних нелiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь математичної i теоретичної фiзики.

Дана робота вiдповiдає усiм вимогам щодо оформлення дисертацiї, якi за-

твердженi наказом Мiнiстерства освiти i науки України вiд 12 сiчня 2017 ро-

ку, № 40.

Враховуючи зазначене вище, вважаю, що дисертацiйне дослiдження Вiн-

нiченко О.О. на тему «Geometric and algebraic properties of dispersionless Ni-

zhnik equation», та науковi публiкацiї, в яких представлено результати цього

дослiдження, вiдповiдають компетентностям спецiальностi 111 Математика

та вимогам «Про затвердження Порядку присудження ступеня доктора фi-

лософiї та скасування рiшення разової спецiалiзованої вченої ради закладу

вищої освiти, наукової установи про присудження ступеня доктора фiлосо-

фiї», вiд 12 сiчня 2022 року, № 44, а її авторка, ВIННIЧЕНКО Олександра

Олександрiвна, заслуговує на присудження їй ступеня доктора фiлософiї.

Офiцiйний опонент

дослiдник, Iнститут Камiля Жордана,
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