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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйна робота присвячена розв’язанню важливих екс-
тремальних задач теорiї наближень у нормованих просторах на
класах функцiй однiєї та багатьох змiнних (класах Соболєва,
Нiкольського–Бєсова, а також їхнiх узагальненнях). Зокрема, в ро-
ботi розглядаються задачi про знаходження оцiнок: точних верхнiх
меж величин найкращих ортогональних тригонометричних набли-
жень функцiй зi згаданих класiв, найкращих наближень функцiй
за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу, з носiєм їх-
нього перетворення Фур’є у рiзних множинах скiнченної мiри Ле-
бега (схiдчастому гiперболiчному хрестi, 𝑑-вимiрних “паралелепiпе-
дах”), наближень функцiй з вiдповiдних класiв їхнiми схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є, 𝑀 -вимiрного колмогоровського попе-
речника, ентропiйних чисел та iн.

Oбґрунтування вибору теми дослiдження. Теорiя набли-
ження — важливий i фундаментальний роздiл математичного аналi-
зу, виникнення якого пов’язане з роботами таких всесвiтньо вiдомих
математикiв як Жан Б. Фур’є, К. Вейєрштрасса, П. Л. Чебишова,
А. Лебега, Д. Джексона, Ш. Валле Пуссена, С. Н. Бернштейна. Ак-
туальними проблемами теорiї наближення є розв’язання широкого
кола екстремальних задач, зокрема, дослiдження питань апрокси-
мацiї класiв функцiй, як однiєї так i багатьох змiнних, рiзними мето-
дами, а також знаходження серед них оптимальних у тому чи iншо-
му сенсi. Особливе мiсце серед екстремальних проблем теорiї набли-
ження функцiй займають задачi пов’язанi з лiнiйною та нелiнiйною
апроксимацiєю функцiональних класiв. Поглиблений iнтерес в остан-
нi десятилiття до нелiнiйної апроксимацiї (зокрема, найкращих ор-
тогональних тригонометричних наближень i найкращих 𝑀 -членних
тригонометричних наближень) зумовлений, насамперед, тим, що у
багатьох випадках нелiнiйнi методи наближення виявились бiльш
ефективними у порiвняннi з лiнiйними методами. Цей напрямок
дослiджень пов’язаний з роботами Е. С. Белiнського, Р. Де Вора,
Д. Зунга, Р. С. Iсмагiлова, C.Б. Кашина, Т. Кюна, В. Є. Майоро-
ва, А.С. Романюка, А.С. Сердюка, О. I. Степанця, В. М. Темлякова,
Х. Трiбеля, Т. Ульрiха.

З середини 30-х рокiв минулого столiття одним iз важливих на-
прямкiв теорiї апроксимацiї функцiй став напрямок, пов’язаний з
дослiдженням класiв функцiй, зокрема, класiв Соболєва. Проте, як
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з’ясувалося у процесi дослiджень, шкала просторiв Соболєва не мог-
ла повнiстю охопити i вичерпно описати диференцiальнi властивостi
функцiй. Як наслiдок, для бiльш “тонкої” класифiкацiї функцiй по-
чали з’являтися i дослiджуватися новi простори як перiодичних так i
не перiодичних функцiй, зокрема, спочатку iзотропнi та анiзотропнi
простори Нiкольського, а пiзнiше вiдповiднi iзотропнi та анiзотропнi
простори Бєсова. Згодом були введенi простори Нiкольського–Бєсова
з домiнуючою мiшаною похiдною, а далi рiзнi аналоги i узагальнення
усiх вище згаданих просторiв функцiй. Крiм самостiйного iнтересу
з точки зору теорiї функцiй, дослiдження таких просторiв знахо-
дять застосування у теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними, до розв’язання крайових задач регулярних елiптичних
диференцiальних рiвнянь, обчислювальнiй математицi, фiнансовiй
математицi, передачi сигналiв, вiдтвореннi зображень та iн.

З початку 60-х рокiв XX столiття важливе мiсце в теорiї набли-
ження посiдає напрям пов’язаний з дослiдженням апроксимацiйних
характеристик класiв функцiй багатьох змiнних, який почав актив-
но розвиватися завдяки роботам К. I. Бабенка. Йому вдалося роз-
в’язати задачу А. М. Колмогорова по вiдшуканню вiдхилення фiк-
сованого класу функцiй вiд довiльного пiдпростору заданої розмiр-
ностi, а далi мiнiмiзувати це вiдхилення по усiх таких пiдпросторах.
К. I. Бабенком було встановлено, що при наближеннi класiв Соболє-
ва 𝑊 𝑟

2,𝛼(T𝑑) у метрицi простору 𝐿2(T𝑑) екстремальним пiдпросто-
ром (оптимальним у певному сенсi) є пiдпростiр тригонометричних
полiномiв з “номерами” гармонiк з множини, яка згодом отримала
назву “гiперболiчного хреста”, а вiдповiдна характеристика вiдома
як колмогоровський поперечник (𝑀 -вимiрний колмогоровський по-
перечник). Згодом наближення функцiй багатьох змiнних з класiв
Соболєва 𝑊 𝑟

2,𝛼(T𝑑), а також класiв Нiкольського–Бєсова функцiй з
домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) за допомогою тригономет-
ричних полiномiв зi спектром у гiперболiчних хрестах проводилося в
роботах Е.С. Белiнського Е.М. Галєєва, Н. С. Нiкольської, А.С. Ро-
манюка, В. М. Темлякова та багатьох iнших. Тому, на сьогоднiшнiй
день, є пiдстави стверджувати, що у багатьох важливих напрямках
теорiя наближення вiдомих класiв перiодичних функцiй як однiєї,
так i багатьох змiнних вже носить практично завершений харак-
тер, хоча, безумовно, тут ще залишаються принциповi задачi, якi
потребують свого розв’язання. Зокрема, у деяких випадках це вiд-
носиться до вiдшукання точних за порядком оцiнок таких важливих
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апроксимацiйних характеристик як ентропiйнi числа i колмогоровсь-
кi поперечники у так званих “граничних” випадках (для крайнiх зна-
чень параметрiв 1 i ∞ в означеннi класiв функцiй або метрики, в
якiй здiйснюється оцiнка похибки наближення), а саме для класiв
Нiкольського–Бєсова у рiвномiрнiй метрицi.

Для наближення неперiодичних функцiй, заданих на R𝑑, 𝑑 > 1, на
вiдмiну вiд перiодичних, де у якостi наближаючого апарату викори-
стовуються тригонометричнi полiноми рiзного вигляду, природним
апаратом наближення є цiлi функцiї експоненцiального типу. Основи
сучасної теорiї наближення цiлими функцiями експоненцiального ти-
пу закладено в роботах С. Н. Бернштейна i було розвинено Н. I. Ахiє-
зером, Н.Вiнером, М.В. Келдишем, Н. Пелi та С. М. Нiкольським.
Результати дослiджень, пов’язаних з наближенням функцiй, заданих
на дiйснiй осi, вiдображенi у вiдомих працях Н. I. Ахiєзера, I. I. Iбра-
гiмова, О. I. Степанця, О. П. Тiмана, П.Л. Бутцера i Р. Й. Нессела
та iнших. Паралельно, однак менш iнтенсивно, розвивалася теорiя
наближення функцiй i у просторi R𝑑, 𝑑 > 2. Вiдповiднi результати
у цьому напрямi наведено, зокрема, в книгах С.М. Нiкольського та
Х. Трiбеля. Окрiм цього, дослiдженню наближень функцiй однiєї та
багатьох змiнних за допомогою цiлих функцiй зi спектром на рiзних
множинах, в тому числi i схiдчастому гiперболiчному хрестi, присвя-
чена велика кiлькiсть статей, серед яких варто вiдзначити наступних
авторiв: О. В. Бєсова, C. Б. Вакарчука, Л.Д. Кудрявцева, П. I. Лiзор-
кiна, Г. Г. Магарiл-Iльяєва, С. М. Нiкольського, В. Сiкеля, О. I. Сте-
панця, В.М. Тiхомiрова, Т. Ульрiх, А. Л. Шидлiча, Х.-Ю. Шмайсcе-
ра, Wang Heping, Sun Yongsheng.

В останнi 20–30 рокiв досягнуто суттєвого прогресу у дослiдженнi
питань апроксимацiї перiодичних функцiй багатьох змiнних iз анiзо-
тропних i вiдповiдно iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова та Со-
болєва. Основнi результати щодо анiзотропних класiв Нiкольського
i Соболєва вiдображенi в монографiї В. М. Темлякова (1993). До-
слiдженню ж iзотропних класiв Бєсова, зокрема, присвяченi роботи
Р. Де Вора i В. М. Темлякова (1995), А. С. Романюка (2008, 2009). У
випадку анiзотропних класiв Бєсова перiодичних функцiй багатьох
змiнних в останнi роки ряд результатiв було отримано у роботах
В. В. Миронюка. Проте, як i у випадку iзотропних, так i анiзотроп-
них класiв Нiкольського–Бєсова неперiодичних функцiй 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) пи-
тання апроксимацiї дослiдженi значно менше i на даний час у цьому
напрямку залишається цiла низка задач, якi потребують свого роз-
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в’язання, а тому результати дисертацiйної роботи у цьому напрямку
мають безумовний науковий iнтерес.

Подальший розвиток у вивченнi просторiв Нiкольського–Бєсова
пов’язаний з дослiдженням їхнiх узагальнень. Так, одним з важ-
ливих напрямiв є узагальнення гладкостi, коли замiсть степеневої
функцiї гладкостi спочатку розглядалася функцiя, яка задовольняє
умови Барi–Стєчкiна, а згодом довiльна i не монотонна функцiя.
Проте дослiдження у значнiй мiрi були пов’язанi з доведенням тео-
рем вкладення, теорем продовження, вiдшукання слiдiв функцiй з
даних просторiв. Iнтенсивнi дослiдження рiзних апроксимацiйних
характеристик з точки зору знаходження їхнiх порядкiв для узагаль-
нених класiв типу Нiкольського–Бєсова (𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)) у перiодичному
випадку беруть свiй початок з робiт М.М. Пустовойтова (1994) i
Sun Yongsheng та Wang Heping (1997) та розвинутi у роботах великої
кiлькостi математикiв. Так, зокрема, було запропоновано розгляда-
ти наближення на множинах, якi породжуються поверхнями рiвня
функцiй Ω. Данi множини є узагальненням гiперболiчних хрестiв на
випадок довiльної функцiї Ω. Зауважимо, що пристосування вибору
наближаючого агрегату до функцiй Ω дало можливiсть вiдмовитися
вiд низки умов на саму функцiю Ω, якi необхiднi при наближеннi у
схiдчастому гiперболiчному хрестi. Однак у випадку класiв неперiо-
дичних функцiй 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) такi питання не були дослiдженi.
Аналiз лiтератури свiдчить про те, що в останнє десятилiття ве-

дуться досить iнтенсивнi дослiдження згаданих класiв функцiй та
їхнiх узагальнень в роботах китайських, нiмецьких, в’єтнамських,
казахських i українських математикiв. Констатуючи значний внесок
цих науковцiв у розвиток дослiджуваної проблематики i незважаю-
чи на значну кiлькiсть опублiкованих робiт у даних напрямках, вар-
то зазначити, що залишилися цiла низка принципових нез’ясованих
питань важливих для розвитку теорiї наближення, якi потребують
свого вирiшення.

Таким чином, з огляду на сказане вище, актуальним є дослiд-
ження рiзних апроксимацiйних характеристик, особливо для “гра-
ничних” значень деяких параметрiв або у близьких ситуацiях, класiв
Нiкольського–Бєсова перiодичних та неперiодичних функцiй з домi-
нуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) та їхнiх узагальнень

у неперiодичному випадку — 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), iзотропних та анiзотропних

класiв Нiкольського–Бєсова неперiодичних функцiй — 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), а та-
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кож класiв Соболєва перiодичних функцiй — 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑).

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту мате-
матики НАН України згiдно з науково-дослiдними темами “Апрок-
симативнi та структурнi характеристики функцiональних множин”,
номер державної реєстрацiї 0111U002079; “Розробка методiв матема-
тичного моделювання та теорiї наближень для розв’язання актуаль-
них проблем сучасного природознавства”, номер державної реєстра-
цiї 0112U002322; “Еволюцiйнi крайовi задачi й апроксимативнi вла-
стивостi функцiональних множин та їх застосування”, номер дер-
жавної реєстрацiї 0118U005389; “Апроксимацiйнi характеристики та
структурнi властивостi функцiональних множин”, номер державної
реєстрацiї 0116U003102; “Iнновацiйнi методи у теорiї диференцiаль-
них рiвнянь, обчислювальнiй математицi та математичному моде-
люваннi”, номер державної реєстрацiї 0122U000670; “Дослiдження
структурних та апроксимацiйних властивостей функцiональних мно-
жин”, номер державної реєстрацiї 0121U100477.

Мета i завдання дослiдження. Основною метою роботи є ство-
рення нових i вдосконалення вiдомих методiв розв’язання екстре-
мальних задач теорiї апроксимацiї, а саме методiв для знаходження
точних за порядком оцiнок лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї важ-
ливих функцiональних класiв у нормованих просторах.

Об’єктом дослiдження є класи функцiй однiєї та багатьох дiйс-
них змiнних, що належать вiдповiдним нормованим просторам: кла-
си перiодичних та неперiодичних функцiй з домiнуючою мiшаною
похiдною; класи Соболєва перiодичних функцiй; iзотропнi та анiзо-
тропнi класи Нiкольського–Бєсова неперiодичних функцiй; класи
неперiодичних функцiй, що є узагальненням класiв з домiнуючою
мiшаною похiдною. Також у дисертацiйнiй роботi дослiджуються
аналоги перiодичних сум Валле Пуссена та лiнiйнi оператори, якi
реалiзують порядковi значення найкращих наближень.

Предметом дослiдження даної роботи є апроксимацiйнi харак-
теристики класiв функцiй однiєї та багатьох змiнних у нормованих
просторах функцiй, що визначенi в R𝑑 i T𝑑, оцiнки норм аналогiв пе-
рiодичних сум Валле Пуссена. Дослiджуються величини найкращого
наближення класiв функцiй за допомогою цiлих функцiй експонен-
цiального типу, з носiєм їхнього перетворення Фур’є у рiзних множи-
нах скiнченної мiри Лебега, зокрема, у схiдчастому гiперболiчному
хрестi, 𝑀 -вимiрний колмогоровський поперечник, ентропiйнi числа,
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найкращi ортогональнi тригонометричнi наближення, наближення
схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є, ортопоперечники.

Завдання дослiдження:
∙ Знайти точнi за порядком оцiнки наближення класiв функцiй з
домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, за допомогою
цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього перетворен-
ня Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi в метрицi простору
Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞.
∙ Для функцiй з класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) знайти точнi за порядком оцiнки
наближення за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу
з носiями їхнього перетворення Фур’є зосередженим на множинах
лебегова мiра яких є скiнченною при деяких значеннях параметрiв.
∙ Отримати порядковi оцiнки ентропiйних чисел та 𝑀 -вимiрного
колмогоровського поперечника класiв перiодичних функцiй з домi-
нуючою мiшаною гладкiстю 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, у метрицi простору
квазiнеперервних функцiй 𝑄𝐶(T𝑑).
∙ Встановити точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних
тригонометричних наближень класiв 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у про-
сторi 𝐵∞,1(T𝑑), 𝑑 > 1. У багатовимiрному випадку, 𝑑 > 2, встановити
точнi за порядком оцiнки наближень класiв функцiй 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑) їхнi-
ми схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є у цьому ж просторi, а
також знайти порядки ортопоперечникiв.
∙ Одержати точнi за порядком оцiнки ортопоперечникiв i близьких
до них апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) та
класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних у
просторi 𝐵1,1(T𝑑).
∙ Дослiдити норми лiнiйних операторiв, якi реалiзують порядко-
вi значення найкращого наближення класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi
𝐵1,1(T𝑑) за допомогою тригонометричних полiномiв з “номерами”
гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв.
∙ Встановити точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з уза-
гальнених класiв iз домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за до-
помогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього пе-
ретворення Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями рiвня
функцiї Ω(𝑡) у метрицi просторiв Лебега.
∙ Знайти точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз класiв
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй метрицi за допомогою цiлих функцiй експо-

ненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдча-
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стому гiперболiчному хрестi.
∙ Одержати точнi за порядком оцiнки величини наближення функ-
цiй iз класiв 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у просторi 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цiлих функ-
цiй спецiального вигляду при деяких спiввiдношеннях мiж парамет-
рами 𝑝 i 𝑞.
∙ Встановити точнi за порядком оцiнки наближення функцiй ба-
гатьох змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова сумами ти-
пу Валле Пуссена у рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках.
∙ Знайти точнi за порядком оцiнки наближення функцiй багатьох
змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) у метрицi
простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiаль-
ного типу з певними обмеженнями на їхнiй спектр.
∙ Для функцiй багатьох змiнних iз анiзотропних класiв
Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) встановити точнi за порядком
оцiнки найкращого наближення за допомогою цiлих функцiй з
носiями їхнього перетворення Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”
у метрицi просторiв Лебега та одержати точнi за порядком оцiнки
вiдхилення функцiй з даних класiв вiд їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла
Фур’є у рiвномiрнiй метрицi.

Методи дослiдження. У роботi використано сучаснi методи ма-
тематичного та функцiонального аналiзу, теорiї функцiй багатьох
змiнних, теорiї наближень, загальнi методи розв’язування екстре-
мальних задач теорiї функцiй, зокрема, методи дискретизацiї та де-
композицiї, вiдповiдним чином розвинутi, модифiкованi або вдоско-
наленi у залежностi вiд поставлених завдань.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi резуль-
тати, якi визначають наукову новизну та виносяться на захист, є
новими i полягають у такому:
∙ Встановлено новi оцiнки норми “блокiв” Валле Пуссена, якi є ана-
логами сум Валле Пуссена перiодичних функцiй багатьох змiнних, у
просторi Лебега.
∙ Одержано точнi за порядком оцiнки наближення класiв функцiй
з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, у просторi
Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞, за допомогою цiлих функцiй експонен-
цiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому
гiперболiчному хрестi.
∙ Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з
класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, за допомогою цiлих функцiй експо-
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ненцiального типу зi спектром зосередженим на множинах лебегова
мiра яких є скiнченною i похибка наближення оцiнюється у рiвно-
мiрнiй метрицi.
∙ Для функцiй з класiв 𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(R𝑑) знайдено точнi за порядком оцiн-
ки наближення у просторi 𝐿2(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експо-
ненцiального типу зi спектром зосередженим на множинах лебегова
мiра яких є скiнченною. Встановлено, що у деяких випадках такого
роду наближення мають переваги у порiвняннi з наближенням цих
класiв за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiя-
ми їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi.
∙ Отримано порядковi оцiнки ентропiйних чисел класiв функцiй
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, з домiнуючою мiшаною гладкiстю у просторi ква-

зiнеперервних функцiй 𝑄𝐶(T𝑑). Показано, що при 2 6 𝑝 6 ∞,
2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1

2 оцiнка вiдповiдної асимптотичної характеристики
є точною за порядком.
∙ Для класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, у метрицi простору квазiнеперервних
функцiй 𝑄𝐶(T𝑑) за рахунок модифiкацiї та вдосконалення методу
дискретизацiї знайдено точну за порядком оцiнку для 𝑀 -вимiрного
колмогоровського поперечника у випадку 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞,
𝑟1 > 1

2 та встановлено оцiнку зверху для деяких iнших спiввiдношень
мiж параметрами 𝑝 та 𝜃.
∙ Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних
тригонометричних наближень класiв 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у про-
сторi 𝐵∞,1(T𝑑), 𝑑 > 1. У випадку 𝑑 > 2 встановлено точнi за поряд-
ком оцiнки наближень класiв функцiй 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑) їхнiми схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є у просторi 𝐵∞,1(T𝑑), а також порядки
ортопоперечникiв у цьому ж просторi. У деяких випадках дослiд-
жено поведiнку вiдповiдних апроксимацiйних характеристик класiв
Соболєва 𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑) при 𝑑 ∈ {1, 2}.
∙ Одержано точнi за порядком оцiнки ортопоперечникiв i близьких
до них апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) та
класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних у
просторi 𝐵1,1(T𝑑).
∙ Встановлено, що у багатовимiрному випадку, на противагу одно-
вимiрному, послiдовнiсть норм лiнiйних операторiв, якi реалiзують
порядковi значення найкращого наближення класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у про-
сторi 𝐵1,1(T𝑑) за допомогою тригонометричних полiномiв з “номера-
ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, є необмеженою.
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∙ Встановлено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з
узагальнених класiв з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за
допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхньо-
го перетворення Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями
рiвня функцiї Ω(𝑡) у випадку, коли похибка наближення оцiнюється
у просторi 𝐿𝑞(R𝑑), а параметри 𝑝 та 𝑞 задовольняють спiввiдношен-
ням 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞ i 1 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞.
∙ Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз класiв
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй метрицi за допомогою цiлих функцiй експо-

ненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдча-
стому гiперболiчному хрестi.
∙ Одержано точнi за порядком оцiнки величини наближення функ-
цiй iз класiв 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй зi спектром на
множинах скiнченної мiри у просторi 𝐿𝑞(R𝑑) при деяких спiввiдно-
шеннях мiж параметрами 𝑝 i 𝑞, а саме: 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞; 1 < 𝑝 = 𝑞 6 2;
1 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞. При цьому встановлено, що у деяких ситу-
ацiях величина 𝑒F𝑀

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i величина найкращого набли-
ження функцiй iз даних класiв за допомогою цiлих функцiй з носiєм
їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi —
ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

мають рiзнi порядки.
∙ Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй ба-
гатьох змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова сумами ти-
пу Валле Пуссена у рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках.
∙ Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй ба-
гатьох змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) у
просторi Лебега 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiаль-
ного типу з певними обмеженнями на їхнiй спектр.
∙ Для функцiй багатьох змiнних iз анiзотропних класiв
Нiкольського–Бєсова встановлено точнi за порядком оцiнки
найкращого наближення за допомогою цiлих функцiй з носiями
їхнього перетворення Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”, похиб-
ка наближення при цьому вимiрюється у просторi Лебега 𝐿𝑝(R𝑑),
1 < 𝑝 < ∞. Також для даних класiв функцiй одержано точнi за
порядком оцiнки вiдхилення функцiй вiд їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла
Фур’є у рiвномiрнiй метрицi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить теоретичний характер. Отриманi результати i розви-
ненi в нiй методи можуть знайти практичне застосування у подаль-
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ших дослiдженнях екстремальних задач теорiї наближення функцiй
дiйсної i комплексної змiнних та функцiональному аналiзi, а також
вони можуть бути використанi в теоретичних дослiдженнях i у де-
яких iнших галузях науки i технiки, зокрема, математичнiй фiзицi,
обчислювальнiй математицi, фiнансовiй математицi.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться
на захист, одержано здобувачем самостiйно. У статтях, якi опублiко-
вано разом iз iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.

У роботах [1 – 4] –– визначення напрямку дослiджень, обговорен-
ня результатiв, контроль якостi викладення результатiв належить
науковому консультанту А. С. Романюку, перевiрка основних гiпотез
i детальне доведення тверджень належить здобувачевi.

У статтi [6] спiвавторка О.Я. Радченко незалежно виконувала
комп’ютернi обчислення для перевiрки лем 1 та 2, а у роботi [5] спi-
вавторцi належить перевiрка результатiв теореми 4. Постановка за-
дач у цих роботах, вибiр методiв їхнього розв’язання й доведення
результатiв належать здобувачевi.

У спiльних з С. А. Стасюком роботах [9, 12] внесок ав-
торiв рiвноцiнний. Результати робiт включенi С.А. Стасю-
ком у дисертацiю на здобуття наукового ступеня докто-
ра фiзико-математичних наук “Апроксимацiйнi характери-
стики класiв гладких функцiй однiєї та багатьох змiнних”
(https://www.imath.kiev.ua/zahyst/?n=anons&id=173).

У спiльнiй з В. В. Миронюком роботi [16] внесок авторiв рiвноцiн-
ний. Результати роботи включенi В. В. Миронюком у дисертацiю на
здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук
“Апроксимативнi характеристики класiв функцiй багатьох змiнних”.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи були
представленi, доповiдалися i обговорювалися на: Мiжнароднiй ма-
тематичнiй конференцiї “Боголюбовськi читання DIF–2013. Дифе-
ренцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування” з нагоди
75–рiччя з дня народження академiка А. М. Самойленка, Севасто-
поль, 23 – 30 червня 2013 року; Мiжнароднiй математичнiй конфе-
ренцiї “Диференцiальнi рiвняння, обчислювальна математика, тео-
рiя функцiй та математичнi методи механiки” до 100-рiччя вiд дня
народження члена-кореспондента НАН України Положого Георгiя
Миколайовича, 23 – 24 квiтня 2014 р., Київ; Мiжнароднiй матема-
тичнiй конференцiї “Крайовi задачi, теорiя функцiй та їх застосуван-
ня” присвяченiй 60-рiччю В. I. Рукасова (1953 – 2009), 21 – 24 травня
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2014 р., Слов’янськ; IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї присвя-
ченiй 135 рiчницi вiд дня народження Ганса Гана. 30 червня – 5 лип-
ня 2014 р., Чернiвцi; Mecklenburg Workshop “Approximation Methods
and Function Spaces”, Hasenwinkel, Germany, March 16 – 20, 2015; Мiж-
народнiй конференцiї молодих математикiв. 3 – 6 червня 2015 р.,
Київ, Україна; Third conference “Mathematics for Life Sciences”. Rivne,
September 15 – 19, 2015; II Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Тео-
рiя наближень i її застосування”. Днiпропетровськ (Україна) 8 – 11
жовтня 2015 р.; AMMODIT and final EUMLS Workshop “Mathematics
for Life Sciences”, Hasenwinkel, Germany, March 07 – 11, 2016; Конфе-
ренцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читання — 2016”, Львiв,
25 – 27 травня 2016 року; Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя набли-
ження функцiй та її застосування”, присвяченiй 75-рiччю з дня на-
родження члена-кореспондента НАН України, професора О. I. Сте-
панця, Слов’янськ, 28 травня – 3 червня 2017 року; Мiжнароднiй
конференцiї молодих математикiв, присвяченiй 100-рiччю з дня на-
родження академiка НАН України Ю. О. Митропольського, Київ,
7 – 10 червня 2017 року; Мiжнароднiй конференцiї молодих мате-
матикiв, Київ, 6 – 8 червня 2019 року; Мiжнароднiй конференцiя
“Функцiональнi методи в теорiї наближень, диференцiальних рiв-
няннях та обчислювальнiй математицi IV”, присвяченiй 100-рiччю
з дня народження В. К. Дзядика (1919–1998), Свiтязь (Волинсь-
ка обл.), 20 – 26 червня 2019 року; Всеукраїнськiй науковiй кон-
ференцiї “Теорiя наближень i її застосування” з нагоди 70-рiччя
Владислава Федоровича Бабенка, Днiпро, Україна, 3 – 5 жовтня
2019 р.; Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Теорiя наближень i
її застосування” присвяченiй 100-рiччю з дня народження Мико-
ли Павловича Корнєйчука, Днiпро, Україна, 16 – 19 жовтня 2020
р.; International Online Workshop on Approximation Theory, March
19 – 21, 2021, Ivano-Frankivsk; International Conference Mathematical
Analysis, Differential Equation and Applications (MADEA–9), Kyrgyz–
Turkish Manas University, Bishkek, Kyrgyz Republic, June 21 – 25, 2021;
The International Online Conference “Current Trends in Abstract and
Applied Analysis”, May 12 – 15, 2022, Ivano-Frankivsk, Ukraine; Кон-
ференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читання — 2022”, 25 – 27
травня 2022 р., Львiв; Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя наближен-
ня функцiй та її застосування”, присвяченiй 80-рiччю з дня народ-
ження члена–кореспондента НАН України, професора О. I. Степан-
ця (1942–2007), 6 – 10 червня 2022 р., Луцьк, Україна; International
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Workshop “Current Trends in Analysis and Approximation Theory”, July
18, 2023, the International Telematic University UNINETTUNO, Roma,
Italy; Workshop “From Modeling and Analysis to Approximation and
Fast Algorithms”, Hasenwinkel, Germany, September 02 – 06, 2023; засi-
даннях Вченої ради Iнституту математики НАН України; семiнарах
вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України, керiв-
ник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, проф. А. С. Романюк; семi-
нарi Iнституту математики НАН України, керiвники семiнару – чл.-
кор. НАН України С. I. Максименко, доктор фiз.-мат. наук, проф.
А. Ю. Пилипенко; семiнарi Iнституту математики Унiверситету м.
Любек, Нiмеччина, керiвник семiнару – проф. Ю. Престiн; cемi-
нарi кафедри математичного аналiзу та оптимiзацiї Днiпровського
нацiонального унiверситету iменi Олеся Гончара, керiвник семiна-
ру – доктор фiз.-мат. наук, проф. Н.В. Парфiнович; cемiнарi “Сучас-
ний аналiз” в Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса
Шевченка, керiвники семiнару – чл.-кор. НАН України I.О. Шев-
чук, доктор фiз.-мат. наук, проф. О. О. Курченко, доктор фiз.-мат.
наук, проф. В. М. Радченко; семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй
Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка, керiв-
ник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, проф. О. Б. Скаскiв; семiнарах
молодих вчених Iнституту математики НАН України.

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 39 наукових пуб-
лiкацiях, з них 17 — статтi у наукових виданнях, внесених до пе-
релiку наукових фахових видань України та закордонних виданнях,
а також 22 публiкацiї у тезах доповiдей i матерiалах мiжнародних
та вiтчизняних конференцiй. Статтi [1 –13, 15] проiндексованi у мiж-
народних наукометричних базах Scopus або Web of Science, стаття
[16] проiндексована у наукометричнiй базi MathSciNet. Статтi [1, 5,
7] опублiкованi у виданнi з квартиля Q2 вiдповiдно до класифiкацiї
SCImago Journal and Country Rank, статтi [2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 11, 13,
15] у виданнях з квартиля Q3, стаття [12] у виданнi з квартиля Q4.
Вiдповiдно до п. 2 Наказу № 1220 МОН України вiд 23.09.2019 вка-
занi 17 статей зараховуються як 33 науковi публiкацiї. Публiкацiї [7,
8, 10, 11, 13, 14, 15, 17] одноосiбнi.

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з пе-
релiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку
використаних джерел, що мiстить 249 найменувань та додатку зi
списком публiкацiй i апробацiєю результатiв. Повний обсяг роботи
становить 312 сторiнок друкованого тексту iз них список використа-
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них джерел мiститься на 28 сторiнках, а додаток — на 11 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ
У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, проаналiзовано сучас-

ний стан розглянутих у дисертацiї проблем, сформульовано задачi
дослiдження й коротко описанi основнi результати, якi визначають
наукову новизну й виносяться на захист. Основну частину роботи
складають п’ять роздiлiв.

У першому роздiлi означено основнi класи функцiй, дослiд-
женню яких присвячена робота, зокрема, класи перiодичних та
неперiодичних функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑),
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) та їхнiх узагальнень у неперiодичному випадку —

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), iзотропних та анiзотропних класiв Нiкольського–Бєсова

неперiодичних функцiй — 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), класи Соболєва перiодичних

функцiй — 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑); апроксимацiйнi характеристики, а також на-

ведено коротку iсторичну довiдку та огляд вiдомих результатiв.
Другий роздiл дисертацiї присвячено вивченню наближення

класiв функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у мет-

рицi простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експонен-
цiального типу.

Нехай R𝑑 — 𝑑-вимiрний евклiдiв простiр з елементами
𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑 i (𝑥,𝑦) = 𝑥1𝑦1 + . . . + 𝑥𝑑𝑦𝑑. Нехай 𝐿𝑞(R𝑑),
1 6 𝑞 6 ∞, — простiр вимiрних на R𝑑 функцiй 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑)
зi скiнченною нормою

‖𝑓‖𝐿𝑞(R𝑑) :=

⎛⎝∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑞

, 1 6 𝑞 < ∞, (1)

‖𝑓‖𝐿∞(R𝑑) := ess sup
𝑥∈R𝑑

|𝑓(𝑥)|. (2)

Тепер дамо означення просторiв Нiкольського–Бєсова функцiй
мiшаної гладкостi 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) опосередковано через так зване деком-
позицiйне представлення елементiв цих просторiв. Уперше декомпо-
зицiйне представлення та вiдповiдне йому нормування з’явилося у
роботi С. М. Нiкольського та П. I. Лiзоркiна1 i, як з’ясувалося пiзнi-

1Лизоркин П.И., Никольский С.М. Пространства функций смешанной глад-
кости с декомпозиционной точки зрения. Тр. Мат. ин-та АН СССР 1989, 187,
143 – 161.
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ше, вiдiграло ключову роль у дослiдженнях, якi пов’язанi з апрокси-
мацiєю класiв функцiй. Це представлення iстотно використовується
при доведеннi одержаних результатiв i базується на поняттi перетво-
рення Фур’є, яке означається з використанням теорiї узагальнених
функцiй. Зазначимо, що теорiя перетворення Фур’є є потужним iн-
струментом для дослiдження функцiональних просторiв, зокрема, i
просторiв Нiкольського–Бєсова.

Для 𝑠 ∈ Z𝑑
+ розглянемо множину

𝑄*
2𝑠 =

{︁
𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑑) : 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1 6 |𝜆𝑗 | < 2𝑠𝑗 , 𝜆𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑
}︁
,

(3)
де 𝜂(0) = 0 i 𝜂(𝑡) = 1, 𝑡 > 0. Нехай 𝐴 ⊂ R𝑑 — деяка вимiрна мно-
жина, 𝜒

𝐴
— характеристична функцiя множини 𝐴. Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑),

1 < 𝑝 < ∞, коректно визначена i належить до 𝐿𝑝(R𝑑) функцiя

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥) = F−1(𝜒𝑄*
2𝑠

· F𝑓).

Тодi простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟 > 0, можна

означити таким чином:

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) < ∞
}︁
,

де

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠>0

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

(4)

при 1 6 𝜃 < ∞ i

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≡ ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝𝐻(R𝑑) ≍ sup
𝑠>0

2(𝑠,𝑟)‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (5)

Тут i далi по тексту для додатних величин 𝐴 i 𝐵 використовує-
мо запис 𝐴 ≍ 𝐵, який означає, що iснують такi додатнi сталi 𝐶1

i 𝐶2, якi не залежать вiд одного iстотного параметра у величинах
𝐴 i 𝐵 (наприклад, у спiввiдношеннях (4) i (5) — вiд функцiї 𝑓),
що 𝐶1𝐴 6 𝐵 6 𝐶2𝐴. Якщо тiльки 𝐵 6 𝐶2𝐴

(︀
𝐵 > 𝐶1𝐴

)︀
, то пише-

мо 𝐵 ≪ 𝐴
(︀
𝐵 ≫ 𝐴

)︀
.

Видозмiнивши 𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), наприклад, по типу Валле Пуссена —
𝐴*

𝑠(𝑓,𝑥), норму функцiй з просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) можна означити i у

випадку 1 6 𝑝 6 ∞.
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У подальшому будемо вважати, що координати вектора 𝑟 =
= (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑), що входить в означення просторiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), впоряд-
кованi таким чином: 0 < 𝑟1 = 𝑟2 = . . . = 𝑟𝜈 < 𝑟𝜈+1 6 . . . 6 𝑟𝑑.
Також вектору 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑) поставимо у вiдповiднiсть вектор
𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑑), 𝛾𝑗 =

𝑟𝑗
𝑟1

, 𝑗 = 1, 𝑑, а вектору 𝛾, в свою чергу, —
вектор 𝛾′, де 𝛾′

𝑗 = 𝛾𝑗 при 𝑗 = 1, 𝜈 i 1 < 𝛾′
𝑗 < 𝛾𝑗 при 𝑗 = 𝜈 + 1, 𝑑.

Пiд класом 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), як i в усiх розглядуваних випадках, будемо

розумiти множину функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) для яких ‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) 6 1.

Перейдемо до означення апроксимацiйних характеристик, якi до-
слiджуються у дисертацiйнiй роботi та, зокрема, її другому роздiлi.

Нехай ℒ ⊂ Z𝑑
+ — деяка скiнченна множина. Покладемо

𝑄(ℒ) :=
⋃︁
𝑠∈ℒ

𝑄*
2𝑠 , 𝐺

(︀
𝑄(ℒ)

)︀
:=
{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) : suppF𝑓 ⊆ 𝑄(ℒ)

}︁
,

де елементи множини 𝐺
(︀
𝑄(ℒ)

)︀
є цiлi функцiї експоненцiального ти-

пу, носiй перетворення Фур’є яких мiститься на множинi 𝑄(ℒ).
Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, означимо величину

𝐸𝑄(ℒ)

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= inf
𝑔∈𝐺(𝑄(ℒ))

‖𝑓(·) − 𝑔(·)‖𝐿𝑞(R𝑑), (6)

яка називається найкращим наближенням функцiї 𝑓 цiлими функ-
цiями експоненцiального типу з множини 𝐺

(︀
𝑄(ℒ)

)︀
.

Якщо 𝐹 ⊂ 𝐿𝑞(R𝑑) — деякий функцiональний клас, то покладемо

𝐸𝑄(ℒ)

(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝐹

𝐸𝑄(ℒ)

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

(7)

i вiдповiдно величина 𝐸𝑄(ℒ)

(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

— найкраще наближення класу
𝐹 цiлими функцiями експоненцiального типу з множини 𝐺

(︀
𝑄(ℒ)

)︀
.

Далi для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, розглянемо функцiю вигляду

𝑆𝑄(ℒ)(𝑓,𝑥) =
∑︁
𝑠∈ℒ

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), 𝑥 ∈ R𝑑

i означимо

ℰ𝑄(ℒ)

(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝐹

‖𝑓(·) − 𝑆𝑄(ℒ)(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑). (8)
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У залежностi вiд вибору елементiв множини ℒ i вiдповiдно побу-
дови множини 𝑄(ℒ) у дисертацiйнiй роботi розглядається декiлька
апроксимацiйних характеристик вигляду (7) i (8).

Однiєю з множин, яка вiдiграє важливе значення у теорiї набли-
ження класiв функцiй 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), як уже зазначалося, є схiдчастий
гiперболiчний хрест, який в R𝑑 означається таким чином:

𝑄̃𝛾
𝑛 =

⋃︁
(𝑠,𝛾)6𝑛

𝑄*
2𝑠 ,

тобто ℒ = {𝑠 : (𝑠,𝛾) 6 𝑛} i при цьому mes 𝑄̃𝛾
𝑛 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

У пiдроздiлi 2.2 одержано точнi за порядком оцiнки наближення
функцiй з класiв 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експонен-
цiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому
гiперболiчному хрестi у метрицi простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞.
Одним з основних результатi даного пiдроздiлу є така теорема.

Теорема 2.10. Нехай 1 < 𝑞 < ∞ i 𝑟1 > 1 − 1
𝑞 . Тодi для 1 6 𝜃 6 ∞

мають мiсце порядковi спiввiдношення

𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1−1+ 1
𝑞 )𝑛

(𝜈−1)( 1
𝑞−

1
𝜃 )

+ ,

де 𝑎+ = max{𝑎; 0}.

Точнi за порядком оцiнки величини (7) для класiв Нiкольського
𝑆𝑟
1𝐻(R𝑑), тобто у випадку 𝜃 = ∞, у метрицi простору 𝐿𝑞(R𝑑) при

1 6 𝑞 < ∞ встановлено Wang Heping та Sun Youngsheng2. Заува-
жимо, що методи, якi використовувалися для встановлення оцiнок у
теоремi 2.10 при 𝜃 = ∞, вiдрiзняються вiд методiв, якi застосовували
Wang Heping та Sun Youngsheng.

Крiм того зауважимо, що основою для одержання цих оцiнок слу-
гували встановленi оцiнки норми “блокiв” Валле Пуссена (Леми 2.5,
2.6, 2.7), якi є аналогами сум Валле Пуссена перiодичних функцiй
багатьох змiнних, i вiдiграли ключову роль при побудовi екстремаль-
них функцiй, що реалiзують оцiнки знизу вiдповiдних величин.

2Wang Heping, Sun Yongsheng. Approximation of functions in ̃︂𝑆𝑟
1𝐿, 𝑆𝑟

1𝐻 by entire
functions. Approx. Theory and its Appl. 1999, 11 (4), 88 – 93.
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У пiдроздiлi 2.3 знайдено точнi за порядком оцiнки величини (8)
для функцiй з класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, у рiвномiрнiй метрицi
(теорема 2.15).

У пiдроздiлi 2.4 дослiджується наближення функцiй з класiв
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу зi

спектром спецiального вигляду. Дамо означення вiдповiдної апрок-
симацiйної характеристики.

Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, 𝑀 ∈ N, покладемо

𝑒F𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓(·) − 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ,

𝑆M(𝑓,𝑥) =
∑︁
𝑠∈ℒ

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥).

Тобто у якостi множини 𝑄(ℒ) вибираємо множину
M = M(ℒ) =

⋃︀
𝑠∈ℒ 𝑄*

2𝑠 , mes M 6 𝑀 .
Зауважимо, що 𝑆M(𝑓,𝑥) є цiлою функцiєю, яка належить про-

стору 𝐿𝑞(R𝑑) i supp𝑆M(𝑓, 𝑥) ⊆ M.
Для 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ⊂ 𝐿𝑞(R𝑑) позначимо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

𝑒F𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (9)

Безпосередньо з означення апроксимацiйних характеристик (8) i
(9) маємо, що у випадку mes 𝑄̃𝛾

𝑛 ≍ mes M

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≪ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

.

Теорема 2.20. Нехай 𝑟1 > 1, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при 𝑑 > 2 виконуєть-
ся порядкова оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1 𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝜈−1 𝑀

)︀1− 1
𝜃 .

Зауважимо, що вiдповiдне твердження встановлено i в однови-
мiрному випадку (Теорема 2.19).

Теорема 2.21. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟1 > 1
𝑝 , 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑑 > 1. Тодi

має мiсце оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1 𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝
(︀

log𝜈−1 𝑀
)︀1− 1

𝜃 .
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Результати теореми 2.19–2.21 є новими i для класiв Нiкольського
𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑), 𝑑 > 1. Окрiм того, оцiнка величини 𝑒F𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) у

вiдповiдних результатах не залежить вiд параметра 𝜃 на вiдмiну вiд
випадку 𝑑 > 2.

Порiвнюючи порядковi оцiнки величини ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

,
1 6 𝑝 < ∞, 𝑑 > 1 (теореми 2.8 i 2.15), з оцiнками з теорем 2.20,
2.21, за вiдповiдних умов на параметри для всiх їхнiх значень, роби-
мо висновок, що

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

, 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1.

Також у пiдроздiлi 2.4 знайдено точнi за порядком оцiнки да-
ної величини у метрицi простору 𝐿2(R𝑑) i для функцiй з класiв
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑).

Теорема 2.26. Нехай 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 0. Тодi має мiсце оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

≍ 𝑀−𝑟1
(︀

log𝜈−1 𝑀
)︀(𝑟1+ 1

2−
1
𝜃 )

+ .

Проаналiзувавши та порiвнявши результат теореми 2.26 з вiдпо-
вiдним результатом наближення функцiй з класiв 𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(R𝑑) за до-
помогою цiлих функцiй з носiєм перетворення Фур’є у схiдчастому
гiперболiчному хрестi — ℰ𝑄̃𝛾

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

, якi встановленi Sun
Yongsheng та Wang Heping3 робимо висновок, що при 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1

маємо:
– у випадку 𝑝 = 2 6 𝜃 6 ∞ величини 𝑒F𝑀

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

i
ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

спiвпадають за порядком;

– у випадку 1 6 𝜃 < 2 = 𝑝 оцiнки величин 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

i
ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

вiдрiзняються за порядком:
∙ якщо 0 < 𝑟1 < 1

𝜃 − 1
2 , то має мiсце спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

≍ ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

𝑛−(𝜈−1)𝑟1 ;

∙ якщо 𝑟1 > 1
𝜃 − 1

2 , то має мiсце спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

≍ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

𝑛−(𝜈−1)( 1
𝜃−

1
2 ).

3Wang Heping, Sun Yongsheng. Approximation of multivariate functions with
certain mixed smoothness by entire functions. Northeast. Math. J. 1995, 11 (4),
454 – 466.
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Як видно з наведеного порiвняння, оцiнки вказаних величин на
класах Нiкольського 𝑆𝑟

2𝐻(R𝑑) у метрицi простору 𝐿2(R𝑑) збiгаються
за порядком при всiх значеннях параметра 𝑟.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню апроксима-
цiйних характеристик класiв перiодичних функцiй з домiнуючою мi-
шаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у метриках просторiв вiдмiнних вiд про-
стору Лебега 𝐿𝑞(T𝑑), 𝑞 ∈ {1,∞}, але якi тiсно пов’язанi з ним. Заува-
жимо, що данi простори функцiй означаються аналогiчно до того як
означалися простори 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), але з тiєю вiдмiннiстю, що замiсть
норм (1), (2) розглядається норма функцiй не в R𝑑, а на перiодi
0 6 𝑥𝑗 < 2𝜋, 𝑗 = 1, 𝑑, тобто у просторi 𝐿𝑞(T𝑑).

Далi будемо розглядати лише тi функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T𝑑), для яких

виконано умову
∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑑, майже скрiзь. Множину

таких функцiй позначимо 𝐿0
𝑝(T𝑑).

Для векторiв 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ N𝑑, 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) ∈ Z𝑑, покладе-
мо

𝜌(𝑠) =
{︁
𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) : 2𝑠𝑗−1 6 |𝑘𝑗 | < 2𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑

}︁
i для 𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝(T𝑑) позначимо

𝛿𝑠(𝑓,𝑥) =
∑︁

𝑘∈𝜌(𝑠)

̂︀𝑓(𝑘)𝑒𝑖(𝑘,𝑥),

де ̂︀𝑓(𝑘) =

∫︁
T𝑑

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖(𝑘,𝑡)𝑑𝑡 — коефiцiєнти Фур’є функцiї 𝑓 .

Тодi простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑),

𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑, можна означити таким чином1:

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝(T𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) < ∞

}︁
,

де

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) ≍

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑑

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(T𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

при 1 6 𝜃 < ∞ i

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(T𝑑) ≡ ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑) ≍ sup
𝑠∈N𝑑

2(𝑠,𝑟)‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑).
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Зазначимо, що видозмiнивши “блоки” 𝛿𝑠(𝑓,𝑥) (по типу Валле Пус-
сена), наведене означення просторiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) можна поширити та-
кож i на крайнi значення 𝑝 ∈ {1,∞}.

Наведемо також означення класiв Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑).

Нехай 𝐹𝑟(𝑥,𝛼) — багатовимiрнi аналоги ядер Бернуллi, тобто

𝐹𝑟(𝑥,𝛼) = 2𝑑
∑︁
𝑘

𝑑∏︁
𝑗=1

𝑘
−𝑟𝑗
𝑗 cos

(︁
𝑘𝑗𝑥𝑗 −

𝛼𝑗𝜋

2

)︁
, 𝑟𝑗 > 0, 𝛼𝑗 ∈ R,

i пiдсумовування проводиться по 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑), для яких 𝑘𝑗 > 0,
𝑗 = 1, 𝑑. Тодi через 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) позначимо клас функцiй 𝑓 вигляду

𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥) * 𝐹𝑟(𝑥,𝛼) = (2𝜋)−𝑑

∫︁
T𝑑

𝜙(𝑦)𝐹𝑟(𝑥− 𝑦,𝛼)𝑑𝑦,

𝜙 ∈ 𝐿𝑝(T𝑑), ‖𝜙‖𝐿𝑝(T𝑑) 6 1.

Тепер означимо апроксимацiйнi характеристики, зокрема, спо-
чатку означимо 𝑀 -вимiрний колмогоровський поперечник та ентро-
пiйнi числа.

Нехай X — нормований простiр з нормою ‖ · ‖X, L𝑀 (X) — сукуп-
нiсть пiдпросторiв у просторi X розмiрностi, що не перевищує 𝑀 i
Φ — центрально-симетрична множина в X. Тодi величина

𝑑𝑀
(︀
Φ,X

)︀
:= inf

𝐿𝑀∈L𝑀 (X)
sup
𝑓∈Φ

inf
𝑢∈𝐿𝑀

‖𝑓 − 𝑢‖X, (10)

називається 𝑀 -вимiрним колмогоровським поперечником множини
Φ у просторi X. Поперечник 𝑑𝑀

(︀
Φ,X

)︀
увiв у 1936 р. А.М. Колмо-

горов, i вiн характеризує апроксимацiйнi властивостi 𝑀 -вимiрних
пiдпросторiв.

Нехай X — банахiв простiр i 𝐵X(𝑦, 𝑅) = {𝑥 ∈ X : ‖𝑥−𝑦‖X 6 𝑅} —
куля радiуса 𝑅 з центром у точцi 𝑦.

Для компактної множини 𝐴 ⊂ X i 𝜀 > 0 позначимо її ентропiйнi
числа 𝜀𝑘(𝐴,X), якi були введенi K. Höllig в 1980 р.:

𝜀𝑘(𝐴,X) := inf
{︁
𝜀 : ∃𝑦1, . . . ,𝑦2𝑘 ∈ X : 𝐴 ⊆

2𝑘⋃︁
𝑗=1

𝐵X(𝑦𝑗 , 𝜀)
}︁
. (11)
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Дослiдження 𝑀 -вимiрних колмогоровських поперечникiв та ен-
тропiйних чисел рiзних класiв функцiй, як однiєї так i багатьох змiн-
них мають багату iсторiю та вiдображенi у працях значної кiлькостi
математикiв iз рiзних країн свiту.

У пiдроздiлах 3.2 i 3.3 знайдено оцiнки для величин (10) i (11) у
метрицi 𝑄𝐶(T𝑑)-простору квазiнеперервних функцiй, який за своїми
властивостями близький до 𝐿∞(T𝑑). Показано, що при деяких зна-
ченнях параметрiв одержанi оцiнки є точними за порядком. Важливо
зазначити, що оцiнки дослiджуваних характеристик у метрицi про-
стору 𝐿∞(T𝑑) у переважнiй бiльшостi випадкiв є вiдомими лише при
𝑑 ∈ {1, 2}.

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1(T) з рядом Фур’є

𝑓 ∼
∞∑︁
𝑠=0

𝛿𝑠(𝑓, 𝑥),

𝛿0(𝑓, 𝑥) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝛿𝑠(𝑓, 𝑥) =
∑︁

2𝑠−16|𝑘|<2𝑠

̂︀𝑓(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑠 = 1, 2, . . . ,

розглянемо величину

‖𝑓(·)‖𝑄𝐶(T) ≡
∫︁ 1

0

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=0

𝑟𝑠(𝜔)𝛿𝑠(𝑓, 𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T)

𝑑𝜔, (12)

де
{︀
𝑟𝑠(𝜔)

}︀∞
𝑠=0

— система Радемахера. Тодi простором квазiнеперерв-
них функцiй (позначення 𝑄𝐶(T)) будемо називати замикання мно-
жини тригонометричних полiномiв за нормою (12).

Простiр квазiнеперервних функцiй у багатовимiрному випадку
(𝑑 > 2) означимо таким чином:

‖𝑓‖𝑄𝐶(T𝑑) ≡
⃦⃦
‖𝑓(·,𝑥1)‖𝑄𝐶(T)

⃦⃦
𝐿∞(T𝑑−1)

, (13)

де для 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ T𝑑 покладаємо 𝑥1 = (𝑥2, . . . , 𝑥𝑑) ∈ T𝑑−1,
тобто в (13) беремо 𝑄𝐶(T)-норму за змiнною 𝑥1 i sup-норму за ре-
штою змiнних.

Основний результат пiдроздiлiв 3.2 i 3.3 можна сформулювати у
виглядi такої загальної теореми.
Теорема 3.19. При 𝑑 > 2 i 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1

2 справед-
ливi оцiнки

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≍ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≍

≍ 𝑀−𝑟1(log𝑑−1 𝑀)𝑟1+
1
2−

1
𝜃

√︀
log𝑀.
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Зазначимо, що встановленi у теоремi 3.19 точнi за порядком оцiн-
ка 𝑀 -вимiрного колмогоровського поперечника i ентропiйних чисел
у просторi 𝑄𝐶(T𝑑) поширюють на класи 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) вiдповiднi ре-
зультати для класiв Соболєва 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) та Нiкольського 𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑),

якi встановленi Б.С. Кашиним i В. М. Темляковим.
Вiдмiтимо також, що у двовимiрному випадку встановленi у тео-

ремi 3.19 оцiнки 𝑀 -вимiрного колмогоровського поперечника i ен-
тропiйних чисел класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T2), за вiдповiдних значень парамет-
рiв, спiвпадають за порядком з оцiнками у просторi 𝐿∞(T2), якi от-
римано А. С. Романюком (2019). Однак питання про порядок вели-
чин (10) i (11) класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у метрицi 𝐿∞(T𝑑) для 𝑑 > 2 залиша-
ються вiдкритими.

Пiдроздiли 3.4 – 3.6 присвяченi дослiдженню класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑),

1 6 𝑝 6 ∞, у метриках просторiв 𝐵𝑞,1(T𝑑), 𝑞 ∈ {1,∞}.
Наведемо означення норми ‖ · ‖𝐵𝑞,1(T𝑑) у пiдпросторах 𝐵𝑞,1(T𝑑),

𝑞 ∈ {1,∞}, та вiдповiдних апроксимацiйних характеристик.
Для тригонометричних полiномiв 𝑡 за кратною тригонометрич-

ною системою {𝑒𝑖(𝑘,𝑥)}𝑘∈Z𝑑 норма ‖𝑡‖𝐵𝑞,1(T𝑑), 𝑞 ∈ {1,∞}, визначаєть-
ся за формулою

‖𝑡‖𝐵𝑞,1(T𝑑) :=
∑︁
𝑠

‖𝐴𝑠(𝑡)‖𝐿𝑞(T𝑑).

Аналогiчно означається норма ‖𝑓‖𝐵𝑞,1(T𝑑), 𝑞 ∈ {1,∞}, для будь-
якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(T𝑑) такої, що ряд

∑︀
𝑠 ‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(T𝑑) збiгається.

Зазначимо, що для 𝑓 ∈ 𝐵𝑞,1(T𝑑) виконується спiввiдношення

‖𝑓‖𝐿1(T𝑑) ≪ ‖𝑓‖𝐵1,1(T𝑑), ‖𝑓‖𝐿∞(T𝑑) ≪ ‖𝑓‖𝐵∞,1(T𝑑). (14)

Зауважимо, що мотивацiєю до розгляду питань апроксимацiї
функцiональних класiв у просторах 𝐵𝑞,1(T𝑑) (далi також пишемо
𝐵𝑞,1) була та обставина, що деякi з вiдповiдних питань у просторах
𝐿1(T𝑑) i 𝐿∞(T𝑑) дотепер залишаються вiдкритими.

Далi, нехай {𝑢𝑖}𝑀𝑖=1 — ортонормована у просторi 𝐿2(T𝑑) систе-
ма функцiй 𝑢𝑖 ∈ 𝐿∞(T𝑑), 𝑖 = 1,𝑀 . Кожнiй функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(T𝑑),
1 6 𝑞 6 ∞, поставимо у вiдповiднiсть апроксимацiйний агрегат
вигляду

∑︀𝑀
𝑖=1(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖, тобто ортогональну проєкцiю функцiї 𝑓 на

пiдпростiр, породжений системою функцiй {𝑢𝑖}𝑀𝑖=1. Тут (𝑓, 𝑢𝑖) =
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= (2𝜋)−𝑑
∫︀
T𝑑(𝑥)𝑢𝑖(𝑥)𝑑𝑥. Якщо 𝐹 ⊂ 𝐿𝑞(T𝑑), то величина

𝑑⊥𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
:= inf

{𝑢𝑖}𝑀
𝑖=1⊂𝐿∞(T𝑑)

sup
𝑓∈𝐹

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓 −

𝑀∑︁
𝑖=1

(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(T𝑑)

(15)

називається ортопоперечником (Фур’є-поперечником) класу 𝐹 у про-
сторi 𝐿𝑞(T𝑑). Поперечник 𝑑⊥𝑀

(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
увiв В. М. Темляков (1982).

Крiм того В. М. Темляков розглянув близьку до Фур’є-поперечника
величину 𝑑𝐵

𝑀

(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
, яка визначається за формулою

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
:= inf

𝐺∈𝐿𝑀 (𝐵)𝑞
sup

𝑓∈𝐹∩𝒟(𝐺)

‖𝑓 −𝐺𝑓‖𝐿𝑞(T𝑑). (16)

Тут 𝐿𝑀 (𝐵)𝑞 позначає множину лiнiйних операторiв, що пiдпоряд-
кованi таким умовам: а) область визначення 𝒟(𝐺) цих операторiв
мiстить усi тригонометричнi полiноми, а область їхнiх значень мi-
ститься у пiдпросторi розмiрностi 𝑀 простору 𝐿𝑞(T𝑑); б) iснує таке
число 𝐵 > 1, що для всiх векторiв 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) виконується нерiв-
нiсть ‖𝐺𝑒𝑖(𝑘,𝑥)‖𝐿2(T𝑑) 6 𝐵.

Зауважимо, що згiдно з означенням величин (10), (15), (16),
справджується спiввiдношення

𝑑𝑀
(︀
𝐹,X

)︀
6 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝐹,X

)︀
6 𝑑⊥𝑀

(︀
𝐹,X

)︀
,

де X позначає 𝐿𝑞(T𝑑) або 𝐵1,1(T𝑑).
У пiдроздiлi 3.4 отримано такi результати.

Теорема 3.24. Нехай 𝑑 > 2, 1 < 𝑝 6 ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при 𝑟1 > 0
виконуються спiввiдношення

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍

≍ 𝑀−𝑟1(log𝜈−1 𝑀)𝑟1+1− 1
𝜃 .

Теорема 3.25. Нехай 𝑑 > 2, 1 < 𝑝 6 ∞, 𝑟1 > 0. Тодi при 𝛼 ∈ R𝑑

справедливi спiввiдношення

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1 𝑀

)︀𝑟1+ 1
2 .

Зазначимо, що одержанi в теоремах 3.24 i 3.25 оцiнки не залежать
вiд параметра 𝑝 i вони є однаковi за порядком при 𝜃 = 2 на класах
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) i 𝑆𝑟
𝑝,2𝐵(T𝑑).
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Теорема 3.26. Нехай 𝑟1 > 0, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при 𝑑 > 2

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1 𝑀

)︀𝑟1+1− 1
𝜃 .

Аналогiчне твердження встановлено i для класiв 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑). Також

зазначимо, що у цьому ж пункту вiдповiднi твердження отримано i
в одновимiрному випадку.

Звернемо увагу, що на класах 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑) i 𝑆𝑟
1𝐻(T𝑑),

𝑑 > 1, оцiнки величини (16) у просторах 𝐿1(T𝑑) i 𝐵1,1 вiдповiдно ма-
ють однаковi порядки. Що стосується цих характеристик, а також
ортопоперечникiв класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) i 𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑), 1 < 𝑝 6 ∞,
у просторi 𝐵1,1, то у бiльшостi випадкiв вони вiдрiзняються за по-
рядком вiд вiдповiдних апроксимацiйних характеристик у просторi
𝐿1(T𝑑).

Далi наведемо означення найкращого ортогонального тригоно-
метричного наближення, яке у метрицi простору 𝐵∞,1 дослiджуєть-
ся у пiдпунктi 3.5.

Нехай, як i ранiше, X — деякий нормований функцiональний про-
стiр з нормою ‖ · ‖X i Θ𝑀 — довiльний набiр iз 𝑀 𝑑-вимiрних век-
торiв 𝑘𝑗 = (𝑘𝑗1, . . . , 𝑘

𝑗
𝑑), 𝑗 = 1,𝑀 , з цiлочисловими координатами. Для

функцiї 𝑓 ∈ X позначимо

𝑆Θ𝑀
(𝑓,𝑥) =

𝑀∑︁
𝑗=1

̂︀𝑓(𝑘𝑗)𝑒𝑖(𝑘
𝑗 ,𝑥),𝑥 ∈ R𝑑,

де ̂︀𝑓(𝑘𝑗) — коефiцiєнти Фур’є функцiї 𝑓 , якi вiдповiдають набору
векторiв iз Θ𝑀 .

Для 𝐹 ⊂ X розглянемо апроксимацiйну характеристику

𝑒⊥𝑀
(︀
𝐹
)︀
X

:= sup
𝑓∈𝐹

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑓
)︀
X

:= sup
𝑓∈𝐹

inf
Θ𝑀

‖𝑓(·) − 𝑆Θ𝑀
(𝑓, ·)‖X. (17)

Теорема 3.34. Нехай 𝑑 > 2, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 1. Тодi справедлива
оцiнка

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1 𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝜈−1 𝑀

)︀1− 1
𝜃 .

В одновимiрному випадку оцiнки величини (17) отримано як для
класiв 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T), так i для 𝑊 𝑟
1,𝛼(T). Крiм того при дослiдженнi апрок-

симацiйних характеристик класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) виявлено, що в однови-

мiрному випадку, на вiдмiну вiд багатовимiрного, одержанi резуль-
тати не залежать вiд значення параметра 𝜃.
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З використанням теореми 3.34 також вдалося встановити точ-
нi за порядком оцiнки наближень згаданих класiв функцiй їхнiми
схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є i порядки ортопоперечникiв
класiв 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 1, у просторi 𝐵∞,1.
У деяких випадках дослiджено поведiнку вiдповiдних апроксима-

цiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑).

Наслiдок 3.38. Нехай 𝑑 = 2, 𝑟 = (𝑟1, 𝑟1), 𝑟1 > 1. Тодi

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,0(T2), 𝐵∞,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1+1(log𝑀)𝑟1 .

У пiдроздiлi 3.6 встановлено, що у багатовимiрному випадку, на
противагу одновимiрному, послiдовнiсть норм лiнiйних операторiв,
якi реалiзують порядковi значення найкращого наближення класiв
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝐵1,1(T𝑑) за допомогою тригонометричних полi-

номiв з “номерами” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, є
необмеженою.

Четвертий роздiл присвячено дослiдженню апроксимацiй-
них характеристик функцiональних класiв з просторiв 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑),
якi є узагальненням просторiв з домiнуючою мiшаною похiдною
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), що визначаються при явному заданнi функцiї Ω, а саме

Ω(𝑡) = 𝑡𝑟 = 𝑡𝑟11 · . . . · 𝑡𝑟𝑑𝑑 , 0 < 𝑟𝑗 < 𝑙, 𝑗 = 1, 𝑑, у метрицi простору Лебе-
га 𝐿𝑞(R𝑑). Як i у випадку просторiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), наведемо означення
просторiв 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) опосередковано через так зване декомпозицiйне
зображення елементiв цих просторiв.

Нехай, як i ранiше, 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, — простiр вимiрних на R𝑑

функцiй 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) зi скiнченною нормою, яка задається
спiввiдношеннями (1) i (2).

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) розглянемо рiзницю 𝑙-го порядку, 𝑙 ∈ N,
за змiнною 𝑥𝑗 з кроком ℎ𝑗 , яка визначається таким чином:

∆𝑙
ℎ𝑗
𝑓(𝑥) :=

𝑙∑︁
𝑛=0

(−1)𝑙−𝑛𝐶𝑛
𝑙 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 + 𝑛ℎ𝑗 , 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑑).

Також означимо кратну рiзницю 𝑙-го порядку функцiї 𝑓 з векторним
кроком ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑑): ∆𝑙

ℎ𝑓(𝑥) = ∆𝑙
ℎ𝑑

(︀
∆𝑙

ℎ𝑑−1
. . . (∆𝑙

ℎ1
𝑓(𝑥))

)︀
.

Мiшаний модуль неперервностi порядку 𝑙 функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑)
визначається згiдно з формулою

Ω𝑙(𝑓, 𝑡)𝐿𝑞(R𝑑) := sup
|ℎ|6𝑡

‖∆𝑙
ℎ𝑓(·)‖𝐿𝑞(R𝑑),
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де |ℎ| = (|ℎ1|, ..., |ℎ𝑑|).
Нехай Ω(𝑡), 𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑), — функцiя типу мiшаного модуля

неперервностi порядку 𝑙, тобто функцiя, яка визначена i неперервна
на R𝑑

+, що задовольняє такi умови:
1) Ω(𝑡) > 0, 𝑡 > 0 i Ω(𝑡) = 0, якщо

∏︀𝑑
𝑗=1 𝑡𝑗 = 0;

2) Ω(𝑡) неспадна за кожною змiнною;

3) Ω(𝑚1𝑡1, . . . ,𝑚𝑑𝑡𝑑) 6
(︁∏︀𝑑

𝑗=1 𝑚𝑗

)︁𝑙
Ω(𝑡), 𝑚𝑗 ∈ N, 𝑗 = 1, 𝑑.

Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψ𝑙. Додатково буде-
мо вимагати, щоб функцiя Ω задовольняла також умови (𝑆𝛼) та (𝑆𝑙),
якi називають умовами Барi–Стєчкiна. Стверджуючи це (також i
для функцiї 𝜔 однiєї змiнної), використовуватимемо запис Ω ∈ Φ𝛼,𝑙,
(𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙), 𝑙 ∈ N, де множина Φ𝛼,𝑙 визначається спiввiдношенням
Φ𝛼,𝑙 := Ψ𝑙 ∩ 𝑆𝛼 ∩ 𝑆𝑙.

Твердження 1.30. Нехай 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞ i Ω ∈ Φ𝛼,𝑙.
Функцiя 𝑓 належить простору 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝜃 < ∞, тодi i тiльки
тодi, коли ⎛⎝∑︁

𝑠>0

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

< ∞,

до того ж

‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝∑︁
𝑠>0

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

,

де Ω(2−𝑠) = Ω(2−𝑠1 , . . . , 2−𝑠𝑑).
Функцiя 𝑓 належить простору 𝑆Ω

𝑝,∞𝐵(R𝑑) тодi i тiльки тодi,
коли

sup
𝑠>0

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
< ∞,

до того ж

‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠>0

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
.

У пiдроздiлi 4.2 встановлено точнi за порядком оцiнки наближен-
ня функцiй iз класiв 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у просторi 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цi-
лих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього перетворен-
ня Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями рiвня функцiї
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Ω(𝑡) за умови 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞. А саме, дослiджуються величин (7) i
(8) у випадку, коли множина ℒ певним чином пов’язана з функцiєю
Ω.

Для будь-якого 𝑁 ∈ N, 1 6 𝑝 6 𝑞 6 ∞, покладемо

𝜅(𝑁) := 𝜅(Ω, 𝑁) :=

{︂
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑

+ : Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1( 1
𝑝−

1
𝑞 ) >

1

𝑁

}︂
,

𝑄(𝜅(𝑁)) :=
⋃︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝑄*
2𝑠 ,

де ‖𝑠‖1 = 𝑠1 + . . . + 𝑠𝑑 i 𝑄*
2𝑠 визначається спiввiдношенням (3).

Зазначимо, що множини 𝑄(𝜅(𝑁)) породжуються поверхнями рiв-
ня функцiї Ω(𝑡)𝑡−( 1

𝑝−
1
𝑞 ), Ω(𝑡) ∈ Φ𝛼,𝑙, 𝛼 > 1

𝑝 − 1
𝑞 . Якщо Ω(𝑡) =

Ω1(𝑡)/
∏︀𝑑

𝑗=1 𝑡
−( 1

𝑝−
1
𝑞 )

𝑗 i Ω1(𝑡) =
∏︀𝑑

𝑗=1 𝑡
𝑟𝑗
𝑗 , 0 < 𝑟𝑗 < 𝑙, 𝑗 = 1, 𝑑, то одер-

жимо множини 𝑄(𝜅(𝑁)), якi називаються схiдчастими гiперболiчни-
ми хрестами.

Основними результатами даного пiдпункту є наступнi теореми.
Теорема 4.5. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, Ω(𝑡) ∈ Φ𝛼,𝑙, 𝛼 > 0, тодi
справедливими є порядковi оцiнки

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒( 1
𝑝* − 1

𝜃 )
+ ,

де 𝑝* = min{𝑝, 2}, 𝑎+ = max{0, 𝑎}.
Теорема 4.8. Нехай 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, Ω ∈ Φ𝛼,𝑙, з деяким
𝛼 > 1

𝑝 − 1
𝑞 , тодi мають мiсце порядковi оцiнки

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒(𝑑−1)( 1
𝑞−

1
𝜃 )

+ .

У теоремах 4.5 i 4.8 множина Θ(𝜅⊥(𝑁)) означається таким чином

Θ(𝜅⊥(𝑁)) =
{︁
𝑠 ∈ Z𝑑

+ :
1

2𝑙𝑁
6 Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1( 1

𝑝−
1
𝑞 ) <

1

𝑁

}︁
.

Зауважимо, що множина Θ(𝜅⊥(𝑁)) не порожня (Θ(𝜅⊥(𝑁)) ̸= ∅) та
має мiсце спiввiдношення

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒
≍
(︀

log2 𝑁
)︀𝑑−1, де через |𝐴|

позначено кiлькiсть елементiв скiнченної множини 𝐴.
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У пiдроздiлi 4.3 одержано точнi за порядком оцiнки величини
(9) — 𝑒F𝑀

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

при певних спiввiдношеннях мiж пара-
метрами 𝑝 i 𝑞. Показано, що у деяких випадках знайденi оцiнки є
кращими за порядком вiд вiдповiдних оцiнок наближення за допо-
могою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього пе-
ретворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi.
Теорема 4.11. Нехай 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(𝑡1 ·
. . . · 𝑡𝑑), де 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > max

{︁
1
𝑝 − 1

𝑞 ; 1
𝑝 − 2

𝑞 + 1
𝜃

}︁
. Тодi для будь-яких

натуральних 𝑛 та 𝑀 = 𝑀(𝑛) таких, що 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, справедливе
порядкове спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)2𝑛( 1
𝑝−

1
𝑞 )𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃 ).

Теорема 4.14. Нехай 1 < 𝑝 6 2, 1 6 𝜃 6 ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(𝑡1 · . . . · 𝑡𝑑),
де 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > max

{︁
0; 1

𝜃 − 1
𝑝

}︁
. Тодi для будь-яких натураль-

них 𝑛 та 𝑀 = 𝑀(𝑛), таких що 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, справедливе порядкове
спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃 ).

Порiвнюючи оцiнку 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

з теореми 4.14 iз вiдпо-
вiдною оцiнкою величини ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

робимо висновок, що
у випадку 1 < 𝑝 6 2, 𝑝 6 𝜃, i 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 0, 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, вони рiвнi
за порядком. Якщо ж 1 < 𝑝 6 2, 1 6 𝜃 < 𝑝 i 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1

𝜃 − 1
𝑝 , то

при 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 має мiсце порядкове спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

𝑛−(𝑑−1)( 1
𝜃−

1
𝑝 ).

Зауважимо, що подiбний коментар можна дати i для теореми 4.11.
У пiдроздiлi 4.4 одержано точнi за порядком оцiнки наближення

функцiй iз класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) для трьох згаданих вище апроксимацiй-

них характеристик, а саме: наближення за допомогою цiлих функ-
цiй експоненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є
у схiдчастому гiперболiчному хрестi; наближення за допомогою цi-
лих функцiй експоненцiального типу зi спектром спецiального вигля-
ду; наближення на множинах, якi породжуються поверхнями рiвня
функцiї Ω(𝑡) у випадку, коли похибка наближення оцiнюється у мет-
рицi 𝐿∞(R𝑑).
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П’ятий роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню
апроксимацiйних характеристик функцiй багатьох змiнних з iзотроп-
них та анiзотропних класiв Нiкольського–Бєсова.

Означення для норми функцiй з анiзотропних просторiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑),

1 < 𝑝 < ∞, 𝑟 > 0, можна подати у такiй формi4: 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) i

‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ≍

(︃ ∞∑︁
𝑠=0

𝑏𝑠𝜃‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

< ∞,

при 1 6 𝜃 < ∞,
‖𝑓‖𝐵𝑟

𝑝,∞(R𝑑) ≍ sup
𝑠>0

𝑏𝑠‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) < ∞,

де, 𝑏 = 𝑎𝑟𝑖𝑖 > 1, а

𝑓𝑎𝑠 = 𝑆𝑎𝑠(𝑓) − 𝑆𝑎𝑠−1(𝑓) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

∫︁
Γ𝑎𝑠

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆, 𝑠 > 1,

𝑓𝑎0 = 𝑆𝑎0(𝑓) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

∫︁
Γ𝑎0

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆,

𝑓(𝜆) — перетворення Фур’є функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), Γ𝑎𝑠 = 𝐷𝑎𝑠 −𝐷𝑎𝑠−1

при 𝑠 > 1, Γ𝑎0 = 𝐷𝑎0 i 𝐷𝑎𝑠 позначає таку множину (паралелепiпед):

𝐷𝑎𝑠 = 𝐷𝑎𝑠
1,...,𝑎

𝑠
𝑑

=
{︁
𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑑) : |𝜆𝑗 | < 𝑎𝑠𝑗 , 𝜆𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑, 𝑠 > 0

}︁
,

𝑆𝜎(𝑓)=
1

(2𝜋)
𝑑
2

𝜎1∫︁
−𝜎1

. . .

𝜎𝑑∫︁
−𝜎𝑑

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆=
1

𝜋𝑑

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)

𝑑∏︁
𝑗=1

sin𝜎𝑗(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)

𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
𝑑𝑦.

Таким чином, 𝑆𝜎(𝑓) — цiла функцiя степеня 𝜎.
Для означення норми функцiй з iзотропних просторiв 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑),
𝑟 = 𝑟1 = 𝑟2 = . . . = 𝑟𝑑, у випадку 1 < 𝑝 < ∞ достатньо взяти
𝑎1 = . . . = 𝑎𝑑 = 2. Зауважимо, що у випадку 1 6 𝑝 6 ∞ означення
норми функцiй з iзотропних просторiв 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) можна подати i на
основi ядра Валле Пуссена5.

4Лизоркин П.И. Обобщенные гельдеровы пространства 𝐵
(𝑟)
𝑝,𝜃 и их соотноше-

ния с пространствами Соболева 𝐿
(𝑟)
𝑝 . Сиб. мат. журн. 1968, 9 (5), 1127 – 1152.

5Никольский С.М. Теоремы вложения для классов обобщенных функций.
Сиб. мат. журн. 1968, 9 (5), 1107 – 1126.
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Так для анiзотропних класiв дослiджується величини
𝐸𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

, якi означаються подiбно до ве-
личин (6) i (8), з урахуванням, що 𝐺𝑞

(︀
𝐷𝑎𝑛

)︀
— множина функцiй

𝑔, носiй перетворення Фур’є яких зосереджений в множинi 𝐷𝑎𝑛 (з
вiдповiдною модифiкацiєю в iзотропному випадку).

У пiдроздiлi 5.2 для iзотропних класiв функцiй знайдено точнi
за порядком оцiнки наближення сумами Валле Пуссена у рiвномiр-
нiй та iнтегральнiй метриках. Також у пiдроздiлi 5.3 знайдено точнi
по порядку оцiнки величини (9), означення якої вiдповiдним чином
модифiкується до специфiки iзотропних класiв 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑).

Теорема 5.4. Нехай 1 6 𝑝 6 𝑞 6 ∞, (𝑝, 𝑞) /∈
{︀

(1, 1), (∞,∞)
}︀
,

1 6 𝜃 6 ∞. Тодi, якщо 𝑟 > 𝑑
(︁

1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
, то має мiсце порядкове

спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑)
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝑀− 𝑟
𝑑+

1
𝑝−

1
𝑞 . (18)

Порiвнявши оцiнку (18) з вiдповiдними оцiнками величини
ℰ𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑)
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

бачимо, що у всiх дослiджуваних випадках вони
однаковi за порядком, на вiдмiну вiд класiв функцiй з домiнуючою
мiшаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).
Для анiзотропних класiв справедливою є теорема.

Теорема 5.5. Нехай 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi для
𝑔(𝑟) > 𝑑

(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
, виконуються порядковi спiввiдношення

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑)
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑)
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑔(𝑟)−𝑑( 1
𝑝−

1
𝑞 )),

(19)
де 𝑎𝑗 = 2𝑔(𝑟)/𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑.

Тут для невiд’ємного вектора 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑), 𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑,

введено позначення 𝑔(𝑟) =
(︁

1
𝑑

∑︀𝑑
𝑗=1

1
𝑟𝑗

)︁−1

.
Як видно з оцiнок (18) i (19), в анiзотропному випадку, так само

як i в iзотропному, вони не залежать вiд параметра 𝜃 для усiх 𝑑 > 1,
на вiдмiну вiд вiдповiдних оцiнок для класiв функцiй з домiнуючою
мiшаною похiдною, в яких при 𝑑 > 2 проявляється залежнiсть вiд 𝜃.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати й висновки.
Список наукових праць, де опублiковано результати дисертацiї, й

iнформацiю щодо їхньої апробацiї наведено у додатку А.
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ВИСНОВКИ
Основнi результати дисертацiї можна сформулювати таким чи-

ном:
– Для класiв функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, одержано точнi за порядком оцiнки наближен-

ня у просторi Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞, за допомогою цiлих функцiй
експоненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiд-
частому гiперболiчному хрестi. Також встановлено точнi за поряд-
ком оцiнки наближення функцiй з даних класiв за допомогою цiлих
функцiй експоненцiального типу зi спектром спецiального вигляду
(зосередженим на множинах лебегова мiра яких є скiнченною), по-
хибка наближення оцiнюється у рiвномiрнiй метрицi.

– Встановлено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з
класiв 𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiального ти-
пу зi спектром спецiального вигляду у метрицi простору 𝐿2(R𝑑) та
показано, що у випадку 1 6 𝜃 < 2 цi оцiнки є кращими вiд вiдпо-
вiдних оцiнок наближення за допомогою цiлих функцiй експонен-
цiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому
гiперболiчному хрестi.

– Одержано оцiнки норми “блокiв” Валле Пуссена, якi є анало-
гами сум Валле Пуссена перiодичних функцiй багатьох змiнних, у
просторi Лебега.

– Для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, перiодичних функцiй з домiнуючою

мiшаною гладкiстю у метрицi простору квазiнеперервних функцiй
𝑄𝐶(T𝑑) знайдено точнi за порядком оцiнки 𝑀 -вимiрного колмого-
ровського поперечника та ентропiйних чисел у випадку 2 6 𝑝 6 ∞,
2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1

2 .
– Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональ-

них тригонометричних наближень класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у

просторi 𝐵∞,1(T𝑑), 𝑑 > 1. Крiм того, у багатовимiрному випадку,
𝑑 > 2, встановлено точнi за порядком оцiнки наближень класiв функ-
цiй 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑) їхнiми схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є у цьому
ж просторi, а також знайдено порядки ортопоперечникiв дослiджу-
ваних класiв функцiй. У деяких випадках дослiджено поведiнку вiд-
повiдних апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑)
при 𝑑 ∈ {1, 2}.

– Одержано точнi за порядком оцiнки ортопоперечникiв i
близьких до них апроксимацiйних характеристик класiв Соболє-



32

ва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) та класiв Нiкольського–Бєсова 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) перiодичних
функцiй однiєї та багатьох змiнних з домiнуючою мiшаною похiд-
ною у просторi 𝐵1,1(T𝑑).

– Встановлено, що у багатовимiрному випадку, на противагу од-
новимiрному, послiдовнiсть норм лiнiйних операторiв, якi реалiзують
порядковi значення найкращого наближення класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у про-
сторi 𝐵1,1(T𝑑) за допомогою тригонометричних полiномiв з “номера-
ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, є необмеженою.

– Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з уза-
гальнених класiв з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за до-
помогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього
перетворення Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями
рiвня функцiї Ω(𝑡) i при цьому похибка наближення оцiнюється у
метрицi простору 𝐿𝑞(R𝑑), а параметри 𝑝 та 𝑞 задовольняють таким
спiввiдношенням: 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞; 1 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞.

– Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз
класiв 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй метрицi за допомогою цiлих функ-
цiй експоненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у
схiдчастому гiперболiчному хрестi.

– Одержано точнi за порядком оцiнки величини наближення
функцiй iз класiв 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй спецiаль-
ного вигляду у просторi 𝐿𝑞(R𝑑) при деяких спiввiдношеннях мiж
параметрами 𝑝 i 𝑞, а саме: 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞; 1 < 𝑝 = 𝑞 6 2; 1 < 𝑝 < ∞,
𝑞 = ∞. При цьому виявлено, що iснують ситуацiї, коли величина
𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i найкраще наближення функцiй iз даних класiв
за допомогою цiлих функцiй з носiєм їхнього перетворення Фур’є
у схiдчастому гiперболiчному хрестi — ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

мають
рiзнi порядки.

– Для функцiй багатьох змiнних iз iзотропних класiв
Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) одержано точнi за порядком оцiнки
наближення сумами типу Валле Пуссена у рiвномiрнiй та iнте-
гральнiй метриках. Крiм того, знайдено точнi за порядком оцiнки
наближення за допомогою цiлих функцiй спецiального вигляду.

– Для функцiй багатьох змiнних iз анiзотропних класiв
Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) встановлено точнi за порядком оцiн-
ки найкращого наближення за допомогою цiлих функцiй з носiями
їхнього перетворення Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”, похиб-
ка наближення при цьому вимiрюється у метрицi просторiв Лебега
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𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞. Також для даних класiв функцiй одержано точнi
за порядком оцiнки вiдхилення функцiй вiд їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла
Фур’є у рiвномiрнiй метрицi.
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Дисертацiю присвячено розв’язанню широкого кола екстремаль-
них задач теорiї функцiй, що вiдносяться до апроксимацiї функцiо-
нальних класiв (класiв Соболєва, Нiкольського–Бєсова, а також їх-
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нiх рiзних узагальнень) рiзними методами i знаходженню серед них
оптимальних у тому чи iншому сенсi. Напрямок дослiджень, пов’яза-
ний з наближенням класiв функцiй, якi надiленi деякими диферен-
цiальними властивостями, що описуються в термiнах модулiв глад-
костi або певним чином визначеної операцiї диференцiювання, набу-
ває популярностi i активно розвивається починаючи з 30-х рокiв XX
столiття i викликано це, на наш погляд, двома обставинами. З одного
боку, встановлення оцiнок апроксимацiйних характеристик функцiо-
нальних класiв у недослiджених ситуацiях потребує створення нових
методiв i пiдходiв, що вiдiграє важливу роль для розвитку самої тео-
рiї наближення, а з iншого — вони знаходять практичнi застосування
у деяких близьких галузях науки i технiки. Зокрема, в роботi розгля-
даються задачi про знаходження оцiнок: точних верхнiх меж вели-
чин найкращих ортогональних тригонометричних наближень функ-
цiй зi згаданих класiв, найкращих наближень функцiй за допомо-
гою цiлих функцiй експоненцiального типу, з носiєм їхнього перетво-
рення Фур’є у рiзних множинах скiнченної мiри Лебега (схiдчасто-
му гiперболiчному хрестi, 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”), наближень
функцiй з вiдповiдних класiв їхнiми схiдчасто-гiперболiчними сума-
ми Фур’є, 𝑀 -вимiрного колмогоровського поперечника, ентропiйних
чисел та iн. Переважна бiльшiсть результатiв дисертацiї поданi у
виглядi точних за порядком оцiнок згаданих характеристик лiнiйної
на нелiнiйної апроксимацiї.

Так при дослiдженнi наближення класiв функцiй з домiнуючою
мiшаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експонен-
цiального типу зi спектром спецiального вигляду встановлено, що є
випадки, коли цi оцiнки кращi за порядком вiд вiдповiдних оцiнок
наближення за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з
носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному
хрестi.

Для класiв Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй з домiную-
чою мiшаною похiдною 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, у метрицi простору квазiне-
перервних функцiй 𝑄𝐶(T𝑑), який за своїми властивостями близький
до 𝐿∞(T𝑑), знайдено точнi за порядком оцiнки 𝑀 -вимiрного колмо-
горовського поперечника та ентропiйних чисел. Зазначимо, що оцiн-
ки дослiджуваних характеристик у метрицi простору 𝐿∞(T𝑑) у пе-
реважнiй бiльшостi випадкiв вiдомi лише при 𝑑 ∈ {1, 2}.
Ключовi слова: анiзотропнi класи Нiкольського–Бєсова, iзотропнi
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класи Нiкольського–Бєсова, класи Соболєва, класи функцiй з до-
мiнуючою мiшаною похiдною, ентропiйнi числа, 𝑀 -вимiрний кол-
могоровський поперечник, ортопоперечник, найкраще ортогональне
тригонометричне наближення, перетворення Фур’є, простiр квазiне-
перервних функцiй, схiдчастий гiперболiчний хрест, функцiя типу
мiшаного модуля неперервностi, цiла функцiя експоненцiального ти-
пу.
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The thesis is devoted to solving a wide range of extremal problems of
the theory of functions related to the approximation of functional classes
(Sobolev classes, Nikols’kii–Besov classes and their different generaliza-
tions) by various methods and finding optimal ones among them in one
sense or another. The direction of research about the approximation
of classes of functions, that are endowed with some differential proper-
ties, which are described in terms of smoothness modules or a certain
differentiation operation, has been gaining popularity and powerful de-
velopment since the 1930s years of the 20th century and this is caused,
in our opinion, by two circumstances. On the one hand, establishing
estimates of the approximation characteristics of functional classes in
unexplored situations introducing requires the creation of new methods
and approaches, which plays an important role for the development of
the theory of approximation itself, and on the other hand, they have
practical applications in some related fields of science and technology.
The vast majority of the results of the dissertation are presented in the
form of the exact-order estimates of the characteristics of linear and
non-linear approximation.
Key words: anisotropic Nikol’skii–Besov classes, isotropic Nikols’kii–
Besov classes, Sobolev classes, classes of functions with a dominating
mixed derivative, entropy numbers, 𝑀 -dimensional Kolmogorov width,
orthoprojection widths, best orthogonal trigonometric approximation,
Fourier transform, space of quasi-continuous functions, step hyperbolic
cross, function of the type of mixed modulus of continuity, entire function
of exponential type.


