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Анотацiя

Янченко С.Я. Екстремальнi задачi теорiї наближень класiв

гладких функцiй однiєї та багатьох змiнних. — Квалiфiкацiйна

наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-матема-

тичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — “математичний аналiз” (111 —

математика). — Iнститут математики Нацiональної академiї наук Укра-

їни, Київ, 2024.

Дисертацiю присвячено розв’язанню широкого кола екстремальних

задач теорiї функцiй, що вiдносяться до апроксимацiї функцiональних

класiв рiзними методами i знаходженню серед них оптимальних у тому

чи iншому сенсi. Напрямок дослiджень, пов’язаний з наближенням кла-

сiв функцiй, якi надiленi деякими диференцiальними властивостями, що

описуються в термiнах модулiв гладкостi або певним чином визначеної

операцiї диференцiювання, набуває популярностi i активно розвивається

починаючи з 30-х рокiв XX столiття i викликано це, на наш погляд,

двома обставинами. З одного боку, встановлення оцiнок апроксимацiй-

них характеристик функцiональних класiв у недослiджених ситуацiях

потребує створення нових методiв i пiдходiв, що вiдiграє важливу роль

для розвитку самої теорiї наближення, а з iншого — вони знаходять пра-

ктичнi застосування у деяких близьких галузях науки i технiки.

У першому роздiлi дисертацiї означено основнi класи функцiй, до-

слiдженню яких присвячена робота, апроксимацiйнi характеристики, а

також наведено коротку iсторичну довiдку та огляд вiдомих результатiв.

Так пiдроздiл 1.1 присвячено класам неперiодичних функцiй з домiную-

чою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). У пiдпунктi 1.1.1 наведено означення

цих просторiв i вiдповiдно класiв функцiй (одиничних куль), якi були

введенi у роботах С.М. Нiкольського та Т. I. Аманова у 60-х роках ХХ

столiття. У класичнiй формi данi простори означалися у термiнах умов

на мiшану рiзницю 𝑘-го порядку функцiї з векторним кроком ℎ. Проте,
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як з’ясувалося пiзнiше, при дослiдженнi апроксимацiйних властивостей

ключову роль вiдiграє означення норми функцiй опосередковано через

так зване “декомпозицiйне” представлення елементiв цих просторiв, яке

було отримане у роботi С.М. Нiкольського та П. I. Лiзоркiна у 1989 роцi

як для класiв неперiодичних функцiй, так i у випадку класiв перiоди-

чних функцiй. Також наведено означення цiлих функцiй експоненцiаль-

ного типу, якi є природним апаратом для наближення функцiй заданих

в R𝑑 i перетворення Фур’є, як допомiжного апарату для означення са-

мих класiв функцiй, так i апроксимацiйних характеристик. Вiдповiдно у

пiдпунктi 1.1.2 данi означення апроксимацiйних характеристик, а саме:

найкращого наближення функцiї — 𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

цiлими функцiями екс-

поненцiального типу з носiєм їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому

гiперболiчному хрестi, а також i класу функцiй — 𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

,

тобто, як i у всiй дисертацiйнiй роботi, точної верхньої межi вдповiд-

ної характеристики по всiм елементам, якi йому належать; наближення

аналогом схiдчасто-гiперболiчної суми Фур’є — ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

; ве-

личини наближення цiлими функцiями експоненцiального типу з носi-

єм їхнього перетворення Фур’є зосередженим на множинах iншої стру-

ктури, лебегова мiра яких є скiнченною — 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

(яку та-

кож називаємо — наближення цiлими функцiями спецiального вигляду).

Сформульованi вiдомi результати для даних класiв функцiй та згаданих

апроксимацiйних характеристик.

У пiдроздiл 1.2, а саме у пiдпунктi 1.2.1 наведенi означення просто-

рiв перiодичних функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑),

0 6 𝑥𝑗 < 2𝜋, 𝑗 = 1, 𝑑, як у класичнiй, так i в декомпозицiйнiй формах,

яке у випадку 𝜃 = ∞ вперше було отримане Н.С. Нiкольською у 1975 ро-

цi та В.М. Темляковим у 1986 роцi. Також у даному пiдпунктi означенi

i класи Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑). У пiдпунктi 1.2.2 введено основнi апрокси-

мацiйнi характеристики, що дослiджуються для даних класiв функцiй:

𝑀 -вимiрний колмогоровський поперечник — 𝑑𝑀
(︀
Φ,X

)︀
; ортопоперечник
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(Фур’є-поперечник) — 𝑑⊥𝑀
(︀
𝐹,X

)︀
; найкраще ортогональне тригонометри-

чне наближення — 𝑒⊥𝑀
(︀
𝐹
)︀
X
; 𝜀-ентропiю — 𝐻𝜀(𝐴,X) та ентропiйнi числа

𝜀𝑘(𝐴,X). У даному пiдпунктi також введено простори у метрицi яких

оцiнюються перелiченi вище величини, а саме простiр квазiнеперервних

функцiй 𝑄𝐶(T𝑑) i простори 𝐵1,1(T𝑑) та 𝐵∞,1(T𝑑). Пiдпункт 1.2.3 присвя-
чено огляду вiдомих результатiв у метриках згаданих просторiв, а також

у метриках просторiв 𝐿1(T𝑑) i 𝐿∞(T𝑑), що тiсно пов’язанi з ними. Наве-
денi результати у подальшому також використовуються для порiвняння

та аналiзу результатiв одержаних у дисертацiйнiй роботi.

Пiдроздiл 1.3 складається з двох пiдпунктiв 1.3.1 i 1.3.2. У першому

з них означенi функцiя типу мiшаного модуля неперервностi й умови

Барi–Стєчкiна, якi є важливими для введення означених у цьому ж пiд-

пунктi класiв функцiй 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), що є узагальненням класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

У другому пiдпунктi означено множини, що породжуються поверхнями

рiвня функцiї Ω i вiдповiднi апроксимацiйнi характеристики.

У пiдроздiлi 1.4 дано означення анiзотропних (пiдпункт 1.4.1) та iзо-

тропних (пiдпункт 1.4.2) класiв Нiкольського–Бєсова функцiй багатьох

змiнних, що визначенi в R𝑑 — 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) (𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) в iзотропному випадку),

а також основних апроксимацiйних характеристик, якi розглядаються у

дисертацiйнiй роботi для цих класiв функцiй.

У роздiлi 2, першому iз основних роздiлiв дисертацiйної робити, ви-

вчаються наближення класiв функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у метрицi простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй

експоненцiального типу. Зокрема, у пiдроздiлi 2.1, як i у кожному з пер-

ших пiдроздiлiв усiх наступних роздiлiв, наводяться деякi вiдомi спiввiд-

ношення, нерiвностi, позначення i означення, твердження, якi необхiднi

для встановлення результатiв. У пiдроздiлi 2.2 одержано точнi за поряд-

ком оцiнки наближення класiв функцiй 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих

функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є

у схiдчастому гiперболiчному хрестi у метрицi простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑),
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1 < 𝑞 6 ∞. Основою для одержання цих оцiнок слугували встановленi

оцiнки норми “блокiв” сум Валле Пуссена, якi є аналогами сум Валле

Пуссена перiодичних функцiй багатьох змiнних, якi вiдiграли ключову

роль при побудовi екстремальних функцiй, що реалiзують оцiнки зни-

зу вiдповiдних величин. Встановленi оцiнки аналогiв сум Валле Пуссена

можуть мати самостiйний iнтерес та бути використанi для розв’язання

рiзних задач теорiї наближення. У пiдроздiлi 2.3 знайдено точнi за по-

рядком оцiнки наближення функцiй з класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞,

за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього

перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi у рiвномiрнiй

метрицi.

У пiдроздiлi 2.4 дослiджується наближення функцiй з класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу зi спе-

ктром спецiального вигляду — 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. Встановлено точнi

за порядком оцiнки даної величини у випадку 1 6 𝑝 < ∞ i 𝑞 = ∞. Крiм

того для класiв 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) знайдено точнi за порядком оцiнки даної ве-

личини у метрицi простору 𝐿2(R𝑑) та показано, що у випадку 1 6 𝜃 < 2,

𝑑 > 2, цi оцiнки є кращими за порядком вiд вiдповiдних оцiнок на-

ближення за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носi-

ями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi —

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

, що встановленi Sun Yongsheng та Wang Heping.

Роздiл 3 присвячено дослiдженню апроксимацiйних характеристик

класiв перiодичних функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

у метриках просторiв вiдмiнних вiд простору Лебега 𝐿𝑝(T𝑑), 𝑝 ∈ {1,∞},
але якi тiсно пов’язанi з ним. Так у пiдроздiлах 3.2 i 3.3 знайдено оцiн-

ки для ентропiйних чисел та𝑀 -вимiрних колмогоровських поперечникiв

класiв функцiй 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у метрицi 𝑄𝐶(T𝑑)-простору квазiнеперервних

функцiй, який за своїми властивостями близький до 𝐿∞(T𝑑). Показано,
що при 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1

2 , 𝑑 > 2 одержанi оцiнки є то-

чними за порядком i рiвними мiж собою. Важливо зазначити, що оцiнки
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дослiджуваних характеристик у метрицi простору 𝐿∞(T𝑑) у переважнiй
бiльшостi випадкiв є вiдомими лише при 𝑑 ∈ {1, 2}.

Пiдроздiл 3.4 складається з двох пiдпунктiв 3.4.1 i 3.4.2. У першому

з них розглядається одновимiрний випадок, а у другому — багатовимiр-

ний. Отримано точнi за порядком оцiнки ортопоперечникiв i близьких до

них апроксимацiйних характеристик класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) та класiв Соболєва

𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) функцiй однiєї та багатьох змiнних у метрицi простору 𝐵1,1(T𝑑).

При цьому виявлено, що у багатовимiрному випадку для бiльшостi спiв-

вiдношень мiж параметрами дослiдженi апроксимацiйнi характеристики

вiдрiзняються за порядком вiд вiдповiдних апроксимацiйних характерис-

тик у просторi 𝐿1(T𝑑).
Пiдроздiл 3.5, який присвячений дослiдженню класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) й кла-
сiв Соболєва 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) у метрицi простору 𝐵∞,1(T𝑑), також складається

з двох пiдпунктiв 3.5.1 i 3.5.2 у яких спочатку розглядається однови-

мiрний випадок, а згодом багатовимiрний. У пiдпунктi 3.5.1 встановлено

точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних

наближень класiв 𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T), 1 6 𝜃 6 ∞, та𝑊 𝑟
1,𝛼(T) у просторi 𝐵∞,1(T). У

багатовимiрному випадку, пiдпункт 3.5.2, встановлено точнi за порядком

оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних наближень класiв

𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у просторi 𝐵∞,1(T𝑑). З використанням одержаних

результатiв вдалося встановити точнi за порядком оцiнки наближень зга-

даних класiв функцiй їхнiми схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є у

просторi 𝐵∞,1(T𝑑), а також порядки ортопоперечникiв класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑),

𝑑 > 1, у цьому ж просторi. У деяких випадках дослiджено поведiнку

вiдповiдних апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑).

У пiдроздiлi 3.6 встановлено, що у багатовимiрному випадку, на про-

тивагу одновимiрному, послiдовнiсть норм лiнiйних операторiв, якi реа-

лiзують порядковi значення найкращого наближення класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у

просторi 𝐵1,1(T𝑑) за допомогою тригонометричних полiномiв з “номера-

ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, є необмеженою.
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Дослiдженню апроксимацiйних характеристик класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у ме-

трицi простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑) присвячено роздiл 4. У пiдроздiлi 4.2 вста-

новлено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз даних класiв

за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього

перетворення Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями рiвня

функцiї Ω(𝑡) у випадках, коли параметри 𝑝 i 𝑞 пов’язанi спiввiдношенням

1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞. За рахунок такого вибору наближаючих агрегатiв вдало-

ся вiдмовитися вiд деяких обмежень на функцiю Ω(𝑡), якi виникали при

розглядi наближення за допомогою цiлих функцiй експоненцiального ти-

пу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному

хрестi.

У пiдроздiлi 4.3 одержано точнi за порядком оцiнки наближення

функцiй з класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй зi спектром

спецiального вигляду — 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

при певних спiввiдношен-

нях мiж параметрами 𝑝 i 𝑞. Показано, що у деяких випадках знайденi

оцiнки є кращими за порядком вiд вiдповiдних оцiнок наближення за

допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього пе-

ретворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi.

Пiдроздiл 4.4 складається з двох пiдпунктiв i в ньому одержано то-

чнi за порядку оцiнки наближення функцiй iз класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) для усiх

трьох згаданих вище апроксимацiйних характеристик, а саме, наближен-

ня за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхньо-

го перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi, наближення

за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу зi спектром спецi-

ального вигляду, а також наближення на множинах, якi породжуються

поверхнями рiвня функцiї Ω(𝑡) у випадку, коли похибка наближення оцi-

нюється у рiвномiрнiй метрицi — 𝐿∞(R𝑑).

Заключний 5 роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню

апроксимацiйних характеристик функцiй багатьох змiнних з iзотропних

та анiзотропних класiв Нiкольського–Бєсова. У пiдроздiлi 5.2 для iзо-
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тропних класiв функцiй знайдено точнi за порядком оцiнки наближення

сумами Валле Пуссена у рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках. Також

для розглянутих класiв функцiй у пiдроздiлi 5.3 одержано точнi за по-

рядком оцiнки наближення за допомогою цiлих функцiй спецiального

вигляду.

Пiдроздiл 5.4 присвячено дослiдженню анiзотропних класiв Нiколь-

ського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑). У пiдпунктi 5.4.1 встановлено точнi за порядком

оцiнки найкращого наближення за допомогою цiлих функцiй з носiями

їхнього перетворення Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”, похибка на-

ближення при цьому вимiрюється у метрицi просторiв Лебега 𝐿𝑝(R𝑑),

1 < 𝑝 < ∞. У випадку, коли похибка наближення оцiнюється у рiвно-

мiрнiй метрицi у пiдпунктi 5.4.2 одержано точнi за порядком оцiнки вiд-

хилення функцiй з даних класiв вiд їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла Фур’є. При

цьому важливо, що одержанi у цьому пiдроздiлi результати записуються

у термiнах “усередненого” значення параметра 𝑟, а саме у термiнах 𝑔(𝑟).

Ключовi слова: Анiзотропнi класи Нiкольського–Бєсова, iзотропнi

класи Нiкольського–Бєсова, класи Соболєва, класи функцiй з домiную-

чою мiшаною похiдною, ентропiйнi числа, 𝑀 -вимiрний колмогоровський

поперечник, ортопоперечник, найкраще ортогональне тригонометричне

наближення, перетворення Фур’є, простiр квазiнеперервних функцiй,

схiдчастий гiперболiчний хрест, функцiя типу мiшаного модуля непе-

рервностi, цiла функцiя експоненцiального типу.
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Abstract

Yanchenko S.Ya. Extremal problems of approximation theory of

classes of smooth functions of one and many variables. — Qualifying

scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences,

speciality 01.01.01 “Mathematical Analysis” (111 — Mathematics). — Insti-

tute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2024.

The thesis is devoted to solving a wide range of extremal problems of the

theory of functions related to the approximation of functional classes by vari-

ous methods and finding optimal ones among them in one sense or another.

The direction of research about the approximation of classes of functions,

that are endowed with some differential properties, which are described in

terms of smoothness modules or a certain differentiation operation, has been

gaining popularity and actively developing since the 1930s years of the 20th

century and this is caused, in our opinion, by two circumstances. On the one

hand, establishing estimates of the approximation characteristics of functi-

onal classes in unexplored situations introducing requires the creation of new

methods and approaches, which plays an important role for the development

of the theory of approximation itself, and on the other hand, they have practi-

cal applications in some related fields of science and technology.

In the first chapter of the thesis, we define the main classes of functi-

ons, approximation characteristics to investigation of which is devoted this

manuscript and also provide a brief historical background and a revi-

ew of known results. So Subsection 1.1 is devoted to the classes of non-

periodic functions with the dominating mixed smoothness 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). In

Subparagraph 1.1.1 we present the definitions of these spaces and, accordi-

ngly, classes of functions (unit spheres), which were introduced in the works

of S.M. Nikol’skii and T. I. Amanov in the 1960s. In the classical form, these

spaces were denoted in terms of conditions for the mixed difference of the
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𝑘-th order of the function with the vector step ℎ. As it turned out later, in

the study of approximation properties, the definition of the norm of functions

plays a key role indirectly through the so-called “decomposition” representati-

on of the elements of these spaces, which was obtained in the work of S.M. Ni-

kol’skii and P. I. Lizorkin in 1989 both for classes of non-periodic functions

and in the case of classes of periodic functions. Also we give the definitions

of entire functions of the exponential type, which are a natural apparatus

for approximating functions defined in R𝑑 and the Fourier transform, as an

auxiliary device for defining the classes of functions themselves, and approxi-

mation characteristics. Correspondingly, in Subparagraph 1.1.2 we define the

approximation characteristics, namely: the best approximation of functions

𝑓 — 𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

by entire functions of the exponential type with the support

of their Fourier transform in a step hyperbolic cross and also for the functi-

on class — 𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, i.e., as in the all dissertation work, the

exact upper limit of the corresponding characteristic for all elements that

belong to the investigated classes; approximation by an analogue of the step-

hyperbolic Fourier sum — ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

; approximation by entire

functions of exponential type with the support of their Fourier transform

concentrated on sets of a different structure whose Lebesgue measure is fi-

nite — 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

(which we also call as approximation by entire

functions of a special form). Also we formulate the well-known results for the

given classes of functions and the mentioned above approximation characteri-

stics.

In Subsection 1.2, namely in Subparagraph 1.2.1 we give the definiti-

ons of the spaces of periodic functions with a dominating mixed derivati-

ve 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 0 6 𝑥𝑗 < 2𝜋, 𝑗 = 1, 𝑑, both in classical and decomposition

forms, which in the case 𝜃 = ∞ was obtained by N. S. Nikol’ska in 1975 and

V.M. Temlyakov in 1986. Also in this subparagraph we defined the Sobolev

classes 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑). In Subparagraph 1.2.2 we introduce the main approximati-

on characteristics that we study for these classes of functions:𝑀 -dimensional
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Kolmogorov widths — 𝑑𝑀
(︀
Φ,X

)︀
; orthoprojection widths (Fourier width) —

𝑑⊥𝑀
(︀
𝐹,X

)︀
; the best orthogonal trigonometric approximation —𝑒⊥𝑀

(︀
𝐹
)︀
X
; 𝜀-

entropy — 𝐻𝜀(𝐴,X) and entropy numbers 𝜀𝑘(𝐴,X). In this subsection, we

also introduce the spaces in the metric of which the above quantities are

estimated, namely, the space of quasi-continuous functions 𝑄𝐶(T𝑑) and the
spaces 𝐵1,1(T𝑑) and 𝐵∞,1(T𝑑). Subparagraph 1.2.3 is devoted to a review of

well-known results in the metrics of the mentioned spaces, and in the metrics

of the spaces 𝐿1(T𝑑) and 𝐿∞(T𝑑), which are closely related to them. In the

future, the given results are also used to compare and analyze the results

obtained in the thesis.

Subsection 1.3 consists of two Subparagraphs 1.3.1 and 1.3.2. In the first

one, we give the definition of a function of the type of mixed modulus of conti-

nuity and the Bari–Stechkin condition, which are important for introducing

here classes of functions 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). These classes of functions are generali-

zation of the classes 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). In the second subsection, the sets generated

by the level surfaces of the function Ω and the corresponding approximation

characteristics are defined.

In Subsection 1.4 we give the definition of anisotropic (Subparagraph 1.4.1)

and isotropic (Subparagraph 1.4.2) Nikol’skii–Besov classes of functions of

many variables defined in R𝑑 — 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) (𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) in the isotropic case),

and also define the main approximation characteristics, which are studied in

the thesis for these classes of functions.

Chapter 2 is the first of the main sections of the dissertation. In this

chapter we study the approximations of classes of functions with dominating

mixed derivative 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) in the metric of the Lebesgue space 𝐿𝑞(R𝑑) by

entire functions of the exponential type. In particular, in Subsection 2.1, as

in each of the first subsection of all subsequent chapters, we present some

well-known relations, inequalities, notations and definitions, and statements

that are necessary for establishing the results. In Subsection 2.2 we obtain the

exact-order estimates for the approximation of classes of functions 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)
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by entire functions of the exponential type with the supports of their Fourier

transform in the step hyperbolic cross in the metric of the Lebesgue space

𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞. As the basis for obtaining these estimates we use the

estimates of the norm of “blocks” of the de la Vallée Poussin sums which

are analogs of the de la Vallée Poussin sums of periodic functions of many

variables. The established estimates have played a key role in the construction

of extremal functions that realize the lower estimates of the corresponding

quantities. Estimates of analogs of the de la Vallée Poussin sums also can

be of independent interest and can be used to solve various problems of

approximation theory. In Subsection 2.3, in the uniform metric we found

the exact-order estimates for the approximation of functions from classes

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, by entire functions of the exponential type with the

supports of their Fourier transform in the step hyperbolic cross.

In Subsection 2.4 we study the approximation of functions from the classes

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) by entire functions of the exponential type with a spectrum of a

special form — 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. We have established the exact-order

estimates of this quantity in the case 1 6 𝑝 < ∞ and 𝑞 = ∞. In addition,

for classes 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) we found the exact-order estimates of this quantity in

the metric of the space 𝐿2(R𝑑) and showed that in the case of 1 6 𝜃 < 2,

𝑑 > 2, these estimates have better order than the corresponding estimates for

approximation by entire functions of the exponential type with the support of

their Fourier transform in the step hyperbolic cross — ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

.

The last estimates established by Sun Yongsheng and Wang Heping.

Chapter 3 is devoted to the study of approximation characteristics of

classes of periodic functions with a dominating mixed derivative 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

in the metrics of spaces different from the Lebesgue space 𝐿𝑝(T𝑑), 𝑝 ∈ {1,∞},
but closely related. So in Subsection 3.2 and 3.3 we have found estimates for

the entropy numbers and 𝑀 -dimensional Kolmogorov widths of classes of

functions 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) in the metric 𝑄𝐶(T𝑑)-space, which by its properties is

close to 𝐿∞(T𝑑). We have shown that for 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1
2 ,
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𝑑 > 2 the obtained estimates are exact in order and equal to each other.

It is important to note that the estimates of the studied characteristics in

the space metric 𝐿∞(T𝑑) in the vast majority of cases are known only when
𝑑 ∈ {1, 2}.

Subsection 3.4 consists of two Subparagraphs 3.4.1 and 3.4.2. In the first

of them we consider a one-dimensional case, and in the second a multidi-

mensional case. We obtained the exact-order estimates of the orthoprojecti-

on widths and approximation characteristics close to them for the classes

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) and Sobolev classes 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) of functions of one and many vari-

ables in the metric of the space 𝐵1,1(T𝑑). At the same time, we found that in
the multidimensional case, for most ratios between parameters, the studied

approximation characteristics differ in order from the corresponding approxi-

mation characteristics in the space 𝐿1(T𝑑).
Subsection 3.5 is devoted to the study of the classes 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) and

Sobolev classes 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) in the metric of the space 𝐵∞,1(T𝑑). It also consi-

sts of two subparagraph 3.5.1 and 3.5.2. In first one we consider a one-

dimensional case, and later a multidimensional case. In Subparagraph 3.5.1

the order-exact estimates for the best orthogonal trigonometric approximati-

ons of classes 𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T), 1 6 𝜃 6 ∞, and 𝑊 𝑟
1,𝛼(T) in the space 𝐵∞,1(T) are

established. In the multidimensional case, in Subparagraph 3.5.2 we establi-

shed the exact-order estimates for the best orthogonal trigonometric approxi-

mations of the classes 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, in the space 𝐵∞,1(T𝑑). Using

the obtained results, we were able to establish the exact-order estimates

for the approximations of the mentioned classes of functions by their step-

hyperbolic Fourier sums in the space 𝐵∞,1(T𝑑), as well as the orders of the
orthoprojection widths of the classes 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 1, in the same space. In

some cases, the behavior of the corresponding approximation characteristics

of the Sobolev classes 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑) was studied.

In Subsection 3.6 we established that in the multidimensional case,

as opposed to the one-dimensional case, the sequence of norms of linear
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operators realizing the orders of the best approximation for the classes

𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) in the space 𝐵1,1(T𝑑) using trigonometric polynomials with

“numbers” of harmonics from step hyperbolic crosses, is unbounded.

Chapter 4 is devoted to the study of approximation characteristics of

classes 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) in the metric of the Lebesgue space 𝐿𝑞(R𝑑). In Subsecti-

on 4.2 we obtained the exact-order estimates for approximation of the functi-

ons from the given classes by entire functions of the exponential type with the

supports of their Fourier transform on the sets generated by the level surfaces

of the function Ω(𝑡) in cases where the parameters 𝑝 and 𝑞 are related by the

relation 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞. Due to such choice of approximating aggregates,

it was possible to waive some restrictions on the function Ω(𝑡), which arose

when considering approximation be entire functions of the exponential type

with the supports of their Fourier transform in a step hyperbolic cross.

In Subsection 4.3 we obtained the exact-order estimates of the approxi-

mation of functions from the classes 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) by entire functions with a

spectrum of a special form — 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

for certain ratios between

the parameters 𝑝 and 𝑞. We also shown that in some cases the found estimates

have a better order compared to the corresponding estimates of approximati-

on by entire functions of exponential type with the supports of their Fourier

transform in a step hyperbolic cross.

Subsection 4.4 consists of two subsections. In this subsection we obtai-

ned the exact-order estimates of functions from the classes 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) for all

three approximation characteristics mentioned above, namely, approximati-

on by entire functions of the exponential type with supports of their Fourier

transforms in a step hyperbolic cross, approximation by entire functions of

the exponential type with a spectrum of a special form, and approximations

on the sets generated by the level surfaces of a function Ω(𝑡), when the error

of approximation is estimated in the uniform metric — 𝐿∞(R𝑑).

The final Chapter 5 of the thesis is devoted to the study of the approxi-

mation characteristics of the functions of many variables from the isotropic
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and anisotropic Nikol’skii–Besov classes. In Subsection 5.2 for isotropic

classes of functions we obtain the exact-order estimates for the approximation

of the de la Vallée Poussin sums in uniform and integral metrics. Also for the

considered classes of functions in Subsection 5.3 we establish the exact-order

estimates for the approximation by entire functions of a special form.

Subsection 5.4 is devoted to the investigation of anisotropic Nikol’skii–

Besov classes 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑). In Subparagraph 5.4.1 we established the exact-order

estimates for the best approximations of functions from these classes by entire

functions of exponential type with supports of their Fourier transforms in 𝑑-

dimensional “parallelepipeds” and the error of approximation is measured

in the metric of Lebesgue spaces 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞. In the case when the

approximation error is estimated in the uniform metric in Subparagraph 5.4.2

we obtained the exact-order estimates of deviations of functions from these

classes from their sections of the Fourier integral. At the same time, it is

important that the results obtained in this subsection are written in terms

of the “averaged” value of the parameter 𝑟, namely in terms of 𝑔(𝑟).

Key words: Anisotropic Nikol’skii–Besov classes, isotropic Nikols’kii–Besov

classes, Sobolev classes, classes of functions with a dominating mixed deri-

vative, entropy numbers, 𝑀 -dimensional Kolmogorov width, orthoprojecti-

on widths, best orthogonal trigonometric approximation, Fourier transform,

space of quasi-continuous functions, step hyperbolic cross, function of the

type of mixed modulus of continuity, entire function of exponential type.
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Вступ

Дана дисертацiйна робота присвячена розв’язанню важливих екстре-

мальних задач теорiї наближень у нормованих просторах на класах

функцiй однiєї та багатьох змiнних (класах Соболєва, Нiкольського–

Бєсова, а також їхнiх рiзних узагальненнях). Зокрема, в роботi роз-

глядаються задачi про знаходження оцiнок: точних верхнiх меж вели-

чин найкращих ортогональних тригонометричних наближень функцiй

зi згаданих класiв, найкращих наближень функцiй за допомогою цiлих

функцiй експоненцiального типу, з носiєм їхнього перетворення Фур’є на

множинах скiнченної мiри Лебега (схiдчастому гiперболiчному хрестi, 𝑑-

вимiрних “паралелепiпедах”), наближень функцiй з вiдповiдних класiв

їхнiми схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є, 𝑀 -вимiрного колмого-

ровського поперечника, ентропiйних чисел та iн.

Oбґрунтування вибору теми дослiдження. Теорiя наближен-

ня — важливий i фундаментальний роздiл математичного аналiзу, вини-

кнення якого пов’язане з роботами таких всесвiтньо вiдомих математикiв

як Жан Б. Фур’є, К. Вейєрштрасса, П.Л. Чебишова, А. Лебега, Д. Дже-

ксона, Ш. Валле Пуссена, С.Н. Бернштейна. Актуальними проблемами

теорiї наближення є розв’язання широкого кола екстремальних задач,

зокрема, дослiдження питань апроксимацiї класiв функцiй, як однiєї так

i багатьох змiнних, рiзними методами, а також знаходження серед них

оптимальних у тому чи iншому сенсi. Особливе мiсце серед екстремаль-

них проблем теорiї наближення функцiй займають задачi пов’язанi з

лiнiйною та нелiнiйною апроксимацiєю функцiональних класiв. Погли-

блений iнтерес в останнi десятилiття до нелiнiйної апроксимацiї (зокре-

ма, найкращих ортогональних тригонометричних наближень i найкра-

щих 𝑀 -членних тригонометричних наближень) зумовлений, насампе-
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ред, тим, що у багатьох випадках нелiнiйнi методи наближення вияви-

лись бiльш ефективними у порiвняннi з лiнiйними методами. Цей напря-

мок дослiджень пов’язаний з роботами R.A. DeVore, D. Dung, T. Kühn,

T. Ullrich, Е.С. Белiнського, Р.С. Iсмагiлова, C.Б. Кашина, В.Є. Майо-

рова, А.С. Романюка, А.С. Сердюка, О. I. Степанця, В.М. Темлякова,

Х. Трiбеля.

З середини 30-х рокiв минулого столiття одним iз важливих напрямкiв

теорiї апроксимацiї функцiй став напрямок, пов’язаний з дослiдженням

класiв функцiй, зокрема, класiв Соболєва [214]. Проте, як з’ясувалося у

процесi дослiджень, шкала просторiв Соболєва не могла повнiстю охо-

пити i вичерпно описати диференцiальнi властивостi функцiй. Як наслi-

док, для бiльш “тонкої” класифiкацiї функцiй почали з’являтися i дослi-

джуватися новi простори як перiодичних так i не перiодичних функцiй,

зокрема, спочатку iзотропнi та анiзотропнi простори Нiкольського, а пi-

знiше вiдповiднi iзотропнi та анiзотропнi простори Бєсова. Згодом були

введенi простори Нiкольського–Бєсова з домiнуючою мiшаною похiдною,

а далi рiзнi аналоги i узагальнення усiх вище згаданих просторiв функ-

цiй. Крiм самостiйного iнтересу з точки зору теорiї функцiй, дослiдження

таких просторiв знаходять застосування у теорiї диференцiальних рiв-

нянь з частинними похiдними, до розв’язання крайових задач регуляр-

них елiптичних диференцiальних рiвнянь, обчислювальнiй математицi,

фiнансовiй математицi, передачi сигналiв, вiдтвореннi зображень та iн.

З початку 60-х рокiв XX столiття важливе мiсце в теорiї наближення

посiдає напрям пов’язаний з дослiдженням апроксимацiйних характерис-

тик класiв функцiй багатьох змiнних, який почав активно розвиватися

завдяки роботi К. I. Бабенка [4] (див. також [5]). Йому вдалося розв’язати

задачу А.М. Колмогорова по вiдшуканню вiдхилення фiксованого класу

функцiй вiд довiльного пiдпростору заданої розмiрностi, а далi мiнiмiзу-

вати це вiдхилення по усiх таких пiдпросторах. К. I. Бабенком було вста-

новлено, що при наближеннi класiв Соболєва𝑊 𝑟
2,𝛼(T𝑑) у метрицi просто-
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ру 𝐿2(T𝑑) екстремальним пiдпростором (оптимальним у певному сенсi) є

пiдпростiр тригонометричних полiномiв з “номерами” гармонiк з множи-

ни, яка згодом отримала назву “гiперболiчного хреста”, а вiдповiдна хара-

ктеристика вiдома як колмогоровський поперечник (𝑀 -вимiрний колмо-

горовський поперечник). Згодом наближення функцiй багатьох змiнних

з класiв Соболєва 𝑊 𝑟
2,𝛼(T𝑑), а також класiв Нiкольського–Бєсова функ-

цiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) за допомогою тригоно-

метричних полiномiв зi спектром у гiперболiчних хрестах проводилося

в роботах Е.С. Белiнського [10, 11], Е.М. Галєєва [26, 172], Н.С. Нiколь-

ської [73,74], А.С. Романюка [96,197], В.М. Темлякова [119,120,123,124]

та багатьох iнших. Тому, на сьогоднiшнiй день, є пiдстави стверджу-

вати, що у багатьох важливих напрямках теорiя наближення вiдомих

класiв перiодичних функцiй як однiєї, так i багатьох змiнних вже но-

сить практично завершений характер, хоча, безумовно, тут ще залиша-

ються принциповi задачi, якi потребують свого розв’язання. Зокрема,

у деяких випадках це вiдноситься до вiдшукання точних за порядком

оцiнок таких важливих апроксимацiйних характеристик як ентропiйнi

числа i колмогоровськi поперечники у так званих “граничних” випадках

(для крайнiх значень параметрiв 1 i ∞ в означеннi класiв функцiй або

метрики, в якiй здiйснюється оцiнка похибки наближення), а саме для

класiв Нiкольського–Бєсова у рiвномiрнiй метрицi.

Для наближення неперiодичних функцiй, заданих на R𝑑, 𝑑 > 1, на

вiдмiну вiд перiодичних, де у якостi наближаючого апарату використо-

вуються тригонометричнi полiноми рiзного вигляду, природним апара-

том наближення є цiлi функцiї експоненцiального типу. Основи сучасної

теорiї наближення цiлими функцiями експоненцiального типу закладе-

но в роботах С.Н. Бернштейна (див., наприклад, [13]) i було розвинено

Н. I. Ахiєзером, Н. Вiнером, М.В. Келдишем, Н.Пелi та С.М. Нiколь-

ським. Результати дослiджень, пов’язаних з наближенням функцiй, за-

даних на дiйснiй осi, вiдображенi у вiдомих працях Н. I. Ахiєзера [3],
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I. I. Iбрагiмова [38], О. I. Степанця [116], О.П. Тiмана [125], Paul L. Butzer

i Rolf J. Nessel [163] та iнших. Паралельно, однак менш iнтенсивно, роз-

вивалася теорiя наближення функцiй i у просторi R𝑑, 𝑑 > 2. Вiдповiднi

результати у цьому напрямi наведено, зокрема, в книгах С.М. Нiколь-

ського [78] та Х. Трiбеля [130]. Окрiм цього, дослiдженню наближень

функцiй однiєї та багатьох змiнних за допомогою цiлих функцiй з спе-

ктром на рiзних множинах, в тому числi i схiдчастому гiперболiчному

хрестi, присвячена велика кiлькiсть статей, серед яких варто вiдзначи-

ти роботи наступних авторiв: О.В. Бєсова, Л.Д. Кудрявцева, П. I. Лi-

зоркiна, С.М. Нiкольського [16], C.Б. Вакарчука, В. Г. Доронiна [22],

I. I. Iбрагiмова, Ф. Г. Насiбова [39], П. I. Лiзоркiна [52, 53], Г. Г. Магарiл-

Iльяєва [57,58], Г. Г. Магарiл-Iльяєва i В.М. Тiхомiрова [59], Ф. Г. Насiбо-

ва [72], О. I. Степанця i А.Л. Шидлiча [219, 220], В.М. Тiхомiрова [128],

H.-J. Schmeisser i W. Sickel [211], W. Sickel i T. Ullrich [212], Wang Hepi-

ng i Sun Yongsheng [237], Wang Heping [234]. У наведених працях також

можна ознайомитися з бiльш детальною бiблiографiєю.

В останнi 20–30 рокiв досягнуто суттєвого прогресу у дослiдженнi

питань апроксимацiї перiодичних функцiй багатьох змiнних iз анiзотро-

пних i вiдповiдно iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова та Соболєва.

Основнi результати щодо анiзотропних класiв Нiкольського i Соболєва

вiдображенi в монографiї В.М. Темлякова [227]. Дослiдженню ж iзотро-

пних класiв Бєсова, зокрема, присвяченi роботи Р. Де Вора i В.М. Тем-

лякова [167], А.С. Романюка [85,87,95], А.С. Романюка та В.С. Романю-

ка [101], В. В. Миронюка [65]. У випадку анiзотропних класiв Бєсова пе-

рiодичних функцiй багатьох змiнних в останнi роки ряд результатiв було

отримано у роботах В.В. Миронюка [64,68,69]. Проте, як i у випадку iзо-

тропних, так i анiзотропних класiв Нiкольського–Бєсова неперiодичних

функцiй 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) [14,77] питання апроксимацiї дослiдженi значно менше

i на даний час у цьому напрямку залишається цiла низка задач, якi по-

требують свого розв’язання, а тому результати дисертацiйної роботи у
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цьому напрямку мають безумовний науковий iнтерес.

Подальший розвиток у вивченнi просторiв Нiкольського–Бєсова

пов’язаний з дослiдженням їхнiх узагальнень. Так, одним з важли-

вих напрямiв є узагальнення гладкостi, коли замiсть степеневої функцiї

гладкостi спочатку розглядалася функцiя, яка задовольняє умови Барi–

Стєчкiна — М.Л. Гольдман [32], А.С. Джафаров [36], а згодом довiльна

i не монотонна функцiя — М.Л. Гольдман [34], Г.А. Калябiн [41]. Проте

дослiдження у значнiй мiрi були пов’язанi з доведенням теорем вкла-

дення, теорем продовження, вiдшукання слiдiв функцiй з даних про-

сторiв. Iнтенсивнi дослiдження рiзних апроксимацiйних характеристик

з точки зору знаходження їхнiх порядкiв для узагальнених класiв ти-

пу Нiкольського–Бєсова (𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)) у перiодичному випадку беруть свiй

початок з робiт М.М. Пустовойтова [84] i Sun Yongsheng та Wang Hepi-

ng [222] та розвинутi у роботах великої кiлькостi математикiв. Так, зокре-

ма, було запропоновано розглядати наближення на множинах, якi поро-

джуються поверхнями рiвня функцiй Ω. Данi множини є узагальненням

гiперболiчних хрестiв на випадок довiльної функцiї Ω. Зауважимо, що

пристосування вибору наближаючого агрегату до функцiй Ω дало мо-

жливiсть вiдмовитися вiд низки умов на саму функцiю Ω, якi необхiднi

при наближеннi у схiдчастому гiперболiчному хрестi. Однак у випадку

класiв функцiй 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) такi питання не були дослiдженi.

Аналiз лiтератури свiдчить про те, що в останнє десятилiття веду-

ться досить iнтенсивнi дослiдження згаданих класiв функцiй та їхнiх

узагальнень в роботах китайських, нiмецьких, в’єтнамських, казахських

i українських математикiв. Констатуючи значний внесок цих науковцiв у

розвиток дослiджуваної проблематики i незважаючи на значну кiлькiсть

опублiкованих робiт у даних напрямках, варто зазначити, що залишили-

ся цiла низка принципових нез’ясованих питань важливих для розвитку

теорiї наближення, якi потребують свого вирiшення.

Таким чином, з огляду на сказане вище, актуальним є дослiдження
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рiзних апроксимацiйних характеристик, особливо для “граничних” зна-

чень деяких параметрiв або у близьких ситуацiях, класiв Нiкольського–

Бєсова перiодичних та неперiодичних функцiй з домiнуючою мiшаною

похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) та їхнiх узагальнень у неперiодичному

випадку — 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), iзотропних та анiзотропних класiв Нiкольського–

Бєсова неперiодичних функцiй — 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), а також класiв Соболєва пе-

рiодичних функцiй — 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑).

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми, грантами. Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнсти-

туту математики НАН України згiдно з науково-дослiдними темами

“Апроксимативнi та структурнi характеристики функцiональних мно-

жин”, номер державної реєстрацiї 0111U002079; “Розробка методiв ма-

тематичного моделювання та теорiї наближень для розв’язання акту-

альних проблем сучасного природознавства”, номер державної реєстрацiї

0112U002322; “Еволюцiйнi крайовi задачi й апроксимативнi властивостi

функцiональних множин та їх застосування”, номер державної реєстрацiї

0118U005389; “Апроксимацiйнi характеристики та структурнi властиво-

стi функцiональних множин”, номер державної реєстрацiї 0118U005389;

“Iнновацiйнi методи у теорiї диференцiальних рiвнянь, обчислювальнiй

математицi та математичному моделюваннi”, номер державної реєстрацiї

0122U000670; “Дослiдження структурних та апроксимацiйних властиво-

стей функцiональних множин”, номер державної реєстрацiї 0121U100477.

Мета i завдання дослiдження. Основною метою роботи є створе-

ння нових i вдосконалення вiдомих методiв розв’язання екстремальних

задач теорiї апроксимацiї, а саме методiв для знаходження точних за

порядком оцiнок лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї важливих функцiо-

нальних класiв у нормованих просторах.

Об’єктом дослiдження є класи функцiй однiєї та багатьох дiйсних

змiнних, що належать вiдповiдним нормованим просторам: класи перi-

одичних та неперiодичних функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною;
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класи Соболєва перiодичних функцiй; iзотропнi та анiзотропнi кла-

си Нiкольського–Бєсова неперiодичних функцiй; класи неперiодичних

функцiй, що є узагальненням класiв з домiнуючою мiшаною похiдною.

Також у дисертацiйнiй роботi дослiджуються аналоги перiодичних сум

Валле Пуссена та лiнiйнi оператори, якi реалiзують порядковi значення

найкращих наближень.

Предметом дослiдження даної роботи є апроксимацiйнi характерис-

тики класiв функцiй однiєї та багатьох змiнних у нормованих просто-

рах функцiй, що визначенi в R𝑑 i T𝑑, оцiнки норм аналогiв перiодичних

сум Валле Пуссена. Дослiджуються точнi верхнi межi величин, а саме,

величини найкращого наближення класiв функцiй за допомогою цiлих

функцiй експоненцiального типу, з носiєм їхнього перетворення Фур’є у

рiзних множинах скiнченної мiри Лебега, зокрема, у схiдчастому гiпер-

болiчному хрестi, 𝑀 -вимiрний колмогоровський поперечник, ентропiйнi

числа, найкращi ортогональнi тригонометричнi наближення, наближен-

ня схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є, ортопоперечники.

Завдання дослiдження:

∙ Знайти точнi за порядком оцiнки наближення класiв функцiй з до-

мiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, за допомогою

цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього перетво-

рення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi в метрицi простору

Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞.

∙ Для функцiй з класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) знайти точнi за порядком оцiнки

наближення за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу

з носiями їхнього перетворення Фур’є зосередженим на множинах

лебегова мiра яких є скiнченною при деяких значеннях параметрiв.

∙ Отримати порядковi оцiнки ентропiйних чисел та𝑀 -вимiрного кол-

могоровського поперечника класiв перiодичних функцiй з домiную-
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чою мiшаною гладкiстю 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, у метрицi простору квазi-

неперервних функцiй 𝑄𝐶(T𝑑).

∙ Встановити точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних

тригонометричних наближень класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у про-

сторi 𝐵∞,1(T𝑑), 𝑑 > 1. У багатовимiрному випадку, 𝑑 > 2, встано-

вити точнi за порядком оцiнки наближень класiв функцiй 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

їхнiми схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є у цьому ж просторi,

а також знайти порядки ортопоперечникiв.

∙ Одержати точнi за порядком оцiнки ортопоперечникiв i близьких

до них апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑)

та класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних

у просторi 𝐵1,1(T𝑑).

∙ Дослiдити норми лiнiйних операторiв, якi реалiзують порядковi зна-

чення найкращого наближення класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝐵1,1 за

допомогою тригонометричних полiномiв з “номерами” гармонiк зi

схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

∙ Встановити точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з уза-

гальнених класiв iз домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за до-

помогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього

перетворення Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями

рiвня функцiї Ω(𝑡) у метрицi просторiв Лебега.

∙ Знайти точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз класiв

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй метрицi за допомогою цiлих функцiй екс-

поненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiд-

частому гiперболiчному хрестi.

∙ Одержати точнi за порядком оцiнки величини наближення функцiй

iз класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у просторi 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй
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спецiального вигляду при деяких спiввiдношеннях мiж параметрами

𝑝 i 𝑞.

∙ Встановити точнi за порядком оцiнки наближення функцiй багатьох

змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова сумами типу Вал-

ле Пуссена у рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках.

∙ Знайти точнi за порядком оцiнки наближення функцiй багатьох

змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) у метри-

цi простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцi-

ального типу з певними обмеженнями на їхнiй спектр.

∙ Для функцiй багатьох змiнних iз анiзотропних класiв Нiкольського–

Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) встановити точнi за порядком оцiнки найкращого

наближення за допомогою цiлих функцiй з носiями їхнього пере-

творення Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах” у метрицi просторiв

Лебега та одержати точнi за порядком оцiнки вiдхилення функцiй

з даних класiв вiд їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла Фур’є у рiвномiрнiй ме-

трицi.

Методи дослiдження. У роботi використано сучаснi методи мате-

матичного та функцiонального аналiзу, теорiї функцiй багатьох змiнних,

теорiї наближень, загальнi методи розв’язування екстремальних задач

теорiї функцiй, зокрема, методи дискретизацiї та декомпозицiї, вiдповiд-

ним чином розвинутi, модифiкованi або вдосконаленi у залежностi вiд

поставлених завдань.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результати,

якi визначають наукову новизну та виносяться на захист, є новими i

полягають у такому.

∙ Встановлено новi оцiнки норми “блокiв” Валле Пуссена, якi є ана-

логами сум Валле Пуссена перiодичних функцiй багатьох змiнних,

у просторi Лебега.
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∙ Одержано точнi за порядком оцiнки наближення класiв функцiй з

домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, у просторi

Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞, за допомогою цiлих функцiй експоненцi-

ального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому

гiперболiчному хрестi.

∙ Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, за допомогою цiлих функцiй експоненцi-

ального типу зi спектром зосередженим на множинах лебегова мiра

яких є скiнченною i похибка наближення оцiнюється у рiвномiрнiй

метрицi.

∙ Для функцiй з класiв 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) знайдено точнi за порядком оцiнки

наближення у просторi 𝐿2(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експо-

ненцiального типу зi спектром зосередженим на множинах лебегова

мiра яких є скiнченною. Встановлено, що у деяких випадках тако-

го роду наближення мають переваги у порiвняннi з наближенням

цих класiв за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з

носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному

хрестi.

∙ Отримано порядковi оцiнки ентропiйних чисел класiв функцiй

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, з домiнуючою мiшаною гладкiстю у просторi ква-

зiнеперервних функцiй 𝑄𝐶(T𝑑). Показано, що при 2 6 𝑝 6 ∞,

2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1
2 оцiнка вiдповiдної асимптотичної характерис-

тики є точною за порядком.

∙ Для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, у метрицi простору квазiнеперервних

функцiй 𝑄𝐶(T𝑑) за рахунок модифiкацiї та вдосконалення методу

дискретизацiї знайдено точну за порядком оцiнку для 𝑀 -вимiрного

колмогоровського поперечника у випадку 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞,

𝑟1 >
1
2 та встановлено оцiнку зверху для деяких iнших спiввiдношень

мiж параметрами 𝑝 та 𝜃.
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∙ Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних

тригонометричних наближень класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у про-

сторi 𝐵∞,1(T𝑑), 𝑑 > 1. У випадку 𝑑 > 2 встановлено точнi за поряд-

ком оцiнки наближень класiв функцiй 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) їхнiми схiдчасто-

гiперболiчними сумами Фур’є у просторi 𝐵∞,1(T𝑑), а також порядки

ортопоперечникiв у цьому ж просторi. У деяких випадках дослi-

джено поведiнку вiдповiдних апроксимацiйних характеристик кла-

сiв Соболєва 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑) при 𝑑 ∈ {1, 2}.

∙ Одержано точнi за порядком оцiнки ортопоперечникiв i близьких

до них апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑)

та класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних

у просторi 𝐵1,1(T𝑑).

∙ Встановлено, що у багатовимiрному випадку, на противагу одно-

вимiрному, послiдовнiсть норм лiнiйних операторiв, якi реалiзують

порядковi значення найкращого наближення класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у про-

сторi 𝐵1,1(T𝑑) за допомогою тригонометричних полiномiв з “номера-

ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, є необмеженою.

∙ Встановлено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з уза-

гальнених класiв з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за до-

помогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього

перетворення Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями

рiвня функцiї Ω(𝑡) у випадку, коли похибка наближення оцiнюється

у просторi 𝐿𝑞(R𝑑), а параметри 𝑝 та 𝑞 задовольняють спiввiдношен-

ням 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞ i 1 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞.

∙ Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз класiв

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй метрицi за допомогою цiлих функцiй експо-

ненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдча-

стому гiперболiчному хрестi.
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∙ Одержано точнi за порядком оцiнки величини наближення функцiй

iз класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй зi спектром на мно-

жинах скiнченної мiри у просторi 𝐿𝑞(R𝑑) при деяких спiввiдношен-

нях мiж параметрами 𝑝 i 𝑞, а саме: 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞; 1 < 𝑝 = 𝑞 6 2;

1 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞. При цьому встановлено, що у деяких ситуацi-

ях величина 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i величина найкращого наближе-

ння функцiй iз даних класiв за допомогою цiлих функцiй з носiєм

їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi —

ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

мають рiзнi порядки.

∙ Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй багатьох

змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова сумами типу Вал-

ле Пуссена у рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках.

∙ Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй багатьох

змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) у про-

сторi Лебега 𝐿𝑞(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiального

типу з певними обмеженнями на їхнiй спектр.

∙ Для функцiй багатьох змiнних iз анiзотропних класiв Нiкольського–

Бєсова встановлено точнi за порядком оцiнки найкращого набли-

ження за допомогою цiлих функцiй з носiями їхнього перетворен-

ня Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”, похибка наближення при

цьому вимiрюється у просторi Лебега 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞. Також

для даних класiв функцiй одержано точнi за порядком оцiнки вiд-

хилення функцiй вiд їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла Фур’є у рiвномiрнiй

метрицi.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Отриманi результати i розвиненi в

нiй методи можуть знайти практичне застосування у подальших дослi-

дженнях екстремальних задач теорiї наближення функцiй дiйсної i ком-

плексної змiнних та функцiональному аналiзi, а також вони можуть бути
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використанi в теоретичних дослiдженнях i у деяких iнших галузях нау-

ки i технiки, зокрема, математичнiй фiзицi, обчислювальнiй математицi,

фiнансовiй математицi.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на

захист, одержано здобувачем самостiйно. У статтях, якi опублiковано

разом iз iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.

У роботах [1 – 4] –– визначення напрямку дослiджень, обговорення

результатiв, контроль якостi викладення результатiв належить науково-

му консультанту А.С. Романюку, перевiрка основних гiпотез i детальне

доведення тверджень належить здобувачевi.

У статтi [6] спiвавторка О.Я. Радченко незалежно виконувала

комп’ютернi обчислення для перевiрки лем 1 та 2, а у роботi [5] спiв-

авторцi належить перевiрка результатiв теореми 4. Постановка задач у

цих роботах, вибiр методiв їхнього розв’язання й доведення результатiв

належать здобувачевi.

У спiльних з С.А. Стасюком роботах [9, 12] внесок авторiв рiвноцiн-

ний. Результати робiт включенi С.А. Стасюком у дисертацiю на здобуття

наукового ступеня доктора фiзико-математичних наук “Апроксимацiй-

нi характеристики класiв гладких функцiй однiєї та багатьох змiнних”

(https://www.imath.kiev.ua/zahyst/?n=anons&id=173).

У спiльнiй з В.В. Миронюком роботi [16] внесок авторiв рiвноцiнний.

Результати роботи включенi В.В. Миронюком у дисертацiю на здобут-

тя наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук “Апроксима-

тивнi характеристики класiв функцiй багатьох змiнних”.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи були пред-

ставленi, доповiдалися i обговорювалися на:

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї “Боголюбовськi читання

DIF–2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування”

з нагоди 75–рiччя з дня народження академiка А.М. Самойленка, Сева-

стополь, 23 – 30 червня 2013 року;
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— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї “Диференцiальнi рiвнян-

ня, обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи

механiки” до 100-рiччя вiд дня народження члена-кореспондента НАН

України Положого Георгiя Миколайовича, 23 – 24 квiтня 2014 р., Київ;

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї “Крайовi задачi, теорiя

функцiй та їх застосування” присвяченiй 60-рiччю В. I. Рукасова (1953 –

2009), 21 – 24 травня 2014 р., Слов’янськ;

— IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї присвяченiй 135 рiчницi вiд

дня народження Ганса Гана. 30 червня – 5 липня 2014 р., Чернiвцi;

— Mecklenburg Workshop “Approximation Methods and Function

Spaces”, Hasenwinkel, Germany, March 16 – 20, 2015;

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв. 3 – 6 червня

2015 р., Київ, Україна;

— Third conference “Mathematics for Life Sciences”. Rivne, September

15 – 19, 2015;

— II Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Теорiя наближень i її за-

стосування”. Днiпропетровськ (Україна) 8 – 11 жовтня 2015 р.;

— AMMODIT and final EUMLS Workshop “Mathematics for Life Sci-

ences”, Hasenwinkel, Germany, March 07 – 11, 2016;

— Конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читання — 2016”,

Львiв, 25 – 27 травня 2016 року;

— Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя наближення функцiй та її засто-

сування”, присвяченiй 75-рiччю з дня народження члена-кореспондента

НАН України, професора О. I. Степанця, Слов’янськ, 28 травня – 3 черв-

ня 2017 року;

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй 100-

рiччю з дня народження академiка НАН України Ю.О. Митропольсько-

го, Київ, 7 – 10 червня 2017 року;

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 6 – 8 червня

2019 року;
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— Мiжнароднiй конференцiя “Функцiональнi методи в теорiї набли-

жень, диференцiальних рiвняннях та обчислювальнiй математицi IV”,

присвяченiй 100-рiччю з дня народження В.К. Дзядика (1919–1998), Свi-

тязь (Волинська обл.), 20 – 26 червня 2019 року;

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Теорiя наближень i її засто-

сування” з нагоди 70-рiччя Владислава Федоровича Бабенка, Днiпро,

Україна, 3 – 5 жовтня 2019 р.;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Теорiя наближень i її засто-

сування” присвяченiй 100-рiччю з дня народження Миколи Павловича

Корнєйчука, Днiпро, Україна, 16 – 19 жовтня 2020 р.;

— International Online Workshop on Approximation Theory, March 19 –

21, 2021, Ivano-Frankivsk;

— International Conference Mathematical Analysis, Differential Equation

and Applications (MADEA–9), Kyrgyz–Turkish Manas University, Bishkek,

Kyrgyz Republic, June 21 – 25, 2021;

— The International Online Conference “Current Trends in Abstract and

Applied Analysis”, May 12 – 15, 2022, Ivano-Frankivsk, Ukraine;

— Конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читання — 2022”,

25 – 27 травня 2022 р., Львiв;

— Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя наближення функцiй та її засто-

сування”, присвяченiй 80-рiччю з дня народження члена–кореспондента

НАН України, професора О. I. Степанця (1942–2007), 6 – 10 червня

2022 р., Луцьк, Україна;

— International Workshop “Current Trends in Analysis and Approxi-

mation Theory”, July 18, 2023, the International Telematic University UNI-

NETTUNO, Roma, Italy;

— Workshop “From Modeling and Analysis to Approximation and Fast

Algorithms”, Hasenwinkel, Germany, September 02 – 06, 2023;

— засiданнях Вченої ради Iнституту математики НАН України;

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН Укра-
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їни, керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, проф. А.С. Романюк;

— семiнарi Iнституту математики НАН України, керiвники семiнару –

чл.-кор. НАН України С. I. Максименко, доктор фiз.-мат. наук, проф.

А.Ю. Пилипенко;

— семiнарi Iнституту математики Унiверситету м. Любек, Нiмеччина,

керiвник семiнару – проф. Ю. Престiн;

— cемiнарi кафедри математичного аналiзу та оптимiзацiї Днiпров-

ського нацiонального унiверситету iменi Олеся Гончара, керiвник семi-

нару – доктор фiз.-мат. наук, проф. Н.В. Парфiнович;

— cемiнарi “Сучасний аналiз” в Київському нацiональному унiверси-

тетi iменi Тараса Шевченка, керiвники семiнару – чл.-кор. НАН України

I.О. Шевчук, доктор фiз.-мат. наук, проф. О.О. Курченко, доктор фiз.-

мат. наук, проф. В.М. Радченко;

— семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй Львiвського нацiонального

унiверситету iменi Iвана Франка, керiвник семiнару – доктор фiз.-мат.

наук, проф. О.Б. Скаскiв;

— семiнарах молодих вчених Iнституту математики НАН України.

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 39 наукових публi-

кацiях (див. список публiкацiй здобувача на с. 16 – 22), з них 17 — статтi

у наукових виданнях, внесених до перелiку наукових фахових видань

України та закордонних виданнях, а також 22 публiкацiї у тезах доповi-

дей i матерiалах мiжнародних та вiтчизняних конференцiй. Статтi [1 –13,

15] проiндексованi у мiжнародних наукометричних базах Scopus або Web

of Science, стаття [16] проiндексована у наукометричнiй базi MathSciNet.

Статтi [1, 5, 7] опублiкованi у виданнях з квартиля Q2 вiдповiдно до кла-

сифiкацiї SCImago Journal and Country Rank, статтi [2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 11,

13, 15] у виданнях з квартиля Q3, стаття [12] у виданнi з квартиля Q4.

Вiдповiдно до п. 2 Наказу № 1220 МОН України вiд 23.09.2019 вказанi 17

статей зараховуються як 33 науковi публiкацiї. Публiкацiї [7, 8, 10, 11,

13, 14, 15, 17] одноосiбнi.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з пере-

лiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку вико-

ристаних джерел, що мiстить 249 найменувань та додатку зi списком

публiкацiй i апробацiєю результатiв. Повний обсяг роботи становить 312

сторiнок друкованого тексту iз них список використаних джерел мiсти-

ться на 28 сторiнках, а додаток — на 11 сторiнках.

Державнi нагороди (премiї) України або iнших держав. За

роботу “Екстремальнi проблеми наближення класiв функцiй однiєї та

багатьох змiнних”, у складi колективу Янченко С.Я., Пожарська К.В.,

Степанюк Т.А. присуджено премiю Президента України для молодих

вчених за 2021 рiк (УКАЗ ПРЕЗИДЕНТА УКРАЇНИ №659/2021). До

зазначеної роботи увiйшли 11 статей, а саме статтi [6, 8 – 17] зi списку

публiкацiй.

Подяки. Висловлюю щиру вдячнiсть науковому консультанту завi-

дувачу вiддiлу теорiї функцiй, доктору фiзико-математичних наук, про-

фесору Анатолiю Сергiйовичу РОМАНЮКУ за пiдтримку, постiйну ува-

гу, допомогу в роботi та кориснi обговорення одержаних результатiв,

а також iншим своїм спiвавторам та усiм спiвробiтникам вiддiлу теорiї

функцiй за плiдну спiвпрацю.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури, основнi означення та

попереднi вiдомостi

Усi твердження, якi увiйшли в дану роботу i не належать автору, наведе-

но iз зазначенням авторства i/або вiдповiдним посиланням на джерело.

1.1. Простори функцiй з домiнуючою мiшаною

похiдною визначенi в R𝑑

У даному пiдроздiлi наведено означення просторiв функцiй з домiную-

чою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), означення основних апроксимацiйних

характеристик, якi розглядаються у дисертацiйнiй роботi для цих про-

сторiв функцiй, дана коротка iсторiя їхнього дослiдження та огляд вiдо-

мих результатiв.

1.1.1. Означення класiв функцiй

Нехай R𝑑 — 𝑑-вимiрний евклiдiв простiр з елементами 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑),

𝑥𝑖 ∈ R, i (𝑥,𝑦) = 𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑑𝑦𝑑. Нехай 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, — простiр

вимiрних на R𝑑 функцiй 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) зi скiнченною нормою

‖𝑓‖𝐿𝑞(R𝑑) :=

⎛⎝∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑞

, 1 6 𝑞 < ∞, (1.1)

‖𝑓‖𝐿∞(R𝑑) := ess sup
𝑥∈R𝑑

|𝑓(𝑥)|. (1.2)
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Для функцiї 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) визначимо рiзницю 1-го порядку з кроком

ℎ за змiнною 𝑥𝑗 таким чином:

Δℎ,𝑗𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 + ℎ, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑑)− 𝑓(𝑥)

i, вiдповiдно, 𝑙-го порядку, 𝑙 ∈ N,

Δ𝑙
ℎ,𝑗𝑓(𝑥) =

𝑙⏞  ⏟  
Δℎ,𝑗 . . .Δℎ,𝑗 𝑓(𝑥).

Нехай задано вектори ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑑), ℎ𝑗 ∈ R, i 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑),

𝑘𝑗 ∈ Z+, 𝑗 = 1, 𝑑. Тодi мiшана рiзниця 𝑘-го порядку з векторним кроком

ℎ визначається рiвнiстю

Δ𝑘
ℎ𝑓(𝑥) = Δ𝑘1

ℎ1,1
Δ𝑘2
ℎ2,2

. . .Δ𝑘𝑑
ℎ𝑑,𝑑

𝑓(𝑥). (1.3)

Крiм цього розглянемо множину iндексiв 𝑒𝑑 = {1, 2, . . . , 𝑑}, 𝑑 ∈ N, 𝑒 ⊂ 𝑒𝑑,

i для заданого вектора 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑), 𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑 (𝑟 ∈ R𝑑
+), позна-

чимо вектор 𝑟𝑒 = (𝑟𝑒1, . . . , 𝑟
𝑒
𝑑), де

𝑟𝑒𝑖 =

⎧⎨⎩𝑟𝑖, 𝑖 ∈ 𝑒𝑑;

0, 𝑖 ∈ 𝑒𝑑∖𝑒.

Таким чином, порожнiй множинi ∅ вiдповiдає нуль-вектор 𝑟0 =

= (0, . . . , 0).

Нерiвностi типу 𝑎 6 𝑏 (𝑎 > 𝑏) для векторiв 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑) та

𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑑) будемо розумiти покоординатно, тобто 𝑎𝑗 6 𝑏𝑗 (𝑎𝑗 > 𝑏𝑗),

𝑗 = 1, 𝑑. Також будемо використовувати записи 𝑡 > 0 (𝑡 > 0), якщо

𝑡𝑗 > 0 (𝑡𝑗 > 0), 𝑗 = 1, 𝑑, i 𝑎 ̸= 𝑏, якщо 𝑎𝑖 ̸= 𝑏𝑖 хоча б для одного 𝑖,

𝑖 = 1, 𝑑.

Простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, де 𝑟 — заданий вектор iз не-

вiд’ємними координатами означаються таким чином [2] (див. також [55]):

1) якщо 1 6 𝜃 < ∞, то

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) < ∞
}︁
,
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де норма задається рiвнiстю

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)= ‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑑)+

∑︁
𝑒⊂𝑒𝑑
𝑒 ̸=∅

⎛⎝ 2∫︁
0

· · ·
2∫︁

0

∏︁
𝑗∈𝑒

ℎ
−𝜃𝑟𝑗−1
𝑗 ‖Δ𝑘𝑒

ℎ𝑒𝑓(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

∏︁
𝑗∈𝑒

𝑑ℎ𝑗

⎞⎠
1
𝜃

;

(1.4)

2) якщо 𝜃 = ∞, то

𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≡ 𝑆𝑟

𝑝𝐻(R𝑑) :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝,∞𝐵(R𝑑) < ∞
}︁

i

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑) = ‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑑) +

∑︁
𝑒⊂𝑒𝑑
𝑒 ̸=∅

sup
ℎ>0

∏︁
𝑗∈𝑒

ℎ
−𝑟𝑗
𝑗 ‖Δ𝑘𝑒

ℎ𝑒𝑓(·)‖𝐿𝑝(R𝑑), (1.5)

де 𝑘𝑗 > 𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑. Зазначимо, що простори функцiй 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

при значеннi параметра 𝜃 = ∞ збiгаються з просторами 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑), якi

вперше розглянув С.М. Нiкольський [80], а у випадку 1 6 𝜃 < ∞ во-

ни були введенi Т. I. Амановим [2]. Данi простори функцiй називають

просторами функцiй з домiнуючою мiшаною гладкiстю (похiдною), крiм

цього зазначимо, що в лiтературi їх також прийнято називати просто-

рами Нiкольського–Бєсова функцiй з домiнуючою мiшаною гладкiстю

(похiдною) або скорочено простори функцiй з мiшаною гладкiстю.

У подальшому будемо вважати, що координати вектора 𝑟 =

= (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑), що входить в означення просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), впорядкованi

таким чином: 0 < 𝑟1 = 𝑟2 = . . . = 𝑟𝜈 < 𝑟𝜈+1 6 . . . 6 𝑟𝑑. Також векто-

ру 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑) поставимо у вiдповiднiсть вектор 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑑),

𝛾𝑗 =
𝑟𝑗
𝑟1
, 𝑗 = 1, 𝑑, а вектору 𝛾, в свою чергу, — вектор 𝛾 ′, де 𝛾′

𝑗 = 𝛾𝑗 при

𝑗 = 1, 𝜈 i 1 < 𝛾′
𝑗 < 𝛾𝑗 при 𝑗 = 𝜈 + 1, 𝑑.

С.М. Нiкольським i Т. I. Амановим для просторiв функцiй 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑)

та 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) було отримано пряму i обернену теореми зображення функ-

цiй з цих просторiв за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу.

Цi теореми є основним апаратом для одержання теорем вкладення для

даних просторiв функцiй. Основнi результати щодо дослiджень просто-
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рiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) представлено у монографiї Т. I. Аманова [1], де ним роз-

глядалися також i вiдповiднi класи перiодичних функцiй. У монографiї

наводяться теореми представлення i вкладення, крiм цього розглянуто

питання компактностi даних просторiв та їхньої iнтерполяцiї, також вка-

зано застосування теорiї просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) до розв’язання крайових

задач.

Зазначимо, що фундаментальне значення для одержання прямих i

обернених теорем представлення функцiй з просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за до-

помогою цiлих функцiй експоненцiального типу i, вiдповiдно, теорем

вкладення вiдiграють нерiвностi для цiлих функцiй скiнченного степе-

ня, отриманi С.М. Нiкольським у 1951 р. [77] та викладенi у його моно-

графiї [78, гл. 3]. Нагадаємо означення цiлої функцiї експоненцiального

типу.

Функцiю

𝑔 = 𝑔𝜈(𝑧) = 𝑔𝜈1,...,𝜈𝑑(𝑧1, . . . , 𝑧𝑑),

де 𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑑) > 0 — невiд’ємний вектор, називають цiлою функцiєю

експоненцiального типу 𝜈, якщо вона володiє такими властивостями:

1. Вона є цiлою функцiєю за всiма змiнними, тобто розкладається в

кратний степеневий ряд

𝑔(𝑧) =
∑︁
𝑘∈Z𝑑

+

𝑎𝑘𝑧
𝑘 =

∑︁
𝑘𝑙>Z+
𝑙=1,𝑑

𝑎𝑘1,...,𝑘𝑑𝑧
𝑘1
1 · . . . · 𝑧𝑘𝑑𝑑

зi сталими коефiцiєнтами 𝑎𝑘 = 𝑎𝑘1,...,𝑘𝑑, який збiгається для всiх ком-

плексних 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑑).

2. Для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке додатне число 𝐴𝜀, що для всiх

комплексних 𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 + 𝑖𝑦𝑗, 𝑗 = 1, 𝑑, виконується нерiвнiсть

|𝑔(𝑧)| 6 𝐴𝜀 exp
𝑑∑︁
𝑗=1

(𝜈𝑗 + 𝜀)|𝑧𝑗|.
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Тепер сформулюємо твердження, яке буде нами iстотно використову-

ватися при встановленнi результатiв.

Твердження 1.1 ( [78], § 3.3.4). Якщо 1 6 𝑝 6 𝑞 6 ∞, то для цiлої

функцiї експоненцiального типу 𝑔𝜈 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑑), 𝜈𝑗 > 0,

𝑗 = 1, 𝑑, має мiсце нерiвнiсть

‖𝑔𝜈‖𝐿𝑞(R𝑑) 6 2𝑑

(︃
𝑑∏︁
𝑗=1

𝜈𝑗

)︃ 1
𝑝−

1
𝑞

‖𝑔𝜈‖𝐿𝑝(R𝑑).

Дану нерiвнiсть прийнято називати “нерiвнiсть рiзних метрик Нiколь-

ського” для цiлих функцiй експоненцiального типу.

Наведемо теорему про представлення функцiй з простору 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

рядами цiлих функцiй скiнченного степеня, яку сформулюємо у такiй

формi:

Твердження 1.2. Для того, щоб функцiя 𝑓 належала простору

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑) > 0, 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞ необхiдно i достатньо,

щоб вона зображалася збiжним у метрицi простору 𝐿𝑝(R𝑑) рядом

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑚>0

𝑄𝑚(𝑥), (1.6)

де 𝑄𝑚 — цiлi функцiї степеня 2𝑚𝑗 по змiнних 𝑥𝑗, 𝑗 = 1, 𝑑, для якого

величина (︃∑︁
𝑚>0

2(𝑟,𝑚)𝜃‖𝑄𝑚(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

< ∞.

Крiм того, нижня границя цiєї величини по всеможливих розкладах

(1.6) еквiвалентна нормi ‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Твердження 1.2 для просторiв 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑) (𝜃 = ∞) отримано С.М. Нi-

кольським [80, теорема 1, теорема 2], а для просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) —

Т. I. Амановим [2, теорема 2.1, теорема 2.2], у бiльш загальному ви-

падку воно встановлено в [55, теорема 2.1]. Зазначимо також, що саме

твердження 1.2 дало можливiсть означити данi простори функцiй у де-

композицiйнiй формi.
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Також сформулюємо одну з теорем вкладення для просторiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), яка має важливе значення при дослiдженнi апроксимацiйних

властивостей цих просторiв i одержана Т. I. Амановим [1, теорема 3.1], [2,

теорема 3.2].

Твердження 1.3. Нехай 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, 1 6 𝑝 6 𝑞 6 ∞ i вектор 𝜌

такий, що 𝜌𝑗 = 𝑟𝑗 −
(︁
1
𝑝 −

1
𝑞

)︁
> 0, 𝑗 = 1, 𝑑. Тодi, якщо 𝑓 ∈ 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), то

𝑓 ∈ 𝑆𝜌
𝑞,𝜃𝐵(R𝑑) i

‖𝑓‖𝑆𝜌
𝑞,𝜃𝐵(R𝑑) 6 𝐶*‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 𝐶* > 0.

Зазначимо, що для просторiв 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑) (𝜃 = ∞) твердження 1.3 вста-

новлено С.М. Нiкольським [80, теорема 5].

Результат твердження 1.3 визначає умови на координати вектора 𝑟,

за яких для функцiї 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ми можемо стверджувати, що 𝑓 також

буде належати i до простору 𝐿𝑞(R𝑑).

Тепер дамо означення просторiв Нiкольського–Бєсова функцiй мiша-

ної гладкостi 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) опосередковано через так зване декомпозицiйне

представлення елементiв цих просторiв. Уперше декомпозицiйне пред-

ставлення та вiдповiдне йому нормування з’явилося у роботi С.М. Нi-

кольського та П. I. Лiзоркiна [55] i, як з’ясувалося пiзнiше, вiдiграло клю-

чову роль у дослiдженнях, якi пов’язанi з апроксимацiєю класiв функцiй.

Це представлення iстотно використовується при доведеннi одержаних ре-

зультатiв i базується на поняттi перетворення Фур’є, яке можна означи-

ти, використавши узагальненi функцiї (див., наприклад, [12, гл. 11], [23,

гл. 2], [51], [78, гл. 1, §5]). Також з вiдомостями про узагальненi функцiї

та їхнi властивостi можна ознайомитися у роботах I.М. Гельфанда та

Г.Є. Шилова [27–29].

Зазначимо, що теорiя перетворення Фур’є є потужним iнструмен-

том для дослiдження функцiональних просторiв, зокрема, i просторiв

Нiкольського–Бєсова. Дана теорiя була суттєво використана i вiдповiдно

удосконалена П. I. Лiзоркiним [51, 54]. Згодом перетворення Фур’є ши-
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роко використовувалося при вивченнi рiзних класiв функцiй В. I. Бу-

ренковим [21], М.Л. Гольдманом [33], Г.А. Калябiним [42], П. I. Лiзоркi-

ним [52,53], Г. Г. Магарiл-Iльяєвим [58] та iншими.

Наведемо спочатку необхiднi позначення i означення.

Нехай 𝑆 = 𝑆(R𝑑) — простiр Л. Шварца основних нескiнченно ди-

ференцiйованих на R𝑑 комплекснозначних функцiй 𝜙, якi спадають на

нескiнченностi разом зi своїми похiдними швидше за будь-який степiнь

функцiї
(︀
𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑑

)︀− 1
2 , що розглядається з вiдповiдною топологiєю.

Через 𝑆 ′ позначимо простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв над 𝑆.

Зазначимо, що елементами простору 𝑆 ′ є узагальненi функцiї. Якщо

𝑓 ∈ 𝑆 ′, 𝜙 ∈ 𝑆, то ⟨𝑓, 𝜙⟩ позначає значення 𝑓 на 𝜙.

Перетворення Фур’є F𝜙 : 𝑆 → 𝑆 визначається за формулою

(F𝜙)(𝜆) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

∫︁
R𝑑

𝜙(𝑡)𝑒−𝑖(𝜆,𝑡)𝑑𝑡 ≡ ̃︀𝜙(𝜆),
де 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑑) ∈ R𝑑, 𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) ∈ R𝑑 i (𝜆, 𝑡) =

𝑑∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖𝑡𝑖 — скаляр-

ний добуток в R𝑑 векторiв 𝜆 i 𝑡.

Обернене перетворення Фур’є задається таким чином:

(F−1𝜙)(𝑡) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

∫︁
R𝑑

𝜙(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑡)𝑑𝜆 ≡ ̂︀𝜙(𝑡).
Перетворення Фур’є узагальнених функцiй (для нього ми зберiгаємо

те ж позначення) визначається згiдно з формулою

⟨F𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑓,F𝜙⟩, ⟨ ̃︀𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑓, ̃︀𝜙⟩,
де 𝑓 ∈ 𝑆 ′, a 𝜙 ∈ 𝑆.

Обернене перетворення узагальнених функцiй також позначимо

F−1𝑓 , i визначається воно аналогiчно до прямого перетворення Фур’є

за правилом

⟨F−1𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑓,F−1𝜙⟩, ⟨ ̂︀𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑓, ̂︀𝜙⟩.
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Носiєм неперервної на R𝑑 функцiї 𝜙 називається замикання множини

точок 𝑥 ∈ R𝑑, де 𝜙(𝑥) ̸= 0, i позначається supp𝜙.

Узагальнена функцiя 𝑓 перетворюється в нуль на вiдкритiй множинi

𝐺, якщо ⟨𝑓, 𝜙⟩ = 0 для всiх 𝜙 ∈ 𝑆 i supp𝜙 ⊂ 𝐺. Об’єднання всiх околiв,

у яких 𝑓 перетворюється в нуль є вiдкритою множиною, яку називають

нульовою множиною узагальненої функцiї 𝑓 i позначають 𝐺𝑓 . Носiєм

узагальненої функцiї називають доповнення множини 𝐺𝑓 до R𝑑, тобто

замкнену множину supp 𝑓 = 𝐺̄𝑓 .

Зазначимо, що кожна функцiя 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞, визначає

лiнiйний неперервний функцiонал на 𝑆 згiдно з формулою

⟨𝑓, 𝜙⟩ =
∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥, 𝜙 ∈ 𝑆,

i, як наслiдок, у цьому сенсi вона є елементом 𝑆 ′. Тому перетворення

Фур’є функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞, можна розглядати, як перетво-

рення Фур’є узагальненої функцiї ⟨𝑓, 𝜙⟩.
Для 𝑠 ∈ Z𝑑+ розглянемо множину

𝑄*
2𝑠 =

{︁
𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑑) : 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1 6 |𝜆𝑗| < 2𝑠𝑗 , 𝜆𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑
}︁
,

(1.7)

де 𝜂(0) = 0 i 𝜂(𝑡) = 1, 𝑡 > 0.

Нехай 𝐴 ⊂ R𝑑 — деяка вимiрна множина. Позначимо через 𝜒
𝐴
хара-

ктеристичну функцiю множини 𝐴, i для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, коре-

ктно визначена i належить до 𝐿𝑝(R𝑑) функцiя

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥) = F−1(𝜒𝑄*
2𝑠
· F𝑓). (1.8)

Тодi простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟 > 0, можна

означити таким чином [55]:

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) < ∞
}︁
,

де

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠>0

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

(1.9)
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при 1 6 𝜃 < ∞ i

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≡ ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝𝐻(R𝑑) ≍ sup
𝑠>0

2(𝑠,𝑟)‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (1.10)

Тут i далi по тексту для додатних величин 𝐴 i 𝐵 використовуємо за-

пис 𝐴 ≍ 𝐵, який означає, що iснують такi додатнi сталi 𝐶1 i 𝐶2, якi не

залежать вiд одного iстотного параметра у величинах 𝐴 i 𝐵 (наприклад,

у спiввiдношеннях (1.9) i (1.10) — вiд функцiї 𝑓), що 𝐶1𝐴 6 𝐵 6 𝐶2𝐴.

Якщо тiльки 𝐵 6 𝐶2𝐴
(︀
𝐵 > 𝐶1𝐴

)︀
, то пишемо 𝐵 ≪ 𝐴

(︀
𝐵 ≫ 𝐴

)︀
. Всi ста-

лi 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , якi зустрiчаються у роботi, можуть залежати лише вiд

параметрiв, що входять в означення класу, метрики, в якiй оцiнюється

похибка наближення, та розмiрностi простору R𝑑. У деяких випадках

цю залежнiсть будемо вказувати у явному виглядi. Крiм того, з метою

уникнення нагромадження iндексiв, розрiзняти сталi i вiдповiдно про-

водити їхню нумерацiю будемо в межах кожного роздiлу дисертацiйної

роботи окремо. Це не повинно викликати жодних непорозумiнь, оскiльки

у дисертацiйнiй роботi основна увага зосереджена на вiдшуканнi поряд-

кових оцiнок. Аналогiчне зауваження вiдноситься також i до iндексацiї

позначень деяких величин та функцiй.

У випадку 1 6 𝑝 6 ∞, видозмiнивши 𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), наприклад, по типу

Валле Пуссена, норму функцiй з просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) можна означити в

дещо iншiй формi.

Далi, нехай

𝐾𝑚(𝑡) =

∫︁
R
𝑘𝑚(𝜆)𝑒

−2𝜋𝑖𝜆𝑡𝑑𝜆, 𝑚 ∈ Z+, 𝐾−1 ≡ 0,

де

𝑘𝑚(𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝜆| < 2𝑚−1,

2(1− |𝜆|
2𝑚 ), 2𝑚−1 6 |𝜆| 6 2𝑚,

0, |𝜆| > 2𝑚,
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𝑘0(𝜆) =

⎧⎨⎩1− |𝜆|, 0 6 |𝜆| 6 1,

0, |𝜆| > 1.

Для кожного вектора 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑), 𝑠𝑗 ∈ Z+, 𝑗 = 1, 𝑑, покладемо

𝐴*
𝑠(𝑥) =

𝑑∏︁
𝑗=1

(︀
𝐾𝑠𝑗(𝑥𝑗)−𝐾𝑠𝑗−1(𝑥𝑗)

)︀
, (1.11)

𝐴*
𝑠(𝑓,𝑥) = 𝑓(𝑥) * 𝐴*

𝑠(𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)𝐴*
𝑠(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦.

Зауважимо, що𝐴*
𝑠(𝑓,𝑥)— “блоки” Валле Пуссена функцiї 𝑓 i є аналогами

“блокiв” сум Валле Пуссена перiодичних функцiй багатьох змiнних (див.,

наприклад, [123]).

Справедливим є таке твердження.

Лема 1.4 ([236]). Нехай 1 6 𝑝 6 ∞, тодi для будь-якої функцiї

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) маємо

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑠

𝐴*
𝑠(𝑓,𝑥)

i, крiм того, suppF𝐴𝑠(𝑓,𝑥) ⊆ 𝑄*
2𝑠.

У прийнятих позначеннях простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, 𝑟 > 0,

можна означити таким чином (див., наприклад, [235,236]):

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) < ∞
}︁
,

де

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠>0

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

(1.12)

при 1 6 𝜃 < ∞ i

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑) ≍ sup

𝑠>0
2(𝑠,𝑟)‖𝐴*

𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) (1.13)

при 𝜃 = ∞.
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Як видно з (1.9), (1.10), (1.12), (1.13), для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞,

має мiсце спiввiдношення

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍ ‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (1.14)

Пiд класом 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) будемо розумiти множину функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑)

для яких ‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) 6 1, i при цьому збережемо для класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) тi

ж позначення, що i для просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

1.1.2. Означення апроксимацiйних характеристик та вiдомi

результати

Перейдемо до означення апроксимацiйних характеристик, якi дослiджу-

ються у дисертацiйнiй роботi.

Нехай ℒ ⊂ Z𝑑+ — деяка скiнченна множина. Покладемо

𝑄(ℒ) =
⋃︁
𝑠∈ℒ

𝑄*
2𝑠 (1.15)

i позначимо

𝐺
(︀
𝑄(ℒ)

)︀
:=
{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) : suppF𝑓 ⊆ 𝑄(ℒ)

}︁
. (1.16)

Вiдомо, що елементами множини 𝐺
(︀
𝑄(ℒ)

)︀
є цiлi функцiї експоненцiаль-

ного типу, носiй перетворення Фур’є яких мiститься на множинi 𝑄(ℒ)
(див., наприклад, [78, §. 3.1]).

Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, означимо величину

𝐸
(︀
𝑓,𝐺

(︀
𝑄(ℒ)

)︀)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= 𝐸𝑄(ℒ)
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:=

:= inf
𝑔∈𝐺(𝑄(ℒ))

‖𝑓(·)− 𝑔(·)‖𝐿𝑞(R𝑑), (1.17)

яка називається найкращим наближенням функцiї 𝑓 цiлими функцiями

експоненцiального типу з множини 𝐺
(︀
𝑄(ℒ)

)︀
.

Якщо 𝐹 ⊂ 𝐿𝑞(R𝑑) — деякий функцiональний клас, то покладемо

𝐸𝑄(ℒ)
(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝐹

𝐸𝑄(ℒ)
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

(1.18)
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i вiдповiдно величина 𝐸𝑄(ℒ)
(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

називається найкращим наближе-

нням класу 𝐹 цiлими функцiями експоненцiального типу з множини

𝐺
(︀
𝑄(ℒ)

)︀
.

Далi для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, розглянемо функцiю вигляду

𝑆𝑄(ℒ)(𝑓,𝑥) =
∑︁
𝑠∈ℒ

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), 𝑥 ∈ R𝑑 (1.19)

i означимо

ℰ𝑄(ℒ)
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑄(ℒ)(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) (1.20)

та

ℰ𝑄(ℒ)
(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝐹

ℰ𝑄(ℒ)
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (1.21)

У залежностi вiд вибору елементiв множини ℒ i вiдповiдно побудови

множини 𝑄(ℒ) у дисертацiйнiй роботi розглядається декiлька апрокси-

мацiйних характеристик вигляду (1.18) i (1.21). Позначення i означення

яких будемо конкретизувати у залежностi вiд такого вибору.

Однiєю з таких множин, яка вiдiграє важливе значення у теорiї на-

ближення класiв функцiй 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), як уже зазначалося, є схiдчастий

гiперболiчний хрест. Нехай множина ℒ мiстить вектори 𝑠 для яких ви-

конується умова (𝑠,𝛾) 6 𝑛, де 𝑛 ∈ N, тобто ℒ = {𝑠 : (𝑠,𝛾) 6 𝑛}. У
цьому випадку в якостi множини 𝑄(ℒ) будемо розглядати множину 𝑄̃𝛾

𝑛,

яка означається таким чином:

𝑄̃𝛾
𝑛 =

⋃︁
(𝑠,𝛾)6𝑛

𝑄*
2𝑠. (1.22)

Множина 𝑄̃𝛾
𝑛 називається схiдчастим гiперболiчним хрестом в R𝑑 i при

цьому mes 𝑄̃𝛾
𝑛 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 (див., наприклад, [55]), де mes 𝑄̃𝛾

𝑛 позначає лебе-

гову мiру множини 𝑄̃𝛾
𝑛.

Для величини (1.17) будемо використовувати позначення

𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= inf
𝑔∈𝐺(𝑄̃𝛾

𝑛)
‖𝑓(·)− 𝑔(·)‖𝐿𝑞(R𝑑).
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Дана величина називається найкращим наближенням функцiї 𝑓 цiлими

функцiями експоненцiального типу з носiєм їхнього перетворення Фур’є

у схiдчастому гiперболiчному хрестi.

Якщо 𝐹 = 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), то вiдповiдно до (1.18) покладемо

𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (1.23)

Для (1.21) у цьому випадку будемо використовувати такi позначення:

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, (1.24)

де

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑)

i

𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓,𝑥) =

∑︁
(𝑠,𝛾)6𝑛

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), 𝑥 ∈ R𝑑. (1.25)

Зазначимо, що 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓,𝑥) — цiла функцiя зi спектром у схiдчастому гi-

перболiчному хрестi, тобто на множинi 𝑄̃𝛾
𝑛.

Зауважимо, що при 1 < 𝑞 < ∞ i 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) має мiсце спiввiдношення

(див., наприклад, [55])

𝐸𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓)𝐿𝑞(R𝑑) 6 ℰ𝑄̃𝛾

𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

6 𝐶3𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, (1.26)

де 𝐶3 > 1 — деяка стала.

Серед робiт, у яких дослiджувалися питання наближення класiв

функцiй однiєї та багатьох змiнних, що визначенi на R𝑑, за допомогою

цiлих функцiй зi спектром у схiдчастому гiперболiчному хрестi вiдзна-

чимо, зокрема, роботи Я.С. Бугрова [20], Дiнь Зунга [37], Г. Г. Магарiл-

Iльяєва [57], В.М. Тiхомiрова [128], H.-J. Schmeisser i W. Sickel [211],

W. Sickel i T. Ullrich [212], Sun Yongsheng, Liu Yongping, Chen Dirong [221],

Wang Heping [234], Wang Heping i Sun Yongsheng [237].

Величини (1.23) та (1.24), як уже зазначалося, на класах 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

дослiджувалися Sun Yongsheng та Wang Heping i ними встановлено такi

твердження.
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Твердження 1.5 ([237]). Якщо 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟1 >
1
𝑝 −

1
𝑞 ,

то

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝+

1
𝑞)𝑛

(𝜈−1)( 1
𝑞−

1
𝜃)+,

де 𝑎+ = max{𝑎; 0}.

Твердження 1.6 ([237]). Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟 > 0. Тодi для 1 6 𝜃 6 ∞
мають мiсце спiввiдношення

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍

⎧⎨⎩2−𝑛𝑟1𝑛
(𝑑−1)( 1

𝑝−
1
𝜃)+, коли 1 < 𝑝 6 2,

2−𝑛𝑟1𝑛
(𝑑−1)( 1

2−
1
𝜃)+, коли 2 < 𝑝 < ∞.

Твердження 1.7 ([237]). Нехай 𝛾 i 𝛾 ′ вектори, якi задаються таким

чином: 1 = 𝛾1 = 𝛾′
1 = . . . = 𝛾𝜈 = 𝛾′

𝜈 i 1 < 𝛾′
𝑗 < 𝛾𝑗, 𝑗 = 𝜈 + 1, 𝑑

(1 6 𝜈 6 𝑑), 𝑟 = 𝑟1·𝛾. Тодi для 1 6 𝜃 6 ∞ мають мiсце спiввiдношення:

𝑎) ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝐸
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍

⎧⎨⎩2−𝑛𝑟1𝑛
(𝜈−1)( 1

𝑝−
1
𝜃)+, коли 1 < 𝑝 6 2,

2−𝑛𝑟1𝑛
(𝜈−1)( 1

2−
1
𝜃)+, коли 2 < 𝑝 < ∞,

де 𝑟1 > 0;

б) ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R)𝑑

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝+

1
𝑞)𝑛

(𝜈−1)( 1
𝑞−

1
𝜃)+,

при 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ i 𝑟1 >
1

𝑝
− 1

𝑞

Множина 𝑄̃𝛾′

𝑛 називається розширеним схiдчастим гiперболiчним хре-

стом.

Твердження 1.8 ([236]). Справедливi оцiнки

𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1𝐻(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

⎧⎨⎩2−𝑛(𝑟1−1+ 1
𝑞)𝑛

𝜈−1
𝑞 , 1 < 𝑞 < ∞, 𝑟1 > 1− 1

𝑞

2−𝑛𝑟1𝑛𝑑−1, 𝑞 = 1, 𝑟1 > 0.
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Наведемо ще один з перших результатiв, який одержаний Я.С. Бу-

гровим [20] в 1964 роцi, стосовно наближення класiв 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑), де вста-

новлена оцiнка зверху наближення функцiї 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑) за допомогою

частинної суми вигляду (1.6), а саме

𝑆𝑛(𝑓,𝜌) =
∑︁

2(𝑚,𝜌)6𝑛

𝑄𝑚,

де 𝑛 ∈ N, вектор 𝜌 = (𝜌1, . . . , 𝜌𝑑) задається таким чином

𝑟𝑑−1 < 𝜌𝑑 < 𝑟𝑑,
𝜌𝑑
𝑟𝑑

<
𝜌𝑑−1

𝑟𝑑−1
< . . . <

𝜌𝜈+1

𝑟𝜈+1
< 1,

𝜌𝜈 = 𝜌𝜈−1 = . . . = 𝜌1 = 𝑟1.

Справедливим є таке твердження.

Твердження 1.9 ([20]). Якщо функцiя 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞, то

‖𝑓(·)− 𝑆𝑛(𝑓,𝜌)‖𝐿𝑝(R𝑑) 6 𝐶4𝑛
−1
(︀
ln𝑛
)︀𝜈−1

,

де 𝐶4 — константа, яка залежить вiд 𝑑 i 𝑟.

Дамо означення ще однiєї апроксимацiйної характеристики, яка до-

слiджується у роботi.

Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, покладемо

𝑒F𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) , (1.27)

де у цьому випадку

𝑆M(𝑓,𝑥) =
∑︁
𝑠∈ℒ

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥). (1.28)

Тобто у якостi множини 𝑄(ℒ) вiзьмемо множину, яку будемо познача-

ти M, а саме M = M(ℒ) =
⋃︀
𝑠∈ℒ

𝑄*
2𝑠, i дана множина вибирається таким

чином, щоб її мiра була скiнченною, mes M 6 𝑀 , де 𝑀 ∈ N.
Зауважимо, що 𝑆M(𝑓,𝑥) є цiлою функцiєю, яка належить простору

𝐿𝑞(R𝑑) i supp𝑆M(𝑓, 𝑥) ⊆ M.
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Для 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ⊂ 𝐿𝑞(R𝑑) позначимо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

𝑒F𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (1.29)

Безпосередньо з означення апроксимацiйних характеристик (1.24) i

(1.29) випливає, що у випадку mes 𝑄̃𝛾
𝑛 ≍ mes M виконується спiввiдно-

шення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≪ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (1.30)

Зауважимо, що величину (1.29) у певному сенсi можна вважати

неперiодичним аналогом величини (1.49) — найкращого ортогонально-

го наближення i, вiдповiдно, величину (1.24) — аналогом наближення

схiдчасто-гiперболiчною сумою Фур’є (3.5).

Мають мiсце такi твердження.

Твердження 1.10 ([145]). Нехай 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 𝑟1 >
1
𝑝 −

1
𝑞 . Тодi для

1 6 𝜃 6 ∞ справедливе порядкове спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝑀−(𝑟1− 1
𝑝+

1
𝑞)
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀(𝑟1− 1
𝑝+

2
𝑞−

1
𝜃)+, (1.31)

де 𝑎+ = max{𝑎; 0}.

Твердження 1.11 ([145]). Нехай 1 < 𝑝 < 2, 𝑟1 > 0. Тодi для 1 6 𝜃 6 ∞
має мiсце порядкове спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀(𝑟1+ 1
𝑝−

1
𝜃)+. (1.32)

Як уже вiдзначалося, мотивацiєю для дослiдження величини (1.29) є

той факт, що у деяких випадках її порядковi оцiнки та порядковi оцiнки

величини (1.24) є рiзними. Якщо порiвняти результат твердження 1.10

з вiдповiдним результатом наближення функцiй з класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) —

твердження 1.5, робимо такий висновок:

∙ у випадку 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 𝑞 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟1 > 1
𝑝 −

1
𝑞 оцiнки величин

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

спiвпадають за порядком

при 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1;
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∙ у випадку 1 6 𝜃 < 𝑞 < ∞ оцiнки величин 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

вiдрiзняються за порядком, а саме:

– якщо 1
𝑝 −

1
𝑞 < 𝑟1 <

1
𝑝 −

2
𝑞 +

1
𝜃 , то виконується спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

𝑛−(𝜈−1)(𝑟1− 1
𝑝+

1
𝑞),

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1;

– якщо 𝑟1 > 1
𝑝 −

2
𝑞 +

1
𝜃 , то виконується спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

𝑛−(𝜈−1)( 1
𝜃−

1
𝑞),

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1.

Порiвнюючи результат твердження 1.11 з вiдповiдним результатом

наближення функцiй з класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) — твердження 1.7, робимо ви-

сновок:

∙ у випадку 𝑝 6 𝜃 < 2 величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

i

ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

спiвпадають за порядком при 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1;

∙ у випадку 1 6 𝜃 < 𝑝 < 2 оцiнки величин 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i

ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

вiдрiзняються за порядком, а саме:

– якщо 0 < 𝑟1 <
1
𝜃 −

1
𝑝 , то виконується спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

𝑛−(𝜈−1)𝑟1,

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1;

– якщо 𝑟1 > 1
𝜃 −

1
𝑝 , то виконується спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

𝑛−(𝜈−1)( 1
𝜃−

1
𝑝),

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1.

Зауважимо, що в одновимiрному випадку, оцiнки величин (1.24) i

(1.29) на класах 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R) спiвпадають за порядком при всiх значеннях

параметра 𝜃, 1 6 𝜃 6 ∞.
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1.2. Простори перiодичних функцiй з домiнуючою

мiшаною похiдною

У даному пiдроздiлi розглянуто простори перiодичних функцiй з домiну-

ючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 0 6 𝑥𝑗 < 2𝜋, 𝑗 = 1, 𝑑, дано означення

основних апроксимацiйних характеристик, що дослiджуються у дисерта-

цiйнiй роботi, наведено огляд вiдомих результатiв та iсторiя їхнього до-

слiдження. Одразу зауважимо, що данi простори функцiй означаються

аналогiчно до того як означалися простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), але з тiєю вiдмiн-

нiстю, що замiсть норм (1.1), (1.2) розглядається норма функцiй не в R𝑑,

а на перiодi 0 6 𝑥𝑗 < 2𝜋, 𝑗 = 1, 𝑑, тобто у просторi 𝐿𝑝(T𝑑).

1.2.1. Означення класiв функцiй

Нехай, як i ранiше, R𝑑, 𝑑 > 1, — евклiдiв простiр з елементами

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) i (𝑥,𝑦) = 𝑥1𝑦1+ . . .+𝑥𝑑𝑦𝑑. Через 𝐿𝑝(T𝑑), T𝑑 =
𝑑∏︀
𝑗=1

[0, 2𝜋),

1 6 𝑝 6 ∞, позначимо простiр вимiрних функцiй 𝑓 , якi є 2𝜋-

перiодичними за кожною змiнною зi скiнченною нормою

‖𝑓‖𝐿𝑝(T𝑑) =

⎛⎝(2𝜋)−𝑑
∫︁
T𝑑

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

, 1 6 𝑝 < ∞, (1.33)

‖𝑓‖𝐿∞(T𝑑) = ess sup
𝑥∈T𝑑

|𝑓(𝑥)|. (1.34)

У подальших мiркуваннях будемо розглядати лише тi функцiї

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T𝑑), для яких виконано умова

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑑, майже скрiзь. (1.35)

Множину таких функцiй будемо позначати 𝐿0
𝑝(T𝑑).
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Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝(T𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞, мiшана рiзниця порядку 𝑘 з

векторним кроком ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑑), ℎ𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑, також визначається

рiвнiстю (1.3), а саме:

Δ𝑘
ℎ𝑓(𝑥) = Δ𝑘1

ℎ1,1
Δ𝑘2
ℎ2,2

. . .Δ𝑘𝑑
ℎ𝑑,𝑑

𝑓(𝑥).

Нехай задано вектор 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑), 𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑, i параметри

1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞. Тодi простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) можна означити таким чином:

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) =

{︁
𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝(T𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) < ∞

}︁
,

де норма задається рiвностями

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) =

⎛⎝∫︁
T𝑑

‖Δ𝑘
ℎ𝑓(·)‖𝜃𝐿𝑝(T𝑑)

𝑑∏︁
𝑗=1

𝑑ℎ𝑗

ℎ
1+𝑟𝑗𝜃
𝑗

⎞⎠1/𝜃

(1.36)

якщо 1 6 𝜃 < ∞, й

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(T𝑑) ≡ ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑) = sup
ℎ

‖Δ𝑘
ℎ𝑓(·)‖𝐿𝑝(T𝑑)

𝑑∏︁
𝑗=1

ℎ
−𝑟𝑗
𝑗 . (1.37)

Також вважаємо, що для векторiв 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) i 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑)

виконана умова 𝑘𝑗 > 𝑟𝑗, 𝑗 = 1, 𝑑.

У такiй формi, з використанням умови (1.35), простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) були

означенi в роботах В.М. Темлякова [123] i С.М. Нiкольського та П. I. Лi-

зоркiна [55] вiдповiдно для 𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑) i 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑). Данi простори також

називають однорiдними просторами функцiй 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) i, як показано

в [55, теорема 5.1], на функцiях з множини 𝐿0
𝑝(T𝑑) вони збiгаються з

точнiстю до еквiвалентностi норм з просторами мiшаної гладкостi, що

введенi С.М. Нiкольським [80] i Т. I. Амановим [2].

При проведеннi подальших мiркувань, як i у випадку просторiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), нам також буде зручно користуватися означенням норми

функцiй iз просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) в дещо iншiй еквiвалентнiй до (1.36) i

(1.37) формi, а саме, опосередковано через так зване декомпозицiйне зо-

браження елементiв цих просторiв. Як уже вiдмiчалося, уперше декомпо-

зицiйне зображення функцiй iз класiв з домiнуючою мiшаною похiдною
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та вiдповiдне йому нормування з’явилося у роботi С.М. Нiкольського та

П. I. Лiзоркiна [55], а при 𝜃 = ∞ у роботi В.М. Темлякова [123, гл. 2, п. 1],

а також Н.С. Нiкольської [74]. Дане декомпозицiйне зображення, як i у

випадку класiв неперiодичних функцiй, базується на твердженнi, яке є

перiодичним аналогом твердження 1.2 (див., наприклад, [55]):

Твердження 1.12. Для того щоб функцiя 𝑓 належала простору

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑) > 0, 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞ необхiдно i достатньо,

щоб вона зображалася збiжним у метрицi простору 𝐿𝑝(T𝑑) рядом

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑚>0

𝑃𝑚(𝑥), (1.38)

де 𝑃𝑚(𝑥) — тригонометричний многочлен степеня не вище 2𝑚𝑗 по

змiнним 𝑥𝑗, 𝑗 = 1, 𝑑, для якого величина(︃∑︁
𝑚>0

2(𝑟,𝑚)‖𝑃𝑚(·)‖𝜃𝐿𝑝(T𝑑)

)︃ 1
𝜃

< ∞.

Крiм того, нижня границя цiєї величини по всеможливих розкладах

(1.38) еквiвалентна нормi ‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑).

Зауваження 1.13. Для просторiв перiодичних функцiй з домiнуючою

мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) справедливе також твердження, яке є ана-

логом твердження 1.3.

Далi для векторiв 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑), 𝑠𝑗 ∈ N (𝑠 ∈ N𝑑), 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑),

𝑘𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 1, 𝑑, покладемо

𝜌(𝑠) =
{︁
𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) : 2

𝑠𝑗−1 6 |𝑘𝑗| < 2𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑
}︁

(1.39)

i для 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝(T𝑑) позначимо

𝛿𝑠(𝑓,𝑥) =
∑︁

𝑘∈𝜌(𝑠)

̂︀𝑓(𝑘)𝑒𝑖(𝑘,𝑥),
де ̂︀𝑓(𝑘) = ∫︁

T𝑑

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖(𝑘,𝑡)𝑑𝑡 — коефiцiєнти Фур’є функцiї 𝑓 .
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Тодi простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑),

𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑, можна означити таким чином [55]:

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝(T𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) < ∞

}︁
,

де

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠∈N𝑑

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(T𝑑)

)︃ 1
𝜃

(1.40)

при 1 6 𝜃 < ∞ i

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(T𝑑) ≡ ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑) ≍ sup
𝑠∈N𝑑

2(𝑠,𝑟)‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑). (1.41)

Зазначимо, що видозмiнивши “блоки” 𝛿𝑠(𝑓,𝑥), наведене означення

просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) можна поширити i на крайнi значення 𝑝 = 1 i 𝑝 = ∞

(див., наприклад, [55, зауваження 2.1]).

Нехай 𝑉𝑙(𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑙 ∈ N, позначає ядро Валле Пуссена вигляду

𝑉𝑙(𝑡) = 1 + 2
𝑙∑︁

𝑘=1

cos 𝑘𝑡+ 2
2𝑙−1∑︁
𝑘=𝑙+1

(︂
1− 𝑘 − 𝑙

𝑙

)︂
cos 𝑘𝑡,

де при 𝑙 = 1 третiй доданок вважаємо рiвним нулевi. Поставимо у вiдпо-

вiднiсть кожному вектору 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑), 𝑠𝑗 ∈ N, 𝑗 = 1, 𝑑, полiном

𝐴𝑠(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

(︀
𝑉2𝑠𝑗 (𝑥𝑗)− 𝑉2𝑠𝑗−1(𝑥𝑗)

)︀
i для 𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝(T𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞, покладемо

𝐴𝑠(𝑓,𝑥) = (𝑓 * 𝐴𝑠)(𝑥),

де “*” означає операцiю згортки. Тодi при 1 6 𝑝 6 ∞, 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑),

𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑, простори 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) можна означити таким чином:

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝(T𝑑) : ‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) < ∞

}︁
,
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де

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠∈N𝑑

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(T𝑑)

)︃ 1
𝜃

(1.42)

при 1 6 𝜃 < ∞ i

‖𝑓‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(T𝑑) ≡ ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑) ≍ sup
𝑠∈N𝑑

2(𝑠,𝑟)‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑). (1.43)

Пiд класом 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), аналогiчно як i у пiдроздiлi 1.1, будемо розумi-

ти множину функцiй 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝(T𝑑), для яких ‖𝑓‖𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) 6 1, i при цьому

збережемо для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) тi ж позначення, що i для просторiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑). Надалi для класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у процесi дослiджень ми буде-

мо використовувати норми (1.40) i (1.41) та (1.42) i (1.43), якi, як уже

зазначалося, еквiвалентнi до (1.36) i (1.37), у залежностi вiд значення

параметрiв 𝑝 i 𝜃.

Нагадаємо означення класiв Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑), якi також дослiджу-

ються у роботi.

Нехай 𝐹𝑟(𝑥,𝛼) — багатовимiрнi аналоги ядер Бернуллi, тобто

𝐹𝑟(𝑥,𝛼) = 2𝑑
∑︁
𝑘

𝑑∏︁
𝑗=1

𝑘
−𝑟𝑗
𝑗 cos

(︁
𝑘𝑗𝑥𝑗 −

𝛼𝑗𝜋

2

)︁
, 𝑟𝑗 > 0, 𝛼𝑗 ∈ R,

i пiдсумовування проводиться за векторами 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑), для яких

𝑘𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑. Тодi через 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) позначимо клас функцiй 𝑓 вигляду

𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥) * 𝐹𝑟(𝑥,𝛼) = (2𝜋)−𝑑
∫︁
T𝑑

𝜙(𝑦)𝐹𝑟(𝑥− 𝑦,𝛼)𝑑𝑦,

𝜙 ∈ 𝐿𝑝(T𝑑), ‖𝜙‖𝐿𝑝(T𝑑) 6 1.

Нагадаємо, що для введених класiв справджуються такi вкладення:

𝑆𝑟
𝑝,𝑝𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟
𝑝,2𝐵(T𝑑), 1 < 𝑝 6 2;

𝑆𝑟
𝑝,2𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟
𝑝,𝑝𝐵(T𝑑), 2 6 𝑝 < ∞;

𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

𝑝,∞𝐵(T𝑑) ≡ 𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞.
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Зокрема при 𝜃 = 𝑝 = 2

𝑊 𝑟
2,𝛼(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

2,2𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑊 𝑟
2,𝛼(T𝑑).

Зауважимо, що зi зростанням параметра 𝜃 класи 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) розширю-

ються, тобто

𝑆𝑟
𝑝,1𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

𝑝,𝜃1
𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

𝑝,𝜃2
𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

𝑝,∞𝐵(T𝑑) ≡ 𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑),

1 6 𝜃1 < 𝜃2 6 ∞.

З iсторiєю дослiдження апроксимацiйних характеристик класiв

𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑), 𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑) i 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у просторах 𝐿𝑞(T𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, можна

ознайомитися у монографiях [86,123,169,227].

1.2.2. Означення апроксимацiйних характеристик та метрик

Тепер означимо основнi апроксимацiйнi характеристики, якi буде-

мо дослiджувати для введених класiв перiодичних функцiй, зокре-

ма, 𝑀 -вимiрний колмогоровський поперечник, ортопоперечник (Фур’є-

поперечник), найкраще ортогональне тригонометричне наближенням, 𝜀-

ентропiю та ентропiйнi числа.

Нехай X — нормований простiр з нормою ‖ · ‖X, L𝑀(X) — суку-

пнiсть пiдпросторiв у просторi X розмiрностi, що не перевищує 𝑀 i Φ —

центрально-симетрична множина в X. Тодi величина

𝑑𝑀
(︀
Φ,X

)︀
:= inf

𝐿𝑀∈L𝑀 (X)
sup
𝑓∈Φ

inf
𝑢∈𝐿𝑀

‖𝑓 − 𝑢‖X, (1.44)

називається 𝑀 -вимiрним колмогоровським поперечником множини Φ у

просторi X. Поперечник 𝑑𝑀
(︀
Φ,X

)︀
увiв у 1936 р. А.М. Колмогоров [183],

i вiн характеризує апроксимацiйнi властивостi𝑀 -вимiрних пiдпросторiв.

Величина 𝑑𝑀
(︀
Φ,X

)︀
показує теоретично найкращу точнiсть, з якою

можна наблизити множину Φ лiнiйними пiдпросторами 𝐿𝑀 розмiрностi
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𝑀 у метрицi простору X. Якщо iснує пiдпростiр 𝐿*
𝑀 , на якому досяга-

ється точна нижня межа (або принаймнi її порядок), то його назива-

ють екстремальним пiдпростором. Таким чином, задача про вiдшукання

оптимального агрегату для наближення функцiональних класiв рiвно-

сильна вiдшуканню екстремального пiдпростору для даних класiв.

Дослiдженню 𝑀 -вимiрних колмогоровських поперечникiв класiв пе-

рiодичних функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у про-

сторах X присвячено, зокрема, роботи Е.М. Галеєва [24], А.С. Романю-

ка [88–91,93,202], А.С. Романюка та В.С. Романюка [98–100].

Задачi, якi пов’язанi з вiдшукання оцiнок колмогоровських попере-

чникiв рiзних класiв функцiй, як однiєї так i багатьох змiнних, знахо-

дяться у полi зору значної кiлькостi математикiв у рiзних країнах свi-

ту. На даний час вiдомi не лише порядковi оцiнки колмогоровських по-

перечникiв, але й в деяких важливих випадках їхнi точнi значення. У

цьому напрямi варто згадати роботи К. I. Бабенка [4, 5], В.Ф. Бабен-

ка [6], В.Ф. Бабенка та Н.В. Парфiнович [157], С. Б. Вакарчука [232],

М.П. Корнєйчука [46], А.О. Лигуна [49], В.Є. Майорова [61] Ю. I. Ма-

ковоза [62, 63], В.П. Моторного та В. I. Рубана [71], А. Пiнкуса [189],

А.С. Сердюка та В.В. Боденчука [18, 19, 213], А.С. Сердюка [104, 105],

О. I. Степанця та А.С. Сердюка [117], С.А. Стасюка [108], В.М. Тихоми-

рова [127], Sun Yongsheng та Wang Heping [222] та iн. З бiльш детальною

iнформацiєю, що стосується дослiдження колмогоровських поперечникiв

функцiональних класiв також можна ознайомитися в широко вiдомих

книгах [47,48,126,128,190].

Далi, нехай {𝑢𝑖}𝑀𝑖=1 — ортонормована у просторi 𝐿2(T𝑑) система функ-
цiй 𝑢𝑖 ∈ 𝐿∞(T𝑑), 𝑖 = 1,𝑀 . Кожнiй функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(T𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, поста-

вимо у вiдповiднiсть апроксимацiйний агрегат вигляду
𝑀∑︀
𝑖=1

(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖, тобто

ортогональну проєкцiю функцiї 𝑓 на пiдпростiр, породжений системою
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функцiй {𝑢𝑖}𝑀𝑖=1. Тут i надалi

(𝑓, 𝑢𝑖) = (2𝜋)−𝑑
∫︁
T𝑑

𝑓(𝑥)𝑢𝑖(𝑥)𝑑𝑥.

Якщо 𝐹 ⊂ 𝐿𝑞(T𝑑), то величина

𝑑⊥𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
:= inf

{𝑢𝑖}𝑀𝑖=1⊂𝐿∞(T𝑑)
sup
𝑓∈𝐹

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓 −

𝑀∑︁
𝑖=1

(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(T𝑑)

(1.45)

називається ортопоперечником (Фур’є-поперечником) класу 𝐹 у просто-

рi 𝐿𝑞(T𝑑). Поперечник 𝑑⊥𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
увiв В.М. Темляков [121]. Крiм того

В.М. Темляков [123, Гл. 3, §3] розглянув близьку до Фур’є-поперечника

величину 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
, яка визначається за формулою

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
:= inf

𝐺∈𝐿𝑀 (𝐵)𝑞
sup

𝑓∈𝐹∩𝒟(𝐺)

‖𝑓 −𝐺𝑓‖𝐿𝑞(T𝑑). (1.46)

Тут 𝐿𝑀(𝐵)𝑞 позначає множину лiнiйних операторiв, що пiдпорядкованi

таким умовам:

а) область визначення 𝒟(𝐺) цих операторiв мiстить усi тригонометри-

чнi полiноми, а область їхнiх значень мiститься у пiдпросторi роз-

мiрностi 𝑀 простору 𝐿𝑞(T𝑑);

б) iснує таке число 𝐵 > 1, що для всiх векторiв 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) вико-

нується нерiвнiсть

‖𝐺𝑒𝑖(𝑘,𝑥)‖𝐿2(T𝑑) 6 𝐵.

Зазначимо, що до 𝐿𝑀(1)2 належать оператори ортогонального проє-

ктування на пiдпростори простору 𝐿2(T𝑑) розмiрностi 𝑀 , а також опе-

ратори, якi задаються на ортонормованiй системi функцiй за допомо-

гою мультиплiкатора, який визначається такою послiдовнiстю {𝜆𝑙}, що
|𝜆𝑙| 6 1 для всiх 𝑙. Бачимо, що згiдно з означенням (1.45), (1.46) справ-

джується спiввiдношення

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
6 𝑑⊥𝑀

(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
. (1.47)
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Величини (1.45) i (1.46) для рiзноманiтних функцiональних класiв

𝐹 , як у просторах Лебега 𝐿𝑞(T𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, так i в iнших фун-

кцiональних просторах дослiджувалися у роботах А.В. Андрiанова та

В.М. Темлякова [156], Д.Б. Базарханова [7, 158], Ш.А. Балгiмбаєвої та

Т. I. Смiрнова [159], Е.М. Галеєва [25, 26], Д. Зунга [37], М.М. Пуствой-

това [83], А.С. Романюка [94, 200], А.С. Романюка та В.С. Романю-

ка [99], С.А. Стасюка та О.В. Федуник [112], В.М. Темлякова [119–121],

О.В. Федуник-Яремчук та С.Б. Гембарської [171], K.A. Bekmaganbetov

та Je. Toleugazy [160].

Зауважимо, що означенi вище апроксимацiйнi характеристики у про-

сторах X = 𝐿𝑞(T𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞ пов’язанi мiж собою спiввiдношеннями

𝑑𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
6 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
6 𝑑⊥𝑀

(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
. (1.48)

Спiввiдношення (1.48) дає можливiсть при встановленнi оцiнок знизу

величин 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝐹,X

)︀
використовувати оцiнки колмогоровських поперечни-

кiв класiв 𝐹 i, вiдповiдно, для оцiнки зверху колмогоровських попере-

чникiв можна використовувати оцiнки для ортопоперечника.

Далi наведемо означення найкращого ортогонального тригонометри-

чного наближення.

Нехай, як i ранiше, X — деякий нормований функцiональний прос-

тiр з нормою ‖ · ‖X i Θ𝑀 — довiльний набiр iз 𝑀 𝑑-вимiрних векторiв

𝑘𝑗 = (𝑘𝑗1, . . . , 𝑘
𝑗
𝑑), 𝑗 = 1,𝑀 , з цiлочисловими координатами. Для функцiї

𝑓 ∈ X позначимо

𝑆Θ𝑀
(𝑓,𝑥) =

𝑀∑︁
𝑗=1

̂︀𝑓(𝑘𝑗)𝑒𝑖(𝑘𝑗 ,𝑥),𝑥 ∈ R𝑑,

де ̂︀𝑓(𝑘𝑗) = (2𝜋)−𝑑
∫︁
T𝑑

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖(𝑘
𝑗 ,𝑡)𝑑𝑡

— коефiцiєнти Фур’є функцiї 𝑓 , якi вiдповiдають набору векторiв iз Θ𝑀 .



73

Розглянемо апроксимацiйну характеристику

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑓
)︀
X
:= inf

Θ𝑀

‖𝑓(·)− 𝑆Θ𝑀
(𝑓, ·)‖X

i для функцiонального класу 𝐹 ⊂ X покладемо

𝑒⊥𝑀
(︀
𝐹
)︀
X
:= sup

𝑓∈𝐹
𝑒⊥𝑀
(︀
𝑓
)︀
X
. (1.49)

Величину 𝑒⊥𝑀
(︀
𝐹
)︀
X
називають найкращим ортогональним тригонометри-

чним наближенням класу 𝐹 у просторi X.

Величини 𝑒⊥𝑀
(︀
𝐹
)︀
X
на класах 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) i 𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑) у просто-
рах 𝐿𝑞(T𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, дослiджувалися, зокрема, у роботах Е.С. Белiн-

ського [11], А.С. Романюка [97,197,201] (див. також [86]). Зазначимо, що

останнiм часом дослiдження найкращого ортогонального тригонометри-

чного наближенням на тих або iнших функцiональних класах проводи-

лися також у роботах А.Ф. Конограя та С.А. Стасюка [45], А.С. Сер-

дюка та Т.А. Степанюк [106], С.А. Стасюка [110], В.М. Темлякова [122],

О.С. Федоренка [131], А.Л. Шидлiча [133–135], В.В. Шкапи [136] та iн-

ших. У згаданих роботах можна ознайомитися з детальною бiблiографi-

єю.

Нехай X — банахiв простiр i

𝐵X(𝑦, 𝑅) =
{︁
𝑥 ∈ X : ‖𝑥− 𝑦‖X 6 𝑅

}︁
— куля радiуса 𝑅 з центром у точцi 𝑦.

Для компактної множини 𝐴 ⊂ X i 𝜀 > 0 позначимо

𝑁𝜀(𝐴,X) := min
{︁
𝑛 : ∃𝑦1, . . . ,𝑦𝑛 ∈ X : 𝐴 ⊆

𝑛⋃︁
𝑗=1

𝐵X(𝑦
𝑗, 𝜀)

}︁
.

Тодi величина

𝐻𝜀(𝐴,X) = log𝑁𝜀(𝐴,X)

називається 𝜀-ентропiєю множини 𝐴 вiдносно банахового простору X [43,

§1] (тут i далi пiд записом log 𝑎, 𝑎 > 0, будемо розумiти log2 𝑎).
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З 𝜀-ентропiєю множини 𝐴 тiсно пов’язано поняття її ентропiйних чи-

сел 𝜀𝑘(𝐴,X) (див., наприклад, [176]):

𝜀𝑘(𝐴,X) := inf
{︁
𝜀 : ∃𝑦1, . . . ,𝑦2𝑘 ∈ X : 𝐴 ⊆

2𝑘⋃︁
𝑗=1

𝐵X(𝑦
𝑗, 𝜀)

}︁
. (1.50)

Безпосередньо з означень величин 𝐻𝜀(𝐴,X) i 𝜀𝑘(𝐴,X) можемо записати:

якщо 𝐻𝜀(𝐴,X) 6 𝑘, то 𝜀𝑘(𝐴,X) 6 𝜀 i навпаки — з оцiнки 𝜀𝑘(𝐴,X) 6 𝜀

отримуємо 𝐻𝜀(𝐴,X) 6 𝑘, а саме, якщо 𝑘 < 𝐻𝜀(𝐴,X) 6 𝑘 + 1, то

𝜀𝑘+1(𝐴,X) 6 𝜀 6 𝜀𝑘(𝐴,X). Цi спiввiдношення дають можливiсть iз оцiнок

для ентропiйних чисел деякої множини 𝐴 отримувати вiдповiднi оцiнки

її 𝜀-ентропiї. Iз властивостями ентропiйних чисел можна ознайомитися в

монографiях [81, гл. 3, §12], [231, §10.1].

Дослiдження 𝜀-ентропiї i близьких до неї асимптотичних характерис-

тик (𝜀-ємнiсть, ентропiйнi числа i т.п.) мають багату iсторiю. Ентропiйнi

числа для класiв функцiй однiєї та багатьох змiнних 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑), 𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑),
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), їхнiх аналогiв, а також деяких iнших важливих функцiональ-

них класiв дослiджувалися у роботах Н.С. Бахвалова [9], Є.С. Белiн-

ського [10, 161, 162], М.Ш. Бiрмана та М. З. Солом’яка [17], С. Б. Ка-

шина та В.М. Темлякова [179–182], В.Є. Майорова [60], К.В. Пожар-

ської [82, 192], А.С. Романюка [88, 93, 202], А.С. Романюка та В.С. Ро-

манюка [99], В.С. Романюка [103], С.А. Смоляка [107], В.М. Темля-

кова [120, 224–226, 229], В.М. Темлякова та Т. Ульрiха [230], Х. Трiбе-

ля [129], F. Dai, A. Prymak, A. Shadrin, V. Temlyakov, S. Tikhonov [166],

D. Dung [168], T. Dunker, W. Linde, T. Kühn та M. Lifshits [170], D. Haroske

i H. Triebel [174, 175], S. Mayer i T. Ullrich [188], J. Vybiral [233] та iн-

ших. Ентропiйнi числа знаходять також застосування у теорiї ймовiр-

ностей, де їхнi дослiдження тiсно пов’язанi з проблемами “малої куль-

ки” [184, 185, 223] (див. також [169, §6.3]). З бiльш детальною бiблiогра-

фiєю та можливими застосуваннями можна ознайомитися у монографi-

ях [169,228,231].

З дослiдженням рiзних апроксимацiйних характеристик, в тому числi
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означених вище 𝑀 -вимiрних колмогоровських поперечникiв, ортопопе-

речникiв, найкращого ортогонального тригонометричного наближенням

класiв 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑), 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) i 𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑) можна ознайомитися у монографi-

ях [86,123,169,227], де наведена детальна бiблiографiя.

Означимо простори у метрицi яких будемо оцiнювати величини (1.44),

(1.45), (1.46), (1.49), (1.50) для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑) та 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑).

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1(T) з рядом Фур’є

𝑓 ∼
∞∑︁
𝑠=0

𝛿𝑠(𝑓, 𝑥),

𝛿0(𝑓, 𝑥) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝛿𝑠(𝑓, 𝑥) =
∑︁

2𝑠−16|𝑘|<2𝑠

̂︀𝑓(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑠 = 1, 2, . . . ,

розглянемо величину

‖𝑓(·)‖𝑄𝐶(T) ≡
∫︁ 1

0

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=0

𝑟𝑠(𝜔)𝛿𝑠(𝑓, 𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T)

𝑑𝜔, (1.51)

де
{︀
𝑟𝑠(𝜔)

}︀∞
𝑠=0

— система Радемахера (див., [40, Гл. 2, § 1]). Тодi простором

квазiнеперервних функцiй (позначення 𝑄𝐶(T)) будемо називати замика-
ння множини тригонометричних полiномiв за нормою (1.51).

Як зазначалося вище, простiр квазiнеперервних функцiй 𝑄𝐶(T) вве-
дено у роботi [180] (див. також [179]). Для зручностi нагадаємо деякi його

властивостi.

Якщо 𝑓 ∈ 𝐿1(T) i

𝐹 (𝑥, 𝜔) =
∞∑︁
𝑠=0

𝑟𝑠(𝜔)𝛿𝑠(𝑓, 𝑥),

то

inf
𝜔
‖𝐹 (·, 𝜔)‖𝐿∞(T) 6 ‖𝑓(·)‖𝑄𝐶(T) 6 sup

𝜔
‖𝐹 (·, 𝜔)‖𝐿∞(T); (1.52)

‖𝑓(·)‖𝑄𝐶(T) >

⃦⃦⃦⃦
⃦

1∫︁
0

|𝐹 (𝑥, 𝜔)𝑑𝜔|

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T)

≫

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ∞∑︁

𝑠=0

|𝛿𝑠(𝑓, 𝑥)|2
)︃ 1

2
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T)

;



76

‖𝑓(·)‖𝑄𝐶(T) 6
∞∑︁
𝑠=0

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿∞(T).

Простiр квазiнеперервних функцiй у багатовимiрному випадку

(𝑑 > 2) означимо таким чином:

‖𝑓‖𝑄𝐶(T𝑑) ≡
⃦⃦
‖𝑓(·,𝑥1)‖𝑄𝐶(T)

⃦⃦
𝐿∞(T𝑑−1)

, (1.53)

де для 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ T𝑑 покладаємо 𝑥1 = (𝑥2, . . . , 𝑥𝑑) ∈ T𝑑−1, тобто в

(1.53) беремо𝑄𝐶(T)-норму за змiнною 𝑥1 i sup-норму за рештою змiнних.

З дослiдженнями питань, пов’язаних iз використанням 𝑄𝐶-норми,

можна ознайомитися у роботах [195, 196]. Зазначимо, що у даних робо-

тах доведено, що 𝐶(T)- та 𝑄𝐶(T)-норми є нееквiвалентними у просторi

тригонометричних полiномiв.

Iнтерес до вiдшукання порядкових оцiнок апроксимацiйних характе-

ристик у метрицi 𝑄𝐶(T𝑑)-простору, який за своїми властивостями близь-
кий до 𝐿∞(T𝑑), зумовлений тим, що у деяких випадках вдається одер-

жати новi результати, якi досi не встановленi у рiвномiрнiй метрицi.

Тепер наведемо означення норми ‖ · ‖𝐵𝑝,1(T𝑑) у пiдпросторах 𝐵𝑝,1(T𝑑),
𝑝 ∈ {1,∞}, функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T𝑑). Такi простори i вiдповiдно норми у

бiльш загальному випадку, а саме 𝐵𝑝,𝑞(T𝑑), 1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞, розглянуто у

роботi [120] (див. також [181]).

Для тригонометричних полiномiв 𝑡 за кратною тригонометричною

системою {𝑒𝑖(𝑘,𝑥)}𝑘∈Z𝑑 норма ‖𝑡‖𝐵𝑝,1(T𝑑), 𝑝 ∈ {1,∞}, визначається за фор-
мулою

‖𝑡‖𝐵𝑝,1(T𝑑) :=
∑︁
𝑠

‖𝐴𝑠(𝑡)‖𝐿𝑝(T𝑑).

Аналогiчно означається норма ‖𝑓‖𝐵𝑝,1(T𝑑), 𝑝 ∈ {1,∞}, для будь-якої

функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T𝑑) такої, що ряд∑︁
𝑠

‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑)

збiгається.
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Зазначимо, що для 𝑓 ∈ 𝐵1,1(T𝑑) виконується спiввiдношення

‖𝑓‖𝐿1(T𝑑) ≪ ‖𝑓‖𝐵1,1(T𝑑), (1.54)

i вiдповiдно для 𝑓 ∈ 𝐵∞,1(T𝑑) виконується спiввiдношення

‖𝑓‖𝐿∞(T𝑑) ≪ ‖𝑓‖𝐵∞,1(T𝑑). (1.55)

Зауважимо, як зазначено у роботах [30] i [88] мотивацiєю до розгля-

ду питань апроксимацiї функцiональних класiв у просторi 𝐵1,1(T𝑑) була
та обставина, що деякi з вiдповiдних питань у просторi 𝐿1(T𝑑) дотепер
залишаються вiдкритими (див., наприклад, [86,169]).

Деякi апроксимацiйнi характеристики рiзних функцiональних класiв

у просторi 𝐵∞,1(T𝑑) вивчалися у роботах [31, 98–100, 162]. У згаданих

роботах зазначалося, що мотивацiєю до дослiдження вiдповiдних харак-

теристик саме у просторi 𝐵∞,1(T𝑑) була та обставина, що питання про

їхнi порядковi значення у просторi 𝐿∞(T𝑑) при 𝑑 > 3 на даний час зали-

шаються вiдкритими.

Надалi замiсть 𝐵1,1(T𝑑) та 𝐵∞,1(T𝑑) також будемо писати 𝐵1,1 та 𝐵∞,1

опускаючи T𝑑, це не повинно створювати непорозумiнь, оскiльки в ди-

сертацiйнiй роботi розглядаються лише такi пiдпростори.

1.2.3. Вiдомi та допомiжнi результати

Наведемо декiлька вiдомих тверджень стосовно точних за порядком оцi-

нок дослiджуваних нами апроксимацiйних характеристик, якi сформу-

люємо вiдповiдно до наших позначень.

Твердження 1.14 ([90]). Нехай 𝑑 = 1, 1 6 𝑝 6 ∞, 1 6 𝜃 < ∞. Тодi для

𝑟1 > max
{︁

1
2 ,

1
𝑝

}︁
справедлива оцiнка

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟1𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐿∞(T)

)︀
≍ 𝑀

−𝑟1+( 1
𝑝−

1
2)+. (1.56)

Вiдповiдно, для оцiнки ентропiйних чисел i 𝑀 -вимiрних колмогоров-

ських поперечникiв у випадку 𝑑 = 1 в [202] вiдомий такий результат.
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Твердження 1.15 ([202]). Нехай 𝑑 = 1, 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞. Тодi

для 𝑟1 >
1
2 справедлива оцiнка

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟1𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐿∞(T)

)︀
≍ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟1𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐿∞(T)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1. (1.57)

Зауважимо, що оцiнка величини 𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟1𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐿∞(T)

)︀
у спiввiдношен-

нi (1.57) була встановлена ранiше в [93].

Твердження 1.16 ([202]). Нехай 𝑑 = 2, 2 6 𝑝 < ∞, 𝑟 = (𝑟1, 𝑟1), 𝑟1 >
1
2.

Тодi для 2 6 𝜃 < ∞ справедлива оцiнка

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T2), 𝐿∞(T2)

)︀
≍ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T2), 𝐿∞(T2)

)︀
≍

≍ 𝑀−𝑟1(log𝑀)𝑟1+1− 1
𝜃 . (1.58)

Твердження 1.17 ([202]). Нехай 𝑑 = 2, 𝑟 = (𝑟1, 𝑟1), 𝑟1 > 0. Тодi для

1 6 𝜃 6 ∞ справедлива оцiнка

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T2), 𝐿∞(T2)

)︀
≍ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T2), 𝐿∞(T2)

)︀
≍

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑀

)︀𝑟1+1− 1
𝜃 . (1.59)

Оцiнку величини 𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞𝐻(T2), 𝐿∞(T2)

)︀
, тобто для 𝜃 = ∞, з (1.59)

одержано В.М. Темляковим [226].

Твердження 1.18 ([93]). Нехай 2 6 𝑝 6 ∞, 1 6 𝑞 < 𝑝, 2 6 𝜃 < ∞,

𝑟1 > 0. Тодi для 𝑑 > 2 справедлива оцiнка

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
≍ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
≍

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃 . (1.60)

Варто вiдзначити, що в (1.60) було одержано нову оцiнку для колмо-

горовського поперечника 𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿1(T𝑑)

)︀
.

Точнi за порядком оцiнки ентропiйних чисел класiв 𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑) (𝜃 = ∞)

та 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) у метрицi просторiв 𝐿𝑞(T𝑑), 1 < 𝑞 < ∞, одержано Е.С. Бе-

лiнським [10,162] i В.М. Темляковим [120].

Наведемо також результат, де встановлено точну за порядком оцiнку

для колмогоровського поперечника при 𝜃 = 1 i 𝑝 = ∞.
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Твердження 1.19 ([86], §4.4., теорема 4.4.2.). Нехай 𝑑 > 1 i 𝑟1 > 0. Тодi

справедлива оцiнка

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,1𝐵(T𝑑), 𝐿∞(T𝑑)

)︀
≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1. (1.61)

У метрицi простору 𝑄𝐶(T𝑑) для величин (1.44) та (1.50) мають мiсце
такi результати.

Твердження 1.20 ([179], див. також [180]). Для 𝑑 > 2, 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈
∈ R𝑑

+, при 𝑟1 > max
{︁

1
𝑝 ,

1
2

}︁
i 1 < 𝑝 6 ∞ справедливi оцiнки

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑀

)︀𝑟1(𝑑−1)+𝑑
2 ,

𝜀𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)
)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑀

)︀𝑟1(𝑑−1)+ 1
2 .

Твердження 1.21 ([179], див. також [180]). Для 𝑑 > 2, 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈
∈ R𝑑

+, при 𝑟1 >
1
2 i 2 6 𝑝 6 ∞ для 𝑑 > 2 справедливi оцiнки

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑀

)︀𝑟1(𝑑−1)+𝑑
2 ,

𝑑𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)
)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑀

)︀𝑟1(𝑑−1)+ 1
2 .

У метриках просторiв 𝐿1(T𝑑) i 𝐵1,1 для дослiджуваних нами величин

мають мiсце такi результати.

Твердження 1.22. Нехай 𝑑 > 1, 1 < 𝑝 6 ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 0. Тодi

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿1(T𝑑)

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿1(T𝑑)

)︀
≍

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+( 1
𝑝*−

1
𝜃)+, (1.62)

де 𝑎+ = max{𝑎, 0}, 𝑝* = min{2, 𝑝}.

Твердження 1.23. Нехай 𝑑 > 1, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 0. Тодi

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿1(T𝑑)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+1− 1
𝜃 . (1.63)

Оцiнки (1.62) i (1.63) при 1 6 𝜃 < ∞ одержано в [200], а при 𝜃 = ∞ —

у [120].
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Твердження 1.24 ([88]). Нехай 𝑑 > 1, 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 0. Тодi

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝜀𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+1− 1
𝜃 .

Наступнi твердження є аналогами тверджень 1.23 i 1.24 для класiв

𝑊 𝑟
𝑝,𝛼.

Твердження 1.25 ([88]). Нехай 𝑑 > 1, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟1 > 0. Тодi при

𝛼 ∈ R𝑑 справедлива оцiнка

𝑑𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝜀𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2 .

Зауважимо, що оцiнку зверху для 𝑑𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
встановлено

в [120]

Твердження 1.26 ([120]). Нехай 𝑑 > 1, 𝑟1 > 0. Тодi при 𝛼 ∈ R𝑑

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑), 𝐿1(T𝑑)
)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+1
.

Оцiнки величини 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐿𝑞(T𝑑)
)︀
В.М. Темляковим [120, тео-

рема 4.1′] отримано для бiльш широкого дiапазону значень параметрiв

𝑝 i 𝑞, а саме для всiх можливих значень окрiм (𝑝, 𝑞) = (1,∞). Нами

вiдповiдна оцiнка у твердженнi 1.26 наведена у випадку 𝑝 = 𝑞 = 1.

На завершення пункту 1.2.3 сформулюємо декiлька вiдомих твер-

джень для величини найкращого ортогонального тригонометричного на-

ближення та ортопоперечника, якi будемо використовувати при доведен-

нi.

Твердження 1.27 ([201]). Нехай 𝑑 > 1, 1 6 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟1 >
1
𝑝.

Тодi справедливою є оцiнка

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐿∞(T𝑑)

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀1− 1
𝜃 .

Твердження 1.28. Нехай 𝑑 > 1, 1 6 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при

𝑟1 >
1
𝑝 справедливе порядкове спiввiдношення

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿∞(T𝑑)

)︀
≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀1− 1
𝜃 .
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Зауважимо, що при 𝜃 = ∞, тобто для класiв 𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑), вiдповiдну

оцiнку встановлено в [120], а при 1 6 𝜃 < ∞ — в [94].

Твердження 1.29 ([120]). Нехай 𝑑 = 2, 𝑟 = (𝑟1, 𝑟1), 𝑟1 > 1. Тодi спра-

ведливою є оцiнка

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,0(T𝑑), 𝐿∞(T𝑑)
)︀
≍ 𝑀−𝑟1+1

(︀
log𝑀

)︀𝑟1.
1.3. Узагальненi простори функцiй з домiнуючою

мiшаною гладкiстю в R𝑑

У даному пiдроздiлi наведено означення класiв функцiй 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑),

що є узагальненням класiв функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), а також основних апроксимацiйних характеристик, якi роз-

глядаються у дисертацiйнiй роботi для цих класiв функцiй.

1.3.1. Означення класiв функцiй

Нехай, як i ранiше, 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, — простiр вимiрних наR𝑑 функцiй

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) зi скiнченною нормою, яка задається спiввiдношен-

нями (1.1) i (1.2).

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) розглянемо рiзницю 𝑙-го порядку, 𝑙 ∈ N, за
змiнною 𝑥𝑗 з кроком ℎ𝑗, яка визначається таким чином:

Δ𝑙
ℎ𝑗
𝑓(𝑥) :=

𝑙∑︁
𝑛=0

(−1)𝑙−𝑛𝐶𝑛
𝑙 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 + 𝑛ℎ𝑗, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑑).

Також означимо кратну рiзницю 𝑙-го порядку функцiї 𝑓 з векторним

кроком ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑑):

Δ𝑙
ℎ𝑓(𝑥) = Δ𝑙

ℎ𝑑

(︀
Δ𝑙
ℎ𝑑−1

. . . (Δ𝑙
ℎ1
𝑓(𝑥))

)︀
.

Мiшаний модуль неперервностi порядку 𝑙 функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) визна-

чається згiдно з формулою

Ω𝑙(𝑓, 𝑡)𝐿𝑞(R𝑑) := sup
|ℎ|6𝑡

‖Δ𝑙
ℎ𝑓(·)‖𝐿𝑞(R𝑑),
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де |ℎ| = (|ℎ1|, ..., |ℎ𝑑|).
Нехай Ω(𝑡), 𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑), — функцiя типу мiшаного модуля непе-

рервностi порядку 𝑙, тобто функцiя, яка визначена i неперервна на R𝑑
+,

що задовольняє такi умови:

1) Ω(𝑡) > 0, 𝑡 > 0 i Ω(𝑡) = 0, якщо
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡𝑗 = 0;

2) Ω(𝑡) неспадна за кожною змiнною;

3) Ω(𝑚1𝑡1, . . . ,𝑚𝑑𝑡𝑑) 6

(︃
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑚𝑗

)︃𝑙

Ω(𝑡), 𝑚𝑗 ∈ N, 𝑗 = 1, 𝑑.

Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψ𝑙.

Нехай, далi, 𝑒𝑑 := {1, 2, . . . , 𝑑}, 𝑑 ∈ N, i 𝑒 := {𝑗1, . . . , 𝑗𝑚}, 𝑚 6 𝑑,

𝑚 ∈ N, 1 6 𝑗1 < 𝑗2 < . . . < 𝑗𝑚 6 𝑑, 𝑡𝑒 = (𝑡𝑗1, . . . , 𝑡𝑗𝑚), 𝑡̄
𝑒
:= (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑), де

𝑡𝑖 =

⎧⎨⎩𝑡𝑖, 𝑖 ∈ 𝑒,

1, 𝑖 ∈ 𝑒𝑑∖𝑒.

Простори 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) для 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞ i Ω ∈ Ψ𝑙 означаються таким

чином [113] (див. також [70,218]):

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) : ‖𝑓‖𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) < ∞
}︁
,

де

‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) := ‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑑) +

∑︁
𝑒⊂𝑒𝑑
𝑒 ̸=∅

⎛⎝ 2∫︁
0

· · ·
2∫︁

0

(︂
Ω𝑙𝑒(𝑓, 𝑡

𝑒)𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(𝑡̄
𝑒
)

)︂𝜃∏︁
𝑗∈𝑒

𝑑𝑡𝑗
𝑡𝑗

⎞⎠
1
𝜃

,

(1.64)

якщо 1 6 𝜃 < ∞, та

‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) := ‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑑) +

∑︁
𝑒⊂𝑒𝑑
𝑒 ̸=∅

sup
𝑡𝑒>0

Ω𝑙𝑒(𝑓, 𝑡
𝑒)𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(𝑡̄
𝑒
)

, (1.65)

де

Ω𝑙𝑒(𝑓, 𝑡
𝑒)𝐿𝑝(R𝑑) := sup

|ℎ𝑒|6𝑡𝑒
‖Δ𝑙𝑒

ℎ𝑒𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝(R𝑑), ℎ𝑒 := (ℎ𝑗1, . . . , ℎ𝑗𝑚),
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Δ𝑙𝑒

ℎ𝑒𝑓(𝑥) = Δ𝑙
ℎ𝑗𝑚

(︀
Δ𝑙
ℎ𝑗𝑚−1

. . . (Δ𝑙
ℎ𝑗1

𝑓(. . . , 𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑚, . . . ))
)︀
.

Зауважимо, що простори функцiй 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) є узагальненням просто-

рiв з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), що визначаються при

явному заданнi функцiї Ω, а саме Ω(𝑡) = 𝑡𝑟 = 𝑡𝑟11 · . . . · 𝑡𝑟𝑑𝑑 , 0 < 𝑟𝑗 < 𝑙,

𝑗 = 1, 𝑑, i якi означенi у пiдпунктi 1.1.1.

Як i у випадку просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), нам буде зручно користувати-

ся еквiвалентним до (1.64) та (1.65) нормуванням даних просторiв опо-

середковано через так зване декомпозицiйне зображення елементiв цих

просторiв.

Додатково будемо вимагати, щоб функцiя Ω задовольняла умови (𝑆𝛼)

та (𝑆𝑙), якi називають умовами Барi–Стєчкiна [8, §2]. Сформулюємо їх:

а) функцiя однiєї змiнної 𝜙(𝜏) > 0 задовольняє умову (𝑆𝛼), якщо iснує

таке 𝛼 > 0, що 𝜙(𝜏)/𝜏𝛼 майже зростає, тобто iснує така незалежна

вiд 𝜏1 i 𝜏2 стала 𝐶5 > 0, що

𝜙(𝜏1)

𝜏𝛼1
6 𝐶5

𝜙(𝜏2)

𝜏𝛼2
, 0 < 𝜏1 6 𝜏2 6 1;

б) функцiя однiєї змiнної 𝜙(𝜏) > 0 задовольняє умову (𝑆𝑙), якщо iснує

таке 𝛾, 0 < 𝛾 < 𝑙, що 𝜙(𝜏)/𝜏 𝑙−𝛾 майже спадає, тобто iснує така

незалежна вiд 𝜏1 i 𝜏2 стала 𝐶6 > 0, що

𝜙(𝜏1)

𝜏 𝑙−𝛾1

> 𝐶6
𝜙(𝜏2)

𝜏 𝑙−𝛾2

, 0 < 𝜏1 6 𝜏2 6 1.

Будемо вважати, що функцiя Ω задовольняє умови (𝑆𝛼) та (𝑆𝑙), якщо

вона задовольняє цi умови за кожною змiнною 𝑡𝑗 при всiх фiксованих

значеннях змiнних 𝑡𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗. У випадку, коли для функцiї Ω виконана

умова (𝑆𝛼), будемо говорити, що вона належить множинi 𝑆𝛼, а якщо

умова (𝑆𝑙), то — множинi 𝑆𝑙. Стверджуючи це (також i для функцiї 𝜔

однiєї змiнної), використовуватимемо запис Ω ∈ Φ𝛼,𝑙, (𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙), 𝑙 ∈ N,
де множина Φ𝛼,𝑙 визначається спiввiдношенням Φ𝛼,𝑙 := Ψ𝑙 ∩ 𝑆𝛼 ∩ 𝑆𝑙.
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Зауважимо, що умова (𝑆𝑙), була вперше введена С.Б. Стєчкiним [118].

Подiбнi умови розглядав також С.М. Лозинський [56], тому у деяких

роботах умови (𝑆𝛼) i (𝑆𝑙) називаються умовами Лозинського–Стєчкiна.

Крiм цього варто зазначити, що данi умови формулюються у термiнах

майже зростання (майже спадання), якi введенi С.Н. Бернштейном [13,

§97, §108].

Зазначимо, що до множини Φ𝛼,𝑙 належать, наприклад, функцiї

Ω(t) = Ω(𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡
𝑟𝑗
𝑗{︁

log 1
𝑡𝑗

}︁𝑏𝑗

+

, при 𝑡𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑;

0, при
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡𝑗 = 0,

де {log 𝜏}+ = max {1; log2 𝜏}, 𝑟𝑗, 𝑏𝑗 ∈ R, 0 < 𝑟𝑗 < 𝑙, 𝑗 = 1, 𝑑.

Виконується наступне твердження [113] (див. також [218]).

Твердження 1.30. Нехай 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞ i Ω ∈ Φ𝛼,𝑙. Функцiя

𝑓 належить простору 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝜃 < ∞, тодi i тiльки тодi, коли{︃∑︁

𝑠>0

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

}︃ 1
𝜃

< ∞,

до того ж

‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠>0

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

, (1.66)

де Ω(2−𝑠) = Ω(2−𝑠1, . . . , 2−𝑠𝑑).

Функцiя 𝑓 належить простору 𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) тодi i тiльки тодi, коли

sup
𝑠>0

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
< ∞,

до того ж

‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠>0

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
. (1.67)
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Нагадаємо, що 𝛿*𝑠(𝑓,𝑥) означаються формулою (1.8), а саме

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥) = F−1(𝜒𝑄*
2𝑠
· F𝑓).

Для просторiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) також має мiсце теорема вкладення [145],

яка одержується з твердження 1.30 та нерiвностi Нiкольського для цiлих

функцiй експоненцiального типу (твердження 1.1).

Твердження 1.31. Нехай 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, Ω ∈ Φ𝛼,𝑙 з деяким 𝛼 > 𝛽, де

𝛽 = 1
𝑝 −

1
𝑞 . Тодi якщо 𝑓 ∈ 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), то 𝑓 ∈ 𝑆Ω1

𝑞,𝜃𝐵(R𝑑), Ω1(𝑡) = Ω(𝑡)𝑡−𝛽 i

‖𝑓‖
𝑆
Ω1
𝑞,𝜃𝐵(R𝑑)

≪ ‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Зазначимо, що з даного твердження отримуємо додатковi умови на

параметр 𝛼, щоб функцiя 𝑓 також належала i до 𝐿𝑞(R𝑑).

Пiд класом 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) також будемо розумiти множину функцiй

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), для яких ‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) 6 1, i при цьому збережемо для класiв

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) тi самi позначення, що i для просторiв 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Зауважимо, що простори перiодичних функцiй, якi є узагальненням

за гладкiсним параметром просторiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) з вiдповiдною функцiєю Ω

введенi у роботах М.М. Пустовойтова [84] для 𝜃 = ∞, та Sun Yongsheng

i Wang Heping [222], 1 6 𝜃 < ∞. Дослiдженню даних класiв функцiй

протягом останнiх трьох десятилiть присвячена низка робiт рiзних ав-

торiв, зокрема, Н.В. Дерев’янко [35], А.Ф. Конограя [44], А.Ф. Коно-

грая i С.А. Стасюка [45], М.М. Пустовойтова [83, 193, 194], С.А. Стасю-

ка [110,111], С.А. Стасюка i О.В. Федуник [112], Liqin Duan [186].

1.3.2. Означення апроксимацiйних характеристик

Для класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) нашi дослiдження величин (1.18) i (1.21) будемо

проводити у випадку, коли множина ℒ певним чином пов’язана з функ-

цiєю Ω.
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Для будь-якого 𝑁 ∈ N, 1 6 𝑝 6 𝑞 6 ∞, покладемо

𝜅(𝑁) := 𝜅(Ω, 𝑁) :=

{︂
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑+ : Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞) >

1

𝑁

}︂
,

(1.68)

𝑄(𝜅(𝑁)) :=
⋃︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝑄*
2𝑠,

де ‖𝑠‖1 = 𝑠1 + . . .+ 𝑠𝑑 i 𝑄*
2𝑠 визначається спiввiдношенням (1.7), саме

𝑄*
2𝑠 =

{︀
𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑑) : 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1 6 |𝜆𝑗| < 2𝑠𝑗 , 𝜆𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑
}︀
.

Зазначимо, що множини 𝑄(𝜅(𝑁)) породжуються поверхнями рiвня

функцiї Ω(𝑡)𝑡−(
1
𝑝−

1
𝑞), Ω(𝑡) ∈ Φ𝛼,𝑙, 𝛼 > 1

𝑝 −
1
𝑞 . Якщо

Ω(𝑡) = Ω1(𝑡)/
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑡
−( 1

𝑝−
1
𝑞)

𝑗

i Ω1(𝑡) =
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡
𝑟𝑗
𝑗 , 0 < 𝑟𝑗 < 𝑙, 𝑗 = 1, 𝑑, то одержимо множини 𝑄(𝜅(𝑁)), якi

називаються схiдчастими гiперболiчними хрестами.

Наша мета полягає у встановленнi порядкових по параметру𝑁 оцiнок

величини (1.18) i (1.21) для класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у випадку, коли ℒ = 𝜅(𝑁),

тобто розглядається наближення на множинi 𝑄(𝜅(𝑁)). У цьому випадку

для згаданих величин будемо використовувати наступнi позначення.

Для величини (1.18) маємо

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, (1.69)

а для (1.21) запишемо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, (1.70)

де

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑)
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i

𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓,𝑥) =
∑︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), 𝑥 ∈ R𝑑. (1.71)

Зазначимо, що у цьому випадку 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓,𝑥) — цiла функцiя зi спе-

ктром на множинi 𝑄(𝜅(𝑁)).

Наближення класiв функцiй, що є узагальненням класiв перiодичних

функцiй мiшаної гладкостi 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) тригонометричними полiномами зi

спектром на множинах подiбних до 𝑄(𝜅(𝑁)) розглядалися, зокрема, у

роботах [155,194,215,216].

Варто зауважити, що iдея розгляду множин аналогiчних до 𝑄(𝜅(𝑁))

для побудови тригонометричних полiномiв вперше зустрiчається у ро-

ботi А.С. Романюка [92]. У цiй роботi, зокрема, розв’язувалася задача

про знаходження точних за порядком оцiнок наближення класiв 𝐿𝜓𝛽,𝑝(T𝑑)
(див., наприклад, [115]), якi є узагальненням за гладкiсним параметром

класiв Вейля–Надя 𝑊 𝑟
𝛽,𝑝(T𝑑).

1.4. Iзотропнi та анiзотропнi простори функцiй

багатьох змiнних Нiкольського–Бєсова в R𝑑

У цьому пiдроздiлi дано означення анiзотропних та iзотропних класiв

Нiкольського–Бєсова функцiй багатьох змiнних, що визначенi в R𝑑, а

також основних апроксимацiйних характеристик, якi розглядаються у

дисертацiйнiй роботi для цих класiв функцiй.

1.4.1. Означення анiзотропних класiв функцiй

Нiкольського–Бєсова.

Означення анiзотропних просторiв, як Нiкольського 𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑) так i Бєсова

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) у класичнiй формi даються в термiнах певних обмежень на мо-

дулi гладкостi функцiй з цих просторiв. Наведемо необхiднi позначення.
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Для 𝑘 ∈ N, ℎ ∈ R𝑑 означимо модуль гладкостi 𝑘-го порядку функ-

цiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) за змiнною 𝑥𝑖, який будемо позначати 𝜔𝑘(𝑓, 𝑡𝑒𝑖)𝑝, такою

формулою

𝜔𝑘(𝑓, 𝑡𝑒𝑖)𝑝 = sup
|ℎ|6𝑡

‖Δ𝑘(𝑓,ℎ𝑒𝑖)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

= sup
|ℎ|6𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘−𝑙𝐶 𝑙
𝑘𝑓(𝑥+ 𝑙ℎ𝑒𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

,

де |ℎ| =
√︀

ℎ2
1 + . . .+ ℎ2

𝑑 — евклiдова норма вектора ℎ, а 𝑒𝑖 — одиничний

вектор, який направлений уздовж осi 𝑥𝑖.

Нехай 𝑟𝑖 > 0, 𝑟𝑖 = 𝑟𝑖 + 𝛼𝑖, де 𝑟𝑖 — цiле, 0 < 𝛼𝑖 6 1, 𝑖 = 1, 𝑑.

Будемо говорити, що функцiя 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) належить простору

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, 𝑟 > 0, якщо вона має iнтегрованi в степенi 𝑝 на

R𝑑 частковi, узагальненi в сенсi Соболєва, незмiшанi похiднi вигляду

𝐷𝑘
𝑖 𝑓 =

𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑘𝑖
, 𝑘 = 0, 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 𝑑,

i при цьому

‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) = ‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑑) +

𝑑∑︁
𝑖=1

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑡−𝜃𝛼𝑖−1𝜔𝜃1+[𝛼𝑖]
(𝐷𝑟𝑖

𝑖 𝑓, 𝑡𝑒𝑖)𝑝𝑑𝑡

⎞⎠ 1
𝜃

< ∞,

(1.72)

якщо 1 6 𝜃 < ∞ i

‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,∞(R𝑑) ≡ ‖𝑓‖𝐻𝑟

𝑝 (R𝑑) = ‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑑) +
𝑑∑︁
𝑖=1

sup
𝑡>0

𝑡−𝛼𝑖𝜔1+[𝛼𝑖](𝐷
𝑟𝑖
𝑖 𝑓, 𝑡𝑒𝑖)𝑝 < ∞,

(1.73)

якщо 𝜃 = ∞.

Зазначимо, що з так введеною нормою простори 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) будуть

банаховими, тобто лiнiйними нормованими просторами (див. теоре-

му 1.2 [14]).

Простори 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) були введенi О.В. Бєсовим [14], 𝐵𝑟

𝑝,∞(R𝑑) ≡
≡ 𝐻𝑟

𝑝 (R𝑑), де 𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑) — простори, якi ввiв С.М. Нiкольський [77].
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Данi простори функцiй прийнято називати анiзотропними просторами

Нiкольського–Бєсова. У випадку, коли у вектора 𝑟 усi координати рiвнi

мiж собою, тобто 𝑟1 = 𝑟2 = . . . = 𝑟𝑑 = 𝑟, то вiдповiднi простори назива-

ються iзотропними просторами Нiкольського–Бєсова, i будемо їх позна-

чати 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) i 𝐻𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑). О. В. Бєсовим [14] та С.М. Нiкольським [76] бу-

ла отримана низка результатiв стосовно вкладення вiдповiдно просторiв

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) i 𝐻𝑟

𝑝 (R𝑑) за параметрами 𝑝, 𝜃 i 𝑟, а також теореми про продов-

ження функцiй з цих просторiв. Основнi результати дослiджень даних

просторiв, зокрема, повна теорiя вкладення, вiдображенi у монографiї

С.М. Нiкольського [78] та подальших її перевиданнях.

Важливе значення при дослiдженнi просторiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) вiдiграє теоре-

ма встановлена О.В. Бєсовим [14, теорема 2.1], яку сформулюємо у такiй

формi.

Твердження 1.32. Нехай 1 6 𝑝 6 𝑝′ 6 ∞, 𝜃′ > 𝜃,

𝜅 = 1−
(︂
1

𝑝
− 1

𝑝′

)︂ 𝑑∑︁
𝑗=1

1

𝑟𝑗
> 0.

Тодi, якщо 𝑓 ∈ 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), то 𝑓 ∈ 𝐵𝜌

𝑝′,𝜃′(R𝑑), де 𝜌𝑗 = 𝑟𝑗𝜅, 𝑗 = 1, 𝑑, i при

цьому має мiсце нерiвнiсть

‖𝑓(·)‖𝐵𝜌

𝑝′,𝜃′(R
𝑑) 6 𝐶7‖𝑓(·)‖𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑),

де 𝐶7 > 0 — деяка константа, яка не залежить вiд 𝑓 .

Зазначимо також, що важливим для встановлення результатiв є той

факт, що простори 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) зi зростанням параметра 𝜃 розширюю-

ться (див., наприклад, [78, с. 278]), що, зокрема, випливає i з даного

твердження при 𝑝 = 𝑝′, тобто

𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) ⊂ 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) ⊂ 𝐵𝑟
𝑝,𝜃′(R𝑑) ⊂ 𝐵𝑟

𝑝,∞(R𝑑) ≡ 𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑), (1.74)

1 6 𝜃 < 𝜃′ 6 ∞.

Далi наведемо один результат П. I. Лiзоркiна (див. теорема 2 [50]),

який дає можливiсть означити норму функцiй iз просторiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) в
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iншiй формi, яка в подальшому також зумовлює використання перетво-

рення Фур’є в теорiї даних просторiв. Для цього попередньо наведемо

необхiднi означення.

Назвемо найкращим наближенням функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) за допомогою

цiлих функцiй степенiв 𝜈1, . . . , 𝜈𝑑 величину

𝐸𝜈1,...,𝜈𝑑

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

= inf
𝑔𝜈1,...,𝜈𝑑

‖𝑓(·)− 𝑔𝜈1,...,𝜈𝑑(·)‖𝐿𝑝(R𝑑), (1.75)

де iнфiнум береться по всiх цiлих функцiях 𝑔𝜈1,...,𝜈𝑑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ 𝐿𝑝(R𝑑)

степенiв 𝜈1, . . . , 𝜈𝑑 вiдповiдно за змiнними 𝑥1, . . . , 𝑥𝑑.

Твердження 1.33 ( [50]). Функцiя 𝑓 належить простору 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑),

𝑟 >0, 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, тодi i тiльки тодi, коли вона зображується збi-

жним у метрицi простору 𝐿𝑝(R𝑑) рядом

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑠=0

𝑃𝑎𝑠(𝑥), 𝑃𝑎𝑠(𝑥) = 𝑃𝑎𝑠1,...,𝑎𝑠𝑑(𝑥), (1.76)

де 𝑃𝜈1,...,𝜈𝑑(𝑥) — цiлi функцiї степеня не вищого за 𝜈1, . . . , 𝜈𝑑 по кожнiй

змiннiй 𝑥1, . . . , 𝑥𝑑 вiдповiдно, i виконується умова(︃ ∞∑︁
𝑠=0

𝑏𝑠𝜃‖𝑃𝑎𝑠(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

< ∞, де 𝑏 = 𝑎𝑟𝑖𝑖 > 1, 𝑖 = 1, 𝑑. (1.77)

Окрiм цього, має мiсце оцiнка

‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) 6 𝐶8

(︃ ∞∑︁
𝑠=0

𝑏𝑠𝜃‖𝑃𝑎𝑠(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

, 𝐶8 > 0. (1.78)

Якщо, крiм того, частиннi суми 𝑛-го порядку ряду (1.76) реалiзу-

ють найкраще наближення або дають порядок найкращого наближе-

ння, то вираз у лiвiй частинi (1.77) i ‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) еквiвалентнi, тобто

разом iз (1.78) має мiсце оцiнка(︃ ∞∑︁
𝑠=0

𝑏𝑠𝜃‖𝑃𝑎𝑠(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

6 𝐶9‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), 𝐶9 > 0.
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На основi твердження 1.33 дамо еквiвалентнi означення норми функ-

цiй з анiзотропних просторiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), яким будемо

користуватися при доведеннi вiдповiдних результатiв.

У подальшому будемо користуватися такими позначеннями. Нехай

функцiя 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, зображена iнтегралом Фур’є

𝑓(𝑥) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

∫︁
R𝑑

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆.

Тодi вiдрiзком iнтегралу Фур’є функцiї 𝑓 назвемо вираз

𝑆𝜎(𝑓) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

𝜎1∫︁
−𝜎1

. . .

𝜎𝑑∫︁
−𝜎𝑑

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆,

де 𝑓(𝜆) — перетворення Фур’є функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑).

Крiм того, для 𝑆𝜎(𝑓) можемо записати (див. [51])

𝑆𝜎(𝑓) =
1

𝜋𝑑

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)
𝑑∏︁
𝑗=1

sin𝜎𝑗(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)

𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
𝑑𝑦.

Таким чином, 𝑆𝜎(𝑓) — цiла функцiя степеня 𝜎.

Нехай 𝐷𝑎𝑠 позначає таку множину (паралелепiпед):

𝐷𝑎𝑠 = 𝐷𝑎𝑠1,...,𝑎
𝑠
𝑑
=
{︁
𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑑) : |𝜆𝑗| < 𝑎𝑠𝑗, 𝜆𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑, 𝑠 > 0

}︁
,

а Γ𝑎𝑠 = 𝐷𝑎𝑠 −𝐷𝑎𝑠−1 при 𝑠 > 1 i Γ𝑎0 = 𝐷𝑎0. Покладемо

𝑓𝑎𝑠 = 𝑆𝑎𝑠(𝑓)− 𝑆𝑎𝑠−1(𝑓) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

∫︁
Γ𝑎𝑠

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆, 𝑠 > 1,

i

𝑓𝑎0 = 𝑆𝑎0(𝑓) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

∫︁
Γ𝑎0

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆.

Зображення функцiї 𝑓 рядом

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑎0(𝑥) +
∞∑︁
𝑠=1

𝑓𝑎𝑠(𝑥) =
∞∑︁
𝑠=0

𝑓𝑎𝑠(𝑥) (1.79)
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будемо називати розшаруванням 𝑓 (𝑎-розшаруванням 𝑓). У випадку, ко-

ли 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 𝑝 > 2, 𝑆𝑎𝑠(𝑓) розумiють, взагалi кажучи, як результат дiї

на 𝑓 деякого оператора, який в образах Фур’є зводиться до множення на

характеристичну функцiю областi 𝐷𝑎𝑠 (див. [51, §3, гл.1]). Зауважимо,

що ряд (1.79) для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, є збiжним у метрицi

простору 𝐿𝑝(R𝑑).

Окрiм того вiдмiтимо, що для 𝑆𝑎𝑛(𝑓), 𝑛 ∈ N, у прийнятих позначен-
нях також можемо записати

𝑆𝑎𝑛(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑠=0

𝑓𝑎𝑠(𝑥). (1.80)

Тодi для норми функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟 > 0 з анiзо-

тропних просторiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), згiдно з твердженням 1.33, можна записати

спiввiдношення

‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ≍

(︃ ∞∑︁
𝑠=0

𝑏𝑠𝜃‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

< ∞, (1.81)

при 1 6 𝜃 < ∞,

‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,∞(R𝑑) ≍ sup

𝑠>0
𝑏𝑠‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) < ∞, (1.82)

де, як i ранiше, 𝑏 = 𝑎𝑟𝑖𝑖 > 1.

Далi, зберiгаючи тi самi позначення, будемо розглядати класи

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), тобто одиничнi кулi у просторах 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) (як в анiзотропно-

му, так i в iзотропному випадку):

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) : ‖𝑓‖𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑) 6 1
}︁
.

Означимо апроксимацiйнi характеристики, якi дослiджуються у ди-

сертацiйнiй роботi для анiзотропних класiв Нiкольського–Бєсова.

Для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) розглянемо величину

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

:= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑), 𝑛 ∈ N, (1.83)



93

яка називається наближенням функцiї 𝑓 𝑎𝑛-вiдрiзками iнтеграла Фур’є.

Вiдповiдно для функцiонального класу 𝐹 ⊂ 𝐿𝑝(R𝑑) позначимо

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝐹

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

. (1.84)

Далi введемо таке позначення:

𝐺𝑞

(︀
𝐷𝑎𝑛

)︀
:=
{︁
𝑔 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) : supp F𝑔(𝑥) ⊆ 𝐷𝑎𝑛

}︁
.

Оскiльки носiй перетворення Фур’є функцiй 𝑔 зосереджений в множинi

𝐷𝑎𝑛, то можемо стверджувати (див., наприклад, [3, § 82], [78, § 3.1]), що

𝐺𝑞

(︀
𝐷𝑎𝑛

)︀
— множина цiлих функцiй експоненцiального типу 𝑎𝑛, тобто

цiлих функцiй степенiв не вище 𝑎𝑛1 , . . . , 𝑎
𝑛
𝑑 по кожнiй змiннiй. У цьому

випадку для (1.75) будемо використовувати позначення

𝐸𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= 𝐸
(︀
𝑓,𝐺𝑞(𝐷𝑎𝑛)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:=

:= inf
𝑔∈𝐺𝑞(𝐷𝑎𝑛)

‖𝑓(·)− 𝑔(·)‖𝐿𝑞(R𝑑). (1.85)

Вiдповiдно, для функцiонального класу 𝐹 покладемо

𝐸𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝐹

𝐸𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (1.86)

У випадку 1 < 𝑞 < ∞ величини (1.83) i (1.85) мають один i той же

порядок (див., наприклад, [50]), тобто для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑)

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (1.87)

1.4.2. Означення норми функцiй з iзотропних класiв

Нiкольського–Бєсова

На основi твердження 1.33 наведемо еквiвалентнi означення норми функ-

цiй з iзотропних просторiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), 𝑟 = 𝑟1 = 𝑟2 = . . . = 𝑟𝑑, у залежностi

вiд значення параметра 𝑝, а саме у випадках 1 < 𝑝 < ∞ i 1 6 𝑝 6 ∞,

якими будемо користуватися у подальших мiркуваннях. Для iзотропних

просторiв Нiкольського–Бєсова вiзьмемо 𝑎1 = . . . = 𝑎𝑑 = 2.
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У випадку 1 < 𝑝 < ∞ конкретизуємо вiдповiднi позначення пун-

кту 1.4.1.

Вiдрiзок iнтегралу Фур’є функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) будемо позначати 𝑆2𝑠(𝑓)

i

𝑆2𝑠(𝑓) =
1

(2𝜋)
𝑑
2

2𝑠∫︁
−2𝑠

. . .

2𝑠∫︁
−2𝑠

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆.

У цьому випадку через 𝐷2𝑠 = 𝐷2𝑠,...,2𝑠 будемо позначати 𝐷𝑎𝑠:

𝐷2𝑠 = 𝐷2𝑠,...,2𝑠 =
{︁
𝜆 : |𝜆𝑗| < 2𝑠, 𝑗 = 1, 𝑑, 𝑠 > 0

}︁
,

а Γ2𝑠 = 𝐷2𝑠 −𝐷2𝑠−1 при 𝑠 > 1 i Γ20 = 𝐷20. Покладемо

𝑓(𝑠) = 𝑓2𝑠 = 𝑆2𝑠(𝑓)− 𝑆2𝑠−1(𝑓) =

∫︁
Γ2𝑠

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆, 𝑠 > 1,

i

𝑓(0) = 𝑓20 = 𝑆20(𝑓) =

∫︁
Γ20

𝑓(𝜆)𝑒𝑖(𝜆,𝑥)𝑑𝜆,

де 𝑓(𝑠)(𝑥), 𝑠 > 0, — цiлi функцiї, якi належать 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞ (див.,

наприклад, [51]), а перетворення Фур’є 𝑓(𝑠) зосереджене в областi

Γ2𝑠 =

{︂
2𝑠−1 6 max

𝑗=1,𝑑
|𝜆𝑗| 6 2𝑠

}︂
i спiвпадає там з ̃︀𝑓 .

Крiм того для функцiї 𝑓 маємо

𝑓(𝑥)
𝐿𝑝(R𝑑)
=

∞∑︁
𝑠=0

𝑓(𝑠)(𝑥).

Тодi, вiдповiдним чином модифiкувавши (1.81) i (1.82), простори

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) можна означити наступним чином.

Функцiя 𝑓 належить простору 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), 𝑟 > 0, 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞,

тодi i лише тодi, коли(︃ ∞∑︁
𝑠=0

2𝑠𝑟𝜃‖𝑓(𝑠)(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

< ∞,
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якщо 1 6 𝜃 < ∞ i

sup
𝑠>0

2𝑠𝑟‖𝑓(𝑠)(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) < ∞, якщо 𝜃 = ∞.

При цьому норма ‖𝑓(·)‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) задовольняє спiввiдношення

‖𝑓(·)‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ≍

(︃ ∞∑︁
𝑠=0

2𝑠𝑟𝜃‖𝑓(𝑠)(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

, (1.88)

якщо 1 6 𝜃 < ∞ i

‖𝑓(·)‖𝐵𝑟
𝑝,∞(R𝑑) ≍ sup

𝑠>0
2𝑠𝑟‖𝑓(𝑠)(·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (1.89)

Для того, щоб означити простори 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) у випадку 1 6 𝑝 6 ∞

розглянемо неперiодичний аналог ядра Валле Пуссена [78, Гл. 8, §8.6]

(див. також [75,79])

𝑉2𝑠(𝑥) =
1

2𝑠𝑑

𝑑∏︁
𝑗=1

cos 2𝑠𝑥𝑗 − cos 2𝑠+1𝑥𝑗
𝑥2𝑗

, 𝑗 = 1, 𝑑, 𝑠 ∈ Z+. (1.90)

Дане ядро має такi властивостi:

1) 𝑉2𝑠(𝑧) = 𝑉2𝑠(𝑧1, . . . , 𝑧𝑑) — цiла функцiя експоненцiального типу сте-

пеня 2𝑠+1 за кожною змiнною 𝑧𝑗, 𝑗 = 1, 𝑑, обмежена i сумовна на

R𝑑;

2)

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

𝑉2𝑠 =
1

𝜋𝑑

∫︁
22𝑠

𝑉2𝑠(𝑡)𝑒
−𝑖(𝑡,𝑥)𝑑𝑡, де 22𝑠 =

{︀
|𝑥𝑗| 6 2𝑠, 𝑗 = 1, 𝑑

}︀
;

3)
1

𝜋𝑑

∫︁
R𝑑

𝑉2𝑠(𝑡)𝑑𝑡 = 1;

4)
1

𝜋𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑉2𝑠(𝑡)|𝑑𝑡 6 𝐶10 < ∞.

Зазначимо, що для 𝑉2𝑠 має мiсце рiвнiсть

𝑉2𝑠 = 𝜇2𝑠(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

𝜇2𝑠(𝑥𝑗),
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де

𝜇2𝑠(𝑥𝑗) =

√︂
𝜋

2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝑥𝑗| < 2𝑠;

1
2𝑠 (2

𝑠+1 − 𝑥𝑗), 2𝑠 < |𝑥𝑗| < 2𝑠+1;

0, 2𝑠+1 < |𝑥𝑗|.

Нехай 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞. У такому випадку покладемо

𝜎2𝑠(𝑓,𝑥) =

(︂
2

𝜋

)︂𝑑/2 (︀
𝑉2𝑠 * 𝑓

)︀
(𝑥) =

1

𝜋𝑑

∫︁
𝑉2𝑠(𝑥− 𝑢)𝑓(𝑢)𝑑𝑢, (1.91)

де “*” — операцiя згортки. Дана функцiя є аналогом суми Валле Пус-

сена перiодичної функцiї порядку 2𝑠, крiм цього 𝜎2𝑠(𝑓,𝑥) ∈ 𝐿𝑝(R𝑑),

1 6 𝑝 6 ∞, є цiлою функцiєю експоненцiального типу 2𝑠+1 по кожнiй

змiннiй 𝑥𝑗, 𝑗 = 1, 𝑑. У термiнах перетворення Фур’є 𝜎2𝑠(𝑓,𝑥) можна по-

дати у такому виглядi

𝜎2𝑠(𝑓,𝑥) = 𝜎2𝑠(𝑓) = F−1(𝜇2𝑠 · F𝑓).

Далi, кожнiй функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞, поставимо у вiдповiд-

нiсть ряд

𝑓 = 𝜎20(𝑓) +
∞∑︁
𝑠=1

(︀
𝜎2𝑠(𝑓)− 𝜎2𝑠−1(𝑓)

)︀
, (1.92)

який збiгається до 𝑓 у метрицi простору 𝐿𝑝(R𝑑) [79]. Даний ряд будемо

називати розкладом функцiї 𝑓 за сумами типу Валле Пуссена.

Введемо позначення

𝑞0(𝑓) = 𝜎20(𝑓), 𝑞𝑠(𝑓) = 𝜎2𝑠(𝑓)− 𝜎2𝑠−1(𝑓), 𝑠 ∈ N. (1.93)

Тодi згiдно з спiввiдношенням (1.93) рiвнiсть (1.92) для 𝑓 можемо запи-

сати у виглядi

𝑓
𝐿𝑝(R𝑑)
=

∞∑︁
𝑠=0

𝑞𝑠(𝑓).
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При цьому звернемо увагу, що носiй перетворення Фур’є функцiї 𝑞𝑠(𝑓)

зосереджено на множинi{︁
𝜆 : 2𝑠−1 6 max

𝑗=1,𝑑
|𝜆𝑗| 6 2𝑠+1

}︁
.

Зауважимо, що наближення функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞, за

допомогою 𝜎2𝑠(𝑓) має такий же порядок, як i найкраще наближення цiєї

функцiї за допомогою функцiй експоненцiального типу 2𝑠.

Таким чином на основi теореми 1.33 можна дати наступне означення

просторiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) [79].

Функцiя 𝑓 належить простору 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, 𝑟 > 0, якщо

для неї скiнченними є величини(︃ ∞∑︁
𝑠=0

2𝑠𝑟𝜃‖𝑞𝑠(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

,

при 1 6 𝜃 < ∞ та

sup
𝑠>0

2𝑠𝑟‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

при 𝜃 = ∞.

При цьому норма ‖𝑓(·)‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) функцiй 𝑓 задовольняє спiввiдношен-

ням

‖𝑓(·)‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ≍

(︃ ∞∑︁
𝑠=0

2𝑠𝑟𝜃‖𝑞𝑠(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

, (1.94)

якщо 1 6 𝜃 < ∞, i

‖𝑓(·)‖𝐵𝑟
𝑝,∞(R𝑑) ≍ sup

𝑠>0
2𝑠𝑟‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (1.95)

Тепер дамо означення апроксимацiйної характеристики, яка буде до-

слiджуватися.

Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, розглянемо частинну суму типу Валле

Пуссена

V𝑛(𝑓) =
𝑛∑︁
𝑠=0

𝑞𝑠(𝑓) (1.96)
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i покладемо

ℰ𝑛
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:=
⃦⃦
𝑓(·)−V𝑛−1(𝑓, ·)

⃦⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

. (1.97)

Величина ℰ𝑛
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

називається величиною наближенням функцiї 𝑓 ча-

стинними сумами типу Валле Пуссена. Якщо 𝐹 ⊂ 𝐿𝑞(R𝑑), то покладемо

ℰ𝑛
(︀
𝐹
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝐹

ℰ𝑛
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (1.98)
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Роздiл 2

Наближення класiв функцiй з домiнуючою

мiшаною похiдною, що визначенi в R𝑑

Даний роздiл присвячено вивченню апроксимацiйних характеристик

класiв функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у метрицi

простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑). Встановлено точнi за порядком оцiнки набли-

ження функцiй з цих класiв цiлими функцiями зi спектром, який зосе-

реджений у схiдчастому гiперболiчному хрестi, а також у деяких iнших

множинах, лебегова мiра яких є скiнченною.

2.1. Допомiжнi твердження

Наведемо декiлька допомiжних тверджень, якi будемо використовувати

у процесi доведення.

Твердження 2.1 ([78], c. 81). Нехай задано 1 < 𝑝 < ∞. Iснують такi

додатнi числа 𝐶1, 𝐶2, що для кожної функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) виконуються

спiввiдношення

𝐶1‖𝑓(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) 6

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃∑︁

𝑠>0

|𝛿*𝑠(𝑓, ·)|2
)︃ 1

2
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

6 𝐶2‖𝑓(·)‖𝐿𝑝(R𝑑).

У лiтературi теореми типу твердження 2.1 прийнято називати теоре-

мами Лiттлвуда–Пелi.

Лема 2.2 ([237]). Нехай задано 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ i 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑). Тодi

‖𝑓(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≪

(︃∑︁
𝑠>0

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑞
𝐿𝑝(R𝑑)

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑞

)︃ 1
𝑞

,
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де ‖𝑠‖1 = 𝑠1 + . . .+ 𝑠𝑑, 𝑠𝑗 ∈ Z+, 𝑗 = 1, 𝑑.

Лема 2.3. Нехай задано 1 < 𝑞 < 𝑝 < ∞ i 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑). Тодi

‖𝑓(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫

(︃∑︁
𝑠>0

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑞
𝐿𝑝(R𝑑)

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑞

)︃ 1
𝑞

.

Леми 2.2, 2.3 є аналогом лем, якi вперше були доведенi для перiоди-

чного випадку В.М.Темляковим (див., наприклад, [123, c. 25 – 28]).

Лема 2.4 ([123], с. 11). Мають мiсце оцiнки:∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−𝛼(𝑠,𝛾) ≍ 2−𝛼𝑛𝑛𝑑−1, 𝛼 > 0;

∑︁
(𝑠,𝛾′)>𝑛

2−𝛼(𝑠,𝛾) ≍ 2−𝛼𝑛𝑛𝜈−1, 𝛼 > 0.

Окрiм цього, у дисертацiйнiй роботi будемо використовувати деякi

вiдомi нерiвностi. Для зручностi наведемо їх (див., наприклад, [78, §1.3.]).

Нехай 1 6 𝑝 6 ∞, 𝑓1 ∈ 𝐿𝑝(E), 𝑓2 ∈ 𝐿𝑞(E) i 1
𝑝+

1
𝑞 = 1. Тодi виконується

нерiвнiсть Гельдера∫︁
E

|𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)|𝑑𝑥 6 ‖𝑓1(·)‖𝐿𝑝(E)‖𝑓2(·)‖𝐿𝑞(E), (2.1)

де E позначає R𝑑 або T𝑑, 𝑑 > 1, у залежностi вiд розглядуваного просто-

ру.

Методом iндукцiї нерiвнiсть (2.1) можна поширити i на випадок 𝑘

функцiй 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑝𝑖(E), 𝑖 = 1, 𝑘, 1
𝑝1
+ . . .+ 1

𝑝𝑘
= 1.

Нехай 1 6 𝑝 6 ∞, 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿𝑝(E). Тодi виконується нерiвнiсть Мiнков-

ського

‖𝑓1(·) + 𝑓2(·)‖𝐿𝑝(E) 6 ‖𝑓1(·)‖𝐿𝑝(E) + ‖𝑓2(·)‖𝐿𝑝(E).

Також нерiвнiсть Мiнковського справедлива i у випадку 𝑙 функцiй та

має вигляд ⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(E)

6
𝑙∑︁

𝑖=1

‖𝑓𝑖(·)‖𝐿𝑝(E), (2.2)
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де 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑝(E). Нерiвнiсть (2.2) за належного її трактування виконується i

при 𝑙 = ∞, а саме, якщо при 𝑙 = ∞ ряд у правiй частинi (2.2) збiгається,

то ряд
𝑙∑︀

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥) збiгається у просторi 𝐿𝑝(E) i нерiвнiсть (2.2) виконується

з 𝑙 = ∞.

Також для 1 6 𝑝 6 ∞ мають мiсце такi спiввiдношення:(︃ ∞∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝
)︃ 1

𝑝

6

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|𝑝
)︃ 1

𝑝

+

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

|𝑏𝑘|𝑝
)︃ 1

𝑝

,

∞∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘𝑏𝑘| 6

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|𝑝
)︃ 1

𝑝
(︃ ∞∑︁
𝑘=1

|𝑏𝑘|𝑞
)︃ 1

𝑞

, якщо
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1,

де 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 — довiльнi числа. Данi нерiвностi називаються вiдповiдно не-

рiвнiстю Мiнковського та нерiвнiстю Гельдера для сум.

2.2. Наближення функцiй iз класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

цiлими функцiями з носiями їхнього

перетворення Фур’є у схiдчастому

гiперболiчному хрестi

У даному пiдроздiлi викладенi результати стосовно оцiнок наближення

функцiй iз класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) цiлими функцiями, зi спектром зосередже-

ним на множинi, яка називається схiдчастим гiперболiчним хрестом у

метрицi простору 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 6 ∞.

Перш нiж перейти до формулювання та доведення основних резуль-

татiв даного пiдроздiлу, встановимо декiлька допомiжних тверджень, що

стосуються оцiнки норм 𝐴*
𝑠(·) у метрицi простору 𝐿𝑝(R𝑑), 1 6 𝑝 6 ∞.

Розглянемо спочатку випадок 𝑝 = ∞.

Лема 2.5. Справедливою є оцiнки

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2‖𝑠‖1, (2.3)

де ‖𝑠‖1 = 𝑠1 + . . .+ 𝑠𝑑, 𝑠𝑗 ∈ Z+, 𝑗 = 1, 𝑑.
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Доведення. Врахувавши, що 𝐴*
𝑠(𝑥) визначається згiдно з формулою

(1.11) i провiвши деякi перетворення для 𝐾𝑠𝑗(𝑥𝑗), отримаємо

𝐴*
𝑠(𝑥) =

𝑑∏︁
𝑗=1

22−𝑠𝑗 sin2 𝜋2𝑠𝑗−2𝑥𝑗
(︀
2 cos𝜋2𝑠𝑗−1𝑥𝑗 + 1

)︀
𝜋2𝑥2𝑗

×

×
(︀
cos𝜋2𝑠𝑗−1𝑥𝑗 + cos 𝜋2𝑠𝑗𝑥𝑗 − 1

)︀
=

𝑑∏︁
𝑗=1

I𝑗(𝑥𝑗).

Тодi для норми 𝐴*
𝑠(𝑥) у просторi 𝐿∞(R𝑑) можемо записати

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) = sup

𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒ 𝑑∏︁
𝑗=1

I𝑗(𝑥𝑗)

⃒⃒⃒⃒
=

𝑑∏︁
𝑗=1

sup
𝑥𝑗∈R

|I𝑗(𝑥𝑗)|. (2.4)

Таким чином, для оцiнки норми 𝐴*
𝑠(𝑥) достатньо належним чином

оцiнити величини sup
𝑥𝑗∈R

|I𝑗(𝑥𝑗)|, 𝑗 = 1, 𝑑.

Встановимо спочатку оцiнку зверху. Поклавши 𝜋2𝑠𝑗−2𝑥𝑗 = 𝑡𝑗, отри-

маємо

sup
𝑥𝑗∈R

|I𝑗(𝑥𝑗)| = sup
𝑡𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒
⃒2𝑠𝑗−2 sin2 𝑡𝑗

(︀
2 cos 2𝑡𝑗 + 1

)︀(︀
cos 2𝑡𝑗 + cos 4𝑡𝑗 − 1

)︀
𝑡2𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒≪

≪ 2𝑠𝑗 sup
𝑡𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒
⃒9 sin2 𝑡𝑗𝑡2𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒≪ 2𝑠𝑗 .

Використовуючи цю оцiнку, на пiдставi (2.4), одержуємо

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪

𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗 = 2‖𝑠‖1.

Для оцiнки знизу маємо

sup
𝑥𝑗∈R

|I𝑗(𝑥𝑗)| = sup
𝑡𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒
⃒2𝑠𝑗−2 sin2 𝑡𝑗

(︀
2 cos 2𝑡𝑗 + 1

)︀(︀
cos 2𝑡𝑗 + cos 4𝑡𝑗 − 1

)︀
𝑡2𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒≫

≫ 2𝑠𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒sin2 𝜋

12

(︀
2 cos 𝜋6 + 1

)︀(︀
cos 𝜋6 + cos 𝜋3 − 1

)︀(︀
𝜋
12

)︀2
⃒⃒⃒⃒
⃒≫ 2𝑠𝑗 . (2.5)
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Пiдставляючи (2.5) в (2.4), одержуємо

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≫

𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗 = 2‖𝑠‖1.

Отже, оцiнку (2.3) встановлено.

Лему 2.5 доведено.

Лема 2.6. Нехай 1 6 𝑝 < ∞ i 𝑠 ∈ Z𝑑+, тодi має мiсце оцiнка

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍ 2‖𝑠‖1(1−

1
𝑝). (2.6)

Доведення. Згiдно з позначеннями леми 2.5 можемо записати

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦ 𝑑∏︁
𝑗=1

I𝑗(·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

=

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒ 𝑑∏︁
𝑗=1

I𝑗(𝑥𝑗)

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

=

=

⎛⎝∫︁
R𝑑

𝑑∏︁
𝑗=1

|I𝑗(𝑥𝑗)|𝑝𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

=

⎛⎝ 𝑑∏︁
𝑗=1

∫︁
R

|I𝑗(𝑥𝑗)|𝑝𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

=

=

⎛⎝ 𝑑∏︁
𝑗=1

∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
22−𝑠𝑗 sin2 𝜋2𝑠𝑗−2𝑥𝑗

(︀
2 cos𝜋2𝑠𝑗−1𝑥𝑗 + 1

)︀
𝜋2𝑥2𝑗

×

×
(︀
cos𝜋2𝑠𝑗−1𝑥𝑗 + cos 𝜋2𝑠𝑗𝑥𝑗 − 1

)︀⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗

)︃ 1
𝑝

(2.7)

Оцiнимо зверху iнтеграл у спiввiдношеннi (2.7). Покладаючи

𝜋2𝑠𝑗−2𝑥𝑗 = 𝑡𝑗, отримаємо∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
22−𝑠𝑗 sin2 𝜋2𝑠𝑗−2𝑥𝑗

(︀
2 cos𝜋2𝑠𝑗−1𝑥𝑗 + 1

)︀
𝜋2𝑥2𝑗

×

×
(︀
cos𝜋2𝑠𝑗−1𝑥𝑗 + cos 𝜋2𝑠𝑗𝑥𝑗 − 1

)︀⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗 6

6
∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
22−𝑠𝑗 sin2 𝜋2𝑠𝑗−2𝑥𝑗

𝜋2𝑥2𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗 =

∫︁
R

2(𝑠𝑗−2)(𝑝−1)

𝜋

⃒⃒⃒⃒
sin2 𝑡𝑗
𝑡2𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑡𝑗
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≪ 2𝑠𝑗(𝑝−1). (2.8)

Пiдставляючи (2.8) в (2.7), маємо

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪

(︃
𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗(𝑝−1)

)︃ 1
𝑝

= 2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝).

Тепер оцiнимо знизу iнтеграл у спiввiдношеннi (2.7). Виконуючи зно-

ву замiну 𝜋2𝑠𝑗−2𝑥𝑗 = 𝑡𝑗, отримаємо∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
22−𝑠𝑗 sin2 𝜋2𝑠𝑗−2𝑥𝑗

(︀
2 cos𝜋2𝑠𝑗−1𝑥𝑗 + 1

)︀
𝜋2𝑥2𝑗

×

×
(︀
cos 𝜋2𝑠𝑗−1𝑥𝑗 + cos 𝜋2𝑠𝑗𝑥𝑗 − 1

)︀⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗 =

=

∫︁
R

2(𝑠𝑗−2)(𝑝−1)

⃒⃒⃒⃒
sin2 𝑡𝑗

(︀
2 cos 2𝑡𝑗 + 1

)︀(︀
cos 2𝑡𝑗 + cos 4𝑡𝑗 − 1

)︀
𝑡2𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑡𝑗 ≫

≫ 2(𝑠𝑗−2)(𝑝−1)

7𝜋
12∫︁

5𝜋
12

⃒⃒⃒⃒
sin2 𝑡𝑗

(︀
2 cos 2𝑡𝑗 + 1

)︀(︀
cos 2𝑡𝑗 + cos 4𝑡𝑗 − 1

)︀
𝑡2𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑡𝑗 = 𝐽1.

Враховуючи, що пiдiнтегральна функцiя неперервна на промiжку[︀
5𝜋
12 ,

7𝜋
12

]︀
i досягає на ньому свого найменшого значення, яке позначимо

через 𝑚𝑗, одержуємо

𝐽1 ≫ 2𝑠𝑗(𝑝−1)

7𝜋
12∫︁

5𝜋
12

𝑚𝑗𝑑𝑡𝑗 ≍ 2𝑠𝑗(𝑝−1). (2.9)

Використовуючи (2.9), маємо

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≫

(︃
𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗(𝑝−1)

)︃ 1
𝑝

= 2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝).

Отже, оцiнку (2.6) встановлено.

Лему 2.6 доведено.
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Лема 2.7. Справедливою є така оцiнка⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

𝐴*
𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2𝑛𝑛𝑑−1. (2.10)

Доведення. Оцiнка зверху в (2.10) безпосередньо випливає з (2.3) i

нерiвностi Мiнковського. Дiйсно,⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

𝐴*
𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≪
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪

≪
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

2‖𝑠‖1 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Для оцiнки знизу маємо⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

𝐴*
𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

= sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

𝐴*
𝑠(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= sup
𝑡∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗−2 sin2 𝑡𝑗
(︀
2 cos 2𝑡𝑗 + 1

)︀(︀
cos 2𝑡𝑗 + cos 4𝑡𝑗 − 1

)︀
𝑡2𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≫

≫
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒sin2 𝜋

12

(︀
2 cos 𝜋6 + 1

)︀(︀
cos 𝜋6 + cos 𝜋3 − 1

)︀(︀
𝜋
12

)︀2
⃒⃒⃒⃒
⃒≫

≫
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

2‖𝑠‖1 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Оцiнку (2.10) встановлено.

Лему 2.7 доведено.

Оцiнки лем 2.5, 2.6, 2.7, як випливає з їхнього доведення, з вiдповiд-

ною модифiкацiю виконуються i при 𝑑 = 1.

Зауважимо, що саме на основi сум Валле Пуссена побудовано екстре-

мальнi функцiї, якi реалiзують оцiнки знизу в сформульованих нижче
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теоремах, а одержанi в лемах оцiнки для їх норми дали змогу показати

їхню належнiсть до вiдповiдних класiв функцiй з домiнуючою мiшаною

похiдною — 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑).

Далi встановимо оцiнки для величин (1.23) та (1.24) у метрицi про-

стору 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 6 ∞.

Теорема 2.8. Нехай 𝑟1 > 1, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi має мiсце порядкове

спiввiдношення

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝜈−1)(1− 1
𝜃). (2.11)

Перш нiж безпосередньо перейти до доведення теореми 2.8 зробимо

зауваження.

Зауваження 2.9. Оскiльки 𝑟1 > 1, то на пiдставi твердження 1.3 iснує

такий вектор 𝜌, 𝜌𝑗 = 𝑟𝑗 − 1 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑, що для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) маємо

𝑓 ∈ 𝑆𝜌
∞,𝜃𝐵(R𝑑), тобто 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑑). Окрiм того, можемо стверджувати,

що при деякому 1 < 𝑞0 < ∞, 𝑓 ∈ 𝑆𝜌
𝑞0,𝜃

𝐵, де 𝜌𝑗 = 𝑟𝑗 −
(︁
1− 1

𝑞0

)︁
> 0,

𝑗 = 1, 𝑑.

Доведення теореми 2.8. Встановимо спочатку оцiнку зверху у

спiввiдношеннi (2.11). Нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑). Тодi, беручи до уваги за-

уваження 2.9, використовуючи нерiвнiсть Мiнковського i рiзних метрик

(твердження 1.1), а також спiввiдношення (1.14), можемо записати

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿∞(R𝑑)

= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

=

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

(𝑠,𝛾)6𝑛

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

6
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪

≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑞0 ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑞0

(R𝑑) ≍
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑞0 ‖𝐴*

𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑞0
(R𝑑) ≪

≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑞0 2

‖𝑠‖1
(︁
1− 1

𝑞0

)︁
‖𝐴*

𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(R𝑑) =
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=
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2‖𝑠‖1‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(R𝑑). (2.12)

Щоб продовжити оцiнку (2.12), розглянемо спочатку випадок, коли

1 6 𝜃 < ∞. Тодi, застосовуючи нерiвнiсть Гельдера, маємо∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2‖𝑠‖1‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(R𝑑) =

∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2(𝑠,𝑟)‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(R𝑑)2

‖𝑠‖12−(𝑠,𝑟) 6

6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃
⎛⎝ ∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝑟−1) 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

≪

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝑟−1) 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

6

6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1) 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

= 𝐽2, (2.13)

де 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑑) — вектор iз координатами 𝛾𝑗 =
𝑟𝑗 − 1

𝑟1 − 1
, 𝑗 = 1, 𝑑, а

𝑟 − 1 позначає вектор з координатами 𝑟𝑗 − 1, 𝑗 = 1, 𝑑. Якщо 𝑗 = 1, 𝜈, то

𝛾𝑗 = 𝛾𝑗, i 1 < 𝛾𝑗 6 𝛾𝑗, якщо 𝑗 = 𝜈 + 1, 𝑑. Тому, використовуючи лему 2.4,

отримаємо

𝐽2 ≪ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝜈−1)(1− 1
𝜃 ). (2.14)

Отже, зiставляючи (2.12)–(2.14), одержуємо

sup
𝑓∈𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(R𝑑)

‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝜈−1)(1− 1

𝜃 ).

Нехай тепер 𝜃 = ∞. Тодi згiдно з означенням класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) маємо

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ 2−(𝑠,𝑟), а використовуючи лему 2.4, для (2.12) можемо

записати ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2‖𝑠‖1‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(R𝑑) ≪

∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝑟−1) =
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=
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1) ≪ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛𝜈−1. (2.15)

Об’єднуючи (2.14) та (2.15), одержуємо оцiнку зверху в (2.11).

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу, яку достатньо отримати

для випадку 𝜈 = 𝑑. Розглянемо функцiї

𝑓1(𝑥) = 𝐶32
−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1

𝜃

∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

𝐴*
𝑠(𝑥), 𝐶3 > 0,

якщо 1 6 𝜃 < ∞, i

𝑓2(𝑥) = 𝐶42
−𝑛𝑟1

∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

𝐴*
𝑠(𝑥), 𝐶4 > 0,

якщо 𝜃 = ∞.

Переконаємося, що данi функцiї належать класам 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) i

𝑆𝑟
1,∞𝐵(R𝑑) вiдповiдно. Оскiльки має мiсце оцiнка

⃦⃦
𝐴*

𝑠(·)
⃦⃦
𝐿1(R𝑑)

≍ 𝐶5,

𝐶5 > 0, то

‖𝑓1(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(𝑓1, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

2𝑟1(𝑠,1)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

1

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 1.

Для 𝑓2 будемо мати

‖𝑓2(·)‖𝑆𝑟
1,∞(R𝑑) ≍ sup

(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)‖𝐴*
𝑠(𝑓2, ·)‖𝐿1(R𝑑) ≍

≍ 2−𝑛𝑟1 sup
(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿1(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟1 sup

(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟) ≪ 1.

Далi, враховуючи вибiр функцiй 𝑓1 i 𝑓2, отримуємо 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓1,𝑥) = 0 i

𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓2,𝑥) = 0.
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Таким чином, беручи до уваги оцiнку (2.10), одержуємо

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≫ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓1
)︀
𝐿∞(R𝑑)

= ‖𝑓1(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓1, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

= ‖𝑓1(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

𝐴*
𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃 2𝑛𝑛𝑑−1 = 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃),

i

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,∞𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≫ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓2
)︀
𝐿∞(R𝑑)

= ‖𝑓2(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓2, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

= ‖𝑓2(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟1

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

𝐴*
𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛𝑟1 2𝑛𝑛𝑑−1 = 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛𝑑−1.

Оцiнки знизу встановлено.

Теорему 2.8 доведено.

Теорема 2.10. Нехай 1 < 𝑞 < ∞ i 𝑟1 > 1 − 1
𝑞 . Тодi для 1 6 𝜃 6 ∞

мають мiсце порядковi спiввiдношення

𝐸𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1−1+ 1
𝑞)𝑛

(𝜈−1)( 1
𝑞−

1
𝜃)+, (2.16)

де 𝑎+ = max{𝑎; 0}.

Зауваження 2.11. Оскiльки 𝑟1 > 1 − 1
𝑞 , то на пiдставi твердження 1.3

iснує такий вектор 𝜌, 𝜌𝑗 = 𝑟𝑗 −
(︁
1− 1

𝑞

)︁
> 0, 𝑗 = 1, 𝑑, що для

𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) маємо 𝑓 ∈ 𝑆𝜌

𝑞,𝜃𝐵(R𝑑), тобто 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑). Крiм того, ана-

логiчно як i у зауваженнi 2.9 можемо стверджувати, що при деякому

1 < 𝑞
0
< 𝑞, 𝑓 ∈ 𝑆𝜌

𝑞
0
,𝜃𝐵, де 𝜌𝑗 = 𝑟𝑗 −

(︁
1− 1

𝑞
0

)︁
> 0, 𝑗 = 1, 𝑑, оскiльки

𝑟1 > 1− 1
𝑞 > 1− 1

𝑞
0
.
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Доведення теореми 2.10. Встановимо спочатку оцiнку зверху. Не-

хай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑). Тодi для 1 < 𝑞

0
< 𝑞, використовуючи лему 2.2, а потiм

застосовуючи нерiвнiсть рiзних метрик (твердження 1.1), отримуємо

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

≪

≪

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑞
𝐿𝑞0

(R𝑑)
2
‖𝑠‖1

(︁
1
𝑞0
− 1

𝑞

)︁
𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

≍

≍

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖

𝑞
𝐿𝑞0

(R𝑑)
2
‖𝑠‖1

(︁
1
𝑞0
− 1

𝑞

)︁
𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

≪

≪

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖

𝑞
𝐿1(R𝑑)

2
‖𝑠‖1

(︁
1− 1

𝑞0

)︁
𝑞
2
‖𝑠‖1

(︁
1
𝑞0
− 1

𝑞

)︁
𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

=

=

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖

𝑞
𝐿1(R𝑑)

2‖𝑠‖1(1−
1
𝑞)𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

= 𝐽3.

Для того щоб продовжити оцiнку 𝐽3, розглянемо декiлька випадкiв.

Нехай 1 < 𝑞 < 𝜃 < ∞. Тодi, застосовуючи до 𝐽3 нерiвнiсть Гельдера

з показником 𝜃
𝑞 i враховуючи, що 𝑟1 > 1− 1

𝑞 , одержуємо

𝐽3 =

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖

𝑞
𝐿1(R𝑑)

2(𝑠,𝑟)𝑞 2−(𝑠,𝑟)𝑞 2‖𝑠‖1(1−
1
𝑞)𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

≪

≪

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)2

(𝑠,𝑟)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃
⎛⎝ ∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

(︁
2−(𝑠,𝑟)𝑞 2‖𝑠‖1(1−

1
𝑞)𝑞
)︁ 𝜃

𝜃−𝑞

⎞⎠ 1
𝑞−

1
𝜃

6

6 ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

(︁
2−((𝑠,𝑟)−(1−

1
𝑞)‖𝑠‖1)

)︁ 𝑞𝜃
𝜃−𝑞

⎞⎠ 1
𝑞−

1
𝜃

6
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6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

(︁
2−(𝑠,𝑟−(1−

1
𝑞))
)︁ 𝑞𝜃

𝜃−𝑞

⎞⎠ 1
𝑞−

1
𝜃

=

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝛾̄)(𝑟1−1+ 1
𝑞)

𝑞𝜃
𝜃−𝑞

⎞⎠ 1
𝑞−

1
𝜃

,

де 𝛾̄ вектор з координатами 𝛾𝑗 =
𝑟𝑗 − 1 + 1

𝑞

𝑟1 − 1 + 1
𝑞

, 𝑗 = 1, 𝑑. Легко переконати-

ся, що 𝛾𝑗 = 𝛾𝑗 при 𝑗 = 1, 𝜈 i 𝛾𝑗 > 𝛾𝑗 при 𝑗 = 𝜈 + 1, 𝑑. Застосовуючи до

останньої суми лему 2.4, отримуємо

𝐽3 ≪ 2−𝑛(𝑟1−1+ 1
𝑞)𝑛(𝜈−1)( 1

𝑞−
1
𝜃).

У випадку 1 6 𝜃 6 𝑞 < ∞, 𝑞 ̸= 1, використавши нерiвнiсть(︃∑︁
𝑘

|𝑎𝑘|𝑣2
)︃ 1

𝑣2

6

(︃∑︁
𝑘

|𝑎𝑘|𝑣1
)︃ 1

𝑣1

, 0 < 𝑣1 6 𝑣2 < ∞ , (2.17)

(див., [132, с. 43]), а також нерiвнiсть Гельдера i взявши до уваги, що

𝑟1 > 1− 1
𝑞 , оцiнку 𝐽3 можемо продовжити таким чином:

𝐽3 6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)2

‖𝑠‖1(1− 1
𝑞)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃

=

=

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)2

(𝑠,𝑟)𝜃2−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1+ 1
𝑞)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

sup
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1+ 1
𝑞) 6

6 ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) 2

−𝑛(𝑟1−1+ 1
𝑞) 6 2−𝑛(𝑟1−1+ 1

𝑞),

де, як i в попередньому випадку, вектор 𝛾̄ визначається аналогiчно i

𝛾̄ > 𝛾.

Нехай тепер 𝜃 = ∞. Тодi для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,∞𝐵(R𝑑) згiдно з означенням

норми функцiї (1.13) маємо

‖𝐴*
𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(R𝑑) ≪ 2−(𝑠,𝑟)
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i, використовуючи лему 2.4, отримуємо

𝐽3 ≪

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝑟)𝑞2‖𝑠‖1(1−
1
𝑞)𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

=

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1+ 1
𝑞)𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1−1+ 1
𝑞)𝑛

𝜈−1
𝑞 .

Оцiнки зверху в теоремi встановлено.

Перейдемо до встановлення оцiнок знизу. Для цього при певних зна-

ченнях параметрiв 𝑞 i 𝜃 достатньо вказати функцiї 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑), для

яких оцiнки знизу величин ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

збiгаються за порядком з оцiнка-

ми знизу величин ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

в (2.16). Зауважимо, що достатньо

розглянути випадок 𝜈 = 𝑑, тобто будемо вважати 𝛾𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 𝑑.

Нехай 1 6 𝜃 6 𝑞, 𝑞 ̸= 1. Розглянемо функцiю

𝑓3(𝑥) = 2−𝑟1𝑛𝐴*
𝑠(𝑥),

де ‖𝑠‖1 = 𝑛+ 1.

Покажемо, що 𝑓3 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑). Маємо

‖𝑓3(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠>0

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(𝑓3, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

≍

≍ 2−𝑟1𝑛
(︁
2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*

𝑠(·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

)︁ 1
𝜃 ≪ 2−𝑟1𝑛 2𝑟1𝑛 = 1.

Оскiльки для функцiй 𝑓3(𝑥) виконується спiввiдношення 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓3,𝑥) = 0,

то згiдно з лемою 2.6, отримуємо

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≫ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓3
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓3(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓3, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

= ‖𝑓3(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟1‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟12𝑛(1−

1
𝑞) = 2−𝑛(𝑟1−1+ 1

𝑞).

У випадку 1 < 𝑞 < 𝜃 < ∞ розглянемо функцiю

𝑓4(𝑥) = 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

𝐴*
𝑠(𝑥).
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Покажемо, що 𝑓4 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑). Маємо

‖𝑓4(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠>0

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(𝑓4, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

=

= 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 1.

Врахувавши, що вiдповiдно до вибору функцiй 𝑓4 виконується спiввiд-

ношення 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓4,𝑥) = 0, будемо мати

ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≫ ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑓4
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓4(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓4, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

= ‖𝑓4(·)‖𝐿𝑞(R𝑑).

Оскiльки, як було показано вище, 𝑓4 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑), а за умовами тео-

реми 𝑟1 > 1− 1
𝑞 , то згiдно з твердженням 1.3, 𝑓4 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑). Для 𝑠 ∈ Z𝑑+

покладемо

Δ(𝑠) =
{︁
𝑥 : 2−𝑠𝑗−1 6 𝑥𝑗 < 2−𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑

}︁
,

Δ(𝑠) ∩ Δ(𝑠′) = ∅, якщо 𝑠 ̸= 𝑠′, тодi за твердженням 2.1 (теорема

Лiтлвуда–Пелi)

‖𝑓4(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫

⃦⃦⃦⃦
⃦
⎛⎝ ∑︁

‖𝑠‖1=𝑛+1

|𝛿*𝑠(𝑓4, ·)|2
⎞⎠ 1

2 ⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

>

>

⎛⎜⎝ ∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

∫︁
Δ(𝑠)

|𝛿*𝑠(𝑓4,𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑞

.
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Використавши оцiнку (2.8), останню оцiнку можемо продовжити та-

ким чином:

‖𝑓4(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎜⎝ ∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

∫︁
Δ(𝑠)

|𝐴*
𝑠(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑞

≫

≫ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

2‖𝑠‖1(𝑞−1)

⎞⎠ 1
𝑞

≍

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃 2𝑛

𝑞−1
𝑞 𝑛

𝑑−1
𝑞 = 2−𝑛(𝑟1−(1−

1
𝑞))𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃).

Насамкiнець розглянемо випадок 𝜃 = ∞ i, вiдповiдно, функцiю

𝑓5(𝑥) = 2−𝑛𝑟1
∑︁

‖𝑠‖1=𝑛+1

𝐴*
𝑠(𝑥).

Покажемо, що 𝑓5 ∈ 𝑆𝑟
1,∞𝐵(R𝑑). Маємо

‖𝑓5(·)‖𝑆𝑟
1,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠>0
2(𝑠,𝑟)‖𝐴*

𝑠(𝑓5, ·)‖𝐿1(R𝑑) =

= 2−𝑛𝑟1 sup
‖𝑠‖1=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿1(R𝑑) ≪ 1.

Враховуючи, що для функцiй 𝑓5 виконується спiввiдношення

𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓5,𝑥) = 0, як i в попередньому випадку, отримаємо

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≫ ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑓5
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓5(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓5, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

= ‖𝑓5(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫

⃦⃦⃦⃦
⃦
⎛⎝ ∑︁

‖𝑠‖1=𝑛+1

|𝛿*𝑠(𝑓5, ·)|2
⎞⎠ 1

2 ⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

>

>

⎛⎜⎝ ∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

∫︁
Δ(𝑠)

|𝛿*𝑠(𝑓5,𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑞

≍
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≍ 2−𝑛𝑟1

⎛⎜⎝ ∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

∫︁
Δ(𝑠)

|𝐴*
𝑠(𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑞

≫ 2−𝑛𝑟1

⎛⎝ ∑︁
‖𝑠‖1=𝑛+1

2‖𝑠‖1(𝑞−1)

⎞⎠ 1
𝑞

≍

≍ 2−𝑛𝑟12𝑛
𝑞−1
𝑞 𝑛

𝑑−1
𝑞 = 2−𝑛(𝑟1−1+ 1

𝑞)𝑛
𝑑−1
𝑞 .

Оцiнки знизу встановлено.

Теорему 2.10 доведено.

На завершення даного пiдроздiлу прокоментуємо одержанi результа-

ти.

Точнi за порядком оцiнки величини (1.23) для класiв Нiкольського

𝑆𝑟
1𝐻(R𝑑) у метрицi простору 𝐿𝑞(R𝑑) при 1 6 𝑞 < ∞ встановлено Wang

Heping та Sun Youngsheng [236] та наведенi у твердженнi 1.8. Зауважи-

мо, що методи, якi використовувалися для встановлення оцiнок у теоре-

мi 2.10 при 𝜃 = ∞, вiдрiзняються вiд методiв, якi застосовували Wang

Heping та Sun Youngsheng.

Теорема 2.8 є новою i для класiв Нiкольського 𝑆𝑟
1𝐻(R𝑑), тобто у ви-

падку 𝜃 = ∞, має мiсце такий наслiдок.

Наслiдок 2.12. Нехай 𝑟1 > 1. Тодi вiрним є порядкове спiввiдношення

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1𝐻(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛𝜈−1.

Наведемо також результати теорем 2.8 i 2.10 в одновимiрному випад-

ку. Для цього конкретизуємо означення величин (1.23) i (1.24).

При 𝑑 = 1 кожна з множин 𝑄*
2𝑠 є об’єднанням напiвiнтервалiв

(−2𝑠,−2𝑠−1] та [2𝑠−1, 2𝑠), 𝑠 ∈ Z+, з вiдповiдною модифiкацiєю при 𝑠 = 0.

Тодi схiдчастий гiперболiчний хрест 𝑄̃𝛾
𝑛, який означається згiдно з (1.22),

вироджується в iнтервал (−2𝑛, 2𝑛), як об’єднання множин 𝑄*
2𝑠 для усiх

𝑠 6 𝑛, 𝑠 ∈ Z+, а саме

𝑄̃1
𝑛 =

⋃︁
𝑠6𝑛

𝑄*
2𝑠. (2.18)

Крiм того маємо |𝑄̃1
𝑛| ≍ 2𝑛, де у цьому випадку |𝑄̃1

𝑛| позначає довжину
iнтервалу.
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Означення величини (1.24) для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R), 1 6 𝑞 6 ∞, можна пере-

писати таким чином:

ℰ𝑄̃1
𝑛
(𝑓
)︀
𝐿𝑞(R)

:= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃1
𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R),

i

ℰ𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿𝑞(R)

:= sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R)
ℰ𝑄̃1

𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R)

, (2.19)

де

𝑆𝑄̃1
𝑛
(𝑓, 𝑥) =

∑︁
𝑠6𝑛

𝛿*𝑠(𝑓, 𝑥),

𝛿*𝑠(𝑓, 𝑥) = F−1(𝜒𝑄*
2𝑠
· F𝑓).

Зауважимо, що 𝑆𝑄̃1
𝑛
(𝑓, 𝑥) — цiла функцiя з носiєм перетворення Фур’є на

iнтервалi (−2𝑛; 2𝑛).

Вiдповiдно для (1.23) в одновимiрному випадку будемо використову-

вати позначення:

𝐸𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿𝑞(R)

:= sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R)
𝐸𝑄̃1

𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, (2.20)

де

𝐸𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R)

:= 𝐸
(︀
𝑓,𝐺

(︀
𝑄̃1
𝑛

)︀)︀
𝐿𝑞(R)

:= inf
𝑔∈𝐺(𝑄̃1

𝑛)
‖𝑓(·)− 𝑔(·)‖𝐿𝑞(R),

i

𝐺
(︀
𝑄̃1
𝑛

)︀
=
{︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R) : suppF𝑓 ⊆ 𝑄̃1

𝑛

}︁
.

Справедливими є такi твердження.

Наслiдок 2.13. Нехай 𝑟 > 1, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi має мiсце порядкове

спiввiдношення

ℰ𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) ≍ 2−𝑛(𝑟−1). (2.21)

Наслiдок 2.14. Нехай 1 < 𝑞 < ∞ i 𝑟 > 1 − 1
𝑞 . Тодi для 1 6 𝜃 6 ∞

мають мiсце порядковi спiввiдношення

𝐸𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿𝑞(R)

≍ ℰ𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿𝑞(R)

≍ 2−𝑛(𝑟−1+ 1
𝑞). (2.22)
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Як видно, в одновимiрному випадку оцiнки (2.21) i (2.22) не залежать

вiд параметра 𝜃, на вiдмiну вiд вiдповiдних оцiнок у багатовимiрному

випадку (𝑑 > 2), та є однаковими як для класiв 𝑆𝑟1𝐻(R), так i для класiв
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R), 1 6 𝜃 < ∞.

2.3. Наближення класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй

метрицi

У цьому пiдроздiлi встановимо оцiнки наближення функцiй iз класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) цiлими функцiями, носiй перетворення Фур’є яких зосередже-

ний у схiдчастому гiперболiчному хрестi i при цьому похибка наближе-

ння оцiнюється у рiвномiрнiй метрицi. Зазначимо, що у процесi доведе-

ння одержаних результатiв будемо використовувати деякi мiркування,

запропонованi А.С. Романюком [198], з вiдповiдною модифiкацiєю до

наближення цiлими функцiями.

Для встановлення оцiнок знизу дослiджуваних у дисертацiйнiй робо-

тi апроксимацiйних характеристик, зокрема, i у даному пунктi, будемо

розглядати екстремальнi функцiї, якi побудованi на основi деякої стан-

дартної функцiї. Перейдемо до розгляду однiєї з таких.

Покладемо

𝐷𝑘(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷𝑘𝑗(𝑥𝑗), 𝑘 ∈ Z𝑑+, (2.23)

де

𝐷𝑘𝑗(𝑥𝑗) =

√︂
2

𝜋

(︂
2 sin

𝑥𝑗
2
cos

2𝑘𝑗 + 1

2
𝑥𝑗

)︂
· 𝑥−1

𝑗 (2.24)

i вiдповiдно

𝐷 1
2
(𝑥𝑗) = 𝐷0(𝑥𝑗) =

√︂
2

𝜋

sin𝑥𝑗
𝑥𝑗

.

У подальших мiркуваннях суттєве значення має той факт, що, як

зазначено в роботi [237], для перетворення Фур’є функцiї 𝐷𝑘(𝑥) справе-
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длива рiвнiсть

F𝐷𝑘(𝑥) = 𝜒𝑘(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

𝜒𝑘𝑗(𝑥𝑗),

де

𝜒𝑘𝑗(𝑥𝑗)=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝑘𝑗 < |𝑥𝑗| < 𝑘𝑗 + 1;

1
2 , |𝑥𝑗| = 𝑘𝑗 або |𝑥𝑗| = 𝑘𝑗+1;

0 − в iнших випадках;

𝜒0(𝑥𝑗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝑥𝑗| < 1;

1
2 , |𝑥𝑗| = 1;

0, |𝑥𝑗| > 1.

Покажемо, справедливiсть цих рiвностей для 𝜒𝑘𝑗(𝑥𝑗) i 𝜒0(𝑥𝑗). З метою

спрощення викладок розглянемо одновимiрний випадок, тобто 𝑑 = 1.

Спочатку знайдемо перетворення Фур’є для функцiї

𝐷0(𝑥) :=

√︂
2

𝜋

sin𝑥

𝑥
.

Оскiльки дана функцiя парна, то для знаходження її перетворення

Фур’є будемо застосовувати формулу косинус-перетворення Фур’є i вра-

хуємо такi спiввiдношення

∞∫︁
0

sin𝛼𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = sign𝛼

∞∫︁
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥, а

∞∫︁
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋

2
.

Отримаємо

F𝐷0(𝑥) =

√︂
2

𝜋

∞∫︁
0

𝐷0(𝑥) cos 𝑡𝑥𝑑𝑥 =
2

𝜋

∞∫︁
0

sin𝑥

𝑥
cos 𝑡𝑥𝑑𝑥 =

=
2

𝜋

∞∫︁
0

1

2

sin(1 + 𝑡)𝑥+ sin (1− 𝑡)𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =
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=
1

𝜋

⎛⎝ ∞∫︁
0

sin(1 + 𝑡)𝑥

𝑥
+

∞∫︁
0

sin (1− 𝑡)𝑥

𝑥
𝑑𝑥

⎞⎠ =

=
1

𝜋

⎛⎝sign(1+t) ∞∫︁
0

sin𝑥

𝑥
+ sign(1-t)

∞∫︁
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥

⎞⎠ =

=
1

2

(︀
sign(1+t)+ sign(1-t)

)︀
=

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝑡| < 1;

1
2 , |𝑡| = 1;

0, |𝑡| > 1.

Таким чином рiвнiсть

F𝐷0(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

𝜒0(𝑥𝑗)

встановлено.

Знайдемо тепер перетворення Фур’є функцiї

𝐷𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋

2 sin 𝑥
2 cos

2𝑘+1
2 𝑥

𝑥
.

Дана функцiя теж парна, тому для знаходження її перетворення Фур’є

проведемо такi ж мiркування, як i для 𝐷0(𝑥).

F𝐷𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋

∞∫︁
0

𝐷𝑘(𝑥) cos 𝑡𝑥𝑑𝑥 =
2

𝜋

∞∫︁
0

2 sin 𝑥
2 cos

2𝑘+1
2 𝑥

𝑥
cos 𝑡𝑥𝑑𝑥 =

=
4

𝜋

∞∫︁
0

1

2

sin 𝑥
2

𝑥

(︃
cos

(︂
2𝑘 + 1

2
+ 𝑡

)︂
𝑥+ cos

(︂
2𝑘 + 1

2
− 𝑡

)︂
𝑥

)︃
𝑑𝑥 =

=
2

𝜋

∞∫︁
0

1

2

(︃
sin

(︂
1

2
+

2𝑘 + 1

2
+ 𝑡

)︂
𝑥+ sin

(︂
1

2
− 2𝑘 + 1

2
− 𝑡

)︂
𝑥+
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+sin

(︂
1

2
+

2𝑘 + 1

2
− 𝑡

)︂
𝑥+ sin

(︂
1

2
− 2𝑘 + 1

2
+ 𝑡

)︂
𝑥

)︃
1

𝑥
𝑑𝑥 =

=
1

𝜋

∞∫︁
0

sin(𝑘 + 1 + 𝑡)𝑥− sin(𝑘 + 𝑡)𝑥+ sin(𝑘 + 1− 𝑡)𝑥− sin(𝑘 − 𝑡)𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

=
1

2

(︀
sign(𝑘 + 1 + 𝑡)− sign(𝑘 + 𝑡) + sign(𝑘 + 1− 𝑡)− sign(𝑘 − 𝑡)

)︀
=

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝑘𝑗 < |𝑥𝑗| < 𝑘𝑗 + 1;

1
2 , |𝑥𝑗| = 𝑘𝑗 або |𝑥𝑗| = 𝑘𝑗 + 1;

0 — в iнших випадках;

Вiдповiдно для оберненого перетворення будемо мати

F−1𝜒𝑘(𝑡) = 𝐷𝑘(𝑥), F−1𝜒0(𝑡) = 𝐷0(𝑥). (2.25)

Покажемо справедливiсть (2.25). Для спрощення знову розглянемо

випадок 𝑑 = 1, у випадку 𝑑 > 2 дане спiввiдношення встановлюється

аналогiчно.

Для 𝜒0(𝑡) будемо мати

F−1𝜒0(𝑡) =
1√
2𝜋

∞∫︁
−∞

𝜒0(𝑡)𝑒
𝑖𝑡𝑥𝑑𝑡 =

=
1√
2𝜋

1∫︁
−1

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝑡 =
1√
2𝜋

𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑖𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

−1

=

=
1√
2𝜋

𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

𝑖𝑥
=

√︂
2

𝜋

sin𝑥

𝑥
.

Тобто, F−1𝜒0(𝑡) = 𝐷0(𝑥).

Тепер знайдемо обернене перетворення Фур’є для функцiї 𝜒𝑘(𝑡)

F−1𝜒0(𝑡) =
1√
2𝜋

∞∫︁
−∞

𝜒𝑘(𝑡)𝑒
𝑖𝑡𝑥𝑑𝑡 =
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=
1√
2𝜋

−𝑘∫︁
−(𝑘+1)

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝑡+
1√
2𝜋

𝑘+1∫︁
𝑘

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝑡 =

=
1√
2𝜋

𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑖𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
−𝑘

−(𝑘+1)

+
1√
2𝜋

𝑒𝑖𝑡𝑥

𝑖𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑘+1

𝑘

=

=
1√
2𝜋

(︃
𝑒−𝑖𝑘𝑥 − 𝑒−𝑖(𝑘+1)𝑥

𝑖𝑥
+

𝑒𝑒
𝑖(𝑘+1)𝑥−𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑖𝑥

)︃
=

=
1√
2𝜋

(︃
cos 𝑘𝑥− 𝑖 sin 𝑘𝑥− cos(𝑘 + 1)𝑥+ 𝑖 sin(𝑘 + 1)𝑥

𝑖𝑥
+

+
cos(𝑘 + 1)𝑥+ 𝑖 sin(𝑘 + 1)𝑥− cos 𝑘𝑥− 𝑖 sin 𝑘𝑥

𝑖𝑥

)︃
=

=
1√
2𝜋

2
(︀
sin(𝑘 + 1)𝑥− sin 𝑘𝑥

)︀
𝑥

=

=

√︂
2

𝜋

2 sin 𝑥
2 cos

2𝑘+1
2 𝑥

𝑥
= 𝐷𝑘(𝑥).

Зауважимо, що при 1 < 𝑝 < ∞ має мiсце оцiнка [237]⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝), (2.26)

де

𝜌*+(𝑠) :=
{︁
𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) : 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1 6 𝑘𝑗 < 2𝑠𝑗 , 𝑘𝑗 ∈ Z+, 𝑗 = 1, 𝑑
}︁
,

𝜂(0) = 0 i 𝜂(𝑡) = 1, 𝑡 > 0, тобто 𝜌*+(𝑠) = 𝑄*
2𝑠 ∩ Z𝑑+.

Має мiсце така теорема.

Теорема 2.15. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟1 >
1
𝑝, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi справедливе

порядкове спiввiдношення

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛(𝜈−1)(1− 1

𝜃). (2.27)
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Зауваження 2.16. Оскiльки 𝑟1 >
1
𝑝 , то на пiдставi твердження 1.3 iснує

такий вектор 𝜌, 𝜌𝑗 = 𝑟𝑗 − 1
𝑝 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑, що для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) маємо

𝑓 ∈ 𝑆𝜌
∞,𝜃𝐵(R𝑑), тобто 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑑).

Доведення теореми 2.15. Встановимо спочатку оцiнку зверху в

(2.27). Нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). Тодi, використавши нерiвнiсть Мiнковського

та твердження 1.1, можемо записати

‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

(𝑠,𝛾)6𝑛

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

6

6
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑝 ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (2.28)

Щоб продовжити оцiнку (2.28), розглянемо спочатку випадок, коли

1 6 𝜃 < ∞. Тодi, застосувавши до останньої суми нерiвнiсть Гельдера,

будемо мати∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑝 ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2(𝑠,𝑟)‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)2
‖𝑠‖1
𝑝 2−(𝑠,𝑟) 6

6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃
⎛⎝ ∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝑟−
1
𝑝)

𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

≪

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝑟−
1
𝑝)

𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

6

6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝛾̄)(𝑟1− 1
𝑝)

𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

= 𝐽4, (2.29)

де 𝛾̄ = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑑) — вектор з координатами 𝛾𝑗 =
𝑟𝑗 − 1

𝑝

𝑟1 − 1
𝑝

, 𝑗 = 1, 𝑑, а

𝑟 − 1
𝑝
позначає вектор з координатами 𝑟𝑗 − 1

𝑝 , 𝑗 = 1, 𝑑. Якщо 𝑗 = 1, 𝜈, то
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𝛾𝑗 = 𝛾𝑗 i 1 < 𝛾𝑗 6 𝛾𝑗, якщо 𝑗 = 𝜈 + 1, 𝑑. Тодi, використавши лему 2.4,

отримаємо оцiнку величини 𝐽4

𝐽4 ≪ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛(𝜈−1)(1− 1

𝜃). (2.30)

Отже, згiдно (2.28)–(2.30) будемо мати

sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪ 2−𝑛(𝑟1−

1
𝑝)𝑛(𝜈−1)(1− 1

𝜃).

Нехай тепер 𝜃 = ∞. Тодi, беручи до уваги, що згiдно з означенням

норми функцiй з класу 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑) (1.10), маємо

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ 2−(𝑠,𝑟),

для останньої суми у (2.28) можемо записати∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑝 ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪

∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝑟−
1
𝑝) =

=
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

2−(𝑠,𝛾̄)(𝑟1− 1
𝑝) ≪ 2−𝑛(𝑟1−

1
𝑝)𝑛𝜈−1. (2.31)

Таким чином, спiвставляючи (2.28) i (2.31), отримаємо оцiнку

sup
𝑓∈𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪ 2−𝑛(𝑟1−

1
𝑝)𝑛𝜈−1.

Оцiнку зверху в теоремi встановлено.

Для встановлення вiдповiдної оцiнки знизу побудуємо екстремальнi

функцiї, для яких буде мати мiсце спiввiдношення

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿∞(R𝑑)

≫ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛(𝜈−1)(1− 1

𝜃).

Спочатку ми розглянемо одновимiрний випадок, тобто побудуємо екс-

тремальну функцiю для якої буде мати мiсце спiввiдношення

ℰ𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿∞(R) ≫ 2−𝑛(𝑟1−

1
𝑝).
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Запишемо функцiю (2.23) при 𝑑 = 1, маємо

𝐷𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋

(︁
2 sin

𝑥

2
cos

2𝑘 + 1

2
𝑥
)︁
· 𝑥−1

i вiдповiдно

𝐷 1
2
(𝑥) = 𝐷0(𝑥) =

√︂
2

𝜋

sin𝑥

𝑥
.

Розглянемо функцiю

𝑓6(𝑥) = 𝐶62
−𝑛(𝑟1+1− 1

𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*(𝑛+1)

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶6 > 0,

де 𝜌*(𝑛+ 1) =
{︁
𝑘 : 2𝑛 6 𝑘 < 2𝑛+1, 𝑘 ∈ Z+

}︁
.

Покажемо, що дана функцiя належить класу 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R). Попередньо
зазначимо, що спiввiдношення (2.26) можемо записати таким чином⃦⃦⃦⃦

⃦ ∑︁
𝑘∈𝜌*(𝑛)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R)

≍ 2𝑛(1−
1
𝑝), 1 < 𝑝 < ∞. (2.32)

У випадку 1 6 𝜃 < ∞, скориставшись (1.9) та (2.32) отримаємо

‖𝑓6(·)‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R) ≍

(︁
2(𝑛+1)𝑟𝜃‖𝛿*𝑛+1(𝑓6, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R)

)︁ 1
𝜃 ≍

≍ 2𝑛𝑟 2−𝑛(𝑟+1− 1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁
𝑘∈𝜌*(𝑛+1)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R)

≪ 1.

Аналогiчно встановлюємо, що ‖𝑓6(·)‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R) ≪ 1.

Отже, 𝑓6 належить класу 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R).
За рахунок вибору функцiй 𝑓6 маємо 𝑆𝑄̃1

𝑛
(𝑓6, ·) = 0. Таким чином,

отримаємо

ℰ𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑓6
)︀
𝐿∞(R) = ‖𝑓6(·)− 𝑆𝑄̃1

𝑛
(𝑓6, ·)‖𝐿∞(R) = ‖𝑓6(·)‖𝐿∞(R) ≍

≍ 2−𝑛(𝑟+1− 1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁
𝑘∈𝜌*(𝑛+1)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R)

= 2−𝑛(𝑟+1− 1
𝑝)𝐽5. (2.33)
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Щоб продовжити (2.33), оцiнимо величину 𝐽5. Маємо

𝐽5 =

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁
𝑘∈𝜌*(𝑛+1)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

2𝑛+1−1∑︁
𝑘=2𝑛

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R)

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦
√︂

2

𝜋

sin 2𝑛+1𝑥− sin 2𝑛𝑥

𝑥

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R)

≍ 2𝑛.

Отже,

ℰ𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑓6
)︀
𝐿∞(R) = ‖𝑓6(·)− 𝑆𝑄̃1

𝑛
(𝑓6, ·)‖𝐿∞(R) ≍ 2−𝑛(𝑟+1− 1

𝑝)2𝑛 = 2−𝑛(𝑟−
1
𝑝).

Оцiнки знизу у цьому випадку встановлено.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу при 𝑑 > 2. Також зауважи-

мо, що її достатньо отримати у випадку 𝜈 = 𝑑. На основi функцiї (2.23)

побудуємо екстремальнi функцiї 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), якi її реалiзують.

Розглянемо функцiї

𝑓7(𝑥) = 𝐶72
−𝑛(𝑟1+1− 1

𝑝)𝑛−𝑑−1
𝜃

∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶7 > 0,

якщо 1 6 𝜃 < ∞, i

𝑓8(𝑥) = 𝐶82
−𝑛(𝑟1+1− 1

𝑝)
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶8 > 0,

якщо 𝜃 = ∞.

Переконаємося, що данi функцiї належать класам 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) i

𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑) вiдповiдно. Використовуючи (2.26), для 𝑓7 отримуємо

‖𝑓7(·)‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓7, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)𝜃2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)𝜃𝑛−(𝑑−1)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍
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≍ 2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)𝜃2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃 2𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

1

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 1.

Для 𝑓8 маємо

‖𝑓8(·)‖𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)‖𝛿*𝑠(𝑓8, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍

≍ sup
(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝) sup

(𝑠,1)=𝑛+1

2(𝑠,𝑟)2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝) ≪ 1.

Далi, враховуючи вибiр функцiй 𝑓7 i 𝑓8, отримуємо 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓7, ·) = 0 i

𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓8, ·) = 0. I вiдповiдно одержуємо

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≫ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓7
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= ‖𝑓7(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓7, ·)‖𝐿∞(R𝑑) = ‖𝑓7(·)‖𝐿∞(R𝑑). (2.34)

Для того щоб продовжити (2.34) оцiнимо

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︀

𝑘∈𝜌*+(𝑠)
𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

. Маємо

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷𝑘𝑗(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗−1∑︁
𝑘𝑗=𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1

𝐷𝑘𝑗(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 2𝑠𝑗𝑥𝑗 − sin 𝜂(𝑠𝑗)2
𝑠𝑗−1𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

= 𝐽6 (2.35)
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Встановимо спочатку для величини 𝐽6 оцiнку зверху:

𝐽6 =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin
2𝑠𝑗−𝜂(𝑠𝑗)2𝑠𝑗−1

2 𝑥𝑗 cos
2𝑠𝑗+𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1

2 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≪

≪
𝑑∏︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
sin(2𝑠𝑗−1 − 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−2)𝑥𝑗
𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(R𝑑)

=
𝑑∏︁
𝑗=1

(︀
2𝑠𝑗−1 − 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−2
)︀
≪ 2‖𝑠‖1.

Далi проведемо в (2.35) оцiнку знизу. Використовуючи нерiвнiсть⃒⃒
𝑎− 𝑏

⃒⃒
>
⃒⃒
|𝑎| − |𝑏|

⃒⃒
, одержуємо

𝐽6 =

√︂
2

𝜋

𝑑∏︁
𝑗=1

ess sup
𝑥𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒
sin 2𝑠𝑗𝑥𝑗 − sin 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1𝑥𝑗
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
>

>

√︂
2

𝜋

𝑑∏︁
𝑗=1

ess sup
𝑥𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
sin 2𝑠𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
sin 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1𝑥𝑗
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
>

>

√︂
2

𝜋

𝑑∏︁
𝑗=1

(︃
ess sup

𝑥𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒
sin 2𝑠𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
− ess sup

𝑥𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒
sin 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1𝑥𝑗
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒)︃
=

=

√︂
2

𝜋

𝑑∏︁
𝑗=1

(︀
2𝑠𝑗 − 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1
)︀
≫ 2‖𝑠‖1.

Отже, маємо ⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2‖𝑠‖1. (2.36)

Тепер покажемо, що⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2𝑛𝑛𝑑−1. (2.37)

Встановимо спочатку оцiнку зверху. Згiдно з нерiвнiстю Мiнковського

i (2.36) одержуємо⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

6
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≪
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≪
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

2‖𝑠‖1 ≪ 2𝑛
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

1 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Вiдповiдно для оцiнки знизу можемо записати⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
∞

= ess sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= ess sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 2𝑠𝑗𝑥𝑗 − sin 𝜂(𝑠𝑗)2
𝑠𝑗−1𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ >

>
∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 1− sin 𝜂(𝑠𝑗)
1
2

2−𝑠𝑗
≫

∑︁
(𝑠,1)=𝑛+1

2‖𝑠‖1 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Використовуючи оцiнку (2.37) для (2.34) одержуємо

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≫ ‖𝑓7(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍

≍ 2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃 2𝑛𝑛𝑑−12−𝑛(𝑟1−
1
𝑝 )𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃 ),

i для 𝑓8 маємо

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≫ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑓8
)︀
𝐿∞(R𝑑)

= ‖𝑓8(·)− 𝑆𝑄̃𝛾
𝑛
(𝑓8, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

= ‖𝑓8(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)=𝑛+1

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝 )𝑛(𝑑−1).

Оцiнки знизу при 𝑑 > 2 встановлено.

Теорему 2.15 доведено.

Зазначимо, що при 𝜃 = ∞, тобто для класiв Нiкольського 𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑),

теорема 2.15 також є новою. Має мiсце такий наслiдок.
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Наслiдок 2.17. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟1 > 1
𝑝. Тодi має мiсце порядкове

спiввiдношення

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛𝜈−1.

В одновимiрному випадку (𝑑 = 1) справедливим є таке твердження.

Наслiдок 2.18. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟 > 1
𝑝, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi має мiсце

порядкове спiввiдношення

ℰ𝑄̃1
𝑛

(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) ≍ 2−𝑛(𝑟−

1
𝑝). (2.38)

Як бачимо, оцiнка (2.38) не залежить вiд значення параметра 𝜃 i є

однаковою для всiх допустимих його значень (1 6 𝜃 6 ∞).

На завершення зазначимо, що результати даного пiдроздiлу доповню-

ють дослiдження величини (1.24) для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), що проводилися

Sun Yongsheng та Wang Heping [237] та наведенi у твердженнях 1.5, 1.6,

1.7.

2.4. Наближення функцiй iз класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

цiлими функцiями спецiального вигляду

У даному пiдроздiлi дослiджується наближення функцiй з класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу з пев-

ними обмеженнями на їхнiй спектр, а саме зi спектром зосередженим на

множинах лебегова мiра яких є скiнченною i не перевищує𝑀 . Одержано

точнi за порядком оцiнки величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

(1.29) у випадках

1 6 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞ i 𝑝 = 𝑞 = 2.

Розглянемо спочатку випадок 𝑝 = 1 i 𝑑 = 1. Справедливим є таке

твердження.

Теорема 2.19. Нехай 𝑟 > 1, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при 𝑑 = 1 виконується

порядкова оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) ≍ 𝑀−𝑟+1. (2.39)
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Доведення. Встановимо оцiнку зверху в (2.39). Нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R),
тодi з умови 𝑟 > 1, вiдповiдно до зауваження 2.9, отримаємо, що

𝑓 ∈ 𝐿∞(R).
Далi пiдберемо для 𝑀 число 𝑛 ∈ N iз спiввiдношення

|𝑄̃1
𝑛| 6 𝑀 < |𝑄̃1

𝑛+1|, тобто 𝑀 ≍ 2𝑛. Тодi з оцiнки (2.21), врахувавши

(1.30), будемо мати

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) ≪ ℰ𝑄̃1

𝑛

(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) ≍ 2−𝑛(𝑟−1) ≍ 𝑀−𝑟+1.

Встановимо в (2.39) оцiнку знизу.

Далi розглянемо функцiю

𝑓9(𝑥) = 𝐶92
−𝑛𝑟𝐴*

𝑛(𝑥), 𝐶9 > 0,

тобто функцiя 𝑓9 складається з одного “блоку” 𝐴*
𝑠(𝑥), який вибирається

при 𝑠 = 𝑛.

Покажемо, що 𝑓9 належить класу 𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R), 1 6 𝜃 6 ∞. Оскiльки,

згiдно з лемою 2.6, при 𝑝 = 1 маємо
⃦⃦
𝐴*
𝑠(·)
⃦⃦
𝐿1(R)

≍ 𝐶10, то

‖𝑓9(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R) ≍

(︃∑︁
𝑠

2𝑠𝑟𝜃‖𝐴*
𝑠(𝑓9, ·)‖𝜃𝐿1(R)

)︃ 1
𝜃

≍
(︀
2𝑛𝑟𝜃2−𝑛𝑟𝜃

)︀ 1
𝜃 = 1

при 1 6 𝜃 < ∞, i

‖𝑓9(·)‖𝑆𝑟
1,∞(R) ≍ sup

𝑠
2𝑠𝑟‖𝐴*

𝑠(𝑓9, ·)‖𝐿1(R) ≍ 2𝑛𝑟2−𝑛𝑟 = 1.

Далi пiдiбравши 𝑀 так, щоб |𝑄̃1
𝑛| 6 4𝑀 < |𝑄̃1

𝑛+1|, де 𝑄̃1
𝑛 = 𝑄*

2𝑛,

|𝑄̃1
𝑛| ≍ 2𝑛, i скориставшись лемою 2.5 можемо записати

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) ≫ 𝑒F𝑀

(︀
𝑓9
)︀
𝐿∞(R) = ‖𝑓9(·)− 𝑆M(𝑓9, ·)‖𝐿∞(R) >

>
⃒⃒
‖𝑓9(·)‖𝐿∞(R) − ‖𝑆M(𝑓9, ·)‖𝐿∞(R)

⃒⃒
≫

≫ 2−𝑛𝑟(2𝑛 −𝑀) ≫ 2−𝑛𝑟 2𝑛 ≍ 𝑀−𝑟+1.

Оцiнку знизу встановлено.

Теорему 2.19 доведено.

У випадку 𝑑 > 2 справедливою є така теорема.



131

Теорема 2.20. Нехай 𝑟1 > 1, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при 𝑑 > 2 виконується

порядкова оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝜈−1𝑀

)︀1− 1
𝜃 . (2.40)

Доведення. Оцiнка зверху в (2.40), отримується з теореми 2.8.

Оскiльки mes 𝑄̃𝛾
𝑛 ≪ 2𝑛𝑛𝜈−1, то пiдiбравши для 𝑀 число 𝑛 ∈ N iз спiв-

вiдношення mes 𝑄̃𝛾
𝑛 6 𝑀 < mes 𝑄̃𝛾

𝑛+1, тобто 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1, з оцiнки (2.11)

та (1.30), будемо мати

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≪ ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝜈−1)(1− 1
𝜃) ≍

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝜈−1𝑀

)︀(1− 1
𝜃).

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу в (2.40). Попередньо заува-

жимо, що її достатньо отримати у випадку 𝜈 = 𝑑.

Нехай

Θ(𝑛) =
{︀
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑 : 𝑠1 + . . .+ 𝑠𝑑 = 𝑛

}︀
i

𝑄̃′
𝑛 =

⋃︁
𝑠∈Θ(𝑛)

𝑄*
2𝑠,

тодi mes 𝑄̃′
𝑛 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1.

На вiдмiну вiд одновимiрного випадку, у залежностi вiд значення па-

раметра 𝜃 розглянемо функцiї

𝑓10(𝑥) = 𝐶112
−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1

𝜃

∑︁
𝑠∈Θ(𝑛)

𝐴*
𝑠(𝑥), 𝐶11 > 0,

при 1 6 𝜃 < ∞, i

𝑓11(𝑥) = 𝐶122
−𝑛𝑟1

∑︁
𝑠∈Θ(𝑛)

𝐴*
𝑠(𝑥), 𝐶12 > 0,

якщо 𝜃 = ∞.
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Покажемо, що функцiї 𝑓10 i 𝑓11 належать класам 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) та

𝑆𝑟
1,∞𝐵(R𝑑) вiдповiдно. Оскiльки, згiдно з лемою 2.6, має мiсце оцiнка⃦⃦
𝐴*

𝑠(·)
⃦⃦
𝐿1(R𝑑)

≍ 𝐶13, то

‖𝑓10(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝑛)

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(𝑓10, ·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝑛)

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴*
𝑠(·)‖𝜃𝐿1(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝑛)

2𝑟1(𝑠,1)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 𝑛−𝑑−1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝑛)

1

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 1.

Для 𝑓11 будемо мати

‖𝑓11(·)‖𝑆𝑟
1,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠∈Θ(𝑛)

2(𝑠,𝑟)‖𝐴*
𝑠(𝑓11, ·)‖𝐿1(R𝑑) ≍

≍ 2−𝑛𝑟1 sup
𝑠∈Θ(𝑛)

2(𝑠,𝑟)‖𝐴*
𝑠(·)‖𝐿1(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟1 sup

𝑠∈Θ(𝑛)

2(𝑠,𝑟) ≪ 1.

Далi, через ℒ′ позначимо множину векторiв 𝑠, таких що 𝑠 ∈ Θ(𝑛), i

щоб для множини M = M(ℒ′) =
⋃︀
𝑠∈ℒ′

𝑄*
2𝑠 виконувалося спiввiдношення

mes 𝑄̃′
𝑛 6 4𝑀 < mes 𝑄̃′

𝑛+1, (2.41)

де 𝑀 = 𝑀(𝑛) = mes M.

Скориставшись лемами 2.5, 2.7 та спiввiдношенням (2.41), враховую-

чи, що mes 𝑄̃𝑛 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1, записуємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓10
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓10(·)− 𝑆M(𝑓10, ·)‖𝐿∞(R𝑑) >

>
⃒⃒
‖𝑓10(·)‖𝐿∞(R𝑑) − ‖𝑆M(𝑓10, ·)‖𝐿∞(R𝑑)

⃒⃒
≫ 2−𝑛𝑟1𝑛

𝑑−1
𝜃 (2𝑛𝑛𝑑−1 −𝑀) ≫

≫ 2−𝑛𝑟1𝑛
𝑑−1
𝜃 2𝑛𝑛𝑑−1 = 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃) ≍
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≍
(︀
𝑀−1 log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝑑−1𝑀

)︀(1− 1
𝜃).

Аналогiчно у випадку 𝜃 = ∞ отримаємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,∞𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓11
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓11(·)− 𝑆M(𝑓11, ·)‖𝐿∞(R𝑑) >

>
⃒⃒
‖𝑓11(·)‖𝐿∞(R𝑑) − ‖𝑆M(𝑓11, ·)‖𝐿∞(R𝑑)

⃒⃒
≫ 2−𝑛𝑟1(2𝑛𝑛𝑑−1 −𝑀) ≫

≫
(︀
𝑀−1 log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1−1
log𝑑−1𝑀.

Оцiнки знизу встановлено.

Теорему 2.20 доведено.

У випадку 1 < 𝑝 < ∞ справедливою є теорема.

Теорема 2.21. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟1 > 1
𝑝, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑑 > 1. Тодi має

мiсце оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀1− 1
𝜃 . (2.42)

Доведення. Оцiнка зверху в (2.42), отримується з теореми 2.15.

Оскiльки mes 𝑄̃𝛾
𝑛 ≪ 2𝑛𝑛𝜈−1, то пiдiбравши для 𝑀 число 𝑛 ∈ N iз спiв-

вiдношення mes 𝑄̃𝛾
𝑛 6 𝑀 < mes 𝑄̃𝛾

𝑛+1, тобто 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1, з оцiнки (2.27),

будемо мати

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≪ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛(𝜈−1)(1− 1

𝜃) ≍

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀(1− 1
𝜃).

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу в (2.42). Попередньо заува-

жимо, що її достатньо отримати у випадку 𝜈 = 𝑑.

Нехай, як i в теоремi 2.20

Θ(𝑛) =
{︁
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑 : 𝑠1 + . . .+ 𝑠𝑑 = 𝑛

}︁
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i

𝑄̃′
𝑛 =

⋃︁
𝑠∈Θ(𝑛)

𝑄*
2𝑠,

тодi mes 𝑄̃′
𝑛 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1. Далi знову будемо вважати, що числа 𝑀 i 𝑛

пов’язанi спiввiдношенням (2.41), тобто

mes 𝑄̃′
𝑛 6 4𝑀 < mes 𝑄̃′

𝑛+1.

Розглянемо функцiї, якi побудованi на основi функцiї (2.23),

𝑓12(𝑥) = 𝐶142
−𝑛(𝑟1+1− 1

𝑝)𝑛−𝑑−1
𝜃

∑︁
𝑠∈Θ(𝑛)

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶14 > 0,

якщо 1 6 𝜃 < ∞, i

𝑓13(𝑥) = 𝐶152
−𝑛(𝑟1+1− 1

𝑝)
∑︁

𝑠∈Θ(𝑛)

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶15 > 0,

якщо 𝜃 = ∞.

Аналогiчно до того, як це було показано для функцiй 𝑓7 i 𝑓8 в теоре-

мi 2.15 можемо переконатися, що 𝑓12 та 𝑓13 належать класам 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

та 𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑) вiдповiдно.

Оскiльки mes 𝑄̃′
𝑛 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1, то виберемо в якостi множини M множи-

ну 𝑄̃′
𝑛, тобто M = 𝑄̃′

𝑛.

Тодi, використавши (2.37) та (2.41), можемо записати

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓12
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓12(·)− 𝑆M(𝑓12, ·)‖𝐿∞(R𝑑) >

>
⃒⃒
‖𝑓12(·)‖𝐿∞(R𝑑) − ‖𝑆M(𝑓12, ·)‖𝐿∞(R𝑑)

⃒⃒
≫ 2−𝑛(𝑟1+1− 1

𝑝 )𝑛
𝑑−1
𝜃

(︀
2𝑛𝑛𝑑−1 −𝑀

)︀
≫

≫ 2−𝑛(𝑟1+1− 1
𝑝)𝑛

𝑑−1
𝜃 2𝑛𝑛𝑑−1 = 2−𝑛(𝑟1−

1
𝑝)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃) ≍

≍
(︀
𝑀−1 log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀(1− 1
𝜃).
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Аналогiчно у випадку 𝜃 = ∞, отримаємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓13
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓13(·)− 𝑆M(𝑓13, ·)‖𝐿∞(R𝑑) ≫

≫
(︀
𝑀−1 log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝 log𝑑−1𝑀.

Оцiнки знизу встановлено.

Теорему 2.21 доведено.

Далi зробимо деякi коментарi щодо одержаних результатiв.

Результати теореми 2.19, 2.20, 2.21 є новими i для для класiв Нiколь-

ського 𝑆𝑟
1𝐻(R𝑑), 𝑑 > 1. Мають мiсце твердження.

Наслiдок 2.22. Нехай 𝑟1 > 1. Тодi при 𝑑 > 1 виконується порядкова

оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
1𝐻(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝜈−1𝑀

)︀
.

Наслiдок 2.23. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟1 >
1
𝑝, 𝑑 > 1. Тодi має мiсце оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝𝐻(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀
.

В одновимiрному випадку результати теореми 2.21 можемо записати

таким чином.

Наслiдок 2.24. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟 > 1
𝑝, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑑 = 1. Тодi вiрна

оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) ≍ 𝑀−𝑟+ 1

𝑝 .

Як видно з одержаних результатiв, оцiнка величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R),

1 6 𝑝 < ∞, теорема 2.19 та наслiдок 2.24, не залежить вiд параметра 𝜃

на вiдмiну вiд випадку 𝑑 > 2, теореми 2.20, 2.21.

Зауваження 2.25. Порiвнюючи порядковi оцiнки величини

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

, 1 6 𝑝 < ∞, 𝑑 > 1, якi одержано в теоремах 2.8
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i 2.15, з оцiнками величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

з теорем 2.20, 2.21, за

вiдповiдних умов на параметри для всiх їхнiх значень, робимо висновок,

що

ℰ𝑄̃𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

, 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1.

На завершення даного пiдпункту наведемо отриманi оцiнки величини

(1.29) для класiв 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) у метрицi простору 𝐿2(R𝑑).

Теорема 2.26. Нехай 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 0. Тодi має мiсце оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀(𝑟1+ 1
2−

1
𝜃)+. (2.43)

Доведення. Зауважимо, що оцiнка зверху при 𝜃 > 2 випливає з вiд-

повiдної оцiнки величини ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

, яка наведена у тверджен-

нi 1.7. Тому достатньо отримати оцiнку (2.43) для випадку 1 6 𝜃 < 2.

Метод встановлення оцiнок подiбний до доведення вiдповiдних оцiнок

зверху, а також методiв, якi запропонованi у роботах [145,197].

Нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝜃 < 2. За числом 𝑀 пiдберемо 𝑛 iз спiввiд-

ношення 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1 i покладемо 𝑛0 = [𝑛 + (𝜈 − 1) log 𝑛], де [𝑎] — цiла

частина числа 𝑎.

Побудуємо множину ℒ′ i вiдповiдно цiлу функцiю 𝑆M(𝑓,𝑥), за до-

помогою якої будемо здiйснювати наближення функцiї 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑).

Спочатку включимо в ℒ′ множину векторiв 𝑠 для яких (𝑠,𝛾′) < 𝑛. Вiд-

повiдно до множини M включимо множину 𝑄̃𝛾′
𝑛 =

⋃︀
(𝑠,𝛾′)<𝑛 𝑄̃

*
2𝑠, а далi

будемо розширювати її за рахунок включення допустимої кiлькостi мно-

жин 𝑄̃*
2𝑠, 𝑙 6 (𝑠,𝛾′) < 𝑙 + 1 i 𝑛 6 𝑙 < 𝑛0.

Кожному 𝑙 ∈ N, 𝑛 6 𝑙 < 𝑛0 поставимо у вiдповiднiсть величину

𝐵′
𝑙 =

⎛⎝ ∑︁
𝑙6(𝑠,𝛾′)<𝑙+1

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

(2.44)

i покладемо

𝑚′
𝑙 = [2𝑛𝑛𝜈−12−𝑙(𝐵′

𝑙)
𝜃] + 1.
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Нехай, далi, 𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙), 𝑖 = 1, 2, . . ., позначають числа ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿2(R𝑑), якi

входять в (2.44) у порядку спадання. Зазначимо, що з (2.44) випливає

спiввiдношення

𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙) ≪ 𝑖−
1
𝜃2−𝑙𝑟1𝐵′

𝑙.

Тепер iз суми
∑︀

𝑙6(𝑠,𝛾′)<𝑙+1 𝛿
*
𝑠(𝑓,𝑥) виберемо тi блоки 𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), в кiль-

костi 𝑚′
𝑙 штук, якi вiдповiдають першим 𝑚′

𝑙 числам 𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙). Цим самим

ми задамо також𝑚′
𝑙 множин 𝑄̃

*
2𝑠. Данi множини породжуються𝑚

′
𝑙 векто-

рами 𝑠, якi вiдповiдають вибраним 𝛿*𝑠(𝑓,𝑥). Проробивши цю процедуру

для кожного 𝑙 ∈ [𝑛, 𝑛0), 𝑙 ∈ N, отримуємо набiр множин 𝑄̃*
2𝑠, а разом з

тим i множину векторiв 𝑠, яку позначимо через ℒ′
𝑙. Вiдповiдно позначи-

мо 𝑄̃′
𝑙 =

⋃︀
𝑠∈ℒ′

𝑙
𝑄̃*

2𝑠. Отже, M = 𝑄̃𝛾′

𝑛 ∪ 𝑄̃′
𝑙 i функцiю 𝑆M(𝑓,𝑥) вибираємо

таким чином:

𝑆M(𝑓,𝑥) =
∑︁

(𝑠,𝛾′)<𝑛

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥) +𝑅1(𝑥),

де 𝑅1(𝑥) =
∑︀
𝑠∈ℒ′

𝑙

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), тобто supp 𝑅1(𝑥) ⊆ 𝑄̃′
𝑙.

Покажемо, що mes M ≪ 𝑀 . Скориставшись лемою ??, а також вра-

хувавши вибiр чисел 𝑚𝑙, будемо мати

mes M ≪ 2𝑛𝑛𝜈−1 +

𝑛
0∑︁

𝑙=𝑛

2𝑙𝑚′
𝑙 ≪

≪ 2𝑛𝑛𝜈−1 + 2𝑛𝑛𝜈−1

𝑛
0∑︁

𝑙=𝑛

∑︁
𝑙6(𝑠,𝛾′)<𝑙+1

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿2(R𝑑) 6

6 2𝑛𝑛𝜈−1 + 2𝑛𝑛𝜈−1‖𝑓(·)‖𝜃𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) ≪ 2𝑛𝑛𝜈−1 ≍ 𝑀.

Припустимо, що функцiя 𝑆M(𝑓,𝑥) побудована. Отримаємо оцiнку

зверху величини ‖𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿2(R𝑑), 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑).

Нехай ℒ̃′
𝑙 позначає множину тих векторiв 𝑠 : 𝑛 6 (𝑠,𝛾 ′) < 𝑛0, для

яких 𝛿*𝑠(𝑓,𝑥) не потрапили в 𝑅1(𝑥). Тодi

‖𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿2(R𝑑) 6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

(𝑠,𝛾′)<𝑛0

𝛿*𝑠(𝑓, ·) +
∑︁
𝑠∈ℒ̃′

𝑙

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(R𝑑)

6
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6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

(𝑠,𝛾′)<𝑛0

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(R𝑑)

+

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑠∈ℒ̃′
𝑙

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(R𝑑)

= 𝐽7 + 𝐽8. (2.45)

Для оцiнки 𝐽7, використовуючи твердження 1.7, одержуємо

𝐽7 ≪ 2−𝑛0𝑟1 = 2−𝑛𝑟1𝑛−(𝜈−1)𝑟1 ≍ 𝑀−𝑟1. (2.46)

Для оцiнки 𝐽8 спочатку застосуємо твердження 2.1 (Лiттлвуда–Пелi),

а потiм — нерiвнiсть |𝑎+ 𝑏|𝑐 6 |𝑎|𝑐 + |𝑏|𝑐, 0 6 𝑐 6 1, будемо мати

𝐽8 =

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑠∈ℒ̃′
𝑙

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(R𝑑)

≪

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃∑︁

𝑠∈ℒ̃′
𝑙

|𝛿*𝑠(𝑓, ·)|2
)︃ 1

2
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(R𝑑)

6

6

⎛⎝∑︁
𝑠∈ℒ̃′

𝑙

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖2𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
2

. (2.47)

Для продовження оцiнки (2.47) пiдставимо значення чисел 𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙):

𝐽8 ≪

⎛⎝ 𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

∑︁
𝑖>𝑚′

𝑙

(︀
𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙)

)︀2⎞⎠ 1
2

=

⎛⎝ 𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

∑︁
𝑖>𝑚′

𝑙

(𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙))
𝜃(𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙))

2−𝜃

⎞⎠ 1
2

≪

≪

⎛⎝ 𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

∑︁
𝑖>𝑚′

𝑙

(𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙))
𝜃𝑖−

2−𝜃
𝜃 2−𝑙(2−𝜃)𝑟1(𝐵′

𝑙)
2−𝜃

⎞⎠ 1
2

6

6

⎛⎝ 𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

(𝑚′
𝑙)
− 2−𝜃

𝜃 2−𝑙(2−𝜃)𝑟1(𝐵′
𝑙)
2−𝜃
∑︁
𝑖>𝑚′

𝑙

(𝑎′𝑖(𝑓, 𝑙))
𝜃

⎞⎠ 1
2

≪

≪

⎛⎝ 𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

(𝑚′
𝑙)
− 2−𝜃

𝜃 2−𝑙(2−𝜃)𝑟1(𝐵′
𝑙)
2−𝜃

∑︁
𝑙6(𝑠,𝛾′)<𝑙+1

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
2

≪

≪

⎛⎝ 𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

(𝑚′
𝑙)
− 2−𝜃

𝜃 2−𝑙(2−𝜃)𝑟1(𝐵′
𝑙)
2−𝜃2−𝑙𝜃𝑟1

∑︁
𝑙6(𝑠,𝛾′)<𝑙+1

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
2

≪
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≪

(︃
𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

(𝑚′
𝑙)
− 2−𝜃

𝜃 2−𝑙𝑟1(2−𝜃)(𝐵′
𝑙)
2−𝜃2−𝑙𝑟1𝜃(𝐵′

𝑙)
𝜃

)︃ 1
2

=

=

(︃
𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

(𝑚′
𝑙)
− 2−𝜃

𝜃 2−2𝑙𝑟1(𝐵′
𝑙)
2

)︃ 1
2

. (2.48)

Далi, пiдставивши в останню суму (2.48) замiсть 𝑚′
𝑙 їхнi значення,

отримуємо

𝐽8 ≪ (2𝑛𝑛𝜈−1)
1
2−

1
𝜃

(︃
𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

2−2𝑙(𝑟1− 1
𝜃+

1
2)(𝐵′

𝑙)
𝜃

)︃ 1
2

. (2.49)

Тепер, щоб продовжити оцiнку 𝐽8, розглянемо два випадки:

а) 𝑟1 > 1
𝜃 −

1
2 ;

б) 0 < 𝑟1 <
1
𝜃 −

1
2 .

Якщо 𝑟1 > 1
𝜃 −

1
2 , то з (2.49) будемо мати

𝐽8 ≪ (2𝑛𝑛𝜈−1)(
1
2−

1
𝜃)2−𝑛(𝑟1−

1
𝜃+

1
2)

(︃
𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

(𝐵′
𝑙)
𝜃

)︃ 1
2

≪

≪ (2𝑛𝑛𝜈−1)(
1
2−

1
𝜃)2−𝑛(𝑟1−

1
𝜃+

1
2)‖𝑓(·)‖𝜃/2

𝑆𝑟
2,𝜃(R𝑑)

6

6 2−𝑛𝑟1𝑛(𝜈−1)( 1
2−

1
𝜃) ≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃 . (2.50)

Пiдставляючи (2.46) i (2.50) в (2.45), для 𝑟1 > 1
𝜃 −

1
2 отримуємо

‖𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿2(R𝑑) ≪ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃 .

Нехай тепер 0 < 𝑟1 <
1
𝜃 −

1
2 . Тодi оцiнку (2.49) можемо продовжити у

такий спосiб

𝐽8 ≪ (2𝑛𝑛𝜈−1)(
1
2−

1
𝜃)2−𝑛0(𝑟1−

1
𝜃+

1
2)

(︃
𝑛0∑︁
𝑙=𝑛

(𝐵′
𝑙)
𝜃

)︃ 1
2

≪
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≪ (2𝑛𝑛𝜈−1)(
1
2−

1
𝜃)2−𝑛(𝑟1−

1
𝜃+

1
2)𝑛−(𝜈−1)(𝑟1− 1

𝜃+
1
2)‖𝑓(·)‖𝜃/2

𝑆𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−(𝜈−1)𝑟1 ≍ 𝑀−𝑟1. (2.51)

Тепер пiдставляючи в (2.45) оцiнки (2.46) i (2.51), отримуємо

‖𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿2(R𝑑) ≪ 𝑀−𝑟1.

Отже, оцiнки зверху в теоремi 2.26 встановлено.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу, яку достатньо отримати у

випадку 𝜈 = 𝑑. Для цього будемо використовувати мiркування, анало-

гiчнi до тих, якi були запропонованi В.М. Темляковим [123, c. 94]. За

числом 𝑀 пiдберемо 𝑛 так, щоб 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 i кiлькiсть точок з цiло-

числовими координатами у множинi 𝐹𝑛 =
⋃︁

(𝑠,1)=𝑛
𝜌*+(𝑠) була б бiльшою

нiж 4𝑀 .

У залежностi вiд значення параметра 𝜃 будемо розглядати функцiї,

побудованi на основi функцiї (2.23), а саме

𝑓14(𝑥) = 𝐶162
−𝑛(𝑟1+ 1

2)𝑛−𝑑−1
𝜃

∑︁
𝑘∈𝐹𝑛

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶16 > 0,

якщо 1 6 𝜃 < ∞ та

𝑓15(𝑥) = 𝐶172
−𝑛(𝑟1+ 1

2)
∑︁
𝑘∈𝐹𝑛

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶17 > 0,

якщо 𝜃 = ∞.

Покажемо, що данi функцiї належать вiдповiдно класам 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) i

𝑆𝑟
2,∞𝐵(R𝑑).

Для 𝑓14 отримуємо

‖𝑓14(·)‖𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) =

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓14, ·)‖𝜃𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪ 2𝑛𝑟12−𝑛(𝑟1+
1
2)𝑛−𝑑−1

𝜃

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛

‖𝛿*𝑠(𝐹, ·)‖𝜃𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

= 𝐽9,
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де

𝐹 (𝑥) =
∑︁

(𝑠,1)=𝑛

∑︁
𝑘∈𝜌*(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥),

i зазначимо, що mes
⋃︁

𝑠 : (𝑠,1)=𝑛
𝑄̃*

2𝑠 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Для 𝐽9 з використання (2.26) оцiнку можемо продовжити таким чи-

ном:

𝐽9 ≍ 2−
𝑛
2𝑛−𝑑−1

𝜃

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,1)=𝑛

2
𝜃‖𝑠‖1

2

⎞⎠ 1
𝜃

≍ 2−
𝑛
2𝑛−𝑑−1

𝜃 2
𝑛
2𝑛

𝑑−1
𝜃 = 1.

Отже, 𝑓14 ∈ 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) з деякою сталою 𝐶16 > 0.

Для 𝑓15 будемо мати:

‖𝑓15(·)‖𝑆𝑟
2,∞𝐵(R𝑑) = sup

(𝑠,1)=𝑛

2(𝑠,𝑟)‖𝛿*𝑠(𝑓2, ·)‖𝐿2(R𝑑) ≪

≪ 2−𝑛(𝑟1+
1
2) sup

(𝑠,1)=𝑛

2(𝑠,𝑟)‖𝛿*𝑠(𝐹, ·)‖𝐿2(R𝑑) ≍ 2𝑛𝑟12−𝑛(𝑟1+
1
2)2

𝑛
2 = 1.

Тому 𝑓15 ∈ 𝑆𝑟
2,∞𝐵(R𝑑) з деякою сталою 𝐶17 > 0.

Далi, нехай ℒ — така довiльна множина векторiв 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑),

що для множини M =
⋃︁

𝑠∈ℒ
𝑄̃*

2𝑠 має мiсце спiввiдношення mes M 6 𝑀 .

Розглянемо множину

ℒ′ =
{︁
𝑠 ∈ Z𝑑+ : 𝑘 ∈ 𝐹𝑛, (𝑠,1) = 𝑛

}︁
.

Згiдно з вибором числа 𝑛 для кiлькостi елементiв множини ℒ′ ∖ ℒ буде

мати мiсце спiввiдношення |ℒ′ ∖ ℒ| ≍ 𝑛𝑑−1.

Нехай

𝑆M(𝑓14, 𝑥) =
∑︁
𝑠∈ℒ

𝛿*𝑠(𝑓14,𝑥).

Тодi згiдно з твердженням 2.1 для 𝑓14, у випадку 𝑟1 > max
{︀
0, 1𝜃 −

1
2

}︀
,

одержуємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓14
)︀
𝐿2(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓14(·)− 𝑆M(𝑓14, ·)‖𝐿2(R𝑑) >
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>

(︃∑︁
𝑠

‖𝛿*𝑠
(︀
𝑓14(·)− 𝑆M(𝑓14, ·), ·

)︀
‖2𝐿2(R𝑑)

)︃ 1
2

=

= 2−𝑛(𝑟1+
1
2)𝑛−𝑑−1

𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈ℒ′∖ℒ

‖𝛿*𝑠(𝑓14, ·)‖2𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
2

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1+
1
2 )𝑛−𝑑−1

𝜃 2
𝑛
2

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈ℒ′∖ℒ

1

⎞⎠ 1
2

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃 𝑛

𝑑−1
2 ≍

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃 .

Коли ж 0 < 𝑟1 <
1
𝜃 −

1
2 , оцiнка знизу в (2.43), при вiдповiдних значе-

ннях параметрiв, випливає з теореми 5.4 при 𝑑 = 1.

Аналогiчно, для 𝑓15 одержуємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓15
)︀
𝐿2(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓15(·)− 𝑆M(𝑓15, ·)‖𝐿2(R𝑑) >

>

(︃∑︁
𝑠

‖𝛿*𝑠
(︀
𝑓14(·)− 𝑆M(𝑓14, ·), ·

)︀
‖2𝐿2(R𝑑)

)︃ 1
2

=

= 2−𝑛(𝑟1+
1
2)

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈ℒ′∖ℒ

‖𝛿*𝑠(𝑓14, ·)‖2𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
2

≍

≍ 2−𝑛(𝑟1+
1
2 ) 2

𝑛
2

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈ℒ′∖ℒ

1

⎞⎠ 1
2

≍ 2−𝑛𝑟1 𝑛
𝑑−1
2 ≍

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2 .

Оцiнки знизу в (2.43) встановлено.

Теорему 2.26 доведено.

Результат теореми 2.26 є новим також i для класiв Нiкольського

𝑆𝑟
2𝐻(R𝑑), 𝑑 > 1. Має мiсце таке твердження.
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Наслiдок 2.27. Нехай 𝑟1 > 0. Тодi при 𝑑 > 1 виконується порядкова

оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2𝐻(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2 .

Проаналiзувавши та порiвнявши результат теореми 2.26 з вiдповiдним

результатом наближення функцiй з класiв 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) — твердження 1.7,

робимо висновок:

∙ у випадку 𝑝 = 2 6 𝜃 6 ∞ величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

(1.29) i ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

(1.24) спiвпадають за порядком при

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1;

∙ у випадку 1 6 𝜃 < 2 = 𝑝 оцiнки величин 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

i

ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

вiдрiзняються за порядком, а саме:

– якщо 0 < 𝑟1 <
1
𝜃 −

1
2 , то має мiсце спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

≍ ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

𝑛−(𝜈−1)𝑟1,

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1;

– якщо 𝑟1 > 1
𝜃 −

1
2 , то має мiсце спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

≍ ℰ
𝑄̃𝛾′

𝑛

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

𝑛−(𝜈−1)( 1
𝜃−

1
2),

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1.

Як видно з наведеного порiвняння оцiнки величин (1.24) i (1.29) на

класах 𝑆𝑟
2𝐻(R𝑑) у метрицi простору 𝐿2(R𝑑) збiгаються за порядком при

всiх значеннях параметра 𝑟.

Крiм того в одновимiрному випадку результати теореми 2.21 можемо

записати таким чином.

Наслiдок 2.28. Нехай 𝑟 > 0, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑑 = 1. Тодi має мiсце оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟2,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿2(R)

≍ 𝑀−𝑟.
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Зауважимо, що в одновимiрному випадку, на противагу багатовимiр-

ному (𝑑 > 2), оцiнки величин (1.24) i (1.29) як на класах 𝑆𝑟2,𝜃𝐵(R),
1 6 𝜃 < ∞, так i на класах 𝑆𝑟2𝐻(R) збiгаються за порядком у метри-

цi простору 𝐿2(R).

Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi:

1. Одержано точнi за порядком оцiнки наближення класiв функцiй з

домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функ-

цiй експоненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у

схiдчастому гiперболiчному хрестi. Похибка наближення оцiнюється

в метрицi простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞.

2. Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, у рiвномiрнiй метрицi за допомогою цiлих

функцiй носiй перетворення Фур’є яких мiститься у схiдчастому гi-

перболiчному хрестi, що є аналогами схiдчасто-гiперболiчних сум

Фур’є.

3. Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, за допомогою цiлих функцiй експоненцi-

ального типу зi спектром зосередженим на множинах лебегова мiра

яких є скiнченною, похибка наближення оцiнюється у метрицi про-

стору Лебега.

4. Для класiв 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) у метрицi простору 𝐿2(R𝑑) знайдено точнi за

порядком оцiнки наближення за допомогою цiлих функцiй експо-

ненцiального типу зi спектром зосередженим на множинах лебего-

ва мiра яких є скiнченною i показано, що у деяких випадках таке

наближення дає оцiнки кращi у порiвняннi з наближенням за до-
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помогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього

перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному хрестi.

5. Встановлено оцiнки норми “блокiв” Валле Пуссена, якi є аналогами

сум Валле Пуссена перiодичних функцiй багатьох змiнних, у про-

сторi Лебега.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано у працях [6, 7, 15,

17] зi списку публiкацiй i, вiдповiдно, [152,241,242,247] зi списку викори-

станих джерел, а також опублiкованi у тезах конференцiй [25, 26, 27, 29,

35, 37, 39] i, вiдповiдно, [138–142,150,243].
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Роздiл 3

Наближення класiв перiодичних функцiй з

домiнуючою мiшаною похiдною

У даному роздiлi викладено результати стосовно наближення класiв перi-

одичних функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑). Знайдено

оцiнки ентропiйних чисел та 𝑀 -вимiрних колмогоровських поперечни-

кiв цих класiв функцiй у метрицi 𝑄𝐶(T𝑑)-простору квазiнеперервних

функцiй i показано, що у деяких випадках цi оцiнки є точними за по-

рядком. У метрицi простору 𝐵1,1(T𝑑) одержано точнi за порядком оцiн-

ки ортопоперечникiв i близьких до них апроксимацiйних характеристик

класiв Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) та класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) функцiй однiєї та багатьох
змiнних. Крiм того, встановлено, що у багатовимiрному випадку послi-

довнiсть норм лiнiйних операторiв, якi реалiзують порядковi значення

найкращого наближення класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝐵1,1(T𝑑) за допо-

могою тригонометричних полiномiв з “номерами” гармонiк зi схiдчастих

гiперболiчних хрестiв, є необмеженою. Також встановлено точнi за по-

рядком оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних наближень

класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у просторi 𝐵∞,1(T𝑑), 𝑑 > 1. Крiм цього,

при 𝑑 > 2 з використанням одержаних результатiв вдалося встановити

точнi за порядком оцiнки наближень даних класiв функцiй їх схiдчасто-

гiперболiчними сумами Фур’є у просторi 𝐵∞,1(T𝑑), а також порядки ор-

топоперечникiв класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 1, у цьому ж просторi. У деяких

випадках дослiджено поведiнку вiдповiдних апроксимацiйних характе-

ристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑) при 𝑑 ∈ {1, 2}.
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3.1. Допомiжнi твердження

Наведемо декiлька допомiжних тверджень, якi будемо використовувати

у процесi одержання результатiв даного роздiлу.

Лема 3.1 ([227], Вступ §3). Нехай 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝(T𝑑), 1 < 𝑝 < ∞. Тодi⃦⃦⃦⃦∑︁

𝑠

𝛿𝑠(𝑓, ·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(T𝑑)

≪

(︃∑︁
𝑠

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝑝
*

𝐿𝑝(T𝑑)

)︃ 1
𝑝*

,

де 𝑝* = min{𝑝, 2}.

Для формулювання наступного твердження нам знадобляться деякi

позначення.

Нехай

𝑄𝛾
𝑛 =

⋃︁
(𝑠,𝛾)<𝑛

𝜌(𝑠), 𝑛 ∈ N, (3.1)

де множина 𝜌(𝑠) визначається спiввiдношенням (1.39), яке для зручностi

нагадаємо

𝜌(𝑠) =
{︁
𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) : 2

𝑠𝑗−1 6 |𝑘𝑗| < 2𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑
}︁
,

𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑), 𝑠𝑗 ∈ N, 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑), 𝑘𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 1, 𝑑. Множину

𝑄𝛾
𝑛 називають схiдчастим гiперболiчним хрестом у Z𝑑 i для кiлькостi

елементiв множини маємо |𝑄𝛾
𝑛| ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Розглянемо множину полiномiв вигляду

𝑇 (𝑄𝛾
𝑛) :=

{︁
𝑡 : 𝑡(𝑥) =

∑︁
𝑘∈𝑄𝛾

𝑛

𝑐𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑥), 𝑐𝑘 ∈ C,𝑥 ∈ R𝑑

}︁
.

Для нормованого функцiонального простору Y з нормою ‖ · ‖Y i 𝑓 ∈ Y

позначимо через

𝐸𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑓
)︀
Y
:= inf

𝑡∈𝑇 (𝑄𝛾
𝑛)
‖𝑓(·)− 𝑡(·)‖Y

— величину найкращого наближення функцiї 𝑓 у просторi Y за допо-

могою полiномiв, що належать множинi 𝑇 (𝑄𝛾
𝑛). Якщо 𝐹 ⊂ Y — деякий
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функцiональний клас, то покладемо

𝐸𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝐹
)︀
Y
:= sup

𝑓∈𝐹
𝐸𝑄𝛾

𝑛

(︀
𝑓
)︀
Y
. (3.2)

З iсторiєю дослiдження величини (3.2) для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑)
та 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), зокрема, у просторах Лебега можна ознайомитися в кни-

гах [86,123].

У випадку 𝛾 = (1, . . . , 1) ∈ N𝑑 будемо писати 𝑇 (𝑄𝑛) замiсть 𝑇 (𝑄𝛾
𝑛) i

вiдповiдно 𝐸𝑄𝑛

(︀
𝐹
)︀
Y
замiсть 𝐸𝑄𝛾

𝑛

(︀
𝐹
)︀
Y
.

Для величин 𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

, 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑
+, як наслiдок

оцiнки колмогоровського поперечника 𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
, 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1,

яка наведена у твердженнi 1.24, можна сформулювати таке твердження.

Твердження 3.2. Нехай 𝑑 > 1, 1 6 𝑝, 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 0. Тодi

𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)(1− 1
𝜃).

Вiдповiдно для класiв 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) маємо такий аналог твердження 3.2.

Твердження 3.3. Нехай 𝑑 > 1, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑
+. Тодi

при 𝛼 ∈ R𝑑

𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑)
)︀
𝐵1,1

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛
𝑑−1
2 . (3.3)

Оцiнка зверху в (3.3) є наслiдком твердження 3.2 при 𝜃 = 2, а вiдпо-

вiдна оцiнка знизу випливає з твердження 1.25 при 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 i 𝜈 = 𝑑.

Далi для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(T𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, через 𝑆𝑄𝛾
𝑛
(𝑓,𝑥) будемо

позначати її схiдчасто-гiперболiчну суму Фур’є, тобто

𝑆𝑄𝛾
𝑛
(𝑓,𝑥) =

∑︁
𝑘∈𝑄𝛾

𝑛

̂︀𝑓(𝑘)𝑒𝑖(𝑘,𝑥) = ∑︁
(𝑠,𝛾)<𝑛

𝛿𝑠(𝑓,𝑥). (3.4)

Нехай, як i ранiше, X — деякий нормований функцiональний простiр

iз нормою ‖ · ‖X, X ⊂ 𝐿𝑞(T𝑑) i 𝐹 ⊂ X — деякий функцiональний клас.

Тодi через ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝐹
)︀
X
позначимо величину

ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝐹
)︀
X
= sup

𝑓∈𝐹
‖𝑓(·)− 𝑆𝑄𝛾

𝑛
(𝑓, ·)‖X. (3.5)
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Нагадаємо, що величини ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝐹
)︀
X
для класiв 𝐹 = 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у просторах
X = 𝐿𝑞, 1 6 𝑞 6 ∞, або X = 𝐵∞,1 дослiджувалися у роботах [37, 96,

100,198], а також бiльш детально з вiдповiдними дослiдженнями можна

ознайомитися у книгах [86,123,227]. Зокрема має мiсце таке твердження.

Твердження 3.4 ([198]). Нехай 1 6 𝑝 < ∞, 𝑟1 > 1
𝑝 i 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi

справедливою є оцiнка

ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐿∞(T𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛(𝜈−1)(1− 1

𝜃).

Оцiнка величини ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑)

)︀
𝐿∞(T𝑑)

, тобто для 𝜃 = ∞, встановлена

В.М. Темляковим [120].

Вiдповiдно в одновимiрному випадку (𝑑 = 1) для (3.4) i (3.5) будемо

використовувати позначення

𝑆2𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑛∑︁
𝑠=1

𝛿𝑠(𝑓, 𝑥), (3.6)

якщо 𝐹 ⊂ X ⊂ 𝐿𝑞(T) — деякий функцiональний клас, то покладемо

ℰ2𝑛
(︀
𝐹
)︀
X
:= sup

𝑓∈𝐹
‖𝑓(·)− 𝑆2𝑛(𝑓, ·)‖X. (3.7)

Справедливим є таке твердження.

Твердження 3.5 ([227], гл.1, §3). Нехай 𝑑 = 1, 𝛼 ∈ R i 𝑟 > 1. Тодi

справедливою є оцiнка

ℰ2𝑛
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T)
)︀
𝐿∞(T) ≍ 2−𝑛(𝑟−1).

На завершення даного пiдроздiлу наведемо ще декiлька нерiвностей,

якi будемо використовувати у процесi доведення.

Лема 3.6 ( [123], гл. 1, §2). Для будь-якого 𝜂 > 0 знайдеться така

стала 𝐶(𝜂) > 0, що для довiльного полiнома 𝑡 ∈ 𝑇 (𝑄𝑛) виконується

нерiвнiсть ∑︁
𝑘∈𝑄𝑛

|̂︀𝑡(𝑘)| 6 𝐶(𝜂)𝑛𝜂2𝑛‖𝑡(·)‖𝐿1(T𝑑).
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Для функцiй 𝑔1 ∈ 𝐿1(E) та 𝑔2 ∈ 𝐿𝑝(E), 1 6 𝑝 6 ∞, означимо їхню

згортку згiдно з формулою (див., наприклад, [78, c. 32, 52])(︀
𝑔1 * 𝑔2

)︀
(𝑥) =

1

(2𝜋)𝑑/2

∫︁
E

𝑔1(𝑥− 𝑢)𝑔2(𝑢)𝑑𝑢

При цьому виконується нерiвнiсть

‖𝑔1 * 𝑔2‖𝐿𝑝(E) 6
1

(2𝜋)𝑑/2
‖𝑔1(·)‖𝐿1(E) · ‖𝑔2(·)‖𝐿𝑝(E), (3.8)

де, як i ранiше, E позначає R𝑑 або T𝑑.

3.2. Оцiнки ентропiйних чисел класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

у просторi квазiнеперервних функцiй

У подальших мiркуваннях будемо вважати, що вектор 𝑟, який входить

в означення класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) має вигляд 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑

+.

Зауваження 3.7. Скрiзь у цьому роздiлi, як i в роздiлi 2, умова на

параметр 𝑟, вiдповiдно до твердження 1.3 i зауваження 1.13, забезпе-

чує належнiсть функцiї з класу 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) до простору в метрицi якого

здiйснюється оцiнка вiдповiдних апроксимацiйних характеристик. Дода-

тковi обмеження на 𝑟 (𝑟1) можуть бути зумовленi технiкою одержання

вiдповiдних результатiв.

Теорема 3.8. Нехай 1 < 𝑝 6 ∞, 1 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > max
{︁

1
𝑝 ,

1
2

}︁
. Тодi при

𝑑 > 2 справедлива оцiнка

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+( 1
𝑝*−

1
𝜃)+
√︀

log 𝑀, (3.9)

де 𝑝* = min{𝑝, 2}, 𝑎+ = max{𝑎, 0}.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок 1 < 𝑝 6 2, 𝑝 < 𝜃 < ∞.

Для 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑑, покладемо

𝑄𝑛 =
⋃︁

(𝑠,1)6𝑛

𝜌(𝑠), Δ𝑄𝑛 = 𝑄𝑛∖𝑄𝑛−1
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i

N𝑛 =
{︁
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) : (𝑠,1) = 𝑛, 𝑠𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 1, 𝑑

}︁
,

де 1 = (1, . . . , 1) ∈ N𝑑.

Для кiлькостi елементiв множини

Δ𝑄𝑛 =
⋃︁
𝑠∈N𝑛

𝜌(𝑠)

будемо мати оцiнку

|Δ𝑄𝑛| =
∑︁

(𝑠,1)=𝑛

2(𝑠,1) = 2𝑛
∑︁

(𝑠,1)=𝑛

1 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Отже, згiдно з лемою 3.1 для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) будемо мати⃦⃦⃦⃦

⃦ ∑︁
𝑠∈N𝑛

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(T𝑑)

≪

(︃∑︁
𝑠∈N𝑛

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝑝𝐿𝑝(T𝑑)

)︃ 1
𝑝

= I1. (3.10)

Зауважимо, що у випадку 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑
+ для вектора 𝛾 ми

отримаємо, що всi його координати рiвнi 1, тобто 𝛾 = (1, . . . , 1). Тодi

лему 2.4 можна переформулювати таким чином:

Лема 3.9 ([123], Вступ, с. 11). Справедливе спiввiдношення∑︁
(𝑠,1)>𝑙

2−𝛼(𝑠,1) ≍ 2−𝛼𝑙𝑙𝑑−1, 𝛼 > 0.

Далi, скориставшись нерiвнiстю Гельдера з показником 𝜃
𝑝 i лемою 3.9,

одержимо

I1 =

(︃∑︁
𝑠∈N𝑛

2(𝑠,𝑟)‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝑝𝐿𝑝(T𝑑)
2−(𝑠,𝑟)

)︃ 1
𝑝

6

6

(︃∑︁
𝑠∈N𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(T𝑑)

)︃ 1
𝜃
(︃∑︁

𝑠∈N𝑛

2−(𝑠,𝑟) 𝜃𝑝
𝜃−𝑝

)︃ 1
𝑝−

1
𝜃

≪

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

(︃∑︁
𝑠∈N𝑛

2−(𝑠,𝑟) 𝜃𝑝
𝜃−𝑝

)︃ 1
𝑝−

1
𝜃

6
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6

(︃∑︁
𝑠∈N𝑛

2−𝑟1(𝑠,1)
𝜃𝑝
𝜃−𝑝

)︃ 1
𝑝−

1
𝜃

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃). (3.11)

Аналогiчно у випадку 1 < 𝑝 6 2 i 𝜃 = 𝑝 можемо записати

I1 = 2−𝑛𝑟1

(︃∑︁
𝑠∈N𝑛

2(𝑠,𝑟)𝑝‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝑝𝐿𝑝(T𝑑)

)︃ 1
𝑝

≪

≪ 2−𝑛𝑟1‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
𝑝,𝑝𝐵(T𝑑) 6 2−𝑛𝑟1. (3.12)

Таким чином, при 1 < 𝑝 6 2, 𝑝 6 𝜃 < ∞, згiдно з (3.10)–(3.12) маємо⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈N𝑛

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(T𝑑)

≪ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃). (3.13)

Далi, нехай задано достатньо велике число 𝑀 . Пiдберемо 𝑚 ∈ N так,

щоб виконувалися нерiвностi

|Δ𝑄𝑚−1| < 𝑀 6 |Δ𝑄𝑚|.

Тодi, оскiльки

|Δ𝑄𝑚−1| ≍ |Δ𝑄𝑚| ≍ 2𝑚𝑚𝑑−1,

то 𝑀 ≍ 2𝑚𝑚𝑑−1.

Тепер покладемо 𝛽 =
1

2
min

{︂
𝑟1 −

1

𝑝
, 1

}︂
i

𝑀𝑛 =

{︃
𝐶(𝛽)𝑀2−

1
2 (𝑚−𝑛), 𝑛 < 𝑚,

𝐶(𝛽)𝑀2−𝛽(𝑛−𝑚), 𝑛 > 𝑚,

де числа 𝐶(𝛽) > 0 пiдiбрано таким чином, що

∞∑︁
𝑛=1

𝑀𝑛 6 𝑀.

Зауважимо, що такi числа 𝐶(𝛽) > 0 iснують, оскiльки

𝑀
𝑚−1∑︁
𝑛=0

2−
1
2 (𝑚−𝑛) +𝑀

∞∑︁
𝑛=𝑚

2−𝛽(𝑛−𝑚) ≪ 𝑀.
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Нехай 𝑀𝑛 = [𝑀𝑛], де [𝑎] — цiла частина числа 𝑎. Тодi 𝑀𝑛 = 0, якщо

𝐶(𝛽)𝑀2−𝛽(𝑛−𝑚) < 1, тобто при 𝑛 > 𝑚1 = 𝑚+ 𝛽−1 log𝐶(𝛽)𝑀 .

Позначимо

𝑆Δ𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
:=
{︁
𝑔 : 𝑔(𝑥) =

∑︁
𝑘∈Δ𝑄𝑛

̂︀𝑓(𝑘)𝑒𝑖(𝑘,𝑥), 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

}︁
i ⃦⃦

𝑆Δ𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀⃦⃦
𝑄𝐶(T𝑑)

:= sup
𝑔∈𝑆Δ𝑄𝑛(𝐵

𝑟
𝑝,𝜃(T𝑑))

‖𝑔(·)‖𝑄𝐶(T𝑑).

Отже, згiдно з позначеннями i властивостями ентропiйних чисел [81,

§12.1] для 𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
, можемо записати

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
6
∑︁
𝑛≤𝑚1

𝜀𝑀𝑛

(︀
𝑆Δ𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
, 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
+

+
∑︁
𝑛>𝑚1

‖𝑆Δ𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
‖𝑄𝐶(T𝑑) = 𝐼1 + 𝐼2. (3.14)

Оцiнимо спочатку доданок 𝐼2, скориставшись вiдомим твердженням.

Для будь-якої множини Λ ⊂ Z𝑑 через 𝒯 (Λ) будемо позначати множи-

ну тригонометричних полiномiв 𝑡 вигляду

𝑡(𝑥) =
∑︁
𝑘∈Λ

𝑐𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑥),𝑥 ∈ T𝑑.

У випадку, коли множина Λ симетрична вiдносно початку координат

(Λ = −Λ), покладемо

𝒯𝑟(Λ) =
{︁
𝑡 ∈ 𝒯 (Λ) : 𝑐𝑘 = 𝑐−𝑘,𝑘 ∈ Λ

}︁
.

Твердження 3.10 ([123], гл. 1, теорема 2.1). Нехай 𝑓 ∈ 𝒯 (𝑄𝑛). Тодi при

1 6 𝑝 < ∞ виконується порядкова нерiвнiсть

‖𝑓(·)‖𝐿∞(T𝑑) ≪ 2
𝑛
𝑝𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝑝)‖𝑓(·)‖𝐿𝑝(T𝑑). (3.15)

Зауважимо, що оцiнка (3.15) залишається вiрною i у тому випадку,

коли 𝑓 ∈ 𝒯 (Δ𝑄𝑛).
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Оцiнимо спочатку ‖𝑔(·)‖𝑄𝐶(T𝑑). Для цього представимо функцiю

𝑔 ∈ 𝒯 (Δ𝑄𝑛) у виглядi

𝑔(𝑥) =
∑︁
𝑠1

∑︁
2𝑠1−16|𝑘1|<2𝑠1

𝑒𝑖𝑘1𝑥1𝑔𝑘1(𝑥
1).

Тодi згiдно з означенням 𝑄𝐶(T𝑑)-норми можемо записати

‖𝑔(·)‖𝑄𝐶(T𝑑) =

∫︁ 1

0

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑠1

𝑟𝑠1(𝜔)
∑︁

2𝑠1−16|𝑘1|<2𝑠1
𝑒𝑖𝑘1𝑥1𝑔𝑘1(𝑥

1)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T𝑑)

𝑑𝜔.

Звiдси, скориставшись властивiстю 𝑄𝐶(T)-норми (1.52), формулою

(1.53) та оцiнками (3.13) i (3.15), отримаємо

‖𝑔(·)‖𝑄𝐶(T𝑑) ≪ 2
𝑛
𝑝𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝑝)2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃) =

= 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃).

Отже, для кожного доданку в 𝐼2 можемо записати⃦⃦
𝑆Δ𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀⃦⃦
𝑄𝐶(T𝑑)

≪ 2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃).

Далi, провiвши пiдсумовування по 𝑛 > 𝑚1 i врахувавши значення𝑚1,

одержимо

𝐼2 ≪
∑︁
𝑛>𝑚1

2−𝑛(𝑟1−
1
𝑝)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃) ≪ 2−𝑚1(𝑟1− 1
𝑝)𝑚

(𝑑−1)(1− 1
𝜃)

1 = I2. (3.16)

Для продовження оцiнки величини I2 розглянемо два випадки.

Нехай 𝑟1 − 1
𝑝 > 1. Тодi 𝛽 = 1

2 i вiдповiдно 𝑚1 = 𝑚 + log(𝐶(𝛽)𝑀)2.

Таким чином, будемо мати

I2 = 2−𝑚(𝑟1−
1
𝑝)
(︀
𝐶(𝛽)𝑀

)︀−2(𝑟1− 1
𝑝)(︀𝑚+ log(𝐶(𝛽)𝑀)2

)︀(𝑑−1)(1− 1
𝜃) ≍

≍ 2−𝑚(𝑟1−
1
𝑝)2−2(𝑟1− 1

𝑝)𝑚𝑚−2(𝑑−1)(𝑟1− 1
𝑝)𝑚(𝑑−1)(1− 1

𝜃) ≪

≪ 2−𝑚𝑟1𝑚(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃). (3.17)
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Нехай тепер 0 < 𝑟1 − 1
𝑝 6 1. Тодi 𝛽 = 1

2

(︁
𝑟1 − 1

𝑝

)︁
,

𝑚1 = 𝑚+ log(𝐶(𝛽)𝑀)
2𝑝

𝑟1𝑝−1 i величина I2 оцiнюється у такий спосiб

I2 = 2−𝑚(𝑟1−
1
𝑝)
(︀
𝐶(𝛽)𝑀

)︀− 2𝑝
𝑟1𝑝−1(𝑟1−

1
𝑝)(︀𝑚+ log(𝐶(𝛽)𝑀)

2𝑝
𝑟1𝑝−1

)︀(𝑑−1)(1− 1
𝜃) ≍

≍ 2−𝑚(𝑟1−
1
𝑝)2−2𝑚𝑚−2(𝑑−1)𝑚(𝑑−1)(1− 1

𝜃) ≪ 2−𝑚𝑟1𝑚(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃). (3.18)

Таким чином, згiдно з (3.16)–(3.18) отримуємо таке спiввiдношення

𝐼2 ≪ 2−𝑚𝑟1𝑚(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃). (3.19)

Для оцiнки величини 𝐼1 нам знадобиться допомiжне твердження.

Нехай 𝒯 (Δ𝑄𝑛)𝑞 позначає одиничну 𝐿𝑞-кулю у просторi полiномiв

𝒯 (Δ𝑄𝑛). Крiм того покладемо

𝛾(𝑞, 𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩
(︀
𝑏
𝑎

)︀ 1
𝑞
[︀
ln
(︀
1 + 𝑏

𝑎

)︀]︀ 1
𝑞−

1
2 , 𝑎 6 𝑏,

𝑒−
𝑎
𝑏 , 𝑎 > 𝑏.

Лема 3.11 ([179]). Для 1 < 𝑞 6 2 має мiсце оцiнка

𝜀𝑀
(︀
𝒯 (Δ𝑄𝑛)𝑞, 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝑛

1
2𝛾(𝑞,𝑀,𝒦|Δ𝑄𝑛|).

(𝒦 = 𝒦(𝑑); iншi константи у цiй нерiвностi також не залежать нi

вiд 𝑀 , нi вiд 𝑛).

Отже, представимо величину 𝐼1 у виглядi

𝐼1 =
∑︁
𝑛6𝑚

𝜀𝑀𝑛

(︀
𝑆Δ𝑄𝑛

(𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
+

+
∑︁

𝑚<𝑛6𝑚1

𝜀𝑀𝑛

(︀
𝑆Δ𝑄𝑛

(𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
. (3.20)

Далi, згiдно з (3.13) i лемою 3.11 знаходимо∑︁
𝑛6𝑚

𝜀𝑀𝑛

(︀
𝑆Δ𝑄𝑛

(𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪
∑︁
𝑛6𝑚

2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃)𝑛

1
2𝑒−

𝑀𝑛
𝒦|Δ𝑄𝑛| ≪

≪ 2−𝑚𝑟1𝑚(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃)𝑚

1
2 . (3.21)
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Аналогiчно при 𝑛 < 𝑚 6 𝑚1 одержимо∑︁
𝑚<𝑛6𝑚1

𝜀𝑀𝑛

(︀
𝑆Δ𝑄𝑛

(𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪

≪
∑︁

𝑚<𝑛6𝑚1

2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃)𝑛

1
2

(︂
|Δ𝑄𝑛|
𝑀𝑛

)︂ 1
𝑝
[︂
ln

(︂
1 +

|Δ𝑄𝑛|
𝑀𝑛

)︂]︂ 1
𝑝−

1
2

≪

≪ 2−𝑚𝑟1𝑚(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃)𝑚

1
2 . (3.22)

Отже, згiдно з (3.20)–(3.22) для оцiнки величини 𝐼1 можемо записати

𝐼1 ≪ 2−𝑚𝑟1𝑚(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃)𝑚

1
2 . (3.23)

Тепер, об’єднавши оцiнки (3.14), (3.19) i (3.23) та беручи до уваги, що

𝑀 ≍ 2𝑚𝑚𝑑−1, для випадку 1 < 𝑝 6 2, 𝑝 6 𝜃 < ∞ одержимо

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
𝑝−

1
𝜃
√︀

log𝑀. (3.24)

Далi, скориставшись оцiнкою (3.24) одержимо оцiнки величини

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
у випадках, що залишилися нерозглянутими.

Нехай 1 < 𝑝 6 2, 1 6 𝜃 < 𝑝. Тодi, врахувавши, що 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) ⊂

⊂ 𝑆𝑟
𝑝,𝑝𝐵(T𝑑), згiдно з (3.24) маємо

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝜀𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝑝𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪

≪ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1√︀log𝑀. (3.25)

Нехай 2 < 𝑝 6 ∞, 2 < 𝜃 < ∞. Тодi 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(T𝑑) i тому,
скориставшись (3.24), можемо записати

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝜀𝑀

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪

≪ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃
√︀

log𝑀. (3.26)

Нехай 2 < 𝑝 6 ∞, 1 6 𝜃 6 2. Тодi 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

𝑝,2𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟
2,2𝐵(T𝑑)

i згiдно з (3.24) при 𝜃 = 𝑝 = 2 одержимо

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝜀𝑀

(︀
𝑆𝑟
2,2𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪
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≪ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1√︀log𝑀. (3.27)

Об’єднавши (3.24)–(3.27) приходимо до шуканої оцiнки.

Теорему 3.8 доведено.

У наступному твердженнi встановимо оцiнку знизу величини

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
.

Теорема 3.12. Нехай 𝑟1 > 0, 1 6 𝜃 < ∞. Тодi при 𝑑 > 2 справедлива

оцiнка

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≫ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃
√︀

log𝑀. (3.28)

Доведення. Нехай 𝑁𝜀(𝐹,X) — мiнiмальна кiлькiсть замкнених куль

радiуса 𝜀 > 0 простору X необхiдних для компактного покриття мно-

жини 𝐹 , а 𝑀𝜀(𝐹,X) — максимальна кiлькiсть таких точок 𝑥𝑖 ∈ 𝐹 , що

‖𝑥𝑖−𝑥𝑗‖X > 𝜀, 𝑖 ̸= 𝑗. Тодi виконуються нерiвностi (див., наприклад, [43])

𝑁𝜀(𝐹,X) 6 𝑀𝜀(𝐹,X) 6 𝑁 𝜀
2
(𝐹,X). (3.29)

Далi для парних 𝑛 i 𝑑 > 2 позначимо

𝑌 𝑑
𝑛 =

{︁
𝑠 : 𝑠 = (2𝑙1, . . . , 2𝑙𝑑), 𝑙1 + . . .+ 𝑙𝑑 =

𝑛

2
, 𝑙 ∈ N𝑑

}︁
,

D𝑛 =
⋃︁
𝑠∈𝑌 𝑑

𝑛

𝜌(𝑠)

i 𝒯𝑟(D𝑛) — простiр дiйсних тригонометричних полiномiв 𝑡 ∈ 𝒯 (D𝑛). При

цьому зауважимо, що для кiлькостi елементiв множинD𝑛 справджується

спiввiдношення |D𝑛| ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

У [179] (див. також [226]) для кожного 𝑛 побудовано набiр функцiй

{𝑓𝑛𝑖 }
𝐴𝑛

𝑖=1, 𝑓
𝑛
𝑖 ∈ 𝒯𝑟(D𝑛), якi мають такi властивостi:

1) ‖𝛿𝑠(𝑓𝑛𝑖 , ·)‖𝐿∞(T𝑑) 6 1, 𝑠 ∈ 𝑌 𝑑
𝑛 ;

2) ‖𝑓𝑛𝑖 (·)− 𝑓𝑛𝑗 (·)‖𝑄𝐶(T𝑑) > 𝐶(𝑑)𝑛
𝑑
2 , 𝑖 ̸= 𝑗; (3.30)

3) 𝐴𝑛 > 2
|D𝑛|
2 .
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Покажемо, що кожна функцiя з множини

𝐹𝑛 =
{︁
𝐶(𝜃, 𝑑)2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1

𝜃 𝑓𝑛𝑖

}︁𝐴𝑛

𝑖=1

з деякою сталою 𝐶(𝜃, 𝑑) належить класу 𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 < ∞.

Маємо

‖𝑓𝑛𝑖 (·)‖𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑠∈D𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴𝑠(𝑓
𝑛
𝑖 , ·)‖𝜃𝐿∞(T𝑑)

)︃ 1
𝜃

=

=

⎛⎝∑︁
𝑠∈D𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠 *

∑︁
‖𝑠−𝑠′‖∞61

𝛿𝑠′(𝑓
𝑛
𝑖 , ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿∞(T𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

6

6

⎛⎝∑︁
𝑠∈D𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴𝑠(·)‖𝜃𝐿1(T𝑑)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

‖𝑠−𝑠′‖∞61

𝛿𝑠′(𝑓
𝑛
𝑖 , ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿∞(T𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪

⎛⎜⎝∑︁
𝑠∈D𝑛

2(𝑠,𝑟)𝜃

⎛⎝ ∑︁
‖𝑠−𝑠′‖∞61

‖𝛿𝑠′(𝑓𝑛𝑖 , ·)‖𝐿∞(T𝑑)

⎞⎠𝜃
⎞⎟⎠

1
𝜃

≪ 2𝑛𝑟1𝑛
𝑑−1
𝜃 .

Отже, 𝐹𝑛 ⊂ 𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑).

Тепер, беручи до уваги (3.29) i використовуючи другу властивiсть для

функцiй iз (3.30), можемо записати

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≫ 𝜀𝑀

(︀
𝐹𝑛, 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≫

≫ 2−𝑛𝑟1𝑛−𝑑−1
𝜃 𝑛

𝑑
2 = 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)( 1

2−
1
𝜃)𝑛

1
2 ≍ 𝑀−𝑟1(log𝑑−1𝑀)𝑟1+

1
2−

1
𝜃

√︀
log𝑀.

Оцiнку (3.28) встановлено.

Теорему 3.12 доведено.

З результатiв теорем 3.8 та 3.12 легко одержати таке твердження.

Теорема 3.13. Нехай 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1
2. Тодi при 𝑑 > 2

справедлива оцiнка

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1(log𝑑−1𝑀)𝑟1+

1
2−

1
𝜃

√︀
log𝑀. (3.31)
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Доведення. Оскiльки для 1 6 𝑝 < ∞ має мiсце вкладення

𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), то, використовуючи оцiнку (3.28), зокрема, i для
2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1

2 , маємо

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≫ 𝜀𝑀

(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≫

≫ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃
√︀

log𝑀. (3.32)

Зiставляючи оцiнку (3.32) з оцiнкою (3.9) з теореми 3.8, одержуємо

оцiнку (3.31).

Теорему 3.13 доведено.

На завершення даного пiдроздiлу зробимо декiлька коментарiв.

Одержанi у теоремi 3.13 точнi за порядком оцiнки ентропiйних чисел

класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝑄𝐶(T𝑑) поширюють та доповнюють вiдпо-

вiднi результати для класiв Соболєва𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) та Нiкольського 𝑆𝑟

𝑝𝐻(T𝑑),
якi наведенi у твердженнi 1.20.

Стосовно оцiнок ентропiйних чисел класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi

𝐿∞(T𝑑) зазначимо, що їхнi точнi за порядком оцiнки вiдомi лише у дво-

вимiрному випадку 𝑑 = 2 [202] i наведенi у твердженнях 1.16 i 1.17.

Отже, спiвставивши оцiнки (1.58) та (1.59) iз тверджень 1.16 i 1.17 з

результатом теореми 3.13 при 𝑑 = 2 бачимо, що справедливе спiввiдно-

шення:

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T2), 𝑄𝐶(T2)

)︀
≍ 𝜀𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T2), 𝐿∞(T2)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑀

)︀𝑟1+1− 1
𝜃 ,

2 6 𝑝 6 ∞, 𝑟1 >
1

2
, 2 6 𝜃 < ∞.

Якщо ж спiвставити лише оцiнку знизу з (1.59) iз твердження 1.17 з

результатом теореми 3.12 при 𝑑 = 2 бачимо, що вони також однаковi за

порядком.

Однак питання про порядок величини 𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿∞(T𝑑)

)︀
,

1 6 𝜃 6 ∞, 1 6 𝑝 6 ∞, у випадку 𝑑 > 2 залишається вiдкритим.
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Порiвняємо також результат теореми 3.13 з оцiнкою величини

𝜀𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(T𝑑), 𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
з твердження 1.18, для цього наведену там оцiнку

(1.60) запишемо при 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑
+:

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1(log𝑑−1𝑀)𝑟1+

1
2−

1
𝜃 . (3.33)

Отже, спiвставивши (3.31) i (3.33) виявляємо, що при виконан-

нi умов теореми 3.13 на параметри 𝑝, 𝜃 i 𝑟1 порядки величин

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
i 𝜀𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
вiдрiзняються множни-

ком
√
log𝑀 .

3.3. Колмогоровськi поперечники класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

у просторi квазiнеперервних функцiй

У даному пiдроздiлi, як i в пiдроздiлi 3.2, також будемо вважати,

що вектор 𝑟, який входить в означення класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) має вигляд

𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑
+.

Зауважимо також, що при встановленнi оцiнок колмогоровських по-

перечникiв будемо користуватися iснуючим зв’язком мiж їхнiми оцiнка-

ми та оцiнками ентропiйних чисел класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑). Сформулюємо вiд-

повiдне допомiжне твердження (див., наприклад, [179]), яке є наслiдком

однiєї нерiвностi Карла (див. [164]).

Лема 3.14. Нехай 𝐴 — компакт у сепарабельному банаховому просторi

X. Припустимо, що для пари чисел (𝑎, 𝑏), 𝑎 > 0, 𝑏 ∈ R, або 𝑎 = 0, 𝑏 < 0

виконуються спiввiдношення

𝑑𝑚
(︀
𝐴,X

)︀
≪ 𝑚−𝑎(log𝑚)𝑏,

𝜀𝑚
(︀
𝐴,X

)︀
≫ 𝑚−𝑎(log𝑚)𝑏.

Тодi

𝜀𝑚
(︀
𝐴,X

)︀
≍ 𝑑𝑚

(︀
𝐴,X

)︀
≍ 𝑚−𝑎(log𝑚)𝑏.
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Як видно з даної леми, якщо вдається одержати оцiнку зверху для

колмогоровських поперечникiв i, вiдповiдно, оцiнку знизу для ентропiй-

них чисел, то можна зробити висновок про точнi за порядком оцiнки як

для колмогоровських поперечникiв так i ентропiйних чисел.

Теорема 3.15. Нехай 𝑑 > 2, 2 6 𝑝 6 ∞, 𝑟1 > 1
2. Тодi при 2 6 𝜃 < ∞

справджується оцiнка

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃
√︀
log𝑀. (3.34)

Доведення. Для встановлення оцiнки (3.34) розглянемо спочатку

випадок 𝑝 = 2.

Для 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑑, 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑), 𝑠𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, 𝑑, 1 = (1, . . . , 1)

покладемо

𝑄𝑛 =
⋃︁

(𝑠,1)6𝑛

𝜌(𝑠),Δ𝑄𝑛 = 𝑄𝑛∖𝑄𝑛−1

i розглянемо множину вигляду

N𝑗 =
{︁
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) : (𝑠,1) = 𝑗, 𝑗 ∈ N

}︁
.

Зазначимо, що для кiлькостi елементiв множини

Δ𝑄𝑗 =
⋃︁
𝑠∈N𝑗

𝜌(𝑠)

маємо |Δ𝑄𝑗| ≍ 2𝑗𝑗𝑑−1.

Далi пiдберемо число 𝑙 ∈ N у вiдповiдностi зi спiввiдношенням

2𝑙𝑙𝑑−1 ≍ 𝑀 i покладемо

𝑀𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝑗𝑗𝑑−1, 𝑑 6 𝑗 6 𝑙,[︀
2𝑙(𝑟1+

1
2)𝑙𝑑−12−𝑗(𝑟1−

1
2)
]︀
+ 1, 𝑙 < 𝑗 < 𝛼𝑙,

0, 𝑗 > 𝛼𝑙,

де

𝛼 =
𝑟1 +

1
2

𝑟1 − 1
2

.



162

Переконаємося, що
∞∑︀
𝑗=𝑑

𝑀𝑗 ≪ 𝑀 при 𝑟1 >
1
2 . Маємо

∞∑︁
𝑗=𝑑

𝑀𝑗 ≪
𝑙∑︁

𝑗=𝑑

2𝑗𝑗𝑑−1 +
∑︁
𝑙<𝑗<𝛼𝑙

2𝑙(𝑟1+
1
2)𝑙𝑑−12−𝑗(𝑟1−

1
2) + 𝛼𝑙 ≪

≪ 2𝑙𝑙𝑑−1 + 2𝑙(𝑟1+
1
2)𝑙𝑑−1

∑︁
𝑙<𝑗<𝛼𝑙

2−𝑗(𝑟1−
1
2) + 𝛼𝑙 ≪

≪ 2𝑙𝑙𝑑−1 + 2𝑙(𝑟1+
1
2)𝑙𝑑−12−𝑙(𝑟1−

1
2) + 𝛼𝑙 =

= 2𝑙𝑙𝑑−1 + 2𝑙𝑙𝑑−1 + 𝛼𝑙 ≍ 2𝑙𝑙𝑑−1 ≍ 𝑀.

Отже, нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑) i 𝜃 ∈ (2,∞). Тодi, використовуючи споча-

тку нерiвнiсть Гельдера з показником 𝜃
2 , а потiм лему 3.9, маємо⃦⃦⃦⃦

⃦ ∑︁
𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(T𝑑)

=

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑗

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖2𝐿2(T𝑑)

⎞⎠ 1
2

=

=

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑗

2(𝑠,𝑟)‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖2𝐿2(T𝑑) 2
−(𝑠,𝑟)

⎞⎠ 1
2

6

6

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑗

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿2(T𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃
⎛⎝∑︁

𝑠∈N𝑗

2−2(𝑠,𝑟) 𝜃
𝜃−2

⎞⎠ 1
2−

1
𝜃

6

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑)

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑗

2−2(𝑠,𝑟) 𝜃
𝜃−2

⎞⎠ 1
2−

1
𝜃

≪ 2−𝑗𝑟1𝑗(𝑑−1)( 1
2−

1
𝜃). (3.35)

Тепер нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
2,2𝐵(T𝑑). Тодi можемо записати⃦⃦⃦⃦

⃦ ∑︁
𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(T𝑑)

=

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑗

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖2𝐿2(T𝑑)

⎞⎠ 1
2

=

= 2−𝑗𝑟1

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑗

22(𝑠,𝑟)‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖2𝐿2(T𝑑)

⎞⎠ 1
2

≪ 2−𝑗𝑟1‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
2,2𝐵(T𝑑) 6 2−𝑗𝑟1.

(3.36)
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Таким чином, для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑), 2 6 𝜃 < ∞, враховуючи (3.35) i

(3.36), отримуємо⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(T𝑑)

≪ 2−𝑗𝑟1𝑗(𝑑−1)( 1
2−

1
𝜃). (3.37)

Пiдмножину тригонометричних полiномiв вигляду

𝜏(𝑓) =
∑︁
𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·),

для яких виконується (3.37), позначимо 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(𝑗).

Далi нам знадобиться ще одне допомiжне твердження, яке випливає

безпосередньо з означення колмогоровського поперечника.

Лема 3.16. Нехай X — банахiв простiр, 𝑊,𝑊1, . . . ,𝑊𝑙, . . . — пiдмно-

жини X i 𝑁𝑙 ∈ Z+. Тодi якщо∑︁
𝑙

𝑁𝑙 6 𝑁 i 𝑊 ⊂
⋃︁
𝑙

𝑊𝑙,

то

𝑑𝑁
(︀
𝑊,X

)︀
6
∑︁
𝑙

𝑑𝑁𝑙
(𝑊𝑙,X). (3.38)

Таким чином, використовуємо лему 3.16, записуємо

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪

∑︁
𝑑6𝑗<𝛼𝑙

𝑑𝑀𝑗

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(𝑗), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
+

+ sup
𝑓∈𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(T𝑑)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)>𝛼𝑙

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑄𝐶(T𝑑)

= 𝐼3 + 𝐼4 (3.39)

Оцiнимо спочатку доданок 𝐼4. Для цього скористаємося тверджен-

ням 3.10.

Згiдно з означенням та властивостями𝑄𝐶(T𝑑)-норми, оцiнками (3.37)
i (3.15) при 𝑝 = 2, для будь-якої 𝑓 ∈ 𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(T𝑑) маємо⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑄𝐶(T𝑑)

≪ 2
𝑗
2𝑗(𝑑−1)(1− 1

2)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(T𝑑)

≪
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≪ 2
𝑗
2𝑗

𝑑−1
2 2−𝑗𝑟1𝑗(𝑑−1)( 1

2−
1
𝜃) = 2−𝑗(𝑟1−

1
2)𝑗(𝑑−1)(1− 1

𝜃). (3.40)

Отже, враховуючи (3.40) i значення 𝛼, для величини 𝐼4 можемо за-

писати

𝐼4 = sup
𝑓∈𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(T𝑑)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,1)>𝛼𝑙

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑄𝐶(T𝑑)

6

6 sup
𝑓∈𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(T𝑑)

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑗=[𝛼𝑙]+1

∑︁
𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑄𝐶(T𝑑)

≪

≪ sup
𝑓∈𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(T𝑑)

∞∑︁
𝑗=[𝛼𝑙]+1

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑄𝐶(T𝑑)

≪
∞∑︁

𝑗=[𝛼𝑙]+1

2−𝑗(𝑟1−
1
2)𝑗(𝑑−1)(1− 1

𝜃) ≪

≪ 2−𝛼𝑙(𝑟1−
1
2)(𝛼𝑙)(𝑑−1)(1− 1

𝜃) ≪ 2−𝑙(𝑟1+
1
2)𝑙(𝑑−1)(1− 1

𝜃). (3.41)

Для оцiнки доданка 𝐼3 скористаємося допомiжним твердженням.

Нехай 𝒯 (Δ𝑄𝑛)2 позначає одиничну 𝐿2-кулю у просторi полiномiв

𝒯 (Δ𝑄𝑛).

Лема 3.17 ([179]). Має мiсце оцiнка

𝑑𝑀
(︀
𝒯 (Δ𝑄𝑛)2, 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝑛

1
2 (|Δ𝑄𝑛|/𝑀)

1
2 . (3.42)

Попередньо зауважимо, що у вiдповiдностi з означенням чисел 𝑀𝑗

виконується рiвнiсть

𝑑𝑀𝑗

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(𝑗), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
= 0, 𝑑 6 𝑗 6 𝑙.

Тому, використовуючи оцiнку (3.42) i враховуючи вибiр чисел𝑀𝑗, маємо

𝐼3 =
∑︁

𝑑6𝑗<𝛼𝑙

𝑑𝑀𝑗

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(𝑗), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
=
∑︁
𝑙<𝑗<𝛼𝑙

𝑑𝑀𝑗

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(𝑗), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪

≪
[𝛼𝑙]+1∑︁
𝑗=𝑙+1

𝑗
1
2𝑀

− 1
2

𝑗 2
𝑗
2𝑗

𝑑−1
2 2−𝑗𝑟1𝑗(𝑑−1)( 1

2−
1
𝜃) ≪

≪ 2−
𝑙
2(𝑟1+

1
2)𝑙−

𝑑−1
2

[𝛼𝑙]+1∑︁
𝑗=𝑙+1

𝑗
1
22

𝑗
2𝑗

𝑑−1
2 2

𝑗
2(𝑟1−

1
2)2−𝑗𝑟1𝑗(𝑑−1)( 1

2−
1
𝜃) =
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= 2−
𝑙
2(𝑟1+

1
2) 𝑙−

𝑑−1
2

[𝛼𝑙]+1∑︁
𝑗=𝑙+1

2−
𝑗
2(𝑟1−

1
2) 𝑗(𝑑−1)(1− 1

𝜃) 𝑗
1
2 ≪

≪ 2−𝑙𝑟1𝑙(𝑑−1)( 1
2−

1
𝜃)𝑙

1
2 . (3.43)

Далi, пiдставляючи (3.41) i (3.43) в (3.39) i враховуючи, що 𝑀 ≍ 2𝑙𝑙𝑑−1,

отримуємо

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 2−𝑙𝑟1𝑙(𝑑−1)

(︀
1
2−

1
𝜃

)︀
𝑙
1
2 ≍

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃
√︀

log𝑀. (3.44)

У випадку 2 < 𝑝 6 ∞ оцiнка зверху для поперечника

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
є наслiдком оцiнки (3.44) згiдно з вкладенням

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(T𝑑), а саме:

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪

≪ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2−

1
𝜃
√︀

log𝑀. (3.45)

Оцiнку зверху в теоремi 3.15 встановлено.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу в (3.34). З огляду на

лему (3.14), для доведення оцiнки знизу в теоремi 3.15 нам до-

статньо скористатися вiдповiдною оцiнкою для ентропiйних чисел

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
.

Вiдповiдно до теореми 3.13 для 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1
2 , маємо

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≫ 𝑀−𝑟1(log𝑑−1𝑀)𝑟1+

1
2−

1
𝜃

√︀
log𝑀. (3.46)

Зiставляючи оцiнку (3.46) з (3.45) i застосовуючи лему 3.14, одержу-

ємо твердження теореми.

Теорему 3.15 доведено.

Зауважимо, що у теоремi 3.15 залишився не розглянутий, зокрема,

випадок 1 6 𝜃 < 2. У наступному твердженнi для цих значень пара-

метра 𝜃 встановимо оцiнку зверху для величин 𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
,

2 6 𝑝 6 ∞, 𝑟1 > 1
2 .
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Теорема 3.18. Нехай 2 6 𝑝 6 ∞, 𝑟1 > 1
2. Тодi при 1 6 𝜃 < 2 i 𝑑 > 2

справедлива оцiнка

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1√︀log𝑀. (3.47)

Доведення. Оцiнку (3.47) встановимо за схемою, яку було викори-

стано при доведеннi оцiнки зверху в теоремi 3.15. При цьому будемо ви-

користовувати всi позначення з теореми 3.15 i акцентуватимемо увагу

на вiдмiнностях, а саме, нам необхiдно у спiввiдношеннi (3.39) оцiнити

доданки 𝐼3 та 𝐼4 у випадку 1 6 𝜃 < 2.

Нехай 𝑝 = 2 i 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑), де 1 6 𝜃 < 2. Тодi, використовуючи

нерiвнiсть (2.17), яку для зручностi нагадаємо,(︃∑︁
𝑘

|𝑎𝑘|𝑣2
)︃ 1

𝑣2

6

(︃∑︁
𝑘

|𝑎𝑘|𝑣1
)︃ 1

𝑣1

, 0 < 𝑣1 6 𝑣2 < ∞,

враховуючи означення множини N𝑗, записуємо⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈N𝑗

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(T𝑑)

=

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑗

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖2𝐿2(T𝑑)

⎞⎠ 1
2

6

6 2−𝑗𝑟1

⎛⎝∑︁
𝑠∈N𝑗

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿2(T𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪ 2−𝑗𝑟1‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑) 6 2−𝑗𝑟1. (3.48)

Далi з урахуванням спiввiдношення (3.48) для оцiнки доданкiв 𝐼3 та

𝐼4 маємо

𝐼4 ≪ 2−𝑙(𝑟1+
1
2)𝑙

𝑑−1
2 (3.49)

i

𝐼3 ≪ 2−𝑙𝑟1𝑙
1
2 . (3.50)

Пiдставляючи (3.49) i (3.50) в (3.39), отримуємо

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1√︀log𝑀
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i для 2 < 𝑝 6 ∞ згiдно з вкладенням 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

2,𝜃𝐵(T𝑑) маємо

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≪

≪ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1√︀log𝑀.

Теорему 3.18 доведено.

Зiставляючи оцiнку для ентропiйних чисел з теореми 3.13 з оцiнкою

для𝑀 -вимiрного колмогоровського поперечника з теореми 3.15 сформу-

люємо загальну теорему.

Теорема 3.19. При 𝑑 > 2 i 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 >
1
2 справедливi

оцiнки

𝜀𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≍ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑄𝐶(T𝑑)

)︀
≍

≍ 𝑀−𝑟1(log𝑑−1𝑀)𝑟1+
1
2−

1
𝜃

√︀
log𝑀. (3.51)

На завершення даного пiдроздiлу зробимо декiлька коментарiв.

Зазначимо, що встановлена у теоремi 3.15 точна за порядком оцiнка

𝑀 -вимiрного колмогоровського поперечника у просторi 𝑄𝐶(T𝑑) поши-
рює вiдповiднi результати для класiв Соболєва𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) та Нiкольського
𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑), встановленi Б.С. Кашиним i В.М. Темляковим [179], якi наве-

денi у твердженнi 1.21 на класи 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 < ∞.

Вiдмiтимо також, що у двовимiрному випадку встановлена у те-

оремi 3.15 оцiнка 𝑀 -вимiрного колмогоровського поперечника класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T2) спiвпадає за порядком з вiдповiдною оцiнкою у просторi

𝐿∞(T2) (твердження 1.16), яку, як зазначено вище, отримано у робо-

тi [202], тобто справедливе спiввiдношення:

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T2), 𝑄𝐶(T2)

)︀
≍ 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T2), 𝐿∞(T2)

)︀
≍ 𝑀−𝑟1(log𝑀)𝑟1+1− 1

𝜃 ,

2 6 𝑝 6 ∞, 𝑟1 >
1

2
, 2 6 𝜃 < ∞.

Однак питання про порядок величини 𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿∞(T𝑑)

)︀
,

1 < 𝜃 6 ∞, 1 6 𝑝 < ∞ у випадку 𝑑 > 2 залишається вiдкритим.
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Порiвняємо також результат теореми 3.18 з оцiнкою зверху величини

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,1(T𝑑), 𝐿∞(T𝑑)

)︀
iз твердження 1.19, для цього наведену там оцiнку

(1.61) запишемо при 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑
+:

𝑑𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,1𝐵(T𝑑), 𝐿∞(T𝑑)

)︀
≪ 𝑀−𝑟1(log𝑑−1𝑀)𝑟1. (3.52)

Отже, спiвставивши (3.47) i (3.52) при виконаннi вiдповiдних умов

на параметри 𝑝, 𝜃 i 𝑟 виявляємо, що вони вiдрiзняються множником
√
log𝑀 .

3.4. Оцiнки апроксимацiйних характеристик класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝐵1,1(T𝑑)

Одержанi у цiй частинi роботи результати стосуються оцiнок величин

𝑑⊥𝑀
(︀
𝐹,𝐵1,1

)︀
i 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝐹,𝐵1,1

)︀
, де 𝐹 — класи 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) або 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑), 𝑑 > 1.

Згiдно з означенням просторiв 𝐵1,1 та спiввiдношенням (1.54) зро-

зумiло, що аналогiчне до (1.47) спiввiдношення має мiсце i у просторi

𝐵1,1(T𝑑), тобто

𝑑𝑀
(︀
𝐹,𝐵1,1(T𝑑)

)︀
6 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝐹,𝐵1,1(T𝑑)

)︀
6 𝑑⊥𝑀

(︀
𝐹,𝐵1,1(T𝑑)

)︀
. (3.53)

3.4.1. Апроксимацiйнi характеристики класiв функцiй

однiєї змiнної

Справедливим є таке твердження.

Теорема 3.20. Нехай 𝑑 = 1, 1 < 𝑝 6 ∞, 1 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟 > 0. Тодi

виконуються спiввiдношення

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟. (3.54)

Доведення. Попередньо зауважимо, що згiдно зi спiввiдношенням

(3.53) для доведення (3.54) достатньо встановити оцiнку зверху для ор-

топоперечника 𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
, 1 < 𝑝 < ∞, а знизу — для величини

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
.
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Крiм того, оскiльки 𝑆𝑟∞,𝜃𝐵(T) ⊂ 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T) ⊂ 𝑆𝑟𝑝𝐻(T), 1 < 𝑝 < ∞, оцiн-

ку зверху достатньо отримати для ортопоперечника 𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝𝐻(T), 𝐵1,1

)︀
.

Отже, нехай 𝑀 ∈ N, 𝑀 > 4 i 𝑓 ∈ 𝑆𝑟𝑝𝐻(T), 1 < 𝑝 < ∞. Розглянемо

наближення функцiї 𝑓 за допомогою полiномiв 𝑡𝑛(𝑓, ·) вигляду

𝑡𝑛(𝑓, ·) =
𝑛∑︁
𝑠=1

𝛿𝑠(𝑓, ·),

де число 𝑛 ∈ N пов’язане з 𝑀 спiввiдношенням 2𝑛+1 6 𝑀 6 2𝑛+2. Тодi

згiдно з означенням норми у просторi 𝐵1,1, беручи до уваги властивiсть

згортки (3.8), одержуємо

‖𝑓(·)− 𝑡𝑛(𝑓, ·)‖𝐵1,1
=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛+1

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐵1,1

=

=
∑︁
𝑠∈N

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·) *

∞∑︁
𝑠′=𝑛+1

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿1(T)

6
∞∑︁
𝑠=𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·) *

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(T)

6

6
∞∑︁
𝑠=𝑛

‖𝐴𝑠(·)‖𝐿1(T)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(T)

= 𝐽1. (3.55)

Для продовження оцiнки величини 𝐽1 зазначимо, що згiдно зi спiв-

вiдношенням ‖𝑉2𝑠(·)‖𝐿1(T) 6 𝐶1 (див., наприклад, [227, гл. 1, § 1]) маємо

‖𝐴𝑠(·)‖𝐿1(T) = ‖𝑉2𝑠(·)− 𝑉2𝑠−1(·)‖𝐿1(T) 6

6 ‖𝑉2𝑠(·)‖𝐿1(T) + ‖𝑉2𝑠−1(·)‖𝐿1(T) 6 𝐶2. (3.56)

Крiм того, беручи до уваги, що (див., наприклад, [227, гл. 1, § 3])

‖𝛿𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T) ≪ 2−𝑠
′𝑟1, 𝑠′ ∈ N,

можемо записати⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(T)

6
𝑠+1∑︁

𝑠′=𝑠−1

‖𝛿𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T) ≪
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≪
𝑠+1∑︁

𝑠′=𝑠−1

2−𝑠
′𝑟 ≪ 2−𝑠𝑟. (3.57)

Отже, з (3.55) iз урахуванням (3.56), (3.57) випливає, що

𝐽1 ≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2−𝑠𝑟 ≪ 2−𝑛𝑟,

з огляду на спiввiдношення мiж числами 𝑀 i 𝑛 приходимо до оцiнок

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
6 𝑑⊥𝑀

(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
≪ 𝑀−𝑟.

Оцiнка знизу величини 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
випливає з теореми 1.22

при 𝑑 = 1 згiдно з нерiвнiстю (1.54), а саме ‖ · ‖𝐵1,1
≫ ‖ · ‖𝐿1(T).

Теорему 3.20 доведено.

Як наслiдок одержаного результату i вiдомих оцiнок вели-

чин 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T), 𝐿1(T)
)︀

[120] сформулюємо вiдповiдне теоремi 3.20

твердження для класiв 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T).

Теорема 3.21. Нехай 𝑑 = 1, 1 < 𝑝 6 ∞, 𝑟 > 0. Тодi при 𝛼 ∈ R
справджуються спiввiдношення

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟. (3.58)

Доведення. Оцiнки зверху в (3.58) для обох величин випливають

з теореми 3.20 при 𝜃 = ∞, згiдно з вкладенням 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T) ⊂ 𝑆𝑟𝑝𝐻(T).

Вiдповiдна оцiнка знизу для величини 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T), 𝐵1,1

)︀
, 1 < 𝑝 6 ∞, є

наслiдком оцiнки [120]:

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T), 𝐿1(T)
)︀
≍ 𝑀−𝑟

i спiввiдношення (1.54).

Теорему 3.21 доведено.

У теоремах 3.20, 3.21 залишився не розглянутим випадок 𝑝 = 1, для

якого вдалося встановити тiльки порядки величин 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
i

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T), 𝐵1,1

)︀
.

Справедливим є таке твердження.
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Теорема 3.22. Нехай 𝑑 = 1, 𝑟 > 0, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟. (3.59)

Доведення. Як i при доведеннi теореми 3.20, оцiнку зверху до-

статньо одержати для класiв 𝑆𝑟1𝐻(T). Розглянемо наближення функцiй
𝑓 ∈ 𝑆𝑟1𝐻(T) тригонометричними полiномами вигляду

𝑡𝑛(𝑓, ·) =
𝑛−1∑︁
𝑠=1

𝐴𝑠(𝑓, ·),

де число 𝑛 ∈ N пов’язане з 𝑀 спiввiдношенням 2𝑛 6 𝑀 6 2𝑛+1. При

означеннi дослiджуваної величини у пiдпунктi 1.2.2 було зазначено, що

оператор 𝐺, який ставить у вiдповiднiсть функцiї 𝑓 полiном такого ви-

гляду належить 𝐿𝑀(1)2.

Отже, згiдно з означенням норми у просторi 𝐵1,1 можемо записати

‖𝑓(·)− 𝑡𝑛(𝑓, ·)‖𝐵1,1
=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛

𝐴𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐵1,1

=

=
∑︁
𝑠∈N

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·) *

∞∑︁
𝑠′=𝑛

𝐴𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿1(T)

6
∞∑︁

𝑠=𝑛−1

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·) *

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝐴𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿1(T)

6

6
∞∑︁

𝑠=𝑛−1

‖𝐴𝑠(·)‖𝐿1(T)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝐴𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿1(T)

≪
∞∑︁

𝑠=𝑛−1

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

‖𝐴𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿1(T) ≪

≪
∞∑︁

𝑠=𝑛−2

‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(T) ≪
∞∑︁

𝑠=𝑛−2

2−𝑠𝑟 ≪ 2−𝑛𝑟.

Враховуючи спiввiдношення мiж числами 𝑀 i 𝑛 одержуємо

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
≪ 𝑀−𝑟.

Оцiнка знизу в (3.59) випливає з теореми 1.23 згiдно зi спiввiдношен-

ням (1.54).

Теорему 3.22 доведено.

Аналогiчне твердження справедливе i для класiв 𝑊 𝑟
1,𝛼(T).
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Теорема 3.23. Нехай 𝑑 = 1, 𝑟 > 0. Тодi при 𝛼 ∈ R

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟. (3.60)

Доведення. Оцiнка зверху в (3.60) випливає з теореми 3.22 при

𝜃 = ∞ згiдно з вкладенням 𝑊 𝑟
1,𝛼(T) ⊂ 𝑆𝑟1𝐻(T). Вiдповiдна оцiнка знизу

є наслiдком твердження 1.26 та спiввiдношення (1.54).

Теорему 3.23 доведено.

Прокоментуємо результати, якi одержано у пiдпунктi 3.4.1.

Насамперед зазначимо, що розглянутi апроксимацiйнi характеристи-

ки класiв 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T), 1 6 𝜃 < ∞, 𝑆𝑟𝑝𝐻(T) i𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T) у просторi 𝐵1,1 однаковi

за порядком. Бiльше того, цi характеристики мають такi ж порядки й

у просторi 𝐿1(T) (твердження 1.22, 1.23, 1.26 при 𝑑 = 1). Крiм того, в

усiх розглянутих випадках одержанi оцiнки не залежать вiд значення

параметрiв 𝑝 i 𝜃.

3.4.2. Апроксимацiйнi характеристики класiв функцiй

багатьох змiнних

У цьому пiдпунктi встановимо точнi за порядком оцiнки розглянутих у

пiдпунктi 3.4.1 апроксимацiйних характеристик, але вже у багатовимiр-

ному випадку (𝑑 > 2).

Справедливим є таке твердження.

Теорема 3.24. Нехай 𝑑 > 2, 1 < 𝑝 6 ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при 𝑟1 > 0

виконуються спiввiдношення

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍

≍ 𝑀−𝑟1(log𝜈−1𝑀)𝑟1+1− 1
𝜃 . (3.61)

Доведення. Як зазначено при доведеннi теореми 3.20 згi-

дно з (3.53) оцiнку зверху достатньо встановити для ортопопе-

речника 𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
, 1< 𝑝 < ∞, а знизу — для величини

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
, 1 < 𝑝 6 ∞.
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Отже, нехай числа𝑀 i 𝑛 ∈ N, пов’язанi спiввiдношенням𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1.

Розглянемо для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, наближаючий полiном

𝑆
𝑄𝛾′

𝑛
(𝑓,𝑥) =

∑︁
(𝑠,𝛾′)<𝑛

𝛿𝑠(𝑓,𝑥),

який називають схiдчасто-гiперболiчною сумою Фур’є функцiї 𝑓 . Тодi,

поклавши 𝛾′(𝑑) = 𝛾′
1 + . . . + 𝛾′

𝑑, згiдно з означенням норми у просторi

𝐵1,1 i властивiстю згортки можемо записати⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

(𝑠,𝛾′)<𝑛

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐵1,1

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐵1,1

=

=
∑︁
𝑠∈N𝑑

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·)*

∑︁
𝑠′∈N𝑑

(𝑠′,𝛾′)>𝑛

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿1(T𝑑)

6
∑︁
𝑠∈N𝑑

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·)*

∑︁
𝑠′∈N𝑑

(𝑠′,𝛾′)>𝑛

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(T𝑑)

6

6
∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−𝛾′(𝑑)

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·) *

∑︁
𝑠′∈N𝑑

‖𝑠−𝑠′‖∞61

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(T𝑑)

6

6
∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−𝛾′(𝑑)

‖𝐴𝑠(·)‖𝐿1(T𝑑)

⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑠′∈N𝑑

‖𝑠−𝑠′‖∞61

𝛿𝑠′(𝑓, ·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝(T𝑑)

≪

≪
∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−𝛾′(𝑑)

∑︁
𝑠′∈N𝑑

‖𝑠−𝑠′‖∞61

‖𝛿𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑) 6

6
∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑) = 𝐽2. (3.62)

Для подальшої оцiнки величини 𝐽2 розглянемо три випадки.

Нехай 1 < 𝜃 < ∞. Тодi, застосовуючи до 𝐽2 нерiвнiсть Гельдера з

показником 𝜃, можемо записати

𝐽2 =
∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2(𝑠,𝑟)‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑) 2
−(𝑠,𝑟) 6



174

6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(T𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃
⎛⎝ ∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2−(𝑠,𝑟)𝜃′

⎞⎠ 1
𝜃′

≪

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2−(𝑠,𝑟)𝜃′

⎞⎠ 1
𝜃′

≪

≪

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2−(𝑠,𝛾)𝑟1𝜃
′

⎞⎠ 1
𝜃′

.

Далi, використовуючи лему 2.4, отримуємо

𝐽2 ≪ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝜈−1)(1− 1
𝜃 ) ≍ 𝑀−𝑟1(log𝜈−1𝑀)𝑟1+1− 1

𝜃 ,

i з огляду на (3.62) приходимо до шуканої оцiнки.

Нехай 𝜃 = 1. Тодi величина 𝐽2 оцiнюється таким чином:

𝐽2 =
∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2(𝑠,𝑟)‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑)2
−(𝑠,𝛾)𝑟1 6

6 sup
(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2−(𝑠,𝛾′)𝑟1‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
𝑝,1𝐵(T𝑑) ≪ 2−𝑛𝑟1 ≍

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1. (3.63)

Iз (3.62) i (3.63) випливає шукана оцiнка зверху при 𝜃 = 1.

Якщо ж 𝜃 = ∞, то врахувавши, що для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
𝑝,∞𝐵(T𝑑) справджу-

ється спiввiдношення ‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(T𝑑) ≪ 2−(𝑠,𝑟), 𝑠 ∈ N𝑑, скориставшись

лемою 2.4 маємо

𝐽2 ≪
∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2−(𝑠,𝑟) =
∑︁

(𝑠,𝛾′)>𝑛−2𝛾′(𝑑)

2−(𝑠,𝛾)𝑟1 ≪

≪ 2−𝑛𝑟1𝑛𝜈−1 ≍ 𝑀−𝑟1(log𝜈−1𝑀)𝑟1+1. (3.64)

Поєднуючи (3.62) i (3.64), приходимо до шуканої оцiнки.

Отже, оцiнку зверху для ортопоперечника 𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
при

1 6 𝜃 6 ∞ i 1 < 𝑝 < ∞ доведено.
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Якщо ж 𝑝 = ∞, то оцiнка зверху величини 𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
, згi-

дно з вкладенням 𝑆𝑟
∞,𝜃𝐵(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, є наслiдком щойно

одержаної оцiнки.

Що стосується оцiнки знизу величини 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
, то, згiдно

iз спiввiдношенням 1.48, вона є наслiдком твердження 1.24, оскiльки

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
> 𝑑𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+1− 1
𝜃 .

Теорему 3.24 доведено.

Наступне твердження мiстить аналогiчнi теоремi 3.24 результати для

класiв 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑).

Теорема 3.25. Нехай 𝑑 > 2, 1 < 𝑝 6 ∞, 𝑟1 > 0. Тодi при 𝛼 ∈ R𝑑

справедливi спiввiдношення

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2 . (3.65)

Доведення. Оцiнки знизу в (3.65) є наслiдком твердження 1.25,

оскiльки

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
> 𝑑𝑀

(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
.

Вiдповiдну оцiнку зверху для ортопоперечника 𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
одер-

жимо, скориставшись результатом теореми 3.24.

Нехай 𝑝 ∈ (1, 2]. Тодi, беручи до уваги, що 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

𝑝,2𝐵(T𝑑),
згiдно з (3.61) при 𝜃 = 2 записуємо

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≪ 𝑑⊥𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,2𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2 .

(3.66)

Якщо ж 𝑝 ∈ (2,∞), то, використовуючи (3.66), маємо

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≪ 𝑑⊥𝑀

(︀
𝑊 𝑟

2,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≪ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2 .

Теорему 3.25 доведено.

Проаналiзувавши доведення та спiвставивши одержанi в теоремi 3.25

оцiнки при 𝜃 = 2 з оцiнками теореми 3.24 бачимо, що на класах𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑)
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i 𝑆𝑟
𝑝,2𝐵(T𝑑) вони однаковi за порядком. Крiм того зазначимо, що вста-

новленi у цих теоремах оцiнки не залежать вiд значення параметра 𝑝.

На завершення цього пункту встановимо точнi за порядком значення

величин 𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
i 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
.

Теорема 3.26. Нехай 𝑟1 > 0, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при 𝑑 > 2

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+1− 1
𝜃 . (3.67)

Доведення. Для встановлення оцiнки зверху пiдберемо число 𝑛 ∈ N
зi спiввiдношення 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1 i розглянемо для функцiї 𝑓 ∈ 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑)
наближаючий полiном вигляду

𝑡𝑛(𝑓, ·) =
∑︁

(𝑠,𝛾′)<𝑛

𝐴𝑠(𝑓, ·).

Як зазначалося вище, оператор 𝐺, який ставить у вiдповiднiсть функ-

цiї 𝑓 полiном такого вигляду належить 𝐿𝑀(1)2. Тому використовуючи

оцiнку [88]

‖𝑓(·)− 𝑡𝑛(𝑓, ·)‖𝐵1,1
≪ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝜈−1)(1− 1

𝜃),

де число 𝑛 ∈ N задовольняє умовi 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1, можемо записати

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≪ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+1− 1
𝜃 .

Оцiнка знизу в (3.67) є наслiдком теореми 1.23.

Теорему 3.26 доведено.

Аналог теореми 3.26 для класiв 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑) має такий вигляд.

Теорема 3.27. Нехай 𝑟1 > 0. Тодi при 𝑑 > 2 i 𝛼 ∈ R𝑑

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1) ≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+1
. (3.68)

Доведення. Оцiнка зверху в (3.68) випливає з теореми 3.26 при

𝜃 = ∞, оскiльки 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟

1𝐻(T𝑑). Вiдповiдна оцiнка знизу є наслiд-
ком теореми 1.26.

Теорему 3.27 доведено.
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Прокоментуємо результати одержанi у теоремах 3.24—3.27.

У багатовимiрному випадку (𝑑 > 2), на вiдмiну вiд одновимiрно-

го, одержанi оцiнки розглянутих апроксимацiйних характеристик кла-

сiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 < ∞, у просторi 𝐵1,1 залежать вiд значення па-

раметра 𝜃. Крiм цього, в результатi проведених дослiджень величин

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
i 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
1𝐻(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
виявлено, що для них справе-

дливе спiввiдношення

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
1𝐻(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
.

З iншого боку, при 1 6 𝜃 < ∞

𝑑𝐵𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑑𝐵𝑀

(︀
𝐹 𝑟
1 , 𝐵1,1

)︀(︀
log𝜈−1𝑀

)︀− 1
𝜃 ,

де 𝐹 𝑟
1 = 𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑) або 𝐹 𝑟
1 = 𝑆𝑟

1𝐻(T𝑑).
Варто зазначити, що на всiх трьох класах 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑) i

𝑆𝑟
1𝐻(T𝑑) згаданi апроксимацiйнi характеристики у просторах 𝐿1(T𝑑) i

𝐵1,1 вiдповiдно мають однаковi порядки. Що стосується цих характерис-

тик, а також ортопоперечникiв класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑) i 𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑),

1 < 𝑝 6 ∞, у просторi 𝐵1,1, то у бiльшостi випадкiв вони вiдрiзняються

за порядком вiд вiдповiдних апроксимацiйних характеристик у просторi

𝐿1(T𝑑) (див. твердження 1.22, теореми 3.24, 3.25, а також теореми 4.1,

4.1′ [120]).

Бiльш наочно сказане вище при 𝑑 > 2, проаналiзувавши та спiвста-

вивши вiдповiднi результати, схематично можна вiдобразити наступним

чином.

Для 1 < 𝑝 6 ∞ маємо

𝑑⊥𝑀

⎛⎜⎝ 𝑆𝑟
𝑝,1𝐵(T𝑑), 𝐿1

𝑆𝑟
𝑝,1𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐿1

⎞⎟⎠ ≍ 𝑑𝐵𝑀

⎛⎜⎝ 𝑆𝑟
𝑝,1𝐵(T𝑑), 𝐿1

𝑆𝑟
𝑝,1𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐿1

⎞⎟⎠ ≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1,
тобто для розглянутих класiв функцiй дослiджуванi апроксимацiйнi ха-

рактеристики у просторах 𝐿1(T𝑑) i𝐵1,1 рiвнi за порядком лише при 𝜃 = 1.
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В iнших ситуацiях маємо:

— при 𝑝 > 2 i 𝜃 > 2

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿1

)︀
≍

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀(︀
log𝜈−1𝑀

)︀− 1
2

i, крiм того, при 𝜃 = ∞ можемо записати

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝𝐻(T𝑑), 𝐿1

)︀
≍

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
2 ;

— при 1 < 𝑝 < 2, 𝜃 > 𝑝

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿1

)︀
≍

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀(︀
log𝜈−1𝑀

)︀−1+ 1
𝑝 ;

— при 1 < 𝑝 < 2, 𝜃 6 𝑝 i 𝑝 > 2, 1 < 𝜃 6 2

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿1

)︀
≍

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀(︀
log𝜈−1𝑀

)︀−1+ 1
𝜃 ;

— для усiх 1 < 𝑝 6 ∞ справедливе спiввiдношення

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐿1

)︀
≍

𝑑⊥𝑀
𝑑𝐵𝑀

(︀
𝑊 𝑟

𝑝,𝛼(T𝑑), 𝐵1,1

)︀(︀
log𝜈−1𝑀

)︀− 1
2 .

3.5. Оцiнки найкращих ортогональних

тригонометричних наближень класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

i 𝑊 𝑟
1,𝛼(T

𝑑) у просторi 𝐵∞,1(T𝑑)

3.5.1. Оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних

наближень класiв функцiй однiєї змiнної

Справедливою є така теорема.

Теорема 3.28. Нехай 𝑑 = 1, 1 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟 > 1. Тодi

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵∞,1

≍ 𝑀−𝑟+1. (3.69)
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Доведення. Встановимо в (3.69) оцiнку зверху. Попередньо зауважи-

мо, що внаслiдок вкладення 𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T) ⊂ 𝑆𝑟1𝐻(T), 1 6 𝜃 < ∞, ї ї достатньо

отримати при 𝜃 = ∞, тобто для класiв 𝑆𝑟1𝐻(T).
Отже, нехай 𝑀 ∈ N i 𝑓 ∈ 𝑆𝑟1𝐻(T). Розглянемо наближення функцiї

𝑓 за допомогою полiномiв вигляду (3.6), де число 𝑛 пов’язане з 𝑀 спiв-

вiдношенням 2𝑛 6 𝑀 6 2𝑛+1. Тодi згiдно з означенням норми у просторi

𝐵∞,1, беручи до уваги властивiсть згортки, отримуємо

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐵∞,1

≪ ‖𝑓(·)− 𝑆2𝑛(𝑓, ·)‖𝐵∞,1
=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛+1

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐵∞,1

=

=
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·) *

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T)

6

6
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

‖𝐴𝑠(·)‖𝐿1(T)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T)

= 𝐽3. (3.70)

Для продовження оцiнювання величини 𝐽3 зазначимо, що згiдно зi

спiввiдношенням ‖𝑉2𝑠(·)‖𝐿1(T) 6 𝐶3, 𝐶3 > 0 (див., наприклад, [227, гл. 1,

§ 1]), маємо

‖𝐴𝑠(·)‖𝐿1(T) = ‖𝑉2𝑠(·)− 𝑉2𝑠−1(·)‖𝐿1(T) 6

6 ‖𝑉2𝑠(·)‖𝐿1(T) + ‖𝑉2𝑠−1(·)‖𝐿1(T) 6 𝐶4, 𝐶4 > 0.

Тому для величини 𝐽3 одержуємо оцiнку

𝐽3 ≪
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T)

6
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

‖𝛿𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿∞(T) ≪

≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿∞(T) =
∞∑︁
𝑠=𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦𝛿𝑠
(︃

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝐴𝑠′(𝑓, ·)

)︃ ⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T)

= 𝐽4. (3.71)

Далi, враховуючи, що норма оператора 𝛿𝑠 : 𝛿𝑠𝑓 = 𝛿𝑠(𝑓, ·), як оператора з
𝐿1(T) в 𝐿∞(T) не перевищує за порядком 2𝑠, продовжуємо оцiнювання
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величини 𝐽4:

𝐽4 ≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑠+1∑︁
𝑠′=𝑠−1

𝐴𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿1(T)

6
∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑠
𝑠+1∑︁

𝑠′=𝑠−1

‖𝐴𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿1(T) = 𝐽5.

Беручи до уваги, що для функцiї 𝑓 ∈ 𝑆𝑟1𝐻(T) виконується спiввiдноше-
ння (1.43) при 𝑝 = 1, тобто ‖𝐴𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿1(T) ≪ 2−𝑠

′𝑟, можемо записати

𝐽5 ≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑠
𝑠+1∑︁

𝑠′=𝑠−1

2−𝑠
′𝑟 ≪

∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑠2−𝑠𝑟 =
∞∑︁
𝑠=𝑛

2−𝑠(𝑟−1) ≪ 2−𝑛(𝑟−1). (3.72)

Отже, враховуючи (3.70) – (3.72), а також спiввiдношення мiж числа-

ми 𝑀 i 𝑛, отримуємо оцiнку

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵∞,1

≪ 𝑀−𝑟+1.

Оцiнку зверху встановлено.

Щодо оцiнки знизу в (3.69) зауважимо, що вона є наслiдком

твердження 1.27 за умови 𝑝 = 1 i 𝜈 = 1, оскiльки, згiдно зi спiввiд-

ношенням (1.55), можемо записати

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵∞,1

≫ 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐿∞(T) ≍ 𝑀−𝑟+1.

Теорему 3.28 доведено.

Наслiдок 3.29. Нехай 𝑑 = 1, 1 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟 > 1. Тодi

ℰ2𝑛
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵∞,1

≍ 2−𝑛(𝑟−1). (3.73)

Оцiнку зверху в (3.73) встановлено при доведеннi теореми 3.28. Вiд-

повiдна оцiнка знизу також є наслiдком цiєї теореми, оскiльки при

2𝑛 6 𝑀 6 2𝑛+1 маємо

ℰ2𝑛
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵∞,1

≫ 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵∞,1

≍ 2−𝑛(𝑟−1).

Зауваження 3.30. Проаналiзувавши доведення теореми 3.28 i наслiд-

ку 3.29, а також спiвставивши одержанi в них оцiнки з вiдповiдними
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результатами, якi наведенi у твердженнях 1.27 i 3.4, можемо зробити ви-

сновок, що при 𝑑 = 1, 1 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟 > 1 справджуються спiввiдношення:

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵∞,1

≍ 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐿∞(T);

ℰ2𝑛
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵∞,1

≍ ℰ2𝑛
(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐿∞(T).

Далi одержимо аналогiчнi теоремi 3.28 та наслiдку 3.29 твердження

для класiв 𝑊 𝑟
1,𝛼(T).

Теорема 3.31. Нехай 𝑑 = 1, 𝛼 ∈ R i 𝑟 > 1. Тодi

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T)
)︀
𝐵∞,1

≍ 𝑀−𝑟+1.

Доведення. Оцiнка зверху випливає з теореми 3.28 згiдно з вкла-

денням 𝑊 𝑟
1,𝛼(T) ⊂ 𝑆𝑟1𝐻(T), а вiдповiдна оцiнка знизу є наслiдком

твердження 3.5 за умови 2𝑛 6 𝑀 6 2𝑛+1.

Теорему 3.31 доведено.

Наслiдок 3.32. Нехай 𝑑 = 1, 𝛼 ∈ R i 𝑟 > 1. Тодi справджується

спiввiдношення

ℰ2𝑛
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T)
)︀
𝐵∞,1

≍ 2−𝑛(𝑟−1).

Оцiнка зверху випливає з (3.73), оскiльки𝑊 𝑟
1,𝛼(T) ⊂ 𝑆𝑟1𝐻(T), а вiдпо-

вiдна оцiнка знизу є наслiдком твердження 3.5 i спiввiдношення (1.55).

Зауваження 3.33. Аналогiчно, як i для класiв 𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T), робимо висно-
вок, що для класiв 𝑊 𝑟

1,𝛼(T) при 𝑑 = 1, 𝛼 ∈ R i 𝑟 > 1 справджуються

спiввiдношення:

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T)
)︀
𝐵∞,1

≍ 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T)
)︀
𝐿∞(T);

ℰ2𝑛
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T)
)︀
𝐵∞,1

≍ ℰ2𝑛
(︀
𝑊 𝑟

1,𝛼(T)
)︀
𝐿∞(T).
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3.5.2. Оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних

наближень та наближення схiдчасто-гiперболiчними

сумами Фур’є

У цьому пiдпунктi знайдено точнi за порядком оцiнки для величини

найкращого ортогонального тригонометричного наближення (1.49) та

наближення схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є (3.5) для класiв

𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у багатовимiрному випадку (𝑑 > 2), а також ортопоперечни-

ка цих же класiв функцiй при 𝑑 > 1. Крiм того для 𝑑 = 2 дослiджено

поведiнку вiдповiдних апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва

𝑊 𝑟
1,0(T2).

Теорема 3.34. Нехай 𝑑 > 2, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 1. Тодi справедлива оцiнка

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝜈−1𝑀

)︀1− 1
𝜃 . (3.74)

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху. Нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

i 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑑). Тодi, поклавши 𝛾(𝑑) = 𝛾1 + . . . + 𝛾𝑑 i пiдiбравши чи-

сло 𝑛 = 𝑛(𝑀) ∈ N iз умови 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1 та скориставшись властивiстю

згортки, можемо записати

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐵∞,1

≪

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

(𝑠,𝛾)<𝑛

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐵∞,1

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛

𝛿𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐵∞,1

=
∑︁
𝑠∈N𝑑

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·) *

∑︁
𝑠′∈N𝑑

(𝑠′,𝛾)>𝑛

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T𝑑)

6

6
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−𝛾(𝑑)

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐴𝑠(·) *

∑︁
𝑠′∈N𝑑

‖𝑠−𝑠′‖∞61

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T𝑑)

6

6
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−𝛾(𝑑)

‖𝐴𝑠(·)‖𝐿1(T𝑑)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠′∈N𝑑
‖𝑠−𝑠′‖∞61

𝛿𝑠′(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(T𝑑)

≪
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≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−𝛾(𝑑)

∑︁
𝑠′∈N𝑑

‖𝑠−𝑠′‖∞61

‖𝛿𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿∞(T𝑑) ≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−2𝛾(𝑑)

‖𝛿𝑠(𝑓, ·)‖𝐿∞(T𝑑) =

=
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−2𝛾(𝑑)

⃦⃦⃦⃦
⃦𝛿𝑠
⎛⎝ ∑︁

‖𝑠−𝑠′‖∞61

𝐴𝑠′(𝑓, ·)

⎞⎠ ⃦⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(T𝑑)

= 𝐽6. (3.75)

Далi, беручи до уваги, що норма оператора 𝛿𝑠 : 𝛿𝑠𝑓 = 𝛿𝑠(𝑓, ·), як

оператора з 𝐿1(T𝑑) в 𝐿∞(T𝑑), не перевищує за порядком 2(𝑠,1), де

1 = (1, . . . , 1) ∈ N𝑑, для величини 𝐽6 одержимо

𝐽6 ≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−2𝛾(𝑑)

2(𝑠,1)
∑︁

‖𝑠−𝑠′‖∞61

‖𝐴𝑠′(𝑓, ·)‖𝐿1(T𝑑) ≪

≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2(𝑠,1)‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(T𝑑) = 𝐽7. (3.76)

Для продовження оцiнювання величини 𝐽7 розглянемо кiлька випад-

кiв.

1) Нехай 1 < 𝜃 < ∞. Тодi, застосувавши до 𝐽7 нерiвнiсть Гельдера з

показником 𝜃 i врахувавши означення норми (1.42), можемо записати

𝐽7 =
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2(𝑠,𝑟)‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(T𝑑) 2
(𝑠,1)2−(𝑠,𝑟) 6

6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2(𝑠,𝑟)𝜃‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿1(T𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃
⎛⎝ ∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2−(𝑠,𝑟−1) 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

≪

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2−(𝑠,𝑟−1) 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

6

6

⎛⎝ ∑︁
(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1) 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

= 𝐽8, (3.77)
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де 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑑) — вектор з координатами 𝛾𝑗 =
𝑟𝑗 − 1

𝑟1 − 1
, 𝑗 = 1, 𝑑, а

𝑟 − 1 позначає вектор з координатами 𝑟𝑗 − 1, 𝑗 = 1, 𝑑. Легко бачити, що

𝛾𝑗 = 𝛾𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 𝜈, i 1 < 𝛾𝑗 < 𝛾𝑗 при 𝑗 = 𝜈 + 1, 𝑑, i тому, використову-

ючи лему 2.4 при 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1, отримуємо

𝐽8 ≪ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝜈−1)(1− 1
𝜃) ≍

(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝜈−1𝑀

)︀1− 1
𝜃 . (3.78)

Поєднуючи (3.75)–(3.78), приходимо до шуканої оцiнки зверху вели-

чини 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

у випадку 1 < 𝜃 < ∞.

2) Нехай 𝜃 = 1. Тодi 𝐽7 оцiнюємо таким чином:

𝐽7 =
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2(𝑠,𝑟)‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(T𝑑)2
−(𝑠,𝑟)2(𝑠,1) ≪

≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2(𝑠,𝑟)‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(T𝑑)2
−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1) 6

6 ‖𝑓(·)‖𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) sup

(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1) ≪

≪ 2−𝑛(𝑟1−1) ≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1−1
. (3.79)

Iз (3.75), (3.76) i (3.79) випливає шукана оцiнка зверху величини

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,1𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

.

3) У випадку 𝜃 = ∞, враховуючи, що для 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,∞𝐵(T𝑑) ≡ 𝑆𝑟

1𝐻(T𝑑)
згiдно з (1.43) справджується спiввiдношення ‖𝐴𝑠(𝑓, ·)‖𝐿1(T𝑑) ≪ 2−(𝑠,𝑟),

𝑠 ∈ N𝑑, маємо

𝐽7 ≪
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2(𝑠,1)2−(𝑠,𝑟) 6
∑︁

(𝑠,𝛾)>𝑛−3𝛾(𝑑)

2−(𝑠,𝛾)(𝑟1−1) ≪

≪ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛𝜈−1 ≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1−1(︀
log𝜈−1𝑀

)︀
. (3.80)

Поєднуючи (3.75), (3.76) i (3.80), приходимо до шуканої оцiнки зверху

величини 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,∞𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

.

Оцiнка знизу в (3.74) є наслiдком твердження 1.27, оскiльки згiдно зi

спiввiдношенням (1.55) маємо

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,∞𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

≫ 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐿∞(T𝑑)

≍
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≍
(︀
𝑀−1 log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝
(︀
log𝜈−1𝑀

)︀1− 1
𝜃 .

Теорему 3.34 доведено

Наведемо наслiдки з теореми 3.34.

Наслiдок 3.35. Нехай 𝑑 > 2, 1 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟1 > 1. Тодi

ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

≍ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝜈−1)(1− 1
𝜃). (3.81)

Оцiнку зверху в (3.81) встановлено при доведеннi теореми 3.34. Вiд-

повiдна оцiнка знизу також є наслiдком теореми 3.34, оскiльки при

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝜈−1 виконуються спiввiдношення

ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

≫ 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,∞𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

≍ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛(𝜈−1)(1− 1
𝜃).

Оцiнки (3.74) та (3.81) доповнюють вiдповiднi результати для класiв

𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), якi при 1 < 𝑝 < ∞, встановленi у [100].

Наступний наслiдок стосується ортопоперечникiв класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у

просторi 𝐵∞,1.

Наслiдок 3.36. Нехай 𝑑 > 1, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi при 𝑟1 > 1

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵∞,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1+1

(︀
log𝜈−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝜃 . (3.82)

Оцiнка зверху випливає з (3.73) i (3.81) при вiдповiдному виборi чисел

𝑛, а оцiнка знизу згiдно з нерiвнiстю (1.55) є наслiдком твердження 1.28

при 𝑝 = 1.

Зазначимо, що оцiнка (3.82) доповнює вiдповiдний результат, який

для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, встановлений у [98].

Крiм того при дослiдженнi апроксимацiйних характеристик класiв

𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) виявлено, що в одновимiрному випадку, на вiдмiну вiд багато-

вимiрного (𝑑 > 2), одержанi результати не залежать вiд значення пара-

метра 𝜃.

Зауваження 3.37. Спiвставивши одержанi в теоремi 3.34 та наслiд-

ках 3.35, 3.36 оцiнки з вiдповiдними результатами, якi наведенi у твер-

дженнях 1.27, 3.4 i 1.28 можемо зробити висновок, що при 𝑑 > 2,
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1 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟1 > 1 справджуються спiввiдношення:

𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

≍ 𝑒⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐿∞(T𝑑;

ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵∞,1

≍ ℰ𝑄𝛾
𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐿∞(T𝑑;

i, вiдповiдно, при 𝑑 > 1, 1 6 𝜃 6 ∞ i 𝑟1 > 1

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵∞,1

)︀
≍ 𝑑⊥𝑀

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐿∞(T𝑑

)︀
.

Насамкiнець наведемо два наслiдки, якi стосуються вiдповiдних апро-

ксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟
1,0(T2).

Наслiдок 3.38. Нехай 𝑑 = 2, 𝑟 = (𝑟1, 𝑟1), 𝑟1 > 1. Тодi

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑊 𝑟

1,0(T2), 𝐵∞,1

)︀
≍ 𝑀−𝑟1+1(log𝑀)𝑟1. (3.83)

Оцiнка зверху випливає з (3.82) при 𝜃 = ∞ внаслiдок вкладення

𝑊 𝑟
1,0(T2) ⊂ 𝑆𝑟

1𝐻(T2). Вiдповiдна оцiнка знизу в (3.83) одержується з

твердження 1.29 згiдно зi спiввiдношенням (1.55).

Наслiдок 3.39. Нехай 𝑑 = 2, 𝑟 = (𝑟1, 𝑟1), 𝑟1 > 1. Тодi

ℰ𝑄𝑛

(︀
𝑊 𝑟

1,0(T2)
)︀
𝐿∞(T2)

≍ ℰ𝑄𝑛

(︀
𝑊 𝑟

1,0(T2)
)︀
𝐵∞,1

≍ 2−𝑛(𝑟1−1)𝑛. (3.84)

Доведення. Зауважимо, що оцiнку зверху в (3.84) достатньо встано-

вити для величини ℰ𝑄𝑛

(︀
𝑊 𝑟

1,0(T2)
)︀
𝐵∞,1

, а знизу — для ℰ𝑄𝑛

(︀
𝑊 𝑟

1,0(T2)
)︀
𝐿∞(T2)

.

Отже, оцiнка зверху величини ℰ𝑄𝑛

(︀
𝑊 𝑟

1,0(T2)
)︀
𝐵∞,1

випливає з наслiд-

ку 3.35 при умовi 𝑑 = 2, 𝜃 = ∞ згiдно з вкладенням𝑊 𝑟
1,0(T2) ⊂ 𝑆𝑟

1𝐻(T2).

Оцiнка знизу величини ℰ𝑄𝑛

(︀
𝑊 𝑟

1,0(T2)
)︀
𝐿∞(T2)

випливає з теореми 1.29 при

умовi, що число 𝑛 ∈ N пiдiбрано по заданому 𝑀 iз спiввiдношення

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛.

Наслiдок 3.39 доведено.

3.6. Властивостi операторiв найкращого

наближення у просторi 𝐵1,1

Насамперед наведемо деякi зауваження стосовно питання, яке дослiджу-

ється у цьому пiдпунктi.
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Повертаючись до твердження 3.2, у якому, зокрема, при 𝑑 > 2 i

𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑
+ одержана оцiнка

𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

≍ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)(1− 1
𝜃), 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟1 > 0, (3.85)

зазначимо, що вона реалiзується за допомогою наближення класiв

𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝐵1,1 лiнiйним методом. Бiльш конкретно в якостi

такого лiнiйного методу використовувалась послiдовнiсть лiнiйних опе-

раторiв
{︀
V𝑄𝑛

}︀∞
𝑛=1

, якi спiвставляють функцiї 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) полiном ви-

гляду

V𝑄𝑛
𝑓 = 𝑉𝑄𝑛

(𝑓, ·) :=
∑︁

(𝑠,1)6𝑛

𝐴𝑠(𝑓, ·) = 𝑓(·) * 𝑉𝑄𝑛
(·),

де

𝑉𝑄𝑛
(𝑥) =

∑︁
(𝑠,1)6𝑛

𝐴𝑠(𝑥).

Проте, послiдовнiсть цих операторiв має одну суттєву ваду, яка полягає

в тому, що норма оператора V𝑄𝑛
, як оператора iз 𝐿1(T𝑑) в 𝐿1(T𝑑) дорiв-

нює ‖𝑉𝑄𝑛
(·)‖𝐿1(T𝑑), i як показано в [123] (див. наслiдок з теореми 1.2.1),

справджується оцiнка

‖𝑉𝑄𝑛
(·)‖𝐿1(T𝑑) ≫ 𝑛𝑑−1.

Iншими словами, послiдовнiсть лiнiйних операторiв
{︀
V𝑄𝑛

}︀∞
𝑛=1

, яка реалi-

зує порядок величин 𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

при 𝑑 > 2, виявилася необмеже-

ною. У зв’язку з цiєю обставиною природно виникає питання про iсну-

вання обмеженої послiдовностi операторiв L𝑄𝑛
: 𝐿1(T𝑑) → 𝑇 (𝑄𝑛), яка б

найкращим чином наближала класи 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝐵1,1. Вiдповiдь

на це питання дається у наступному твердженнi.

Теорема 3.40. Нехай на 𝐿0
1(T𝑑), 𝑑 > 2, визначено послiдовнiсть обме-

жених лiнiйних операторiв L𝑄𝑛
, якi спiвставляють кожнiй функцiї з

𝐿0
1(T𝑑) тригонометричний полiном з множини 𝑇 (𝑄𝑛) таким чином,

що для функцiй 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟1) ∈ R𝑑

+, 1 6 𝜃 6 ∞, вико-

нується спiввiдношення

‖𝑓(·)− L𝑄𝑛
𝑓‖𝐵1,1

≪ 𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

.



188

Тодi для норми оператора L𝑄𝑛
i будь-якого 𝜀 > 0 справджується оцiнка

‖L𝑄𝑛
‖ ≫ 𝑛(𝑑−1)(1−𝜀).

Доведення. Схема доведення аналогiчна тiй, що використовувалась

у роботi [198] при дослiдженнi подiбного питання, пов’язаного з набли-

женням класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝐿1(T𝑑).

Отже, нехай 𝜏 = (𝜏1, . . . , 𝜏𝑑), 𝜏𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑, i I𝜏 — оператор зсуву

аргументу функцiї 𝑓 на вектор 𝜏 , тобто I𝜏𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝜏 ). Наслiдуючи

Ю. Марцинкевича [187], будемо розглядати обмежений лiнiйний опера-

тор T𝑄𝑛
, який дiє на функцiю 𝑓 згiдно з формулою

T𝑄𝑛
𝑓(𝑥) = (2𝜋)−𝑑

∫︁
T𝑑

(I−𝜏L𝑄𝑛
I𝜏𝑓)(𝑥)𝑑𝜏 .

Тодi, внаслiдок iнварiантностi норми вiдносно зсуву аргументу мiж нор-

мами операторiв T𝑄𝑛
i L𝑄𝑛

виконується спiввiдношення

‖T𝑄𝑛
‖ 6 ‖L𝑄𝑛

‖. (3.86)

Крiм того, легко переконатися, що

T𝑄𝑛
𝑒𝑖(𝑘,𝑥) =

⎧⎨⎩𝑐𝑛,𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑥), 𝑘 ∈ 𝑄𝑛,

0, 𝑘 /∈ 𝑄𝑛,

i тому оператор T𝑄𝑛
дiє на функцiю 𝑓 , як оператор згортки, тобто

T𝑄𝑛
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) *

∑︁
𝑘∈𝑄𝑛

𝑐𝑛,𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑥). (3.87)

Далi, нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑). Тодi I𝜏𝑓 ∈ 𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T𝑑) i згiдно з умовою теореми

маємо

‖I𝜏𝑓 − L𝑄𝑛
(I𝜏𝑓)‖𝐵1,1

≪ 𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

. (3.88)

Нехай I позначає одиничний оператор. Тодi, використовуючи (3.88),

записуємо

‖𝑓(·)− T𝑄𝑛
𝑓‖𝐵1,1

= (2𝜋)−𝑑

⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁
T𝑑

I−𝜏 (I− L𝑄𝑛
)(I𝜏𝑓)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐵1,1

6
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6 (2𝜋)−𝑑
∫︁
T𝑑

⃦⃦⃦
I−𝜏

(︀
I𝜏𝑓 − L𝑄𝑛

(I𝜏𝑓)
)︀⃦⃦⃦

𝐵1,1

𝑑𝜏 =

= (2𝜋)−𝑑
∫︁
T𝑑

⃦⃦⃦
I𝜏𝑓 − L𝑄𝑛

(I𝜏𝑓)
⃦⃦⃦
𝐵1,1

𝑑𝜏 ≪ 𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

. (3.89)

Таким чином, зi спiввiдношень (3.86) i (3.89) випливає, що доведен-

ня достатньо провести для послiдовностi операторiв, якi дiють згiдно з

формулою (3.87).

Отже, нехай 𝑓 ∈ 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) i

L𝑄𝑛
𝑓(𝑥) = (2𝜋)−𝑑

∫︁
T𝑑

𝑓(𝑥− 𝑦)𝐿𝑄𝑛
(𝑦)𝑑𝑦,

де

𝐿𝑄𝑛
(𝑦) =

∑︁
𝑘∈𝑄𝑛

𝑐𝑛,𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑦).

Тодi для норми оператора L𝑄𝑛
справджується спiввiдношення

‖L𝑄𝑛
‖ = ‖𝐿𝑄𝑛

‖𝐿1(T𝑑). (3.90)

Для проведення подальших мiркувань нам знадобиться допомiжне

твердження.

Лема 3.41. Для будь-якого 𝛿 > 0 iснує така стала 𝐶(𝛿) > 0, що для

всiх 𝑛 виконується нерiвнiсть∑︁
𝑘∈𝑄𝑛

|𝑐𝑛,𝑘| > 𝐶(𝛿)|𝑄𝑛|𝑛−(𝑑−1)𝛿.

Доведення. Нехай число 𝑛 ∈ N задане. Розглянемо функцiю

𝜐𝑛(𝑥) = 𝐶5(2𝜋)
−𝑑
∫︁
T𝑑

𝑑∏︁
𝑗=1

𝑉2𝑛(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)𝐹𝑟(𝑦,𝛼)𝑑𝑦,

яка з деякою сталою 𝐶5 > 0 належить класу 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑), а отже i класу

𝑆𝑟
1𝐻(T𝑑), оскiльки 𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑) ⊂ 𝑆𝑟
1𝐻(T𝑑). Таким чином, згiдно з означен-

ням норми у просторi 𝑆𝑟
1𝐻(T𝑑), для кожного вектора 𝑠 ∈ N𝑑 виконується
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нерiвнiсть

‖𝐴𝑠(𝜐𝑛, ·)‖𝐿1(T𝑑) ≪ 2−(𝑠,𝑟).

Покладемо 𝑆𝑛 =
{︁
𝑠 ∈ N𝑑 : (𝑠,1) 6 𝑛

}︁
iΔ𝑆𝑛,𝑑 = 𝑆𝑛+3𝑑−𝑆𝑛−𝑑 i розглянемо

функцiю

𝑔𝑛(𝑥) = 𝐶6𝑛
−𝑑−1

𝜃

∑︁
𝑠∈Δ𝑆𝑛,𝑑

𝐴𝑠(𝜐𝑛,𝑥), 𝐶6 > 0,

яка, як показано в [198], з вiдповiдною сталою 𝐶6 > 0 належить класу

𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑).
Далi розглянемо наближення функцiї 𝑔𝑛 у просторi 𝐵1,1 полiномами

вигляду

𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛,𝑥) =

∑︁
(𝑠,1)6𝑛+𝑑

𝐴𝑠(𝑔𝑛,𝑥).

Повторивши мiркування, якi проводилися при доведеннi теореми 7 [88],

отримаємо

‖𝑔𝑛(·)− 𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛, ·)‖𝐵1,1

≪ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)(1− 1
𝜃). (3.91)

Оскiльки для полiномiв 𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛,𝑥) при всiх 𝑘 ∈ 𝑄𝑛 справджується рiв-

нiсть ̂︀𝑔𝑛(𝑘) = ̂︀𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛(𝑘)),

то

L𝑄𝑛
𝑔𝑛(𝑥) = L𝑄𝑛

𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛,𝑥).

Окрiм цього, згiдно з умовою теореми маємо

‖𝑔𝑛(·)− L𝑄𝑛
𝑔𝑛‖𝐵1,1

≪ 𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

. (3.92)

Легко переконатися, що iз (3.91) i (3.92) випливає оцiнка

‖𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛, ·)− L𝑄𝑛

𝑔𝑛‖𝐿1(T𝑑) ≪ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)(1− 1
𝜃).

Справдi, беручи до уваги нерiвнiсть ‖ · ‖𝐿1(T𝑑) ≪ ‖ · ‖𝐵1,1
i використо-

вуючи твердження 3.2, та спiввiдношення (3.91), (3.92), маємо

‖𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛, ·)− L𝑄𝑛

𝑔𝑛‖𝐿1(T𝑑) ≪ ‖𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛, ·)− L𝑄𝑛

𝑔𝑛‖𝐵1,1
6
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6 ‖𝑔𝑛(·)− L𝑄𝑛
𝑔𝑛‖𝐵1,1

+ ‖𝑔𝑛(·)− 𝑉𝑄𝑛+𝑑
(𝑔𝑛, ·)‖𝐵1,1

≪

≪ 𝐸𝑄𝑛

(︀
𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑)

)︀
𝐵1,1

+ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)(1− 1
𝜃) ≍ 2−𝑛𝑟1𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃).

Далi, повторюючи мiркування, якi використовувалися при доведеннi ле-

ми 3.3 [198], одержуємо оцiнку∑︁
𝑘∈𝑄𝑛

|𝑐𝑛,𝑘| > 𝐶(𝛿)|𝑄𝑛|𝑛−(𝑑−1)𝛿.

Лему 3.41 доведено.

Для завершення доведення теореми скористаємося рiвнiстю (3.90),

лемами 3.41 та 3.6 при 𝜂 = 𝛿. В результатi отримаємо

‖L𝑄𝑛
‖ = ‖𝐿𝑄𝑛

(·)‖𝐿1(T𝑑) ≫ 𝑛−𝛿2−𝑛
∑︁
𝑘∈𝑄𝑛

|𝑐𝑛,𝑘| ≫

≫ 𝑛−𝛿2−𝑛2𝑛𝑛𝑑−1𝑛−(𝑑−1)𝛿 = 𝑛(𝑑−1)(1− 𝑑𝛿
𝑑−1).

Поклавши 𝜀 = 𝑑𝛿
𝑑−1 , прийдемо до шуканої оцiнки.

Теорему 3.40 доведено.

Таким чином, з одержаного результату робимо висновок, що у бага-

товимiрному випадку (𝑑 > 2) послiдовнiсть норм лiнiйних операторiв,

якi наближають класи 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) у просторi 𝐵1,1 за порядком найкращих

наближень, є необмеженою.

Далi розглянемо одновимiрний випадок i переконаємося, що тут си-

туацiя є iншою.

Нехай 𝑇 (2𝑛) — множина тригонометричних полiномiв вигляду

𝑇 (2𝑛) :=
{︁
𝑡 : 𝑡(𝑥) =

2𝑛−1∑︁
𝑘=−2𝑛−1

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑥
}︁

i

𝐸𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐵1,1

:= inf
𝑡∈𝑇 (2𝑛)

‖𝑓(·)− 𝑡(·)‖𝐵1,1
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— найкраще наближення функцiї 𝑓 полiномами iз множини 𝑇 (2𝑛) у про-

сторi 𝐵1,1. Для класу 𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T) покладемо

𝐸𝑛

(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵1,1

:= sup
𝑓∈𝑆𝑟

1,𝜃𝐵(T)
𝐸𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐵1,1

.

Справедливим є таке твердження.

Теорема 3.42. Нехай 𝑑 = 1, 1 6 𝜃 6 ∞, 𝑟 > 0. Тодi

𝐸𝑛

(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵1,1

≍ 2−𝑛𝑟. (3.93)

Доведення. Оцiнка зверху реалiзується за наближення полiномами

вигляду

𝑡𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑠=1

𝐴𝑠(𝑓, 𝑥)

i встановлена при доведеннi теореми 3.22.

Для доведення в (3.93) оцiнки знизу розглянемо функцiю

𝑓1(𝑥) = 2−𝑛𝑟1𝑒𝑖2
𝑛+1𝑥,

яка, як легко бачити, належить класу 𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T), 1 6 𝜃 6 ∞.

Нехай

𝑡*𝑛(𝑥) =
2𝑛−1∑︁

𝑘=−2𝑛−1

𝑐*𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑥

— полiном найкращого наближення функцiї 𝑓1 у просторi 𝐵1,1. Тодi, з

одного боку,(︀
(𝑓1(𝑥)− 𝑡*𝑛(𝑥)), 𝑒

𝑖2𝑛+1𝑥
)︀
=
(︀
𝑓1(𝑥), 𝑒

𝑖2𝑛+1𝑥
)︀
= 2−𝑛𝑟, (3.94)

а з iншого боку(︀
(𝑓1(𝑥)− 𝑡*𝑛(𝑥)), 𝑒

𝑖2𝑛+1𝑥
)︀
6 ‖𝑓1(·)− 𝑡*𝑛(·)‖𝐿1(T)‖𝑒

𝑖2𝑛+1𝑥‖𝐿∞(T) ≪

≪ ‖𝑓1(·)− 𝑡*𝑛(·)‖𝐵1,1
= 𝐸𝑛

(︀
𝑓1
)︀
𝐵1,1

. (3.95)
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Отже, поєднуючи (3.94) i (3.95), приходимо до оцiнок

𝐸𝑛

(︀
𝑆𝑟1,𝜃𝐵(T)

)︀
𝐵1,1

> 𝐸𝑛

(︀
𝑓1
)︀
𝐵1,1

≫ 2−𝑛𝑟.

Теорему 3.42 доведено.

У зв’язку з результатом теореми 3.42 зазначимо, що норми операторiв

A𝑛, якi дiють згiдно з формулою

A𝑛𝑓 = 𝑡𝑛(𝑓, ·) =
𝑛−1∑︁
𝑠=1

𝐴𝑠(𝑓, ·)

є обмеженими, оскiльки

‖A𝑛‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛−1∑︁
𝑠=1

𝐴𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿1(T)

6 ‖𝑉20(·)‖𝐿1(T) + ‖𝑉2𝑛−1(·)‖𝐿1(T) 6 𝐶7, 𝐶7 > 0.

На завершення зауважимо, що аналогiчнi властивостi операторiв най-

кращого наближення класiв 𝑆𝑟
∞,𝜃(T𝑑) у просторi 𝐵∞,1 тригонометрични-

ми полiномами з “номерами” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв

встановлено у роботi [98]. Питання про норми послiдовностей лiнiйних

операторiв, якi найкращим чином наближають класи 𝑆𝑟
1,𝜃(T𝑑) i 𝑆𝑟

∞,𝜃(T𝑑)
у просторах 𝐿1(T𝑑) i 𝐿∞(T𝑑) вiдповiдно, дослiджувалося у роботi [198], а
для класiв Соболєва 𝑊 𝑟

1,𝛼(T𝑑) та Нiкольського 𝑆𝑟
1 (T𝑑) у просторi 𝐿1(T𝑑)

у роботах В.М. Темлякова [122, 124] (див. також [123]). Звернемо увагу,

що в одновимiрному випадку рiвномiрна обмеженiсть послiдовностi опе-

раторiв згортки, яка реалiзує порядок найкращого наближення класiв

𝑊 𝑟
𝑝,𝑟(T) перiодичних функцiй у просторi 𝐿𝑝(T), 1 6 𝑝 6 ∞, випливає з

результатiв В. Дамена i Е. Герлiха [165]. Для класiв перiодичних функ-

цiй, якi є узагальненням класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃(T𝑑), аналогiчне питання у просторi

𝐿∞(T𝑑) дослiджувалося у роботi [44].
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Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi:

1. Знайдено точнi за порядком оцiнки ентропiйних чисел та 𝑀 -

вимiрного колмогоровського поперечника класiв функцiй 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑),

𝑑 > 2, з домiнуючою мiшаною гладкiстю у метрицi простору квазi-

неперервних функцiй 𝑄𝐶(T𝑑) у випадку 2 6 𝑝 6 ∞, 2 6 𝜃 < ∞,

𝑟1 > 1
2 , та встановлено, що вони рiвнi мiж собою по порядку. Для

деяких iнших значень параметрiв отриманi оцiнки знизу i зверху

вiдповiдних апроксимацiйних характеристик.

2. Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних

тригонометричних наближень класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у про-

сторi 𝐵∞,1(T𝑑), 𝑑 > 1.

3. У багатовимiрному випадку, 𝑑 > 2, встановлено точнi за поряд-

ком оцiнки наближень класiв функцiй 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) їхнiми схiдчасто-

гiперболiчними сумами Фур’є у просторi 𝐵∞,1(T𝑑), а також порядки

ортопоперечникiв у цьому ж просторi. У деяких випадках дослiдже-

но поведiнку вiдповiдних апроксимацiйних характеристик i класiв

Соболєва 𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑) при 𝑑 ∈ {1, 2}.

4. Одержано точнi за порядком оцiнки ортопоперечникiв i близьких

до них апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑)

та класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних

у просторi 𝐵1,1.

5. Встановлено, що у багатовимiрному випадку, на противагу одно-

вимiрному, послiдовнiсть норм лiнiйних операторiв, якi реалiзують

порядковi значення найкращого наближення класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у про-

сторi 𝐵1,1 за допомогою тригонометричних полiномiв з “номерами”

гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, є необмеженою.
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Основнi результати даного роздiлу опублiковано у працях [1 – 4] зi

списку публiкацiй i, вiдповiдно, [203, 206, 207, 210] зi списку використа-

них джерел, а також опублiкованi у тезах конференцiй [18, 19, 21 – 23] i,

вiдповiдно, [102,204,205,208,209].
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Роздiл 4

Апроксимацiйнi характеристики

узагальнених класiв функцiй 𝑆Ω
𝑝,𝜃(R

𝑑)

Даний роздiл присвячено дослiдженню апроксимацiйних характерис-

тик узагальнених класiв функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), де параметр Ω(𝑡) функцiя типу мiшаного модуля неперерв-

ностi, у просторi Лебега 𝐿𝑞(R𝑑). Встановлено точнi за порядком оцiнки

наближення функцiй iз даних класiв за допомогою цiлих функцiй екс-

поненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є на множи-

нах, якi породжуються поверхнями рiвня функцiї Ω(𝑡) у тому випадку,

коли похибка наближення оцiнюється у метрицi простору 𝐿𝑞(R𝑑), при

1 < 𝑝 6 𝑞 6 ∞, 𝑝 ̸= ∞. Також одержано точнi за порядком оцiнки на-

ближення функцiй з даних класiв за допомогою цiлих функцiй експо-

ненцiального типу зi спектром спецiального вигляду та у схiдчастому гi-

перболiчному хрестi в просторi 𝐿𝑞(R𝑑) при деяких спiввiдношеннях мiж

параметрами 𝑝 i 𝑞.

4.1. Допомiжнi означення та твердження

Перш нiж сформулювати допомiжнi результати, якi будуть необхiднi для

доведення основних тверджень даного роздiлу, наведемо означення де-

яких множин в Z𝑑+.
Покладемо

𝜅⊥(𝑁) := 𝜅⊥(Ω, 𝑁) :=
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:=

{︂
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑+ : Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞) <

1

𝑁

}︂
, (4.1)

де 1 < 𝑝 6 𝑞 6 ∞, 𝑝 ̸= ∞ i

𝑄⊥(𝜅⊥(𝑁)) := 𝑄⊥(Ω, 𝜅⊥(𝑁)) :=
⋃︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

𝑄*
2𝑠,

Θ(𝜅⊥(𝑁)) := 𝜅⊥(𝑁)∖𝜅⊥(2𝑙𝑁),

тобто

Θ(𝜅⊥(𝑁)) =
{︁
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑+ :

1

2𝑙𝑁
6 Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞) <

1

𝑁

}︁
. (4.2)

Нагадаємо, що 𝑄*
2𝑠 означається згiдно з формулою (1.7), а саме

𝑄*
2𝑠 =

{︁
𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑑) : 𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1 6 |𝜆𝑗| < 2𝑠𝑗 , 𝜆𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑
}︁
.

Зауважимо, що множина Θ(𝜅⊥(𝑁)) не порожня (Θ(𝜅⊥(𝑁)) ̸= ∅) i
має мiсце спiввiдношення⃒⃒

Θ(𝜅⊥(𝑁))
⃒⃒
≍
(︀
log2𝑁

)︀𝑑−1
, (4.3)

де через |𝐴| позначено кiлькiсть елементiв скiнченної множини 𝐴. Да-

нi властивостi множини Θ(𝜅⊥(𝑁)) у випадку 𝑝 = 𝑞 встановленi в [194].

Використовуючи мiркування запропонованi у цiй роботi з деякою моди-

фiкацiєю, вiдповiдно до розглядуваного нами випадку, їх можна встано-

вити i в бiльш загальнiй ситуацiї, а саме для 1 < 𝑝 < 𝑞 6 ∞.

Покажемо, що множина Θ(𝜅⊥(𝑁)) ̸= ∅ i у випадку 1 < 𝑝 < 𝑞 6 ∞.

Зауважимо, що згiдно з властивостями функцiї типу модуля неперерв-

ностi порядку 𝑙 можемо записати

Ω(2−𝑠1, . . . , 2 · 2−𝑠𝑗 , . . . , 2−𝑠𝑑) 6 2𝑙Ω(2−𝑠). (4.4)

Далi виберемо вектор 𝑠 так, що 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑗, . . . , 𝑠𝑑) /∈ 𝜅⊥(2𝑙𝑁),

але вектор 𝑠′, у якого 𝑠′𝑗 = 𝑠𝑗 + 1, тобто 𝑠′ = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑗 + 1, . . . , 𝑠𝑑) i
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𝑠′ ∈ 𝜅⊥(2𝑙𝑁). Згiдно з (4.1) можемо записати

Ω(2−𝑠′)2‖𝑠
′‖1( 1

𝑝−
1
𝑞) <

1

2𝑙𝑁
. (4.5)

Припустимо, що 𝑠 /∈ Θ(𝜅⊥(𝑁)), а тому маємо, що 𝑠 ∈ 𝜅(𝑁). Згiдно з

(1.68), (4.4) i (4.5) отримуємо

1

𝑁
6 Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞) = Ω(2−𝑠1, . . . , 2 · 2−(𝑠𝑗+1), . . . , 2−𝑠𝑑)

2‖𝑠
′‖1( 1

𝑝−
1
𝑞)

2
1
𝑝−

1
𝑞

6

6
2𝑙

2
1
𝑝−

1
𝑞

Ω(2−𝑠′)2‖𝑠
′‖1( 1

𝑝−
1
𝑞) <

2𝑙

2
1
𝑝−

1
𝑞

1

2𝑙𝑁
=

1

2
1
𝑝−

1
𝑞𝑁

.

Як наслiдок з нашого припущення отримуємо суперечнiсть, а тому

𝑠 ∈ Θ(𝜅⊥(𝑁)) i тим самим множина Θ(𝜅⊥(𝑁)) не є порожньою.

Звернемо увагу, що як наслiдок означення множини Θ(𝜅⊥(𝑁)), у про-

цесi запропонованих мiркувань, на вiдмiну вiд випадку 𝑝 = 𝑞, виникає

додатковий множник, а саме 2
1
𝑝−

1
𝑞 , який, по сутi, залежить вiд 1

𝑝 −
1
𝑞 .

Цiлком аналогiчно, з урахуванням сказаного вище, використовуючи мiр-

кування з [194], також можна показати, що (4.3) виконується i випадку,

коли 𝑝 ̸= 𝑞.

Мають мiсце такi твердження.

Лема 4.1. Нехай Ω — функцiя типу мiшаного модуля неперервностi

порядку 𝑙, яка задовольняє умову (𝑆𝛼), 𝛼 > 0. Тодi для 0 < 𝜇 < ∞∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀𝜇 ≪ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀𝜇
. (4.6)

Лема 4.2. Нехай Ω — функцiя типу мiшаного модуля неперервностi

порядку 𝑙, яка задовольняє умову (𝑆𝛼) з 0 < 𝛼 < 1 i 𝛼 > 𝛽 > 0. Тодi для

0 < 𝜇 < ∞ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︁
Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1𝛽

)︁𝜇
≪

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︁
Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1𝛽

)︁𝜇
. (4.7)
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Леми 4.1, 4.2 вперше було отримано в [194] також у випадку, коли

параметри 𝑝 i 𝑞 у вiдповiдних множинах рiвнi мiж собою. Проаналiзу-

вавши їхнє доведення, можна переконатися, що данi леми залишаються

вiрними i у бiльш загальному випадку, а саме для векторiв 𝑠, якi нале-

жать вище означеним множинам 𝜅⊥(𝑁) та Θ(𝜅⊥(𝑁)), з 1 < 𝑝 6 𝑞 6 ∞,

𝑝 ̸= ∞.

Як наслiдок з (4.6), (4.7), (4.2) та (4.3) для 0 < 𝜇 < ∞ маємо∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︁
Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞)
)︁𝜇

≪
∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︁
Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞)
)︁𝜇

<

<

(︂
1

𝑁

)︂𝜇 ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

1 =

(︂
1

𝑁

)︂𝜇 ⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒
(4.8)

Також у процесi дослiджень нами будуть використовуватися вiдо-

мi для класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) оцiнки величини (1.21), яка дослiджувалася у

випадку, коли для векторiв 𝑠 ∈ ℒ виконується умова ‖𝑠‖1 6 𝑛, де

‖𝑠‖1 = 𝑠1+ . . .+ 𝑠𝑑, 𝑛 ∈ N. Тобто розглядається наближення на множинi

𝑄̃𝑛 =
⋃︁

‖𝑠‖16𝑛

𝑄*
2𝑠. (4.9)

У цьому випадку для (1.19), (1.20) i (1.21) будемо використовувати такi

позначення

𝑆𝑄̃𝑛
(𝑓,𝑥) =

∑︁
‖𝑠‖16𝑛

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), (4.10)

ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) (4.11)

та

ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

ℰ𝑄̃𝑛
(𝑓)𝐿𝑞(R𝑑). (4.12)

Мають мiсце твердження.

Твердження 4.3 ( [113]). Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞ i

Ω(𝑡) = 𝜔 (𝑡1 · . . . · 𝑡𝑑), де 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 0. Тодi справедливе порядко-

ве спiввiдношення

ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛
(𝑑−1)( 1

𝑝*−
1
𝜃)+,
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де 𝑎+ = max {𝑎, 0}, 𝑝* = min {𝑝, 2}.

Твердження 4.4 ([144]). Нехай 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔 (𝑡1 · . . . · 𝑡𝑑),
де 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1

𝑝 −
1
𝑞 . Тодi для 1 6 𝜃 6 ∞ має мiсце порядкове спiв-

вiдношення

ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑛

(𝑑−1)( 1
𝑞−

1
𝜃)+,

де 𝑎+ = max {𝑎, 0}.

Зазначимо, що у теоремах вiдповiдних до тверджень 4.3 i 4.4, iз ура-

хуванням спiввiдношення (1.26), також одержанi оцiнки i для величини

(1.18) у тому випадку, коли наближення розглядається на множинi 𝑄̃𝑛.

4.2. Порядковi оцiнки наближення функцiй з

класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃(R

𝑑) iз заданою мажорантою

мiшаних модулiв гладкостi

Нашою метою у даному пунктi є встановлення порядкових по

параметру 𝑁 оцiнок величин 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

(1.69) та

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

(1.70) при певних обмеженнях на параметри 𝑝,

𝑞, 𝜃 та функцiонального параметра Ω(𝑡).

При цьому зазначимо, що при 1 < 𝑞 < ∞ i 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) має мiсце

спiввiдношення аналогiчне до (1.26) (див., наприклад, [55])

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

6 ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

6 𝐶𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, (4.13)

де 𝐶 > 1 — деяка стала.

Розглянемо спочатку випадок 𝑝 = 𝑞. Зауважимо, що згiдно з (4.2)

маємо

Ω(2−𝑠) ≍ 1

𝑁
, 𝑠 ∈ Θ(𝜅⊥(𝑁)). (4.14)
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Теорема 4.5. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, Ω(𝑡) ∈ Φ𝛼,𝑙, 𝛼 > 0, тодi

справедливими є порядковi оцiнки

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒( 1
𝑝*−

1
𝜃)+ , (4.15)

де 𝑝* = min{𝑝, 2}, 𝑎+ = max{0, 𝑎}.

Доведення. Спочатку встановимо в (4.15) оцiнку зверху.

Нехай 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞. Скориставшись послiдовно спiввiд-

ношенням (4.13), твердженням 2.1, нерiвнiстю (2.17), яку для зручностi

нагадаємо,(︃∑︁
𝑘

|𝑎𝑘|𝑣2
)︃ 1

𝑣2

6

(︃∑︁
𝑘

|𝑎𝑘|𝑣1
)︃ 1

𝑣1

, 0 < 𝑣1 6 𝑣2 < ∞,

i нерiвнiстю Мiнковського, одержимо

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≪

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ∑︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

|𝛿*𝑠(𝑓, ·)|2
)︃ 1

2
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

6

6

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ∑︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

|𝛿*𝑠(𝑓, ·)|𝑝
*

)︃ 1
𝑝*
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

⎛⎝⃦⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

|𝛿*𝑠(𝑓, ·)|𝑝
*

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝/𝑝*(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑝*

6

6

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

⃦⃦
|𝛿*𝑠(𝑓, ·)|𝑝

*⃦⃦
𝐿𝑝/𝑝*(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑝*

=

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑝*

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑝*

.

(4.16)

Далi розглянемо два випадки у залежностi вiд спiввiдношення мiж

параметрами 𝑝* i 𝜃.

1) У випадку 𝑝* < 𝜃 < ∞, застосовуючи до останньої суми у спiввiдно-

шеннi (4.16) нерiвнiсть Гельдера з показником 𝜃
𝑝* , враховуючи означення
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норми функцiй з класу 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) (1.66), а також спiввiдношення (4.8),

продовжимо оцiнку

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

6

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑝*

𝐿𝑝(R𝑑)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−1
Ω(2−𝑠)

⎞⎠ 1
𝑝*

≪

≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃⎞⎠ 1
𝜃
⎛⎝ ∑︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀ 𝑝*𝜃
𝜃−𝑝*

⎞⎠ 1
𝑝*−

1
𝜃

≪

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀ 𝑝*𝜃
𝜃−𝑝*

⎞⎠ 1
𝑝*−

1
𝜃

≪ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝑝*−

1
𝜃 .

Якщо ж 𝜃 = ∞, то аналогiчно до попереднього випадку, але скори-

ставшись (1.67), можемо записати

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑝*

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑝*

≪

≪ sup
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−1‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀𝑝*⎞⎠ 1
𝑝*

≪

≪ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝑝* .

2) Нехай 1 6 𝜃 6 𝑝*, 𝑝* ̸= 1. Тодi, скориставшись нерiвнiстю (2.17),

оцiнку (4.16) продовжимо таким чином:

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

6

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑝*

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑝*

6

6

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪
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≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

sup
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

Ω(2−𝑠) ≪ 1

𝑁
.

Оцiнки зверху в (4.15) встановлено.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу. Для цього розглянемо кiль-

ка випадкiв у залежностi вiд значень параметрiв 𝑝 i 𝜃 та побудуємо функ-

цiї 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), для яких оцiнки знизу величин ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

збiга-

ються за порядком з оцiнками знизу величин ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

в

(4.15). Цi функцiї будемо будувати на основi функцiї 𝐷𝑘(𝑥), яка означе-

на згiдно з формулою (2.23) i описана у пунктi 2.3. Зауважимо також,

що при 1 < 𝑝 < ∞ для норми 𝐷𝑘(𝑥) має мiсце оцiнка (2.26), яка вiдiграє

важливе значення при встановленнi результатiв, а саме⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝).

Також важливу роль при доведеннi результатiв буде вiдiгравати на-

ступне твердження, яке ми, наслiдуючи Wang Heping i Sun Yongsheng,

сформулюємо у виглядi леми.

Лема 4.6 ([237]). Нехай 1 < 𝑝 < ∞. Тодi для функцiї

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑘>0

𝑐𝑘

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑘𝑗−1(𝑥𝑗),

виконується спiввiдношення

‖𝑓(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍

(︃∑︁
𝑘>0

|𝑐𝑘|2
)︃ 1

2

.

Далi розглянемо декiлька випадкiв.

1) Нехай 2 < 𝑝 < ∞, 2 6 𝜃 < ∞. Тодi розглянемо функцiю

𝑓1(𝑥) := 𝐶1
1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(𝑥𝑗).
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Покажемо, що за певного вибору сталої 𝐶1 > 0функцiя 𝑓1 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Оскiльки, як випливає з доведення леми 4.6,⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(𝑥𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≪

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
sin(𝑥𝑗/2)

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≪ 1, (4.17)

то, скориставшись означенням норми функцiї з класу 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) (спiввiд-

ношення (1.66) i (4.14)), отримаємо

‖𝑓1(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓1, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃 ⃦⃦⃦⃦⃦
𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃 𝑁

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

1

⎞⎠ 1
𝜃

=

=
⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃
⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝜃 = 1.

Далi, оскiльки вiдповiдно до вибору функцiї 𝑓1 маємо 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓1, ·) = 0,

то згiдно з лемою 4.6, отримаємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≫ ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓1
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

=

= ‖𝑓1(·)− 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓1, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) = ‖𝑓1(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(𝑥𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

1

⎞⎠ 1
2

=
1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁)

)︀
|
1
2−

1
𝜃 .
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2) У випадку 2 < 𝑝 < ∞, 𝜃 = ∞ розглянемо функцiю

𝑓2(𝑥) := 𝐶2
1

𝑁

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(𝑥𝑗)

i покажемо, що вона належить до класу 𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) з деякою сталою

𝐶2 > 0.

Скориставшись означенням норми функцiї з класу 𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) (1.67),

спiввiдношеннями (4.14) i (4.17), отримуємо

‖𝑓2(·)‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−1‖𝛿*𝑠(𝑓2, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍

≍ 1

𝑁
sup

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−1

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≪ 1.

Оскiльки згiдно з вибором функцiї 𝑓2 маємо 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓2, ·) = 0, то

скориставшись лемою 4.6, отримуємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓2
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

=

= ‖𝑓2(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≫
1

𝑁

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

1

⎞⎠ 1
2

=
1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
2 .

3) Нехай тепер має мiсце випадок 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 < 𝑝*.

Покажемо, що функцiя

𝑓3(𝑥) := 𝐶3Ω(2
−𝑠̃)

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(𝑥𝑗), 𝑠̃ ∈ Θ(𝜅⊥(𝑁)), 𝐶3 > 0,

належить до класу 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Дiйсно, вiдповiдно до (1.66) i (4.17), маємо

‖𝑓3(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
𝑠̃∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓3, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

=
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=

⎛⎝⃦⃦⃦⃦⃦Ω(2−𝑠̃)
𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃⎞⎠ 1
𝜃

≪ 1.

Врахувавши, що 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓3, ·) = 0, а також (4.14) i (4.17), отримуємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓3
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

= ‖𝑓3(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

= 𝐶3

⃦⃦⃦⃦
⃦Ω(2−𝑠)

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷2𝑠𝑗−1(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 1

𝑁
.

4) У випадку 1 < 𝑝 6 2, 𝑝 6 𝜃 < ∞ розглянемо функцiю

𝑓4(𝑥) := 𝐶4
1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−1)

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥),

де ‖𝑠‖1 = 𝑠1 + . . .+ 𝑠𝑑.

Спочатку покажемо, що 𝑓4 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) з деякою сталою 𝐶4 > 0.

Беручи до уваги (2.26) i (4.2), будемо мати

‖𝑓4(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓4, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃
2‖𝑠‖1(

1
𝑝−1)𝜃 ×

×

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃
2‖𝑠‖1(

1
𝑝−1)𝜃 2‖𝑠‖1(1−

1
𝑝)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃⎞⎠ 1
𝜃

≪
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≪ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃𝑁

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

1

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 1.

Покладемо

Δ(𝑠) =
{︁
𝑥 : 2−𝑠𝑗−1 6 𝑥𝑗 < 2−𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑

}︁
,

i зауважимо, що Δ(𝑠)∩Δ(𝑠′) = ∅, якщо 𝑠 ̸= 𝑠′. Таким чином, беручи до

уваги, що 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓4, ·) = 0, i скориставшись твердженням 2.1, будемо

мати

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓4
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

=

= ‖𝑓4(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≫

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

|𝛿*𝑠(𝑓4, ·)|2
)︃ 1

2
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

>

>

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

∫︁
Δ(𝑠)

|𝛿*𝑠(𝑓4,𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑝

. (4.18)

Далi, оскiльки ∫︁
Δ(𝑠)

|𝛿*𝑠(𝑓4,𝑥)|𝑝𝑑𝑥 =

=

(︂
1

𝑁

)︂𝑝 ⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒−𝑝
𝜃 2𝑝‖𝑠‖1(

1
𝑝−1)

∫︁
Δ(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

𝑑𝑥 ≫

≫
(︂

1

𝑁

)︂𝑝 ⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒−𝑝
𝜃 2𝑝‖𝑠‖1(

1
𝑝−1)

∫︁
Δ(𝑠)

2𝑝‖𝑠‖1𝑑𝑥 ≫

≫
(︂

1

𝑁

)︂𝑝 ⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒−𝑝
𝜃 2𝑝(

1
𝑝−1)‖𝑠‖1 2(𝑝−1)‖𝑠‖1 =

(︂
1

𝑁

)︂𝑝 ⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒−𝑝
𝜃 ,

то (4.18) продовжимо таким чином:

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≫

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︂
1

𝑁

)︂𝑝 ⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒−𝑝
𝜃

⎞⎠ 1
𝑝

=
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=
1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝑝−

1
𝜃 .

5) Насамкiнець у випадку 1 < 𝑝 6 2, 𝜃 = ∞, розглянемо функцiю

𝑓5(𝑥) := 𝐶5
1

𝑁

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−1)

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶5 > 0,

для якої, скориставшись (2.26) i (4.2), маємо

‖𝑓5(·)‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

‖𝛿*𝑠(𝑓5, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
≪

≪ sup
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−1)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≪ 1.

Аналогiчно, як i для функцiї 𝑓4, отримуємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓5
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

=

= ‖𝑓5(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≫
1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝑝 .

Оцiнки знизу в (4.15) встановлено.

Теорему 4.5 доведено.

Зауваження 4.7. Скориставшись спiввiдношенням (4.3), отриманi в те-

оремi 4.5 оцiнки можна переписати таким чином

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

(︀
log2𝑁

)︀(𝑑−1)( 1
𝑝*−

1
𝜃)+.

У наступному твердженнi встановимо оцiнки для величин

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

та 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

при 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞.

Теорема 4.8. Нехай 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, Ω ∈ Φ𝛼,𝑙, з деяким

𝛼 > 1
𝑝 −

1
𝑞 , тодi мають мiсце порядковi оцiнки

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒(𝑑−1)( 1
𝑞−

1
𝜃)+, (4.19)

де 𝑎+ = max{0, 𝑎}.
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Зауваження 4.9. Оскiльки Ω ∈ Φ𝛼,𝑙, з деяким 𝛼 > 𝛽 = 1
𝑝 −

1
𝑞 , то на

пiдставi твердження 1.31 для 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) маємо, що 𝑓 ∈ 𝑆Ω1

𝑞,𝜃𝐵(R𝑑) ⊂
⊂ 𝐿𝑞(R𝑑), де Ω1(𝑡) = Ω(𝑡)𝑡−𝛽 i, крiм цього, ‖𝑓‖

𝑆
Ω1
𝑞,𝜃𝐵(R𝑑)

≪ ‖𝑓‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Доведення. Спочатку встановимо в (4.19) оцiнки зверху. Нехай

𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) i 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞. Тодi, скориставшись спiввiдношенням

(4.13) i лемою 2.2, можемо записати

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑞
𝐿𝑝(R𝑑)

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

. (4.20)

Далi, щоб продовжити останню оцiнку, розглянемо декiлька спiввiд-

ношень мiж параметрами 𝑞 i 𝜃.

1) Нехай 𝑞 < 𝜃. Тодi, для 1 < 𝜃 < ∞, застосувавши до (4.20) нерiв-

нiсть Гельдера з показником 𝜃
𝑞 та спiввiдношення (4.8), одержуємо

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓)𝐿𝑞(R𝑑) ≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃⎞⎠ 1
𝜃

×

×

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︁
2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞) Ω(2−𝑠)

)︁ 𝑞𝜃
𝜃−𝑞

⎞⎠ 1
𝑞−

1
𝜃

6

6 ‖𝑓(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︁
2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞) Ω(2−𝑠)

)︁ 𝑞𝜃
𝜃−𝑞

⎞⎠ 1
𝑞−

1
𝜃

≪

≪ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝑞−

1
𝜃 .
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Якщо ж 𝜃 = ∞, то для 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑), згiдно з (1.67), має мiсце спiв-

вiдношення ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ Ω(2−𝑠). Тому (4.20), скориставшись (4.8),

можемо продовжити таким чином

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓)𝐿𝑞(R𝑑) ≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︁
2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞)Ω(2−𝑠)

)︁𝑞⎞⎠ 1
𝑞

≪

≪ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝑞 .

2) Нехай тепер 1 6 𝜃 6 𝑞 < ∞, 𝑞 ̸= 1. Скориставшись нерiвнi-

стю (2.17), беручи до уваги, що Ω ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1
𝑝−

1
𝑞 та враховуючи (4.2),

iз (4.20), отримуємо

𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≪

≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)2
‖𝑠‖1( 1

𝑝−
1
𝑞)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃

=

=

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃
2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞)𝜃
(︀
Ω(2−𝑠)

)︀𝜃⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝑝
(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃⎞⎠ 1
𝜃

sup
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−

1
𝑞)Ω(2−𝑠) 6

6 ‖𝑓(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) sup

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−

1
𝑞)Ω(2−𝑠) ≪ 1

𝑁
.

Оцiнки зверху в теоремi встановлено.

Перейдемо до встановлення оцiнок знизу. Для цього при певних зна-

ченнях параметрiв 𝑝, 𝑞 i 𝜃 достатньо вказати функцiї 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), для

яких оцiнки знизу величин ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

спiвпадають за порядком з

оцiнками знизу величин ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

в (4.19). Цi функцiї та-

кож будемо будувати на основi функцiї 𝐷𝑘(𝑥) (див. (2.23)).
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Далi розглянемо декiлька випадкiв у залежностi вiд значень параме-

трiв 𝑝, 𝑞 i 𝜃.

1) Нехай 𝜃 = ∞. Розглянемо функцiю

𝑓6(𝑥) = 𝐶6

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥).

При певному виборi сталої 𝐶6 > 0 дана функцiя належить до класу

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) оскiльки, скориставшись оцiнкою (2.26), можемо записати

‖𝑓6(·)‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) = sup

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

‖𝛿*𝑠(𝑓6, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
=

= sup
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

𝐶6

⃦⃦⃦⃦
⃦Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1

𝑝)
∑︀

𝑘∈𝜌+(𝑠)
𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
6

6 sup
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

6 𝐶7, 𝐶7 > 0.

Далi для 𝑠 ∈ Z𝑑+ знову будемо розглядати множину

Δ(𝑠) =
{︁
𝑥 : 2−𝑠𝑗−1 6 𝑥𝑗 < 2−𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑

}︁
.

Таким чином, беручи до уваги, що 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓6, ·) = 0, скориставшись

твердженням 2.1 та враховуючи, що (див., наприклад, [237])⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝑑∏︁
𝑗=1

𝐷𝑘𝑗(𝑥𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗−1∑︁
𝑘𝑗=𝜂(𝑠𝑗)2

𝑠𝑗−1

𝐷𝑘𝑗(𝑥𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 2𝑠𝑗𝑥𝑗 − sin 𝜂(𝑠𝑗)2
𝑠𝑗−1𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒,

а також (4.2), будемо мати

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓6
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓6(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫
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≫

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⎛⎝ ∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

|𝛿*𝑠(𝑓6, ·)|2
⎞⎠ 1

2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

>

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

∫︁
Δ(𝑠)

|𝛿*𝑠(𝑓6,𝑥)|𝑞𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑞

≫

≫

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

∫︁
Δ(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1

𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑞

=

=

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︁
Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1

𝑝)
)︁𝑞 ∫︁

Δ(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑞

≫

≫

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︁
Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1(

1
𝑝−

1
𝑞)
)︁𝑞⎞⎠ 1

𝑞

>
1

2𝑙𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝑞 . (4.21)

2) Нехай тепер 1 6 𝜃 6 𝑞 < ∞, 𝑞 ̸= 1. Розглянемо функцiю

𝑓7(𝑥) := 𝐶8Ω(2
−𝑠̃)2−‖𝑠̃‖1(1− 1

𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠̃)

𝐷𝑘(𝑥),

𝑠̃ ∈ Θ(𝜅⊥(𝑁)), 𝐶8 > 0.

Згiдно з (2.26) маємо

‖𝑓7(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓7, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪

⎛⎜⎝(︀Ω(2−𝑠̃)
)︀−𝜃(︀

Ω(2−𝑠̃)
)︀𝜃
2−𝜃‖𝑠̃‖1(1−

1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠̃)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎟⎠
1
𝜃

≍

≍
(︁
2−𝜃‖𝑠̃‖1(1−

1
𝑝)2𝜃‖𝑠̃‖1(1−

1
𝑝)
)︁ 1

𝜃

= 1,

а отже, 𝑓7 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) при певному значеннi сталої 𝐶8.

Враховуючи, що 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓7, ·) = 0, (2.26) та (4.2), отримуємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓7
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓7(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫
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≫ Ω(2−𝑠̃)2−‖𝑠̃‖1(1− 1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠̃)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

≍ Ω(2−𝑠̃)2−‖𝑠̃‖1(1− 1
𝑝)2‖𝑠̃‖1(1−

1
𝑞) = Ω(2−𝑠̃)2‖𝑠̃‖1(

1
𝑝−

1
𝑞) >

1

2𝑙𝑁
.

3) У випадку 1 < 𝑞 < 𝜃 < ∞ для функцiї

𝑓8(𝑥) = 𝐶9

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥),

скориставшись спiввiдношенням (2.26), отримаємо

‖𝑓8(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓8, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍
⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃(︀
Ω(2−𝑠)

)︀𝜃
2−‖𝑠‖1𝜃(1− 1

𝑝)×

×

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪
⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

2−‖𝑠‖1𝜃(1− 1
𝑝)2‖𝑠‖1𝜃(1−

1
𝑝)

⎞⎠ 1
𝜃

= 1.

Отже, 𝑓8 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) для деякого значення 𝐶9 > 0.

Врахувавши, що 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓8, ·) = 0, та провiвши мiркування, аналогi-

чнi до тих, що використовувалися для встановлення оцiнки (4.21), одер-

жимо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓8
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓8(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫

≫ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒ 1
𝑞−

1
𝜃 .

Оцiнки знизу в (4.19) встановлено.

Теорему 4.8 доведено.
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Зауваження 4.10. Скориставшись спiввiдношенням (4.3), отриманi в

теоремi 4.8 оцiнки можна записати таким чином

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

(︀
log2𝑁

)︀(𝑑−1)( 1
𝑞−

1
𝜃)+.

На завершення зробимо коментарi щодо одержаних у цьому пiдпунктi

результатiв та порiвняємо їх з вiдомими оцiнками для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Як уже зазначалося у випадку Ω(𝑡) =
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡
𝑟𝑗
𝑗 , 𝑟𝑗 > 0, класи 𝑆Ω

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

збiгаються з класами з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Розглянемо спочатку випадок 𝑝 = 𝑞. Параметр 𝑟 виберемо так, що

𝑟 = 1, тобто 𝑟𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 𝑑. Провiвши елементарнi перетворення, отри-

муємо, що наближення буде здiйснюватися на множинi

𝑄(𝜅(𝑁)) =
⋃︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝑄*
2𝑠 =

⋃︁
‖𝑠‖16log2𝑁

𝑄*
2𝑠,

оскiльки

𝜅(𝑁) =

{︂
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑+ : 2−‖𝑠‖1 >

1

𝑁

}︂
.

Вiдповiдно при 𝑟 = 1 схiдчастий гiперболiчний хрест, який визнача-

ється згiдно з формулою (1.22), буде мати вигляд (див. також (4.9)):

𝑄̃𝑛 =
⋃︁

‖𝑠‖16𝑛

𝑄*
2𝑠.

Далi, якщо параметри 𝑛 та 𝑁 пов’язати спiввiдношенням 𝑛 ≍ log2𝑁 ,

то будемо мати, що mes 𝑄(𝜅(𝑁)) ≍ mes 𝑄̃𝑛 i, крiм цього, з теореми 4.5

отримаємо таку оцiнку

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆1
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆1
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛𝑛
(𝑑−1)( 1

𝑝*−
1
𝜃)+,
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яка збiгається з уже вiдомою оцiнкою величин (1.23) i (1.24) з

твердження 1.6 при вiдповiдних значеннях параметрiв i встановлена Sun

YoungSheng та Wang Heping.

У випадку, коли 𝑝 = 𝑞 i параметр 𝑟 вибрати так, що 𝑟𝑗 = 𝑟𝑖 ̸= 1,

𝑖, 𝑗 = 1, 𝑑, то отримуємо, що наближення уже буде здiйснюватися на

множинi

𝑄(𝜅(𝑁)) =
⋃︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝑄*
2𝑠 =

⋃︁
‖𝑠‖16 1

𝑟1
log2𝑁

𝑄*
2𝑠.

Як видно з останньої формули вибiр множини на якiй буде мiститися

носiй перетворення Фур’є функцiй з допомогою яких здiйснюється на-

ближення буде залежати також i вiд значення 𝑟1, на вiдмiну вiд схiдча-

стого гiперболiчного хреста, який i у цьому випадку визначається фор-

мулою (4.9). Вiдповiдно вибравши 𝑛 ≍ 1
𝑟
1
log2𝑁 , з теореми 4.5 отримаємо

таку оцiнку

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝐸𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛𝑟1
(︀
𝑛𝑟1
)︀(𝑑−1)( 1

𝑝*−
1
𝜃)+ ≍ 𝐶(𝑟1) 2

−𝑛𝑟1𝑛
(𝑑−1)( 1

𝑝*−
1
𝜃)+,

яка також збiгається за порядком з уже вiдомою оцiнкою з

твердження 1.6 при вiдповiдних значеннях параметрiв.

Наведемо також приклад, який iлюструє залежнiсть вибору множини

𝑄(𝜅(𝑁)) вiд задання функцiї Ω(𝑡) у випадку 𝑝 = 𝑞 (див., наприклад,

[194]).

Нехай

Ω(𝑡) = 𝑡1 · . . . · 𝑡𝑑 · log2
1

𝑡𝑑
.

Для таким чином заданої функцiї Ω(𝑡) отримуємо, що носiй перетворен-

ня Фур’є наближаючого агрегату буде мiститися на множинi

𝑄(𝜅(𝑁)) =
⋃︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝑄*
2𝑠 =

⋃︁
‖𝑠‖1(log2 𝑠𝑑)−16log2𝑁

𝑄*
2𝑠,
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оскiльки у цьому випадку

𝜅(𝑁) =

{︂
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑+ : 2−‖𝑠‖1𝑠𝑑 >

1

𝑁

}︂
.

Насамкiнець зауважимо, що у випадку 𝑝 ̸= 𝑞, як видно з означення

множини 𝜅(𝑁) (1.68), отримуємо, що множина, на якiй буде мiститися

носiй перетворення Фур’є функцiй з допомогою яких здiйснюється на-

ближення —𝑄(𝜅(𝑁)), крiм вибору Ω, також буде залежати i вiд значення

параметрiв 𝑝 i 𝑞.

4.3. Наближення функцiй з класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

цiлими функцiями спецiального вигляду

у просторi 𝐿𝑞(R𝑑)

У даному пiдроздiлi будуть знайденi точнi за порядком оцiнки для ве-

личини (1.27) i вiдповiдно (1.29) у випадку, коли функцiя 𝑓 належить

класам 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). Зауважимо, що у процесi доведення отриманих у цьо-

му пiдпунктi результатiв будемо використовувати методи i мiркування,

якi були запропонованi у роботах [123,145,197], з вiдповiдною модифiка-

цiєю до означення класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Розглянемо спочатку випадок 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞. Має мiсце така теоре-

ма.

Теорема 4.11. Нехай 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(𝑡1 · . . . · 𝑡𝑑),
де 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > max

{︁
1
𝑝 −

1
𝑞 ;

1
𝑝 −

2
𝑞 +

1
𝜃

}︁
. Тодi для будь-яких натураль-

них 𝑛 та 𝑀 = 𝑀(𝑛) таких, що 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, справедливе порядкове

спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃). (4.22)

Доведення. Перш нiж безпосередньо перейти до доведення теоре-

ми зазначимо, що згiдно з умовою також виконується зауваженням 4.9,
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оскiльки у даному випадку 𝛼 > max
{︁

1
𝑝 −

1
𝑞 ;

1
𝑝 −

2
𝑞 +

1
𝜃

}︁
> 1

𝑝 −
1
𝑞 . Дода-

ткова умова на 𝛼 зумовлена технiкою доведення.

Отримаємо спочатку в (4.22) оцiнку зверху. У випадку 𝜃 > 𝑞 має-

мо 𝛼 > 1
𝑝 −

1
𝑞 , тому необхiдна оцiнка, згiдно з (1.30), слiдує iз оцiнки

наближення класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) цiлими функцiями 𝑆𝑄̃𝑛

(𝑓,𝑥) за умови, що

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 (див. твердження 4.4), а саме маємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≪ ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍

≍ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃).

Таким чином залишається отримати оцiнку зверху у випадку

1 6 𝜃 < 𝑞. Нехай 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝜃 < 𝑞. Для кожного 𝑛 ∈ N пiдберемо

числа 𝑀 = 𝑀(𝑛) так, щоб виконувалось спiввiдношення 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 i

покладемо 𝑛0 = [𝑛+ (𝑑− 1) log 𝑛], де [𝑎] — цiла частина числа 𝑎.

Побудуємо множину ℒ′ ⊂ Z𝑑+ i вiдповiдно цiлу функцiю 𝑆M(𝑓,𝑥), за

допомогою якої будемо здiйснювати наближення функцiї 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

З цiєю метою спочатку включимо до множини ℒ′ множину векторiв 𝑠

для яких ‖𝑠‖1 6 𝑛 i позначимо її Δ(𝑛), тобто

Δ(𝑛) =
{︁
𝑠 ∈ Z𝑑+ : ‖𝑠‖1 6 𝑛

}︁
.

Далi будемо розширювати її за рахунок включення необхiдної кiлькостi

векторiв 𝑠 iз множин

Δ*(𝑙) =
{︁
𝑠 ∈ Z𝑑+ : ‖𝑠‖1 = 𝑙

}︁
,

де 𝑙 ∈ N i 𝑛 < 𝑙 6 𝑛0.

Кожному 𝑙 ∈ N, 𝑛 < 𝑙 6 𝑛0, поставимо у вiдповiднiсть величину

𝐵𝑙 =

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑙)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

(4.23)

i пiдберемо число 𝑚𝑙, яке не перевищує кiлькостi елементiв множини

Δ*(𝑙), причому

𝑚𝑙 ≍
[︀
2𝑛𝑛𝑑−12−𝑙𝐵𝜃

𝑙

]︀
+ 1.
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Далi для довiльного 𝑙 ∈ N, 𝑙 ∈ (𝑛, 𝑛0], через 𝑎𝑖(𝑓, 𝑙), 𝑖 = 1, 2, . . . , позначи-

мо члени спадної перестановки чисел ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑), 𝑠 ∈ Δ*(𝑙), а через̃︀Δ*(𝑙) — набiр iз 𝑚𝑙 векторiв 𝑠 ∈ Δ*(𝑙), яким вiдповiдають найбiльшi зна-

чення ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑). Тепер покладемо

ℒ′ = Δ(𝑛) ∪
𝑛0⋃︁

𝑙=𝑛+1

̃︀Δ*(𝑙).

Таким чином ми побудували множину векторiв ℒ′ ⊂ Z𝑑+ i разом з нею

функцiю

𝑆M(𝑓,𝑥) =
∑︁

𝑠∈Δ(𝑛)∪
𝑛0⋃︀

𝑙=𝑛+1

̃︀Δ*(𝑙)

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥)

за допомогою якої здiйснюватимемо наближення функцiї 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

та множину, на якiй зосереджений носiй перетворення Фур’є даної функ-

цiї

M =
⋃︁

𝑠∈Δ(𝑛)∪
𝑛0⋃︀

𝑙=𝑛+1

̃︀Δ*(𝑙)

𝑄*
2𝑠.

Покажемо, що mes M ≪ 𝑀 . Скориставшись тим, що∑︁
𝑠∈Δ(𝑛)

2‖𝑠‖1 =
𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑠∈Δ*(𝑗)

2‖𝑠‖1 =
𝑛∑︁
𝑗=1

2𝑗
∑︁

𝑠∈Δ*(𝑗)

1 ≍

≍
𝑛∑︁
𝑗=1

2𝑗𝑗𝑑−1 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, (4.24)

i врахувавши вибiр чисел 𝑚𝑙, можемо записати

mesM ≪
∑︁

𝑠∈Θ(𝑛)

2‖𝑠‖1 +

𝑛0∑︁
𝑙=𝑛+1

2𝑙𝑚𝑙 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 +

𝑛0∑︁
𝑙=𝑛+1

2𝑙𝑚𝑙 ≪

≪ 2𝑛𝑛𝑑−1 + 2𝑛𝑛𝑑−1
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

∑︁
𝑠∈Δ*(𝑙)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑) ≪

≪ 2𝑛𝑛𝑑−1 + 2𝑛𝑛𝑑−1‖𝑓(·)‖𝜃𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≪ 2𝑛𝑛𝑑−1 ≍ 𝑀.
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Перейдемо тепер безпосередньо до встановлення оцiнки наближення.

Для 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) маємо

⃦⃦
𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)

⃦⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)

𝛿*𝑠(𝑓, ·) +
∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

6

6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

+

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

= 𝐼1+𝐼2. (4.25)

Оцiнимо кожен з одержаних доданкiв у спiввiдношеннi (4.25).

Для оцiнки 𝐼1, використовуючи твердження 4.4 при 1 6 𝜃 < 𝑞, а

також враховуючи вибiр числа 𝑛0 i те, що у цьому випадку згiдно з

умовою теореми 𝜔 задовольняє умову (𝑆𝛼) з 𝛼 > 1
𝑝 −

2
𝑞 +

1
𝜃 , отримуємо

𝐼1 ≪ 𝜔(2−𝑛0)2𝑛0(
1
𝑝−

1
𝑞) =

𝜔(2−𝑛0)

2−𝛼𝑛0
2−𝑛0(𝛼−

1
𝑝+

1
𝑞) ≪

≪ 𝜔(2−𝑛)

2−𝛼𝑛
2−𝑛(𝛼−

1
𝑝+

1
𝑞)𝑛−(𝑑−1)(𝛼− 1

𝑝+
1
𝑞) =

= 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑛−(𝑑−1)(𝛼− 1

𝑝+
2
𝑞−

1
𝜃)𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃) ≪

≪ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃). (4.26)

Для оцiнки 𝐼2, використовуючи лему 2.2, а також враховуючи значе-

ння чисел 𝑎𝑖(𝑓, 𝑙), можемо записати

𝐼2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑞
𝐿𝑝(R𝑑)

2‖𝑠‖1(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

≪

≪

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

∑︁
𝑖>𝑚𝑙

𝑎𝑞𝑖 (𝑓, 𝑙)2
𝑙( 1

𝑝−
1
𝑞)𝑞

)︃ 1
𝑞

=

=

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

∑︁
𝑖>𝑚𝑙

𝑎𝜃𝑖 (𝑓, 𝑙)𝑎
𝑞−𝜃
𝑖 (𝑓, 𝑙)2𝑙(

1
𝑝−

1
𝑞)𝑞

)︃ 1
𝑞

≪

≪

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

∑︁
𝑖>𝑚𝑙

𝑎𝜃𝑖 (𝑓, 𝑙)𝑖
− 𝑞−𝜃

𝜃

(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝑞−𝜃
𝐵𝑞−𝜃
𝑙 2𝑙(

1
𝑝−

1
𝑞)𝑞

)︃ 1
𝑞

6
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6

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

𝑚
− 𝑞−𝜃

𝜃

𝑙

(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝑞−𝜃
𝐵𝑞−𝜃
𝑙 2𝑙(

1
𝑝−

1
𝑞)𝑞
∑︁
𝑖>𝑚𝑙

𝑎𝜃𝑖 (𝑓, 𝑙)

)︃ 1
𝑞

≪

≪

⎛⎝ 𝑛0∑︁
𝑙=𝑛+1

𝑚
− 𝑞−𝜃

𝜃

𝑙

(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝑞−𝜃
𝐵𝑞−𝜃
𝑙 2𝑙(

1
𝑝−

1
𝑞)𝑞

∑︁
𝑠∈Δ*(𝑙)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑞

≪

≪

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

𝑚
− 𝑞−𝜃

𝜃

𝑙

(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝑞−𝜃
𝐵𝑞−𝜃
𝑙 2𝑙(

1
𝑝−

1
𝑞)𝑞
(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝜃×
×
∑︁

𝑠∈Δ*(𝑙)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑞

≪

≪

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

𝑚
− 𝑞−𝜃

𝜃

𝑙 2𝑙(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑞
(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝑞
𝐵𝑞−𝜃
𝑙 𝐵𝜃

𝑙

)︃ 1
𝑞

=

=

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

𝑚
− 𝑞−𝜃

𝜃

𝑙 2𝑙(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑞
(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝑞
𝐵𝑞
𝑙

)︃ 1
𝑞

. (4.27)

Далi, пiдставляючи в останню суму (4.27) замiсть 𝑚𝑙 їхнi значення,

отримуємо

𝐼2 ≪ (2𝑛𝑛𝑑−1)
1
𝑞−

1
𝜃

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

2𝑙𝑞(
1
𝑝−

2
𝑞+

1
𝜃)
(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝑞
𝐵𝜃
𝑙

)︃ 1
𝑞

. (4.28)

Враховуючи, що 𝜔 задовольняє умову (𝑆𝛼) з 𝛼 > 1
𝑝 −

2
𝑞 +

1
𝜃 , а також

спiввiдношення (4.23), продовжимо оцiнку (4.28)

𝐼2 ≪ (2𝑛𝑛𝑑−1)
1
𝑞−

1
𝜃
𝜔(2−𝑛)

2−𝛼𝑛

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

2−𝑙𝑞(𝛼−(
1
𝑝−

2
𝑞+

1
𝜃))𝐵𝜃

𝑙

)︃ 1
𝑞

≪

≪ (2𝑛𝑛𝑑−1)
1
𝑞−

1
𝜃
𝜔(2−𝑛)

2−𝛼𝑛
2−𝑛(𝛼−

1
𝑝+

2
𝑞−

1
𝜃)

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

𝐵𝜃
𝑙

)︃ 1
𝑞

=
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= 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃)

⎛⎜⎝
⎛⎝ 𝑛0∑︁
𝑙=𝑛+1

∑︁
𝑠∈Δ*(𝑙)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃⎞⎠ 1
𝜃

⎞⎟⎠
𝜃
𝑞

≪

≪ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃)‖𝑓(·)‖

𝜃
𝑞

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

6

6 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑛(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃). (4.29)

Iз (4.25), враховуючи (4.26), (4.29), а також те, що mesM ≪ 𝑀 , отри-

муємо оцiнку зверху в (4.22) у випадку 1 6 𝜃 < 𝑞.

Тепер встановимо в (4.22) оцiнку знизу. Для цього на основi функцiї

𝐷𝑘(𝑥), яка означена згiдно з формулою (2.23), побудуємо екстремальнi

функцiї 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), якi її реалiзують.

Нехай 𝑀 i 𝑙 = 𝑙(𝑀) ∈ N — числа пов’язанi спiввiдношеннями

2𝑙𝑙𝑑−1 ≍ 𝑀 i 2𝑙𝑙𝑑−1 > 2𝑀 . Розглянемо функцiю

𝐹 (𝑥) =
∑︁
‖𝑠‖16𝑙

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥).

Використовуючи оцiнку (2.26) та спiввiдношення (4.24), при

1 6 𝜃 < ∞ згiдно з твердження 1.30 отримуємо

‖𝐹 (·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝐹, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

=

=

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃 ⃦⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑘∈𝜌+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃
2‖𝑠||1(1−

1
𝑝)𝜃

⎞⎠ 1
𝜃

≪
(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀−1
2𝑙(1−

1
𝑝)𝑙

𝑑−1
𝜃 .

Отже, функцiя

𝑓9(𝑥) = 𝐶10 𝜔(2
−𝑙)2𝑙(

1
𝑝−1)𝑙−

𝑑−1
𝜃 𝐹 (𝑥)
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з деякою сталою 𝐶10 > 0 належить класу 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), 1 6 𝜃 < ∞.

Якщо ж 𝜃 = ∞, використовуючи оцiнку (2.26), отримуємо

‖𝐹 (·)‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

‖𝑠‖16𝑙

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−1‖𝛿*𝑠(𝐹, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪

≪
(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀−1
sup
‖𝑠‖16𝑙

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≪

≪
(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀−1
sup
‖𝑠‖16𝑙

2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝) ≪

(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀−1
2𝑙(1−

1
𝑝),

тобто функцiя

𝑓10(𝑥) = 𝐶11𝜔(2
−𝑙)2𝑙(

1
𝑝−1)𝐹 (𝑥),

належить класу 𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) з деякою сталою 𝐶11 > 0.

Покажемо, що побудованi вище функцiї 𝑓9 та 𝑓10 реалiзують оцiнку

знизу в (4.22). Для цього скористаємося вiдомим спiввiдношенням (див.,

наприклад, [15, § 2.6]), яке для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) i 𝑔 ∈ 𝐿𝑞′(R𝑑) має

вигляд

‖𝑓(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) = sup
‖𝑔(·)‖𝐿𝑞′ (R

𝑑)61

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥, (4.30)

де 1
𝑞 +

1
𝑞′ = 1.

Нехай 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) i 𝑆M(𝑓,𝑥) — цiла функцiя вигляду (1.28), носiй

перетворення Фур’є якої мiститься у множинi M =
⋃︀
𝑠∈ℒ

𝑄*
2𝑠, mesM 6 𝑀 .

Тодi, згiдно з наведеним вище спiввiдношенням, можемо записати

‖𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) = sup
‖𝑔(·)‖𝐿𝑞′ (R

𝑑)61

∫︁
R𝑑

⃒⃒(︀
𝑓(𝑥)− 𝑆M(𝑓,𝑥)

)︀
𝑔(𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥.

(4.31)

Покладемо

𝑔(𝑥) = 𝐶122
− 𝑙

𝑞 𝑙−
𝑑−1
𝑞′ 𝐹 (𝑥), 𝐶12 > 0,

i покажемо, що з деякою константою 𝐶12 > 0 для норми функцiї 𝑔(𝑥)

справедлива нерiвнiсть ‖𝑔(·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) 6 1.
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Для цього встановимо, що

‖𝐹 (·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) ≪ 2
𝑙
𝑞 𝑙

𝑑−1
𝑞′ , 1 < 𝑞′ < ∞. (4.32)

Нехай спочатку 1 < 𝑞′ 6 2. Тодi згiдно з твердженням 2.1 i нерiвнiстю

|𝑎+ 𝑏|𝛼 6 |𝑎|𝛼 + |𝑏|𝛼, 0 6 𝛼 6 1,

можемо записати

‖𝐹 (·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) ≪

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ∑︁

‖𝑠‖16𝑙

|𝛿*𝑠(𝐹, ·)|2
)︃ 1

2
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞′(R𝑑)

=

=

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

‖𝛿*𝑠(𝐹, ·)‖
𝑞′

𝐿𝑞′(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑞′

. (4.33)

Використовуючи (2.26), продовжимо оцiнку (4.33)

‖𝐹 (·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) ≪

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

2‖𝑠‖1(1−
1
𝑞′ )𝑞

′

⎞⎠ 1
𝑞′

≪ 2
𝑙
𝑞

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

1

⎞⎠ 1
𝑞′

≪ 2
𝑙
𝑞 𝑙

𝑑−1
𝑞′ .

Якщо 2 < 𝑞′ < ∞, то використовуючи лему 2.2 та спiввiдношення

(2.26), отримуємо

‖𝐹 (·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) ≪

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

‖𝛿*𝑠(𝐹, ·)‖
𝑞′

𝐿𝑞(R𝑑)
2‖𝑠‖1(

1
𝑞−

1
𝑞′ )𝑞

′

⎞⎠ 1
𝑞′

≪

≪

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

2‖𝑠‖1(1−
1
𝑞)𝑞′2‖𝑠‖1(

1
𝑞−

1
𝑞′ )𝑞

′

⎞⎠ 1
𝑞′

6 2
𝑙
𝑞

⎛⎝∑︁
‖𝑠‖16𝑙

1

⎞⎠ 1
𝑞′

≪ 2
𝑙
𝑞 𝑙

𝑑−1
𝑞′ .

Нехай 1 6 𝜃 < ∞. Пiдставляючи в (4.31) функцiї 𝑓9 i 𝑔 та враховуючи,

що 𝑀 ≍ 2𝑙𝑙𝑑−1 i ‖𝑔(·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) 6 1, будемо мати

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓9
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓9(·)−𝑆M(𝑓9, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) >
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> inf
ℒ : mesM6𝑀

∫︁
R𝑑

⃒⃒(︀
𝑓9(𝑥)− 𝑆M(𝑓9,𝑥)

)︀
𝑔(𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥 ≫

≫ inf
ℒ : mesM6𝑀

∫︁
R𝑑

⃒⃒
𝜔(2−𝑙)2𝑙(

1
𝑝−1)𝑙−

𝑑−1
𝜃

(︀
𝐹 (𝑥)− 𝑆M(𝐹,𝑥)

)︀
2−

𝑙
𝑞 𝑙−

𝑑−1
𝑞′ 𝐹 (𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥 >

> 𝜔(2−𝑙)2𝑙(
1
𝑝−

1
𝑞−1)𝑙−(𝑑−1)( 1

𝜃+
1
𝑞′ )×

× inf
ℒ : mesM6𝑀

⎛⎝∫︁
R𝑑

|𝐹 (𝑥)|2𝑑𝑥−
∫︁
R𝑑

|𝑆M(𝐹,𝑥)𝐹 (𝑥)|𝑑𝑥

⎞⎠ . (4.34)

Враховуючи, що згiдно з (4.32) при 𝑞 = 𝑞′ = 2 отримуємо∫︁
R𝑑

|𝐹 (𝑥)|2𝑑𝑥 = ‖𝐹 (·)‖2𝐿2(R𝑑) ≍ 2𝑙𝑙𝑑−1

i, як показано у роботi [145], має мiсце спiввiдношення∫︁
R𝑑

⃒⃒
𝑆M(𝐹,𝑥)𝐹 (𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥 6 𝑀,

оцiнку (4.34) продовжимо таким чином

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓9
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≫

≫ 𝜔(2−𝑙)2𝑙(
1
𝑝−

1
𝑞−1)𝑙−(𝑑−1)( 1

𝜃+
1
𝑞′ )
(︀
2𝑙𝑙𝑑−1 −𝑀

)︀
≫

≫ 𝜔(2−𝑙)2𝑙(
1
𝑝−

1
𝑞−1)𝑙−(𝑑−1)( 1

𝜃+
1
𝑞′ )2𝑙𝑙𝑑−1 ≍ 𝜔(2−𝑙)2𝑙(

1
𝑝−

1
𝑞)𝑙(𝑑−1)( 1

𝑞−
1
𝜃).

Цiлком аналогiчно у випадку 𝜃 = ∞, пiдставляючи у (4.31) функцiї

𝑓10 та 𝑔, отримуємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓10
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓10(·)− 𝑆M(𝑓10, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫ 𝜔(2−𝑙)2𝑙(
1
𝑝−

1
𝑞)𝑙

𝑑−1
𝑞 .

Оцiнки знизу в (4.22) встановлено.

Теорему 4.11 доведено.

Наведемо декiлька зауважень стосовно одержаних в теоремi 4.11 оцi-

нок.
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Зауваження 4.12. Порiвнюючи результати теореми 4.11 i тверджен-

ня 4.4 робимо висновок, що у випадку 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 𝑞 6 𝜃 6 ∞ i

𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1
𝑝−

1
𝑞 , величини 𝑒F𝑀

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

,

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, рiвнi за порядком. Якщо ж 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 < 𝑞 < ∞
i 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1

𝑝 −
2
𝑞 +

1
𝜃 , то має мiсце порядкове спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

𝑛−(𝑑−1)( 1
𝜃−

1
𝑞),

де 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Зауваження 4.13. Нехай 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Якщо Ω(𝑡) =

=
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡𝑟1𝑗 i Ω ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 = 𝑟1 > max
{︁

1
𝑝 −

1
𝑞 ;

1
𝑝 −

2
𝑞 +

1
𝜃

}︁
, то з теореми 4.11

отримаємо оцiнку

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝑀−(𝑟1− 1
𝑝+

1
𝑞)
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1− 1
𝑝+

2
𝑞−

1
𝜃 ,

яка, при вказаних вище значеннях параметрiв, збiгається з оцiнкою на-

веденою у твердженнi 1.10. Проте зауважимо, що у даному твердженнi

умова на координати вектора 𝑟 є бiльш слабкою, а саме вимагається,

щоб виконувалася умова 𝑟1 > 1
𝑝 − 1

𝑞 , а тому при 1 6 𝜃 < 𝑞 < ∞ i
1
𝑝 −

1
𝑞 < 𝑟1 6 1

𝑝 −
2
𝑞 +

1
𝜃 для класiв 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) справедливою є оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝑀−(𝑟1− 1
𝑝+

1
𝑞).

Далi наведемо результат, який дає оцiнку величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

у випадку 1 < 𝑝 = 𝑞 6 2.

Теорема 4.14. Нехай 1 < 𝑝 6 2, 1 6 𝜃 6 ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(𝑡1 · . . . · 𝑡𝑑), де
𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > max

{︁
0; 1𝜃 −

1
𝑝

}︁
. Тодi для будь-яких натуральних 𝑛 та

𝑀 = 𝑀(𝑛), таких що 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, справедливе порядкове спiввiдноше-

ння

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃). (4.35)

Доведення. Спочатку встановимо в (4.35) оцiнку зверху. Оскiльки

у випадку 𝜃 > 𝑝 маємо 𝛼 > 0, то необхiдна оцiнка, згiдно з (1.30), слiдує
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iз оцiнки наближення класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) цiлими функцiями 𝑆𝑄̃𝑛

(𝑓, ·) за
умови, що 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 (див. твердження 4.3), маємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≪ ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃).

Таким чином залишається отримати оцiнку зверху у випадку

1 6 𝜃 < 𝑝. При цьому будемо використовувати мiркування аналогiчнi до

тих, що проводилися при встановленнi оцiнки зверху в теоремi 4.11.

Нехай 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). В якостi апарату наближення виберемо фун-

кцiю

𝑆M(𝑓,𝑥) =
∑︁
𝑠∈ℒ′

𝛿*𝑠(𝑓,𝑥), M =
⋃︁
𝑠∈ℒ′

𝑄*
2𝑠,

де множина ℒ′ будується аналогiчно, як при доведеннi теореми 4.11. Тодi⃦⃦
𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)

⃦⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)

𝛿*𝑠(𝑓, ·) +
∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

6

6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

+

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

= 𝐼3+𝐼4. (4.36)

Використовуючи твердження 4.3 при 1 6 𝜃 < 𝑝, а також враховуючи

вибiр числа 𝑛
0
i те, що 𝜔 задовольняє умову (𝑆𝛼) з деяким 𝛼 > 1

𝜃 −
1
𝑝 ,

можемо записати

𝐼3 ≪ 𝜔(2−𝑛0) =
𝜔(2−𝑛0)

2−𝛼𝑛0
2−𝛼𝑛0 ≪ 𝜔(2−𝑛)2−𝛼(𝑛0−𝑛) ≍

≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛−𝛼(𝑑−1) ≪ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃). (4.37)

Для оцiнки величини 𝐼4, скориставшись твердженням 2.1 i нерiвнiстю

|𝑎+ 𝑏|𝑐 6 |𝑎|𝑐 + |𝑏|𝑐, де 0 < 𝑐 6 1, 𝑎, 𝑏 ∈ R, одержуємо

𝐼4 =

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≪

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ∑︁

𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

|𝛿*𝑠(𝑓, ·)|2
)︃ 1

2
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

6

6

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ(𝑛0)∖ℒ′

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖
𝑝
𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝑝

. (4.38)
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Далi, мiркуючи подiбно, як i при встановленнi оцiнки величини 𝐼2

(див. (4.27) i (4.28)), з (4.38) отримуємо

𝐼4 ≪ (2𝑛𝑛𝑑−1)(
1
𝑝−

1
𝜃)

(︃ 𝑛
0∑︁

𝑙=𝑛+1

(︀
𝜔(2−𝑙)

)︀𝑝
2𝑙𝑝(

1
𝜃−

1
𝑝)𝐵𝜃

𝑙

)︃ 1
𝑝

. (4.39)

Враховуючи, що 𝜔 задовольняє умову (𝑆𝛼) з 𝛼 > 1
𝜃 −

1
𝑝 , продовжимо

оцiнку (4.39):

𝐼4 ≪ (2𝑛𝑛𝑑−1)
1
𝑝−

1
𝜃
𝜔(2−𝑛)

2−𝛼𝑛

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

2−𝑙𝑝(𝛼−(
1
𝜃−

1
𝑝))𝐵𝜃

𝑙

)︃ 1
𝑝

≪

≪ (2𝑛𝑛𝑑−1)
1
𝑝−

1
𝜃
𝜔(2−𝑛)

2−𝛼𝑛
2−𝑛(𝛼−

1
𝜃+

1
𝑝)

(︃
𝑛0∑︁

𝑙=𝑛+1

𝐵𝜃
𝑙

)︃ 1
𝑝

=

= 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃)

⎛⎜⎝
⎛⎝ 𝑛

0∑︁
𝑙=𝑛+1

∑︁
𝑠∈Δ*(𝑙)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃⎞⎠ 1
𝜃

⎞⎟⎠
𝜃
𝑝

≪

≪ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃)‖𝑓(·)‖

𝜃
𝑝

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

6 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃). (4.40)

Беручи до уваги (4.37) i (4.40), з (4.36) отримуємо

‖𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
𝑝−

1
𝜃).

Отже, оцiнку зверху в теоремi 4.14 встановлено.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу в (4.35). Для цього, як i при

доведеннi теореми 4.11, побудуємо екстремальнi функцiї 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑),

якi її реалiзують. Нехай натуральнi числа 𝑛 i 𝑀 = 𝑀(𝑛) такi, що

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 i кiлькiсть точок з цiлочисловими координатами у множинi

𝐹𝑛 =
⋃︁

𝑠∈Δ*(𝑛)
𝜌*+(𝑠) була б бiльшою за 4𝑀 .

У залежностi вiд значення параметра 𝜃 розглянемо такi функцiї:

𝑓11(𝑥) = 𝐶13𝜔(2
−𝑛)2𝑛(

1
𝑝−1)𝑛−𝑑−1

𝜃

∑︁
𝑘∈𝐹𝑛

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶13 > 0,
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якщо 1 6 𝜃 < ∞ та

𝑓12(𝑥) = 𝐶14𝜔(2
−𝑛)2𝑛(

1
𝑝−1)

∑︁
𝑘∈𝐹𝑛

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶14 > 0,

якщо 𝜃 = ∞.

Аналогiчно до того, як це було зроблено при доведеннi теореми 4.11,

покажемо, що функцiї 𝑓11 i 𝑓12 належать до класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) i 𝑆Ω

𝑝,∞𝐵(R𝑑)

вiдповiдно.

Для 𝑓11, скориставшись означення норми функцiй у просторi

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) (1.66) i оцiнкою (2.26), отримуємо

‖𝑓11(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓11, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−1)𝑛−𝑑−1

𝜃

(︀
𝜔(2−𝑛)

)︀−1

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝐹𝑛

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 2𝑛(
1
𝑝−1)𝑛−𝑑−1

𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)

2‖𝑠‖1𝜃(1−
1
𝑝)

⎞⎠ 1
𝜃

≍ 2𝑛(
1
𝑝−1)𝑛−𝑑−1

𝜃 2𝑛(1−
1
𝑝)𝑛

𝑑−1
𝜃 = 1.

Отже, 𝑓11 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) з деякою сталою 𝐶13 > 0.

Для 𝑓12, скориставшись означенням норми функцiй у просторi

𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) (1.67), вiдповiдно будемо мати

‖𝑓12(·)‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠∈Δ*(𝑛)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−1‖𝛿*𝑠(𝑓12, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪

≪ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−1)(︀𝜔(2−𝑛))︀−1

sup
𝑠∈Δ*(𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝐹𝑛

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 2𝑛(
1
𝑝−1)2𝑛(1−

1
𝑝) = 1.

Тому 𝑓12 ∈ 𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) з деякою сталою 𝐶14 > 0.
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Нехай ℒ— така довiльна множина в Z𝑑+, що для множиниM =
⋃︀
𝑠∈ℒ

𝑄*
2𝑠

має мiсце спiввiдношення mesM 6 𝑀 . Тодi для кiлькостi елементiв мно-

жиниΔ*(𝑛)∖ℒ має мiсце спiввiдношення |Δ*(𝑛) ∖ ℒ| ≍ 𝑛𝑑−1. Враховуючи

це, у залежностi вiд того, якi значення приймає параметр 𝑝, розглянемо

два випадки.

Нехай спочатку 1 < 𝑝 < 2, 1 6 𝜃 < ∞. Для функцiї 𝑓11 i

𝑆M(𝑓11,𝑥) =
∑︁
𝑠∈ℒ

𝛿*𝑠(𝑓11,𝑥)

згiдно з лемою 2.3 та спiввiдошенням (2.26) отримуємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓11
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓11(·)− 𝑆M(𝑓11, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≫

≫

(︃∑︁
𝑠>0

‖𝛿*𝑠
(︀
𝑓11(·)− 𝑆M(𝑓11, ·), ·

)︀
‖𝑝
𝐿2(R𝑑)

2‖𝑠‖1(
1
2−

1
𝑝)𝑝

)︃ 1
𝑝

=

=

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)∖ℒ

‖𝛿*𝑠(𝑓11, ·)‖
𝑝
𝐿2(R𝑑)

2‖𝑠‖1(
1
2−

1
𝑝)𝑝

⎞⎠ 1
𝑝

≫

≫ 2𝑛(
1
2−

1
𝑝)𝜔(2−𝑛)2𝑛(

1
𝑝−1)𝑛−𝑑−1

𝜃 2
𝑛
2

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)∖ℒ

1

⎞⎠ 1
𝑝

≍

≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛−𝑑−1
𝜃 𝑛

𝑑−1
𝑝 ≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1

𝑝−
1
𝜃).

Нехай тепер 𝑝 = 2, 1 6 𝜃 < ∞. Тодi, скориставшись твердженням 2.1,

маємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
2,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓11
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓11(·)− 𝑆M(𝑓11, ·)‖𝐿2(R𝑑) ≫

≫

(︃∑︁
𝑠>0

‖𝛿*𝑠(𝑓11(·)− 𝑆M(𝑓11, ·), ·)‖2𝐿2(R𝑑)

)︃ 1
2

=
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=

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)∖ℒ

‖𝛿*𝑠(𝑓11, ·)‖2𝐿2(R𝑑)

⎞⎠ 1
2

≫ 𝜔(2−𝑛)2−
𝑛
2𝑛−𝑑−1

𝜃 2
𝑛
2

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)∖ℒ

1

⎞⎠ 1
2

≍

≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛−𝑑−1
𝜃 𝑛

𝑑−1
2 ≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1

2−
1
𝜃).

У випадку 𝜃 = ∞ для функцiї 𝑓12, згiдно з лемою 2.3, у випадку

1 < 𝑝 < 2, одержуємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓12
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mesM6𝑀

‖𝑓12(·)− 𝑆M(𝑓12, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≫

≫

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)∖ℒ

‖𝛿*𝑠(𝑓12, ·)‖
𝑝
𝐿2(R𝑑)

2‖𝑠‖1(
1
2−

1
𝑝)𝑝

⎞⎠ 1
𝑝

≫

≫ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−1)2𝑛(

1
2−

1
𝑝)2

𝑛
2

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)∖ℒ

1

⎞⎠ 1
𝑝

≫ 𝜔(2−𝑛)𝑛
𝑑−1
𝑝 .

Цiлком аналогiчно, як i для функцiї 𝑓11, при 𝑝 = 2 i 𝜃 = ∞ маємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
2,∞𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿2(R𝑑)

≫ 𝜔(2−𝑛)𝑛
𝑑−1
2 .

Оцiнку знизу в (4.35) встановлено.

Теорему 4.14 доведено.

Далi наведемо декiлька зауважень щодо одержаних у теоремi 4.14

оцiнок.

Зауваження 4.15. Порiвнюючи результати теореми 4.14 i тверджен-

ня 4.3 робимо висновок, що у випадку 1 < 𝑝 6 2, 𝑝 6 𝜃, i 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з

𝛼 > 0, величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

i ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

, 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1,

рiвнi за порядком. Якщо ж 1 < 𝑝 6 2, 1 6 𝜃 < 𝑝 i 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1
𝜃 −

1
𝑝 ,

то при 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 має мiсце порядкове спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

𝑛−(𝑑−1)( 1
𝜃−

1
𝑝).
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Зауваження 4.16. Нехай 1 < 𝑝 6 2, 1 6 𝜃 6 ∞. Якщо Ω(𝑡) =
𝑑∏︀
𝑗=1

𝑡𝑟1𝑗 i

Ω ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 = 𝑟1 > max
{︁
0; 1

𝜃 −
1
𝑝

}︁
, то виконується спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝑀−𝑟1
(︀
log𝑑−1𝑀

)︀𝑟1+ 1
𝑝−

1
𝜃 ,

яке збiгається з оцiнкою наведеною у твердженнi 1.11 (див. [145]) при

1 < 𝑝 < 2 i у випадку 𝑝 = 2, за вiдповiдних умов, з результатом теоре-

ми 2.26. Проте зауважимо, що у твердженнi 1.11 i теоремi 2.26 умова на

координати вектора 𝑟 є бiльш слабкою, а саме вимагається, щоб викону-

валася умова 𝑟1 > 0, а тому у випадку 1 6 𝜃 < 𝑝 6 2 i 0 < 𝑟1 6 1
𝜃 −

1
𝑝

для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) справедливою є оцiнка

𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

≍ 𝑀−𝑟1.

Проаналiзувавши одержанi в теоремах 4.11 i 4.14 результати для

класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), та спiвставивши їх з вiдповiдними результатами для

класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) з тверджень 1.10 та 1.11 i теореми 2.26 бачимо, що

на противагу до класiв з домiнуючою мiшаною похiдною у випадку

дослiдження узагальнених класiв, вдається отримати оцiнки величи-

ни 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

для вужчого дiапазону значень вiдповiдного па-

раметра 𝛼. Так, зокрема, порядки величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

при

1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 < 𝑞 < ∞, 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 1
𝑝 −

1
𝑞 < 𝛼 6 1

𝑝 −
2
𝑞 +

1
𝜃

i у випадку 1 6 𝜃 < 𝑝 6 2, 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 0 < 𝛼 6 1
𝜃 −

1
𝑝 залишаються

невiдомими.

4.4. Порядковi оцiнки апроксимацiйних

характеристик класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй

метрицi

У даному пунктi одержано точнi за порядком оцiнки наближення функ-

цiй iз класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiального
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типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболiчному

хрестi i на множинах iншої структури, лебегова мiра яких є скiнченною,

а також на множинах, якi породжуються поверхнями рiвня функцiї Ω(𝑡)

у випадку, коли похибка наближення оцiнюється у рiвномiрнiй метрицi.

При одержанi результатiв, а саме для встановлення оцiнок зверху,

ключове значення вiдiграє нерiвнiсть рiзних метрик для цiлих функцiй

експоненцiального типу, яка наведена у твердженнi 1.1 i яку для дослi-

джуваних випадкiв можемо записати у такiй формi.

Якщо 1 < 𝑝 < 𝑞 = ∞, то для цiлої функцiї експоненцiального типу

𝑔𝜈 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑑), 𝜈𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑, має мiсце нерiвнiсть

‖𝑔𝜈(·)‖𝐿∞(R𝑑) 6 2𝑑

(︃
𝑑∏︁
𝑗=1

𝜈𝑗

)︃ 1
𝑝

‖𝑔𝜈(·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (4.41)

4.4.1. Наближення цiлими функцiями експоненцiального ти-

пу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому

гiперболiчному хрестi та цiлими функцiями спецiаль-

ного вигляду

Встановимо точнi за порядком оцiнки величин (4.12) i (1.29) для функцiй

𝑓 з класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). Мають мiсце такi результати.

Теорема 4.17. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, Ω(𝑡) = 𝜔(𝑡1 · . . . · 𝑡𝑑), де
𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1

𝑝. Тодi справедливе порядкове спiввiдношення

ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)2
𝑛
𝑝𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃). (4.42)

Теорема 4.18. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(𝑡1 · . . . · 𝑡𝑑),
де 𝜔 ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1

𝑝. Тодi для будь-яких натуральних 𝑛 та 𝑀 = 𝑀(𝑛)

таких, що 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 справедливе порядкове спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 𝜔(2−𝑛)2
𝑛
𝑝𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃). (4.43)
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Перш нiж перейти до доведення сформульованих теорем, вiдзначи-

мо, що з оцiнок (4.42) i (4.43) випливає, що ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍
≍ 𝑒F𝑀

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

, де 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1. Оскiльки має мiсце спiввiдноше-

ння (1.30), то достатньо встановити оцiнку зверху в теоремi 4.17 i оцiнку

знизу в теоремi 4.18.

Доведення оцiнки зверху в теоремi 4.17. Нехай 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Тодi, скориставшись нерiвнiстю Мiнковського (2.2), з врахуванням вiд-

повiдного коментаря, та нерiвнiстю (4.41), можемо записати

‖𝑓(·)− 𝑆𝑄̃𝑛
(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

‖𝑠‖16𝑛

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

‖𝑠‖1>𝑛

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

6
∑︁

‖𝑠‖1>𝑛

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪

≪
∑︁

‖𝑠‖1>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑝 ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (4.44)

Щоб продовжити оцiнку (4.44), розглянемо спочатку випадок, коли

1 6 𝜃 < ∞. Тодi, застосувавши до останньої суми нерiвнiсть Гельдера (з

вiдповiдною модифiкацiєю при 𝜃 = 1) i врахувавши, що Ω(𝑡) задовольняє

умову (𝑆𝛼) з 𝛼 > 1
𝑝 , будемо мати

∑︁
‖𝑠‖1>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑝 ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) 6

⎛⎝ ∑︁
‖𝑠‖1>𝑛

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

×

×

⎛⎝ ∑︁
‖𝑠‖1>𝑛

(︁
Ω(2−𝑠)2

‖𝑠‖1
𝑝

)︁ 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

≪

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

⎛⎝ ∑︁
‖𝑠‖1>𝑛

(︂
Ω(2−𝑠)

2−𝛼‖𝑠‖1
2−(𝛼−

1
𝑝)‖𝑠‖1

)︂ 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

≪

≪ 𝜔(2−𝑛)

2−𝛼𝑛
2−(𝛼−

1
𝑝)𝑛𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃) = 𝜔(2−𝑛)2
𝑛
𝑝𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃). (4.45)
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Нехай тепер 𝜃 = ∞. Тодi, беручи до уваги, що згiдно з (1.67)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ Ω(2−𝑠),

оскiльки Ω(𝑡) ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1
𝑝 , для останньої суми з (4.44) можемо записати∑︁

‖𝑠‖1>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑝 ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪

∑︁
‖𝑠‖1>𝑛

2
‖𝑠‖1
𝑝 Ω(2−𝑠) ≪

≪ 𝜔(2−𝑛)

2−𝛼𝑛

∑︁
‖𝑠‖1>𝑛

2−(𝛼−
1
𝑝)‖𝑠‖1 ≪ 𝜔(2−𝑛)2

𝑛
𝑝𝑛𝑑−1. (4.46)

Таким чином, спiвставивши (4.45) i (4.46), отримаємо оцiнку зверху

в (4.42)

ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≪ 𝜔(2−𝑛)2
𝑛
𝑝𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃).

Доведення оцiнки знизу в теоремi 4.18. Нехай

Δ*(𝑛) =
{︁
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑+ : 𝑠1 + . . .+ 𝑠𝑑 = 𝑛

}︁
i

𝑄̃𝑛 =
⋃︁

𝑠∈Δ*(𝑛)

𝑄*
2𝑠,

тодi mes 𝑄̃𝑛 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1.

Вкажемо функцiї 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), якi будемо будувати на основi функ-

цiї 𝐷𝑘(𝑥) (2.23), що реалiзують шукану оцiнку знизу.

Розглянемо функцiю

𝑓13(𝑥) = 𝐶15𝜔(2
−𝑛)2−𝑛(1−

1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃

∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶15 > 0,

якщо 1 6 𝜃 < ∞, i

𝑓14(𝑥) = 𝐶16𝜔(2
−𝑛)2−𝑛(1−

1
𝑝)
∑︁

𝑠∈Δ*(𝑛)

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥), 𝐶16 > 0,

якщо 𝜃 = ∞.
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Переконаємося, що данi функцiї належать класам 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) i

𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) вiдповiдно.

Для 𝑓13 згiдно з означенням норми (1.66) та з урахуванням оцiнки

(2.26) будемо мати

‖𝑓13(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓13, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍

⎛⎝(︀𝜔(2−𝑛))︀𝜃2−𝑛(1− 1
𝑝)𝜃𝑛−(𝑑−1)

∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃 ⃦⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍ 2−𝑛(1−
1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)

2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝)

⎞⎠ 1
𝜃

=

= 2−𝑛(1−
1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃 2𝑛(1−
1
𝑝)

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Δ*(𝑛)

1

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 1.

Вiдповiдно для 𝑓14, згiдно з (1.67), отримаємо

‖𝑓14(·)‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠∈Δ*(𝑛)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−1‖𝛿*𝑠(𝑓14, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍

≍ 𝜔(2−𝑛)2−𝑛(1−
1
𝑝) sup

𝑠∈Δ*(𝑛)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−1

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≍

≍ 2−𝑛(1−
1
𝑝) sup

𝑠∈Δ*(𝑛)

2‖𝑠‖1(1−
1
𝑝) ≪ 1.

Далi, нехай ℒ — така довiльна множина векторiв 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) з

цiлими невiд’ємними координатами, що для M =
⋃︀

𝑠∈ℒ𝑄
*
2𝑠 виконується

спiввiдношення mes M 6 𝑀 . У подальших мiркуваннях будемо вважати,

що числа 𝑀 i 𝑛 пов’язанi спiввiдношеннями

mes 𝑄̃𝑛 6 4 mes M < mes 𝑄̃𝑛+1. (4.47)
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У такому випадку можемо записати

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓13
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mes M6𝑀

‖𝑓13(·)− 𝑆M(𝑓13, ·)‖𝐿∞(R𝑑) >

> inf
ℒ : mes M6𝑀

⃒⃒
‖𝑓13(·)‖𝐿∞(R𝑑) − ‖𝑆M(𝑓13, ·)‖𝐿∞(R𝑑)

⃒⃒
. (4.48)

Зауважимо, що в 𝑆M(𝑓13, ·), за рахунок вибору функцiї 𝑓13, будуть

входити лише тi доданки 𝛿*𝑠(𝑓9, ·), для яких 𝑠 ∈ ℒ ∩ Δ*(𝑛). Зазначи-

мо також, що має мiсце оцiнка (2.37), яку в даних позначеннях можна

записати таким чином⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈Δ*(𝑛)

∑︁
𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2𝑛𝑛𝑑−1. (4.49)

Скориставшись (4.49) та (4.47), оцiнку (4.48) можемо продовжити на-

ступним чином

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> 𝜔(2−𝑛)2−𝑛(1−
1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃 (2𝑛𝑛𝑑−1 −𝑀) ≫

≫ 𝜔(2−𝑛)2−𝑛(1−
1
𝑝)𝑛−𝑑−1

𝜃 2𝑛𝑛𝑑−1 = 𝜔(2−𝑛)2
𝑛
𝑝𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃).

Аналогiчно, як i для 𝑓13, у випадку 𝜃 = ∞, отримуємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓14
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mes M6𝑀

‖𝑓14(·)− 𝑆M(𝑓14, ·)‖𝐿∞(R𝑑) ≫ 𝜔(2−𝑛)2−
𝑛
𝑝𝑛𝑑−1.

Оцiнки знизу в теоремi 4.18 встановлено.

Теореми 4.17 i 4.18 доведено.

Зауваження 4.19. Вiдзначимо, що результат теореми 4.17 доповнює

оцiнки величини ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

у випадку 𝑞 = ∞. Для ряду iнших

спiввiдношень мiж параметрами 𝑝 i 𝑞 оцiнки даної апроксимацiйної ха-

рактеристики встановлено в [113,144] i наведено у твердженнях 4.3, 4.4.

Крiм цього, оцiнку (4.42) у випадку Ω(𝑡) = 𝑡𝑟 = 𝑡𝑟1 · . . . · 𝑡𝑟1, 0 < 𝑟1 < 𝑙,

тобто коли класи 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) збiгаються з класами 𝑆𝑟

𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) встановлено

у теоремi 2.15.
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Зауваження 4.20. Питанням знаходження точних за порядком оцiнок

наближення класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних з домiнуючою

мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) та їхнiх узагальнень (класiв Нiкольського–

Бєсова i типу Нiкольського–Бєсова) у рiвномiрнiй метрицi схiдчасто–

гiперболiчними сумами Фур’є (див., наприклад, (3.5)) присвяченi робо-

ти [109,120,198,217].

Зауваження 4.21. Порядковi оцiнки величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

у

випадку, коли Ω(𝑡) = 𝑡𝑟 = 𝑡𝑟1 · . . . · 𝑡𝑟1, 0 < 𝑟1 < 𝑙, 𝑗 = 1, 𝑑, встановлено у

теоремi 2.21.

Зауваження 4.22. Для класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних з

домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) та їхнiх узагальнень величина

(1.49), аналогом якої, як уже вiдмiчалося, є (1.29), у рiвномiрнiй метрицi

дослiджувалася у роботах [45,201].

4.4.2. Наближення цiлими функцiями експоненцiального ти-

пу з носiями їхнього перетворення Фур’є на множинах

породженими поверхнями рiвня функцiї Ω

Встановимо порядковi за параметром 𝑁 оцiнки величини

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

, де, вiдповiдно до (1.68), 𝜅(𝑁) задається таким

чином:

𝜅(𝑁) =

{︂
𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) ∈ Z𝑑+ : Ω(2−𝑠)2

‖𝑠‖1
𝑝 >

1

𝑁

}︂
,

Теорема 4.23. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, Ω(𝑡) ∈ Φ𝛼,𝑙, з деяким

𝛼 > 1
𝑝, тодi справедлива порядкова оцiнка

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒1− 1
𝜃 . (4.50)

Доведення. Спочатку встановимо у (4.50) оцiнку зверху. Нехай

𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑). Використавши нерiвнiсть Мiнковського та нерiвнiсть
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(4.41), одержимо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)− ∑︁

𝑠∈𝜅(𝑁)

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

𝛿*𝑠(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≪
∑︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

2
‖𝑠‖1
𝑝 ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑). (4.51)

Далi, щоб продовжити оцiнку (4.51), розглянемо два випадки.

Нехай 1 6 𝜃 < ∞. Тодi, застосувавши до (4.51) нерiвнiсть Гельдера

(з вiдповiдною модифiкацiєю при 𝜃 = 1), а також врахувавши спiввiдно-

шення (4.8) з урахуванням того, що Ω(𝑡) ∈ Φ𝛼,𝑙 з 𝛼 > 1
𝑝 , отримаємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿∞(R𝑑)

≪

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃⎞⎠ 1
𝜃

×

×

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

(︁
2

‖𝑠‖1
𝑝 Ω(2−𝑠)

)︁ 𝜃
𝜃−1

⎞⎠1− 1
𝜃

≪

≪ ‖𝑓(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒1− 1
𝜃 ≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒1− 1
𝜃 .

Якщо ж 𝜃 = ∞, то для 𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑), згiдно з (1.67), має мiсце

спiввiдношення ‖𝛿*𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ Ω(2−𝑠). Тому, використовуючи (4.8),

маємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿∞(R𝑑)

≪
∑︁

𝑠∈𝜅⊥(𝑁)

2
‖𝑠‖1
𝑝 Ω(2−𝑠) ≪ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒
.

Оцiнку зверху в теоремi встановлено.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу. Для цього розглянемо кiль-

ка випадкiв у залежностi вiд значень параметра 𝜃 та побудуємо функцiї

𝑓 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), для яких оцiнки знизу величин ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓
)︀
𝐿∞(R𝑑)

спiвпа-

дають за порядком з оцiнками знизу величин ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

в

(4.50). Цi функцiї також будемо будувати на основi функцiї 𝐷𝑘(𝑥), яка

означена згiдно з формулою (2.23).



239

Розглянемо функцiю

𝑓15(𝑥) = 𝐶17

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥),

при 1 6 𝜃 < ∞ та

𝑓16(𝑥) = 𝐶18

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥),

при 𝜃 = ∞.

Покажемо, що для певного вибору сталих 𝐶17 > 0 та 𝐶18 > 0 данi

функцiї належать до класу 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) та 𝑆Ω

𝑝,∞𝐵(R𝑑) вiдповiдно.

Для 𝑓15, скориставшись означенням норми (1.66) та використовуючи

спiввiдношення (2.26), отримаємо

‖𝑓15(·)‖𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) ≍

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃‖𝛿*𝑠(𝑓15, ·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≍

≍
⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

(︀
Ω(2−𝑠)

)︀−𝜃(︀
Ω(2−𝑠)

)︀𝜃×
×2−‖𝑠‖1𝜃(1− 1

𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠̃)

𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜃

𝐿𝑝(R𝑑)

⎞⎠ 1
𝜃

≪

≪
⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃

⎛⎝ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

2−‖𝑠‖1𝜃(1− 1
𝑝)2‖𝑠‖1𝜃(1−

1
𝑝)

⎞⎠ 1
𝜃

≪ 1.

Отже, 𝑓15 ∈ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑).

Для 𝑓16, скориставшись означенням норми (1.67) та використовуючи

оцiнку (2.26), можемо записати

‖𝑓16(·)‖𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑) ≍ sup

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

‖𝛿*𝑠(𝑓16, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
=



240

= sup
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

𝐶18

Ω(2−𝑠)2‖𝑠‖1𝜃(1−
1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︀

𝑘∈𝜌*+(𝑠)
𝐷𝑘(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

Ω(2−𝑠)
6 𝐶19, 𝐶19 > 0,

i тому 𝑓16 ∈ 𝑆Ω
𝑝,∞𝐵(R𝑑).

Враховуючи, що 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓15, ·) = 0, одержуємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓15
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

= ‖𝑓15(·)‖𝐿∞(R𝑑). (4.52)

Перш нiж продовжити оцiнку (4.52), покажемо, що

ℐ =

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒
. (4.53)

Встановимо спочатку оцiнку зверху. Згiдно з нерiвнiстю Мiнковсько-

го, (2.26) та (4.8) отримуємо

ℐ 6
∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≪

≪
∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)2‖𝑠‖1 ≪

∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2
‖𝑠‖1
𝑝 ≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒
.

Вiдповiдно для оцiнки знизу маємо

ℐ = ess sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)
∑︁

𝑘∈𝜌*+(𝑠)

𝐷𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= ess sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 2𝑠𝑗𝑥𝑗 − sin 𝜂(𝑠𝑗)2
𝑠𝑗−1𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ >

>
∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 1− sin
𝜂(𝑠𝑗)
2

2−𝑠𝑗
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≫
∑︁

𝑠∈Θ(𝜅⊥(𝑁))

Ω(2−𝑠)2−‖𝑠‖1(1− 1
𝑝)2‖𝑠‖1 ≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒
.

З урахуванням оцiнки (4.53), для (4.52) можемо записати

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

>
⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒− 1
𝜃
1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒
≍

≍ 1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒1− 1
𝜃 .

Оскiльки, згiдно з побудовою функцiї 𝑓16, маємо 𝑆𝑄(𝜅(𝑁))(𝑓16, ·) = 0,

то, беручи до уваги оцiнку (4.53), одержуємо

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑓16
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= ‖𝑓16(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍
1

𝑁

⃒⃒
Θ(𝜅⊥(𝑁))

⃒⃒
.

Оцiнки знизу в (4.50) встановлено.

Теорему 4.23 доведено.

Зауваження 4.24. Скориставшись спiввiдношенням (4.3), отриманi в

теоремi 4.23 оцiнки можна переписати таким чином

ℰ𝑄(𝜅(𝑁))

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 1

𝑁

(︀
log2𝑁

)︀(𝑑−1)(1− 1
𝜃).

Висновки до роздiлу 4

У даному роздiлi:

1. Встановлено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з уза-

гальнених класiв з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за до-

помогою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього

перетворення Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями

рiвня функцiї Ω(𝑡) i похибка наближення оцiнюється у метрицi про-

стору 𝐿𝑞(R𝑑), а параметри 𝑝 та 𝑞 задовольняють таким спiввiдно-

шенням: 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞; 1 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞.
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2. Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз класiв

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй метрицi за допомогою цiлих функцiй експо-

ненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдча-

стому гiперболiчному хрестi.

3. Одержано точнi за порядком оцiнки величини наближення функцiй

iз класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй зi спектром на мно-

жинах скiнченної мiри у метрицi просторi 𝐿𝑞(R𝑑) при певних спiв-

вiдношеннях мiж параметрами 𝑝 i 𝑞. При цьому виявлено, що у де-

яких ситуацiях величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

мають рiзнi порядки.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано у працях [9, 11, 12,

14, 16] зi списку публiкацiй i, вiдповiдно, [70, 154, 218, 245, 249] зi списку

використаних джерел, а також опублiкованi у тезах конференцiй [30, 31,

36, 38] i, вiдповiдно, [114,143,153,240].
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Роздiл 5

Апроксимацiйнi характеристики

функцiй з iзотропних та анiзотропних

класiв Нiкольського–Бєсова

У даному роздiлi дослiджуються апроксимацiйнi характеристики функ-

цiй багатьох змiнних iз iзотропних та анiзотропних класiв Нiкольського–

Бєсова. Для iзотропних класiв функцiй знайдено точнi за порядком оцiн-

ки наближення сумами типу Валле Пуссена у рiвномiрнiй та iнтегральнiй

метриках. Також для даних класiв функцiй одержано точнi за поряд-

ком оцiнки наближення за допомогою цiлих функцiй експоненцiального

типу з носiєм їхнього перетворення Фур’є на множинах скiнченної мiри.

Для анiзотропних класiв Нiкольського–Бєсова функцiй багатьох змiнних

встановлено точнi за порядком оцiнки найкращого наближення у про-

сторi Лебега 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, за допомогою цiлих функцiй з носiями

їхнього перетворення Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”. У випадку,

коли похибка наближення оцiнюється у рiвномiрнiй метрицi одержано

точнi за порядком оцiнки вiдхилення функцiй з даних класiв вiд їхнiх

вiдрiзкiв iнтеграла Фур’є.

5.1. Допомiжнi означення та твердження

Зазначимо, що вiдповiдно до позначень п. 1.4.2 величини (1.83) i (1.85)

в iзотропному випадку будемо позначати ℰ𝐷2𝑛

(︀
·
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i 𝐸𝐷2𝑛

(︀
·
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

з

урахуванням того, що множина 𝐷𝑎𝑠 визначається, як уже вiдмiчалося,
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наступним чином:

𝐷2𝑠 = 𝐷2𝑠,...,2𝑠 =
{︁
𝜆 : |𝜆𝑗| < 2𝑠, 𝑗 = 1, 𝑑, 𝑠 > 0

}︁
.

Так, для iзотропних класiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) має мiсце таке твердження.

Твердження 5.1. Нехай 1 6 𝑝 6 𝑞 < ∞, 𝑞 ̸= 1, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi, якщо

𝑟 > 𝑑
(︁
1
𝑝 −

1
𝑞

)︁
, то справедливе порядкове спiввiдношення

ℰ𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟−𝑑(
1
𝑝−

1
𝑞)). (5.1)

У випадку 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞ спiввiдношення (5.1) встановлене в [149], а

при 𝑝 = 1, 1 < 𝑞 < ∞, — в [67].

5.2. Наближення функцiй з iзотропних класiв

Нiкольського–Бєсова у рiвномiрнiй та

iнтегральнiй метриках

У цьому пунктi встановлено точнi за порядком оцiнки наближенням

функцiй з iзоторопних класiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) частинними сумами типу Валле

Пуссена для величини (1.98). Справджується наступне твердження.

Теорема 5.2. Нехай 1 6 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Якщо 𝑟 > 𝑑
𝑝 , то має мiсце

порядкове спiввiдношення

ℰ𝑛
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟−
𝑑
𝑝). (5.2)

Доведення. Перш нiж безпосередньо перейти до доведення теоре-

ми зауважимо, що виконання умови 𝑟 > 𝑑
𝑝 , згiдно з твердженням 1.32,

забезпечує належнiсть функцiй 𝑓 з класу 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) i до простору 𝐿∞(R𝑑).

Встановимо спочатку оцiнку зверху. Оскiльки для 1 6 𝑝 < ∞, згiдно

з (1.74), має мiсце вкладення 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ⊂ 𝐻𝑟

𝑝(R𝑑), то шукану оцiнку до-

статньо отримати для ℰ𝑛
(︀
𝐻𝑟
𝑝(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

. Далi для 𝑓 ∈ 𝐻𝑟
𝑝(R𝑑), згiдно
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з (1.89), можемо записати ‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ 2−𝑠𝑟. Тому, використавши не-

рiвнiсть Мiнковського та нерiвнiсть “рiзних метрик” для цiлих функцiй

експоненцiального типу (див. (4.41)), отримаємо⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)−

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝑞𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛

𝑞𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2
𝑠𝑑
𝑝 ‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪

≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2
𝑠𝑑
𝑝 2−𝑠𝑟 6 2−𝑛(𝑟−

𝑑
𝑝).

Оцiнку зверху встановлено.

Перейдемо до встановлення в (5.2) оцiнки знизу. Оскiльки

𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) ⊂ 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑), то шукану оцiнку достатньо отримати для

ℰ𝑛
(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

.

Розглянемо функцiю, яка побудована на основi неперiодичного ядра

Валле Пуссена (1.90)

𝑣𝑛+1(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

(︀
𝑉2𝑛+1(𝑥𝑗)− 𝑉2𝑛(𝑥𝑗)

)︀
, 𝑛 ∈ N, 𝑥𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑.

Оцiнимо попередньо ‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿∞(R𝑑). Маємо

‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿∞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

(︀
𝑉2𝑛+1(𝑥𝑗)− 𝑉2𝑛(𝑥𝑗)

)︀⃦⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

=
𝑑∏︁
𝑗=1

⃦⃦
𝑉2𝑛+1(𝑥𝑗)− 𝑉2𝑛(𝑥𝑗)

⃦⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

=
𝑑∏︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
cos 2𝑛+1𝑥𝑗 − cos 2𝑛+2𝑥𝑗

2𝑛+1𝑥2𝑗
− cos 2𝑛𝑥𝑗 − cos 2𝑛+1𝑥𝑗

2𝑛𝑥2𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

=
𝑑∏︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
sin 3 · 2𝑛𝑥𝑗 sin 2𝑛𝑥𝑗

2𝑛𝑥2𝑗
− sin 3 · 2𝑛−1𝑥𝑗 sin 2

𝑛−1𝑥𝑗
2𝑛−1𝑥2𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

=
𝑑∏︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
sin 3 · 2𝑛−1𝑥𝑗 sin 2

𝑛−1𝑥𝑗
2𝑛−1𝑥2𝑗

(︀
2 cos 3 · 2𝑛−1𝑥𝑗 cos 2

𝑛−1𝑥𝑗 − 1
)︀ ⃦⃦⃦⃦

𝐿∞(R𝑑)

=



246

=
𝑑∏︁
𝑗=1

sup
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
2𝑛−1 sin 3𝑥𝑗 sin𝑥𝑗

𝑥2𝑗
(2 cos 3𝑥𝑗 cos𝑥𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
=

= 2(𝑛−1)𝑑
𝑑∏︁
𝑗=1

sup
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
sin 3𝑥𝑗 sin𝑥𝑗

𝑥2𝑗
(2 cos 3𝑥𝑗 cos𝑥𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
. (5.3)

Для того, щоб продовжити (5.3) оцiнимо спочатку sup𝑥𝑗 зверху. Ма-

ємо

sup
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
sin 3𝑥𝑗 sin𝑥𝑗

𝑥2𝑗
(2 cos 3𝑥𝑗 cos𝑥𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
6 sup

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
3
sin 3𝑥𝑗 sin𝑥𝑗

𝑥2𝑗

⃒⃒⃒⃒
6

6 3 sup
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
sin 3𝑥𝑗 sin𝑥𝑗

𝑥2𝑗

⃒⃒⃒⃒
6 9. (5.4)

Тепер оцiнимо sup𝑥𝑗 в (5.3) знизу:

sup
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
sin 3𝑥𝑗 sin𝑥𝑗

𝑥2𝑗
(2 cos 3𝑥𝑗 cos𝑥𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
>

>

⃒⃒⃒⃒
sin 3𝜋2 sin

𝜋
2(︀

𝜋
2

)︀2 (︁
2 cos 3

𝜋

2
cos

𝜋

2
− 1
)︁ ⃒⃒⃒⃒

=
4

𝜋2
. (5.5)

На пiдставi оцiнок (5.3), (5.4) та (5.5) робимо висновок, що

‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2𝑛𝑑. (5.6)

Зауважимо, що для ‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) при 1 6 𝑝 < ∞ в [67] встановлено

оцiнку

‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍ 2𝑛𝑑(1−
1
𝑝). (5.7)

Об’єднуючи оцiнки (5.6) та (5.7) можемо записати

‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍ 2𝑛𝑑(1−
1
𝑝), 1 6 𝑝 6 ∞. (5.8)

Розглянемо тепер функцiю

𝑓1(𝑥) = 𝐶12
−𝑛𝑑( 𝑟

𝑑+1− 1
𝑝)𝑣𝑛+1(𝑥), 𝐶1 > 0, (5.9)

i переконаємося, що при певному виборi сталої 𝐶1 вона належить класу

𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑).
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Оскiльки носiй перетворення Фур’є функцiї 𝑣𝑛+1 мiститься на мно-

жинi {︁
𝜆 : 2𝑛 6 max

𝑗=1,𝑑
|𝜆𝑗| 6 2𝑛+2

}︁
,

то згiдно з зазначеним вище, щодо носiя перетворення Фур’є функцiй

𝑞𝑠(𝑓), 𝑠 = 0, 1, . . ., отримаємо, що всi функцiї 𝑞𝑠(𝑣𝑛+1) окрiм, можливо,

𝑞𝑛(𝑣𝑛+1), 𝑞𝑛+1(𝑣𝑛+1) та 𝑞𝑛+2(𝑣𝑛+1), тотожно дорiвнюють нулевi.

Отже, згiдно з (1.94) будемо мати

‖𝑓1(·)‖𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) ≍

∑︁
𝑠∈Z+

2𝑠𝑟‖𝑞𝑠(𝑓1, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

= 𝐶12
−𝑛𝑑( 𝑟

𝑑+1− 1
𝑝)
∑︁
𝑠∈Z+

2𝑠𝑟‖𝑞𝑠(𝑣𝑛+1)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

= 𝐶12
−𝑛𝑑( 𝑟

𝑑+1− 1
𝑝)
(︁
2𝑛𝑟‖𝑞𝑛(𝑣𝑛+1)‖𝐿𝑝(R𝑑) + 2(𝑛+1)𝑟‖𝑞𝑛+1(𝑣𝑛+1)‖𝐿𝑝(R𝑑)+

+2(𝑛+2)𝑟‖𝑞𝑛+2(𝑣𝑛+1)‖𝐿𝑝(R𝑑)

)︁
. (5.10)

Оцiнимо кожний iз доданкiв правої частини (5.10).

Виходячи з означення 𝑞𝑠(𝑓) та формули (1.91), враховуючи спiввiдно-

шення (5.8), властивiсть згортки (3.8) i властивiсть 4) для 𝑉2𝑠, одержуємо

‖𝑞𝑛(𝑣𝑛+1)‖𝐿𝑝(R𝑑) = ‖𝜎2𝑛(𝑣𝑛+1)− 𝜎2𝑛−1(𝑣𝑛+1)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

=

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

‖
(︀
𝑉2𝑛(·)− 𝑉2𝑛−1(·)

)︀
* 𝑣𝑛+1(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) 6

6

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2 1

(2𝜋)
𝑑
2

‖𝑉2𝑛(·)− 𝑉2𝑛−1(·)‖𝐿1(R𝑑)‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) 6 𝐶22
𝑛𝑑(1− 1

𝑝).

(5.11)

Аналогiчнi оцiнки отримаємо i для ‖𝑞𝑛+1(𝑣𝑛+1)‖𝐿𝑝(R𝑑) та ‖𝑞𝑛+2(𝑣𝑛+1)‖𝐿𝑝(R𝑑).

Тодi (5.10) можна продовжити таким чином

‖𝑓1(·)‖𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) 6 𝐶12

−𝑛𝑑( 𝑟
𝑑+1− 1

𝑝)
(︁
𝐶22

𝑛𝑟2𝑛𝑑(1−
1
𝑝) + 𝐶32

(𝑛+1)𝑟2𝑛𝑑(1−
1
𝑝) +

+ 𝐶42
(𝑛+2)𝑟2𝑛𝑑(1−

1
𝑝)
)︁
6 𝐶5.
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Отже, при вiдповiдному виборi сталої 𝐶1 функцiя 𝑓1 належить класу

𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑).

Далi, згiдно з вибором функцiї 𝑓1 i властивостями функцiї 𝑣𝑛+1 для

V𝑛−1(𝑓1, ·), що означеється формулою (1.96), маємоV𝑛−1(𝑓1, ·) = 0. Тому,

враховуючи (5.6), отримаємо

ℰ𝑛
(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> ℰ𝑛
(︀
𝑓1
)︀
𝐿∞(R𝑑)

= ‖𝑓1(·)−V𝑛−1(𝑓1, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

= ‖𝑓1(·)‖𝐿∞ ≍ 2−𝑛𝑑(
𝑟
𝑑+1− 1

𝑝)‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2−𝑛(𝑟−
𝑑
𝑝).

Оцiнки знизу отримано.

Теорему 5.2 доведено.

Далi розглянемо випадок, коли параметри 𝑝 i 𝑞 в задачi про оцiнку

величин ℰ𝑛
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

приймають крайнi значення, тобто 1 або ∞.

Теорема 5.3. Нехай 𝑟 > 0, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi, для

(𝑝, 𝑞) ∈
{︀
(1, 1), (∞,∞)

}︀
має мiсце порядкове спiввiдношення

ℰ𝑛
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 2−𝑛𝑟. (5.12)

Доведення. Оскiльки має мiсце вкладення (1.74), то оцiнку звер-

ху достатньо встановити для класiв 𝐵𝑟
𝑝,∞(R𝑑) ≡ 𝐻𝑟

𝑝(R𝑑). Як зазначало-

ся, для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐻𝑟
𝑝(R𝑑) з (1.95) випливає спiввiдношення

‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ 2−𝑠𝑟. Тодi, використавши нерiвнiсть Мiнковського, може-

мо записати

ℰ𝑛
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(·)−

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝑞𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛

𝑞𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

≪

≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) 6
∞∑︁
𝑠=𝑛

2−𝑠𝑟 6 2−𝑛𝑟.

Оцiнку зверху в (5.12) встановлено.

Оцiнку знизу в (5.12), як i у попереднiй теоремi, достатньо встановити

для класу 𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑). Розглянемо функцiї:

𝑓2(𝑥) = 𝐶62
−𝑛𝑑( 𝑟

𝑑+1)𝑣𝑛+1(𝑥), 𝐶6 > 0, при 𝑝 = ∞
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i

𝑓3(𝑥) = 𝐶72
−𝑛𝑟𝑣𝑛+1(𝑥), 𝐶7 > 0, при 𝑝 = 1. (5.13)

Як i при доведеннi теореми 5.2, з урахуванням зауваження щодо носiя

перетворення Фур’є 𝑞𝑠(𝑣𝑛+1) i оцiнки (5.11), можна показати, що данi

функцiї належать класу 𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) при певному виборi сталих 𝐶6 та 𝐶7.

Окрiм того, V𝑛−1(𝑓2, ·) = 0 i V𝑛−1(𝑓3, ·) = 0. Тому, враховуючи (5.8),

маємо

ℰ𝑛
(︀
𝐵𝑟

∞,1(R𝑑)
)︀
𝐿∞(R𝑑)

> ℰ𝑛
(︀
𝑓2
)︀
𝐿∞(R𝑑)

= ‖𝑓2(·)−V𝑛−1(𝑓2, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

= ‖𝑓2(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑑(
𝑟
𝑑+1)‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟.

Аналогiчно

ℰ𝑛
(︀
𝐵𝑟

1,1(R𝑑)
)︀
𝐿1(R𝑑)

> ℰ𝑛
(︀
𝑓3
)︀
𝐿1(R𝑑)

= ‖𝑓3(·)−V𝑛−1(𝑓3, ·)‖𝐿1(R𝑑) =

= ‖𝑓3(·)‖𝐿1(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿1(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑟.

Оцiнки знизу встановлено.

Теорему 5.3 доведено.

Зробимо декiлька коментарiв стосовно одержаних результатiв.

Проаналiзувавши одержанi у даному пiдпунктi оцiнки (5.2) i (5.12)

бачимо, що вони не залежать вiд значення параметра 𝜃, тобто є однако-

вими як для iзотропних класiв Нiкольського, так i для iзотропних класiв

Бєсова.

Як уже вiдмiчалося в одновимiрному випадку (𝑑 = 1) iзотропнi класи

Нiкольскього–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R) збiгаються з класами з домiнуючою мiша-

ною гладкiсть 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R). Вiдповiдно оцiнка встановлена у теоремi 5.2 спiв-
падає з оцiнкою наслiдку 2.13 при 1 < 𝑝 < ∞, а у випадку 𝑝 = 1 — з оцiн-

кою наслiдку 2.18. Крiм цього, оцiнка теореми 5.3 у випадку 𝑝 = 𝑞 = 1,

𝜃 = ∞, спiвпадає з оцiнкою для класiв 𝑆𝑟1𝐻(R) i наведена у тверджен-

нi 1.8.
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Встановленi в теоремах 5.2, 5.3 оцiнки доповнюють результати по

знаходженню точних за порядком оцiнок апроксимацiйних характерис-

тик класiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), що наведенi у твердженнi 5.1. Iзотропнi класи типу

Нiкольського–Бєсова також дослiджувалися в [66,67].

Вiдмiтимо також, що iзотропнi класи типу Нiкольського–Бєсова перi-

одичних функцiй багатьох змiнних з точки зору знаходження точних за

порядком оцiнок деяких апроксимацiйних характеристик дослiджували-

ся, зокрема, у роботах [65,85,95,101].

5.3. Наближення функцiй з iзотропних класiв

Нiкольського–Бєсова цiлими функцiями

спецiального вигляду

Для функцiй з iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) також

будемо розглядати величину типу (1.27) вiдповiдним чином, з урахуван-

ням специфiки дослiджуваних класiв функцiй, модифiкувавши агрегат

наближення (1.28).

Нехай ℒ позначає довiльний скiнченний набiр чисел 𝑠 ∈ Z+,

M = M(ℒ) =
⋃︀
𝑠∈ℒ

Γ2𝑠. Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, покладемо

𝑆M(𝑓,𝑥) =
∑︁
𝑠∈ℒ

𝑓(𝑠)(𝑥). (5.14)

Зауважимо, що у цьому випадку 𝑆M(𝑓,𝑥) є цiлою функцiєю, яка нале-

жить простору 𝐿𝑞(R𝑑) i носiй її перетворення Фур’є зосереджений на

множинi M, тобто

supp𝑆M(𝑓,𝑥) ⊆ M =
⋃︁
𝑠∈ℒ

Γ2𝑠.

Якщо функцiя 𝑓 ∈ 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), то покладемо

𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= sup
𝑓∈𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑)

𝑒F𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, (5.15)
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де

𝑒F𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

:= inf
ℒ : mes M6𝑀

‖𝑓(·)− 𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑),

mes M — лебегова мiра множини M, 𝑀 > 0.

Аналогiчно до (1.30), згiдно з наведеними означеннями величин мо-

жемо записати таке спiввiдношення

𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≪ ℰ𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. (5.16)

Справедливе наступне твердження.

Теорема 5.4. Нехай 1 6 𝑝 6 𝑞 6 ∞, (𝑝, 𝑞) /∈
{︀
(1, 1), (∞,∞)

}︀
,

1 6 𝜃 6 ∞. Тодi, якщо 𝑟 > 𝑑
(︁
1
𝑝 −

1
𝑞

)︁
, то має мiсце порядкове спiввiд-

ношення

𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝑀− 𝑟
𝑑+

1
𝑝−

1
𝑞 . (5.17)

Доведення. Спочатку зауважимо, що виконання умови 𝑟 > 𝑑
(︁
1
𝑝 −

1
𝑞

)︁
,

згiдно з твердженням 1.32, забезпечує належнiсть функцiй 𝑓 з класу

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) також i до простору 𝐿𝑞(R𝑑).

Встановимо спочатку в (5.17) оцiнку зверху. Оскiльки має мiсце вкла-

дення 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ⊂ 𝐻𝑟

𝑝(R𝑑), 1 6 𝜃 < ∞, то шукану оцiнку достатньо отри-

мати для 𝑒F𝑀
(︀
𝐻𝑟
𝑝(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. Розглянемо кiлька випадкiв у залежностi вiд

спiввiдношень мiж параметрами 𝑝 i 𝑞.

Нехай 1 6 𝑝 < 𝑞 6 ∞. Тодi за даним числом 𝑀 ∈ N пiдберемо

число 𝑛(𝑀) iз спiввiдношення 2𝑛 ≍ 𝑀
1
𝑑 i для 𝑓 ∈ 𝐻𝑟

𝑝(R𝑑) розглянемо

наближення сумою виду

𝑆𝑛(𝑓,𝑥) =
𝑛∑︁
𝑠=0

𝑓(𝑠)(𝑥).

Нехай 𝑞
0
— деяке число, яке задовольняє умову 𝑝 < 𝑞

0
< 𝑞. Оскiль-

ки для 𝑓 ∈ 𝐻𝑟
𝑝(R𝑑) виконується спiввiдношення ‖𝑞𝑠(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ 2−𝑠𝑟,

1 6 𝑝 6 ∞, то, скориставшись нерiвнiстю Мiнковського та двiчi “нерiв-

нiстю рiзних метрик” Нiкольського (1.1), запишемо

𝑒F𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≪ ‖𝑓(·)− 𝑆𝑛(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛+1

𝑓(𝑠)(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

6
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6
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

‖𝑓(𝑠)(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≪
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

2
𝑠𝑑
(︁

1
𝑞0
− 1

𝑞

)︁
‖𝑓(𝑠)(·)‖𝐿𝑞0

(R𝑑) ≍

≍
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

2
𝑠𝑑
(︁

1
𝑞0
− 1

𝑞

)︁
‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑞0

(R𝑑) ≪
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

2
𝑠𝑑
(︁

1
𝑞0
− 1

𝑞

)︁
2
𝑠𝑑
(︁

1
𝑝−

1
𝑞0

)︁
‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

=
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

2𝑠𝑑(
1
𝑝−

1
𝑞)‖𝑞𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) 6

∞∑︁
𝑠=𝑛+1

2𝑠𝑑(
1
𝑝−

1
𝑞)2−𝑠𝑟 =

=
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

2−𝑠𝑑(
𝑟
𝑑−

1
𝑝+

1
𝑞) ≪ 2−𝑛𝑑(

𝑟
𝑑−

1
𝑝+

1
𝑞) ≍ 𝑀− 𝑟

𝑑+
1
𝑝−

1
𝑞 .

Розглянемо випадок 1 < 𝑝 = 𝑞 < ∞. Тодi для 𝑓 ∈ 𝐻𝑟
𝑝(R𝑑), з урахува-

нням (1.89) та нерiвностi Мiнковського маємо

𝑒F𝑀
(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≪ ‖𝑓(·)− 𝑆𝑛(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛+1

𝑓(𝑠)(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

6

6
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

‖𝑓(𝑠)(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) 6
∞∑︁

𝑠=𝑛+1

2−𝑠𝑟 ≪ 2−𝑛𝑟 ≍ 𝑀− 𝑟
𝑑 .

Оцiнки зверху для величини 𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

встановленi.

Отримаємо тепер в (5.17) оцiнки знизу. Оскiльки має мiсце вкладення

𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) ⊂ 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑), 1 < 𝜃 6 ∞, то шукану оцiнку достатньо отримати

для величини 𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

.

Для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R𝑑) i 𝑔 ∈ 𝐿𝑞′(R𝑑) ми будемо використовувати

спiввiдношення (4.30), яке для зручностi нагадаємо

‖𝑓(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) = sup
‖𝑔(·)‖𝐿𝑞′ (R

𝑑)61

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥, де 1

𝑞
+

1

𝑞′
= 1.

Розглянемо спочатку випадок 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞.

Нехай 𝑓 ∈ 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) i 𝑆M(𝑓,𝑥) — цiла функцiя, носiй перетворення

Фур’є якої зосереджений на множинi M =
⋃︀
𝑠∈ℒ

Γ2𝑠 i mes M 6 𝑀 .

Згiдно з наведеним спiввiдношенням, можемо записати

‖𝑓(·)−𝑆M(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) = sup
‖𝑔(·)‖𝐿′

𝑞(R𝑑)
61

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒(︀
𝑓(𝑥)−𝑆M(𝑓,𝑥)

)︀
𝑔(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥. (5.18)
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Щоб скористатися (5.18), побудуємо вiдповiднi функцiї. За заданим

𝑀 ∈ N пiдберемо 𝑛(𝑀) ∈ N так, щоб виконувалися нерiвностi

2𝑑(𝑛−2) 6 𝑀 < 2𝑑(𝑛−1). (5.19)

Розглянемо функцiю

𝐹𝑛(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑛+1−1∑︁
𝑘𝑗=2𝑛

𝐷𝑘𝑗(𝑥𝑗),

де 𝐷𝑘𝑗(𝑥𝑗) визначається згiдно з формулою (2.24), а саме

𝐷𝑘𝑗(𝑥𝑗) =

√︂
2

𝜋

(︂
2 sin

𝑥𝑗
2
cos

2𝑘𝑗 + 1

2
𝑥𝑗

)︂
· 𝑥−1

𝑗 .

Оцiнимо спочатку норму функцiї 𝐹𝑛 в метрицi простору 𝐿𝑞(R𝑑) при

1 < 𝑞 < ∞. Маємо⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

2𝑛+1−1∑︁
𝑘𝑗=2𝑛

𝐷𝑘𝑗(𝑥𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 2𝑛+1𝑥𝑗 − sin 2𝑛𝑥𝑗
𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

=

=

⎛⎝ 𝑑∏︁
𝑗=1

∫︁
R

√︂
2

𝜋

⃒⃒⃒⃒
sin 2𝑛+1𝑥𝑗 − sin 2𝑛𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑞
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑞

≍

≍

⎛⎝ 𝑑∏︁
𝑗=1

∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
sin 2𝑛−1𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑞
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑞

≍

≍ 2𝑛𝑑
𝑞−1
𝑞

⎛⎝ 𝑑∏︁
𝑗=1

∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
sin𝑥𝑗
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑞
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑞

≍ 2𝑛𝑑(1−
1
𝑞) = 2

𝑛𝑑
𝑞′ . (5.20)

Вiдповiдно на основi (5.20) отримаємо

‖𝐹𝑛(·)‖𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) ≍

∑︁
𝑠

2𝑠𝑟‖(𝐹𝑛)(𝑠)(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍ 2(𝑛+1)𝑟‖𝐹𝑛(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍

≍ 2(𝑛+1)𝑟2𝑛𝑑(1−
1
𝑝) ≍ 2𝑛𝑑(

𝑟
𝑑+1− 1

𝑝). (5.21)
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Враховуючи (5.21), отримаємо, що функцiя

𝑓4(𝑥) = 𝐶8 2
−𝑛𝑑( 𝑟

𝑑+1− 1
𝑝)𝐹𝑛(𝑥),

з деякою константою 𝐶8 > 0 належить класу 𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑).

Далi, згiдно з (5.21) маємо, що функцiя

𝑔1(𝑥) = 𝐶92
−𝑛𝑑

𝑞 𝐹𝑛(𝑥),

з деякою константою 𝐶9 > 0 задовольняє нерiвнiсть ‖𝑔1(·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) 6 1.

Отже, використовуючи (5.18) i (5.20), а також врахувавши спiввiдно-

шення (5.19), отримуємо

𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓4
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mes M6𝑀

‖𝑓4(·)− 𝑆M(𝑓4, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

= inf
ℒ : mes M6𝑀

sup
‖𝑔1(·)‖𝐿𝑞′ (R

𝑑)61

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒(︀
𝑓4(𝑥)− 𝑆M(𝑓4,𝑥)

)︀
𝑔1(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ≫

≫ inf
ℒ : mes M6𝑀

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒(︀
2−𝑛𝑑(

𝑟
𝑑+1− 1

𝑝 )𝐹𝑛(𝑥)− 𝑆M(𝑓4,𝑥)
)︀
2−

𝑛𝑑
𝑞 𝐹𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥 =

= 2−𝑛𝑑(
𝑟
𝑑+1− 1

𝑝)2−
𝑛𝑑
𝑞 inf

ℒ : mes M6𝑀

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒(︀
𝐹𝑛(𝑥)− 𝑆M(𝐹𝑛,𝑥)

)︀
𝐹𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ≫

≫ 2−𝑛𝑑(
𝑟
𝑑+1− 1

𝑝)2−
𝑛𝑑
𝑞 inf
ℒ : mes M6𝑀

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒
𝐹𝑛(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥−

∫︁
R𝑑

⃒⃒
𝑆M(𝐹𝑛,𝑥)𝐹𝑛(𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥

⎞⎠≫
≫ 2−𝑛𝑑(

𝑟
𝑑+1− 1

𝑝)2−
𝑛𝑑
𝑞

(︁
‖𝐹𝑛(·)‖2𝐿2(R𝑑) −𝑀

)︁
≫

≫ 2−𝑛𝑑(
𝑟
𝑑+1− 1

𝑝)2
𝑛𝑑
𝑞 (2𝑛𝑑 −𝑀) > 2−𝑛𝑑(

𝑟
𝑑−

1
𝑝+

1
𝑞)2𝑛𝑑

(︂
1− 1

2𝑑

)︂
≍

≍ 2−𝑛𝑑(
𝑟
𝑑−

1
𝑝+

1
𝑞) ≍ 𝑀− 𝑟

𝑑+
1
𝑝−

1
𝑞 .

Оцiнку знизу в даному випадку встановлено.

Тепер розглянемо випадок 1 6 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞. За числом 𝑀 пiдбе-

ремо число 𝑛(𝑀) ∈ N так, щоб 2𝑛𝑑 ≍ 𝑀 i 2𝑛𝑑 > 4𝑀 . У цьому випадку
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для встановлення оцiнки знизу будемо використовувати функцiю 𝑓1(𝑥)

(див. (5.9)) з теореми 5.2, яка, як показано, належить класу 𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑), а

саме

𝑓1(𝑥) = 𝐶12
−𝑛𝑑( 𝑟

𝑑+1− 1
𝑝)𝑣𝑛+1(𝑥), 𝐶1 > 0.

Далi, нехай 𝑆M(𝑓1,𝑥) цiла функцiя вигляду (5.14). Оскiльки при

𝑝 = ∞ згiдно з (5.6) ‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2𝑛𝑑, то

𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓1
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= inf
ℒ : mes M6𝑀

‖𝑓1(·)− 𝑆M(𝑓1, ·)‖𝐿∞(R𝑑) >

>
⃒⃒
‖𝑓1(·)‖𝐿∞(R𝑑) − ‖𝑆M(𝑓1, ·)‖𝐿∞(R𝑑)

⃒⃒
≫ 2−𝑛𝑑(

𝑟
𝑑+1− 1

𝑝)
(︀
2𝑛𝑑 −𝑀

)︀
≍

≍ 2−𝑛𝑑(
𝑟
𝑑+1− 1

𝑝)2𝑛𝑑 = 2−𝑛𝑑(
𝑟
𝑑−

1
𝑝) ≍ 𝑀

𝑟
𝑑+

1
𝑝 .

Останнє спiввiдношення доводить оцiнку знизу в цьому випадку.

На завершення розглянемо випадок 𝑝 = 1 i 1 < 𝑞 < ∞. У цьому

випадку знову будемо використовувати спiввiдношення (5.18) i у якостi

функцiй 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) виберемо функцiї 𝑓3(𝑥) (5.13), а саме

𝑓3(𝑥) = 𝐶72
−𝑛𝑟𝑣𝑛+1(𝑥), 𝐶7 > 0,

i

𝑔2(𝑥) = 𝐶102
−𝑛𝑑

𝑞 𝑣𝑛+1(𝑥), 𝐶10 > 0.

При цьому також вважаємо, що виконуються спiввiдношення 2𝑛𝑑 ≍ 𝑀 i

2𝑛𝑑 > 4𝑀 .

Покажемо, що при вiдповiдному виборi сталої 𝐶10 функцiя 𝑔2(𝑥) за-

довольняє умовi спiввiдношення (5.18) для функцiї 𝑔(𝑥). З урахуванням

оцiнки (5.8) i того, що 1
𝑞 +

1
𝑞′ = 1, маємо

‖𝑔2(·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) ≍ 2−
𝑛𝑑
𝑞 ‖𝑣𝑛+1(·)‖𝐿𝑞′(R𝑑) ≍ 2−𝑛𝑑(1−

1
𝑞′ )2𝑛𝑑(1−

1
𝑞′ ) = 1.

Таким чином, застосувавши спiввiдношення (5.18) до функцiй 𝑓3(𝑥)

i 𝑔2(𝑥), аналогiчно як i для 𝑓4(𝑥) та 𝑔1(𝑥), отримаємо

𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> 𝑒F𝑀
(︀
𝑓3
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

=
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= inf
ℒ : mes M6𝑀

‖𝑓3(·)− 𝑆M(𝑓3, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

= inf
ℒ : mes M6𝑀

sup
‖𝑔2(·)‖𝐿𝑞′ (R

𝑑)61

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒(︀
𝑓3(𝑥)− 𝑆M(𝑓3,𝑥)

)︀
𝑔2(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ≫

≫ 2−𝑛𝑟2−
𝑛𝑑
𝑞

(︀
‖𝑣𝑛+1‖22 −𝑀

)︀
≫ 2−𝑛𝑑(

𝑟
𝑑+

1
𝑞)2𝑛𝑑 ≍ 𝑀

𝑟
𝑑+1− 1

𝑞 .

Оцiнку знизу встановлено.

Теорему 5.4 доведено.

На завершення даного пiдпункту зробимо деякi коментарi, щодо одер-

жаних результатiв.

Як уже зазначалося, у випадку 𝑑 = 1 iзотропнi класи Нiкольського–

Бєсова𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R) тотожнi класам функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною

𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R). Вiдповiдно оцiнки величин 𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R)

)︀
𝐿𝑞(R)

з даної теореми

збiгаються з оцiнками величини 𝑒F𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿𝑞(R)

у випадках 1 6 𝑝 <

< 𝑞 6 ∞ i 1 < 𝑝 = 𝑞 6 2 (твердження 1.10, 1.11 i наслiдки 2.24, 2.28).

Варто зауважити, що в одновимiрному випадку при 2 < 𝑝 = 𝑞 < ∞ отри-

мана в теоремi 5.4 оцiнка величини (5.15) є новою й для класiв 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R).
Порiвнявши оцiнки величини 𝑒F𝑀

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

— (5.17) з оцiнками

величини ℰ𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

, якi наведенi в твердженнi 5.1 та теоре-

мi 5.2, у всiх дослiджуваних випадках робимо висновок, що на вiдмiну вiд

класiв функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R𝑑), вони одна-

ковi за порядком. Крiм того оцiнки величини 𝑒F𝑀
(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

також

не залежать вiд значення параметра 𝜃.

Для iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй ба-

гатьох змiнних найкраще ортогональне наближення, аналогом якого, у

певному сенсi, є величина 𝑒F𝑀
(︀
·
)︀
, дослiджувалося у [85,199].
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5.4. Порядковi оцiнки апроксимацiйних

характеристик функцiй з анiзотропних

класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R

𝑑)

Для невiд’ємного вектора 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑), 𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑, введемо

величину

𝑔(𝑟) =

(︃
1

𝑑

𝑑∑︁
𝑗=1

1

𝑟𝑗

)︃−1

. (5.22)

Зауважимо, що при 𝑟1 = 𝑟2 = . . . = 𝑟𝑑 = 𝑟 маємо 𝑔(𝑟) = 𝑟, крiм того,

як видно з самого означення, 𝑔(𝑟) змiнюється пропорцiйно до 𝑟, якщо

𝜌 = 𝑘𝑟, то 𝑔(𝜌) = 𝑘𝑔(𝑟).

Нашi дослiдження анiзотропних класiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) будемо проводити у

випадку, коли в означеннях норми (1.81) i (1.82) маємо 𝑏 = 2𝑔(𝑟), тобто

𝑎𝑗 = 2𝑔(𝑟)/𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑. Таким чином можемо записати

‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ≍

(︃ ∞∑︁
𝑠=0

2𝑔(𝑟)𝑠𝜃‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝜃𝐿𝑝(R𝑑)

)︃ 1
𝜃

< 1, (5.23)

при 1 6 𝜃 < ∞,

‖𝑓‖𝐵𝑟
𝑝,∞(R𝑑) ≍ sup

𝑠>0
2𝑔(𝑟)𝑠‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) < 1. (5.24)

5.4.1. Найкраще наближення функцiй з анiзотропних класiв

Нiкольського–Бєсова

Наведемо одержанi результати щодо оцiнок величин (1.84) i (1.86) з ура-

хуванням того, що при 1 < 𝑞 < ∞ виконується спiввiдношення (1.87).

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 5.5. Нехай 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi для

𝑔(𝑟) > 𝑑
(︁
1
𝑝 −

1
𝑞

)︁
, виконуються порядковi спiввiдношення

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑔(𝑟)−𝑑(
1
𝑝−

1
𝑞)), (5.25)
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де 𝑎𝑗 = 2𝑔(𝑟)/𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑.

Доведення. Перш нiж безпосередньо перейти до доведення теореми

зауважимо, що виконання умови 𝑔(𝑟) > 𝑑
(︁
1
𝑝 −

1
𝑞

)︁
, згiдно з тверджен-

ням 1.32, забезпечує належнiсть функцiй 𝑓 з класу 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) до простору

𝐿𝑞(R𝑑).

Спочатку встановимо в (5.25) оцiнки зверху. Оскiльки 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ⊂

⊂ 𝐵𝑟
𝑝,∞(R𝑑) ≡ 𝐻𝑟

𝑝 (R𝑑), 1 6 𝜃 < ∞, то шукану оцiнку достатньо отримати

для величини ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. У залежностi вiд спiввiдношення мiж

параметрами 𝑝 i 𝑞 розглянемо два випадки.

1) Нехай 1 < 𝑝 = 𝑞 < ∞. Оскiльки для 𝑓 ∈ 𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑) згiдно з (5.24) ма-

ємо ‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ 2−𝑠𝑔(𝑟), то, скориставшись нерiвнiстю Мiнковського,

будемо мати

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑝(R𝑑)

= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓, ·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=0

𝑓𝑎𝑠(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛

𝑓𝑎𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

6
∞∑︁
𝑠=𝑛

‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) 6
∞∑︁
𝑠=𝑛

2−𝑠𝑔(𝑟) ≪ 2−𝑛𝑔(𝑟).

2) Нехай тепер 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞. Тодi для 𝑓 ∈ 𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑), врахував-

ши (5.24) та скориставшись нерiвностями Мiнковського i рiзних метрик

Нiкольського (твердження 1.1), можемо записати

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓, ·)‖𝑞 =

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛

𝑓𝑎𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑞(R𝑑)

6

6
∞∑︁
𝑠=𝑛

‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑠𝑑(
1
𝑝−

1
𝑞)‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪

≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑠𝑑(
1
𝑝−

1
𝑞)2−𝑠𝑔(𝑟) =

∞∑︁
𝑠=𝑛

2−𝑠(𝑔(𝑟)−𝑑(
1
𝑝+

1
𝑞)) ≪ 2−𝑛(𝑔(𝑟)−𝑑(

1
𝑝−

1
𝑞)).
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Оцiнку зверху для величини ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i, таким чином, згiдно

з (1.87) для 𝐸𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

встановлено.

Встановимо тепер в (5.25) оцiнки знизу. Оскiльки має мiсце вкладення

𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) ⊂ 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑), 1 < 𝜃 6 ∞, то шукану оцiнку достатньо отримати

для величини ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

. Iншими словами, достатньо оцiнити

знизу величину ‖𝑓(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) для деякої функцiї 𝑓 ∈ 𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑).

З цiєю метою розглянемо функцiю 𝐹𝑘(𝑥), на основi якої побудуємо

функцiю, для якої досягається оцiнка (5.25).

Нехай 𝑘 ∈ N𝑑, 𝑘 = (𝑘, . . . , 𝑘),

𝐹𝑘(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗
−

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗
(5.26)

𝐹0(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin𝑥𝑗
𝑥𝑗

. (5.27)

Тодi для перетворення Фур’є функцiї 𝐹𝑘(𝑥) має мiсце спiввiдношення

F𝐹𝑘(𝑥) = 𝜒𝑘(𝜆) =
𝑑∏︁
𝑗=1

𝜒𝑘(𝜆𝑗),

де

𝜒𝑘(𝜆𝑗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝑎𝑘−1

𝑗 < |𝜆𝑗| < 𝑎𝑘𝑗 ,

1
2 , |𝜆𝑗| = 𝑎𝑘−1

𝑗 або |𝜆𝑗| = 𝑎𝑘𝑗 ,

0 — в iнших випадках,

𝜒0(𝑥𝑗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝜆𝑗| < 1;

1
2 , |𝜆𝑗| = 1;

0, |𝜆𝑗| > 1.

Вiдповiдно для оберненого перетворення Фур’є будемо мати

F−1𝜒𝑘(𝜆) = 𝐹𝑘(𝑥).
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Покажемо, справедливiсть останнiх рiвностей для 𝜒𝑘𝑗(𝜆𝑗) i 𝜒0(𝜆𝑗).

Для спрощення розглянемо випадок 𝑑 = 1, тобто

𝐹𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑥

𝑥
−
√︂

2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1𝑥

𝑥

та

𝐹0(𝑥) =

√︂
2

𝜋

sin𝑥

𝑥
.

Знайдемо перетворення Фур’є для функцiї 𝐹𝑘(𝑥).

Оскiльки дана функцiя парна, то для знаходження її перетворен-

ня Фур’є будемо застосовувати формулу косинус-перетворення Фур’є.

Отримаємо

F𝐹𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋

∞∫︁
0

𝐹𝑘(𝑥) cos𝜆𝑥 𝑑𝑥 =

=

√︂
2

𝜋

∞∫︁
0

(︃√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑥

𝑥
−
√︂

2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1𝑥

𝑥

)︃
cos𝜆𝑥 𝑑𝑥 =

=
2

𝜋

⎛⎝ ∞∫︁
0

sin 𝑎𝑘𝑥

𝑥
cos𝜆𝑥 𝑑𝑥−

∞∫︁
0

sin 𝑎𝑘−1𝑥

𝑥
cos𝜆𝑥 𝑑𝑥

⎞⎠ . (5.28)

Для того, щоб продовжити (5.28) спочатку проведемо пiдрахунок для

першого iнтегралу

∞∫︁
0

sin 𝑎𝑘𝑥

𝑥
cos𝜆𝑥𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

1

2

sin (𝑎𝑘 + 𝜆)𝑥+ sin (𝑎𝑘 − 𝜆)𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

=
1

2

∞∫︁
0

sin (𝑎𝑘 + 𝜆)𝑥

𝑥
𝑑𝑥+

1

2

∞∫︁
0

sin (𝑎𝑘 − 𝜆)𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

=
1

2

⎛⎝sign(𝑎𝑘 + 𝜆)

∞∫︁
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥+ sign(𝑎𝑘 − 𝜆)

∞∫︁
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥

⎞⎠ =

=
1

2

𝜋

2

(︀
sign(𝑎𝑘 + 𝜆) + sign(𝑎𝑘 − 𝜆)

)︀
. (5.29)
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Вiдповiдно для другого iнтегралу в (5.28) цiлком аналогiчно отримаємо

∞∫︁
0

sin 𝑎𝑘−1𝑥

𝑥
cos𝜆𝑥 𝑑𝑥 =

1

2

𝜋

2

(︀
sign(𝑎𝑘−1 + 𝜆) + sign(𝑎𝑘−1 − 𝜆)

)︀
. (5.30)

Тодi, пiдставивши (5.29) i (5.30) в (5.28) та врахувавши означення

функцiї sign, простим пiдрахунком одержуємо

F𝐹𝑘(𝑥) =

=
1

2

(︀
sign(𝑎𝑘 + 𝜆) + sign(𝑎𝑘 − 𝜆)− sign(𝑎𝑘−1 + 𝜆)− sign(𝑎𝑘−1 − 𝜆)

)︀
=

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝑎𝑘−1 < |𝜆| < 𝑎𝑘,

1
2 , |𝜆| = 𝑎𝑘 або |𝜆| = 𝑎𝑘−1,

0, в iнших випадках.

Для 𝐹0(𝑥) отримаємо

F𝐹0(𝑥) =
1

2
(sign(1 + 𝜆) + sign(1− 𝜆)) = 𝜒0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝜆| < 1;

1
2 , |𝜆| = 1;

0, |𝜆| > 1.

Покажемо тепер, що виконується спiввiдношення

F−1𝜒𝑘(𝜆) = 𝐹𝑘(𝑥),

яке нам також достатньо встановити у випадку 𝑑 = 1. Рiвнiсть для

F−1𝜒0(𝜆) встановлюється аналогiчно.

Знайдемо обернене перетворення Фур’є для функцiї 𝜒𝑘(𝜆)

F−1𝜒𝑘(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
−∞

𝜒𝑘(𝑡)𝑒
𝑖𝑡𝑥𝑑𝑡 =

=
1√
2𝜋

−𝑎𝑘−1∫︁
−𝑎𝑘

𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝜆+
1√
2𝜋

𝑎𝑘∫︁
𝑎𝑘−1

𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝜆 =
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=
1√
2𝜋

𝑒𝑖𝜆𝑥

𝑖𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
−𝑎𝑘−1

−𝑎𝑘
+

1√
2𝜋

𝑒𝑖𝜆𝑥

𝑖𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑎𝑘

𝑎𝑘−1

=

=
1√
2𝜋

(︃
𝑒−𝑖𝑎

𝑘−1𝑥 − 𝑒−𝑖𝑎
𝑘𝑥

𝑖𝑥
+

𝑒𝑖𝑎
𝑘𝑥 − 𝑒𝑖𝑎

𝑘−1

𝑥

𝑖𝑥

)︃
=

1√
2𝜋

(︂
cos(−𝑎𝑘−1𝑥) + 𝑖 sin(−𝑎𝑘−1𝑥)− (cos(−𝑎𝑘𝑥) + 𝑖 sin(−𝑎𝑘𝑥))

𝑖𝑥
+

+
cos(𝑎𝑘𝑥) + 𝑖 sin(𝑎𝑘𝑥)− (cos(𝑎𝑘−1𝑥) + 𝑖 sin(𝑎𝑘−1𝑥))

𝑖𝑥

)︂
=

=
1√
2𝜋

2
(︀
sin(𝑎𝑘𝑥)− sin(𝑎𝑘−1𝑥)

)︀
𝑥

=

=

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑥

𝑥
−
√︂

2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1𝑥

𝑥
= 𝐹𝑘(𝑥)

Зазначимо, що таким чином 𝐹𝑘(𝑥) — цiла функцiя з 𝐿𝑝(R𝑑), носiй

перетворення Фур’є якої зосереджений в Γ𝑎𝑘.

Перш нiж безпосередньо перейти до встановлення оцiнки знизу в

(5.25), одержимо порядок величини

‖𝐹𝑘(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗
−

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

. (5.31)

Для оцiнки зверху будемо мати

‖𝐹𝑘(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗
−

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

6

6

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

+

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

=

=

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝 𝑑∏︁
𝑗=1

𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

+

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝 𝑑∏︁
𝑗=1

𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

=



263

=

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

𝑑∏︁
𝑗=1

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

+

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

𝑑∏︁
𝑗=1

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
sin 𝑎𝑘−1

𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

=

=

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

𝑑∏︁
𝑗=1

⎛⎝𝑎
𝑘(𝑝−1)
𝑗

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
sin𝑥𝑗
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

+

+

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

𝑑∏︁
𝑗=1

⎛⎝𝑎
(𝑘−1)(𝑝−1)
𝑗

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
sin𝑥𝑗
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

≪

≪
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎
𝑘(𝑝−1)

𝑝

𝑗 +
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎
(𝑘−1)(𝑝−1)

𝑝

𝑗 ≪
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎
𝑘(1− 1

𝑝)
𝑗 =

𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎
𝑘
𝑝′

𝑗 . (5.32)

Врахувавши, що 𝑎𝑗 = 2𝑔(𝑟)/𝑟𝑗 , та спiввiдношення (5.22), оцiнку (5.32)

продовжимо таким чином

‖𝐹𝑘(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎
𝑘
𝑝′

𝑗 =
𝑑∏︁
𝑗=1

2
𝑘 𝑔(𝑟)

𝑟𝑗𝑝
′ = 2

𝑘𝑔(𝑟)

𝑝′
𝑑∑︀

𝑗=1

1
𝑟𝑗 =

= 2
𝑘𝑔(𝑟)

𝑝′
𝑑

𝑔(𝑟) = 2
𝑑𝑘
𝑝′ . (5.33)

При оцiнцi норми ‖𝐹𝑘(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) знизу отримаємо

‖𝐹𝑘(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗
−

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

>

>

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

−

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝(R𝑑)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⎛⎝∫︁

R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝 𝑑∏︁
𝑗=1

𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

−

−

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑘−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝 𝑑∏︁
𝑗=1

𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =
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=

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑑∏︁
𝑗=1

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
sin 𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

−
𝑑∏︁
𝑗=1

⎛⎝∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
sin 𝑎𝑘−1

𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒≫

≫

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎
𝑘(𝑝−1)

𝑝

𝑗 −
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎
(𝑘−1)(𝑝−1)

𝑝

𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒≫ (2

𝑑𝑘
𝑝′ − 2

𝑑(𝑘−1)

𝑝′ ) ≫ 2
𝑑𝑘
𝑝′ (5.34)

Спiвставивши (5.33) i (5.34), для ‖𝐹𝑘(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) можемо записати по-

рядкове спiввiдношення

‖𝐹𝑘(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍ 2
𝑑𝑘
𝑝′ . (5.35)

Далi розглянемо функцiю

𝑓5(𝑥) = 𝐶112
−𝑛(𝑔(𝑟)+ 𝑑

𝑝′ )𝐹𝑛(𝑥),

де 𝑛 = (𝑛, . . . , 𝑛) ∈ N𝑑, 1
𝑝 +

1
𝑝′ = 1, 𝐶11 > 0.

Покажемо, що з деякою сталою 𝐶11 > 0 функцiя 𝑓5 належить класу

𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑). Згiдно з (5.23) та (5.35) маємо

‖𝑓5(·)‖𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) ≍

∑︁
𝑠

2𝑠𝑔(𝑟)‖𝑓𝑎𝑠(𝑓5)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍

≍
∑︁
𝑠

2𝑠𝑔(𝑟)2−𝑛(𝑔(𝑟)+
𝑑
𝑝′ )‖𝐹𝑛(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≍ 2−𝑛(𝑔(𝑟)+

𝑑
𝑝′ )
∑︁
𝑠

2𝑠𝑔(𝑟)2
𝑑𝑛
𝑝′ ≪

≪ 2−𝑛(𝑔(𝑟)+
𝑑
𝑝′ )2𝑛𝑔(𝑟)2

𝑑𝑛
𝑝′ = 1.

Оскiльки за вибором функцiї 𝑓5 для неї має мiсце спiввiдношення

𝑆𝑎𝑛−1(𝑓5, ·) = 0, то

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

> ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓5
)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

= ‖𝑓5(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓5, ·)‖𝐿𝑞(R𝑑) =

= ‖𝑓5(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫ 2−𝑛(𝑔(𝑟)+
𝑑
𝑝′ )‖𝐹𝑛(·)‖𝐿𝑞(R𝑑) ≫ 2−𝑛(𝑔(𝑟)+

𝑑
𝑝′ )2

𝑑𝑛
𝑞′ =

= 2−𝑛(𝑔(𝑟)−𝑑(
1
𝑝−

1
𝑞)).

Оцiнку знизу в (5.25) встановлено.

Теорему 5.5 доведено.
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На завершення даного пiдпункту зробимо деякi коментарi.

Нехай 𝑔(𝑟) = 𝑟 = 𝑟1 = . . . = 𝑟𝑑, тобто у вектора 𝑟 усi координати

рiвнi мiж собою. Тодi оцiнку (5.25) можемо записати у такiй формi

ℰ𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 𝐸𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟−𝑑(
1
𝑝−

1
𝑞)), (5.36)

де 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞.

У цьому випадку також маємо, що анiзотропнi класи Нiкольського–

Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) збiгаються з iзотропними класами Нiкольського–Бєсова

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) i бачимо, що оцiнка (5.36) при вiдповiдних значеннях параметрiв

збiгається з оцiнкою (5.1), яка наведена у твердженнi 5.1.

В одновимiрному випадку (𝑑 = 1) оцiнка (5.25) буде мати вигляд:

ℰ𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R)

)︀
𝐿𝑞(R)

≍ 𝐸𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R)

)︀
𝐿𝑞(R)

≍ 2−𝑛(𝑟−(
1
𝑝−

1
𝑞)), (5.37)

де множина 𝐷2𝑛, як об’єднання множин Γ2𝑠, 𝑠 = 0, 𝑛, якi є об’єднанням

напiвiнтервалiв (−2𝑠,−2𝑠−1] та [2𝑠−1, 2𝑠), 𝑠 ∈ Z+, з вiдповiдною моди-

фiкацiєю при 𝑠 = 0, буде iнтервалом (−2𝑛, 2𝑛) i збiгається з множиною

𝑄̃1
𝑛 (2.18), в яку вироджується схiдчастий гiперболiчний хрест. Вiдповiд-

но анiзотропнi класи Нiкольського–Бєсова, як й iзотропнi класи, збiгаю-

ться з класами з домiнуючою мiшаною гладкiстю 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R). Оцiнка (5.37),
при вiдповiдних значеннях параметрiв, збiгається з оцiнками, якi вста-

новленi Sun Yongsheng та Wang Heping для класiв 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R) i наведенi у
твердженнях 1.5, 1.6.

5.4.2. Вiдхилення функцiй з анiзотропних класiв Нiкольсь-

кого–Бєсова вiд їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла Фур’є

Справедливе таке твердження.

Теорема 5.6. Нехай 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Тодi для 𝑔(𝑟) > 𝑑
𝑝 має

мiсце порядкове спiввiдношення

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑔(𝑟)−
𝑑
𝑝), (5.38)

де 𝑎𝑗 = 2𝑔(𝑟)/𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑑.
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Доведення. Перш нiж безпосередньо перейти до доведення теореми

зауважимо, що виконання умови 𝑔(𝑟) > 𝑑
𝑝 , згiдно з твердженням 1.32,

забезпечує належнiсть функцiй 𝑓 ∈ 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) до простору 𝐿∞(R𝑑).

Спочатку отримаємо в (5.38) оцiнку зверху. Оскiльки згiдно з (1.74)

𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) ⊂ 𝐵𝑟

𝑝,∞(R𝑑) ≡ 𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑), 1 6 𝜃 < ∞, то шукану оцiнку, як i

при встановленнi оцiнки зверху у теоремi 5.5, достатньо отримати для

величини ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

.

Згiдно з (5.24) для 𝑓 ∈ 𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑) маємо ‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿𝑝(R𝑑) ≪ 2−𝑠𝑔(𝑟).

Тому, скориставшись нерiвнiстю Мiнковського, нерiвнiстю рiзних ме-

трик (4.41), враховуючи, що 𝑎𝑗 = 2𝑔(𝑟)/𝑟𝑗 та беручи до уваги (5.22), отри-

маємо

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓
)︀
𝐿∞(R𝑑)

= ‖𝑓(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) =

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=0

𝑓𝑎𝑠(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓, ·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑠=𝑛

𝑓𝑎𝑠(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

6

6
∞∑︁
𝑠=𝑛

‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) 6
∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑑

(︃
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎𝑠𝑗

)︃ 1
𝑝

‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪

6
∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑑

(︃
𝑑∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑔(𝑟)
𝑟𝑗

)︃ 1
𝑝

‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) =
∞∑︁
𝑠=𝑛

2𝑑

⎛⎝2

𝑑∑︀
𝑗=1

𝑠𝑔(𝑟)
𝑟𝑗

⎞⎠ 1
𝑝

‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑)≪

≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2
𝑠𝑔(𝑟)

𝑝

𝑑∑︀
𝑗=1

1
𝑟𝑗 ‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪

∞∑︁
𝑠=𝑛

2
𝑠𝑑
𝑝 ‖𝑓𝑎𝑠(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≪

≪
∞∑︁
𝑠=𝑛

2
𝑠𝑑
𝑝 2−𝑠𝑔(𝑟) =

∞∑︁
𝑠=𝑛

2−𝑠(𝑔(𝑟)−
𝑑
𝑝) ≪ 2−𝑛(𝑔(𝑟)−

𝑑
𝑝).

Оцiнку зверху для величини ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐻𝑟
𝑝 (R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

встановлено.

Отримаємо тепер в (5.38) оцiнку знизу. Оскiльки 𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑) ⊂ 𝐵𝑟

𝑝,𝜃(R𝑑),

1 < 𝜃 6 ∞, то шукану оцiнку, як i при доведеннi теореми 5.5, достатньо

отримати для величини ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

. Iншими словами достат-

ньо оцiнити знизу величину ‖𝑓(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓, ·)‖𝐿∞(R𝑑) для деякої функцiї

𝑓 ∈ 𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑).
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З цiєю метою також будемо розглядати функцiю

𝑓5(𝑥) = 𝐶112
−𝑛(𝑔(𝑟)+ 𝑑

𝑝′ )𝐹𝑛(𝑥),

яка, як показано у процесi доведення теореми 5.5, з деякою констан-

тою 𝐶11 > 0 належить класу 𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑), при цьому 𝑛 = (𝑛, . . . , 𝑛) ∈ N𝑑,

1
𝑝 +

1
𝑝′ = 1 i

𝐹𝑛(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗
−

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

та

𝐹0(𝑥) =
𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin𝑥𝑗
𝑥𝑗

.

Перш нiж перейти до встановлення оцiнки знизу в (5.38), одержимо

порядок величини

‖𝐹𝑛(·)‖𝐿∞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗
−

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

. (5.39)

Попередньо зауважимо, що оскiльки 𝑎𝑗 = 2𝑔(𝑟)/𝑟𝑗 , то виконується така

рiвнiсть
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎𝑘𝑗 =
𝑑∏︁
𝑗=1

2
𝑘 𝑔(𝑟)

𝑟𝑗 = 2
𝑘𝑔(𝑟)

𝑑∑︀
𝑗=1

1
𝑟𝑗 = 2𝑘𝑔(𝑟)

𝑑
𝑔(𝑟) = 2𝑑𝑘.

Для оцiнки зверху, з урахуванням вище сказаного, будемо мати

‖𝐹𝑛(·)‖𝐿∞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗
−

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

6

6

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

+

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

=

= sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒+ sup

𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ =
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=

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

𝑑∏︁
𝑗=1

sup
𝑥𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒
sin 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
+

(︂
2

𝜋

)︂𝑑
2

𝑑∏︁
𝑗=1

sup
𝑥𝑗∈R

⃒⃒⃒⃒
sin 𝑎𝑛−1

𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
≪

≪

(︃
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎𝑛𝑗 +
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎𝑛−1
𝑗

)︃
=
(︁
2𝑑𝑛 + 2𝑑(𝑛−1)

)︁
≪ 2𝑑𝑛. (5.40)

Оцiнюючи ‖𝐹𝑛(·)‖𝐿∞(R𝑑) знизу, одержуємо

‖𝐹𝑛(·)‖𝐿∞(R𝑑) =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗
−

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

>

>

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

−

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑑∏︁
𝑗=1

√︂
2

𝜋

sin 𝑎𝑛−1
𝑗 𝑥𝑗

𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑑)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≫

≫

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎𝑛𝑗 −
𝑑∏︁
𝑗=1

𝑎𝑛−1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒≫ (2𝑑𝑛 − 2𝑑(𝑛−1)) ≫ 2𝑑𝑛. (5.41)

Спiвставляючи (5.40) i (5.41), можемо записати порядкове спiввiдно-

шення

‖𝐹𝑛(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≍ 2𝑑𝑛. (5.42)

Оскiльки, згiдно з побудовую функцiї 𝑓5, має мiсце спiввiдношення

𝑆𝑎𝑛−1(𝑓5, ·) = 0, то скориставшись (5.42) приходимо до шуканої оцiнки

знизу

ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,1(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

> ℰ𝐷𝑎𝑛

(︀
𝑓5
)︀
𝐿∞(R𝑑)

=

= ‖𝑓5(·)− 𝑆𝑎𝑛−1(𝑓5, ·)‖𝐿∞(R𝑑) = ‖𝑓5(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≫

≫ 2−𝑛(𝑔(𝑟)+
𝑑
𝑝′ )‖𝐹𝑛(·)‖𝐿∞(R𝑑) ≫ 2−𝑛(𝑔(𝑟)+

𝑑
𝑝′ )2𝑑𝑛 = 2−𝑛(𝑔(𝑟)−

𝑑
𝑝).

Оцiнку знизу в (5.38) встановлено.

Теорему 5.6 доведено.

Прокоментуємо одержаний результат.

У випадку 𝑔(𝑟) = 𝑟 = 𝑟1 = . . . = 𝑟𝑑, тобто для iзотропних класiв

Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑), з оцiнки (5.38) отримуємо

ℰ𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑)

)︀
𝐿∞(R𝑑)

≍ 2−𝑛(𝑟−
𝑑
𝑝), (5.43)
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де 1 < 𝑝 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Зауважимо, що оцiнка (5.43) буде реалiзовува-

тися аналогом функцiї 𝑓5, якщо певним чином модифiкувати вiдповiдно

до iзотропного випадку “ядро” 𝐹𝑛. Окрiм того, при вiдповiдних значеннях

параметрiв дана оцiнка збiгається з оцiкою, яка отримана у теоремi 5.2 i

реалiзується сумами типу Валле Пуссена.

В одновимiрному випадку, як уже зазначалося, анiзотропнi класи

Нiкольського–Бєсова збiгаються з класами 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R) i вiдповiдна оцiнка
збiгається з оцiнкою, яка наведена у наслiдку 2.18, а саме маємо:

ℰ𝐷2𝑛

(︀
𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R)

)︀
𝐿∞(R) ≍ ℰ𝑄̃1

𝑛

(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(R)

)︀
𝐿∞(R) ≍ 2−𝑛(𝑟−

1
𝑝).

Як видно з оцiнок (5.25) i (5.38), в анiзотропному випадку, так само як

i в iзотропному, вони не залежать вiд параметра 𝜃 для усiх 𝑑 > 1, на вiд-

мiну вiд вiдповiдних оцiнок для класiв функцiй з домiнуючою мiшаною

похiдною, в яких при 𝑑 > 2 проявляється залежнiсть вiд 𝜃.

На завершення пункту 5.4 зауважимо, що класи типу анiзотропних

класiв Нiкольського–Бєсова неперiодичних функцiй багатьох змiнних,

якi визначенi на R𝑑 з точки зору знаходження точних за порядком зна-

чень деяких апроксимацiйних характеристик дослiджувалися, зокрема,

у роботах [177,178], а у перiодичному випадку в роботах [68,69,173].

Висновки до роздiлу 5

У даному роздiлi:

1. Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй багатьох

змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) сумами

типу Валле Пуссена у рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках. Також

для функцiй з даних класiв знайдено точнi за порядком оцiнки на-

ближення у метрицi простору Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 < ∞, за допомо-

гою цiлих функцiй експоненцiального типу з певними обмеженнями

на їхнiй спектр.
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2. Для функцiй багатьох змiнних iз анiзотропних класiв Нiкольського–

Бєсова встановлено точнi за порядком оцiнки найкращого наближе-

ння у просторi 𝐿𝑝(R𝑑), 1 < 𝑝 < ∞, за допомогою цiлих функцiй з

носiями їхнього перетворення Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”.

3. Одержано точнi за порядком оцiнки вiдхилення функцiй з анiзотро-

пних класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) у рiвномiрнiй метрицi вiд

їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла Фур’є.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано у працях [5, 8, 10,

13] зi списку публiкацiй i, вiдповiдно, [239,244,246,248] зi списку викори-

станих джерел, а також опублiкованi у тезах конференцiй [20, 24, 28, 32,

33, 34] i, вiдповiдно, [137,146–148,151,238].
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Основнi результати та висновки

Основнi результати дисертацiї можна сформулювати таким чином:

∙ Для класiв функцiй з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑),

1 6 𝑝 < ∞, одержано точнi за порядком оцiнки наближення у про-

сторi Лебега 𝐿𝑞(R𝑑), 1 < 𝑞 6 ∞, за допомогою цiлих функцiй екс-

поненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiд-

частому гiперболiчному хрестi. Також встановлено точнi за поряд-

ком оцiнки наближення функцiй з даних класiв за допомогою цiлих

функцiй експоненцiального типу зi спектром спецiального вигляду

(зосередженим на множинах лебегова мiра яких є скiнченною), по-

хибка наближення оцiнюється у рiвномiрнiй метрицi.

∙ Встановлено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з кла-

сiв 𝑆𝑟
2,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй експоненцiального типу

зi спектром спецiального вигляду у метрицi простору 𝐿2(R𝑑) та по-

казано, що у випадку 1 6 𝜃 < 2 цi оцiнки є кращими вiд вiдповiдних

оцiнок наближення за допомогою цiлих функцiй експоненцiального

типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдчастому гiперболi-

чному хрестi.

∙ Одержано оцiнки норми “блокiв” Валле Пуссена, якi є аналогами сум

Валле Пуссена перiодичних функцiй багатьох змiнних, у просторi

Лебега.

∙ Для класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝑑 > 2, перiодичних функцiй з домiнуючою

мiшаною гладкiстю у метрицi простору квазiнеперервних функцiй

𝑄𝐶(T𝑑) знайдено точнi за порядком оцiнки 𝑀 -вимiрного колмого-

ровського поперечника та ентропiйних чисел у випадку 2 6 𝑝 6 ∞,

2 6 𝜃 < ∞, 𝑟1 > 1
2 .
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∙ Встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних

тригонометричних наближень класiв 𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 6 ∞, у про-

сторi 𝐵∞,1(T𝑑), 𝑑 > 1. Крiм того, у багатовимiрному випадку, 𝑑 > 2,

встановлено точнi за порядком оцiнки наближень класiв функцiй

𝑆𝑟
1,𝜃𝐵(T𝑑) їхнiми схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є у цьому ж

просторi, а також знайдено порядки ортопоперечникiв дослiджува-

них класiв функцiй. У деяких випадках дослiджено поведiнку вiд-

повiдних апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва𝑊 𝑟
1,𝛼(T𝑑)

при 𝑑 ∈ {1, 2}.

∙ Одержано точнi за порядком оцiнки ортопоперечникiв i близьких до

них апроксимацiйних характеристик класiв Соболєва 𝑊 𝑟
𝑝,𝛼(T𝑑) та

класiв Нiкольського–Бєсова 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) перiодичних функцiй однiєї

та багатьох змiнних з домiнуючою мiшаною похiдною у просторi

𝐵1,1(T𝑑).

∙ Встановлено, що у багатовимiрному випадку, на противагу одно-

вимiрному, послiдовнiсть норм лiнiйних операторiв, якi реалiзують

порядковi значення найкращого наближення класiв 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) у про-

сторi 𝐵1,1(T𝑑) за допомогою тригонометричних полiномiв з “номера-

ми” гармонiк зi схiдчастих гiперболiчних хрестiв, є необмеженою.

∙ Одержано точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з узагаль-

нених класiв з домiнуючою мiшаною похiдною 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомо-

гою цiлих функцiй експоненцiального типу з носiями їхнього пере-

творення Фур’є на множинах, якi породжуються поверхнями рiвня

функцiї Ω(𝑡) i при цьому похибка наближення оцiнюється у метрицi

простору 𝐿𝑞(R𝑑), а параметри 𝑝 та 𝑞 задовольняють таким спiввiд-

ношенням: 1 < 𝑝 6 𝑞 < ∞; 1 < 𝑝 < ∞, 𝑞 = ∞.

∙ Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення функцiй iз класiв

𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) у рiвномiрнiй метрицi за допомогою цiлих функцiй експо-

ненцiального типу з носiями їхнього перетворення Фур’є у схiдча-

стому гiперболiчному хрестi.
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∙ Одержано точнi за порядком оцiнки величини наближення функ-

цiй iз класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑) за допомогою цiлих функцiй спецiального

вигляду у просторi 𝐿𝑞(R𝑑) при деяких спiввiдношеннях мiж пара-

метрами 𝑝 i 𝑞, а саме: 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞; 1 < 𝑝 = 𝑞 6 2; 1 < 𝑝 < ∞,

𝑞 = ∞. При цьому виявлено, що iснують ситуацiї, коли величина

𝑒F𝑀
(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

i найкраще наближення функцiй iз даних кла-

сiв за допомогою цiлих функцiй з носiєм їхнього перетворення Фур’є

у схiдчастому гiперболiчному хрестi — ℰ𝑄̃𝑛

(︀
𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵(R𝑑)

)︀
𝐿𝑞(R𝑑)

мають

рiзнi порядки.

∙ Для функцiй багатьох змiнних iз iзотропних класiв Нiкольського–

Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) одержано точнi за порядком оцiнки наближення су-

мами типу Валле Пуссена у рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках.

Крiм того, знайдено точнi за порядком оцiнки наближення за допо-

могою цiлих функцiй спецiального вигляду.

∙ Для функцiй багатьох змiнних iз анiзотропних класiв Нiкольського–

Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃(R𝑑) встановлено точнi за порядком оцiнки найкращо-

го наближення за допомогою цiлих функцiй з носiями їхнього пе-

ретворення Фур’є у 𝑑-вимiрних “паралелепiпедах”, похибка набли-

ження при цьому вимiрюється у метрицi просторiв Лебега 𝐿𝑝(R𝑑),

1 < 𝑝 < ∞. Також для даних класiв функцiй одержано точнi за

порядком оцiнки вiдхилення функцiй вiд їхнiх вiдрiзкiв iнтеграла

Фур’є у рiвномiрнiй метрицi.
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