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Визначальними темами дослидження дисертанта п. Ярослава Грушки вибран! теор!я такзваних м!нливих множин, й застосування до кнематичних проблем класично?
релятивстсько! теорй, а також певн! аспекти теорй транслящйно-1нвар!антних операторивв  гльбертових просторах, важлив! для обтрунтування багатьох результатв сучаснихквантово! теорЙ поля та статистично! ф!зики { глибоко пов’язаних 13 обчислювальними
розбжностями певних ф!зичних характеристик. Зокрема, автором були з”ясован] питання
строгого означення поняття м!нливоГ множини, як множини об’ектв,—здатнихеволющюнувати довльним чином | картина еволюцй яких може залежати в!д способу
спостереження, тобто вйд системи вдлику.

Основн! математичн! об”екти автором прописано дуже читко з дотриманняммаксимально! математично! строгост!. Фактично, ця робота е спробою строго!математично! формалзаци динамки 1 створення в0пов0ног мови, яка вдповае
сучасним стандартам математично? строгост!(що використовуе теоретико-множиннумову). Тобто, користуючись шею мовою можна вдповдно математизувати певн! роздлитеоретично! физики, щоб вони стали доступними математикам. Створюеться тежможливсть  переформулювати деяких задач про неможливюсть та неюснуваннявдпов!дного типу фзичних об'ект!в, а саме такого типу задач! вимагають строгост! базових
означень, щоб адекватно зрозумти, що саме не повинно, чи може не 1снувати, оскльки1хне 1снування може суперечити певним чётко виписаним аксомам. Тут вдзначу, що в
пращ! поняття м!нливо! множини виписане щлком чик| зрозум!ло, а також дослдженоосновн! властивост! введених математичних об’ектв. причому за допомогою означенняорентовано! множини (тобто релящйноГ системи з одним рефлексивним б1нарнимвдношенням — напрямним влдношенням змн) запропоновано найприм!тивнишу
математичну модель сукупност! м!нливих об’ект!в. Для аргументованост! цих результат!в
автором отримано узагальнення принципу максимальност! Гаусдорфа, а саме теорему проте що будь-який ланцюг ор!ентовано? множини можна вкласти в максимальний ланцюг.Певн! результати автора стосуються введенню поняття часового параметра наориентованих множинах, а також введено допомижне поняття прим тивноГ мнливо!
множини, тобто ор1ентовано! множини 13 заданим на нЙ часом, або ж хронологзащею.Останне Шлком природнм чином асоциоеться 3 добре знаним в релятивстсьюйкнематиц!  математичним  поняттям . арифметизацй  просторово-часових под,параметризованих часовим параметром ! розглядуваних автором як певн! ланцюгово-орентован! множини. У звязку з цим автором доведено твердження, що будь-яку
ланцюгову орентовану множину можна точково хронолоизувати, зокрема, будь-якуорентовану множину можна хронолопзувати кваз!гочково. Також доведено для певногокласу синхронзащй ор!ентованих множин теорему про 1снування 1 едингсть внутриинього
часу, що породжуе вдпов!дну синхронзацию.

.



Напевно, варто було б в дисертацИ дещо детальниие уточнити, що введення нового
математичного поняття як, наприклад, "м!инливо! множини", чи концепщй, як от
"часонезворотност!" тощо, мають бути певним чином виправдан! щодо <нуючого стану
опису явищ релятив!стсько! кнематики наявними методами математично? физики. Тобто 1хсл иддати перев!рц! на вдповднЕсть "принципу достатньо! причини Ляйбнща" (Зистепи
Кеазоп Гефий2 Рипер!е"), доповнений вдомим в логц! принципом Окками про не
аргументоване множення сутностей. Цей принцип говорить, зокрема, що будь-яка нова
концепщя мае бути абсолютно необхдною з певно! обгрунтовано! причини, тобто е
необхдною, щоб коректно пояснити нов! ф!зичн! явища, щодо котрих 1снуюч! поняття та
концепций свое! задач! не виконують задов!льно.

В прац! також дано означення системи абстрактних траекторий (частинними випадками
котрих с траекторй руху матер!альних точок) { встановлено, що довльна система
абстрактних траектор!йй природн!м чином породжуе примтивну м!нливу множину. Автор
на конкретному приклад! показуе, що для того, щоб описати еволюцщю елементарно-
часових станв у примтивних мнливих множинах, що моделюють певн} физичн! процеси,
недостатньо 1нформацй про еволющю Йелементарних стан!в, що задаеться напрямнимвдношенням змин. У зв’язку {3 чим вводяться поняття бази елементарних процесив (яка е
певним рефлексивним 1 асиметричним б1нарним вдношенням на множин! елементарно-часових станв прим!тивно! м!нливо! множини) та поняття базово! миливо! множини, тобто
примитивно! м!нливо! множини {3 заданою на нбазою елементарних процес!в. 3
интутивно! точки зору довйльна базова м!нлива множина являе собою сукупнсть м!нливих
об’ект!в, спостереження за якою ведеться в рамках одн!еТусталено! системи вдл!ку. Також
автор доводить, що довйльна система абстрактних траектор!Й природним чином породжуебазову м!нливу множину. Автором також наводяться деяк! приклади м!нливих множин,
котр! демонструють. що математичний апарат вдпов/дно! теорйволод!е достатн!м запасом
гнучкост!.
В дисертацй п. Я. Грушки введен! також так зван! чйико видим! мёнлив! множини, тобто
м!илив! множини, вс! компоненти котрих е щшлком видимими в кожн!Й систем! вдлиКу.
Причому саме поняття «видимость, чи невидимост!» компонент!в множин сформульовано
математично не зовс!м чико. Тим не менше, автором в межах прийнятих визначень
встановлено, що «в ЧМко видимих м!инливих множинах в!дображення унфикацИ
породжуються б1ективними в!дображеннями мк множинами елементарно-часових стан!в
вдповдних систем вдлку».

Певн! результати дисертащ п. Я. Грушки стосуються кнематичних м!нливих
множини, система вдлку котрих е оснащена сво!м власним так званим «геометричним
оточенням», яке може бути метричним, топологчним, лиййним, тополочним векторнимабо 1ншим простором. На основ! введеного автором означення реального 1 ушверсального
перетворення координит мж системами в длжку у кнематичних множинах
встановлюеться необх!дна | достатня ознака 1снування ун!версального перетворення
координат у кнематичнЙ множин|, котрае в певному сене! дещо тавтологчнаа.—Як
наслидок автором формулюеться дещо контроверсЙний висновок, що у випадку 1снування
Ушверсального перетворення координат у кнематичн!й множин!, то воно, взагал! кажучи,не едине, дещо заперечуючи його ун!версальностт.

Розумування ж дисертанта на тему релятивистсько! зворотност! руху в час! та
причиновост! подй, змодельованих: базовими м!нливими множинами, асощйованими 13
рзними системами в1дл!ку, на жаль, залишились досить мало 1нформативними поза 1хнм
формально-математичним описом,- попри те, що ц! проблеми в сучасн!Й математичн!й
физиц!е досить давно, причому математично строго розв`язан! в межах математично! теорйфолащй та вдпов!дних диференщально-геометричних структур на них.Ыльше того, тут варто пригадати вдому нетрив!альну проблему з початку ХХ столитя
щодо адекватного опису одно-часовот взаемодий клькох рзних ф!зичних об’ект!в, кожен з
котрих характеризусться своею лоренцвською системою в0лку 3 власним часовим



параметром, котра була ефективно розв`язана ще в 1932 рощ! в вдомих публкащях
нобеливського лауреата з фзики П. Драка та В. Фока, { мае фундаментально важлив!
застосування в сучаснй математичнй физиц!. На жаль, про й можливе "м!нливе"
моделювання дисертант не згадуе, хоч в певному сенс! формально математичне
обгрунтування ще! проблеми було б добрим результатом застосувань теоретико-множинних результат!в автора!

Певна частина дисертацй присвячена кнематичним аспектам теорй множин та 1хнйх
вдпровдних тахонових розширень, в яких дозволясться надсевтловий рух дляматер!альних об`ект!в вдносно 1нершйних систем вдлу. Автором побудовано прикладикнематичних множин, як! е математично строгими моделями еволюцйф!зичних систем в
рамках кнематики Лоренца-Пуанкаре та й тахюнових розширеньна основ! узагальнених
перетворень Лоренца-Пуанкаре в сенс! Е. Рекам:, В. Ольховського таР. Голдон!. Зокрема
доведено, що в таких кнематичних множинах не {снуе унверсального перетворення
координат поза тривальними випадками. Дано також опис универсальних к!нематик,тобто кнематичних множин 13 заданим ун!версальним перетворенням координат, а також
побудован! приклади ун!версальних кнематик, котр! с математично строгими моделямиеволюцй фи!зичних систем в рамках згадано? вище кнематики Лоренца-Пуанкаре та йтахюнових розширень. Автором, зокрема, введено операцй еволющйного об’еднання тадиз`юнктного еволюц!ного об’еднання для ун!версальних к!нематик, а також встановлен,

що коли диз’юнктне еволющйне об’еднання двох унверсальних к!нематик !снуе, то вонозб1гаеться з 1хн!м еволющйним об’еднанням. Також доведено, що дов1льн! дв! диз’юнктн}
ун!версальн! кнематики мають диз’юнктне еволющйне об’еднання 1 що диз’юнктне
еволющйне об’еднання еволющйно видимих унверсальних кнематик е еволющЙно
ВИДИМИМ.

Автором також реал!зована щкава спроба за допомогою методв  теорй
ун!версальних к!нематик дослидити питання про “часов! парадокси”, пов’язан!з гпотезою
про 1снування матер!альних об’ект!в та пнерШйних систем вдлку, що рухаються 31
швидкстю б1льшою за швидксть свЁтла.
Було встановлено достатн!  ознаки умовноГ часозворотност! та  безумовно!
часонезворотност! ушверсальних к!нематик. Зокрема проаналзовано на безумовну часо-
незворотнсть унверсальних кнематик, котрг е математично строгими моделямиеволюци физичних систем в рамках в/дпов!дних тахюнових розширень к!нематики типуЛоренца-Пуанкаре, та доведено 1снування тахюонових кнематик, в яких дозволяеться рухти та нерушних систем волку з довмльною швидкстю, адм нною вд швидкост! свЁтла.
Останне твердження, як е встановлено в сучасний релятивстськй механщи, е дещо не
точним, а в певнй частин! щодо тахюнного руху локалзованих тв простор! час!
М!нковського е не зовс!м чётко сформульованим.

А саме, прийнято, що умовиводи, котр! грунтуються в межах виключнокнематичних терм!н!в, не дають можливост! стверджувати про в!дпов!дн! ф!зичн! насл!дки
динам!ки асоцйованих з ними ф!зичних об’ект!в. Наприклад, на сьогодн! в математичн!й
физиц! е добре знане фундаментальне релятив!стське алгебрайчне спиввдношення
Е=тс?[ 1-(у/с)?]^{- 1/23, де Е означае енермю
физично! частинки, а т -Йтак звану локалзовану масу спокою. Вважаеться, що так зван!
тахюни (якщо вони дсно 1снують) мають швидксть у > с, де величина с>0 позначаешвидксть свтла. А це означае, що маса спокою частинки буде рвна |т| \(-1), тобто
стае уявною! Поклавши тепер масу спокою т уявною, при цьому пригадавши, що {мпульс
р частинки задаеться вдомою релятивстською формулою р:=ту[1-(%/с)?]^{-1/2}. товдповдне релятив!стське спиввдношення прийме класичний вигляд: Е? - с?р? = 1264,
котре у випадку уявно! маси спокою, тобто коли т=\(-1) т], переписуеться як Е?- с?р?= - т с*, або жякЕ+ [п] с4 = с?р2. Оскльки
енергя та 1мпульс тахюна повинн! задовольнити це сшиввйдношення, ми отримуемо, щовони прискорюються, (тобто величина |\|? зростае), якщо тахюни втрачають енерг!ю,



(тобто Е? зменшуеться). Кр!м того, тахюн з нульовою енермею се просто
«трансцендентним», тобто рухаеться 13 нескнченною швидкстю!

Це все разом веде як до ф!зичних, так ! математичних поважних наслдк!в. А саме,
припустимо, що щ тахюни е заряджен!. Оскльки вони будуть рухатися швидше, ниж
швидксть св/тла у вакуум! вони повинн:, як в1домо 3 релятивистськот ф!зики, обов’язково
випромнювати так зване черенковське пром!нювання. А це, вдпов!дно, знизить його
енерию, змушуючи цей тахюн прискорюватися 1теративно ще б1льше! ]ншими словами,
заряджен! тахюни, ймов!рно, призведуть до реакцИ спонтанного утворення тахюн-
антитах!юнно! квантово! пари, котра нщиюе ланцюгову реакщю у вакуум, роблячи цей
квантовий вакуум физично нестйким. Подальший аналз цього явища вимагае
стандартного використання вже квантово! теорий поля, що е окремою вже не к!нематичною
релятивстською проблемою.

Але з кнематично! точки зору тахюни, хоч вони гпотетично рухаються швидше
свитла, вони не можуть бути шёлком невидимими, що в певн!й м!р! мало б бути описано в
межах чипко видимих мнливих множин, тобто мнлив! множини, вс! компоненти котрих е
шлком видимими в кожнИЙ систем! вдлику, при умов! чтко прописаного визначення самого
поняття «видимост!» з точки зору вдповдно! теорй вим!рю!ання. Можна собр, для
прикладу, уявити, що вони з`явилися як продукт певнот ядерно! реакцй. Осюльки вони
прискорюються 1 витрачають енермю, ми можемо «побачити» 1х, виявляючи згадане
вже вище черенковське свётло, яке вони випромнюють у прост!р, невпинно зб1льшуючи
свою швидюсть. Що щкаво, так! експерименти були вже багатократно виконан!1 не було
там знайдено жодних тахюн!в. Навть так зван! нейтральн! тахони, володпочи 1мпульсом,
можуть розсповатися на звичайнй речовин, що може бути теж експериментально
спостережене. Але жодних тах1онив теж не було знайдено.

Тепер щодо так званого використання тахюн!в для передач! 1нформаци швидше, нж
швидкЕсть свтла в порушення спещально! теорйвдносност!. Тут варто зазначити, що коли
врахувати елементарну релятивстську квантову механку тахюн!в в (3+1)-вимрн/им
простор! Минковського М\, то питання про те.чи вони «дйсно» можуть рухатися швидше,
ниж швидкеть свитла, стае  математично набагато гостришим! У цьому випадку треба
взяти до уваги, що тахюни, - це перш за все квантов! пучки хвиль, котр! задовольняють
класичне хвильове рвнянняв (3+1)- вим!рному простор! Мнковського М“.
А саме, давайте розглянемо звичайну еволющю в простор!-час! М!нковського М“ з
координатами (х,{) Е М* для локалзованого безстнового тахюна, поклавши для
зручност! швидкть свтла с=1, щоб зробити ситуащю б1льш прозорою. Тод], як в1домо,
квантово-механ!чна хвильова функщя одного такого тахюна мае задовольняти звичайне
хвильове рувняння для стн-нульових частинок, 1нвар!антне в1дносно класично! групи
симетрйЛоренца — Пуанкаре, тобто вдоме хвильове равняння Кляйна-Гордона: (0-п?)ф
=0, де фЕ 12(В3;С) та в - це добре знаний оператор д’Аламберта, який в випадку (3+1)-
вим!ру мае такий вигляд:в= 02/02-02/0х2-02/бу2-02/022, причому ми вже врахували, що
величина пл? < 0, тобто е негативною, а сама маса спокою частинки т е, як було вже
сказано вище, уявною.  Будь-який розвязок равняння Кляйна-Гордона - це лннакомб!нащя або суперпозищя розвязкв у форм! ф(6х) = ехр(ЧЕН+Крх)), =\(-1),
де беремо до уваги, що Е? р? = -т] (при с=1). Ми тут маемо два в!дм!нн! випадки: або
|РРЕ| !ми отримуемо розв’язок, який виглядае як хвиля, гребен! котро! рухаються в
простор! з1 швидюетю |Е|/р| < 1, тобто повльнише швидкост! свйтла, або ж |Р|чЕ, 1 в цьому
випадку енермя тахюна Е стае уявною. 1 ми отримаемо розв’язок, що виглядае як
просторова структура, амплитуда котро! зростае експоненшально в час!, | як функция,
перестае бути квадратично !нтегровною!

Ми повинн! взяти до уваги обидва ц! випадки. Для цього треба вивчити еволющю
розв`язкв р!вняння Клейна-Гордона з будь-якими розумними початковими даними Кош!
- тобто будь-як! розумн! значення функцй фо Е [2(В3;С) та Й перших похщних при #=0.
Щодо розв`язк!в для таких хвильових р!внянь, можна легко встановити наступне.



1). Для розв`язк!в першого випадку: якщо початков} дан! тобто функщя фо

Е
12(В3;С)

та Й часткова похдна по змннй хЕВ? е финтною, тобто нулем за межами 1нтервалу
{ХЕВ?:х| < [} при {=0,- то вдповйдн! розв’язки ривняння(5) матимуть нос лише в межах
!нтервалу {хЕВз: |х| < 1+1} в будь-який !нший момент часу { > 0. 1ншими словами,локашзован! частинко-под:бн! розв’язки не поширюються швидше, иж швидксть свтла!
Це, здаеться, н!би якось суперечить нашим уявленням, що тахюни завжди "рухаютьсяшвидше, иж швидксть свтла", але результат вище - це строгий математичний факт,
добре вдомийяк "швидюсть поширення точкового нося функцй" гтербол!чних ривнянь
математично! физики. Як додатковий насл1док 13 цього результату отримуемо також, щолокатзован! тахюнн! поля не порушують також принципу причинност!, осюльки передача1нформацй за 1хньою допомогою може бути не швидше, ниж 13 швидкстю свитла, що дещоне корелюе 13 висновком дисертацй про те, що автором насправд! доведено Гснуваннятахюнових кмематик, в яких дозволяеться рух тил та терушних систем волку здовльною швидкстю, вдмнною вшвидкост! свётла.

2. Для розв’язк!в другого випадку: виявляеться. що тепер ми не можемо розв’язатиравняння Клейна-Гордона для вах розумних початкових умов, але лише для таких, для яких
перетворення Фур'е  повнстю занулюються в {нтервал! {хЕВз: |Х| < |} при =0. Але
зидно вдомо! теореми Пел!-Вйнера, ця умова мае такий неф!зичний насл1док: розв’язати
равняння Клейна-Гордона (5) для так званих локал!зованих частинко-под!бних початкових
даних, що занулюються за межами деякого 1нтервалу {хЕВ?: ||} при Е=0 е неможливо! 1ншими словами, ми б!льше не можемо «локатзувати» наш тахюнв будь-яюйобмеженИй частин! простору. Звичайно, гребен! «хвилё» ф(&х) = ехр(ЧЕН-Кр|х)) формально
рухаються швидше, ыж швидкеть свётла, але ц! хвил! нколи не були { не можуть бутилокатзован! в просторг, тобто щ! хвилЕ як локалзован! частинки 13 певною фиксованою
швидкстю - просто не 1снували ранше, а тим бульше не можуть 1снувати взагал! нколи.

Важлива суть вказаного аналзу  полягае в тому, що не можливо н!яким чином
використати ц! вказан! вище не локалзован] в простор! тахюни для передач! 1нформацй
швидше, нёк швидксть свтла вд одного просторового пункту до 1ншого. Адже для
цього потрЕбно буде створити повдомлення, закодоване певним чином в локалзованйй
форм! в область тахмонного поля | вдправити його {3 надсвтловою швидкстю допередбачуваного приймача. Але як ми вже бачили вище, цього зробити нияк не вдасться-бо локалзован! тажюнн! поля - е субсвйтловЕ, а надсвтлов! тахонн! поля - с строгопросторово нелокальними. Додатковим висновком {3 вказаних вище м!ркувань буде
твердження, що  тахтюни як частинки повинн! бути вдкинут! не на тдстав! принципупричинности, а на гидстав! звичайно! локал!зацйчастинок в просторово-часовому вакуум!
та вдпов!дно! його математично! стабльност!,

ОстаннЙ роздл пращ дисертант присвятив дещо вдминнйЙ тем!, хоч своердним
чином теж пов`язанй 13 кнематичними властивостями руху кластерйв локал!зованих
частинок в простор!-част, а саме певному узагальненню `операторйв з обмеженим
проекщиним сл/дом над заданим гульбертовим простором 1 дослджённю властивостей
ЦЬОГО простору. Автором е введено поняття абстрактного трансляцйно 1нвар!антного
оператора в гильбертовому простор! та доведено. що звичайний слд вд транслящйно
1нвар!антних операторив в загальному випадку е розб1жним.
На основ! цього спостереження дисертант вв!в поняття узагальненого проекщйного слёду,
попередньо збудувавши линий нормований простр
линйних неперервних оператор!в з обмеженим проекщшйним сл!дом 1 встановлена його
неповнота. Грунтуючись на вдомИЙ теорйоснащених простор!в, розвинут! в працях Ю.М.
Березанського та його учнив. будуеться поповнений простёр узагальнених операторив зобмеженим проекщйним слидом та визначаеться поняття проекщЙного слду для таких
узагальнених оператор!в. Додатково автор доводить, що прост!р узагальнених оператор!в3 обмеженим проекцйним слдом можна вкласти в бльш широкий банаховий прост!р
псевдо-оператор!в з обмеженим слдом. Автором встановлено, шо на ньому можуть бути



сконструйован! ши! групи операторв,. ‘сено повязанё 13 описом еволюцй
багаточастинкових квантових систем. Як зауваження до це! конструкцийоператорв було

б добре представити клька нетриыльних прикладв таких транслящйно-1нвар!антних
оператор!в вдносно заданих на пльбертов!м простор! функшй 1 чий проекщйний слд
сюнченний.

Варто також вдзначити щкав! розумування дисертанта щодо ризних алгебрачних
числових множин та деяких логарифм!чних розширень ножини дШсних чисел 1

ппербол!чного зображення узагальнених перетворень Лоренца. Щодо вказаних автороманалопй та вдповдних 1зоморф!змв миж алгебра!чними системами, варто тут зауважити,
що блышеть з них вписуються канончним чином в поняття групово! системи та |идповдно!й лнШно! Л!-алгебра!чно! системи, не видзначених явно автором.

Пдсумовуючи сказане вище щодо основних результатв дисертанта п. Я. Грушки,
необхдно вдзначити наповненсть дисертаци значною клькстю як нових теоретико-
множинних, алгебрайчних та операторно-функщйних математичних понять, пов’язаних як _13 актуальними проблемами коректного опису к!нематики релятив!стських систем, так 1 з Ро
обчислювальними проблемами еволющйних трансляшйно-1нвар1антних систем багато-
частинкових операторв в пльбертових просторах. Поминаючи м!сця 13 дещо
надлишковою теоретико-множинною заформалзованстю отриманих автором
результатв, 1хня формульна частина доведень в бльшост! випадюв е достатньо прозора
та адекватна поставленим проблемам, а сформульован! вище деяк! зауваження до юлькох
отриманих в дисертаци результат!в стосуються виключно {х авторських 1нтерпретащй { не
шддають сумнву змкст вдповдних—доведень, проведених виключно по модулю
прийнятих означень та понять разом 13 накладеними на них спещальних алгебро-
тополопчних структур.

Виконаний дисертантом анал!з математичних проблем, повязаних 13 теоретико-
множинними аспектами релятивстсько! к!нематики та теорий транслящ но нварантних
систем операторв математично! ф1зики  представляе собою достатньо неординарне,
якмсне |1 глибоко професйне  дослдження, котре в щлост! е значним 1 високо
квалификованим вкладом в сучасн! алгебру та загальну теоретико-множинну математику.

Вважаю, що дисертацщя п. Ярослава 1вановича Грушки «Теоретико-множинн! методи
в релятивстськЙ кшематиц», представлена на здобуття наукового ступеня доктора
физико-математичних наук, ыдпов!дае вом вимогам 7,8 та 9 «Порядку присудження та
позбавлення наукового ступеня доктора наук», затвердженого постановою Кабнету
минстрв Укра!ни в17 листопада 2021 р., № 1197, ай автор заслуговуе на присвоення
йому наукового ступеня доктора ф1зико-математичних наук за спещальнстю 01.01.06 -
алгебра 1 теор1я чисел; 111-математика.
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