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математика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2023.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi нового математичного апа-

рату для математичної формалiзацiї деяких фiзичних теорiй, перш за

все релятивiстської кiнематики, та математичного моделювання еволю-

цiї складних систем, зокрема багаточастинкових систем. Основним, ба-

зовим, поняттям зазначеного математичного апарату є поняття мiнливої

множини, тобто множини об’єктiв, що можуть еволюцiонувати, i картина

еволюцiї яких може залежати вiд способу спостереження (тобто системи

вiдлiку).

В роботi дано строге означення поняття мiнливої множини i дослi-

джено властивостi мiнливих множин. Визначено поняття системи аб-

страктних траєкторiй i доведено, що довiльна система абстрактних тра-

єкторiй породжує певну базову мiнливу множину. Встановлено, що до-

вiльна базова мiнлива множина може бути породжена системою абстра-

ктних траєкторiй, якi утворенi максимальними ланцюгами на множинi

її елементарно-часових станiв. Введено класифiкацiю видимостi систем

вiдлiку в мiнливих множинах. Доведено, що за певних умов множина

систем вiдлiку мiнливої множини може розпадатись на класи видимостi,

якi попарно не перетинаються i будь-який клас видимостi є цiлком не-

видимим з iнших класiв видимостi. Доведено, що в мiнливих множинах,

всi компоненти яких є цiлком видимими в кожнiй системi вiдлiку, вiд-

ображення унiфiкацiї породжуються бiєктивними вiдображеннями мiж

множинами елементарно-часових станiв вiдповiдних систем вiдлiку.
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Дослiджено властивостi кiнематичних множин, тобто мiнливих мно-

жин, оснащених рiзноманiтними геометричними та топологiчними стру-

ктурами. Введено поняття реального i унiверсального перетворення ко-

ординат мiж системами вiдлiку у кiнематичних множинах. Доведено не-

обхiдну i достатню ознаку iснування унiверсального перетворення коор-

динат.

Дослiджено властивостi — унiверсальних кiнематик, тобто кiнемати-

чних множин iз заданим унiверсальним перетворенням координат. По-

будовано приклади унiверсальних кiнематик, якi є математично строги-

ми моделями еволюцiї фiзичних систем в рамках кiнематики Лоренца-

Пуанкаре та її тахiонових розширень, а також побудовано нетривiальний

клас кiнематичних множин, що не допускають унiверсального перетво-

рення координат.

Введено аналоги теоретико-множинного вiдношення включення та

теоретико-множинної операцiї об’єднання для базових мiнливих множин,

кiнематичних множин та унiверсальних кiнематик. Доведено, що опе-

рацiя еволюцiйного об’єднання має багато властивостей, схожих з опе-

рацiєю об’єднання звичайних множин. Доведено теорему теорему про

еволюцiйне розширення для унiверсальних кiнематик. Очiкується, що

доведена теорема дасть змогу аксiоматично сформулювати основи спе-

цiальної теорiї вiдносностi в рамках теорiї унiверсальних кiнематик. Є

сподiвання, що така аксiоматика виявиться бiльш природною з фiзи-

чної та iнтуїтивної точки зору, в порiвняннi з iснуючими математичними

аксiоматизацiями теорiї вiдносностi, i дозволить вiдмовитись вiд певних

iнтуїтивно-неприродних постулатiв, присутнiх в цих аксiоматизацiях.

Методами теорiї унiверсальних кiнематик дослiджено питання про

порушення принципу причинностi, пов’язане з гiпотезою про iснуван-

ня матерiальних об’єктiв та iнерцiйних систем вiдлiку, що рухаються

зi швидкiстю, бiльшою за швидкiсть свiтла. Встановлено достатнi озна-

ки умовної часозворотностi та безумовної часонезворотностi. Побудова-
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но приклади безумовно часонезворотних тахiонових унiверсальних кi-

нематик на базi узагальнених перетворень Лоренца в сенсi Е. Рекамi,

В. Ольховського та Р. Голдонi, в яких дозволяється рух матерiальних

об’єктiв та iнерцiйних систем вiдлiку з довiльною швидкiстю, вiдмiнною

вiд швидкостi свiтла.

Дослiджено властивостi одностайно-поступальних систем вiдлiку у

векторних унiверсальних кiнематиках. Встановлено необхiдну i доста-

тню умову одностайної поступальностi однiєї системи вiдлiку вiдносно

iншої у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi.

Побудовано простiр узагальнених операторiв з обмеженим проекцiй-

ним слiдом над заданим гiльбертовим простором i встановлено його вла-

стивостi. Доведено iснування проекцiйного слiду для довiльного узагаль-

неного оператора з обмеженим проекцiйним слiдом над заданим гiльбер-

товим простором. Встановлено, що простiр узагальнених операторiв з

обмеженим проекцiйним слiдом вкладається в бiльш широкий банаховий

простiр псевдооператорiв. Над простором псевдооператорiв побудовано

групу унiтарних операторiв, пов’язану з описом еволюцiї багаточастин-

кових квантових систем.

Ключовi слова: рух, еволюцiя, час, шоста проблема Гiльберта, мiнливi

множини, релятивiстська кiнематика, iнерцiйнi системи вiдлiку, тахiо-

ни, порушення принципу причинностi, часонезворотнiсть, моделювання

еволюцiї багаточастинкових систем, трансляцiйно iнварiантнi оператори,

узагальненi оператори, проекцiйний слiд.
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Abstract

Grushka Ya.I. Set-theoretic and functional methods in relativistic

kinematics. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences,

specialty 01.01.06 “Algebra and Number Theory” (111 — Mathematics). —

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2023.

The thesis, is devoted to the development of new mathematical appara-

tus intended for mathematical formalization of some physical theories (first

of all — relativistic kinematics) as well as for mathematical simulation of

the evolution of complex systems (in particular many-particle systems).

The main, basic, notion of this apparatus is the notion of changeable set,

that is the set of elements, which can evolve, and, which can change their

evolution picture in dependence of the way of observation (that is the ref-

erence frame).

In the paper the rigorous definition of changeable set notion is given

and properties of changeable sets are investigated. The notion of system

of abstract trajectories is defined and it is proven that every system of

abstract trajectories generates some base changeable set. It is established

that arbitrary base changeable set can be generated by the system of ab-

stract trajectories, which are created by maximal chains on the set of its

elementary-time states. The classification of visibility of reference frames

in changeable sets is introduced. It is proven that, under some conditions,

the set of all reference frames of changeable set can be decomposed into

the visibility classes, which are pairwise disjoint and, moreover, every vis-

ibility class is fully invisible from each another class. It is proven that in

changeable sets, all components of which are completely visible in each ref-

erence frame, the unification mappings are generated by bijective mappings

between the sets of elementary-time states of the corresponding reference

frames.
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The properties of kinematic sets are investigated, where kinematic sets

are changeable sets, equipped by different geometrical or topological struc-

tures. The notions of actual and universal coordinate transform between

reference frames of kinematic sets are defined. The necessary and sufficient

condition of existence of universal coordinate transform is proven.

The properties of universal kinematics (that is kinematic sets with given

universal coordinate transform) are investigated. The examples of univer-

sal kinematics, representing mathematically strict models of evolution of

physical systems in the framework of the Lorentz-Poincare kinematics as

well as its tachyon extensions are constructed. Also it is constructed the

non-trivial class of kinematic sets, which do not allow universal coordinate

transform.

The analogues of set-theoretic inclusion relation and set-theoretic op-

eration of union are introduced for base changeable sets, kinematic sets

and universal kinematics. It is proven that the evolution union operation

has many properties similar with the properties of the union operation for

ordinary sets. Theorem on evolutional extension for universal kinematics

is proven. It is expected that the last theorem will allow to formulate ax-

iomatically the foundations of the special relativity within the framework

of the theory of universal kinematics. It is hoped that that such axiomat-

ics will be more natural from the physical and intuitive point of view, in

comparison with existing mathematical axiomatizations of the theory of

relativity, and will allow to abandon certain intuitively non-natural postu-

lates, presented in these axiomatizations.

Using the methods of the theory of universal kinematics, it is investi-

gated the question of violations of causality principle, connected with the

hypothesis on the existence of material objects and inertial reference frames

moving at speeds greater than the speed of light. The sufficient conditions

of certainly time irreversibility and conditionally time reversibility are es-

tablished. The examples of certainly time irreversible tachyon universal
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kinematics were constructed based on the generalized Lorentz transforms

in the sense of E.Recami, V. Olkhovsky and R. Goldoni. In these kine-

matics it is allowed the motion with any velocity, different from velocity of

light for material objects and inertial reference frames.

The properties of self-consistently translational reference frames in vec-

tor universal kinematics were investigated. The necessary and sufficient

condition of self-consistently translationality of one reference frame rela-

tively to another is established for vector universal kinematics.

The space of generalized operators with bounded projection trace over

given Hilbert space is constructed and the properties of this space are

investigated. The existence of projection trace for arbitrary generalized

operator with bounded projection trace is proven. It is established that

the space of generalized operators with bounded projection trace can be

embedded into more wide space of pseudo-operators. Over the space of

pseudo-operators it is constructed the group of unitary operators related

to the description of the evolution of many-particle quantum systems.

Key words: movement, evolution, time, sixth Hilbert’s problem, change-

able sets, relativistic kinematics, inertial reference frames, tachyons, viola-

tion of the principle of causality, irreversibility of time, simulation of the

evolution of multiparticle systems, translation-invariant operators, gener-

alized operators, projection trace.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Позначення Пояснення сторiнки

Bs(ℳ) множина всiх елементарних станiвℳ, 49,

деℳ – орiєнтована множина ◁ 49,

або примiтивна мiнлива множина ◁ 69,

або базова мiнлива множина ◁ 75,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136

←
ℳ
, ← напрямне вiдношення змiнℳ, 49,

деℳ – орiєнтована множина ◁ 49,

або примiтивна мiнлива множина ◁ 69,

або базова мiнлива множина ◁ 75,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136

diag(𝑀) diag(𝑀) = {(𝑥, 𝑥) |𝑥 ∈𝑀} 54

𝑘, 𝑛 𝑘, 𝑛 = {𝑘, . . . , 𝑛} (𝑘, 𝑛 ∈ Z, 𝑘 ≤ 𝑛) 55

𝑌𝜓 множина одночасних станiв, породжена 59

часом 𝜓

ℋ1 ⇈ ℋ2 еквiвалентнiсть хронологiзацiй ℋ1 i ℋ2 61

заданої орiєнтованої множини

𝑈 [−1] вiдображення, обернене до 111, 114

вiдображення 𝑈

card(𝑀) потужнiсть множини 𝑀 62, 321

𝐵←(+)
ℳ

𝐴, 𝐵←(+)𝐴 позначення для 62

монотонно послiдовних множин

𝐵
𝒬

↞(+)
ℳ

𝐴, 𝐵
𝒬

↞(+)𝐴 позначення для транзитивно 62

монотонно послiдовних множин

Tm(𝒫) множина моментiв часу 𝒫 , 69,

де 𝒫 — примiтивна мiнлива множина ◁ 69,

або базова мiнлива множина ◁ 75,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136
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≤𝒫 ,<𝒫 ,≥𝒫 ,>𝒫 рiзнi вiдношення часового порядку на 𝒫 , 69,

де 𝒫 — примiтивна мiнлива множина ◁ 69,

або базова мiнлива множина ◁ 75,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136

𝜓𝒫 час на 𝒫 , 69,

де 𝒫 — примiтивна мiнлива множина ◁ 69,

або базова мiнлива множина ◁ 75,

або система вiдлiку ◁ 108

Tm (𝒫) Tm (𝒫) = (Tm(𝒫),≤𝒫), 69,

де 𝒫 — примiтивна мiнлива множина ◁ 69,

або базова мiнлива множина ◁ 75,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136

D(𝑟) область визначення вiдображення 𝑟 70

R(𝑟) область значень вiдображення 𝑟 70

× знак декартового добутку множин 70

𝒜𝑡𝑝(T,ℛ) примiтивна мiнлива множина, породже- 71

на системою абстрактних траєкторiй ℛ
Bs(𝒫) множина елементарно-часових станiв 𝒫 , 71,

де 𝒫 — примiтивна мiнлива множина ◁ 71,

або базова мiнлива множина ◁ 75,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136,

або чв-об’єкт ◁ 215

bs (𝜔) другий елемент упорядкованої пари 72

tm (𝜔) перший елемент упорядкованої пари 72

𝜔2← (f)
𝒫

𝜔1 або позначення для формально послiдов- 72

𝜔2← (f)𝜔1 них елементарно-часових станiв

Bs←
ℬ
,
Bs←,←

ℬ
,← база елементарних процесiв ℬ, 75,

де ℬ — базова мiнлива множина ◁ 75,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136

𝒜𝑡(T,ℛ) базова мiнлива множина, породжена 77

системою абстрактних траєкторiй ℛ
L𝑙(ℬ) множина всiх ланцюгiв у множинi 80,
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елементарно-часових станiв ℬ,
де ℬ — базова мiнлива множина ◁ 80,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136

L𝑑(ℬ) множина всiх лiнiй долi ℬ, 80,

де ℬ — базова мiнлива множина ◁ 80,

або система вiдлiку ◁ 108,

або базова кiнематична множина ◁ 136

⊂−→ знак еволюцiйного включення

базових мiнливих множин 91,

або базових кiнематичних множин ◁ 182,

або кiнематичних мiнливих множин ◁ 186,

або унiверсальних кiнематик ◁ 189

<−→ знак супереволюцiйного включення

базових мiнливих множин 91

або базових кiнематичних множин ◁ 183,

або кiнематичних мiнливих множин ◁ 186,

або унiверсальних кiнематик ◁ 189

R𝑜𝑟𝑑 R𝑜𝑟𝑑 = (R,≤) 92

𝑀×2 декартовий квадрат множини 𝑀 92
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼 еволюцiйне об’єднання сiм’ї

базових мiнливих множин 95,

або унiверсальних кiнематик ◁ 194
𝑛←−⋃︀
𝑘=1

ℬ𝑘, еволюцiйне об’єднання скiнченної сiм’ї

ℬ1
←
∪ · · ·

←
∪ ℬ𝑛 базових мiнливих множин 96,

або унiверсальних кiнематик ◁ 194
←−⋁︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼 супереволюцiйне об’єднання сiм’ї 100

базових мiнливих множин
𝑛←−⋁︀
𝑘=1

ℬ𝑘, супереволюцiйне об’єднання скiнченної 100

ℬ1
←
∨ · · ·

←
∨ ℬ𝑛 сiм’ї базових мiнливих множин

ℐ𝑛𝑑 (𝒵) множина iндексiв 𝒵, 108

де 𝒵 — мiнлива множина 108,

або кiнематична мiнлива множина ◁ 137,

або унiверсальна кiнематика ◁ 165

ℒ𝑘 (𝒵) множина всiх систем вiдлiку 𝒵, 108
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де 𝒵 — мiнлива множина 108,

або кiнематична мiнлива множина ◁ 137,

або унiверсальна кiнематика ◁ 165

ind (l) iндекс системи вiдлiку l 108

lˆ базова мiнлива множина, 108

породжена системою вiдлiку l

⟨m← l,𝒵⟩, вiдображення унiфiкацiї мiж системами 109

⟨m← l⟩ вiдлiку l,m в 𝒵,
де 𝒵 — мiнлива множина 109,

або кiнематична мiнлива множина ◁ 137,

або унiверсальна кiнематика ◁ 166

𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁

мiнлива множина, породжена 111

системою базових мiнливих множин
←−
ℬ та системою вiдображень

←−
𝑊

𝑈 [ℬ,T] образ базової мiнливої множини ℬ 113

вiдносно трансформуючого

вiдображення 𝑈 i часової шкали T
𝑈 [ℬ] 𝑈 [ℬ] = 𝑈 [ℬ,Tm(ℬ)] 113

𝒵 im [P,ℬ] еволюцiйний мультиобраз базової 115

мiнливої множини ℬ
𝒵 im (U,ℬ) багатоликий образ базової 117

мiнливої множини ℬ
𝒵nv

(︁←−
ℬ
)︁

повнiстю невидима мiнлива множина, 118

породжена системою

базових мiнливих множин
←−
ℬ

l ≻ m (𝒵), система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є видимою 121

l ≻ m з системи вiдлiку m

l ≻! m (𝒵) система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є нормально 121

l ≻! m видимою з системи вiдлiку m

l ≻!! m (𝒵), система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є чiтко 121

l ≻!! m видимою з системи вiдлiку m

l ≡! m (𝒵), системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) еквiва- 128

l ≡! m лентнi вiдносно чiткої видимостi

l ≺≻ m (𝒵), системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) 128

l ≺≻ m безпосередньо зв’язанi видимiстю

l̂︀≡m (𝒵), l̂︀≡m системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) 128

зв’язанi видимiстю
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⟨! m← l, 𝒵⟩ , вiдображення чiткої унiфiкацiї 132

⟨! m← l⟩ мiж системами вiдлiку l,m в 𝒵,
де 𝒵 — чiтко видима мiнлива множина 132,

або кiнематична мiнлива множина ◁ 138,

або унiверсальна кiнематика ◁ 166

Zk(Q) множина значень координат Q, 135

де Q — координатний простiр 135,

або базова кiнематична множина ◁ 137

𝒯 𝑝(Q) топологiя Q, 135

де Q — координатний простiр 135,

або базова кiнематична множина ◁ 137

L𝑠(Q) лiнiйна структура Q, 135

де Q — координатний простiр 135,

або базова кiнематична множина ◁ 137(︀
𝜆1𝑥1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑥𝑛

)︀
Q
, лiнiйнi алгебраїчнi операцiї на Q, 136

𝜆1𝑥1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑥𝑛 де Q — координатний простiр 136,

або базова кiнематична множина ◁ 137

BE
(︀
Cb
)︀

база евоюцiї базової 137

кiнематичної множини Cb

BG
(︀
Cb
)︀

база геометрiї базової 137

кiнематичної множини Cb

qCb(𝑥), q(𝑥) координата елементарного стану 𝑥 137

в базовiй кiнематичнiй множинi Cb

BE (C) база еволюцiї C, 137

де C — кiнематична множина 137,

або унiверсальна кiнематика ◁ 165

C ↾ l образ C в системi вiдлiку l, 138

де C — кiнематична множина 138,

або унiверсальна кiнематика ◁ 166

Zk(l; C), Zk(l) множина значень координат системи 138

вiдлiку l в C,

де C — кiнематична множина 138,

або унiверсальна кiнематика ◁ 165

𝒯 𝑝(l; C), 𝒯 𝑝(l) топологiя системи вiдлiку l в C, 138

де C — кiнематична множина 138,

або унiверсальна кiнематика ◁ 165

L𝑠(l; C), L𝑠(l) лiнiйна структура системи вiдлiку l в C, 138
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де C — кiнематична множина 138,

або унiверсальна кiнематика ◁ 165

(𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l,C, лiнiйнi алгебраїчнi операцiї вiдносно 138

𝜆1𝑥1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑥𝑛 системи вiдлiку l в C,

де C — кiнематична множина 138,

або унiверсальна кiнематика ◁ 165

BE(l) база евоюцiї системи вiдлiку l 138

BG(l; C), BG(l) база геометрiї системи вiдлiку l в C, 138

де C — кiнематична множина 138,

або унiверсальна кiнематика ◁ 165

ql (𝑥; C), ql (𝑥), q(𝑥) координата елементарного стану 𝑥 138

вiдносно системи вiдлiку l в C,

де C — кiнематична множина 138,

або унiверсальна кiнематика ◁ 166

M𝑘
(︀
Cb
)︀

множина Мiнковського базової 140

кiнематичної множини Cb

Q⟨Cb⟩(𝜔) координати Мiнковського 140

елементарно-часового стану 𝜔

в базовiй кiнематичнiй множинi Cb

M𝑘(l;C), M𝑘(l) множина Мiнковського 140

системи вiдлiку l в C,

де C — кiнематична множина 140,

або унiверсальна кiнематика ◁ 166

Q⟨l⟩(𝜔;C), Q⟨l⟩(𝜔) координати Мiнковського 140

елементарно-часового стану 𝜔

в системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C),

де C — кiнематична множина 140,

або унiверсальна кiнематика ◁ 166

Q⟨m← l⟩(𝜔;C), реальне перетворення координат 140

Q⟨m← l⟩(𝜔) з системи вiдлiку l в систему вiдлiку m

вiдносно C,

де C — кiнематична множина 140,

або унiверсальна кiнематика ◁ 166

trjCb [𝐴] траєкторiя мiнливої системи 𝐴 143

базової кiнематичної множини Cb

Trj
(︀
Cb
)︀

загальна траєкторiя 144

базової кiнематичної множини Cb
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Trj
(︀
Cb
)︀

доповнення загальної траєкторiї 144

базової кiнематичної множини Cb

trjl [𝐴; C], trjl [𝐴] траєкторiя мiнливої системи 𝐴 в системi 144

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C),

де C — кiнематична множина 144,

або унiверсальна кiнематика ◁ 212

Trj(l; C), Trj(l) загальна траєкторiя системи 144

вiдлiку l в кiнематичнiй множинi C

Trj(l; C), Trj(l) доповнення загальної траєкторiї 144

системи вiдлiку l

в кiнематичнiй множинi C

Kim [P,ℬ] кiнематичний мультиобраз базової 148

мiнливої множини ℬ
Kim (U,ℬ,Q) багатоликий кiнематичний образ 149

базової мiнливої множини ℬ
ℒ (H) простiр лiнiйних неперервних операторiв 150, 290

над гiльбертовим простором H

ℒ× (H) простiр операторiв афiнних 150

перетворень гiльбертового простору H

ℳ (H) простiр Мiнковського над H 150, 329

Pk (H) множина операторiв афiнного перетворення 150

координат над гiльбертовим простором H

W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] узагальненi перетворення 150, 385

Лоренца-Пуанкаре

PT (H, 𝑐),PT+ (H, 𝑐), рiзнi класи узагальнених перетворень 151

P (H, 𝑐),P+ (H, 𝑐) Лоренца-Пуанкаре над

гiльбертовим простором H

Kim (S,ℬ; H) багатоликий кiнематичний образ 152

базової мiнливої множини ℬ вiдносно

класу афiнних перетворень координат

KPT0 (H,ℬ, 𝑐), кiнематичнi множини, породженi 152

KPT (H,ℬ, 𝑐) , рiзними класами узагальнених

KP0 (H,ℬ, 𝑐), перетворень Лоренца-Пуанкаре

KP (H,ℬ, 𝑐)
HVf

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

ℳ
(︀
HVf

)︀
простiр Мiнковського iз заданою 153

множиною заборонених швидкостей
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W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a] аналоги перетворень Лоренца-Пуанкаре 154

для просторуℳ
(︀
HVf

)︀
PT (H;Vf), певнi класи перетворень, 155

PT+ (H;Vf) заданi наℳ
(︀
HVf

)︀
KPT0 (H,ℬ;Vf), кiнематичнi множини, породженi класами 155

KPT (H,ℬ;Vf) перетворень PT (H;Vf) та PT+ (H;Vf)

[m← l,ℱ ], унiверсальне перетворення координат 166

[m← l] мiж системами вiдлiку l i m

унiверсальної кiнематики ℱ
Ku
[︀
P,Cb

]︀
унiверсальний кiнематичний мультиобраз 173

базової кiнематичної множини Cb

вiдносно мультипроектора P

Ku (U,ℬ,Q) унiверсальний кiнематичний мультиобраз 176

базової мiнливої множини ℬ вiдносно

трансформуючої множини бiєкцiй U
Ku (S,ℬ; H) унiверсальний кiнематичний мультиобраз 177

базової мiнливої множини ℬ вiдносно

деякого класу операторiв S ⊆ Pk (H)

UPT0 (H,ℬ, 𝑐), унiверсальнi кiнематики, породженi 178

UPT (H,ℬ, 𝑐), рiзними класами узагальнених

UP0 (H,ℬ, 𝑐), перетворень Лоренца-Пуанкаре

UP (H,ℬ, 𝑐)
lk𝛼 (𝒴) система вiдлiку з iндексом 𝛼 179

ℱ1 [≡]ℱ2 унiверсальнi кiнематики ℱ1 i ℱ2 еквiва- 180

лентнi вiдносно перетворення координат

l ⇂ℱ1 система вiдлiку, спорiднена з 195

системою вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ), в

в унiверсальнiй кiнематицi (або

кiнематичнiй чи мiнливiй множинi) ℱ1

ℱ1

←
⊔ ℱ2 диз’юнктне еволюцiйне об’єднання 201

унiверсальних кiнематик ℱ1 i ℱ2

𝜔{l,𝒵}, 𝜔{l} елементарно-часовий стан чв-об’єкта 𝒵, 213

породжений елементарним станом 𝜔

у системi вiдлiку l

�̂�{l,𝒵}, �̂�{l} образ елементарно-часового стану 215

�̂� ∈ Bs(𝒵) у системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)̂︀A{l,𝒵}, ̂︀A{l} образ загальної мiнливої системи 216
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̂︀A ⊆ Bs(𝒵) у системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)

𝐴{l,𝒵}, 𝐴{l} загальна мiнлива система, 216

породжена мiнливою системою 𝐴 ⊆ Bs(l)
po (A,𝒵), po (A) початковий елемент ланцюгового 219

шляху A чв-об’єкта 𝒵
ki (A,𝒵), ki (A) кiнцевий елемент ланцюгового 219

шляху A чв-об’єкта 𝒵
m ⇑ℱ l, m ⇑+ℱ l позначення для рiзних напрямкiв часу 219

m ⇓ℱ l, m ⇓−ℱ l мiж системами вiдлiку

унiверсальних кiнематик

Pk (T1,Q1;T2,Q2) множина всiх операторiв перетворення 254

координат з (T1,Q1) в (T2,Q2)

trj[l←m,ℱ ] (x), траєкторiя точки x ∈ Zk (m) при русi 256

trj[l←m] (x) системи вiдлiку m вiдносно

системи вiдлiку l у кiнематицi ℱ
𝐴⟨+x; l⟩, 𝐴⟨+x⟩ паралельний зсув множини 𝐴 ⊆M𝑘 (l) 257

на вектор x ∈ Zk (l) в системi вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) унiверсальної кiнематики ℱ
𝐴 ‖ℱl 𝐵, 𝐴 ‖l 𝐵 множина 𝐴 ⊆M𝑘 (l) паралельна множинi 258

𝐵 ⊆M𝑘 (l) вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ)̂︁R𝑑 (𝑑 ∈ N) координатний простiр, породжений R𝑑 259̂︀R ̂︀R := ̂︁R1 259

l ⇕±ℱ m система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часознаковиз- 272

наченою вiдносно системи вiдлiку

m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) в унiверсальнiй кiнематицi ℱ
Tpi [T] внутрiшня порядкова топологiя 275

лiнiйно упорядкованої множини T
Tpi (l) Tpi (l) := Tpi [Tm (l)] 275

C(X,Y) множина всiх неперервних вiдображень з

з X в Y, де X,Y — топологiчнi простори

𝑓𝑥(𝑦), 𝑓 𝑦(𝑥) 𝑓𝑥(𝑦) := 𝑓 𝑦(𝑥) := 𝑓(𝑥, 𝑦) 276

CC (X× Y,Z) множина всiх нарiзно неперервних 277

вiдображень 𝑓 : X× Y ↦→ Z

trjU (x) траєкторiя точки x вiдносно оператора 281

перетворення координат U

A⟨+x;Q⟩ паралельний зсув множини A вiдносно 281

координатного простору Q
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A ‖(T;Q) B множина A (T,Q)-паралельна множинi B 281

ℒ(H) простiр лiнiйних неперервних операторiв 290

ℒ1 (H) простiр операторiв з обмеженим 290

слiдом над гiльбертовим простором H

Tr(𝐴) позначати слiд оператора 𝐴. 290

𝜎(𝐵), 𝜎𝑝(𝐵) спектр та точковий спектр оператора 𝐵 290

𝐸𝐵 (·) спектральна мiра оператора 𝐵 290

B(R) 𝜎-алгебра борелiвських пiдмножин 290

числової прямої R
ℛ𝜇−fin пiдкiльце 𝜎-алгебри ℛ, породжене 294

множинами скiнченної мiри 𝜇

‖𝐴‖𝑃,𝜇 норма проекцiйного слiду 294, 311

для оператора 𝐴

Tb𝑃 (·),𝜇(H) Простiр операторiв з обмеженим 294

проекцiйним слiдом

H+
𝑃,𝜇 “позитивний” простiр над гiльбертовим 301

простором H, породжений

спектральною мiрою

𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 збiжнiсть в “позитивному” просторi 301

ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
простiр лiнiйних неперервних 302

операторiв над простором H+
𝑃,𝜇

H−𝑃,𝜇 “негативний” простiр над гiльбертовим 302

простором H, породжений H+
𝑃,𝜇

𝑙𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑙 збiжнiсть в “негативному” просторi 303

ℒ
(︀
H−𝑃,𝜇

)︀
простiр лiнiйних неперервних

операторiв над простором H−𝑃,𝜇 305

𝐴− продовження оператора 𝐴 ∈ ℒ(H) 305

на простiр H−𝑃,𝜇
𝐴+ звуження оператора 𝐴 ∈ ℒ(H) на простiр H+

𝑃,𝜇 305

ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) простiр лiнiйних неперервних операторiв, 308

що дiють з простору H+
𝑃,𝜇 в простiр H−𝑃,𝜇

𝐴𝑛
(𝑃,𝜇)

⇒
𝑛→∞

𝐴 рiвномiрна збiжнiсть послiдовнiостi 309

операторiв {𝐴𝑛}∞𝑛=1 до оператора 𝐴

в просторi ℒ+−
𝑃,𝜇 (H).

T𝑃,𝜇 (H) Простiр узагальнених операторiв 311
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з обмеженим проекцiйним слiдом̃︁Tr𝑃,𝜇[𝐴] узагальненй проекцiйнй слiд 314

оператора 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H)

ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 “стартовий” простiр псевдооператорiв 318

‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 норма проекцiйного слiду 320, 321

для псевдооператора 𝒜
T𝑃,𝜇 [H]0 “стартовий” простiр псевдооператорiв 320

з обмеженим проекцiйним слiдом

T𝑃,𝜇 [H] “остаточний” простiр псевдооператорiв 321

з обмеженим проекцiйним слiдом

𝑉⊙ iзометричний оператор над простором 322

T𝑃,𝜇 [H], породжений унiтарним

оператором 𝑉 ∈ ℒ(H)

𝑉 ⊙𝒜 асиметричний добуток унiтарного 322

оператора 𝑉 i псевдооператора 𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H]

e0 одиничний часовий вектор простору 330

Мiнковського над гiльбертовим простором̂︀T, X часовий та просторовий ортопроектори в 330

просторi Мiнковського

над гiльбертовим простором

𝒯 (w) часова компоненна вектора w ∈ℳ (H) 330

простору Мiнковськогоℳ (H)

H1 [𝑉 ], H1⊥ [𝑉 ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331
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Вступ

Актуальнiсть теми. Незважаючи на величезнi успiхи сучасної теоретичної фiзики i

потужнiсть математичного апарату, який вона застосовує, основи цiєї науки залиша-

ються нечiткими. Вiдому шосту проблему Гiльберта стосовно математично строгого

обґрунтування основ теоретичної фiзики, поставлену ще в 1900 роцi [1], на сьогоднi

не можна вважати остаточно розв’язаною [2, 3]. На сьогоднi iснує величезна кiль-

кiсть наукових публiкацiй, якi можна вважати так чи iнакше пов’язаними iз шостою

проблемою Гiльберта (див, наприклад [4–26]).

Iснуючi науковi дослiдження, пов’язанi з шостою проблемою гiльберта умовно

можна роздiлити на два напрямки:

� В роботах першого напрямку робляться спроби формалiзацiї або аксiоматиза-

цiї тих чи iнших фiзичних теорiй. Серед перелiчених вище робiт до першого

напрямку можна вiднести [4, 5, 11–18,20–26].

� В роботах другого напрямку автори намагаються поставити i розв’язати ма-

тематично строгими методами ту чи iншу математичну задачу, яка виникає

у теоретичнiй фiзицi або, хоча б, побудувати математичний апарат для її

розв’язання. Серед перелiчених вище робiт до другого напрямку можна вiд-

нести роботи [4, 6–10,19].

Отже, тематика, пов’язана з застосуванням математично строгих методiв для

розв’язання конкретних фiзичних задач i математичної формалiзацiї фiзичних тео-

рiй на сьогоднi є дуже актуальною. I саме цiй тематицi присвячена дана дисертацiйна

робота.

В силу складностi i багатогранностi сучасної теоретичної фiзики, шосту проблему

гiльберта неможливо розв’язати “одним ударом”. Для її розв’язання, скорiш за все,

потрiбна напружена праця не одного поколiння математикiв та фiзикiв-теоретикiв.

Саме тому обидва зазначенi вище напрямки наукових дослiджень, на сьогоднi є ду-

же актуальнi i важливi, оскiльки математичний апарат, напрацьований в роботах,

пов’язаних з другим напрямком може виявитись корисним i для першого напрямку.

Першi три роздiли даної дисертацiйної роботи пов’язаний саме з першим напрям-

ком дослiджень, тодi як останнiй, четвертий — з другим. В перших трьох роздiлах

побудовано новий математичний апарат, призначений для формалiзацiї деяких фi-

зичних теорiй (перш за все теорiй, пов’язаних з фiзикою макросвiту). Зазначений
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математичний апарат базується на теорiї мiнливих множин. З формальної точки зо-

ру теорiя мiнливих множин є надбудовою над класичною теорiєю множин. Мiнливi

множини є новим абстрактним класом математичних об’єктiв (подiбним до груп, кi-

лець, полiв, решiток, банахових просторiв та iн.). На основi теорiї мiнливих множин

побудовано iєрархiю нових абстрактних класiв математичних об’єктiв, в рамках якої

можна математично строго формулювати певнi фiзичнi теорiї, а також показано,

що напрацьований математичний апарат може бути застосований для математичної

формалiзацiї спецiальної теорiї вiдносностi та деяких її узагальнень. В четвертому

роздiлi дисертацiї розвинуто математичний апарат, призначений для опису еволюцiї

багаточастинкових квантових систем за допомогою операторiв з трансляцiйно iнва-

рiантним ядром, зокрема побудовано простiр узагальнених операторiв з обмеженим

проекцiйним слiдом над заданим гiльбертовим простором.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Роботу над дисертацiєю розпочато у вiддiлi диференцiальних рiвнянь з частинни-

ми похiдними, а завершено у вiддiлi нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН

України. Дисертацiю було виконано в рамках наступних тем та програм: “Еволюцiйнi

та спектральнi задачi для диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi” (номер

держреєстрацiї 0111U001027), “Розробка операторних пiдходiв до розв’язування ево-

люцiйних i спектральних задач для диференцiальних рiвнянь” (номер держреєстрацiї

0116U000032), “Спектральнi задачi, дробово-диференцiальнi та неархiмедовi моделi

сучасної математичної фiзики” (номер держреєстрацiї 0120U100169), цiльова наукова

програма Вiддiлення математики НАН України “Розробка математичних моделей та

чисельно-аналiтичних методiв сучасних задач фiзико-технiчних i медико-бiологiчних

наук i iнформацiйних технологiй” (номер держреєстрацiї 0112U002104) та цiльова

програма наукових дослiджень Вiддiлення математики НАН України “Розробка та

дослiдження сучасних математичних моделей у галузi фiзико-технiчних та медико-

бiологiчних наук” (номер держреєстрацiї 0117U002119).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розробка

нового математичного апарату для формалiзацiї деяких фiзичних теорiй (перш за

все релятивiстської кiнематики), а також опису еволюцiї багаточастинкових систем.

Об’єктом дослiдження є мiнливi множини i породженi ними математичнi об’єкти

(а саме кiнематичнi множини та унiверсальнi кiнематики), а також простори уза-

гальнених операторiв з обмеженим проекцiйним слiдом над заданим гiльбертовим

простором.
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Предметом дослiдження є властивостi мiнливих множин, кiнематичних множи-

ни та унiверсальних кiнематик (зокрема можливiсть їхнього застосування для мате-

матичної формалiзацiї спецiальної теорiї вiдносностi та деяких її узагальнень), а та-

кож структура просторiв узагальнених операторiв з обмеженим проекцiйним слiдом

над заданим гiльбертовим простором та їхнi властивостi (зокрема повнота, iснуван-

ня проекцiйного слiду, можливiсть визначення груп операторiв, пов’язаних з описом

еволюцiї багаточастинкових квантових систем).

Методи дослiдження. В дисертацiї використовуються методи загальної теорiї

множин, теорiї лiнiйно упорядкованих множин, лiнiйної алгебри, загальної топологiї,

функцiонального аналiзу, теорiї операторiв над банаховими та гiльбертовими просто-

рами.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi визнача-

ють наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Введено поняття базових мiнливих множин та мiнливих множин i дослiджено

їхнi властивостi.

2. Визначено поняття системи абстрактних траєкторiй, зокрема траєкторiй якi є

траєкторiями руху певної системи матерiальних точок. Доведено, що довiльна

система абстрактних траєкторiй породжує певну базову мiнливу множину.

3. Встановлено, що довiльна базова мiнлива множина може бути породжена си-

стемою абстрактних траєкторiй, якi утворенi максимальними ланцюгами на

множинi її елементарно-часових станiв.

4. Введено аналоги теоретико-множинного вiдношення включення та теоретико-

множинної операцiї об’єднання для базових мiнливих множин. Доведено, що

операцiя еволюцiйного об’єднання має багато властивостей, схожих з операцiєю

об’єднання звичайних множин.

5. Введено класифiкацiю видимостi систем вiдлiку в мiнливих множинах. Дове-

дено, що за певних умов множина систем вiдлiку мiнливої множини може роз-

падатись на класи видимостi, якi попарно не перетинаються i будь-який клас

видимостi є цiлком невидимим з iнших класiв видимостi.

6. Доведено, що в мiнливих множинах, всi компоненти яких є цiлком видимими

в кожнiй системi вiдлiку, вiдображення унiфiкацiї породжуються бiєктивними

вiдображеннями мiж множинами елементарно-часових станiв вiдповiдних си-

стем вiдлiку.

7. Дослiджено властивостi кiнематичних множин, тобто мiнливих множин, осна-

щених рiзноманiтними геометричними та топологiчними структурами.
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8. Введено поняття реального i унiверсального перетворення координат мiж систе-

мами вiдлiку у кiнематичних множинах. Доведено необхiдну i достатню ознаку

iснування унiверсального перетворення координат.

9. Дослiджено властивостi — унiверсальних кiнематик, тобто кiнематичних мно-

жин iз заданим унiверсальним перетворенням координат.

10. Побудовано приклади унiверсальних кiнематик, якi є математично строгими

моделями еволюцiї фiзичних систем в рамках кiнематики Лоренца-Пуанкаре та

її тахiонових розширень, а також побудовано нетривiальний клас кiнематичних

множин, що не допускають унiверсального перетворення координат.

11. Введено поняття еволюцiйного розширення та операцiю еволюцiйного

об’єднання для кiнематичних множин та унiверсальних кiнематик. Доведено

теорему теорему про еволюцiйне розширення для унiверсальних кiнематик.

12. Методами теорiї унiверсальних кiнематик дослiджено питання про iснування

“часових парадоксiв”. Встановлено достатнi ознаки умовної часозворотностi та

безумовної часонезворотностi.

13. Дослiджено властивостi одностайно-поступальних систем вiдлiку у векторних

унiверсальних кiнематиках. Встановлено необхiдну i достатню умову одностай-

ної поступальностi однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої у векторнiй унiвер-

сальнiй кiнематицi.

14. Побудовано простiр узагальнених операторiв з обмеженим проекцiйним слiдом

над заданим гiльбертовим простором i встановлено його властивостi.

15. Доведено iснування проекцiйного слiду для довiльного узагальненого опера-

тора з обмеженим проекцiйним слiдом над заданим гiльбертовим простором.

Встановлено, що простiр узагальнених операторiв з обмеженим проекцiйним

слiдом вкладається в бiльш широкий банаховий простiр псевдооператорiв. Над

простором псевдооператорiв побудовано групу унiтарних операторiв, пов’язану

з описом еволюцiї багаточастинкових квантових систем.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота має те-

оретичний характер. Отриманi результати та розвинутi методи можна використати

у подальших дослiдженнях абстрактних кiнематичних множин та унiверсальних кi-

нематик, а також моделей сучасної математичної та теоретичної фiзики (зокрема

астрофiзики).

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на захист, одер-

жано здобувачем самостiйно.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдалися на та-

ких мiжнародних та всеукраїнських конференцiях:

� Мiжнародна конференцiя до 100-рiччя М.М. Боголюбова та 70-рiччя М.I. На-

гнибiди (Чернiвцi, 8-13 червня, 2009).

� Український Математичний Конгрес – 2009 (до 100-рiччя вiд дня народження

М.М. Боголюбова) (Київ, 27-29 серпня, 2009).

� Bogolubov Kyiv Conference “Modern Problems of Theoretical and Mathematical

Physics” (Kyiv, September 15-18, 2009).

� Humboldt-Kolleg for Research Fellows and Awardees “Humboldt Cosmos: Science

and Society” (Kyiv, November 19-22, 2009).

� Humbolt-Kolleg “Mathematics and Life Sciencies” (Kyiv, August 05-08, 2010).

� Мiжнародна конференцiя “Сучаснi проблеми аналiзу” (Чернiвцi, 30 вересня – 3

жовтня, 2010).

� II всеукраїнський семiнар “Українська школа групового аналiзу диференцiаль-

них рiвнянь” (Полтава, 19-20 жовтня, 2011).

� Workshop on Mathematics for Life Sciences (Kyiv, September 3 -14, 2012).

� International Conference dedicated to 120-th anniversary of Stefan Banach (Lviv,

September 17-21, 2012).

� Четверта Мiжнародна конференцiя молодих математикiв з диференцiальних

рiвнянь та їх застосувань, присвячена Я.Б. Лопатинському (Донецьк, 14-17 ли-

стопада 2012).

� 2nd EUMLS Conference “Mathematics for Life Sciences” (Crimea, Olenivka,

September 5-10, 2013).

� Кримська мiжнародна математична конференцiя КММК-2013 (Крим, Судак,

23 вересня – 4 жовтня, 2013).

� П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла Крав-

чука (Київ, 15-17 травня 2014).

� Humboldt Kolleg "The Education and Science and their Role in Social and Industrial

Progress of Society" (Kyiv, 12-15 June, 2014).

� IV Мiжнародна Ганська конференцiя (Чернiвцi, 30 червня – 5 липня 2014 року).

� Мiжнародна конференцiя, присвячена 100-рiччю вiд дня народження

К.М.Фiшмана та М.К.Фаґе (Чернiвцi, 1-4 липня, 2015).

� 3rd EUMLS Conference “Mathematics for Life Sciences” (Rivne, September 15-19,

2015).
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� Всеукраїнська наукова конференцiя "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу" (м. Ворохта Iвано-Франкiвської областi, 24-27 лютого,

2016).

� International Conference on Differential Equations Dedicated to the 110th Anni-

versary of Ya.B. Lopatynsky (Lviv, September 20-24, 2016).

� International conference dedicated to the 120th anniversary of Kazimierz

Kuratowski (Lviv, September 27 – October 1, 2016).

� Мiжнародний семiнар "Симетрiя та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзи-

ки", присвячений Вiльгельму Iллiчу Фущичу (Київ, 17-20 грудня, 2016).

� Всеукраїнська наукова конференцiя "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу" (м. Ворохта Iвано-Франкiвської областi, 22-25 лютого

2017).

� XII-та лiтня школа “Алгебра, топологiя, аналiз” (село Колочава Закарпатської

обл. Мiжгiрського району, 10-23 липня, 2017).

� International Conference “Differential Equations, Mathematical Physics and Appli-

cations” (Cherkasy, October 17-19, 2017).

� 3rd International Conference “Logic, Relativity and Beyond” (Budapest, August

23-27, 2017).

� Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (м. Ворохта Iвано-Франкiвської областi, 27 лютого —

2 березня 2018).

� Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми механiки та математики”,

присвячена 90-рiччю вiд дня народження академiка НАН України Я.С. Пiд-

стригача (Львiв, 22-25 травня, 2018).

� Мiжнародна наук. конфер. “Сучаснi проблеми математики та її застосування

в природничих науках i iнформацiйних технологiях” (Чернiвцi, 17–19 вересня

2018).

� Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (м. Ворохта Iвано-Франкiвської областi, 25 лютого – 1

березня 2019).

� XII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя, присвячена 215-й рiчницi з дня на-

родження В. Буняковського (Вiнниця, 2–6 липня 2019).

� Winter School in Abstract analysis – WS2020 (Czech Republic, Prague-Hejnice, Jan

25 – Feb 1 2020).
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� Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (м. Ворохта Iвано-Франкiвської областi, 26 лютого – 1

березня, 2020).

� Мiжнародна наукова конференцiя “Прикладна математика та iнформацiйнi те-

хнологiї” (Чернiвцi, 22–24 вересня 2022).

� Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми механiки та математики

- 2023” (Львiв, 23–25 травня 2023).

� 18th Triennial Conference of the International Society for the Study of Time (ISST)

“Time and Measure” (Japan, Yamaguchi, July 2–7 2023).

� Мiжнародна наукова конференцiя “Математика та iнформацiйнi технологiї”

(Чернiвцi, 28–30 вересня 2023).

Також результати дисертацiї обговорювались на засiданнях Київського семiнару з

функцiонального аналiзу 30.03.2011, 15.11.2017, 29.11.17 та 10.05.2018, (керiвники се-

мiнару — академiк НАН УкраїниЮ.М. Березанський, член-кореспондент НАН Укра-

їни А.Н. Кочубей, академiк НАН України Ю.С. Самойленко, 2017), семiнарi вiддiлу

математичної фiзики Iнституту математики НАН України 29.05.2018 (керiвник семi-

нару — член-кореспондент НАН України, професор А.Г. Нiкiтiн), семiнарi кафедри

математичної фiзики Київського нацiонального унiверситету iм. Тараса Шевченка

06.06.2018 (керiвники семiнару — професор Т.А. Мельник, професор В.Г. Самойлен-

ко).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в роботах [1–71] (див.

список публiкацiй на с. 8–14). Всi роботи опублiковано без спiвавторiв. Повнi текс-

ти бiльшостi наведених нижче наукових робiт (за вийнятком тез конференцiй)

можна знайти на web-сторiнцi: https://www.researchgate.net/profile/Yaroslav_

Grushka/contributions.

� Роботи [1–29] вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв дисертацiйних

робiт у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук.

� Роботи [1–7] надрукованi у виданнях, внесених до наукометричних баз Scopus

або Web of Science.

� Роботи [1–32] надруковано у виданнях, що включенi до мiжнародних наукомет-

ричних баз MathSciNet, Zentralblatt MATH, Google Scholar та iн.

� Роботи [33–38] — публiкацiї в збiрниках праць конференцiй та препринти.

� Роботи [39–71] — тези конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту, вступу, чоти-

рьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить 253 найменування.

Повний обсяг дисертацiї становить 425 стор.

https://www.researchgate.net/profile/Yaroslav_Grushka/contributions 
https://www.researchgate.net/profile/Yaroslav_Grushka/contributions 
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Короткий змiст основної частини роботи. Основну частину роботи склада-

ють 4 роздiли. На початку першого, другого i четвертого роздiлiв подано стислий

огляд лiтератури та опис основних результатiв, що мiстяться в них. Третiй роздiл

фактично є продовженням другого роздiлу, а тому цей роздiл починається лише з

коротенького мотивацiйного вступу.

Перший роздiл дисертацiї присвячено викладу теорiї мiнливих множин. На

початку роздiлу проведено детальний огляд лiтератури з цього та сумiжних питань.

Зокрема на основi аналiзу переваг i недолiкiв iснуючих на даний час пiдходiв до

формалiзацiї фiзичних теорiй ставиться проблема математично строгого означення

поняття мiнливої множини, як множини об’єктiв, що здатнi еволюцiонувати до-

вiльним чином i картина еволюцiї яких може залежати вiд способу спостереження,

тобто вiд системи вiдлiку. У пiдроздiлах 1.2–1.11 побудовано iєрархiю допомiжних

математичних понять та об’єктiв, необхiдних для формулювання математично

строгого означення мiнливих множин, а також дослiджено основнi властивостi

зазначених об’єктiв. Зокрема у пiдроздiлi 1.2 за допомогою означення орiєнтованої

множини (тобто реляцiйної системи з одним рефлексивним бiнарним вiдношенням

— напрямним вiдношенням змiн) описано найпримiтивнiшу математичну модель

сукупностi мiнливих об’єктiв. Крiм того отримано узагальнення принципу макси-

мальностi Хаусдорфа, а саме теорему про те що будь-який ланцюг орiєнтованої

множини можна вкласти в максимальний ланцюг. У пiдроздiлi 1.2 дано означення

часу на орiєнтованих множинах, а також введено поняття примiтивної мiнливої

множини, тобто орiєнтованої множини iз заданим на нiй часом (хронологiзацiєю).

Враховуючи, що можливостей визначити час на довiльнiй орiєнтованiй множинi

(тобто її хронологiзувати) iснує нескiнченно багато, у пiдроздiлi 1.4, дослiджується

питання про iснування на орiєнтованiй множинi часу iз заданими додатковими вла-

стивостями. Зокрема введено поняття ланцюгової орiєнтованої множини i доведено,

що будь-яку ланцюгову орiєнтовану множину можна точково хронологiзувати,

а також доведено, що будь-яку орiєнтовану множину можна хронологiзувати

квазiточково. У пiдроздiлi 1.5 дослiджується питання про iснування часу на орiєн-

тованих множинах iз заданою синхронiзацiєю. Зокрема доведено, що на довiльнiй

орiєнтованiй множинi iз заданою синхронiзацiєю можна визначити час таким чином,

що вiдповiдна синхронiзацiя породжується цим часом. Також для певного класу

синхронiзацiй орiєнтованих множин отримано теорему про iснування i єдинiсть

внутрiшнього часу (тобто часу, який можна “спостерiгати зсередини” орiєнтованої

множини), що породжує вiдповiдну синхронiзацiю. У пiдроздiлi 1.6 вводиться

система стандартних позначень для примiтивних мiнливих множин. У пiдроздiлi 1.7

формулюється означення системи абстрактних траєкторiй (частинними випадками
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абстрактних траєкторiй є траєкторiї руху матерiальних точок) i доводиться, що

довiльна система абстрактних траєкторiй природним чином породжує примiтивну

мiнливу множину. У пiдроздiлi 1.8 вводиться поняття елементарно-часового стану

примiтивної мiнливої множини i на конкретному прикладi показується, що для

того, щоб описати еволюцiю елементарно-часових станiв у примiтивних мiнливих

множинах, що моделюють певнi фiзичнi процеси, недостатньо iнформацiї про

еволюцiю її елементарних станiв, що задається напрямним вiдношенням змiн.

У зв’язку iз зазначеним фактом вводяться поняття бази елементарних процесiв

(яка є певним рефлексивним i асиметричним бiнарним вiдношенням на множинi

елементарно-часових станiв примiтивної мiнливої множини) та поняття базової

мiнливої множини, тобто примiтивної мiнливої множини iз заданою на нiй базою

елементарних процесiв. З iнтуїтивної точки зору довiльна базова мiнлива множина

являє собою сукупнiсть мiнливих об’єктiв, спостереження за якою ведеться в рамках

однiєї (фiксованої) системи вiдлiку. Також у зазначеному пiдроздiлi доводиться, що

довiльна система абстрактних траєкторiй природним чином породжує базову мiнли-

ву множину. У пiдроздiлi 1.9 доводиться, що довiльна базова мiнлива множина може

бути породжена системою абстрактних траєкторiй, якi утворенi її лiнiями долi, тобто

максимальними ланцюгами на множинi її елементарно-часових станiв. У пiдроздi-

лi 1.10 вводиться поняття мiнливої системи базової мiнливої множини ℬ як довiльної
пiдмножини множини Bs(ℬ) ї ї елементарно-часових станiв. З iнтуїтивної точки зору

на поняття мiнливої системи можна дивитись, як на абстрактне узагальнення поня-

ття фiзичного тiла, склад якого, взагалi кажучи, не є постiйним i може змiнюватись

довiльним чином протягом часу в процесi еволюцiї цього тiла. У пiдроздiлi 1.11 вве-

дено аналоги теоретико-множинних вiдношення включення та операцiї об’єднання

для базових мiнливих множин (а саме вiдношення еволюцiйного та супереволюцiй-

ного включення та операцiї еволюцiйного та супереволюцiйного об’єднання). Також

доведено, що операцiя еволюцiйного об’єднання має багато властивостей, схожих

з операцiєю об’єднання звичайних множин. У пiдроздiлi 1.12 вводиться поняття

(загальної) мiнливої множини як iндексованої сiм’ї базових мiнливих множин, мiж

якими дiють вiдображення унiфiкацiї. Вiдображення унiфiкацiї визначаються як

вiдображення з множини всiх мiнливих систем однiєї базової мiнливої множини у

множину всiх мiнливих систем iншої базової мiнливої множини, що задовольняють

певнi додатковi умови. Також дається означення системи вiдлiку довiльної мiнливої

множини i вводиться система стандартних позначень теорiї мiнливих множин. У

пiдроздiлi 1.13 наводяться деякi приклади мiнливих множин, якi демонструють, що

математичний апарат вiдповiдної теорiї володiє достатнiм запасом гнучкостi. У пiд-

роздiлi 1.14 введено класифiкацiю видимостi систем вiдлiку у мiнливих множинах,
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зокрема доведено, що за певних умов множина систем вiдлiку мiнливої множини

може розпадатись на класи видимостi, якi попарно не перетинаються i будь-який

клас видимостi є цiлком невидимим з iнших класiв видимостi. Також дослiджено

чiтко видимi мiнливi множини, тобто мiнливi множини, всi компоненти яких є

цiлком видимими в кожнiй системi вiдлiку. Доведено, що в чiтко видимих мiнливих

множинах вiдображення унiфiкацiї породжуються бiєктивними вiдображеннями

мiж множинами елементарно-часових станiв вiдповiдних систем вiдлiку.

У другому роздiлi дослiджуються кiнематичнi мiнливi множини, тобто мiнливi

множини, кожна система вiдлiку яких оснащена своїм власним геометричним оточе-

нням, яке може бути метричним, топологiчним, лiнiйним, топологiчним векторним

або iншим простором. У пiдроздiлi 2.1 зроблено огляд лiтератури за тематикою роз-

дiлу, сформульовано основнi задачi наступних дослiджень i анонсовано найвагомiшi

результати, отриманi в другому роздiлi. У пiдроздiлi 2.2 дається математично строге

означення кiнематичних мiнливих множин (кiнематичних множин), а також вводи-

ться система стандартних позначень теорiї кiнематичних множин i встановлюються

найелементарнiшi основнi властивостi таких множин. У пiдроздiлi 2.3 формулюю-

ться означення реального i унiверсального перетворення координат мiж системами

вiдлiку у кiнематичних множинах, а також доводиться необхiдна i достатня озна-

ка iснування унiверсального перетворення координат у кiнематичнiй множинi. Крiм

того доводиться, що у випадку, коли унiверсальне перетворення координат у кiнема-

тичнiй множинi iснує, то воно, взагалi кажучи, не єдине. У пiдроздiлi 2.4 доведено

теорему про мультиобраз для кiнематичних множин, яка необхiдна для побудови

математично строгих моделей кiнематики спецiальної теорiї вiдносностi, а також

її тахiонових розширень, в яких дозволяється надсвiтловий рух для матерiальних

об’єктiв та iнерцiйних систем вiдлiку. У пiдроздiлi 2.5, використовуючи теорему про

мультиобраз, побудовано приклади кiнематичних множин, якi є математично строги-

ми моделями еволюцiї фiзичних систем в рамках кiнематики Лоренца-Пуанкаре та її

тахiонових розширень на основi узагальнених перетворень Лоренца-Пуанкаре в сенсi

Е. Рекамi, В. Ольховського та Р. Голдонi. У пiдроздiлi 2.6 побудовано один цiкавий

клас кiнематичних множин, в яких кожна частинка в кожен момент часу може мати

свою власну “швидкiсть свiтла” i доведено, що в таких кiнематичних множинах не

iснує унiверсального перетворення координат в нетривiальних випадках.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню унiверсальних кiнематик, тобто кiнема-

тичних множин iз заданим унiверсальним перетворенням координат. Пiсля коротень-

кого вступу, розмiщеного в пiдроздiлi 3.1, у пiдроздiлi 3.2 формулюється означення

унiверсальних кiнематик, вводиться система стандартних позначень теорiї унiвер-

сальних кiнематик i встановлюються найелементарнiшi базовi властивостi унiвер-
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сальних кiнематик. У пiдроздiлi 3.3 доводиться теорема про мультиобраз для унi-

версальних кiнематик. У пiдроздiлi 3.4, використовуючи теорему про мультиобраз

для унiверсальних кiнематик, будуються приклади унiверсальних кiнематик, якi є

математично строгими моделями еволюцiї фiзичних систем в рамках кiнематики

Лоренца-Пуанкаре та її тахiонових розширень в сенсi Е. Рекамi, В. Ольховського

та Р. Голдонi. У пiдроздiлi 3.5 вводиться поняття еквiвалентностi унiверсальних

кiнематик вiдносно перетворення координат та встановлюються деякi властивостi

цього поняття. У пiдроздiлi 3.6 введено вiдношення еволюцiйного та супереволю-

цiйного включення для кiнематичних множин та унiверсальних кiнематик. Дове-

дено, що вiдношення еволюцiйного та супереволюцiйного включення кiнематичних

множин та унiверсальних кiнематик мають властивостi вiдношення порядку. У пiд-

роздiлi 3.7 введено операцiї еволюцiйного об’єднання та диз’юнктного еволюцiйного

об’єднання для унiверсальних кiнематик. Доведено, що якщо диз’юнктне еволюцiй-

не об’єднання двох унiверсальних кiнематик iснує, то воно збiгається з їхнiм ево-

люцiйним об’єднанням. Також доведено, що довiльнi двi диз’юнктнi унiверсальнi

кiнематики мають диз’юнктне еволюцiйне об’єднання i що диз’юнктне еволюцiйне

об’єднання еволюцiйно видимих унiверсальних кiнематик є еволюцiйно видимим. У

пiдроздiлi 3.8 доводиться теорема про еволюцiйне розширення для унiверсальних

кiнематик, яка математично обґрунтовує процедуру долучення до вихiдної унiвер-

сальної кiнематики нових, “вiртуальних” еволюцiонуючих компонентiв за припущен-

ня, що долучення цих, нових, компонентiв не впливає на еволюцiю старих (вихiдних)

компонентiв кiнематики. У пiдроздiлi 3.8 методами теорiї унiверсальних кiнематик

дослiджується питання про “часовi парадокси”, пов’язанi з гiпотезою про iснуван-

ня матерiальних об’єктiв та iнерцiйних систем вiдлiку, що рухаються зi швидкiстю,

бiльшою за швидкiсть свiтла. Встановлено достатнi ознаки умовної часозворотностi

та безумовної часонезворотностi унiверсальних кiнематик. Використовуючи зазна-

ченi достатнi ознаки проаналiзовано на безумовну часонезворотнiсть унiверсальнi

кiнематики, якi є математично строгими моделями еволюцiї фiзичних систем в рам-

ках тахiонових розширень кiнематики Лоренца-Пуанкаре в сенсi Е. Рекамi, В. Оль-

ховського та Р. Голдонi. Зокрема доведено iснування часонезворотних тахiонових

кiнематик, в яких дозволяється рух тiл та iнерцiйних систем вiдлiку з довiльною

швидкiстю, вiдмiнною вiд швидкостi свiтла. У пiдроздiлi 3.10 дослiджуються вла-

стивостi одностайно-поступальних систем вiдлiку у векторних унiверсальних кiнема-

тиках. Зокрема, встановлено необхiдну i достатню умову одностайної поступальностi

однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi.

У четвертому роздiлi будується простiр узагальнених операторiв з обмеженим

проекцiйним слiдом над заданим гiльбертовим простором i дослiджуються властиво-
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стi цього простору. У пiдроздiлi 4.1 зроблено огляд лiтератури за тематикою роздiлу,

та сформульовано мету дослiджень, розмiщених в роздiлi. У пiдроздiлi 4.2 введено

поняття абстрактного трансляцiйно iнварiантного оператора в гiльбертовому про-

сторi та доведено, що звичайний слiд вiд трансляцiйно iнварiантних операторiв в

загальному випадку розбiжний. Далi вводиться аналог слiду для таких операторiв

— узагальнений проекцiйний слiд. При цьому будується лiнiйний нормований простiр

лiнiйних неперервних операторiв з обмеженим проекцiйним слiдом i доводиться його

неповнота. В зв’язку з цим ставиться задача опису поповнення зазначеного простору

з теоретико-операторної точки зору. В наступному пiдроздiлi 4.3, використовуючи

метод оснащених просторiв, розвинутий в працях академiка Ю.М. Березанського та

його учнiв, будується повний простiр узагальнених операторiв з обмеженим прое-

кцiйним слiдом та визначається поняття проекцiйного слiду для таких узагальне-

них операторiв. У пiдроздiлi 4.4 доводиться, що простiр узагальнених операторiв

з обмеженим проекцiйним слiдом можна вкласти в бiльш широкий банаховий про-

стiр псевдооператорiв з обмеженим проекцiйним слiдом i визначити на цьому бiльш

широкому банаховому просторi деякi важливi групи операторiв, пов’язанi з описом

еволюцiї багаточастинкових квантових систем.
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Роздiл 1

Основи теорiї мiнливих множин

1.1. Вступнi зауваження та огляд лiтератури

Як вже було сказано у вступi до дисертацiї, незважаючи на величезнi успiхи суча-

сної теоретичної фiзики, вiдому шосту проблему Гiльберта стосовно математично

строгого обґрунтування основ цiєї науки на сьогоднi не можна вважати остаточно

розв’язаною, не дивлячись на те, що iснує досить велика кiлькiсть наукових публi-

кацiй, якi є так чи iнакше пов’язаними iз шостою проблемою Гiльберта. На дум-

ку автора дисертацiї, однiєю з причин недостатньої продуктивностi багатьох спроб

розв’язання шостої проблеми Гiльберта є вiдсутнiсть єдиного абстрактного матема-

тичного апарату, призначеного для строгого формулювання основ рiзних фiзичних

теорiй. Наприклад, в роботах [13–15, 18] автори намагались, використовуючи iсную-

чi математичнi структури i поняття, запропонувати математичнi об’єкти, призначенi

для формалiзацiї досить великого дiапазону фiзичних теорiй. В результатi такого пiд-

ходу в роботах цих авторiв з’являються досить складнi i громiздкi математичнi кон-

струкцiї (див., наприклад [13, definition 4.1], [14, Definition 6.1], [15, 18, Definition 5]).

Для того, щоб зрозумiти мотивацiю, яка привела авторiв до цих математичних кон-

струкцiй необхiдно добре знати сучасну теоретичну фiзику. Взагалi, на нашу думку,

головною особливiстю багатьох iснуючих математично строгих моделей теоретичної

фiзики є те, що дослiдники — творцi цих моделей спочатку намагаються, виходя-

чи з iнтуїтивних мiркувань, пiдiбрати необхiдний математичний апарат для опису

фiзичних явищ, що розглядаються в цих моделях, а вже потiм намагаються матема-

тично формалiзувати опис цих явищ, ототожнюючи фiзичнi об’єкти з вiдповiдними

математичними конструкцiями, породженими цим математичним апаратом (напри-

клад з розв’язками деяких систем диференцiальних рiвнянь на деякому просторi або

многовидi). Але, в той же час, математично строге визначення i формулювання най-

бiльш елементарних (базових) фiзичних понять та постулатiв, отриманих на основi

дослiдiв, життєвого досвiду або ж здорового глузду (якi i привели до появи зазна-

чених математичних конструкцiй) залишається нерозв’язаною задачею. В роботах
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росiйського бiофiзика, Олександра Лєвiча [27–30], висловлюється думка, що загаль-

не розв’язання цiєї задачi в рамках iснуючих на даний час математичних теорiй —

неможливе i ставиться проблема побудови теорiї “динамiчних множин” — нових аб-

страктних математичних структур, у рамках яких можна було б строго математично

моделювати рiзноманiтнi процеси в фiзичних, бiологiчних та iнших складних систе-

мах. В даному роздiлi дисертацiї викладаються основи математичної теорiї мiнливих

множин. Теорiю мiнливих множин можна трактувати як спробу дати розв’язання

проблеми, поставленої в зазначених вище роботах О. Лєвiча.

Iнший пiдхiд до формалiзацiї фiзичних теорiй полягає в застосуваннi аксiомати-

чного методу. В цьому напрямку працювали i працюють досить багато математи-

кiв та iнших вчених (див., напр. [5, 11, 12, 20–24, 31–42]) див. також оглядову робо-

ту [43] про рiзнi аксiоматизацiї простору-часу. Особливо серед прихильникiв аксiо-

матичного пiдходу слiд вiдзначити досить велику i потужну групу угорських мате-

матикiв (Hajnal Andreka, Judit Madarasz, Istvan Nemeti, Gergely Szekely та iн.; див.,

напр. [21–24,42]). Слiд зазначити, що аксiоматичний метод часто дозволяє уникнути

введення складних i громiздких математичних структур в основи теорiї. В той же

час головним недолiком робiт, в яких застосовується чисто-аксiоматичний метод для

формалiзацiї фiзичних теорiй є їхня недостатня загальнiсть, оскiльки iснуючi роботи

“аксiоматичного” типу дозволяють викласти математично строго якийсь фрагмент

тої чи iншої фiзичної теорiї. Крiм цього аксiоматичний пiдхiд часто приводить до

появи певних штучних аксiом, котрi викликають у читачiв зайвi розмiрковування i

дискусiї “фiлософського” типу. Наприклад, аксiома AxPh в роботi [24, page 18] ви-

магає iснування свiтлової сфери в кожнiй точцi простору-часу. Ця аксiома необхiдна

авторам роботи лише як певний технiчний постулат, необхiдний для отримання пе-

ретворень Лоренца-Пуанкаре мiж iнерцiйними системами вiдлiку. В той же час дана

аксiома викликає зайвi “фiлософськi” розмiрковування на тему “чи справдi реаль-

ний свiт в кожнiй точцi простору i в кожен момент часу пронизаний фотонами, що

рухаються в усiх можливих напрямках?”. Зрозумiло, що для розв’язання бiльшостi

задач, пов’язаних iз спецiальною теорiєю вiдносностi ця аксiома не є конче необхi-

дною, оскiльки, отримавши перетворення Лоренца-Пуанкаре їх далi можна прийня-

ти за “аксiому” для iнерцiйних систем вiдлiку. Слiд зазначити, що аналогiчний не-

долiк мають також i роботи [12, 39], в яких є свiй “аналог” аксiоми AxPh. Таким

чином, ми бачимо, що конкретна задача виведення перетворень Лоренца-Пуанкаре

мiж iнерцiйними системами вiдлiку в роботах “аксiоматичного типу”, присвячених

кiнематицi спецiальної теорiї вiдносностi, приводить до необхiдностi формулювання

штучних аксiом типу AxPh. Можна зробити, навiть, бiльш загальний висновок, про

те, що аксiоматичний пiдхiд вимагає побудови власної системи аксiом для кожної
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окремої конкретної фiзичної задачi. Причина такої ситуацiї полягає в тому, що, на

вiдмiну вiд шкiльного курсу геометрiї (де евклiдова площина або евклiдовий простiр

є “унiверсальним вмiстилищем” всiх можливих геометричних фiгур), побудова або

аксiоматичне означення єдиного “унiверсального вмiстилища” для всiх варiантiв ево-

люцiї фiзичних систем є досить складною задачею. I будь-якi спроби розв’язання цiєї

задачi неминуче мусять приводити до складних i досить штучних математичних або

логiчних конструкцiй. В зв’язку iз вищесказаним, пропозицiя, висловлена в [22, page

210] застосувати апарат модальної логiки для розв’язання поставленого завдання

також виглядає недостатньо ефективною.

Пiдсумовуючи вищесказане, можна видiлити наступнi головнi причини недоста-

тньої продуктивностi тих пiдходiв до формалiзацiї фiзичних теорiй, якi застосовува-

лись в роботах, розглянутих вище:

1) Застосування iснуючих математичних структур та абстрактних класiв об’єктiв

(наприклад категорiй, розшарувань та многовидiв) для визначення фiзичних

понять.

2) Застосування чисто-аксiоматичного методу.

3) Вiдсутнiсть єдиного абстрактного математичного апарату, призначеного для

строгого формулювання основ рiзних фiзичних теорiй.

Саме тому вихiд iз ситуацiї, на думку автора, полягає в побудовi нових абстрактних

математичних класiв об’єктiв, спецiально адаптованих для строгого математично

моделювання рiзноманiтних процесiв в фiзичних та iнших складних системах. При-

чому новi математичнi класи краще визначати “з нуля”, не опираючись на вже вiдомi

в математицi абстрактнi структури. Взагалi кажучи, рiзнi абстрактнi математичнi

класи об’єктiв (такi як групи, кiльця, поля, решiтки, лiнiйнi, метричнi або тополо-

гiчнi простори та iн.), вiдомi в математицi вже досить давно. При цьому розвиток

математики, як правило, йшов “вiд конкретного до абстрактного”, тобто, наприклад,

поняття групи, кiльця або поля виникло пiсля того, як конкретнi приклади груп

кiлець або полiв вже були вiдомi в математицi. Але, для побудови абстрактних мате-

матичних класiв об’єктiв, спецiально адаптованих до теоретичної фiзики, необхiдно

вводити новi абстрактнi математичнi структури, конкретнi приклади яких ще не вi-

домi в математицi. Тому, головною особливiстю даної роботи є те, що дуже часто

доведеться рухатись “за зворотньою схемою — вiд абстрактного до конкретного”, ко-

ли спочатку вводяться означення нових абстрактних математичних класiв, а вже

потiм наводяться конкретнi приклади цих класiв.

В данiй роботi пропонується новий абстрактний математичний апарат для фор-

малiзацiї фiзичних теорiй, що базується на теорiї мiнливих множин. Головною осо-
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бливiстю даного пiдходу є те, що цей пiдхiд дозволяє будувати починаючи з найпро-

стiших математичних структур, а далi вводити бiльш складнi математичнi об’єкти на

основi простiших. Взагалi кажучи, iдея застосування теорiї множин як математично-

го апарату для розв’язання шостої проблеми Гiльберта виглядає цiлком природною,

оскiльки довiльну картину нашої оточуючої реальностi можна уявляти як множину

певних об’єктiв. Напевне, саме це мав на увазi академiк П.С. Алєксандров, коли в

пiдручнику [44] говорив про множину зайцiв, що проживають в лiсах Московської

областi. Погоджуючись з автором пiдручника [44], варто уточнити певнi особливостi,

якi вiдрiзняють “множини”, якi ми зустрiчаємо в реальностi вiд тих, що зустрiчаються

в класичнiй теорiї множин. Наприклад, множина всiх горобцiв Київської областi є

множиною в сенсi класичної теорiї множин лише тодi, коли ми спостерiгаємо цю мно-

жину в певний, фiксований, момент часу. Проте, коли ми поглянемо на цю множину

протягом певного промiжку часу, то зауважимо, що ця множина не має сталого скла-

ду елементiв зi сталими властивостями. Справдi, кожен горобець протягом життя

може перемiщуватись в просторi, змiнювати свою вагу хiмiчний склад та iншi пара-

метри, перетинати межi Київської областi. Крiм того, горобцi можуть народжуватись

або помирати. Множини подiбного типу природно назвати мiнливими множинами. З

iнтуїтивної точки зору мiнливi множини це — сукупностi об’єктiв, якi, на вiдмi-

ну вiд елементiв звичайних (статичних) множин, можуть перебувати в процесi

постiйних трансформацiй, тобто — змiнювати свої властивостi, з’являтись чи

зникати, розпадатись на декiлька частин чи, навпаки, декiлька об’єктiв можуть

зливатись в один. Крiм того картина еволюцiї мiнливої множини може залежати

вiд способу спостереження, тобто вiд системи вiдлiку.

Слiд зазначити, що незавершенi спроби побудови теорiй, дещо схожих на теорiю

мiнливих множин можна знайти в роботах [45, 46]. В порiвняннi з мiнливими мно-

жинами, в цих роботах було запропоновано бiльш примiтивнi математичнi об’єкти.

Наприклад об’єкти, для яких в роботi [45], використано назву “variable sets” можуть

лише змiнювати свiй склад з плином часу, проте самi елементи цих “змiнних” мно-

жин не можуть еволюцiонувати. Аналогiчне можна сказати про категорiї Bun(𝑋)

(розшарувань над 𝑋) та Shv(𝑋) з [46]. Елементи категорiї Biv з [46] можуть еволю-

цiонувати лише шляхом одного “стрибка” мiж двома фiксованими моментами часу.

Крiм того, автори робiт [45,46] не просунулись далi фiлософських роздумiв i форму-

лювання деяких означень або аксiом.

Окрему увагу також варто звернути на так званi каузальнi множини — абстра-

ктнi математичнi об’єкти, що з’являються в певних сучасних роботах фiзичного та

фiлософського спрямування (див., напр. [47–51]). Каузальнi множини призначенi для

математичного опису дискретного простору-часу. Фiзики очiкують, що дослiджен-
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ня таких математичних структур дасть просування у вирiшеннi проблеми побудови

математичних основ квантової теорiї гравiтацiї [50, 51]. З формально-математичної

точки зору каузальнi множини є частинним випадком добре вiдомих частково упо-

рядкованих множин, а саме — локально-скiнченними частково упорядкованими мно-

жинами [48,50]. В свою чергу, частково упорядкованi множини є частинним випадком

орiєнтованих множин, що розглядаються в пiдроздiлi 1.2 даної дисертацiйної роботи.

Отже, в данiй роботi розглядаються набагато бiльш загальнi математичнi об’єкти,

нiж каузальнi множини. Проте, сама поява каузальних множин свiдчить, про те, що

математичнi поняття, що вводяться i вивчаються в данiй роботi вже давно назрiли.

Даний роздiл роботи присвячений теорiї мiнливих множин, а в наступних роз-

дiлах на основi теорiї мiнливих множин будується iєрархiя нових абстрактних кла-

сiв математичних об’єктiв, а саме вводяться i дослiджуються кiнематичнi мiнливi

множини та унiверсальнi кiнематики. Дослiдження розпочинаються з найбiльш про-

стих математичних об’єктiв — орiєнтованих множин та примiтивних мiнливих мно-

жин (пiдроздiли 1.2–1.7 роздiлу 1). Далi дослiджуються бiльш складнi математичнi

об’єкти — базовi мiнливi множини (див. пiдроздiли 1.8–1.10 роздiлу 1) та (загальнi)

мiнливi множини (див. пiдроздiли 1.12–1.14 роздiлу 1).

1.2. Орiєнтованi множини та їхнi властивостi

Коли спробувати подивитися з найбiльш абстрактної точки зору на на будь-яку кар-

тину реальної дiйсностi (область реальностi), то можна лише сказати, що така карти-

на в кожну мить свого iснування складається з певних предметiв (об’єктiв). В процесi

наукового дослiдження заданої областi реальностi предмети з яких вона складається

розбивають на дрiбнiшi, елементарнi, об’єкти, якi ми будемо називати елементарними

станами. Спосiб розбиття заданої областi реальностi на елементарнi стани залежить

вiд рiвня наших знань про цю область, вiд необхiдного для практики рiвня дета-

лiзацiї дослiджень, або ж вiд рiвня фiзико-математичної iдеалiзацiї дослiджуваної

системи. В залежностi вiд зазначених факторiв елементарними станами можуть, бу-

ти, наприклад, положення матерiальної точки чи елементарної частинки в заданий

момент часу, значення скалярного, векторного чи тензорного поля в заданiй точцi

простору-часу, стан особини того чи iншого бiологiчного виду в заданий момент ча-

су (в математичних моделях бiологiї) та iн. I якщо б картина реальної дiйсностi не

змiнювалася з часом, то для опису такої картини реальної дiйсностi (в найбiльш аб-

страктнiй формi) цiлком би вистачило класичної теорiї множин, коли елементарнi

стани ототожнюються з елементами певної множини. Проте, реальна дiйснiсть мiн-

лива. Елементарнi стани в процесi еволюцiї можуть змiнювати свої властивостi, а
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отже втрачати свою формально-математичну самототожнiсть. Також елементарнi

стани можуть зникати або народжуватись, розпадатися на декiлька елементарних

станiв, або ж, навпаки, декiлька елементарних можуть зливатись в один. Але здо-

ровий глузд пiдказує, що завжди, коли є можливiсть прослiдкувати “лiнiї еволюцiї”

дослiджуваної системи, можна чiтко вiдповiсти на питання, чи є елементарний стан

“𝑦” результатом трансформацiй (тобто “трансформацiйним нащадком”) елементарно-

го стану “𝑥”. Отже, найпримiтивнiшу (стартову) модель сукупностi мiнливих об’єктiв

можна описати з допомогою наступного означення.

Означення 1.1. Нехай, 𝑀 — довiльна непорожня множина (𝑀 ̸= ∅).
Довiльне рефлексивне бiнарне вiдношення ◁−− на 𝑀 (тобто таке, що

∀𝑥 ∈𝑀 𝑥◁−−𝑥) будемо називати орiєнтацiєю, а паруℳ = (𝑀,◁−−) будемо називати

орiєнтованою множиною. При цьому множину 𝑀 будемо називати базовою, або

множиною всiх елементарних станiв орiєнтованої множиниℳ i будемо позначати

її черезBs(ℳ), а вiдношення ◁−− будемо називати напрямним вiдношенням змiн

(трансформацiй)ℳ i будемо позначати його через←
ℳ
. Елементи множини Bs(ℳ)

будемо називати елементарними станами орiєнтованої множиниℳ.

У випадку, коли вiдомо, про яку орiєнтовану множину ℳ йде мова, в позна-

ченнi ←
ℳ

символ ℳ будемо опускати, вживаючи позначення “←”. Для елементiв

𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) запис 𝑦←𝑥 слiд розумiти, як “елементарний стан 𝑦 є результатом

трансформацiй, або “трансформацiйним нащадком” елементарного стану 𝑥”.

Зауваження 1.2. 1. Певнi спроби побудови абстрактних математичних структур

для моделювання фiзичних систем зроблено в роботах Пiменова [16, 17, 52]. В цих

роботах в якостi базової абстрактної моделi запропоновано розглядати пару виду

(𝑀,≺), де 𝑀 деяка множина i ≺ — бiнарне локального слiдування вiдношення на

𝑀 , тобто вiдношення, що задовольняє такi умови:

(Pm1) не iснує елементiв 𝑥, 𝑦 ∈𝑀 таких, що 𝑥 ≺ 𝑦 i 𝑦 ≺ 𝑥;

(Pm2) для довiльного 𝑝 ∈𝑀 вiдношення ≺ є транзитивним на множинах, 𝑝+ =

{𝑥 ∈𝑀 | 𝑝 ≺ 𝑥}, 𝑝− = {𝑥 ∈𝑀 | 𝑥 ≺ 𝑝}.
Головним недолiком даного пiдходу є те, що автор вiдштовхувався не вiд

абстрактно-фiлософських мiркувань, а вiд конкретного прикладу вiдношення по-

рядку, породженого “свiтловим конусом” у просторi часу Мiнковського [17, стор.

15], що в свою чергу породило накладання додаткових штучних аксiом i зробило

запропоновану модель недостатньо гнучкою. Зокрема, завдяки топологiчним аксiо-

мам ТК1-ТК3 [17], дана модель непридатна для опису процесiв з дискретним часом

(зазначимо, що дискретними аналогами моделi Пiменова [16, 17, 52] можна вважати

каузальнi множини, розглянутi в пiдроздiлi 1.1). Крiм того побудова математичної

моделi спецiальної теорiї вiдносностi на основi вiдношення порядку “свiтлового ко-

нусу” робить неможливою (або суттєво ускладнює) математично строгу побудову
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тахiонової кiнематики в рамках цiєї моделi, в той час, як побудова формальної те-

орiї тахiонiв є одним з актуальних напрямкiв сучасної теоретичної i математичної

фiзики [53–59]. Зазначимо, що мiж моделями, запропонованими в [16,17,52] (разом з

їхнiми дискретними аналогами — каузальними множинами [47–51]) i нашою модел-

лю, запропонованою в означеннi 1.1 iснує вiдмiннiсть в способi трактування. Справа

в тому, що напрямне вiдношення змiн в означеннi 1.1, на вiдмiну вiд вiдношення ло-

кального слiдування ≺ в роботах [16,17,52] та вiдношення порядку в каузальних мно-

жинах, вiдображає лише реальнi трансформацiї елементарних станiв, модельованої

системи, а не всi “потенцiйно можливi”, “дозволенi” (наприклад, порядком “свiтлово-

го конусу” в просторi Мiнковського). Отже, розглядаючи певну примiтивну мiнливу

множину ми завжди уявляємо конкретну еволюцiю якоїсь конкретної системи, а не

який-небудь простiр, в якому iде час i визначено порядок, який описує всi потенцiйно

можливi напрямки еволюцiї систем в рамках цього “простору з часом”.

Проте, з iншого боку, моделi робiт [16, 17, 52] можна розглядати як частиннi ви-

падки орiєнтованих множин, визначених в означеннi 1.1. Справдi, розглянемо на-

ступне бiнарне вiдношення, ⪯=≺ ∪{(𝑥, 𝑥) | 𝑥 ∈𝑀}, тобто таке вiдношення, що для
довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 умова 𝑥 ⪯ 𝑦 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 ≺ 𝑦 або 𝑥 = 𝑦.

Використовуючи умову (Pm1) нескладно довести, що вiдношення ≺ однозначно вiд-

новлюється за вiдношенням ⪯, а саме ≺=⪯ ∖{(𝑥, 𝑥) | 𝑥 ∈𝑀}. Отже, довiльна мо-
дель виду (𝑀,≺) з [16,17,52] є еквiвалентною орiєнтованiй множинi (𝑀,⪯), але така

орiєнтована множина (𝑀,⪯) є лише частинним випадком загальних орiєнтованих

множин, розглянутих в означеннi 1.1.

2.M. Lachowicz в своїх роботах [60–66], розглядаючи загальнi принципи побудови

дискретночасових математичних моделей складних систем (перш за все бiологiчних

систем) на мiкроскопiчному рiвнi опису, вводить до поняття внутрiшнього мiкроско-

пiчного стану елемента системи, яке можна iнтерпретувати як частинний випадок

поняття елементарного стану введеного в означеннi 1.1.

Нехай,ℳ — орiєнтована множина.

Означення 1.3. Непорожня пiдмножина 𝑁 ⊆ Bs(ℳ) називається транзитивною

вℳ якщо для довiльних 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑁 з умов 𝑧← 𝑦 i 𝑦←𝑥 випливає умова 𝑧←𝑥.

Транзитивна множина 𝑁 ⊆ Bs(ℳ) називається максимально транзитивною

вℳ, якщо не iснує транзитивної множини 𝑁1 ⊆ Bs(ℳ), такої, що 𝑁 ⊂ 𝑁1 (пiдкре-

слимо, що тут знак ⊂ означає строге включення, тобто 𝑁 ̸= 𝑁1).

Транзитивна пiдмножина 𝐿 ⊆ Bs(ℳ) називається ланцюгом в ℳ, якщо для

довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 має мiсце хоч одне iз спiввiдношень 𝑦←𝑥 або 𝑥← 𝑦. Ланцюг

𝐿 ⊆ Bs(ℳ) називається максимальним ланцюгом в ℳ, якщо не iснує ланцюга

𝐿1 ⊆ Bs(ℳ) такого, що 𝐿 ⊂ 𝐿1.

Твердження 1.4. Нехай,ℳ — орiєнтована множина.
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1. Довiльна непорожня пiдмножина 𝑁 ⊆ Bs(ℳ), яка мiстить не бiльше, двох

елементiв є транзитивною.

2. Не бiльш, нiж двохелементна непорожня пiдмножина 𝐿 = {𝑥, 𝑦} ⊆ Bs(ℳ)

є ланцюгом тодi i тiльки тодi, коли 𝑦←𝑥 або 𝑥← 𝑦. Зокрема одноелементна

пiдмножина 𝐿 = {𝑥} ⊆ Bs(ℳ) завжди є ланцюгом.

Доведення твердження 1.4 зводиться до тривiальної перевiрки.

Надалi через 2M позначатимемо множину всiх пiдмножин (довiльної) множини

M.

Лема 1.5. Нехай,ℳ — орiєнтована множина.

1. Об’єднання довiльної сукупностi транзитивних множин ℳ, лiнiйно упоряд-

коване вiдношенням включення є транзитивною множиною вℳ.

2. Об’єднання довiльної сукупностi ланцюгiвℳ, лiнiйно упорядковане вiдношен-

ням включення, є ланцюгом вℳ.

Доведення. 1. Нехай, N ⊆ 2Bs(ℳ) — деяка сукупнiсть транзитивних множин в ℳ,

лiнiйно упорядкована вiдношенням включення. Позначимо, ̃︀𝑁 :=
⋃︀
𝑁∈N𝑁 . Роз-

глянемо довiльнi елементарнi стани 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ̃︀𝑁 такi, що 𝑧← 𝑦 i 𝑦←𝑥. Оскiльки

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ̃︀𝑁 =
⋃︀
𝑁∈N𝑁 , то iснують 𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑧 ∈ N такi, що 𝑥 ∈ 𝑁𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁𝑦, 𝑧 ∈ 𝑁𝑧.

Оскiльки сiм’я множин N — лiнiйно упорядкована вiдношенням включення, то зна-

йдеться множина 𝑁0 ∈ {𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑧} ⊆ N така, що 𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑧 ⊆ 𝑁0. Отже, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑁0.

Оскiльки 𝑁0 ∈ {𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑧} ⊆ N, то 𝑁0 — транзитивна множина. Отже, з умов 𝑧← 𝑦

i 𝑦←𝑥 випливає 𝑧←𝑥. Таким чином, ̃︀𝑁 — транзитивна множина. 2. Другий пункт

леми доводиться аналогiчно.

Використовуючи лему 1.5 та лему Цорна, отримуємо наступне твердження.

Твердження 1.6.

1. Для довiльної транзитивної множини 𝑁 в орiєнтованiй множинi ℳ iснує

максимально транзитивна множина 𝑁max така, що 𝑁 ⊆ 𝑁max.

2. Для довiльного ланцюга 𝐿 в ℳ iснує максимальний ланцюг 𝐿max такий, що

𝐿 ⊆ 𝐿max.

Зауважимо, що на другий пункт твердження 1.6 можна дивитися, як на узагаль-

нення принципу максимальностi Хаусдорфа в рамках даної теорiї.

З тверджень 1.6 та 1.4 випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 1.7. Для довiльних двох елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) в орiєнтованiй множи-

нiℳ iснує максимально-транзитивна множина 𝑁 ⊆ Bs(ℳ) така, що 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁 .

Наслiдок 1.8. Для довiльних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ), таких, що 𝑦←𝑥 в орiєнто-

ванiй множинiℳ iснує максимальний ланцюг 𝐿 ⊆ Bs(ℳ) такий, що 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿.
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Поклавши 𝑥 = 𝑦 ∈ Bs(ℳ) (нагадаємо, що, за означенням 1.1 Bs(ℳ) ̸= ∅),
приходимо до висновку, що в довiльнiй орiєнтованiй множинi ℳ завжди iснують

максимально-транзитивнi множини i максимальнi ланцюги.

Основнi результати пiдроздiлу 1.2 були анонсованi в роботi [67] i опублiкованi

в [68, роздiл 2], а також представлено на конференцiях [69–71].

1.3. Час на орiєнтованих множинах. Примiтивнi

мiнливi множини.

В теоретичнiй фiзицi звикли вважати моменти часу дiйсними числами. Проте абстра-

ктна математика може мати справу з об’єктами довiльної потужностi, зокрема бiль-

шої за континуум. У зв’язку з цим в роботах таких математикiв, як Hajnal Andreka,

Judit Madarasz, Istvan Nemeti, Gergely Szekely в якостi часової шкали розглядається

довiльне упорядковане поле (див., наприклад, [21–24]), оскiльки вiдомо, що упорядко-

ванi поля (зокрема нестандартнi розширення поля дiйсних чисел в сенсi [72]) можуть

мати як завгодно велику потужнiсть. Але, обмежившись упорядкованими полями, ми

залишимо поза увагою проблему опису еволюцiї, наприклад, в дискретних часових

шкалах. Тому, в данiй абстрактнiй теорiї, ми не будемо обмежуватись дiйсночисло-

вими моментами часу або моментами часу з довiльного упорядкованого поля. I, як

буде видно далi, вiдсутнiсть умов на iснування алгебраїчних операцiй на часовiй шка-

лi не заважає отриманню багатьох цiкавих абстрактних результатiв. В наступному

означеннi моменти часу є елементами довiльної лiнiйно упорядкованої множини (в

сенсi [73, с. 12]). Таке розумiння часу близьке до фiлософського, уявлення про час,

як певний “хронологiчний порядок”, якось узгоджений з процесами змiн (еволюцiї).

Означення 1.9. Нехай,ℳ — орiєнтована множина i T = (T,≤) — лiнiйно упоряд-

кована множина. Вiдображення 𝜓 : T → 2Bs(ℳ) називається часом на ℳ, якщо

виконуються такi умови:

1) Для довiльного елементарного стану 𝑥 ∈ Bs(ℳ) iснує елемент 𝑡 ∈ T такий,

що 𝑥 ∈ 𝜓(𝑡).

2) Якщо 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℳ, 𝑥2←𝑥1 i 𝑥1 ̸= 𝑥2, то iснують елементи 𝑡1, 𝑡2 ∈ T такi, що

𝑥1 ∈ 𝜓 (𝑡1), 𝑥2 ∈ 𝜓 (𝑡2) i 𝑡1 < 𝑡2 (тобто має мiсце часова роздiльнiсть послiдовних

неоднакових елементарних станiв).

При цьому:

∙ Елементи 𝑡 ∈ T будемо називати моментами часу.

∙ Пару ℋ = (T, 𝜓) = ((T,≤) , 𝜓) будемо називати хронологiзацiєюℳ.

∙ Трiйку 𝒫 = (ℳ,T, 𝜓) = (ℳ, (T,≤) , 𝜓) будемо називати примiтивною мiнли-

вою множиною.
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Будемо говорити, що орiєнтовану множину ℳ можна хронологiзувати , якщо

iснує хоч одна хронологiзацiя ℳ. Будь-яку орiєнтовану множину завжди можна

хронологiзувати. Щоб переконатись у цьому досить взяти лiнiйно-упорядковану мно-

жину T = (T,≤), що мiстить не менше двох елементiв i покласти:

𝜓(𝑡) := Bs(ℳ) (𝑡 ∈ T).

Легко перевiрити, що для функцiї 𝜓(·) виконуються умови означення 1.9. Бiльш

нетривiальнi способи хронологiзацiї орiєнтованих множин будуть розглянутi в роздiлi

1.4. Наступнi два твердження є тривiальними наслiдками означення часу 1.9.

Твердження 1.10. Нехай ℳ i ℳ1 — орiєнтованi множини, причому Bs(ℳ) ⊆
Bs (ℳ1) i ←

ℳ
⊆ ←
ℳ1

(останнє включення означає, що для 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) з умови

𝑦←
ℳ
𝑥 випливає, що 𝑦←

ℳ1

𝑥). Якщо вiдображення 𝜓1 : T→ 2Bs(ℳ1) (де T = (T,≤) —

лiнiйно упорядкована множина) є часом наℳ1, то вiдображення:

𝜓(𝑡) = 𝜓1(𝑡) ∩Bs(ℳ) (𝑡 ∈ T)

є часом наℳ.

Твердження 1.11. Нехай,ℳ — орiєнтована множина i 𝜓 : T→ 2Bs(ℳ) час наℳ.

Тодi:

(1) Якщо T1 ⊆ T, T1 ̸= ∅ i 𝜓(𝑡) = ∅ для 𝑡 ∈ T ∖ T1, то звуження 𝜓1 = 𝜓 ↾ T1

вiдображення 𝜓 на множину T1 (тобто вiдображення 𝜓1 : T1 → 2Bs(ℳ) таке, що

𝜓1(𝑡) = 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ T1) також є часом наℳ.

(2) Якщо упорядкована множина T вкладена в лiнiйно упорядковану множину(︁
T̃,≤1

)︁
(зi збереженням порядку) 1.1, то вiдображення 𝜓 : T̃ → 2Bs(ℳ), що задає-

ться формулою, 𝜓(𝑡) =

⎧⎨⎩𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ T

∅, 𝑡 ∈ T̃ ∖T
також є часом наℳ.

Твердження 1.11 iлюструє, що можна “викидати” моменти “повної смертi” з “хро-

нологiчної iсторiї ” примiтивної мiнливої множини, або ж “дописувати” такi моменти

до її “хронологiчної iсторiї ”.

Основнi результати пiдроздiлу 1.2 були анонсованi в роботi [67] i опублiкованi

в [68, роздiл 3], а також представлено на конференцiях [69–71].

1.4. Точковий та монотонний час. Теореми про хро-

нологiзацiю

Означення 1.12. Нехай (ℳ,T, 𝜓) = (ℳ, (T,≤) , 𝜓) — примiтивна мiнлива множина.

1.1Це означає, що T ⊆ T̃ i для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ T спiввiдношення 𝑥 ≤ 𝑦 виконується тодi i тiльки
тодi, коли 𝑥 ≤1 𝑦.
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1) Час 𝜓 будемо називати квазiточковим, якщо для довiльного 𝑡 ∈ T множина

𝜓(𝑡) є одноелементною.

2) Час 𝜓 будемо називати точковим, якщо виконуються наступнi умови:

(а) час 𝜓 є квазiточковим;

(б) для довiльних 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(ℳ) з умов 𝑥1 ∈ 𝜓(𝑡1), 𝑥2 ∈ 𝜓(𝑡2) i 𝑡1 ≤ 𝑡2,

випливає 𝑥2←𝑥1.

3) Час 𝜓 будемо називатимонотонним, якщо для будь-яких елементарних станiв

𝑥1 ∈ 𝜓 (𝑡1) i 𝑥2 ∈ 𝜓 (𝑡2) з умов 𝑥2←𝑥1 i 𝑥1 ̸↚ 𝑥2 випливає 𝑡1 < 𝑡2.

Якщо час 𝜓 є квазiточковим (точковим/монотонним), то хронологiзацiю (T, 𝜓)

орiєнтованої множини ℳ будемо називати квазiточковою (точковою/монотонною)

вiдповiдно.

Приклад 1.13. Розглянемо довiльне вiдображення 𝑓 : R → R𝑑 (𝑑 ∈ N). Таке вiд-
ображення можна трактувати як рiвняння руху деякої матерiальної точки в про-

сторi R𝑑. Вiдображення 𝑓 породжує орiєнтовану множину ℳ =
(︁
Bs(ℳ),←

ℳ

)︁
, де

Bs(ℳ) = R(𝑓) = {𝑓(𝑡) | 𝑡 ∈ R} ⊆ R𝑑 i для 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ), спiввiдношення 𝑦←
ℳ
𝑥 ви-

конується тодi i тiльки тодi, коли iснують 𝑡1, 𝑡2 ∈ R такi, що 𝑥 = 𝑓 (𝑡1), 𝑦 = 𝑓 (𝑡2) i

𝑡1 ≤ 𝑡2. Легко перевiрити, що вiдображення:

𝜓(𝑡) = {𝑓(𝑡)} ⊆ Bs(ℳ), 𝑡 ∈ R
є точковим часом наℳ.

Приклад 1.13 пояснює змiст термiну “точковий час”. Очевидно, що будь-який то-

чковий час є квазiточковим i монотонним. Взагалi кажучи квазiточковий час може

бути не монотонним, а отже не точковим. Монотонний час також може бути не ква-

зiточковим, а отже i не точковим. Нижче наводяться приклади для пiдтвердження

сказаного.

Приклад 1.14. Розглянемо довiльну двохелементну множину 𝑀 = {𝑥1, 𝑥2}
(𝑥1 ̸= 𝑥2). Визначимо орiєнтовану множину ℳ =

(︁
Bs(ℳ),←

ℳ

)︁
наступним чином:

Bs(ℳ) = 𝑀 = {𝑥1, 𝑥2}, ←
ℳ

= {(𝑥2, 𝑥1) , (𝑥1, 𝑥1) , (𝑥2, 𝑥2)} (тобто 𝑥2←
ℳ
𝑥1, 𝑥1←

ℳ
𝑥1,

𝑥2←
ℳ
𝑥2). Зауважимо, що напрямне вiдношення змiн, ←

ℳ
може бути представлене в

бiльш лаконiчнiй формi: ←
ℳ

= {(𝑥2, 𝑥1)} ∪ diag(𝑀), де diag(𝑀) = {(𝑥, 𝑥) |𝑥 ∈𝑀}.
Розглянемо лiнiйно упорядковану множину T = (R,≤) (зi звичним порядком на полi

дiйсних чисел). Час 𝜓 : R→ 2Bs(ℳ) на орiєнтованiй множинiℳ визначимо наступним

чином: 𝜓(𝑡) :=

⎧⎨⎩{𝑥1} , 𝑡 /∈ Q
{𝑥2} , 𝑡 ∈ Q

, де через Q позначено поле рацiональних чисел. Лег-

ко перевiрити, що таке вiдображення 𝜓(·) справдi є часом наℳ, тобто задовольняє

умови означення 1.9. Оскiльки для довiльного 𝑡 ∈ R множина 𝜓(𝑡) завжди є одно-

елементною, то такий час 𝜓 є квазiточковим. Поклавши 𝑡1 =
√

2, 𝑡2 = 1, отримаємо

𝑥1 ∈ 𝜓 (𝑡1), 𝑥2 ∈ 𝜓 (𝑡2), 𝑥2←𝑥1, 𝑥1 ̸↚ 𝑥2, проте 𝑡1 > 𝑡2. Отже, час 𝜓 не є монотонним.
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Приклад 1.15. Розглянемо довiльну чотириелементну множину

𝑀 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} (𝑥𝑖 ̸= 𝑥𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗). Побудуємо орiєнтова-

ну множину ℳ =
(︁
Bs(ℳ),←

ℳ

)︁
, де Bs(ℳ) = 𝑀 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4},

←
ℳ

= {(𝑥2, 𝑥1) , (𝑥4, 𝑥3)} ∪ diag(𝑀). Розглянемо лiнiйно упорядковану множину

T = ({1, 2} ,≤) (зi звичним порядком на полi дiйсних чисел). Час на орiєнтова-

нiй множинi ℳ визначимо наступним чином 𝜓(𝑡) :=

⎧⎨⎩{𝑥1, 𝑥3} , 𝑡 = 1

{𝑥2, 𝑥4} , 𝑡 = 2
. Легко

перевiрити, що 𝜓(·) є монотонним, але не квазiточковим, часом наℳ.

Виявляється, що квазiточковий i монотонний час також може бути не точковим.

Цей факт можна довести з допомогою наступного прикладу.

Приклад 1.16. Нехай орiєнтована множина ℳ така ж сама, як i в прикладi 1.15.

Розглянемо лiнiйно упорядковану множину T = ({1, 2, 3, 4} ,≤) =
(︀
1, 4,≤

)︀
(зi зви-

чним порядком на полi дiйсних чисел), де 𝑘, 𝑛 = {𝑘, . . . , 𝑛} (𝑘, 𝑛 ∈ Z, 𝑘 ≤ 𝑛). Час на

орiєнтованiй множинiℳ визначимо наступним чином, 𝜓(𝑡) := {𝑥𝑡}
(︀
𝑡 ∈ 1, 4

)︀
. Легко

перевiрити, що вiдображення 𝜓(𝑡) є квазiточковим i монотонним часом на ℳ. По-

клавши 𝑡1 := 2, 𝑡2 := 3, отримаємо 𝑥2 ∈ 𝜓 (𝑡1), 𝑥3 ∈ 𝜓 (𝑡2), 𝑡1 ≤ 𝑡2, проте 𝑥3 ̸↚ 𝑥2.

Отже, час 𝜓 не є точковим.

Означення 1.17. Орiєнтовану множину ℳ будемо називати ланцюговою, якщо

вся множина Bs(ℳ) є ланцюгом ℳ тобто якщо вiдношення ← є транзитивним на

Bs(ℳ) i для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) виконується хоча б одна з умов 𝑥← 𝑦 або 𝑦←𝑥.

Орiєнтовану множину ℳ будемо називати циклiчною, якщо для довiльних

𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) мають мiсце обидва спiввiдношення 𝑥← 𝑦 i 𝑦←𝑥.

Очевидно, що будь-яка циклiчна орiєнтована множина є ланцюговою.

Лема 1.18. Будь-яку циклiчну орiєнтовану множину можна точково хронологiзу-

вати.

Доведення. Нехай ℳ — циклiчна орiєнтована множина. За означенням орiєнтова-

ної множини, Bs(ℳ) ̸= ∅. Розглянемо довiльнi двi множини T1,T2, рiвнопотужнi

множинi Bs(ℳ), такi, що T1 ∩T2 = ∅. (Такi множини обов’язково iснують. Щоб пе-

реконатись в цьому досить покласти T1 := Bs(ℳ), а множину T2 можна побудувати

з елементiв множини T̃ = 2T1 ∖T1, оскiльки потужнiсть такої множини T̃ завжди не

менша за потужнiсть T1.) Нехай ⊴𝑖 (𝑖 = 1, 2) — довiльнi вiдношення лiнiйного поряд-

ку на T𝑖 (такi вiдношення лiнiйного порядку iснують, оскiльки в якостi ⊴𝑖 (𝑖 = 1, 2)

можна взяти вiдношення повного порядку, якi дає теорема Цермело). Позначимо:

T := T1 ∪T2.

На множинi T побудуємо наступне бiнарне вiдношення:

≤=⊴1 ∪ ⊴2 ∪{(𝑡, 𝜏) | 𝑡 ∈ T1, 𝜏 ∈ T2)} ,
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тобто, iншими словами, для 𝑡, 𝜏 ∈ T спiввiдношення 𝑡 ≤ 𝜏 виконується тодi i тiльки

тодi, коли виконується хоч одна з наступних умов:

(O1) 𝑡, 𝜏 ∈ T𝑖 i 𝑡 ⊴𝑖 𝜏 (для деякого 𝑖 ∈ {1, 2});
(O2) 𝑡 ∈ T1, 𝜏 ∈ T2.

Тодi пара (T,≤) є порядковою сумою лiнiйно упорядкованих множин (T1,⊴) i

(T2,⊴2). Отже, згiдно з [74, стор. 218], (T,≤) є лiнiйно упорядкованою множиною.

Нехай 𝑓 : T2 → T1 — довiльна бiєкцiя (взаємно-однозначна вiдповiднiсть) мiж (рiв-

нопотужними) множинами T1 i T2. Нехай, також, 𝑔 : T1 → Bs(ℳ) — довiльна

бiєкцiя мiж (рiвнопотужними) множинами T1 i Bs(ℳ).

Тодi неважко перевiрити, що вiдображення 𝜓 : T→ 2Bs(ℳ):

𝜓(𝑡) :=

⎧⎨⎩{𝑔(𝑡)} , 𝑡 ∈ T1;

{𝑔(𝑓(𝑡))} , 𝑡 ∈ T2.
(1.1)

є точковим часом на орiєнтованiй множинiℳ.

Теорема 1.19. Будь-яку ланцюгову орiєнтовану множину можна точково хроно-

логiзувати.

Доведення. Нехайℳ — ланцюгова орiєнтована множина. Тодi вся множина Bs(ℳ)

є ланцюгом орiєнтованої множиниℳ, тобто вiдношення← =←
ℳ

є квазi-порядком 1.2

на Bs(ℳ).

Будемо говорити, що елементи 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) є циклiчно еквiвалентними (по-

значення 𝑥
o≡ 𝑦), якщо 𝑥← 𝑦 i 𝑦←𝑥. Згiдно з [73, стор. 37], вiдношення

o≡ є вiдно-

шенням еквiвалентностi на Bs(ℳ). Нехай, 𝐹1 i 𝐹2 — довiльнi два класи еквiвален-

тностi, породженi вiдношенням
o≡. Будемо позначати 𝐹2◁−−𝐹1, якщо для довiльних

елементiв 𝑥1 ∈ 𝐹1, 𝑥2 ∈ 𝐹2 справедливо 𝑥2←𝑥1. Згiдно з [73, стор. 37], вiдношення

◁−− є вiдношенням порядку на фактор-множинi Bs(ℳ)/
o≡ всiх класiв еквiвален-

тностi, породжених вiдношенням
o≡. Доведемо, що цей порядок — лiнiйний. Нехай

𝐹1, 𝐹2 ∈ Bs(ℳ)/
o≡. Оскiльки 𝐹1 i 𝐹2 є класами еквiвалентностi, то вони непорожнi,

отже iснують елементи 𝑥1 ∈ 𝐹1, 𝑥2 ∈ 𝐹2. Оскiльки орiєнтована множинаℳ є ланцю-

говою, то хоч одне iз спiввiдношень 𝑥2←𝑥1 або 𝑥1←𝑥2 повинно мати мiсце. Проте

оскiльки будь-якi два елементи, що належать до одного i того ж класу еквiвалентно-

стi є циклiчно еквiвалентними, у випадку 𝑥2←𝑥1 маємо 𝐹2◁−−𝐹1, а у випадку 𝑥1←𝑥2
отримаємо 𝐹1◁−−𝐹2. Отже, (Bs(ℳ)/

o≡,◁−−) є лiнiйно упорядкованою множиною.

Будь-який клас еквiвалентностi 𝐹 ∈ Bs(ℳ)/
o≡ є циклiчною орiєнтованою мно-

жиною вiдносно вiдношення ← (звуженого на цей клас). Тому, згiдно з лемою

1.2Нагадаємо, що вiдповiдно до [73] будь-яке рефлексивне i транзитивне бiнарне вiдношення ⋖,
визначене на деякiй множинi X називається квазi-порядком на X.
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1.18, кожен такий клас еквiвалентностi можна точково хронологiзувати. Нехай

(T𝐹 , 𝜓𝐹 ) = ((T𝐹 ,≤𝐹 ) , 𝜓𝐹 ) — точкова хронологiзацiя довiльного класу еквiвалентно-

стi 𝐹 ∈ Bs(ℳ)/
o≡. Не обмежуючи загальностi можна вважати, що T𝐹 ∩T𝐺 = ∅ при

𝐹 ̸= 𝐺. Справдi, в протилежному випадку можна перейти до множин:

T̃𝐹 = {(𝑡, 𝐹 ) : 𝑡 ∈ T𝐹}
(︁
𝐹 ∈ Bs(ℳ)/

o≡
)︁
,

з порядком, (𝑡1, 𝐹 ) ≲𝐹 (𝑡2, 𝐹 ) ⇐⇒ 𝑡1 ≤𝐹 𝑡2 (𝑡1, 𝑡2 ∈ T𝐹 ), (𝐹 ∈ Bs(ℳ)/
o≡) i часами,

𝜓𝐹 ((𝑡, 𝐹 )) = 𝜓𝐹 (𝑡) (𝑡 ∈ T𝐹 ), (𝐹 ∈ Bs(ℳ)/
o≡), якi також, очевидно, є точковими.

Отже, будемо вважати, що T𝐹 ∩T𝐺 = ∅, 𝐹 ̸= 𝐺. Позначимо:

T :=
⋃︀

𝐹∈Bs(ℳ)/
o
≡

T𝐹 .

Вiдповiдно до введеного позначення, для кожного елемента 𝑡 ∈ T iснує клас еквiва-

лентностi 𝐹 (𝑡) ∈ Bs(ℳ)/
o≡ такий, що 𝑡 ∈ T𝐹 (𝑡). I оскiльки T𝐹 ∩T𝐺 = ∅ при 𝐹 ̸= 𝐺,

то такий клас еквiвалентностi 𝐹 (𝑡) для довiльного елемента 𝑡 ∈ T — єдиний, тобто

для довiльного 𝑡 ∈ T з умови 𝑡 ∈ T𝐹 (𝐹 ∈ Bs(ℳ)/
o≡) випливає, що 𝐹 = 𝐹 (𝑡).

Для довiльних елементiв 𝑡, 𝜏 ∈ T будемо позначати 𝑡 ≤ 𝜏 тодi i тiльки тодi, коли

виконується хоч одна з умов:

(П1) 𝐹 (𝑡) ̸= 𝐹 (𝜏) i 𝐹 (𝜏)◁−−𝐹 (𝑡).

(П2) 𝐹 (𝑡) = 𝐹 (𝜏) i 𝑡 ≤𝐹 (𝑡) 𝜏 .

Пара (T,≤) являє собою впорядковану суму (лiнiйно впорядкованої) сiм’ї

(T𝐹 )
𝐹∈Bs(ℳ)/

o
≡ лiнiйно впорядкованих множин (T𝐹 ,≤𝐹 ) (де 𝐹 ∈ Bs(ℳ)/

o≡) в сен-

сi [74]. Тому, згiдно [74, стор. 218], ≤ є вiдношенням лiнiйного порядку на T.

Покладемо:

𝜓(𝑡) := 𝜓𝐹 (𝑡)(𝑡), (𝑡 ∈ T) . (1.2)

Безпосередня перевiрка показує, що вiдображення (1.2) є точковим часом наℳ.

Проблему iснування точкового часу на орiєнтованiй множинi остаточно

розв’язано в роботi [75] (див. також [76]). Нижче у теоремi 1.21 викладається основ-

ний результат зазначеної роботи без доведення у зв’язку iз його громiздкiстю.

Означення 1.20. Нехай ℳ – орiєнтована множина. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ)

будемо позначати 𝑦
+←𝑥 тодi i тiльки тодi, коли 𝑦←𝑥 i 𝑥 ̸↚ 𝑦. Орiєнтовану множину

ℳ будемо називати квазiланцюговою, якщо для довiльних 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(ℳ) має

мiсце хоча б одне iз спiввiдношень 𝑥2←𝑥1 або 𝑥1←𝑥2 i для довiльних 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈
Bs(ℳ) з умов 𝑥3

+←𝑥2, 𝑥2←𝑥1, 𝑥1
+←𝑥0 випливає спiввiдношення 𝑥3

+←𝑥0.

Теорема 1.21 (ZF+AC, [75]). Для того, щоб орiєнтовану множинуℳ можна було

точково хронологiзувати необхiдно i достатньо, щоб вона була квазiланцюговою.

Доведення теореми 1.21 можна знайти в роботi [76] та препринтi [77].
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Теорема 1.22. Будь-яку орiєнтовану множину можна хронологiзувати квазiто-

чково.

Доведення. 1. Нехай,ℳ — орiєнтована множина. Позначимо через L множину всiх

максимальних ланцюгiв множини ℳ. Згiдно з теоремою 1.19, для кожного ланцю-

га 𝐿 ∈ L iснує деяка точкова хронологiзацiя ((T𝐿,≤𝐿), 𝜓𝐿) орiєнтованої множини

(𝐿,←). Як i в доведеннi теореми 1.19, не обмежуючи загальностi можна вважати,

що T𝐿 ∩T𝑀 = ∅, 𝐿 ̸= 𝑀 . Покладемо:

T :=
⋃︁
𝐿∈L

T𝐿. (1.3)

Нехай ⊴ — довiльний лiнiйний порядок на множинi L (iснування такого лiнiйного (i,

навiть, повного) порядку гарантує теорема Цермело). Iз спiввiдношення (1.3) випли-

ває, що для довiльного елемента 𝑡 ∈ T iснує ланцюг 𝐿(𝑡) ∈ L такий, що 𝑡 ∈ T𝐿(𝑡). I

оскiльки T𝐹 ∩T𝐺 = ∅ при 𝐹 ̸= 𝐺, то такий ланцюг 𝐿(𝑡) для елемента 𝑡 ∈ T єдиний,

тобто для довiльного елемента 𝑡 ∈ T з умови 𝑡 ∈ T𝐿 (де 𝐿 ∈ L) випливає, що 𝐿 = 𝐿(𝑡).

Нехай 𝑡, 𝜏 ∈ T. Будемо позначати 𝑡 ≤ 𝜏 тодi i тiльки тодi, коли виконується хоч одна

з умов:

(П1) 𝐿(𝑡) ̸= 𝐿(𝜏) i 𝐿(𝑡) ⊴ 𝐿(𝜏).

(П2) 𝐿(𝑡) = 𝐿(𝜏) i 𝑡 ≤𝐿(𝑡) 𝜏 .
Пара (T,≤) являє собою впорядковану суму (лiнiйно впорядкованої) сiм’ї (T𝐿)𝐿∈L

лiнiйно впорядкованих множин (T𝐿,≤𝐿) (де 𝐿 ∈ L). Тому, згiдно [74, стор. 218],

(T,≤) є лiнiйно впорядкованою множиною. Покладемо:

𝜓(𝑡) := 𝜓𝐿(𝑡) (𝑡) (𝑡 ∈ T) . (1.4)

2. Нескладно перевiрити, що вiдображення 𝜓 : T→ 2Bs(ℳ), задане (1.4), є часом.

Оскiльки часи {𝜓𝐿|𝐿 ∈ L} є точковими, то з (1.4) випливає, що для довiльного 𝑡 ∈ T

множина 𝜓(𝑡) є одноелементною. Отже, час 𝜓 є квазiточковим.

Зрозумiло, що якщо в орiєнтованiй множинi ℳ iснують елементарнi стани

𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(ℳ) такi, що 𝑥2 ̸↚ 𝑥1 i 𝑥1 ̸↚ 𝑥2, то таку орiєнтовану множину точково

хронологiзувати неможливо. Отже, не кожну орiєнтовану множину можна точково

хронологiзувати.

Твердження 1.23. Якщо в орiєнтованiй множинiℳ, iснують елементарнi стани

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ Bs(ℳ) такi, що 𝑥2←𝑥1, 𝑥1 ̸↚ 𝑥2, 𝑥3←𝑥2, 𝑥2 ̸↚ 𝑥3, 𝑥1←𝑥3, 𝑥1 ̸= 𝑥3, то

таку орiєнтовану множину неможливо монотонно хронологiзувати.

Доведення. Нехай в орiєнтованiй множинi ℳ, iснують елементарнi стани 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,

що задовольняють умови твердження. Припустимо, що iснує монотонна хронологi-
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зацiя ((T,≤) , 𝜓) цiєї орiєнтованої множини, тобто, вiдображення 𝜓 є монотонним

часом на ℳ. Оскiльки 𝑥1←𝑥3 i 𝑥1 ̸= 𝑥3, то, за означенням часу, iснують моменти

часу 𝑡1, 𝑡3 ∈ T, такi, що 𝑥1 ∈ 𝜓(𝑡1), 𝑥3 ∈ 𝜓(𝑡3) i 𝑡3 < 𝑡1. Також, за означенням часу,

iснує момент часу 𝑡2 ∈ T, такий, що 𝑥2 ∈ 𝜓(𝑡2). Тодi, за означенням монотонного

часу, з умов 𝑥2←𝑥1, 𝑥1 ̸↚ 𝑥2, 𝑥3←𝑥2, 𝑥2 ̸↚ 𝑥3 отримуємо, 𝑡1 < 𝑡2, 𝑡2 < 𝑡3. Отже,

𝑡1 < 𝑡3 що суперечить нерiвностi 𝑡3 < 𝑡1. Тому припущення про iснування монотонної

хронологiзацiїℳ — помилкове.

Основнi результати пiдроздiлу 1.4 були анонсованi в роботах [67,75] i опублiкованi

в [68, роздiл 4], [76], а також представлено на конференцiях [78–80].

1.5. Час i одночаснiсть. Внутрiшнiй час

Означення 1.24. Нехай (ℳ,T, 𝜓) = (ℳ, (T,≤) , 𝜓) — примiтивна мiнлива множина.

Множину

𝑌𝜓 = {𝜓(𝑡) | 𝑡 ∈ T}
будемо називати множиною одночасних станiв, породженою часом 𝜓.

Безпосередньо з означення часу 1.9 випливає наступне твердження.

Твердження 1.25. Нехай (ℳ,T, 𝜓) = (ℳ, (T,≤) , 𝜓) — примiтивна мiнли-

ва множина, а 𝑌𝜓 — множина одночасних станiв, породжена часом 𝜓. То-

дi
⋃︀
𝐴∈𝑌𝜓 𝐴 = Bs(ℳ).

Означення 1.26. Нехай ℳ — орiєнтована множина. Довiльну сiм’ю множин Y ⊆
2Bs(ℳ) таку, що

⋃︀
𝐴∈Y 𝐴 = Bs(ℳ) будемо називати одночаснiстю наℳ.

Нехай Y — одночаснiсть на орiєнтованiй множинiℳ i 𝐴,𝐵 ∈ Y. Будемо позна-

чати 𝐵←𝐴 (або 𝐵←
ℳ
𝐴) тодi i тiльки тодi, коли:

𝐴 = 𝐵 = ∅ або ∃𝑥 ∈ 𝐴 ∃ 𝑦 ∈ 𝐵 (𝑦←𝑥) .

Безпосередньо з означень 1.26 та 1.1 випливає наступна лема:

Лема 1.27. Нехай Y — одночаснiсть на орiєнтованiй множний ℳ. Тодi пара

(Y,←) також є орiєнтованою множиною.

Теорема 1.28. Нехай ℳ — орiєнтована множина i Y ⊆ 2Bs(ℳ) — одночаснiсть

на ℳ. Тодi на орiєнтованiй множинi ℳ iснує час 𝜓 такий, що Y = 𝑌𝜓, де 𝑌𝜓 —

множина одночасних станiв, породжена часом 𝜓.

Доведення. Нехай,ℳ — орiєнтована множина i Y ⊆ 2Bs(ℳ) — одночаснiсть наℳ.

а) Спочатку доведемо теорему у випадку, коли одночаснiсть Y “роздiляє” нео-

днаковi послiдовнi елементарнi стани, тобто коли виконується умова:
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(Rp) Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) таких, що 𝑦←𝑥 i 𝑥 ̸= 𝑦 iснують множини 𝐴,𝐵 ∈
Y такi, що 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 i 𝐴 ̸= 𝐵.

Згiдно з лемою 1.27, пара (Y,←) є орiєнтованою множиною. За теоремою 1.22, орi-

єнтовану множину (Y,←) можна квазiточково хронологiзувати. Нехай Ψ : T → 2Y

— квазiточковий час на (Y,←). За означенням квазiточкового часу, для довiльного

𝑡 ∈ T множина Ψ(𝑡) є одноелементною. Це означає, що

∀ 𝑡 ∈ T ∃𝐴𝑡 ∈ Y Ψ(𝑡) = {𝐴𝑡} . (1.5)

Позначимо:

𝜓(𝑡) := 𝐴𝑡 (𝑡 ∈ T).

Доведемо, що 𝜓 — час наℳ. Оскiльки Ψ — час на (Y,←), то
⋃︀
𝑡∈T Ψ(𝑡) = Y. Отже,

враховуючи, що вiдповiдно до (1.5) Ψ(𝑡) = {𝐴𝑡}, 𝑡 ∈ T, отримуємо {𝐴𝑡 | 𝑡 ∈ T} =

Y. Тому, оскiльки система множин Y є одночаснiстю, то
⋃︀
𝑡∈T 𝜓(𝑡) =

⋃︀
𝑡∈T 𝐴𝑡 =⋃︀

𝐴∈Y 𝐴 = Bs(ℳ). Тобто, для довiльного 𝑥 ∈ Bs(ℳ) iснує момент часу 𝑡 ∈ T такий,

що 𝑥 ∈ 𝜓(𝑡). Таким чином, перша умова означення часу 1.9 — виконується. Доведемо,

що виконується i друга умова означення 1.9. Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 , 𝑦←𝑥 i 𝑥 ̸= 𝑦. Згiдно

з умовою (Rp) iснують множини 𝐴,𝐵 ∈ Y такi, що 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 i 𝐴 ̸= 𝐵. Беручи

до уваги, що 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 i 𝑦←𝑥, отримуємо 𝐵←𝐴. Оскiльки 𝐵←𝐴, 𝐴 ̸= 𝐵 i Ψ —

час на (Y,←), iснують моменти часу 𝑡, 𝜏 ∈ T такi, що 𝐴 ∈ Ψ(𝑡), 𝐵 ∈ Ψ(𝜏) i 𝑡 < 𝜏 .

Звiдси, враховуючи, що Ψ(𝑡) = {𝐴𝑡}, Ψ(𝜏) = {𝐴𝜏}, отримуємо, 𝐴 = 𝐴𝑡, 𝐵 = 𝐴𝜏 , тобто

𝐴 = 𝜓(𝑡), 𝐵 = 𝜓(𝜏). Отже, оскiльки 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵, то 𝑥 ∈ 𝜓(𝑡), 𝑦 ∈ 𝜓(𝜏), де 𝑡 < 𝜏 .

Таким чином, 𝜓 — час наℳ. Крiм того, враховуючи доведене вище, отримуємо,

𝑌𝜓 = {𝜓(𝑡) | 𝑡 ∈ T} = {𝐴𝑡 | 𝑡 ∈ T} = Y.

Отже, у випадку виконання умови (Rp) твердження теореми доведено.

б) Нехай, тепер одночаснiсть Y не задовольняє умови (Rp). Розглянемо довiль-

ний елемент �̃�, що не належить до множини Bs(ℳ). Покладемо:

�̃� := Bs(ℳ) ∪ {�̃�} .
для елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ �̃� будемо позначати 𝑦̃︁←𝑥 i тодi i тiльки тодi, коли виконується
хоч одна з умов

(a) 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) i 𝑦←𝑥; (b) 𝑥 = 𝑦 = �̃�.

Тобто, бiнарне вiдношення ̃︁← можна виразити за допомогою формули, ̃︁← =

←∪{(�̃�, �̃�)}. Враховуючи, що для 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) умова 𝑦̃︁←𝑥 рiвносильна умовi 𝑦←𝑥,

надалi для вiдношень̃︁← i← будемо використовувати одне i те ж позначення←, вва-

жаючи, що вiдношення ← просто розширено на множину �̃� . Легко перевiрити, що(︁
�̃�,←

)︁
є орiєнтованою множиною. Покладемо:

Y0 := {𝐵 ∈ Y | ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵 : 𝑥 ̸= 𝑦, 𝑦←𝑥} .
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Оскiльки, за припущенням, умова (Rp) не виконується, то Y0 ̸= ∅. Для 𝐵 ∈ Y0 вве-

демо позначення, �̃� := 𝐵∪{�̃�}. Також покладемо, Ỹ0 :=
{︁
�̃� |𝐵 ∈ Y0

}︁
, Ỹ := Y ∪ Ỹ0.

Оскiльки Y є одночаснiстю на ℳ, i �̃� ∈ �̃� для довiльної множини �̃� ∈ Ỹ0, то Ỹ є

одночаснiстю на
(︁
�̃�,←

)︁
. Одночаснiсть Ỹ вже буде задовольняти умову (Rp). То-

му, згiдно з доведеним в пунктi а), iснує час 𝜓1 : T → 2�̃� на
(︁
�̃�,←

)︁
такий, що

𝑌𝜓1 = {𝜓1(𝑡) | 𝑡 ∈ T} = Ỹ. Покладемо:

𝜓(𝑡) := 𝜓1(𝑡) ∩Bs(ℳ), 𝑡 ∈ T.

Згiдно з твердженням 1.10, 𝜓 є часом наℳ. Крiм того, маємо:

𝑌𝜓 = {𝜓(𝑡) | 𝑡 ∈ T} = {𝜓1(𝑡) ∩Bs(ℳ) | 𝑡 ∈ T} =

=
{︁
𝐴 ∩Bs(ℳ) | 𝐴 ∈ Ỹ

}︁
= {𝐴 ∩Bs(ℳ) | 𝐴 ∈ Y} ∪

{︁
𝐴 ∩Bs(ℳ) | 𝐴 ∈ Ỹ0

}︁
=

= {𝐴 | 𝐴 ∈ Y} ∪
{︁
�̃� ∩Bs(ℳ) |𝐵 ∈ Y0

}︁
= Y ∪ {𝐵 |𝐵 ∈ Y0} = Y ∪Y0 = Y.

Означення 1.29. Нехай Y ⊆ 2Bs(ℳ) — довiльна одночаснiсть наℳ. Час 𝜓 наℳ бу-

демо називати породжуючим для одночасностi Y, якщо Y = 𝑌𝜓, де 𝑌𝜓 — множина

одночасних станiв, породжених часом 𝜓.

Таким чином, теорема 1.28 стверджує, що будь-яка одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(ℳ) на

довiльнiй орiєнтованiй множинi ℳ має породжуючий час. Нижче буде розглянуто

питання про єдинiсть (при певних обмеженнях) породжуючого часу одночасностi.

Для того, щоб постановка питання про таку “єдинiсть” була коректною, спочатку

буде сформульовано означення еквiвалентностi хронологiзацiй.

Означення 1.30. Нехай,ℳ — орiєнтована множина i 𝜓1 : T1 → 2Bs(ℳ), 𝜓2 : T2 →
2Bs(ℳ) деякi часи для ℳ, визначенi на лiнiйно упорядкованих множинах (T1,≤1) i

(T2,≤2) вiдповiдно. Хронологiзацiї ℋ1 = ((T1,≤1) , 𝜓1) та ℋ2 = ((T2,≤2) , 𝜓2) будемо

називати еквiвалентними (позначення ℋ1 ⇈ ℋ2), якщо iснує взаємно однозначна

вiдповiднiсть 𝜉 : T1 → T2 така, що:

1) 𝜉 є порядковим iзоморфiзмом мiж T1 i T2, тобто 𝜉 : T1 → T2 — бiєкцiя мiж

T1 та T2 i для довiльних 𝑡, 𝜏 ∈ T1 нерiвнiсть 𝑡 ≤1 𝜏 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

𝜉 (𝑡) ≤2 𝜉 (𝜏).

2) Для довiльного 𝑡 ∈ T1 має мiсце рiвнiсть 𝜓1(𝑡) = 𝜓2(𝜉(𝑡)).

Використовуючи означення 1.30, нескладно перевiрити iстиннiсть наступного

твердження:

Твердження 1.31. Нехай, ℳ — орiєнтована множина i 𝒲 — довiльна множи-

на, що складається з хронологiзацiйℳ. Тодi бiнарне вiдношення ⇈ є вiдношенням

еквiвалентностi на 𝒲.
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Але, якщо, навiть, ставити питання про єдинiсть породжуючого часу одночасно-

стi з точнiстю до еквiвалентностi вiдповiдних хронологiзацiй, то вiдповiдь на постав-

лене питання є негативною. Так, наприклад, якщо (T,≤) — лiнiйно упорядкована

множина i при цьому:

� T1 — множина така, що ∅ ≠ T1 ⊂ T (T1 ̸= T);

� 𝜓1 : T1 → 2Bs(ℳ) — час на орiєнтованiй множинiℳ;

� 𝑡1 ∈ T1 — довiльний елемент з T1,

то для часу 𝜓(𝑡) :=

⎧⎨⎩𝜓1(𝑡), 𝑡 ∈ T1

𝜓1 (𝑡1) , 𝑡 ∈ T ∖T1

(𝑡 ∈ T) отримаємо 𝑌𝜓 = 𝑌𝜓1 , хоча у ви-

падку, коли лiнiйно упорядкованi множини T i T1 не є порядково iзоморфними1.3,

хронологiзацiї ((T,≤) , 𝜓) i ((T1,≤) , 𝜓1) не є еквiвалентними. Тому для того, щоб

отримати позитивну вiдповiдь на поставлене питання, нижче будуть накладенi до-

датковi умови як на одночаснiсть, так i на породжуючий її час.

Означення 1.32. Нехайℳ — орiєнтована множина.

1) Будемо говорити, що множина 𝐵 ⊆ Bs(ℳ) монотонно послiдовна множинi

𝐴 ⊆ Bs(ℳ) в орiєнтованiй множинi ℳ (використовуючи позначення 𝐵←(+)
ℳ

𝐴 ),

якщо iснують такi елементи 𝑥 ∈ 𝐴 i 𝑦 ∈ 𝐵, що 𝑦←
ℳ
𝑥 i 𝑥 ̸↚

ℳ
𝑦.

2) Нехай 𝒬 ⊆ 2Bs(ℳ) — деяка система пiдмножин Bs(ℳ). Будемо говорити, що

множина 𝐴 ∈ 𝒬 транзитивно монотонно послiдовна множинi 𝐵 ∈ 𝒬 вiдносно

𝒬 (використовуючи позначення 𝐵
𝒬

↞(+)
ℳ

𝐴 ), якщо iснує така послiдовнiсть множин

𝐶0, 𝐶1, · · · , 𝐶𝑛 ∈ 𝒬 (𝑛 ∈ N), що 𝐶0 = 𝐴, 𝐶𝑛 = 𝐵 i для довiльного 𝑘 ∈ 1, 𝑛 𝐶𝑘←(+)
ℳ

𝐶𝑘−1.

У випадку, коли наперед вiдомо, про яку орiєнтовану множину ℳ йде мова,

замiсть позначень←(+)
ℳ

i
𝒬

↞(+)
ℳ

будемо вживати позначення←(+) i
𝒬

↞(+) вiдповiдно.

Зауваження 1.33. Для довiльної системи множин 𝒬 ⊆ 2Bs(ℳ) вiдношення
𝒬

↞(+) є

транзитивним замиканням вiдношення ←(+) в сенсi [81, стор 69] i неважко перевi-

рити, що вiдношення
𝒬

↞(+) є транзитивним на 𝒬.

Використовуючи означення 1.32 отримуємо наступне твердження:

Твердження 1.34. Нехайℳ — орiєнтована множина, S,S′ ⊆ 2Bs(ℳ) — системи

пiдмножин множини Bs(ℳ), причому S ⊑ S′ (тобто для довiльної множини

𝐴 ∈ S iснує множина 𝐴′ ∈ S′ така, що 𝐴 ⊆ 𝐴′).

1.3упорядкованi множини T i T1 не є порядково iзоморфними зокрема у випадку, коли card (T1) <
card (T), де card(𝑀) — потужнiсть множини 𝑀 .
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Тодi для довiльних 𝐴,𝐵 ∈ S i 𝐴′, 𝐵′ ∈ S′ таких, що 𝐴 ⊆ 𝐴′, 𝐵 ⊆ 𝐵′ з умови

𝐵
S

↞(+)𝐴 випливає, що 𝐵′
S′

↞(+)𝐴′.

Означення 1.35. Нехайℳ — орiєнтована множина.

1) Систему множин S ⊆ 2Bs(ℳ) будемо називати неповторною, якщо не iснує

множин 𝐴,𝐵 ∈ S таких, що 𝐴
S

↞(+)𝐵 i 𝐵
S

↞(+)𝐴. Зокрема, якщо одночаснiсть

Y ⊆ 2Bs(ℳ) є неповторною системою множин, будемо вживати термiн “неповторна

одночаснiсть”.

2) Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(ℳ) будемо називати чiткою, якщо для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈
Bs(ℳ) таких, що 𝑦←𝑥 i 𝑥 ̸= 𝑦 iснують множини 𝐴,𝐵 ∈ Y такi, що 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵,

𝐴 ̸= 𝐵 i 𝐵
Y

↞(+)𝐴.

3) Одночаснiсть Y будемо називати чiтко-неповторною, якщо вона є чiткою i

неповторною одночасно.

Твердження 1.36. Нехайℳ — орiєнтована множина i S ⊆ 2Bs(ℳ) — неповторна

система множин. Тодi:

1) Бiнарне вiдношення
S

↞(+) є строгим порядком (антирефлексивним i тран-

зитивним вiдношенням) на S (зокрема для довiльних 𝐴,𝐵 ∈ S з умови 𝐵
S

↞(+)𝐴

випливає, що 𝐴 ̸= 𝐵).

2) Якщо S1 ⊆ 2Bs(ℳ) i S1 ⊑ S то S1 також є неповторною, сист. множин.

Доведення. 1) Нехай S ⊆ 2Bs(ℳ) — неповторна система множин. Якщо припустити,

що 𝐵
S

↞(+)𝐴 i 𝐴 = 𝐵 для множин 𝐴,𝐵 ∈ S, то будемо мати, що 𝐵
S

↞(+)𝐴 i 𝐴
S

↞(+)𝐵,

що суперечить тому, що система множин S є неповторною. Отже, вiдношення
S

↞(+)

є антирефлексивним. Транзитивнiсть вiдношення
S

↞(+) випливає iз зауваження 1.33.

2) Нехай, S1 ⊑ S. Припустимо, що система множин S1 не є неповторною. Тодi

iснують множини 𝐴1, 𝐵1 ∈ S1 такi, що 𝐴1

S1

↞(+)𝐵1 i 𝐵1

S1

↞(+)𝐴1. Оскiльки S1 ⊑ S, то

iснують множини 𝐴,𝐵 ∈ S такi, що 𝐴1 ⊆ 𝐴, 𝐵1 ⊆ 𝐵. Звiдси, згiдно з твердженням

1.34, отримуємо, 𝐴
S

↞(+)𝐵 i 𝐵
S

↞(+)𝐴, що неможливо, оскiльки система множин S

є неповторною. Тому система множин S1 також є неповторною.

Лема 1.37. Якщо час 𝜓 : T → 2Bs(ℳ) на орiєнтованiй множинi ℳ є монотон-

ним i 𝑌𝜓 — одночаснiсть, породжена часом 𝜓, то для довiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ T з умови

𝜓 (𝑡2)
𝑌𝜓

↞(+)𝜓 (𝑡1) випливає, що 𝑡1 < 𝑡2.

Доведення. У випадку 𝜓 (𝑡2)←(+)𝜓 (𝑡1) нерiвнiсть 𝑡1 < 𝑡2 випливає з означень 1.32

та 1.12. Розглянемо, тепер, загальний випадок, коли 𝜓 (𝑡2)
𝑌𝜓

↞(+)𝜓 (𝑡1). В цьому ви-

падку, за означенням 1.32, iснують моменти часу 𝜏0, 𝜏1, · · · , 𝜏𝑛 ∈ T такi, що 𝜏0 = 𝑡1,
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𝜏𝑛 = 𝑡2 i для довiльного 𝑘 ∈ 1, 𝑛 𝜓 (𝜏𝑘)←(+)𝜓 (𝜏𝑘−1). Звiдси, згiдно з пунктом 1),

отримуємо 𝜏𝑘−1 < 𝜏𝑘, 𝑘 ∈ 1, 𝑛. Отже, 𝑡1 = 𝜏0 < 𝜏1 < · · · < 𝜏𝑛 = 𝑡2.

Означення 1.38. Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(ℳ) на орiєнтованiй множинi ℳ будемо

називати монотонно зв’язною, якщо для довiльних множин 𝐴,𝐵 ∈ Y таких, що

𝐴 ̸= 𝐵 має мiсце хоч одна з умов 𝐴
Y

↞(+)𝐵 або 𝐵
Y

↞(+)𝐴.

Зауваження 1.39. Безпосередньо з означення 1.38 i твердження 1.36 (п.1) випливає,

що коли одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(ℳ) є неповторною i монотонно-зв’язною, то вiдноше-

ння
Y

↞(+) є строгим лiнiйним порядком на Y.

Означення 1.40. Час 𝜓 : T → 2Bs(ℳ) на орiєнтованiй множинiℳ (де (T,≤) — лi-

нiйно упорядкована множина) будемо називати невпинним, якщо не iснує моментiв

часу 𝑡1, 𝑡2 ∈ T таких, що 𝑡1 < 𝑡2 i для довiльного 𝑡 ∈ T такого, що 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2 має

мiсце рiвнiсть 𝜓(𝑡) = 𝜓 (𝑡1). Час 𝜓 будемо називати строго монотонним, якщо вiн

є одночасно i монотонним i невпинним.

Лема 1.41. Нехай Y — чiтко-неповторна i монотонно-зв’язна одночаснiсть на

орiєнтованiй множинiℳ i 𝜓 : T→ 2Bs(ℳ) — час, породжуючий Y. Тодi:

1) Якщо час 𝜓 є строго монотонний, то вiн є неповторним (тобто для до-

вiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ T з умови 𝑡1 ̸= 𝑡2 випливає, що 𝜓 (𝑡1) ̸= 𝜓 (𝑡2)).

2) Час 𝜓 є строго монотонним тодi i тiльки тодi, коли для довiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ T

з умови 𝑡1 < 𝑡2 випливає, що 𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1).

3) Якщо час 𝜓 є строго монотонний, то строго лiнiйно упорядкованi множини

(T, >) i

(︂
Y,

Y

↞(+)

)︂
є порядково iзоморфнi, причому вiдображення 𝜓 : T → Y є

порядковим iзоморфiзмом мiж (T, >) i

(︂
Y,

Y

↞(+)

)︂
.

Доведення. 1) Нехай виконуються умови леми i час 𝜓 : T→ 2Bs(ℳ) є строго монотон-

ний. Припустимо, що iснують моменти часу 𝑡1,𝑡2 ∈ T такi, що 𝑡1 < 𝑡2 i 𝜓 (𝑡1) = 𝜓 (𝑡2).

Оскiльки час 𝜓, будучи строго монотонним, є невпинним, то iснує момент часу 𝑡3 ∈ T

такий, що 𝑡1 < 𝑡3 < 𝑡2 i 𝜓 (𝑡3) ̸= 𝜓 (𝑡1) = 𝜓 (𝑡2). Оскiльки 𝜓 (𝑡3) ̸= 𝜓 (𝑡1) i одночаснiсть

Y є монотонно зв’язною, то мусить мати мiсце хоч одна з умов 𝜓 (𝑡3)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1) або

𝜓 (𝑡1)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡3). Проте, оскiльки 𝑡1 < 𝑡3 то умова 𝜓 (𝑡1)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡3) виконуватись

не може, згiдно з лемою 1.37. Отже, 𝜓 (𝑡3)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1). Аналогiчно з умов 𝑡3 < 𝑡2 i

𝜓 (𝑡3) ̸= 𝜓 (𝑡2) випливає, що 𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡3). Тобто, враховуючи, що 𝜓 (𝑡1) = 𝜓 (𝑡2)

маємо, 𝜓 (𝑡3)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1) i 𝜓 (𝑡1)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡3), що суперечить тому, що одночаснiсть

Y = 𝑌𝜓 є неповторною.

2.а) Нехай час 𝜓 : T → 2Bs(ℳ) є строго монотонний. Розглянемо моменти часу

𝑡1, 𝑡2 ∈ T такi, що 𝑡1 < 𝑡2. Згiдно з першим пунктом леми 𝜓 (𝑡1) ̸= 𝜓 (𝑡2). Тому,
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оскiльки одночаснiсть Y є монотонно зв’язною, то мусить мати мiсце хоч одна з умов

𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1) або 𝜓 (𝑡1)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡2). Але, оскiльки 𝑡1 < 𝑡2 то умова 𝜓 (𝑡1)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡2)

виконуватись не може, згiдно з лемою 1.37. Отже:

∀𝑡1, 𝑡2 ∈ T 𝑡1 < 𝑡2 ⇒ 𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1) . (1.6)

2.б) Нехай, тепер виконується умова (1.6). Спочатку доведемо, що час 𝜓 — моно-

тонний. Розглянемо елементарнi стани 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(ℳ) такi, що 𝑥1 ∈ 𝜓 (𝑡1), 𝑥2 ∈ 𝜓 (𝑡2),

𝑥2←𝑥1 i 𝑥1 ̸↚ 𝑥2 (де 𝑡1, 𝑡2 ∈ T). За означенням 1.32, 𝜓 (𝑡2)←(+)𝜓 (𝑡1). Тому,

𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1) . (1.7)

Якщо припустити, що 𝑡1 ≥ 𝑡2, то ми отримаємо

𝜓 (𝑡1)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡2) (1.8)

(справдi, у випадку 𝑡1 = 𝑡2 спiввiдношення (1.8) випливає з (1.7), а у випадку 𝑡1 > 𝑡2,

(1.8) випливає з умови (1.6)). Отже, у випадку 𝑡1 ≥ 𝑡2 мусять виконуватись умови

(1.7) i (1.8) одночасно, що неможливо, оскiльки одночаснiсть Y є неповторною. Тому

єдино можливим є варiант 𝑡1 < 𝑡2. Цим доведено монотоннiсть часу 𝜓.

Отже, залишилось довести, що час 𝜓 — невпинний. Припустимо, що iснують

моменти часу 𝑡1, 𝑡2 ∈ T такi, що 𝑡1 < 𝑡2 i для довiльного 𝑡 ∈ T такого, що 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2
має мiсце рiвнiсть 𝜓(𝑡) = 𝜓 (𝑡1). Тодi, зокрема, отримаємо 𝜓 (𝑡1) = 𝜓 (𝑡2), де 𝑡1 < 𝑡2.

Оскiльки 𝑡1 < 𝑡2, то, за умовою (1.6), мусить виконуватись спiввiдношення (1.7), а

оскiльки 𝜓 (𝑡1) = 𝜓 (𝑡2), то спiввiдношення (1.8) повинно виконуватись також, що

неможливо, оскiльки одночаснiсть Y є неповторною. Отже, припущення — невiрне.

Тому час 𝜓 є невпинним. Таким чином, час 𝜓 строго монотонний.

3) Припустимо, що час 𝜓 : T → 2Bs(ℳ) є строго монотонним. Згiдно з першим

пунктом леми, вiдображення 𝜓 : T → Y є взаємно-однозначною вiдповiднiстю мiж

T i Y = 𝑌𝜓 = {𝜓(𝑡) | 𝑡 ∈ T}. Згiдно з другим пунктом леми, для довiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ T

з умови 𝑡2 > 𝑡1 випливає, що 𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1). Нагадаємо, що згiдно iз зауваженням

1.39,

(︂
Y,

Y

↞(+)

)︂
є лiнiйно упорядкованою множиною (за строгим порядком). Тому

вiдображення 𝜓 є порядковим iзоморфiзмом мiж лiнiйно упорядкованими (за строгим

порядком) множинами (T, >) i

(︂
Y,

Y

↞(+)

)︂
.

Зауваження 1.42. Виявляється, що для довiльної чiтко-неповторної i монотонно-

зв’язної одночасностi Y ⊆ 2Bs(ℳ) твердження, обернене до першого пункту леми

1.41, взагалi кажучи, не є правильним. Це буде видно з наступного прикладу.
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Приклад 1.43. Розглянемо наступну орiєнтовану множину:

Bs(ℳ) := {1, 2, 3, 4} ; ←
ℳ

:= {(3, 1), (4, 2)} ∪ diag (Bs(ℳ)) ,

тобто, iншими словами, 3← 1, 4← 2, 1← 1, 2← 2, 3← 3, 4← 4. Також розглянемо на

цiй орiєнтованiй множинi таку одночаснiсть:

Y := {{1, 2} , {3, 4} , {2, 3}} .
Маємо: {2, 3}←(+) {1, 2}, {3, 4}←(+) {2, 3}, {3, 4}←(+) {1, 2}, при цьому

{2, 3} ̸↚(+) {3, 4}, {1, 2} ̸↚(+) {2, 3}, {1, 2} ̸↚(+) {3, 4}, i жодна з множин одноча-

сностi Y не є монотонно послiдовною сама собi. Тобто, схематично:

{3, 4} ←(+) {2, 3} ←(+) {1, 2}
↖ < −− ←(+) < −− ↘

,

причому, вiдношення “←(+)” на множинах одночасностi Y повнiстю задається зазна-

ченою вище схемою. Тому iз зазначеної схеми видно, що одночаснiсть Y є неповтор-

ною i монотонно-зв’язною. Крiм того легко бачити, що ця одночаснiсть є чiткою.

Також розглянемо таку лiнiйно упорядковану множину:

T := {1, 2, 3} ,
зi звичним числовим порядком на множинi натуральних чисел (≤). Одночаснiсть Y

може бути породжена часами:

𝜓1 : 𝜓1(1) := {1, 2} , 𝜓1(2) := {2, 3} , 𝜓1(3) := {3, 4} ;

𝜓2 : 𝜓2(1) := {1, 2} , 𝜓2(2) := {3, 4} , 𝜓2(3) := {2, 3} .
Обидва часи 𝜓1 i 𝜓2 є,

очевидно, неповторними, проте час 𝜓2 не є монотонним, оскiльки:

2 ∈ 𝜓2(3), 4 ∈ 𝜓2(2), 4← 2, 2 ̸↚ 4, але 3 ̸< 2.

Теорема 1.44. Для довiльної чiтко-неповторної i монотонно-зв’язної одночасностi

Y iснує єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй строго монотонний

час 𝜓 такий, що Y = 𝑌𝜓.

Зауважимо, що єдинiсть з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй в теоремi

1.44 слiд розумiти наступним чином:

“Якщо на лiнiйно упорядкованих множинах T1 i T2 визначенi (вiдповiдно) строго-

монотоннi часи 𝜓1 i 𝜓2 такi, що Y = 𝑌𝜓1 = 𝑌𝜓2 , то хронологiзацiї ℋ1 = (T1, 𝜓1) i

ℋ2 = (T2, 𝜓2) є еквiвалентними (тобто ℋ1 ⇈ ℋ2)”.

Доведення. 1. Нехай Y — чiтко-неповторна i монотонно-зв’язна одночаснiсть на орi-

єнтованiй множинiℳ. Згiдно iз зауваженням 1.39, вiдношення
Y

↞(+) є строгим лiнiй-

ним порядком на Y. Тому вiдношення
Y

(m)↠, обернене до вiдношення
Y

↞(+), також

є строгим лiнiйним порядком на Y. Покладемо, T := Y. Для 𝑡, 𝜏 ∈ T = Y будемо

вживати запис “𝑡 ≤ 𝜏 ” тодi i тiльки тодi, коли, 𝑡 = 𝜏 або 𝑡
Y

(m)↠ 𝜏 . Тобто, вiдношення
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≤ є (нестрогим) лiнiйним порядком, породженим строгим порядком
Y

(m)↠. Тому для

𝑡, 𝜏 ∈ T справедлива рiвносильнiсть:

𝑡 < 𝜏 ⇐⇒ 𝑡
Y

(m)↠ 𝜏, (1.9)

де символ “⇐⇒” означає логiчну еквiвалентнiсть (“тодi i тiльки тодi”) i запис 𝑡 < 𝜏

означає, що 𝑡 ≤ 𝜏 i 𝑡 ̸= 𝜏 . Таким чином, (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина.

Позначимо:

𝜓(𝑡) := 𝑡, 𝑡 ∈ T = Y.

Оскiльки T = Y, то для 𝑡 ∈ T маємо 𝜓(𝑡) = 𝑡 ∈ Y ⊆ 2Bs(ℳ).

2. Доведемо, що 𝜓 є часом наℳ.

(а) Оскiльки Y — одночаснiсть, то для довiльного 𝑥 ∈ Bs(ℳ) iснує множина

𝑡𝑥 ∈ Y = T така, що 𝑥 ∈ 𝑡𝑥. Тодi будемо мати 𝜓 (𝑡𝑥) = 𝑡𝑥 ∋ 𝑥.
(б) Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ), 𝑦←𝑥 i 𝑥 ̸= 𝑦. Оскiльки одночаснiсть Y є чiткою, то

iснують 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 ∈ Y = T такi, що 𝑥 ∈ 𝑡𝑥, 𝑦 ∈ 𝑡𝑦 i 𝑡𝑦
Y

↞(+) 𝑡𝑥. Тодi, згiдно (1.9), отримаємо

𝑡𝑥 < 𝑡𝑦. При цьому, оскiльки 𝜓(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ T, маємо, 𝑥 ∈ 𝑡𝑥 = 𝜓 (𝑡𝑥); 𝑦 ∈ 𝑡𝑦 = 𝜓 (𝑡𝑦).

Тому друга умова означення 1.9 також виконується, отже вiдображення 𝜓 є часом.

3. Доведемо, що час 𝜓 є строго монотонним.

(а) Нехай, 𝑥 ∈ 𝜓 (𝑡𝑥), 𝑦 ∈ 𝜓 (𝑡𝑦), 𝑦←𝑥 i 𝑥 ̸↚ 𝑦. Тодi, 𝑡𝑦 = 𝜓 (𝑡𝑦)←(+)𝜓 (𝑡𝑥) = 𝑡𝑥.

Тому 𝑡𝑦
Y

↞(+) 𝑡𝑥, тобто, згiдно з (1.9), 𝑡𝑥 < 𝑡𝑦. Отже, час 𝜓 є монотонним.

б) Припустимо, що час 𝜓 не є невпинним. Тодi iснують 𝑡1, 𝑡2 ∈ T такi, що 𝑡1 < 𝑡2
i для довiльного 𝑡 ∈ T такого, що 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2 𝜓 (𝑡) = 𝜓 (𝑡1). Зокрема це означає,

що 𝜓 (𝑡2) = 𝜓 (𝑡1). Тому, оскiльки 𝜓(𝜏) = 𝜏 , 𝜏 ∈ T, то маємо 𝑡2 = 𝑡1, що суперечить

нерiвностi 𝑡1 < 𝑡2. Отже, припущення — хибне, а час 𝜓 є невпинним.

Таким чином, час 𝜓 є строго монотонним.

4. Доведемо, що такий час 𝜓 — єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хронологiза-

цiй. Нехай, 𝜓1 : T1 → 2Bs(ℳ) — iнший строго монотонний час, такий, що 𝑌𝜓1 = Y, де

(T1,≤1) — лiнiйно упорядкована множина. Тодi, за лемою 1.41, лiнiйно-упорядкованi

(за строгим порядком) множини (T1, >1) i

(︂
Y,

Y

↞(+)

)︂
— порядково iзоморфнi i вiд-

ображення 𝜓1 : T1 → Y є порядковим iзоморфiзмом мiж цими лiнiйно упорядкова-

ними множинами, де >1 — вiдношення, обернене до вiдношення <1, тобто до стро-

гого порядку, породженого вiдношенням ≤1. Тому упорядкованi множини (T1,≤1) i

(Y,≤) = (T,≤) також є порядково iзоморфнi з порядковим iзоморфiзмом 𝜓1. Крiм

того, для довiльного 𝑡 ∈ T1 маємо, 𝜓1(𝑡) = 𝜓 (𝜓1(𝑡)), тобто за означенням 1.30, маємо

((T1,≤1) , 𝜓1) ⇈ ((T,≤) , 𝜓).

Означення 1.45. Нехай ℳ — орiєнтована множина, а 𝜓 : T → 2Bs(ℳ) — час на

ℳ. Вiдображення h : T→ 2Bs(ℳ) будемо називати хронометричним процесом для
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часу 𝜓, якщо:

1) h(𝑡) ⊆ 𝜓(𝑡) для довiльного 𝑡 ∈ T.

2) Для довiльних 𝑡, 𝜏 ∈ T умова 𝑡 < 𝜏 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

h(𝜏)
h(T)

↞(+)h(𝑡) i h(𝑡) ̸= h(𝜏), де h(T) = {h(𝑡) | 𝑡 ∈ T};

Час 𝜓 на орiєнтованiй множинiℳ будемо називати внутрiшнiм, якщо для цього

часу iснує хоч один хронометричний процес.

Змiст термiну “внутрiшнiй час” полягає в тому, що якщо час на примiтивнiй

мiнливiй множинi є внутрiшнiм, його можна “помiряти” в межах цiєї примiтивної

мiнливої множини, використовуючи хронометричний процес в якостi “годинника”, а

стани хронометричного процесу в якостi iндикаторiв моментiв часу.

Лема 1.46. Породжуючий час чiтко-неповторної i монотонно-зв’язної одночасно-

стi є внутрiшнiм тодi i тiльки тодi, коли вiн є строго монотонним.

Доведення. Нехай ℳ — орiєнтована множина, Y — чiтко-неповторна i монотонно-

зв’язна одночаснiсть наℳ i 𝜓 : T→ 2Bs(ℳ) — час, що породжує Y (тобто Y = 𝑌𝜓).

1) Припустимо, що час 𝜓 є внутрiшнiм. Тодi для часу 𝜓 iснує хронометричний

процес h : T→ 2Bs(ℳ).

1.а) Спочатку доведемо, що час 𝜓 є монотонним. Нехай 𝑥1 ∈ 𝜓 (𝑡1), 𝑥2 ∈ 𝜓 (𝑡2),

𝑥2←𝑥1 i 𝑥1 ̸↚ 𝑥2. Тодi, 𝜓 (𝑡2)←(+)𝜓 (𝑡1), тобто 𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1). Звiдси, оскiльки

одночаснiсть Y є неповторною, то за твердженням 1.36, маємо 𝜓 (𝑡1) ̸= 𝜓 (𝑡2), тоб-

то 𝑡1 ̸= 𝑡2. Таким чином, можливими є лише два випадки 𝑡1 < 𝑡2 або 𝑡2 < 𝑡1.

Доведемо, що 𝑡1 < 𝑡2. Припустимо що, 𝑡2 < 𝑡1. Тому, оскiльки h — хрономе-

тричний процес, то h (𝑡1)
h(T)

↞(+)h (𝑡2). Звiдси, враховуючи, що, за означенням 1.45,

h(T) ⊑ Y (де h(T) = {h(𝑡) | 𝑡 ∈ T}), використовуючи твердження 1.34, отримує-

мо 𝜓 (𝑡1)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡2), що неможливо, оскiльки, одночаснiсть Y є неповторною, i, за

доведеним вище, 𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1). Отже, єдино можливою є нерiвнiсть 𝑡1 < 𝑡2. Мо-

нотоннiсть часу 𝜓 — доведено.

1.б) Доведемо, що час 𝜓 є невпинним. Припустимо супротивне. Тодi iснують мо-

менти часу 𝑡1, 𝑡2 ∈ T такi, що 𝑡1 < 𝑡2 i для довiльного 𝑡 ∈ T такого, що 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2
має мiсце рiвнiсть 𝜓 (𝑡) = 𝜓 (𝑡1). Тодi, зокрема, 𝜓 (𝑡2) = 𝜓 (𝑡1). Але, оскiльки h —

хронометричний процес i 𝑡1 < 𝑡2, то h (𝑡2)
h(T)

↞(+)h (𝑡1). Звiдси, згiдно з твердженням

1.34, маємо 𝜓 (𝑡2)
Y

↞(+)𝜓 (𝑡1). Отже, згiдно з твердженням, 1.36, 𝜓 (𝑡2) ̸= 𝜓 (𝑡1), що

суперечить отриманому вище. Отже, час 𝜓 справдi є невпинним. Тобто, враховуючи

отримане в пунктi 1.а), отримуємо, що час 𝜓 є строго монотонним.

2) Навпаки, припустимо, що час 𝜓 є строго монотонним. За лемою 1.41, стро-

го лiнiйно упорядкованi множини (T, >) i

(︂
Y,

Y

↞(+)

)︂
=

(︂
Y,

𝑌𝜓

↞(+)

)︂
є порядково
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iзоморфними, i вiдображення 𝜓 : T → Y є порядковим iзоморфiзмом мiж ними.

Тому для довiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ T умови 𝑡1 < 𝑡2 i 𝜓 (𝑡2)
𝑌𝜓

↞(+)𝜓 (𝑡1) рiвносильнi (де

𝑌𝜓 = Y = 𝜓 (T)). Звiдси, з урахуванням пункту 1 твердження 1.36, випливає, що

вiдображення h(𝑡) = 𝜓(𝑡) (𝑡 ∈ T) є хронометричним процесом для 𝜓. Тому час 𝜓 є

внутрiшнiм.

З леми 1.46 та теореми 1.44 випливає наступна теорема.

Теорема 1.47. Для довiльної чiтко-неповторної i монотонно-зв’язної одночасностi

Y iснує єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хронологiзацiй внутрiшнiй час 𝜓

такий, що Y = 𝑌𝜓.

Фiлософський змiст теореми 1.47 полягає в тому, що ця теорема дає достатню

ознаку iснування “власного”, “внутрiшнього” часу в деякому “абстрактному свiтi”ℳ.

Основнi результати пiдроздiлу 1.5 були анонсованi в роботi [67] i опублiкованi

в [68, роздiл 5], а також представлено на конференцiях [70,71,78,82,83].

1.6. Система позначень для примiтивних мiнливих

множин

Надалi примiтивнi мiнливi множини будемо позначати калiграфiчними великими бу-

квами. Нехай 𝒫 = (ℳ,T, 𝜑) — примiтивна мiнлива множина. Де T = (T,⊴) — лiнiйно

упорядкована множина. Введемо наступнi позначення:

Bs(𝒫) := Bs(ℳ); ←
𝒫

:=←
ℳ

; Tm(𝒫) := T;

≤𝒫 :=⊴; 𝜓𝒫 := 𝜑; Tm (𝒫) := (Tm(𝒫),≤𝒫) = (T,⊴).

Також будемо використовувати позначення ≥𝒫 ,<𝒫 ,>𝒫 для позначення оберненого,

строгого та строгого оберненого порядку, породженого (нестрогим) порядком ≤𝒫 .
Множину Bs(𝒫) будемо називати базовою множиною, або множиною всiх елемен-

тарних станiв примiтивної мiнливої множини 𝒫 . Елементи множини Bs(𝒫) будемо

називати елементарними станами 𝒫 , а вiдношення ←
𝒫

будемо називати напрям-

ним вiдношенням змiн 𝒫 . Множину Tm(𝒫) будемо називати множиною моментiв

часу 𝒫 . Вiдношення ≤𝒫 ,<𝒫 ,≥𝒫 ,>𝒫 будемо називати вiдповiдно вiдношеннями (не-

строгого), строго, нестрогого оберненого i строгого оберненого часового порядку на

𝒫 . Вiдображення 𝜓𝒫 : Tm(𝒫)→ 2Bs(𝒫) будемо називати часом на 𝒫 . У випадку, коли

зрозумiло, про яку примiтивну мiнливу множину 𝒫 йде мова в позначеннях ←
𝒫
, ≤𝒫 ,
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<𝒫 , ≥𝒫 , >𝒫 , 𝜓𝒫 символ 𝒫 будемо опускати, вживаючи замiсть них позначення ←,

≤, <, ≥, >, 𝜓 вiдповiдно.

Зауваження 1.48. Згiдно з означенням примiтивних мiнливих множин (означення

1.9), беручи до уваги позначення, введенi вище, отримуємо, що для довiльної примi-

тивної мiнливої множини 𝒫 виконується спiввiдношення, Bs(𝒫) ̸= ∅.

1.7. Системи абстрактних траєкторiй i примiтивнi

мiнливi множини, породженi ними

Означення 1.49. Нехай𝑀 — довiльна непорожня множина i T = (T,≤) — довiльна

лiнiйно упорядкована множина.

1. Вiдображення 𝑟 : D(𝑟) → 𝑀 будемо називати абстрактною траєкторiєю з

T в 𝑀 , якщо D(𝑟) ⊆ T i D(𝑟) ̸= ∅ (де D(𝑟) — область визначення абстрактної

траєкторiї 𝑟).

2. Системою абстрактних траєкторiй з T в𝑀 будемо називати довiльну мно-

жину ℛ, елементами якої є абстрактнi абстрактнi траєкторiї з T в 𝑀 таку, що⋃︀
𝑟∈ℛR (𝑟) = 𝑀 (де R(𝑟) — область значень абстрактної траєкторiї 𝑟).

Теорема 1.50. Для довiльної системи ℛ абстрактних траєкторiй з T = (T,≤) в

𝑀 iснує, причому єдина примiтивна мiнлива множина 𝒫 така, що:

1) Bs(𝒫) = 𝑀 ; Tm (𝒫) = T (тобто Tm(𝒫) = T, ≤𝒫=≤).

2) Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(𝒫) умова 𝑦←𝑥 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

iснує абстрактна траєкторiя 𝑟 = 𝑟𝑥,𝑦 ∈ ℛ та елементи 𝑡, 𝜏 ∈ D(𝑟) такi, що

𝑥 = 𝑟(𝑡), 𝑦 = 𝑟(𝜏) i 𝑡 ≤ 𝜏 .

3) Для довiльних 𝑥 ∈ Bs(𝒫) i 𝑡 ∈ Tm(𝒫) умова 𝑥 ∈ 𝜓(𝑡) має мiсце тодi i тiльки

тодi, коли iснує траєкторiя 𝑟 = 𝑟𝑥 ∈ ℛ така, що 𝑡 ∈ D(𝑟) i 𝑥 = 𝑟(𝑡).

Доведення. Нехай ℛ — довiльна система абстрактних траєкторiй з T = (T,≤) в 𝑀 .

На множинi 𝑀 визначимо наступне бiнарне вiдношення:

◁−−
ℛ

= {(𝑦, 𝑥) ∈𝑀 ×𝑀 | ∃𝑟 ∈ ℛ∃𝑡, 𝜏 ∈ D(𝑟) : 𝑥 = 𝑟(𝑡), 𝑦 = 𝑟(𝜏), 𝑡 ≤ 𝜏}

(де символ “×” означає декартовий добуток множин). Тобто, iншими словами, для

𝑥, 𝑦 ∈𝑀 спiввiдношення 𝑦◁−−
ℛ
𝑥 виконується тодi i тiльки тодi, коли iснує абстрактна

траєкторiя 𝑟 = 𝑟𝑥,𝑦 ∈ ℛ та елементи 𝑡, 𝜏 ∈ D(𝑟) такi, що 𝑥 = 𝑟(𝑡), 𝑦 = 𝑟(𝜏) i 𝑡 ≤ 𝜏 .

Також визначимо наступне вiдображення 𝜙ℛ : T→ 2𝑀 :

𝜙ℛ(𝑡) =
⋃︀

𝑟∈ℛ, 𝑡∈D(𝑟)

{𝑟(𝑡)} = {𝑟(𝑡) | 𝑟 ∈ ℛ, 𝑡 ∈ D(𝑟)} .

Зокрема 𝜙ℛ(𝑡) = ∅, якщо не iснує траєкторiй 𝑟 ∈ ℛ таких, що 𝑡 ∈ D(𝑟).
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Неважко перевiрити, що пара ℳ =

(︂
𝑀,◁−−

ℛ

)︂
є орiєнтованою множиною, а вiд-

ображення 𝜙ℛ є часом наℳ. Отже, трiйка:

𝒫 = (ℳ,T, 𝜙ℛ) =

(︂(︂
𝑀,◁−−

ℛ

)︂
, (T,≤) , 𝜙ℛ

)︂
є примiтивною мiнливою множиною. Також неважко перевiрити, що ця примiтивна

мiнлива множина задовольняє умови 1),2),3) даної теореми.

Навпаки, припустимо, що примiтивна мiнлива множина 𝒫1 задовольняє умови

1),2),3) даної теореми. Тодi, з першої умови випливає, щоBs (𝒫1) = 𝑀 , Tm (𝒫1) = T,

≤𝒫1=≤, а а другої та третьої умов випливають рiвностi ←𝒫1

= ◁−−
ℛ
, 𝜓𝒫1 = 𝜙ℛ. Отже,

𝒫1 =

(︂(︂
Bs (𝒫1) ,←

𝒫1

)︂
, (Tm (𝒫1) ,≤𝒫1) , 𝜓𝒫1

)︂
=

(︂(︂
𝑀,◁−−

ℛ

)︂
, (T,≤) , 𝜙ℛ

)︂
= 𝒫 .

Означення 1.51. Нехай ℛ — довiльна система абстрактних траєкторiй з T = (T,≤)

в 𝑀 . Примiтивну мiнливу множину 𝒫 , яка задовольняє умови 1),2),3) теореми 1.50,
будемо називати примiтивною мiнливою множиною, породженою системою аб-

страктних траєкторiй ℛ i будемо позначати її через 𝒜𝑡𝑝(T,ℛ):

𝒜𝑡𝑝(T,ℛ) := 𝒫 .
У випадку, коли це не викликає непорозумiнь замiсть позначення 𝒜𝑡𝑝(T,ℛ) часто

будемо використовувати позначення 𝒜𝑡𝑝(ℛ).

Таким чином системи абстрактних траєкторiй дають досить простий спосiб кон-

струювання примiтивних мiнливих множин. Виявляється, що даний спосiб є унiвер-

сальним, тобто будь-яку примiтивну мiнливу множину 𝒫 можна подати у виглядi

𝒫 = 𝒜𝑡𝑝(Tm(𝒫),ℛ), де ℛ — деяка система абстрактних траєкторiй. Цей факт ви-

пливає з теореми 1.79, яку буде доведено далi (в роздiлi 1.9).

Основнi результати пiдроздiлу 1.7 були анонсованi в роботi [67] i опублiкованi

в [68, роздiл 6].

1.8. Елементарно-часовi стани та базовi мiнливi

множини

1.8.1. Елементарно-часовi стани примiтивних мiнливих множин

та їхнi властивостi.

Означення 1.52. Нехай 𝒫 — примiтивна мiнлива множина. Пару (𝑡, 𝑥) (𝑥 ∈ Bs(𝒫),

𝑡 ∈ Tm(𝒫)) будемо називати елементарно -часовим станом 𝒫 , якщо 𝑥 ∈ 𝜓(𝑡).

Множину всiх елементарно -часових станiв 𝒫 будемо позначати через Bs(𝒫):

Bs(𝒫) := {𝜔 | 𝜔 = (𝑡, 𝑥) , де 𝑡 ∈ Tm(𝒫), 𝑥 ∈ 𝜓(𝑡)} .
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Зауваження 1.53. З означень 1.1 та 1.9 випливає, що Bs(𝒫) ̸= ∅ для довiльної

примiтивної мiнливої множини 𝒫 .

За означенням 1.9, для довiльного 𝑡 ∈ Tm(𝒫) маємо, 𝜓(𝑡) ⊆ Bs(𝒫). Тому:

Bs(𝒫) ⊆ Tm(𝒫)×Bs(𝒫)

для довiльної примiтивної мiнливої множини 𝒫 .
Нехай, T = (T ≤) — довiльна лiнiйно упорядкована множина, а 𝒳 — довiльна

множина. Для довiльної упорядкованої пари 𝜔 = (𝜏, 𝜉) ∈ T× 𝒳 введемо такi позна-

чення:

bs (𝜔) := 𝜉, tm (𝜔) := 𝜏. (1.10)

Отже, для будь-якого 𝜔 ∈ T×𝒳 отримуємо, 𝜔 = (tm (𝜔) , bs (𝜔)).

Означення 1.54. Будемо вважати, що елементарно -часовий стан 𝜔2 ∈ Bs(𝒫)

формально послiдовний елементарно -часовому стану 𝜔1 ∈ Bs(𝒫) (позначення:

𝜔2← (f)
𝒫

𝜔1 ), якщо 𝜔1 = 𝜔2 або bs (𝜔2)←
𝒫
bs (𝜔1) i tm (𝜔1) <𝒫 tm (𝜔2). Коли не виникає

непорозумiнь замiсть 𝜔2← (f)
𝒫

𝜔1 будемо використовувати позначення 𝜔2← (f)𝜔1 .

Твердження 1.55.

1) Якщо 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(𝒫) i 𝜔2← (f)𝜔1, то tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2). Якщо, додатково,

𝜔1 ̸= 𝜔2, то tm (𝜔1) < tm (𝜔2).

2) Вiдношення ← (f) = ← (f)
𝒫

є асиметричним вiдношенням на множинi Bs(𝒫),

тобто, якщо 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(𝒫), 𝜔2← (f)𝜔1 i 𝜔1← (f)𝜔2, то 𝜔1 = 𝜔2.

Доведення. Перший пункт цього твердження є наслiдком означення 1.54, а другий

пункт випливає з першого пункту.

Означення 1.56. Орiєнтована множинаℳ називається антициклiчною, якщо для

довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℳ) з умов 𝑥← 𝑦 i 𝑦←𝑥 випливає, що 𝑥 = 𝑦.

Твердження 1.57. Нехай 𝒫 — примiтивна мiнлива множина. Тодi:

1) Пара 𝒬 =

(︂
Bs(𝒫),← (f)

𝒫

)︂
= (Bs(𝒫),← (f)) є антициклiчною орiєнтованою

множиною.

2) Вiдображення

𝜓(𝑡) = 𝜓𝒫(𝑡) := {𝜔 ∈ Bs(𝒫) | tm (𝜔) = 𝑡} ∈ 2Bs(𝒫), 𝑡 ∈ Tm(𝒫) (1.11)

є монотонним часом на 𝒬.
3) При 𝑡1 ̸= 𝑡2 𝜓 (𝑡1) ∩ 𝜓 (𝑡2) = ∅.
4) Якщо, додатково, 𝜓(𝑡) ̸= ∅, 𝑡 ∈ Tm(𝒫), то час 𝜓 є строго монотонним.
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Доведення. 1) Перший пункт твердження 1.57 випливає з означення 1.54 та другого

пункту твердження 1.55.

2) 2.1) Нехай 𝜔 ∈ Bs(𝒫). Тодi, згiдно (1.11), 𝜔 ∈ 𝜓(𝑡), де 𝑡 = tm (𝜔).

2.2) Нехай, 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(𝒫), 𝜔2← (f)𝜔1 i 𝜔1 ̸= 𝜔2. Вiдповiдно до (1.11), для 𝑡1 =

tm (𝜔1), 𝑡2 = tm (𝜔2) отримаємо, 𝜔1 ∈ 𝜓 (𝑡1), 𝜔2 ∈ 𝜓 (𝑡2). Оскiльки 𝜔2← (f)𝜔1 i 𝜔2 ̸= 𝜔1,

то, за твердженням 1.55, пункт 1, маємо 𝑡1 < 𝑡2.

З пунктiв 2.1),2.2) випливає, що 𝜓 є часом на 𝒬.
2.3) Нехай, 𝜔1 ∈ 𝜓 (𝑡1), 𝜔2 ∈ 𝜓 (𝑡2), 𝜔2← (f)𝜔1 i 𝜔1 ̸↚ (f)𝜔2. Тодi, за означенням

часу 𝜓 (1.11), tm (𝜔1) = 𝑡1, tm (𝜔2) = 𝑡2. Оскiльки 𝜔1 ̸↚ (f)𝜔2, то 𝜔1 ̸= 𝜔2 (за означен-

ням 1.54). Тому, за твердженням 1.55, пункт 1, отримуємо нерiвнiсть 𝑡1 < 𝑡2. Отже,

час 𝜓 є монотонним.

3) Нехай 𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm(𝒫). Припустимо, що 𝜓 (𝑡1) ∩ 𝜓 (𝑡2) ̸= ∅. Тодi iснує

елементарно-часовий стан 𝜔 ∈ 𝜓 (𝑡1) ∩ 𝜓 (𝑡2). Звiдси, згiдно (1.11) отримуємо,

𝑡1 = tm (𝜔) = 𝑡2.

4) Нехай, додатково, 𝜓(𝑡) ̸= ∅, 𝑡 ∈ Tm(𝒫). Тодi для довiльного 𝑡 ∈ Tm(𝒫) iснує

елементарний стан 𝑥𝑡 ∈ Bs(𝒫) такий, що 𝑥𝑡 ∈ 𝜓(𝑡). Тому, елементарно-часовий стан

𝜔𝑡 = (𝑡, 𝑥𝑡) ∈ Bs(𝒫) буде задовольняти умову tm (𝜔𝑡) = 𝑡, тобто 𝜔𝑡 ∈ 𝜓(𝑡). Отже,

𝜓(𝑡) ̸= ∅, 𝑡 ∈ Tm(𝒫). Звiдси, враховуючи пункт 3) даного твердження, отримуємо

𝜓 (𝑡1) ̸= 𝜓 (𝑡2) при 𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm(𝒫), 𝑡1 ̸= 𝑡2. Таким чином, час 𝜓 є невпинним, тобто,

враховуючи пункт 2), — строго монотонним.

1.8.2. База елементарних процесiв та базовi мiнливi множини.

Як було доведено у твердженнi 1.57, для довiльної примiтивної мiнливої множини 𝒫
пара (Bs(𝒫),← (f)) є орiєнтованою множиною, в якiй вiдношення ← (f) є напрямним

вiдношенням змiн (трансформацiй). Проте виявляється, що це вiдношення не зав-

жди повнiстю пiдходить для опису еволюцiї елементарно-часових станiв. Iнколи це

вiдношення може генерувати такi “трансформацiї” елементарно-часових станiв, яких

реально нiколи не було у фiзичнiй системi. Для iлюстрацiї цiєї думки розглянемо

наступний приклад.

Приклад 1.58. Розглянемо систему абстрактних траєкторiй, що описує рiвномiрний

прямолiнiйний рух континуальної системи однакових матерiальних точок, рiвномiрно

розподiленої по прямiй, вздовж якої вони рухаються. Однаковiсть всiх матерiальних

точок означає, що всi характеристики цих точок визначаються виключно їхнiми ко-

ординатами у певний момент часу (iншi характеристики, якщо вони є, — однаковi

для будь-якої пари точок). Тобто точка, яка має певнi координати в певний момент

часу повнiстю математично тотожна тiй точцi, що мала цi ж самi координати, але

в iнший момент часу. Таку систему рухомих матерiальних точок можна, наприклад,
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задати за допомогою наступної системи абстрактних траєкторiй з R в R:

ℛ = {𝑟𝛼 | 𝛼 ∈ R} , де 𝑟𝛼(𝑡) := 𝑡+ 𝛼 (𝑡 ∈ R, D (𝑟𝛼) = R, 𝛼 ∈ R) . (1.12)

Покладемо, 𝒫 := 𝒜𝑡𝑝((R,≤) ,ℛ), де “≤” — стандартний порядок на полi дiйсних

чисел. Згiдно з означенням 1.51 i умовою 1) теореми 1.50, Bs(𝒫) = Tm(𝒫) = R.
Доведемо, що для елементiв 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(𝒫) = R умова 𝑥2←𝑥1 рiвносильна умовi

𝑥1 ≤ 𝑥2. Справдi, якщо 𝑥1 ≤ 𝑥2, то для 𝑡1 = 𝑥1, 𝑡2 = 𝑥2 маємо 𝑥1 = 𝑟0 (𝑡1), 𝑥2 = 𝑟0 (𝑡2),

де 𝑡1 ≤ 𝑡2. Отже, згiдно за умовою 2) теореми 1.50, отримуємо 𝑥2←𝑥1. Навпаки,

якщо 𝑥2←𝑥1, то, за умовою 2) теореми 1.50, iснують числа 𝛼, 𝑡1, 𝑡2 ∈ R такi, що

𝑡1 ≤ 𝑡2, 𝑥1 = 𝑟𝛼 (𝑡1), 𝑥2 = 𝑟𝛼 (𝑡2), тобто 𝑥1 = 𝑡1 + 𝛼, 𝑥2 = 𝑡2 + 𝛼, де 𝑡1 ≤ 𝑡2. Звiдси

𝑥1 ≤ 𝑥2.

Доведемо, що Bs(𝒫) = R × R. Оскiльки Bs(𝒫) = Tm(𝒫) = R, то Bs(𝒫) ⊆ R ×
R. Отже, залишається довести обернене включення. Нехай, 𝜔 = (𝜏, 𝑥) ∈ R × R.
Покладемо 𝛼𝜔 := 𝑥 − 𝜏 . Тодi, 𝑟𝛼𝜔(𝜏) = 𝜏 + (𝑥 − 𝜏) = 𝑥. Отже, за умовою 3) теореми

1.50, 𝑥 ∈ 𝜓𝒫(𝜏). А це означає, що 𝜔 = (𝜏, 𝑥) ∈ Bs(𝒫). Рiвнiсть Bs(𝒫) = R×R доведена.

За означенням 1.54 формально послiдовних елементарно-часових станiв, для 𝜔1 =

(𝑡1, 𝑥1), 𝜔2 = (𝑡2, 𝑥2) ∈ Bs(𝒫) умова 𝜔2← (f)𝜔1 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

𝜔1 = 𝜔2 або 𝑡1 < 𝑡2 i 𝑥1 ≤ 𝑥2. Отже, якщо ми виберемо довiльнi елементарно-часовi

стани 𝜔1 = (𝑡1, 𝑥1), 𝜔2 = (𝑡2, 𝑥2) ∈ Bs(𝒫) таким чином, щоб виконувались умови 𝑡1 < 𝑡2
i 𝑥1 ≤ 𝑥2, то отримаємо 𝜔2← (f)𝜔1. Але, якщо при цьому 𝑥1− 𝑡1 ̸= 𝑥2− 𝑡2, то не iснує
жодної траєкторiї 𝑟𝛼 ∈ ℛ такої, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟𝛼. Це означає, що в реальному фiзичному
процесi, при умовi 𝑥1 − 𝑡1 ̸= 𝑥2 − 𝑡2, елементарно-часовий стан 𝜔2 не є результатом

трансформацiй елементарно-часового стану 𝜔1. Таким чином, в даному прикладi,

вiдношення ← (f) породжує безлiч “паразитичних трансформацiйних зв’язкiв”, якi

нiколи не мали мiсце в реальнiй дiйсностi.

Iснує спосiб виходу iз наведеної вище незручної ситуацiї шляхом введення фор-

мальної “ознаки неоднаковостi” матерiальних точок, що рухаються по зазначеним

траєкторiям. Наприклад, замiсть системи абстрактних траєкторiй (1.12) можна було

б розглянути систему абстрактних траєкторiй з R в R2 виду:

ℛ = {𝑟𝛼 | 𝛼 ∈ R} , де 𝑟𝛼(𝑡) := (𝑡+ 𝛼, 𝛼) ∈ R2, (𝑡 ∈ R, 𝛼 ∈ R).

Пiдкреслимо, що число 𝛼 в другiй координатi 𝑟𝛼(𝑡) слiд розумiти не як просторову

координату, а як “номер” траєкторiї 𝑟𝛼. Проте такий пiдхiд в абстрактнiй ситуацiї є

недостатньо загальним. Iснує iнший (бiльш гнучкий) спосiб виходу iз наведеної ви-

ще ситуацiї — задати “напрямне вiдношення змiн” не лише на множинi елементарних

станiв Bs(𝒫), але й на множинi елементарно-часових станiв Bs(𝒫) примiтивної мiн-

ливої множини 𝒫 . Справдi, розглянемо примiтивну мiнливу множину 𝒫 := 𝒜𝑡𝑝(ℛ)

з прикладу 1.58. Якщо для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(𝒫) покласти 𝜔2◁−−𝜔1 тодi i тiльки

тодi, коли tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2) i iснує траєкторiя 𝑟𝛼 ∈ ℛ така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟𝛼 (тобто така,
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що bs (𝜔1) = 𝑟𝛼 (tm (𝜔1)), bs (𝜔2) = 𝑟𝛼 (tm (𝜔2))), то таке вiдношення “◁−−” вiдобража-
ло б лише тi трансформацiї елементарно-часових станiв, якi мають мiсце у реальнiй

дiйсностi.

Означення 1.59. 1. Нехай, 𝒫 — примiтивна мiнлива множина. Вiдношення ◁−− на

Bs(𝒫) будемо називати базою елементарних процесiв на 𝒫 , якщо:

(1) ∀𝜔 ∈ Bs(𝒫) 𝜔◁−−𝜔.

(2) Якщо 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(𝒫) i 𝜔2◁−−𝜔1, то 𝜔2← (f)𝜔1 (тобто ◁−− ⊆ ← (f)).

(3) Для довiльних 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(𝒫) таких, що 𝑥2←𝑥1 iснують 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(𝒫) такi, що

bs (𝜔1) = 𝑥1, bs (𝜔2) = 𝑥2 i 𝜔2◁−−𝜔1.

2. Якщо 𝒫 — примiтивна мiнлива множина i ◁−− — база елементарних процесiв на

𝒫 , то пару ℬ = (𝒫 ,◁−−) будемо називати базовою мiнливою множиною.

1.8.3. Про систему позначень для базових мiнливих множин.

Надалi базовi мiнливi множини будемо позначати великими калiграфiчними буква-

ми. Нехай, ℬ = (𝒫 ,◁−−) — базова мiнлива множина. Введемо наступнi позначення:

Bs(ℬ) := Bs(𝒫); Bs(ℬ) := Bs(𝒫);←
ℬ

:=←
𝒫
;← (f)
ℬ

:=← (f)
𝒫

;
Bs←
ℬ

:= ◁−−; Tm(ℬ):=Tm(𝒫);

≤ℬ:=≤𝒫 ; <ℬ:=<𝒫 ; ≥ℬ:=≥𝒫 ; >ℬ:=>𝒫 ; Tm(ℬ) := Tm(𝒫) = (Tm(ℬ),≤ℬ); 𝜓ℬ := 𝜓𝒫 .

Коли вiдомо, про яку базову мiнливу множину ℬ йде мова в позначеннях ←
ℬ
,← (f)
ℬ

,
Bs←
ℬ

≤ℬ, <ℬ,≥ℬ, >ℬ, 𝜓ℬ символ ℬ будемо опускати, вживаючи замiсть них позначення ←,

← (f),
Bs←, ≤, <, ≥, >, 𝜓 вiдповiдно.

Крiм того, для довiльних елементарно-часових станiв 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) часто будемо

вживати скороченi позначення 𝜔2←
ℬ
𝜔1 або 𝜔2←𝜔1 замiсть, вiдповiдно, 𝜔2

Bs←
ℬ
𝜔1 або

𝜔2
Bs←𝜔1 (у випадках, коли це не приводить до непорозумiнь).

З означень 1.59, 1.54 та зауважень 1.48, 1.53, беручи до уваги прийняту систему

позначень, отримуємо наступнi властивостi базових мiнливих множин :

Властивостi 1.60. Нехай, ℬ довiльна базова мiнлива множина. Тодi:

1. Пара ℬ0 = (Bs(ℬ),←) =
(︁
Bs(ℬ),←

ℬ

)︁
є орiєнтованою множиною.

2. Bs(ℬ) ̸= ∅ i Bs(ℬ) ̸= ∅.

3. Бiнарне вiдношення ≤ℬ є (нестрогим) лiнiйним порядком на Tm(ℬ) (тобто

Tm(ℬ) = (Tm(ℬ),≤ℬ) є лiнiйно упорядкованою множиною).

4. Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ)×Bs(ℬ).

5. Вiдображення 𝜓 = 𝜓ℬ є часом на ℬ0 = (Bs(ℬ),←).
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6.
Bs←
ℬ
є рефлексивним бiнарним вiдношенням, визначеним на Bs(ℬ). Отже, для

довiльного елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs(ℬ) маємо 𝜔←𝜔.

7. Якщо 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) i 𝜔2←𝜔1, то 𝜔2← (f)𝜔1, а отже, bs (𝜔2)← bs (𝜔1) i

tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2). Якщо ж, додатково, 𝜔1 ̸= 𝜔2, то tm (𝜔1) < tm (𝜔2).

8. Для довiльних 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(ℬ) умова 𝑥2←𝑥1 виконується тодi i тiльки тодi,

коли iснують елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) такi, що bs (𝜔1) = 𝑥1,

bs (𝜔2) = 𝑥2 i 𝜔2←𝜔1.

9. Bs(ℬ) = {bs (𝜔) |𝜔 ∈ Bs(ℬ)}.

1.8.4. Приклади базових мiнливих множин.

Приклад 1.61. Нехай, 𝒫 — довiльна примiтивна мiнлива множина. Тодi вiдношення

← (f) = ← (f)
𝒫

є базою елементарних процесiв на 𝒫 . Справдi, умови (1) i (2) означе-

ння 1.59 для вiдношення ← (f) виконуються тривiальним чином. Перевiримо умову

(3). Розглянемо довiльнi 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(𝒫) такi, що 𝑥2←𝑥1. У випадку 𝑥1 = 𝑥2, за

означенням часу, iснує момент часу 𝑡1 ∈ Tm(𝒫) такий, що 𝑥1 ∈ 𝜓 (𝑡1). Отже, для

𝜔1 = 𝜔2 = (𝑡1, 𝑥1) ∈ Bs(𝒫) будемо мати bs (𝜔1) = bs (𝜔2) = 𝑥1 = 𝑥2 i 𝜔2← (f)𝜔1. Тому у

випадку 𝑥1 = 𝑥2 третя умова означення 1.59 виконується. У випадку 𝑥1 ̸= 𝑥2, за озна-

ченням часу, iснують моменти часу 𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm(𝒫) такi, що 𝑥1 ∈ 𝜓 (𝑡1), 𝑥2 ∈ 𝜓 (𝑡2)

i 𝑡1 < 𝑡2. Тому, для 𝜔1 = (𝑡1, 𝑥1) , 𝜔2 = (𝑡1, 𝑥2) ∈ Bs(𝒫) будемо мати bs (𝜔1) = 𝑥1,

bs (𝜔2) = 𝑥2 i 𝜔2← (f)𝜔1. Отже i в цьому випадку третя умова означення 1.59 також

виконується. Таким чином, довiльну примiтивну мiнливу множину завжди можна

ототожнити з базовою мiнливою множиною 𝒫(𝑓) = (𝒫 ,← (f)), у якiй вiдношення

← (f) є базою елементарних процесiв.

Приклад 1.62. Розглянемо довiльну систему абстрактних траєкторiй ℛ з

T = (T,≤) в 𝑀 . Покладемо, 𝒫 := 𝒜𝑡𝑝(T,ℛ). За теоремою 1.50, маємо Bs(𝒫) = 𝑀 ,

Tm(𝒫) = T. Крiм того, згiдно з третiм пунктом теореми 1.50, для (𝑡, 𝑥) ∈ T ×𝑀

умова (𝑡, 𝑥) ∈ Bs(𝒫) має мiсце тодi i тiльки тодi, коли iснує абстрактна траєкторiя

𝑟 = 𝑟𝑡,𝑥 ∈ ℛ така, що 𝑡 ∈ D(𝑟) i 𝑥 = 𝑟(𝑡), тобто така, що 𝜔 = (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑟. Отже,

Bs(𝒫) =
⋃︁
𝑟∈ℛ

𝑟. (1.13)

Далi, для 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(𝒫) покладемо 𝜔2◁−−[ℛ]𝜔1 тодi i тiльки тодi, коли tm (𝜔1) ≤
tm (𝜔2) i iснує абстрактна траєкторiя 𝑟 ∈ ℛ така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ ℛ (тобто така, що

bs (𝜔1) = 𝑟 (tm (𝜔1)), bs (𝜔2) = 𝑟 (tm (𝜔2))). Нескладно перевiрити, що вiдношення

◁−−[ℛ] є базою елементарних процесiв на 𝒫 . Отже, пара:
𝒜𝑡(T,ℛ) = (𝒫 ,◁−−[ℛ] ) = (𝒜𝑡𝑝(T,ℛ),◁−−[ℛ] )

є базовою мiнливою множиною.
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З властивостей 1.60(8,9) 1.4 випливає, що знаючи Tm(ℬ), ≤ℬ, Bs(ℬ) та базу еле-

ментарних процесiв
Bs←
ℬ
для деякої базової мiнливої множини ℬ, можна однозначно

вiдновити множину Bs(ℬ), напрямне вiдношення змiн ←
ℬ

та час 𝜓ℬ(𝑡) (за форму-

лою 𝜓ℬ(𝑡) = {𝑥 ∈ Bs(ℬ) | (𝑡, 𝑥) ∈ Bs(ℬ)}, 𝑡 ∈ Tm(ℬ)), а отже i всю базову мiнливу

множину ℬ. Тому з прикладу 1.62 випливає справедливiсть наступної теореми.

Теорема 1.63. Для довiльної системи абстрактних ℛ траєкторiй з T = (T,≤) в

𝑀 iснує, причому єдина, базова мiнлива множина ℬ = 𝒜𝑡(T,ℛ) така, що:

1. Tm (𝒜𝑡(T,ℛ)) = T (тобто Tm (𝒜𝑡(T,ℛ)) = T, ≤𝒜𝑡(T,ℛ)=≤);

2. Bs(𝒜𝑡(T,ℛ)) =
⋃︀
𝑟∈ℛ 𝑟;

3. для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(𝒜𝑡(T,ℛ)) умова 𝜔2 ←
𝒜𝑡(T,ℛ)

𝜔1 має мiсце тодi i тiльки

тодi, коли tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2) i iснує траєкторiя 𝑟 ∈ ℛ така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟.

Зауваження 1.64. 1. Оскiльки базова мiнлива множина 𝒜𝑡(T,ℛ) будується на осно-

вi примiтивної мiнливої множини 𝒜𝑡𝑝 (T,ℛ), то для довiльної базової мiнливої мно-

жини виду ℬ = 𝒜𝑡(T,ℛ) (де ℛ — система абстрактних траєкторiй з (T,≤) в 𝑀)

залишаються вiрними пункти 1),2),3) теореми 1.50 (з замiною символу 𝒫 на ℬ i

𝒜𝑡𝑝 (T,ℛ) на 𝒜𝑡 (T,ℛ)).

2. Надалi, коли лiнiйно упорядкована множина T є наперед вiдомою, замiсть

позначення 𝒜𝑡(T,ℛ) будемо використовувати позначення 𝒜𝑡 (ℛ).

1.8.5. Про iнший спосiб визначення базових мiнливих множин.

Наступна теорема демонструє iнший, бiльш лаконiчний, хоча й бiльш штучний, шлях

для визначення поняття базової мiнливої множини.

Теорема 1.65. Нехай, T = (T,≤) — довiльна лiнiйно упорядкована множина, 𝒳
— довiльна множина i ◁−− — бiнарне вiдношення, визначене на деякiй множинi

B ⊆ T×𝒳 , яке задовольняє такi умови:

1. Вiдношення ◁−− рефлексивне на B;

2. ∀ 𝜔, 𝜔2 ∈ B з умов 𝜔2◁−−𝜔1 i 𝜔1 ̸= 𝜔2 випливає, що tm (𝜔1) < tm (𝜔2).

Тодi iснує єдина базова мiнлива множина ℬ, що задовольняє такi умови:

а) Tm(ℬ) = T; б) Bs(ℬ) = B; в)
Bs←
ℬ

= ◁−−.

Доведення. 1. Введемо такi позначення:

𝑟𝜔1,𝜔2 := {𝜔1, 𝜔2} (𝜔1, 𝜔2 ∈ B) ; ℛ := {𝑟𝜔1,𝜔2 | 𝜔1, 𝜔2 ∈ B, 𝜔2◁−−𝜔1} . (1.14)

1.4Посилання на властивостi 1.60(8,9) означає посилання на пункти 8 i 9 з групи властивостей
“Властивостi 1.60”.
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Доведемо, що всi елементи множини ℛ є абстрактними траєкторiями з T в 𝒳 . Зафi-
ксуємо довiльнi 𝜔1, 𝜔2 ∈ B такi, що 𝜔2◁−−𝜔1. Оскiльки 𝑟𝜔1,𝜔2 = {𝜔1, 𝜔2} ⊆ B ⊆ T×𝒳 ,
то 𝑟𝜔1,𝜔2 є бiнарним вiдношенням з T в 𝒳 . Доведемо, що це вiдношення є

функцiєю. Припустимо супротивне. Тодi iснують (𝑡, 𝑥1) , (𝑡, 𝑥2) ∈ 𝑟𝜔1,𝜔2 такi, що

𝑥1 ̸= 𝑥2 (а отже (𝑡, 𝑥1) ̸= (𝑡, 𝑥2)). Тому, можливими є лише наступнi два випадки:

(𝑡, 𝑥1) = 𝜔1, (𝑡, 𝑥2) = 𝜔2 або (𝑡, 𝑥1) = 𝜔2, (𝑡, 𝑥2) = 𝜔1. Але, оскiльки 𝜔2◁−−𝜔1, за

умовою 2 даної теореми, в обох випадках отримуємо хибну нерiвнiсть 𝑡 < 𝑡. Тому,

вiдношення 𝑟𝜔1,𝜔2 є функцiєю, а отже, i абстрактною траєкторiєю з T в 𝒳 . Тобто, ℛ
є системою абстрактних траєкторiй з T в

⋃︀
𝑟∈ℛR(𝑟) ⊆ 𝒳 . Позначимо:

ℬ := 𝒜𝑡 (T,ℛ) .

a) За теоремою 1.63 (пункт 1), Tm(ℬ) = T.
b) За теоремою 1.63 (пункт 2), маємо:

Bs(ℬ) =
⋃︁
𝑟∈ℛ

𝑟 =
⋃︁

𝜔1,𝜔2∈B, 𝜔2◁−−𝜔1

{𝜔1, 𝜔2} ⊆ B. (1.15)

З iншого боку, беручи до уваги, що, за умовою 1 даної теореми, вiдношення ◁−− є

рефлексивним, отримуємо обернене включення:

Bs(ℬ) =
⋃︁

𝜔1,𝜔2∈B, 𝜔2◁−−𝜔1

{𝜔1, 𝜔2} ⊇
⋃︁
𝜔∈B

{𝜔} = B. (1.16)

Таким чином, Bs(ℬ) = B. Отже, базова мiнлива множина ℬ задовольняє умови а),б)

висновку даної теореми.

в) Доведемо, що умова в) для базової мiнливої множини ℬ також виконується.

Необхiдно довести, що для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ B = Bs(ℬ) умова 𝜔2◁−−𝜔1 еквiва-

лентна умовi 𝜔2
Bs←
ℬ
𝜔1 (тобто умовi 𝜔2←𝜔1). Оскiльки обидва вiдношення ◁−− та

Bs←
ℬ
є

рефлексивними на Bs(ℬ) = B, досить довести останнє твердження лише для випадку

𝜔1 ̸= 𝜔2. Отже, зафiксуємо довiльнi 𝜔1, 𝜔2 ∈ B = Bs(ℬ) такi, що 𝜔1 ̸= 𝜔2.

в.1) Припустимо, що 𝜔2←𝜔1. тодi, за теоремою 1.63 (пункт 3),

tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2) (1.17)

i iснує траєкторiя 𝑟𝑤1,𝑤2 ∈ ℛ (𝑤2◁−−𝑤1) така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟𝑤1,𝑤2 = {𝑤1, 𝑤2}. От-
же, оскiльки 𝑤2◁−−𝑤1 i 𝜔1 ̸= 𝜔2, повинна виконуватись хоч одна з умов 𝜔2◁−−𝜔1

або 𝜔1◁−−𝜔2. Проте, випадок 𝜔1◁−−𝜔2 є неможливим, оскiльки в цьому випадку, за

умовою 2 даної теореми отримуємо нерiвнiсть tm (𝜔2) < tm (𝜔1), яка суперечить не-

рiвностi (1.17). Отже, 𝜔2◁−−𝜔1.

в.2) Навпаки, припустимо, що 𝜔2◁−−𝜔1. Тодi, згiдно (1.14), маємо, 𝑟𝜔1,𝜔2 ∈ ℛ.
Отже, за умовою 2 даної теореми, tm (𝜔1) < tm (𝜔2). Тому, за теоремою 1.63 (пункт
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3) 𝜔2←𝜔1.

Рiвнiсть
Bs←
ℬ

= ◁−− доведена. Таким чином, базова мiнлива множина ℬ задовольняє
умови а),б),в).

2. Необхiдно довести, що iснує лише єдина базова мiнлива множина ℬ, яка задо-
вольняє умови а),б),в). Припустимо, що базова мiнлива множина ℬ1 також задоволь-

няє умови а),б),в). Доведемо, що тодi ℬ1 мусить задовольняти умови 1),2),3) теореми
1.63 для системи абстрактних траєкторiй ℛ, визначеної в (1.14).

2.1) За умовою а), Tm (ℬ1) = T.
2.2) Використовуючи умову б) i застосовуючи спiввiдношення (1.15),(1.16), отри-

муємо, Bs (ℬ1) = B = Bs(ℬ) =
⋃︀
𝑟∈ℛ 𝑟.

2.3) Оскiльки обидвi базовi мiнливi множини ℬ та ℬ1 задовольняють умову в),

то
Bs←
ℬ1

= ◁−− =
Bs←
ℬ

=
Bs←−−−

𝒜𝑡(T,ℛ)
. Це означає, що ℬ1 задовольняє умову 3) теореми 1.63.

Отже, базова мiнлива множина ℬ1 задовольняє всi умови теореми 1.63 для си-

стеми абстрактних траєкторiй ℛ. Тому, за теоремою 1.63, ℬ1 = 𝒜𝑡(T,ℛ) = ℬ.

Зауваження 1.66. З властивостей 1.60 i означення 1.52 випливає, що для базової

мiнливої множини ℬ, що задовольняє умови а),б),в) теореми 1.65 виконуються на-

ступнi твердження:

1. Bs(ℬ) = {bs (𝜔) | 𝜔 ∈ B};
2. для довiльних 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(ℬ) умова 𝑥2←𝑥1 виконується тодi i тiльки тодi,

коли iснують елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ B = Bs(ℬ) такi, що bs (𝜔1) = 𝑥1,

bs (𝜔2) = 𝑥2 i 𝜔2◁−−𝜔1.

3. 𝜓ℬ(𝑡) = {bs (𝜔) |𝜔 ∈ B, tm (𝜔) = 𝑡}, 𝑡 ∈ Tm(ℬ). Зокрема, 𝜓ℬ(𝑡) = ∅ для випад-
ку, коли не iснує 𝜔 ∈ B такого, що tm (𝜔) = 𝑡.

Зауваження 1.67. Нехай ℬ — довiльна базова мiнлива множина. Позначимо:

T := Tm(ℬ); 𝒳 := Bs(ℬ); B := Bs(ℬ), ◁−− :=
Bs←
ℬ
.

Очевидно, що умови 1,2 теореми 1.65 для T,𝒳 ,B i ◁−− виконуються. Крiм того, ℬ
є (єдиною) базовою мiнливою множиною, що задовольняє умови а),б),в) висновку

цiєї теореми. Тому, використовуючи теорему 1.65 можна дати iнше означення для

поняття базової мiнливої множини. А саме, базову мiнливу множину можна визна-

чити, як математичну структуру, що складається з лiнiйно упорядкованої множини

T = (T,≤), множини 𝒳 , пiдмножини B ⊆ T × 𝒳 , i бiнарного вiдношення ◁−−, ви-
значеного на B, що задовольняє умови 1,2 теореми 1.65. Цей пiдхiд до визначення

базових мiнливих множин використано, наприклад, в роботi [84].

З теореми 1.65 (беручи до уваги зауваження 1.67) отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 1.68. Якщо для базових мiнливих множин ℬ1 i ℬ2 справедливi рiвностi,
Tm (ℬ1) = Tm (ℬ2) , Bs (ℬ1) = Bs (ℬ2) ,

Bs←
ℬ1

=
Bs←
ℬ2
, то ℬ1 = ℬ2.
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Основнi результати пiдроздiлу 1.7 були анонсованi в роботi [67] i опублiкованi

в [85, роздiл 2] крiм теореми 1.65, яка опублiкована в [86, теорема 2.2].

1.9. Ланцюги у множинi елементарно-часових ста-

нiв та лiнiї долi базових мiнливих множин

Використовуючи означення базових мiнливих множин, властивiсть 1.60(7), а також

твердження 1.57 та 1.55 (пункт 2) отримуємо наступне твердження.

Твердження 1.69. Нехай ℬ — базова мiнлива множина. Тодi:

1) Пара 𝒬ℬ =
(︁
Bs(ℬ),

Bs←
ℬ

)︁
= (Bs(ℬ),←) є антициклiчною орiєнтованою множиною.

2) Вiдображення

𝜓(𝑡) = 𝜓ℬ(𝑡) := {𝜔 ∈ Bs(ℬ) | tm (𝜔) = 𝑡} ∈ 2Bs(ℬ) (𝑡 ∈ Tm(ℬ)) (1.18)

є монотонним часом на 𝒬ℬ.
3) Якщо, додатково, 𝜓(𝑡) ̸= ∅, 𝑡 ∈ Tm(ℬ), то час 𝜓 є строго монотонним.

Згiдно з твердженням 1.69, для довiльної базової мiнливої множини ℬ пара

𝒬ℬ = (Bs(ℬ),←) є (антициклiчною) орiєнтованою множиною. Як i в довiльнiй орiєн-

тованiй множинi, в (Bs(ℬ),←) можна розглядати транзитивнi множини i ланцюги. З

антициклiчностi орiєнтованої множини (Bs(ℬ),←) випливає наступне твердження.

Твердження 1.70. Нехай ℬ — базова мiнлива множина. Тодi:

1) Довiльна транзитивна пiдмножина 𝒩 ⊆ Bs(ℬ) орiєнтованої множини

(Bs(ℬ),←) є (частково) упорядкованою множиною (вiдносно вiдношення ←).

2) Довiльний ланцюг ℒ орiєнтованої множини (Bs(ℬ),←) є лiнiйно упорядкова-

ною множиною (вiдносно вiдношення ←).

Позначення 1.71. Надалi через L𝑙(ℬ) будемо позначати множину всiх ланцюгiв у

множинi елементарно-часових станiв базової мiнливої множини ℬ, тобто множину

всiх ланцюгiв орiєнтованої множини
(︁
Bs(ℬ),

Bs←
ℬ

)︁
= (Bs(ℬ),←).

Означення 1.72. Нехай ℬ — базова мiнлива множина.

1) Довiльний максимальний ланцюг ℒ ⊆ Bs(ℬ) орiєнтованої множини (Bs(ℬ),←)

будемо називати лiнiєю долi ℬ. При цьому множину всiх лiнiй долi ℬ будемо по-

значати через L𝑑(ℬ):

L𝑑(ℬ) = {ℒ ∈ L𝑙(ℬ) | ℒ є лiнiєю долi ℬ} .
2) Довiльну лiнiю долi, що мiстить елементарно-часовий стан 𝜔 ∈ Bs(ℬ) будемо

називати власною лiнiєю долi елементарно-часового стану 𝜔 (в ℬ).
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3) Лiнiю долi ℒ ∈ L𝑑(ℬ) будемо називати власною лiнiєю долi елементарно-

го стану 𝑥 ∈ Bs(ℬ), якщо iснує елементарно-часовий стан 𝜔𝑥 ∈ Bs(ℬ) такий, що

bs (𝜔𝑥) = 𝑥 i ℒ є лiнiєю долi 𝜔𝑥.

З означення 1.72 випливає, що включення:

L𝑑(ℬ) ⊆ L𝑙(ℬ)

справедливе для довiльної базової мiнливої множини ℬ.
Зрозумiло, що елементарний (елементарно-часовий) стан може мати, взагалi ка-

жучи, не одну власну лiнiю долi.

Означення 1.73. Будемо говорити, що елементарнi (елементарно-часовi) стани

𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs(ℬ), (𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ)) об’єднанi долею, якщо iснує хоч одна лiнiя до-

лi ℒ ∈ L𝑑(ℬ), яка є власною лiнiєю долi кожного iз станiв 𝑥1, 𝑥2 (𝜔1, 𝜔2) одночасно.

Твердження 1.74. 1) Довiльний елементарно-часовий стан 𝜔 ∈ Bs(ℬ) має хоч

одну власну лiнiю долi.

2) Для того, щоб елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) були об’єднанi долею

необхiдно i достатньо, щоб виконувалась хоч одна з умов:

𝜔2←𝜔1 або 𝜔1←𝜔2. (1.19)

Доведення. 1) перший пункт даного твердження випливає з наслiдку 1.8.

2) 2.а) Нехай елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) мають спiльну лiнiю долi

ℒ ⊆ Bs(ℬ) (таку, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ ℒ). Згiдно з твердженням 1.70, пункт 2, пара (ℒ,←) є

лiнiйно-упорядкованою множиною. Тому хоч одна з умов (1.19) мусить виконуватись.

2.б) Навпаки, нехай, 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) i 𝜔2←𝜔1. Тодi, згiдно з наслiдком 1.8, iснує

максимальний ланцюг (лiнiя долi) ℒ ⊆ Bs(ℬ) (ℒ ∈ L𝑑(ℬ)) така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ ℒ.

Твердження 1.75. 1) Довiльний елементарний стан 𝑥 ∈ Bs(ℬ) має хоч одну вла-

сну лiнiю долi.

2) Для того, щоб елементарнi стани 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℬ) були об’єднанi долею необхiдно

i достатньо, щоб виконувалась хоч одна з умов:

𝑦←𝑥 або 𝑥← 𝑦. (1.20)

Доведення. 1) Нехай, 𝑥 ∈ Bs(ℬ). За означенням часу (означення 1.9), iснує момент

часу 𝑡 ∈ Tm(ℬ) такий, що 𝑥 ∈ 𝜓(𝑡). Згiдно з твердженням 1.74, елементарно-часовий

стан 𝜔𝑥 = (𝑡, 𝑥) ∈ Bs(ℬ) має власну лiнiю долi. Ця лiнiя долi, за означенням 1.72, i

буде власною лiнiєю долi для елементарного стану 𝑥.

2) 2.а) Нехай, 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℬ), 𝑦←𝑥. За властивiстю 1.60(8) (див. властивостi 1.60),

iснують елементарно-часовi стани 𝜔1,𝜔2 ∈ Bs(ℬ) такi, що bs (𝜔1) = 𝑥, bs (𝜔2) = 𝑦

i 𝜔2←𝜔1. Згiдно з твердженням 1.74, цi елементарно-часовi стани мають спiльну
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лiнiю долi ℒ ⊆ Bs(ℬ). Дана лiнiя долi ℒ, за означенням 1.72, i буде власною лiнiєю

долi для кожного з елементарних станiв 𝑥 i 𝑦.

2.б) Нехай, елементарнi стани 𝑥, 𝑦 ∈ Bs(ℬ) мають спiльну лiнiю долi ℒ. Тодi
iснують елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ), такi, що bs (𝜔1) = 𝑥, bs (𝜔2) = 𝑦 i

𝜔1, 𝜔2 ∈ ℒ. Тому, згiдно з твердженням 1.74, пункт 2), хоч одна з умов 𝜔2←𝜔1 або

𝜔1←𝜔2 повинна виконуватись. Отже, за властивiстю 1.60(7), хоч одна з умов (1.20)

мусить мати мiсце.

Означення 1.76. Нехай ℛ — система абстрактних траєкторiй з T = (T,≤) в 𝑀 .

1) Траєкторiю 𝑟 ∈ ℛ системи абстрактних траєкторiйℛ будемо називати макси-

мальною (вiдносноℛ), якщо не iснує траєкторiї 𝜌 ∈ ℛ (𝜌 ̸= 𝑟) такої, щоD (𝑟) ⊂ D (𝜌)

i 𝑟(𝑡) = 𝜌(𝑡), 𝑡 ∈ D (𝑟), тобто такої, що 𝑟 ⊂ 𝜌.

2) Систему абстрактн. траєкторiй ℛ будемо називати системою максималь-

них траєкторiй, якщо кожна траєкторiя 𝑟 ∈ ℛ є максимальною (вiдносно ℛ).

Нагадаємо, що в пiдроздiлi 1.8.3 було введено позначення Tm(ℬ) := (Tm(ℬ),≤ℬ)

(для довiльної базової мiнливої множини ℬ).

Твердження 1.77. Нехай ℬ — базова мiнлива множина. Тодi:

1) Довiльний ланцюг ℒ ∈ L𝑙(ℬ) є абстрактною траєкторiєю з Tm(ℬ) в Bs(ℬ).

2) Множина L𝑙(ℬ) є системою абстрактних траєкторiй з Tm(ℬ) в Bs(ℬ).

3) Довiльна лiнiя долi ℒ ∈ L𝑑(ℬ) ⊆ L𝑙(ℬ) є максимальною траєкторiєю (вiдносно

системи абстрактних траєкторiй L𝑙(ℬ)).

4) Множина L𝑑(ℬ) є системою максимальних траєкторiй з Tm(ℬ) в Bs(ℬ).

Доведення. 1) Нехай, ℒ ⊆ Bs(ℬ) (ℒ ∈ L𝑙(ℬ)) — ланцюг орiєнтованої множини

(Bs(ℬ),←). Оскiльки Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ) × Bs(ℬ) i ℒ ⊆ Bs(ℬ), то ℒ є бiнарним вiд-

ношенням з множини Tm(ℬ) в множину Bs(ℬ). Отже, для обґрунтування того,

що ℒ є абстрактною траєкторiєю з Tm(ℬ) в Bs(ℬ), досить довести, що вiдношен-

ня ℒ є функцiєю з Tm(ℬ) в Bs(ℬ). Припустимо, що ℒ не є функцiєю. Тодi iснують

елементарно-часовi стани виду 𝜔1 = (𝑡, 𝑥1), 𝜔2 = (𝑡, 𝑥2) такi, що 𝑥1 ̸= 𝑥2 i 𝜔1, 𝜔2 ∈ ℒ.
Оскiльки 𝑥1 ̸= 𝑥2, то 𝜔1 ̸= 𝜔2. Оскiльки ℒ — ланцюг, то хоч одна з умов 𝜔2←𝜔1 або

𝜔1←𝜔2 повинна виконуватись. Припустимо, наприклад, що 𝜔2←𝜔1. Тодi, врахову-

ючи, що 𝜔1 ̸= 𝜔2, за властивiстю 1.60(7), отримаємо нерiвнiсть 𝑡 < 𝑡, що неможливо.

Аналогiчно досягаємо суперечностi, якщо припустити, що 𝜔1←𝜔2. Отримана супе-

речнiсть показує, що припущення — помилкове, а отже ланцюг ℒ є функцiєю (тобто

абстрактною траєкторiєю). Отже, доведено пункт 1) даного твердження.

Враховуючи пункт 1) даного твердження, для довiльного ланцюга ℒ ∈ L𝑙(ℬ) є

коректним вживати позначення D(ℒ) для областi визначення ℒ i запис 𝑥 = ℒ(𝑡) (де

𝑡 ∈ D(ℒ)) замiсть (𝑡, 𝑥) ∈ ℒ.
2) Розглянемо довiльний елементарний стан 𝑥 ∈ Bs(ℬ). За означенням 1.9, iснує

момент часу 𝑡 ∈ Tm(ℬ) такий, що 𝑥 ∈ 𝜓(𝑡). Згiдно з твердженням 1.4, пункт 2,
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одноелементна множина ℒ𝑥 = {(𝑡, 𝑥)} ⊆ Bs(ℬ) є ланцюгом орiєнтованої множини

(Bs(ℬ),←). При цьому R (ℒ𝑥) = {𝑥} ∋ 𝑥. Отже,
⋃︀
ℒ∈L𝑙(ℬ) R(ℒ) ⊇ Bs(ℬ). Обернене

включення очевидне, тобто
⋃︀
ℒ∈L𝑙(ℬ)R(ℒ) = Bs(ℬ). Тому, враховуючи пункт 1) дано-

го твердження, приходимо до висновку, що L𝑙(ℬ) є системою абстрактних траєкторiй

з Tm(ℬ) в Bs(ℬ).

3) Пункт 3) твердження 1.77 випливає з означень 1.72 (п. 1) та 1.76 (п. 1).

4) Доведемо, що
⋃︀
ℒ∈L𝑑(ℬ) R(ℒ) = Bs(ℬ). Оскiльки

⋃︀
ℒ∈L𝑑(ℬ) ℒ ⊆ Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ)×

Bs(ℬ), то
⋃︀
ℒ∈L𝑑(ℬ) R(ℒ) ⊆ Bs(ℬ). Отже, залишилось довести обернене включен-

ня. Розглянемо довiльний елементарний стан 𝑥 ∈ Bs(ℬ). Згiдно з твердженням

1.75 (пункт 1), 𝑥 має власну лiнiю долi ℒ𝑥 ∈ L𝑑(ℬ). Це, за означенням 1.72, озна-

чає, що iснує елементарно-часовий стан 𝜔𝑥 = (𝑡, 𝑥) ∈ Bs(ℬ) такий, що 𝜔𝑥 ∈ ℒ𝑥.
Оскiльки (𝑡, 𝑥) ∈ ℒ𝑥, то ℒ𝑥(𝑡) = 𝑥. Отже, 𝑥 ∈ R (ℒ𝑥) ⊆

⋃︀
ℒ∈L𝑑(ℬ) R(ℒ). Тому⋃︀

ℒ∈L𝑑(ℬ) R(ℒ) ⊇ Bs(ℬ), тобто
⋃︀
ℒ∈L𝑑(ℬ)R(ℒ) = Bs(ℬ). Отже, L𝑑(ℬ) є системою аб-

страктних траєкторiй з Tm(ℬ) в Bs(ℬ). Оскiльки L𝑑(ℬ) ⊆ L𝑙(ℬ), i, згiдно з пунктом

3) даного твердження, довiльна лiнiя долi ℒ ∈ L𝑑(ℬ) є максимальною траєкторiєю

вiдносно системи абстрактних траєкторiй L𝑙(ℬ), то вона також буде максимальною

траєкторiєю i вiдносно вужчої системи абстрактних траєкторiй L𝑑(ℬ).

Твердження 1.78. Нехай ℛ — система абстрактних траєкторiй з T в 𝑀 . Тодi:

ℛ ⊆ L𝑙 (𝒜𝑡 (T,ℛ)) .

Доведення. Нехай ℛ — система абстрактних траєкторiй з T = (T,≤) в 𝑀 . Роз-

глянемо довiльну траєкторiю 𝑟 ∈ ℛ. Згiдно з теоремою 1.63, має мiсце включення

𝑟 ⊆ Bs (𝒜𝑡 (T,ℛ)), i, крiм того, для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟 спiввiдношення 𝜔2 ←
𝒜𝑡(T,ℛ)

𝜔1

виконується тодi i тiльки тодi, коли tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2). Отже, враховуючи, що (T,≤) —

лiнiйно упорядкована множина, приходимо до висновку, що 𝑟 є ланцюгом у множинi

елементарно-часових станiв базової мiнливої множини 𝒜𝑡 (T,ℛ).

Наступна теорема показує, що довiльна базова мiнлива множина може бути по-

роджена деякою системою максимальних траєкторiй.

Теорема 1.79. Для довiльної базової мiнливої множини ℬ має мiсце рiвнiсть:

𝒜𝑡 (Tm(ℬ), L𝑑(ℬ)) = ℬ.

Доведення. Покладемо ℛ := L𝑑(ℬ) i доведемо, що 𝒜𝑡(ℛ) = ℬ. { 1.5}

1) Оскiльки, згiдно з твердженням 1.77, ℛ = L𝑑(ℬ) є системою абстрактних

траєкторiй з Tm(ℬ) = (Tm(ℬ),≤ℬ) в Bs(ℬ), то, згiдно з першим пунктом теореми

1.63, маємо, Tm (𝒜𝑡(ℛ)) = Tm(ℬ).

1.5 Тут використовується скорочений варiант позначення 𝒜𝑡(ℛ) замiсть 𝒜𝑡(Tm(ℬ),ℛ).
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2) З другого пункту теореми 1.63 випливає рiвнiсть:

Bs (𝒜𝑡(ℛ)) =
⋃︁
𝑟∈ℛ

𝑟 =
⋃︁

ℒ∈L𝑑(ℬ)

ℒ ⊆ Bs(ℬ). (1.21)

З iншої сторони, згiдно з твердженням 1.74 довiльний елементарно-часовий стан 𝜔 ∈
Bs(ℬ) має власну лiнiю долi ℒ𝜔 ⊆ Bs(ℬ) таку, що 𝜔 ∈ ℒ𝜔. Тому, Bs(ℬ) ⊆

⋃︀
ℒ∈L𝑑(ℬ) ℒ =

Bs (𝒜𝑡(ℛ)). Тобто, враховуючи включення (1.21) отримуємо, Bs (𝒜𝑡(ℛ)) = Bs(ℬ).

3) Розглянемо довiльнi 𝜔1 = (𝑡1, 𝑥1), 𝜔2 = (𝑡2, 𝑥2) ∈ Bs(ℬ) = Bs (𝒜𝑡(ℛ)).

3.а) Нехай 𝜔2←
ℬ
𝜔1. Тодi, за властивiстю 1.60(7), маємо tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2). Крiм

того, згiдно з твердженням 1.74 (пункт 2), iснує лiнiя долi L ∈ L𝑑(ℬ) така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈
L. Таким чином, згiдно з теоремою 1.63 (пункт 3), 𝜔2 ←

𝒜𝑡(L𝑑(ℬ))
𝜔1, тобто 𝜔2 ←

𝒜𝑡(ℛ)
𝜔1.

3.б) Навпаки, нехай 𝜔2 ←
𝒜𝑡(ℛ)

𝜔1. Тодi, згiдно з теоремою 1.63 (пункт 3), tm (𝜔1) ≤

tm (𝜔2) i iснує лiнiя долi L ∈ L𝑑(ℬ) така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ L. Оскiльки лiнiя долi L ∈
L𝑑(ℬ) ⊆ L𝑙(ℬ) є ланцюгом в Bs(ℬ), то хоч одна з умов 𝜔2←

ℬ
𝜔1 або 𝜔1←

ℬ
𝜔2 повинна

мати мiсце. Доведемо, що 𝜔2←
ℬ
𝜔1. Припустимо супротивне (𝜔2 ̸↚

ℬ
𝜔1). Тодi маємо

𝜔1←
ℬ
𝜔2 i 𝜔2 ̸= 𝜔1 (оскiльки у випадку 𝜔1 = 𝜔2 ми б отримали 𝜔2←

ℬ
𝜔1). Тобто, за

властивiстю 1.60(7), маємо, tm (𝜔2) < tm (𝜔1). Остання нерiвнiсть є неможливою,

оскiльки вона суперечить доведенiй вище нерiвностi tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2). Тому, 𝜔2←
ℬ
𝜔1.

З пунктiв 3.а) i 3.б) випливає рiвнiсть баз елементарних процесiв
Bs←
ℬ

=
Bs←
𝒜𝑡(ℛ)

.

Вiдповiдно, до результатiв, доведених вище в пунктах 1),2),3) маємо,

Tm (𝒜𝑡(ℛ)) = Tm(ℬ), Bs (𝒜𝑡(ℛ)) = Bs(ℬ), ←
𝒜𝑡(ℛ)

=←
ℬ
. Отже, згiдно з наслiдком 1.68,

отримуємо 𝒜𝑡(ℛ) = ℬ.

Наступний приклад покаже, що рiвнiсть L𝑑(𝒜𝑡(ℛ)) = ℛ для довiльної системи

максимальних траєкторiй ℛ, взагалi кажучи, не має мiсця. Причому, в загальному
випадку, не можна, навiть, говорити про включення однiєї цих множин в iншу.

Приклад 1.80. Розглянемо функцiю 𝑓 : R→ R, виду 𝑓(𝑡) := |𝑡|−𝑡
2
, 𝑡 ∈ R. Розгляне-

мо систему абстрактних траєкторiй ℛ = {𝑟𝛼|𝛼 ∈ [0,∞)}, де
𝑟𝛼(𝑡) : = 𝑓(𝑡+ 𝛼), 𝑡 ∈ (−∞, 𝛼] (D (𝑟𝛼) = (−∞, 𝛼]), 𝛼 ∈ (0,∞);

𝑟0(𝑡) : = 0, 𝑡 ∈ [0,∞) ( D (𝑟0) = [0,∞)), 𝛼 = 0.

Легко переконатись, щоℛ є системою максимальних траєкторiй з R в [0,∞), хоча при

цьому абстрактна траєкторiя 𝑟0 ∈ ℛ не є лiнiєю долi для базової мiнливої множини

𝒜𝑡(ℛ), тобто 𝑟0 /∈ L𝑑(𝒜𝑡(ℛ)). Отже, ℛ ̸⊆ L𝑑(𝒜𝑡(ℛ)). З iншої сторони, розглянемо

траєкторiю виду:

𝑟∼0 (𝑡) = 0, 𝑡 ∈ R (D (𝑟∼0 ) = R).
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(𝑟∼0 = {(𝑡, 𝑟∼0 (𝑡)) | 𝑡 ∈ R} = {(𝑡, 0) | 𝑡 ∈ R} ⊆
⋃︀
𝑟∈ℛ 𝑟 = Bs (𝒜𝑡(ℛ))). Легко перевiрити,

що 𝑟∼0 є лiнiєю долi для базової мiнливої множини 𝒜𝑡(ℛ), хоча при цьому 𝑟∼0 /∈ ℛ.
Отже, L𝑑(𝒜𝑡(ℛ)) ̸⊆ ℛ.

Графiк траєкторiї 𝑦 = 𝑟𝛼(𝑡) при 𝛼 ∈ (0,∞).

Нижче буде описано найпростiший клас випадкiв, коли рiвнiсть L𝑑(𝒜𝑡(ℛ)) = ℛ,
все ж таки, має мiсце.

Означення 1.81. Систему абстрактних траєкторiй ℛ з T = (T,≤) в 𝑀 будемо на-

зивати системою iндивiдуальних траєкторiй, якщо будь-якi двi неоднаковi трає-

кторiї 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℛ не перетинаються (∀𝑟1, 𝑟2 ∈ ℛ (𝑟1 ̸= 𝑟2 =⇒ 𝑟1 ∩ 𝑟2 = ∅)).

Легко бачити, що система абстрактних траєкторiйℛ з T = (T,≤) в𝑀 є системою

iндивiдуальних траєкторiй тодi i тiльки тодi, коли для довiльних 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℛ таких,

що 𝑟1 ̸= 𝑟2 має мiсце одне iз спiввiдношень:

D (𝑟1) ∩D (𝑟2) = ∅ або 𝑟1(𝑡) ̸= 𝑟2(𝑡) (∀𝑡 ∈ D (𝑟1) ∩D (𝑟2)).

Звiдси, зокрема, випливає, що система траєкторiй ℛ в прикладi 1.58 є системою

iндивiдуальних траєкторiй.

Теорема 1.82. Якщо ℛ є системою iндивiдуальних траєкторiй з T в 𝑀 , то:

L𝑑(𝒜𝑡(T,ℛ)) = ℛ.

Доведення. Нехай, ℛ є система iндивiдуальних траєкторiй з T = (T,≤) в 𝑀 . Всюди

в даному доведеннi символ “←” буде означати напрямне вiдношення змiн або базу

елементарних процесiв у 𝒜𝑡(ℛ).

1. Нехай 𝑟 ∈ ℛ. Згiдно з твердженням 1.78, маємо, 𝑟 ∈ L𝑙 (𝒜𝑡(ℛ)). Отже трає-

кторiя 𝑟 є ланцюгом орiєнтованої множини (Bs(𝒜𝑡(ℛ)),←). Доведемо, що 𝑟 є лiнiєю

долi 𝒜𝑡(ℛ)) (тобто максимальним ланцюгом Bs(𝒜𝑡(ℛ))). Припустимо супротивне.

Тодi iснує лiнiя долi ℒ ∈ L𝑑 (𝒜𝑡(ℛ)) така, що 𝑟 ⊂ ℒ. Оскiльки ми маємо строге

включення 𝑟 ⊂ ℒ, то iснує елементарно-часовий стан 𝜔 ∈ ℒ такий, що 𝜔 /∈ 𝑟. З iн-

шої сторони, за означенням системи абстрактних траєкторiй (див. означення 1.49,

пункт 1) всi траєкторiї системи ℛ — непорожнi. Отже, iснує елементарно-часовий

стан 𝜔0 ∈ 𝑟. Оскiльки 𝑟 ⊂ ℒ, то 𝜔0 ∈ ℒ. Отже, елементарно-часовi стани 𝜔 i 𝜔0 —

об’єднанi долею. Тому, згiдно iз твердженням 1.74, мусить виконуватись хоч одна з

умов 𝜔←𝜔0 або 𝜔0←𝜔. Але, в обох випадках, за теоремою 1.63 (пункт 3), мусить
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iснувати траєкторiя 𝑟1 ∈ ℛ така, що 𝜔, 𝜔0 ∈ 𝑟1. Оскiльки 𝜔 /∈ 𝑟 i 𝜔 ∈ 𝑟1, то 𝑟 ̸= 𝑟1.

Проте, з iншої сторони 𝜔0 ∈ 𝑟 ∩ 𝑟1, що суперечить тому факту, що ℛ є системою iн-

дивiдуальних траєкторiй. Отримана суперечнiсть остаточно доводить, що 𝑟 є лiнiєю

долi 𝒜𝑡(ℛ)). Таким чином:

ℛ ⊆ L𝑑 (𝒜𝑡(ℛ)) . (1.22)

2. Навпаки, нехай, ℒ ∈ L𝑑 (𝒜𝑡(ℛ)). Iз зауваження 1.53 та наслiдку 1.8 випливає,

що лiнiя долi будь-якої базової мiнливої множини є непорожньою множиною. Отже,

iснує елементарно-часовий стан 𝜔 такий, що 𝜔 ∈ ℒ. Оскiльки 𝜔 ∈ ℒ ⊆ Bs(𝒜𝑡(ℛ)), то,

за теоремою 1.63 (пункт 2), iснує траєкторiя 𝑟 ∈ ℛ така, що 𝜔 ∈ 𝑟. Розглянемо до-
вiльний елементарно-часовий стан 𝜔1 ∈ ℒ. Оскiльки 𝜔, 𝜔1 ∈ ℒ, то елементарно-часовi
стани 𝜔 i 𝜔1 — об’єднанi долею, i, згiдно iз твердженням 1.74, мусить виконуватись

хоч одна з умов 𝜔1←𝜔 або 𝜔←𝜔1. Тобто, за теоремою 1.63 (пункт 3), мусить iсну-

вати траєкторiя 𝑟1 ∈ ℛ така, що 𝜔, 𝜔1 ∈ 𝑟1. Отже, 𝜔 ∈ 𝑟 ∩ 𝑟1. Але, оскiльки ℛ є

системою iндивiдуальних траєкторiй, то останнє спiввiдношення можливе лише за

умови 𝑟 = 𝑟1. Тому довiльний елементарно-часовий стан 𝜔1 ∈ ℒ належить до 𝑟. Це

означає, що ℒ ⊆ 𝑟. Але, згiдно з доведеним в пунктi 1, траєкторiя 𝑟 також є лiнiєю

долi для 𝒜𝑡(ℛ). Оскiльки 𝑟 i ℒ є лiнiями долi для 𝒜𝑡(ℛ), то включення ℒ ⊆ 𝑟 можли-

ве лише за умови ℒ = 𝑟. Таким чином, ℒ = 𝑟 ∈ ℛ, звiдки, враховуючи довiльнiсть

вибору лiнiї долi ℒ ∈ L𝑑 (𝒜𝑡(ℛ)), отримуємо включення, обернене до (1.22).

Приклад 1.83. Нехай, X — повний метричний простiр. Нагадаємо [87, стор. 4], що

динамiчною системою на X називається довiльна пара виду:

S = (Θ,𝑊 ) , де (1.23)

� Θ ⊆ R — довiльна пiдмножина числової прямої R;

� 𝑊 — операторнозначна функцiя, визначена на множинĩ︀Θ = {(𝜏, 𝑡0) ∈ R2| 𝑡0, 𝑡0 + 𝜏 ∈ Θ}, яка ставить у вiдповiднiсть довiльнiй

парi (𝜏, 𝑡0) ∈ ̃︀Θ оператор 𝑊 (𝜏, 𝑡0) : X→ X, i задовольняє наступнi умови:

𝑊 (0, 𝑡0)𝑥 = 𝑥 (𝑥 ∈ X, 𝑡0 ∈ Θ) ; (1.24)

𝑊 (𝑡+ 𝑠, 𝑡0) = 𝑊 (𝑡, 𝑡0 + 𝑠)𝑊 (𝑠, 𝑡0) (𝑡0, 𝑡0 + 𝑠, 𝑡0 + 𝑡+ 𝑠 ∈ Θ) , (1.25)

де добуток операторiв визначається стандартним чином

(𝑊 (𝑡, 𝑡0 + 𝑠)𝑊 (𝑠, 𝑡0)𝑥 = 𝑊 (𝑡, 𝑡0 + 𝑠) (𝑊 (𝑠, 𝑡0)𝑥), 𝑥 ∈ X).

(зауважимо, що оператори 𝑊 (𝜏, 𝑡0) ((𝜏, 𝑡0) ∈ ̃︀Θ) можуть бути i нелiнiйними.)
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Довiльна динамiчна система S виду (1.23) породжує систему траєкторiй:

ℛS = {𝑟𝑥,𝑡0 | 𝑥 ∈ X, 𝑡0 ∈ Θ} , де

𝑟𝑥,𝑡0(𝑡) = 𝑊 (𝑡− 𝑡0, 𝑡0)𝑥, 𝑥 ∈ X, 𝑡 ∈ Θ (1.26)

з TΘ = (Θ,≤) в X, де ≤ — звичайний порядок на полi дiйсних чисел. З формул (1.24)

i (1.25) випливає, що довiльнi траєкторiї з системи ℛS мають такi властивостi:

𝑟𝑥,𝑡0 (𝑡0) = 𝑥 (𝑥 ∈ X, 𝑡0 ∈ Θ) ,

𝑟𝑥,𝑡′0 = 𝑟[︁
𝑟𝑥,𝑡′0

(𝑡0)
]︁
,𝑡0

(𝑥 ∈ X, 𝑡0, 𝑡
′
0 ∈ Θ) .

Отже, при довiльному фiксованому 𝑡0 ∈ Θ справедлива рiвнiсть:

ℛS = {𝑟𝑥,𝑡0 | 𝑥 ∈ X} . (1.27)

Доведемо, що ℛS — система iндивiдуальних траєкторiй. Справдi, зафiксуємо до-

вiльне число 𝑡0 ∈ Θ. Користуючись рiвнiстю (1.27), розглянемо довiльнi траєкторiї

𝑟𝑥1,𝑡0 , 𝑟𝑥2,𝑡0 ∈ ℛS. Припустимо, що 𝑟𝑥1,𝑡0(𝑡) = 𝑟𝑥2,𝑡0(𝑡) для деякого фiксованого 𝑡 ∈ Θ.

Тодi використовуючи (1.24), (1.25), (1.26), отримуємо:

𝑥2 = 𝑊 (0, 𝑡0)𝑥2 = 𝑊 (𝑡0 − 𝑡, 𝑡)𝑊 (𝑡− 𝑡0, 𝑡0)𝑥2 = 𝑊 (𝑡0 − 𝑡, 𝑡) 𝑟𝑥2,𝑡0(𝑡) =

= 𝑊 (𝑡0 − 𝑡, 𝑡) 𝑟𝑥1,𝑡0(𝑡) = 𝑊 (𝑡0 − 𝑡, 𝑡)𝑊 (𝑡− 𝑡0, 𝑡0)𝑥1 = 𝑥1.

Отже, 𝑟𝑥1,𝑡0 = 𝑟𝑥2,𝑡0 . Це означає, що для довiльних траєкторiй 𝑟𝑥1,𝑡0 , 𝑟𝑥2,𝑡0 ∈ ℛS з

умови 𝑟𝑥1,𝑡0 ̸= 𝑟𝑥2,𝑡0 випливає, що 𝑟𝑥1,𝑡0(𝑡) ̸= 𝑟𝑥2,𝑡0(𝑡) (∀𝑡 ∈ Θ). Тому ℛS — система

iндивiдуальних траєкторiй. Зокрема, для довiльних 𝑥 ∈ X i 𝑡0 ∈ Θ iснує, причому

єдина, траєкторiя 𝜌𝑥,𝑡0 ∈ ℛS така, що 𝜌𝑥,𝑡0 (𝑡0) = 𝑥 (де 𝜌𝑥,𝑡0 = 𝑟𝑥,𝑡0).

Система iндивiдуальних траєкторiй ℛS породжує базову мiнливу множину

𝒜𝑡 (TΘ,ℛS) (де TΘ = (Θ,≤)), причому, за теоремою 1.63, Tm (𝒜𝑡 (ℛS)) = Θ. Згi-

дно з теоремою 1.82, знаючи базову мiнливу множину 𝒜𝑡 (TΘ,ℛS), можна вiдновити

систему траєкторiй ℛS. Звiдси, в свою чергу, однозначно вiдновлюються операто-

ри еволюцiї
{︁
𝑊 (𝜏, 𝑡0) | (𝜏, 𝑡0) ∈ ̃︀Θ}︁ за допомогою формули: 𝑊 (𝜏, 𝑡0)𝑥 = 𝜌𝑥,𝑡0 (𝜏 + 𝑡0)

(𝑥 ∈ X, 𝑡0, 𝑡0 + 𝜏 ∈ Θ) де 𝜌𝑥,𝑡0 ∈ ℛS — траєкторiя, що задовольняє умову 𝜌𝑥,𝑡0 (𝑡0) = 𝑥.

Отже, динамiчна система S однозначно вiдновлюється за базовою мiнливою мно-

жиною 𝒜𝑡 (TΘ,ℛS). Таким чином, динамiчнi системи виду (1.23) можна вважати

частинними випадками базових мiнливих множин.

Основнi результати пiдроздiлу 1.9 були анонсованi в роботi [67] i опублiкованi

в [85, роздiл 3].
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1.10. Мiнливi системи i процеси

Означення 1.84. Нехай ℬ — базова мiнлива множина. Будь-яку пiдмножину 𝑆 ⊆
Bs(ℬ) будемо називати мiнливою системою базової мiнливої множини ℬ.

На поняття мiнливої системи можна дивитись, як на абстрактне узагальнення

поняття фiзичного тiла, склад якого, взагалi кажучи, не є постiйним i може змiню-

ватись довiльним чином протягом часу в процесi трансформацiй цього тiла.

Означення 1.85. Нехай ℬ — базова мiнлива множина. Довiльне вiдображення 𝑠 :

Tm(ℬ)→ 2Bs(ℬ) таке, що 𝑠(𝑡) ⊆ 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ Tm(ℬ) будемо називати процесом базової

мiнливої множини ℬ.

Оскiльки примiтивнi мiнливi множини можна розглядати як базовi мiнливi мно-

жини з базою елементарних процесiв ← (f), то хронометричнi процеси, введенi в

означеннi 1.45, можна вважати частинними випадками процесiв, введених в озна-

ченнi 1.85. Нехай, 𝑆 ⊆ Bs(ℬ) — довiльна мiнлива система довiльної базової мiнливої

множини ℬ. Покладемо:

𝑆∼(𝑡) := {𝑥 ∈ Bs(ℬ) | (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆} , 𝑡 ∈ Tm(ℬ) (1.28)

(зокрема 𝑆∼(𝑡) = ∅ у випадку, коли не iснує елементарних станiв 𝑥 ∈ Bs(ℬ) таких,

що (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆). Легко бачити, що 𝑆∼(𝑡) ⊆ 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ Tm(ℬ). Отже, за означенням 1.85,

𝑆∼ є процесом базової мiнливої множини ℬ.

Означення 1.86. Процес 𝑆∼ будемо називати процесом трансформацiй мiнливої

системи 𝑆.

Твердження 1.87. Нехай ℬ — базова мiнлива множина.

1. Для довiльних мiнливих систем 𝑆1, 𝑆2 ∈ Bs(ℬ) рiвнiсть 𝑆∼1 = 𝑆∼2 виконується

тодi i тiльки тодi, коли 𝑆1 = 𝑆2.

2. Для довiльного процесу 𝑠 базової мiнливої множини ℬ iснує, причому єдина,

мiнлива система 𝑆 ⊆ Bs(ℬ) така, що 𝑠 = 𝑆∼.

Доведення. 1. Перший пункт твердження 1.87 випливає з рiвностi (1.28).

2. Нехай 𝑠 — процес базової мiнливої множини ℬ. Покладемо:
𝑆 := {(𝑡, 𝑥) | 𝑡 ∈ Tm(ℬ), 𝑥 ∈ 𝑠(𝑡)} =

⋃︀
𝑡∈Tm(ℬ)({𝑡} × 𝑠(𝑡)),

де у випадку 𝑠(𝑡) = ∅, {𝑡} × 𝑠(𝑡) = ∅. Оскiльки для довiльної пари (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆 маємо

𝑥 ∈ 𝑠(𝑡) ⊆ 𝜓(𝑡), то 𝑆 ⊆ Bs(ℬ). Отже, 𝑆 є мiнливою системою ℬ. Нескладно перевiрити,
що 𝑆∼ = 𝑠. Нехай, 𝑆1 — iнша мiнлива система, така, що 𝑆∼1 = 𝑠. Тодi 𝑆∼ = 𝑆∼1 , а

отже, згiдно з першим пунктом даного твердження, 𝑆 = 𝑆1.
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Отже, згiдно з твердженням 1.87, вiдображення (·)∼ встановлює взаємно-

однозначну вiдповiднiсть мiж мiнливими системами i процесами довiльної базової

мiнливої множини. Враховуючи зазначений факт, надалi поняття мiнливої системи

i процесу завжди будемо “ототожнювати”, а говорячи про процеси базових мiнливих

множин будемо позначати цi процеси великими буквами з хвилькою у верхньому

iндексi, маючи на увазi, що довiльний процес є процесом трансформацiй певної мiн-

ливої системи. Будемо говорити, що мiнлива система 𝑈 базової мiнливої множини

ℬ є пiдсистемою мiнливої системи 𝑆 ⊆ Bs(ℬ), якщо 𝑈 ⊆ 𝑆. Нескладно перевiри-

ти справедливiсть наступного твердження:

Твердження 1.88. Мiнлива система 𝑈 ⊆ Bs(ℬ) є пiдсистемою мiнливої системи

𝑆 ⊆ Bs(ℬ) тодi i тiльки тодi, коли 𝑈∼(𝑡) ⊆ 𝑆∼(𝑡) (∀ 𝑡 ∈ Tm(ℬ)).

Означення 1.89. Будемо говорити, що елементарний стан 𝑥 ∈ Bs(ℬ) базової мiнли-

вої множини ℬ належить до мiнливої системи 𝑆 ⊆ Bs(ℬ) в момент часу 𝑡 ∈ Tm(ℬ),

якщо 𝑥 ∈ 𝑆∼(𝑡).

Той факт, що елементарний стан 𝑥 базової мiнливої множини ℬ належить до мiн-
ливої системи 𝑆 в момент часу 𝑡 будемо позначати наступним чином 𝑥 ∈[𝑡,ℬ] 𝑆, а у

випадку, коли зрозумiло про яку базову мiнливу множину йде мова, будемо викори-

стовувати позначення 𝑥 ∈[𝑡] 𝑆. З твердження 1.88 випливає, що для мiнливих систем

𝑈, 𝑆 ⊆ Bs(ℬ) спiввiдношення 𝑈 ⊆ 𝑆 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли для довiльних

𝑡 ∈ Tm(ℬ) i 𝑥 ∈ Bs(ℬ) з умови 𝑥 ∈[𝑡] 𝑈 випливає спiввiдношення 𝑥 ∈[𝑡] 𝑆. Остан-

нє зауваження говорить про те, що на мiнливу систему довiльної базової мiнливої

множини ℬ можна дивитись як на аналог поняття пiдмножини в класичнiй теорiї

множин, а на вiдношення ∈[·] як на аналог вiдношення належностi класичної теорiї

множин. Проте, з iншої сторони, нi елементарнi нi елементарно-часовi стани не мо-

жуть повнiстю претендувати на аналог поняття елемента в класичнiй теорiї множин,

оскiльки знаючи всi елементарнi чи елементарно-часовi стани базової мiнливої мно-

жини ми не зможемо вiдновити нi напрямне вiдношення змiн нi базу елементарних

процесiв, а отже не зможемо повнiстю вiдновити базову мiнливу множину за її “еле-

ментами”. Очевидно, що довiльна лiнiя долi ℒ ∈ L𝑑(ℬ) базової мiнливої множини ℬ
є її мiнливою системою.

Означення 1.90. Процес ℒ∼, породжений лiнiєю долi ℒ ∈ L𝑑(ℬ) базової мiнливої

множини ℬ будемо називати елементарним процесом ℬ.

Розглянемо довiльну систему матерiальних точок, якi не втрачають свою “iнди-

вiдуальнiсть” в процесi еволюцiї (тобто коли матерiальнi точки не зливаються в одну

i не розпадаються на декiлька). Еволюцiю такої системи можна описати за допомо-

гою базової мiнливої множини ℬ = 𝒜𝑡 (ℛ), де ℛ — деяка система iндивiдуальних
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траєкторiй. Згiдно з теоремою 1.82, лiнiї долi (тобто мiнливi системи, що породжу-

ють елементарнi процеси) для такої базової мiнливої ℬ спiвпадають з траєкторiями

𝑟 ∈ ℛ, якi описують еволюцiю кожної з матерiальних точок, що входять в цю си-

стему (L𝑑(ℬ) = ℛ). Це означає, що в цьому випадку кожен елементарний процес

мiстить всю необхiдну iнформацiю для самоiдентифiкацiї вiдповiдної йому матерi-

альної точки в кожен момент часу еволюцiй системи, а тому може бути ототожне-

ний з цiєю матерiальною точкою i названий “елементом” вiдповiдної базової мiнливої

множини. Отже, поняття елементарного процесу природно вважати аналогом поня-

ття елемента звичайної (статичної) множини i в загальнiй ситуацiї довiльної базової

мiнливої множини, що не породжується iндивiдуальними траєкторiями. Крiм того,

з елементарних процесiв, користуючись теоремою 1.79, можна повнiстю вiдновити

базову мiнливу множину.

Основнi результати пiдроздiлу 1.10 були анонсованi в роботi [67] i опублiкованi

в [85, роздiл 4].

1.11. Аналоги деяких теоретико-множинних опера-

цiй для базових мiнливих множин

1.11.1. Мотивацiя. В фiзицi часто зустрiчаються мiркування, коли до фiзи-

чної системи подумки долучають додатковi, реально не iснуючi в нiй компоненти.

Наприклад, пiд час виведення формул перетворень Лоренца для систем вiдлiку з па-

ралельними осями використовується метод “свiтлової сфери”, тобто припускається,

що в нульовий момент часу на початку вiдлiку “спалахнуло свiтло”, i свiтловi променi

розходяться вiд початку вiдлiку у всiх напрямках (див., наприклад, [88, стор. 25]).

Таке припущення зовсiм не означає, що в довiльнiй моделi еволюцiї в рамках спецi-

альної теорiї вiдносностi (СТВ) мусить iснувати “свiтлова сфера”. Просто прийнято

вважати, що перетворення координат не змiниться, коли ми до будь-якої еволюцiй-

ної моделi в рамках СТВ долучимо свiтлову сферу, тобто коли замiсть даної моделi

розглянемо “розширену” модель, в якiй свiтлова сфера вже присутня.

В даному пiдроздiлi робиться спроба математично строгого обґрунтування в рам-

ках теорiї базових мiнливих множин процедури долучення до вихiдної моделi но-

вих “вiртуальних” еволюцiонуючих об’єктiв за припущення, що еволюцiя цих, нових,

об’єктiв не впливає на еволюцiю вихiдної системи. З цiєю метою вводяться анало-

ги теоретико-множинного вiдношення включення та теоретико-множинної операцiї

об’єднання для базових мiнливих множин.
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1.11.2. Означення i властивостi еволюцiйного розширення та

еволюцiйного об’єднання.

Означення 1.91. Базовi мiнливi множини ℬ0 i ℬ1 будемо вважати хронологiчно
спорiдненими, якщо Tm (ℬ0) = Tm (ℬ1).

Означення 1.92. Базову мiнливу множину ℬ1 будемо називати еволюцiйним роз-

ширенням базової мiнливої множини ℬ0, якщо:

1. ℬ0 та ℬ1 хронологiчно спорiдненi;

2. Bs (ℬ0) ⊆ Bs (ℬ1);

3. Для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs (ℬ0) з умови 𝜔2←
ℬ0
𝜔1 випливає, що 𝜔2←

ℬ1
𝜔1, тобто

Bs←
ℬ0
⊆ Bs←
ℬ1

(де на бiнарнi вiдношення
Bs←
ℬ0

та
Bs←
ℬ1

слiд дивитись як на множини пар,

зокрема
Bs←
ℬ0

= {(𝜔2, 𝜔1) | 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs (ℬ0) , 𝜔2←𝜔1}).

Якщо базова мiнлива множина ℬ1 є еволюцiйним розширенням базової мiнливої мно-

жини ℬ0, то будемо, також говорити, що ℬ0 еволюцiйно включається в ℬ1 i по-
значати цей факт через ℬ0⊂−→ℬ1 або через ℬ1⊃←−ℬ0.

В пiдроздiлi 1.10 обґрунтовувалось, що поняття елементарного процесу можна

вважати аналогом поняття елемента звичайної (статичної) множини. Зазначений

факт може служити мотивацiєю для наступного означення.

Означення 1.93. Базову мiнливу множину ℬ1 будемо називати супереволюцiй-

ним розширенням базової мiнливої множини ℬ0, якщо:

1. ℬ0 та ℬ1 хронологiчно спорiдненi;

2. L𝑑 (ℬ0) ⊆ L𝑑 (ℬ1), тобто будь-який елементарний процес ℬ0 є елементарним

процесом ℬ1.

Якщо базова мiнлива множина ℬ1 є супереволюцiйним розширенням базової мiнливої

множини ℬ0, то будемо, також говорити, що ℬ0 супереволюцiйно включається в

ℬ1 i позначати цей факт через ℬ0<−→ℬ1 або через ℬ1=←−ℬ0.

В твердженнях 1.94, 1.95 ℬ0 та ℬ1 — довiльнi хронологiчно спорiдненi базовi

мiнливi множини.

Твердження 1.94. Якщо ℬ0⊂−→ℬ1, то:

1. Bs (ℬ0) ⊆ Bs (ℬ1);

2. ←
ℬ0
⊆ ←
ℬ1
, тобто для довiльних 𝑥1, 𝑥2 ∈ Bs (ℬ0) з умови 𝑥2←

ℬ0
𝑥1 випливає, що

𝑥2←
ℬ1
𝑥1.
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Доведення. Перший пункт твердження випливає з властивостi 1.60(9) та означен-

ня 1.92 (пункт 2). Другий пункт випливає з властивостi 1.60(8) та означення 1.92

(пункт 3).

Твердження 1.95. Будь-яке супереволюцiйне розширення довiльної базової мiнли-

вої множини ℬ0 є її еволюцiйним розширенням, тобто якщо ℬ0<−→ℬ1, то ℬ0⊂−→ℬ1.

Доведення. 1. За теоремою 1.79, для довiльної базової мiнливої множини ℬ маємо:

𝒜𝑡 (Tm(ℬ),L𝑑(ℬ)) = ℬ, (1.29)

а отже, згiдно з теоремою 1.63 (пункт 2),

Bs(ℬ) = Bs (𝒜𝑡 (Tm(ℬ),L𝑑(ℬ))) =
⋃︁

𝐿∈L𝑑(ℬ)

𝐿. (1.30)

2.1. Оскiльки ℬ0<−→ℬ1, то L𝑑 (ℬ0) ⊆ L𝑑 (ℬ1). Отже, використовуючи рiвнiсть

(1.30), отримуємо, Bs (ℬ0) =
⋃︀
𝐿∈L𝑑(ℬ0) 𝐿 ⊆

⋃︀
𝐿∈L𝑑(ℬ1) 𝐿 = Bs (ℬ1).

2.2. Нехай, 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs (ℬ0) i 𝜔2←
ℬ0
𝜔1. Тодi, згiдно з (1.29) i теоремою 1.63 (пункт

3), маємо tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2) i iснує лiнiя долi 𝐿 ∈ L𝑑 (ℬ0) така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿. Оскiльки
ℬ0<−→ℬ1, то, за означенням 1.93, L𝑑 (ℬ0) ⊆ L𝑑 (ℬ1). Отже, 𝐿 ∈ L𝑑 (ℬ1). Таким чином,

tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2) i 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿, де 𝐿 ∈ L𝑑 (ℬ1) (𝐿 ⊆ Bs (ℬ1)). Тобто, згiдно з (1.29) i
теоремою 1.63 (пункт 3), 𝜔2←

ℬ1
𝜔1.

З пiдпунктiв 2.1 i 2.2 випливає, що ℬ0⊂−→ℬ1.

Надалi домовимось через 𝑀×2 позначати декартовий квадрат множини 𝑀 ,

𝑀×2 = 𝑀 × 𝑀. Наступний приклад покаже, що твердження, обернене до твер-

дження 1.95 не справедливе.

Приклад 1.96. Нехай, ℛ0 = {𝑟0}, ℛ1 = {𝑟1} — системи траєкторiй з R в R, де:
D (𝑟0) = [0,∞), 𝑟0(𝑡) = 𝑡 (𝑡 ∈ D (𝑟0)) ; D (𝑟1) = R, 𝑟1(𝑡) = 𝑡 (𝑡 ∈ D (𝑟1)).

Оскiльки ℛ0 i ℛ1 складаються лише з однiєї траєкторiї, то ℛ0 i ℛ1 є системами

iндивiдуальних траєкторiй в сенсi означення 1.81. Покладемо:

ℬ0 := 𝒜𝑡 (R𝑜𝑟𝑑,ℛ0) ; ℬ1 := 𝒜𝑡 (R𝑜𝑟𝑑,ℛ1),

де R𝑜𝑟𝑑 = (R,≤) i ≤ — стандартний порядок поля дiйсних чисел.

Оскiльки ℛ0 i ℛ1 — системи iндивiдуальних траєкторiй, то, згiдно з тео-

ремою 1.82, маємо, L𝑑 (ℬ0) = ℛ0, L𝑑 (ℬ1) = ℛ1. I, оскiльки ℛ0 ⊈ ℛ1, то,

L𝑑 (ℬ0) ⊈ L𝑑 (ℬ1). Отже, за означенням 1.93, ℬ1 не може бути супереволюцiйним

розширенням ℬ0, тобто ℬ0 ̸<−→ℬ1.
З iншої сторони, враховуючи, що 𝑟0 ⊆ 𝑟1, згiдно з теоремою 1.63, отримуємо:
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Tm (ℬ0) = R𝑜𝑟𝑑 = Tm (ℬ1) ;

Bs (ℬ0) =
⋃︁
𝑟∈ℛ0

𝑟 = 𝑟0 ⊆ 𝑟1 =
⋃︁
𝑟∈ℛ1

𝑟 = Bs (ℬ1) ;

Bs←
ℬ0

=
{︁

(𝜔2, 𝜔1) ∈ Bs (ℬ0)×2 | (tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2)) ∧ (∃𝑟 ∈ ℛ0 (𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟))
}︁

=

=
{︀

(𝜔2, 𝜔1) ∈ Bs (ℬ0)×2 | (tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2)) ∧ (𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟0)
}︀
⊆

⊆
{︀

(𝜔2, 𝜔1) ∈ Bs (ℬ1)×2 | (tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2)) ∧ (𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟1)
}︀

=
Bs←
ℬ1
,

де ∧ — знак логiчної операцiї кон’юнкцiї.

Отже, ми довели, що Tm (ℬ0) = Tm (ℬ1), Bs (ℬ0) ⊆ Bs (ℬ1) i
Bs←
ℬ0
⊆ Bs←
ℬ1
. Тому, за

означенням 1.92, ℬ0⊂−→ℬ1. Таким чином, ℬ0 ̸<−→ℬ1, хоча ℬ0⊂−→ℬ1.

Твердження 1.97. Еволюцiйне включення має такi властивостi:

1. ℬ⊂−→ℬ для довiльної базової мiнливої множини ℬ;
2. Якщо ℬ1⊂−→ℬ2 i ℬ2⊂−→ℬ1 то ℬ1 = ℬ2;
3. Якщо ℬ1⊂−→ℬ2 i ℬ2⊂−→ℬ3 то ℬ1⊂−→ℬ3.

Доведення. 1. Спiввiдношення ℬ⊂−→ℬ є тривiальним наслiдком означення 1.92.

2. Нехай ℬ1⊂−→ℬ2 i ℬ2⊂−→ℬ1. Тодi, за означенням 1.92, маємо:

Tm (ℬ1) = Tm (ℬ2) ; (1.31)

Bs (ℬ1) ⊆ Bs (ℬ2) ;
Bs←
ℬ1
⊆ Bs←
ℬ2

; Bs (ℬ2) ⊆ Bs (ℬ1) ;
Bs←
ℬ2
⊆ Bs←
ℬ1
. (1.32)

Iз спiввiдношень (1.31), (1.32) i наслiдку 1.68 випливає рiвнiсть ℬ1 = ℬ2.
3. Нехай ℬ1⊂−→ℬ2 i ℬ2⊂−→ℬ3. Тодi, за означенням 1.92, ℬ1 i ℬ2 та ℬ2 i ℬ3 — хронологi-

чно спорiдненi. Отже, ℬ1 i ℬ3 — також хронологiчно спорiдненi. За означенням 1.92,

iз еволюцiйних включень ℬ1⊂−→ℬ2 i ℬ2⊂−→ℬ3, випливають включення:

Bs (ℬ1) ⊆ Bs (ℬ2) ;
Bs←
ℬ1
⊆ Bs←
ℬ2

; Bs (ℬ2) ⊆ Bs (ℬ3) ;
Bs←
ℬ2
⊆ Bs←
ℬ3
.

Тому, за означенням 1.92, отримуємо, ℬ1⊂−→ℬ3.

В твердженнi 1.77 (пункт 2)) було доведено, що для довiльної базової мiнливої

множини ℬ, L𝑙(ℬ) є системою абстрактних траєкторiй з Tm(ℬ) в Bs(ℬ).

Твердження 1.98. Якщо для деякої базової мiнливої множини ℬ виконується спiв-
вiдношення ℛ ⊆ L𝑙(ℬ) де ℛ ≠ ∅, то 𝒜𝑡 (Tm(ℬ),ℛ) ⊂−→ℬ .

Доведення. Нехай, виконується умова твердження. Покладемо: ℬ1 := 𝒜𝑡 (Tm(ℬ),ℛ).

Оскiльки ℛ ⊆ L𝑙(ℬ) ⊆ 2Bs(ℬ), то, за теоремою 1.63, маємо:

Bs (ℬ1) =
⋃︁
𝑟∈ℛ

𝑟 ⊆ Bs(ℬ). (1.33)
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Розглянемо довiльнi елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs (ℬ1) такi, що 𝜔2←
ℬ1
𝜔1. Тодi,

за теоремою 1.63, виконується наступна нерiвнiсть:

tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2) , (1.34)

причому iснує траєкторiя 𝑟 ∈ ℛ така, що 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝑟. Оскiлькиℛ ⊆ L𝑙(ℬ), то 𝑟 ∈ L𝑙(ℬ).

Тому, 𝑟 — ланцюг ℬ. Отже, хоч одна з умов 𝜔1←
ℬ
𝜔2 або 𝜔2←

ℬ
𝜔1 мусить виконуватись.

Тому, якщо припустити, що 𝜔2 ̸↚
ℬ
𝜔1, то отримаємо 𝜔1←

ℬ
𝜔2 i, за властивiстю 1.60(6),

𝜔1 ̸= 𝜔2. Звiдси, за властивiстю 1.60(7), маємо нерiвнiсть tm (𝜔2) < tm (𝜔1), яка су-

перечить нерiвностi (1.34). Отже, припущення 𝜔2 ̸↚
ℬ
𝜔1 — помилкове. Тому 𝜔2←

ℬ
𝜔1.

Звiдси, враховуючи включення (1.33), за означенням 1.92, отримуємо ℬ1⊂−→ℬ.

Твердження 1.99. Якщо ℛ𝑖 (𝑖 ∈ {1, 2}) — системи абстрактних траєкторiй з T
в 𝑀𝑖 i при цьому ℛ1 ⊆ ℛ2, то 𝒜𝑡 (T,ℛ1) ⊂−→𝒜𝑡 (T,ℛ2).

Доведення. Користуючись умовою даного твердж. та твердж. 1.78, отримуємо:

ℛ1 ⊆ ℛ2 ⊆ L𝑙 (𝒜𝑡 (T,ℛ2)) . (1.35)

Далi скористаємось твердженням 1.98 з врахуванням пункту 1 теореми 1.63.

Твердження 1.100. Для довiльних хронологiчно спорiднених базових мiнливих

множин ℬ1 i ℬ2, наступнi твердження рiвносильнi:

1. ℬ1⊂−→ℬ2; 2. L𝑙 (ℬ1) ⊆ L𝑙 (ℬ2); 3. L𝑑 (ℬ1) ⊆ L𝑙 (ℬ2).

Доведення. 1. Спочатку доведемо iмплiкацiю 1⇒2. Нехай, ℬ1⊂−→ℬ2. Розглянемо до-

вiльний ланцюг 𝐿 ∈ L𝑙 (ℬ1). Оскiльки, за означенням 1.92, Bs (ℬ1) ⊆ Bs (ℬ2), то
𝐿 ⊆ Bs (ℬ2). Необхiдно довести, що вiдношення

Bs←
ℬ2

на 𝐿 задовольняє такi умови:

1.
Bs←
ℬ2

є транзитивним вiдношенням на 𝐿;

2. для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿 справедливе хоч одне iз спiввiдношень 𝜔2←
ℬ2
𝜔1 або

𝜔1←
ℬ2
𝜔2.

Оскiльки 𝐿 ∈ L𝑙 (ℬ1), то вiдношення
Bs←
ℬ1

задовольняє умови 1,2. За означенням 1.92,

для 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿 з умови 𝜔2←
ℬ1
𝜔1 випливає спiввiдношення 𝜔2←

ℬ2
𝜔1. Отже, бажано-

го результату буде досягнуто, коли ми покажемо, що для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿 iз

спiввiдношення 𝜔2←
ℬ2
𝜔1 випливає спiввiдношення 𝜔2←

ℬ1
𝜔1.

Нехай 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿 i 𝜔2←
ℬ2
𝜔1. Оскiльки 𝐿 — ланцюг в Bs (ℬ1), то хоч одна з умов

𝜔2←
ℬ1
𝜔1 або 𝜔1←

ℬ1
𝜔2 повинна мати мiсце. Припустимо, що 𝜔2 ̸↚

ℬ1
𝜔1. Тодi, оскiльки
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бiнарне вiдношення
Bs←
ℬ1
є рефлексивним, 𝜔1 ̸= 𝜔2. Отже, маємо 𝜔1 ̸= 𝜔2 i 𝜔1←

ℬ1
𝜔2. Тому,

згiдно з властивiстю 1.60(7), tm (𝜔2) < tm (𝜔1). З iншої сторони, оскiльки 𝜔2←
ℬ2
𝜔1, то,

згiдно з властивiстю 1.60(7), tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2). Отже, ми приходимо до суперечностi,

яка доводить, що припущення про те, що 𝜔2 ̸↚
ℬ1
𝜔1 — неправильне. Таким чином,

𝜔2←
ℬ1
𝜔1, що й потрiбно було довести.

2. Доведемо iмплiкацiю 2⇒3. Нехай, L𝑙 (ℬ1) ⊆ L𝑙 (ℬ2). Враховуючи, що кожна

лiнiя долi базової мiнливої множини є її ланцюгом, маємо L𝑑 (ℬ1) ⊆ L𝑙 (ℬ1) ⊆ L𝑙 (ℬ2).
3. Доведемо iмплiкацiю 3⇒1. Нехай, L𝑑 (ℬ1) ⊆ L𝑙 (ℬ2). Тодi, згiдно з те-

оремою 1.79 i твердженням 1.98 отримаємо, ℬ1 = 𝒜𝑡 (Tm (ℬ1) ,L𝑑 (ℬ1)) =

𝒜𝑡 (Tm (ℬ2) ,L𝑑 (ℬ1)) ⊂−→ℬ2.

Твердження 1.101. Супереволюцiйне включення має такi властивостi:

1. ℬ<−→ℬ для довiльної базової мiнливої множини ℬ;
2. Якщо ℬ1<−→ℬ2 i ℬ2<−→ℬ1 то ℬ1 = ℬ2;
3. Якщо ℬ1<−→ℬ2 i ℬ2<−→ℬ3 то ℬ1<−→ℬ3.

Доведення. Перша властивiсть — тривiальна. Друга властивiсть випливає з твер-

джень 1.95 та 1.97. Доведемо третю властивiсть. Якщо ℬ1<−→ℬ2 i ℬ2<−→ℬ3 то, за озна-
ченням 1.93, базовi мiнливi множини ℬ1 i ℬ3 — хронологiчно спорiдненi. Крiм того,

за означенням 1.93, L𝑑 (ℬ1) ⊆ L𝑑 (ℬ2) ⊆ L𝑑 (ℬ3). Отже, ℬ1<−→ℬ3.

Означення 1.102. Iндексовану сiм’ю (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅) базових мiнливих множин

будемо називати хронологiчно спорiдненою, якщо будь-якi двi базовi мiнливi мно-

жини ℬ𝛼,ℬ𝛽 (𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) є хронологiчно спорiдненими.

Означення 1.103. Нехай, (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅) — довiльна iндексована сiм’я базо-

вих мiнливих множин. Базову мiнливу множину ℬ будемо називати еволюцiйним

об’єднанням сiм’ї (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜, якщо:

(EO1) ℬ𝛼⊂−→ℬ для довiльного 𝛼 ∈ 𝒜.
(EO2) Якщо ℬ𝛼⊂−→ℬ

′ при всiх 𝛼 ∈ 𝒜 (де ℬ′ — базова мiнлива множина), то ℬ⊂−→ℬ
′.

Твердження 1.104. Довiльна сiм’я базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅)
може мати не бiльш, нiж одне еволюцiйне об’єднання.

Доведення. Справдi, нехай базовi мiнливi множини ℬ i ̃︀ℬ є еволюцiйним об’єднанням

сiм’ї базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜. Тодi, за означенням 1.103, ℬ⊂−→
̃︀ℬ i ̃︀ℬ⊂−→ℬ.

Отже, за твердженням 1.97, маємо, ℬ = ̃︀ℬ.
Враховуючи твердження 1.104 (єдинiсть еволюцiйного об’єднання), еволюцiйне

об’єднання ℬ сiм’ї базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 позначатимемо таким чином:

ℬ =
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼.
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Зокрема, якщо 𝒜 = {1, ...𝑛} (𝑛 ∈ N), то будемо використовувати позначення:

ℬ1
←
∪ · · ·

←
∪ ℬ𝑛 :=

𝑛←−⋃︀
𝑘=1

ℬ𝑘 :=
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼.

Зауваження 1.105. З означень 1.103 та 1.92 випливає, що якщо ℬ =
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼, то сiм’я

базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 є хронологiчно спорiдненою, причому Tm(ℬ) =

Tm (ℬ𝛼) (∀𝛼 ∈ 𝒜).

Нехай T = (T,≤) — довiльна лiнiйно упорядкована множина, 𝒜 — довiльна не-

порожня множина iндексiв, i для довiльного iндексу 𝛼 ∈ 𝒜 визначена система аб-

страктних траєкторiй ℛ𝛼 з T в 𝑀𝛼. У такому випадку iндексовану сiм’ю систем

абстрактних траєкторiй (ℛ𝛼)𝛼∈𝒜 будемо називати T-хронологiчно спорiдненою.

Множина
⋃︀
𝛼∈𝒜ℛ𝛼 є системою абстрактних траєкторiй з T в

⋃︀
𝛼∈𝒜𝑀𝛼. Отже, згiдно

з теоремою 1.63, iснує базова мiнлива множина 𝒜𝑡
(︀
T,
⋃︀
𝛼∈𝒜ℛ𝛼

)︀
. За цiєю ж теоре-

мою, Tm (𝒜𝑡 (T,ℛ𝛼)) = T (для довiльного 𝛼 ∈ 𝒜). Отже, за означеннями 1.91 i 1.102,
(𝒜𝑡 (T,ℛ𝛼))𝛼∈𝒜 є хронологiчно спорiдненою сiм’єю базових мiнливих множин.

Твердження 1.106. Нехай (ℛ𝛼)𝛼∈𝒜 — T-хронологiчно спорiднена сiм’я систем аб-

страктних траєкторiй. Тодi iснує еволюцiйне об’єднання
←−⋃︀

𝛼∈𝒜𝒜𝑡 (T,ℛ𝛼), причому:

←−⋃︀
𝛼∈𝒜
𝒜𝑡 (T,ℛ𝛼) = 𝒜𝑡

(︂
T,
⋃︀
𝛼∈𝒜
ℛ𝛼

)︂
.

Доведення. Нехай, для довiльного iндексу 𝛼 ∈ 𝒜, ℛ𝛼 є системою абстрактних трає-

кторiй з T в 𝑀𝛼. Покладемо:

ℬ𝛼 := 𝒜𝑡 (T,ℛ𝛼) (𝛼 ∈ 𝒜), ℬ := 𝒜𝑡
(︂
T,
⋃︀
𝛼∈𝒜
ℛ𝛼

)︂
.

а) Оскiльки ℛ𝛼 ⊆
⋃︀
𝛽∈𝒜ℛ𝛽 для довiльного 𝛼 ∈ 𝒜, то, згiдно з твердженням 1.99,

маємо: ℬ𝛼⊂−→ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜).

б) Якщо ℬ𝛼⊂−→ℬ
′ (∀𝛼 ∈ 𝒜), то, використовуючи твердження 1.78 i 1.100 для до-

вiльного iндексу 𝛼 ∈ 𝒜 отримуємо:

ℛ𝛼 ⊆ L𝑙 (𝒜𝑡 (T,ℛ𝛼)) = L𝑙 (ℬ𝛼) ⊆ L𝑙 (ℬ′) .
Звiдси,

⋃︀
𝛼∈𝒜ℛ𝛼 ⊆ L𝑙 (ℬ′). Отже, згiдно з твердженням 1.98, ℬ =

𝒜𝑡
(︀
T,
⋃︀
𝛼∈𝒜ℛ𝛼

)︀
⊂−→ℬ

′.

З пунктiв а) i б), за означенням 1.103, випливає, що ℬ =
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼.

Застосовуючи твердження 1.106 та теорему 1.79 отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 1.107. Довiльна хронологiчно спорiднена сiм’я базових мiнливих множин

(ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ≠ ∅) має еволюцiйне об’єднання
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼, причому:
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼 = 𝒜𝑡

(︂
T,
⋃︀
𝛼∈𝒜

L𝑑 (ℬ𝛼)

)︂
,

де T = Tm (ℬ𝛼) (𝛼 ∈ 𝒜).
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Наслiдок 1.108. Якщо ℬ =
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼, то:

Bs(ℬ) =
⋃︀
𝛼∈𝒜 Bs (ℬ𝛼) ;

Bs←
ℬ

=
⋃︀
𝛼∈𝒜

Bs←
ℬ𝛼

; Bs(ℬ) =
⋃︀
𝛼∈𝒜Bs (ℬ𝛼) .

Доведення. Якщо ℬ =
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼, то, згiдно з наслiдком 1.107, маємо,

ℬ = 𝒜𝑡
(︀
(T,≤) ,

⋃︀
𝛼∈𝒜 L𝑑 (ℬ𝛼)

)︀
, де (T,≤) = Tm (ℬ𝛼) (∀𝛼 ∈ 𝒜). Отже, використо-

вуючи теорему 1.63 та теорему 1.79, отримуємо:

Bs(ℬ) =
⋃︁

𝐿∈
⋃︀
𝛼∈𝒜 L𝑑(ℬ𝛼)

𝐿 =
⋃︁
𝛼∈𝒜

⎛⎝ ⋃︁
𝐿∈L𝑑(ℬ𝛼)

𝐿

⎞⎠ =
⋃︁
𝛼∈𝒜

Bs (ℬ𝛼) ;

Bs←
ℬ

=

{︂
(𝜔2, 𝜔1) | tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2) , ∃𝐿 ∈

⋃︁
𝛼∈𝒜

L𝑑 (ℬ𝛼) (𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿)

}︂
=

=
⋃︁
𝛼∈𝒜

{︂
(𝜔2, 𝜔1) | tm (𝜔1) ≤ tm (𝜔2) , ∃𝐿 ∈ L𝑑 (ℬ𝛼) (𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿)

}︂
=
⋃︁
𝛼∈𝒜

Bs←
ℬ𝛼
.

Далi, використовуючи доведену вище рiвнiсть Bs(ℬ) =
⋃︀
𝛼∈𝒜 Bs (ℬ𝛼) i власти-

вiсть 1.60(9), маємо: Bs(ℬ) = {bs (𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} =
⋃︀
𝛼∈𝒜 {bs (𝜔) | 𝜔 ∈ Bs (ℬ𝛼)} =⋃︀

𝛼∈𝒜Bs (ℬ𝛼) .

Твердження 1.109 (про властивостi еволюцiйного об’єднання). Нехай (ℬ𝑖)𝑖∈{1,2,3}
та (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅) — двi довiльнi хронологiчно спорiдненi сiм’ї базових мiнливих

множин. Операцiя еволюцiйного об’єднання має такi властивостi:

1. ℬ1
←
∪ ℬ2 = ℬ2

←
∪ ℬ1.

2. Якщо 𝒜 = {𝛼0}, то
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 = ℬ𝛼0.

3. Якщо множина iндексiв 𝒜 розпадається на диз’юнктне об’єднання непоро-

жнiх множин iндексiв 𝒜𝛾 (𝛾 ∈ 𝒢), тобто 𝒜 =
⨆︀
𝛾∈𝒢 𝒜𝛾, то

←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼 =

←−⋃︀
𝛾∈𝒢

(︃
←−⋃︀
𝛼∈𝒜𝛾

ℬ𝛼

)︃
.

Зокрема якщо card (𝒜) ≥ 2, то для довiльного 𝛼0 ∈ 𝒜 має мiсце рiвнiсть:

←−⋃︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼 = ℬ𝛼0

←
∪

⎛⎝ ←−⋃︁
𝛼∈𝒜∖{𝛼0}

ℬ𝛼

⎞⎠ , (1.36)

а у випадку 𝒜 = {1, 2, 3} маємо рiвнiсть:(︁
ℬ1
←
∪ ℬ2

)︁ ←
∪ ℬ3 = ℬ1

←
∪
(︁
ℬ2
←
∪ ℬ3

)︁
= ℬ1

←
∪ ℬ2

←
∪ ℬ3. (1.37)
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4. Якщо, для деякої базової мiнливої множини ℬ′ справедливе еволюцiйне вклю-
чення ℬ𝛼⊂−→ℬ

′ (для довiльного 𝛼 ∈ 𝒜), то
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼⊂−→ℬ
′.

5. Якщо для деякого 𝛼0 ∈ 𝒜 при всiх 𝛼 ∈ 𝒜 справедливе еволюцiйне включення

ℬ𝛼⊂−→ℬ𝛼0 то
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 = ℬ𝛼0. Зокрема ℬ
←
∪ ℬ = ℬ для довiльної базової мiнливої

множини ℬ.

Доведення. 1. За означенням 1.103, значення виразу
←−⋃︀

𝑖∈{1,2} ℬ𝑖 не залежить вiд по-

рядку iндексацiї, тому ℬ1
←
∪ ℬ2 =

←−⋃︀
𝑖∈{1,2} ℬ𝑖 = ℬ2

←
∪ ℬ1.

2. Друга властивiсть — тривiальний наслiдок означення 1.103.

3. Зафiксуємо довiльний iндекс 𝛼1 ∈ 𝒜. Покладемо T := Tm (ℬ𝛼1). Оскiльки

(ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 — хронологiчно спорiднена сiм’я базових мiнливих множин, то Tm (ℬ𝛼) = T
(∀𝛼 ∈ 𝒜). Отже, згiдно iз зауваженням 1.105, еволюцiйнi об’єднання

←−⋃︀
𝛼∈𝒜 ℬ𝛼,

←−⋃︀
𝛼∈𝒜𝛾 ℬ𝛼 (∀𝛾 ∈ 𝒢) та

←−⋃︀
𝛾∈𝒢

(︃
←−⋃︀
𝛼∈𝒜𝛾

ℬ𝛼

)︃
визначенi коректно. Далi, використовуючи на-

слiдок 1.107, твердження 1.106 та теорему 1.79, отримуємо:

←−⋃︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼 = 𝒜𝑡

(︃
T,
⋃︁
𝛼∈𝒜

L𝑑 (ℬ𝛼)

)︃
= 𝒜𝑡

⎛⎝T,
⋃︁
𝛾∈𝒢

⋃︁
𝛼∈𝒜𝛾

L𝑑 (ℬ𝛼)

⎞⎠ =

=
←−⋃︁
𝛾∈𝒢

⎛⎝ ←−⋃︁
𝛼∈𝒜𝛾

𝒜𝑡 (T,L𝑑 (ℬ𝛼))

⎞⎠ =
←−⋃︁
𝛾∈𝒢

⎛⎝ ←−⋃︁
𝛼∈𝒜𝛾

ℬ𝛼

⎞⎠ .

Зокрема, у випадку card (𝒜) ≥ 2, для довiльного фiксованого iндексу 𝛼0 ∈ 𝒜, вико-
ристовуючи пункт 2, даного твердження отримуємо:

←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼 =

←−⋃︀
𝛼∈{𝛼0}⊔(𝒜∖{𝛼0})

ℬ𝛼 = ℬ𝛼0

←
∪

(︃
←−⋃︀

𝛼∈𝒜∖{𝛼0}
ℬ𝛼

)︃
,

тобто рiвнiсть (1.36). Рiвнiсть (1.37) випливає з рiвностi (1.36) у частинному випадку

𝒜 = {1, 2, 3} з використанням комутативностi операцiї еволюцiйного об’єднання.

4. Четвертий пункт даного твердження є тривiальним наслiдком означення 1.103.

5. Нехай ℬ𝛼⊂−→ℬ𝛼0 (∀𝛼 ∈ 𝒜) для деякого (фiксованого) 𝛼0 ∈ 𝒜. Тодi, згiдно з

попереднiм пунктом даного твердження,
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼⊂−→ℬ𝛼0 . З iншого боку, за означен-

ням 1.103, ℬ𝛼0⊂−→
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼. Отже, за твердженням 1.97 (пункт 2),
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 = ℬ𝛼0 .

Нехай (ℬ𝛼𝛽)𝛼∈A, 𝛽∈B (A,B ̸= ∅) — довiльна двопараметрична iндексована сiм’я

базових мiнливих множин. Сiм’ю (ℬ𝛼𝛽)𝛼∈A, 𝛽∈B будемо називати хронологiчно спо-

рiдненою, якщо для довiльних iндексiв 𝛼1, 𝛼2 ∈ A, 𝛽1, 𝛽2 ∈ B базовi мiнливi мно-

жини ℬ𝛼1𝛽1 ,ℬ𝛼2𝛽2 є хронологiчно спорiдненими. Якщо сiм’я базових мiнливих мно-

жин (ℬ𝛼𝛽)𝛼∈A, 𝛽∈B (A,B ̸= ∅) є хронологiчно спорiдненою, то для довiльних фiксо-

ваних 𝛼0 ∈ A, 𝛽0 ∈ B однопараметричнi сiм’ї базових мiнливих множин (ℬ𝛼0𝛽)𝛽∈B
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та (ℬ𝛼𝛽0)𝛼∈A будуть хронологiчно спорiдненi, а отже, згiдно з наслiдком 1.107, iсну-

ють еволюцiйнi об’єднання 𝒰𝛼0,* =
←−⋃︀

𝛽∈B ℬ𝛼0𝛽 та 𝒰*,𝛽0 =
←−⋃︀

𝛼∈A ℬ𝛼𝛽0 . Причому, за
зауваженням 1.105, базовi мiнливi множини 𝒰𝛼0,* та 𝒰*,𝛽0 хронологiчно спорiдненi з
базовою мiнливою множиною ℬ𝛼0,𝛽0 . Тому, враховуючи хронологiчну спорiдненiсть

сiм’ї (ℬ𝛼𝛽)𝛼∈A, 𝛽∈B, бачимо, що сiм’ї базових мiнливих множин (𝒰𝛼,*)𝛼∈A та (𝒰*,𝛽)𝛽∈B
також є хронологiчно спорiдненими. Це означає, що можна визначити подвiйнi ево-

люцiйнi об’єднання
←−⋃︀

𝛼∈A 𝒰𝛼,* =
←−⋃︀

𝛼∈A
←−⋃︀

𝛽∈B ℬ𝛼𝛽 та
←−⋃︀

𝛽∈B 𝒰*,𝛽 =
←−⋃︀

𝛽∈B
←−⋃︀

𝛼∈A ℬ𝛼𝛽.
Доведемо, що в подвiйному еволюцiйному об’єднаннi можна змiнювати порядок

об’єднування. Справдi, зафiксуємо довiльну пару iндексiв 𝛼0 ∈ A, 𝛽0 ∈ B. Покладемо
T := Tm (ℬ𝛼0𝛽0). Використовуючи теорему 1.79 та твердження 1.106, отримуємо:

←−⋃︁
𝛼∈A

←−⋃︁
𝛽∈B

ℬ𝛼𝛽 =
←−⋃︁
𝛼∈A

←−⋃︁
𝛽∈B

𝒜𝑡 (T,L𝑑 (ℬ𝛼𝛽)) = 𝒜𝑡

(︃
T,
⋃︁
𝛼∈A

⋃︁
𝛽∈B

L𝑑 (ℬ𝛼𝛽)

)︃
=

= 𝒜𝑡

(︃
T,
⋃︁
𝛽∈B

⋃︁
𝛼∈A

L𝑑 (ℬ𝛼𝛽)

)︃
=
←−⋃︁
𝛽∈B

←−⋃︁
𝛼∈A

𝒜𝑡 (T,L𝑑 (ℬ𝛼𝛽)) =
←−⋃︁
𝛽∈B

←−⋃︁
𝛼∈A

ℬ𝛼𝛽.

Враховуючи доведене вище, надалi для подвiйного еволюцiйного об’єднання будемо

використовувати таке позначення:
←−⋃︀

𝛼∈A, 𝛽∈B
ℬ𝛼𝛽 :=

←−⋃︀
𝛼∈A

←−⋃︀
𝛽∈B
ℬ𝛼𝛽 =

←−⋃︀
𝛽∈B

←−⋃︀
𝛼∈A
ℬ𝛼𝛽.

Аналогiчно вводиться поняття хронологiчної спорiдненостi для багатопараметричної

сiм’ї базових мiнливих множин (ℬ𝛼1...𝛼𝑛)𝛼1∈A1,...,𝛼𝑛∈A𝑛 , де 𝑛 ∈ N, A𝑖 ̸= ∅, 𝑖 ∈ {1, · · · , 𝑛}.
Еволюцiйним об’єднанням сiм’ї (ℬ𝛼1...𝛼𝑛)𝛼1∈A1,...,𝛼𝑛∈A𝑛 будемо називати базову мiнливу

множину:
←−⋃︀

𝛼1∈A1,...,𝛼𝑛∈A𝑛
ℬ𝛼1...𝛼𝑛 =

←−⋃︀
𝛼1∈A1

· · ·
←−⋃︀

𝛼𝑛∈A𝑛
ℬ𝛼1...𝛼𝑛 .

Аналогiчно, як i для випадку двопараметричної сiм’ї доводиться, що об’єднання в

правiй частинi останньої рiвностi iснує, i не залежить вiд порядку розташування

знакiв еволюцiйного об’єднання.

Означення 1.110. Нехай, (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ≠ ∅) — довiльна хронологiчно спорiднена

iндексована сiм’я базових мiнливих множин. Базову мiнливу множину ℬ будемо

називати супереволюцiйним об’єднанням сiм’ї (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜, якщо:

(cEO1) ℬ𝛼<−→ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜).

(cEO2) Якщо ℬ𝛼<−→ℬ
′ (∀𝛼 ∈ 𝒜), то ℬ⊂−→ℬ

′.

З означення 1.110 i твердження 1.97 (пункт 2) випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 1.111. Якщо супереволюцiйне об’єднання хронологiчно спорiдненої сiм’ї

базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ≠ ∅) iснує, то воно єдине.
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Супереволюцiйне об’єднання ℬ сiм’ї базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 будемо

позначати наступним чином:

ℬ =
←−⋁︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼.

Зокрема, якщо 𝒜 = {1, ...𝑛} (𝑛 ∈ N), то замiсть позначення
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 будемо викори-
стовувати позначення

←−⋁︀𝑛

𝑘=1 ℬ𝑘 або просто ℬ1
←
∨ · · ·

←
∨ ℬ𝑛:

𝑛←−⋁︀
𝑘=1

ℬ𝑘 := ℬ1
←
∨ · · ·

←
∨ ℬ𝑛 :=

←−⋁︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼.

Наступне твердження можна iнтерпретувати як певний аналог теореми про те, що

кожна обмежена зверху множина дiйсних чисел має точну верхню грань.

Твердження 1.112. Якщо для хронологiчно спорiдненої сiм’ї базових мiнливих

множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ≠ ∅) iснує, така базова мiнлива множина ̃︀ℬ, що для довiль-

ного iндексу 𝛼 ∈ 𝒜 справедливе включення ℬ𝛼<−→
̃︀ℬ, то супереволюцiйне об’єднання

←−⋁︀
𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 iснує, причому має мiсце рiвнiсть

←−⋁︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼 =
←−⋃︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼.

Доведення. Нехай виконується умова твердження. Покладемо: ℬ :=
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼. Доведе-

мо, що:

∀𝛼 ∈ 𝒜 (L𝑑 (ℬ𝛼) ⊆ L𝑑(ℬ)) . (1.38)

Припустимо супротивне. Тодi iснують iндекс 𝛽 ∈ 𝒜 та лiнiя долi 𝐿 ∈ L𝑑 (ℬ𝛽) такi,

що 𝐿 /∈ L𝑑(ℬ). Згiдно з означенням 1.103, ℬ𝛽⊂−→
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 = ℬ. Отже, згiдно з твер-
дженням 1.100, 𝐿 ∈ L𝑙(ℬ). Тому, оскiльки 𝐿 /∈ L𝑑(ℬ), iснує ланцюг 𝐿1 ∈ L𝑙(ℬ) такий,

що 𝐿 ⊂ 𝐿1. Оскiльки ℬ𝛼<−→
̃︀ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜), то, згiдно з твердженням 1.95, для довiль-

ного 𝛼 ∈ 𝒜 ℬ𝛼⊂−→
̃︀ℬ. Отже, згiдно з твердженням 1.109 (пункт 4) ℬ =

←−⋃︀
𝛼∈𝒜 ℬ𝛼⊂−→

̃︀ℬ.
Оскiльки ℬ⊂−→

̃︀ℬ i 𝐿1 ∈ L𝑙(ℬ), то, згiдно з твердженням 1.100, 𝐿1 ∈ L𝑙
(︁ ̃︀ℬ)︁. Таким

чином, ми довели iснування ланцюга 𝐿1 ∈ L𝑙
(︁ ̃︀ℬ)︁ такого, що 𝐿 ⊂ 𝐿1. А це означає,

що 𝐿 /∈ L𝑑
(︁ ̃︀ℬ)︁. З iншої сторони, оскiльки ℬ𝛽<−→

̃︀ℬ i 𝐿 ∈ L𝑑 (ℬ𝛽), то, за означенням

1.93, спiввiдношення 𝐿 ∈ L𝑑
(︁ ̃︀ℬ)︁ мусить виконуватись. Отримана суперечнiсть дово-

дить спiввiдношення (1.38). Iз спiввiдношення (1.38), за означенням 1.93, випливає,

що ∀𝛼 ∈ 𝒜
(︁
ℬ𝛼<−→ℬ

)︁
. Отже, базова мiнлива множина ℬ задовольняє умову (cEO1)

означення 1.110.

Доведемо, що умова (cEO2) означення 1.110 для ℬ також виконується. Справдi,

нехай для деякої базової мiнливої множини ℬ′ маємо ℬ𝛼<−→ℬ
′ при всiх 𝛼 ∈ 𝒜. Тодi,

згiдно з твердженням 1.95, ℬ𝛼⊂−→ℬ
′ (∀𝛼 ∈ 𝒜). Отже, за твердженням 1.109 (пункт 4),

ℬ =
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼⊂−→ℬ

′.
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Наслiдок 1.113. Якщо iснує супереволюцiйне об’єднання
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼, то воно спiв-

падає з вiдповiдним еволюцiйним об’єднанням, тобто
←−⋁︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼 =
←−⋃︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼.

Доведення. Справдi, якщо для хронологiчно спорiдненої сiм’ї базових мiнливих мно-

жин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ≠ ∅) iснує супереволюцiйне об’єднання
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼, то базова мiнлива
множина ̃︀ℬ =

←−⋁︀
𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 задовольнятиме умови твердження 1.112.

Як буде видно з наступного прикладу, на вiдмiну вiд еволюцiйного об’єднання,

супереволюцiйне об’єднання довiльної хронологiчно спорiдненої сiм’ї базових мiнли-

вих множин iснує не завжди.

Приклад 1.114. Нехай системи абстрактних траєкторiй ℛ0 = {𝑟0}, ℛ1 = {𝑟1} тi ж
самi, що й в прикладi 1.96. Як було показано в прикладi 1.96, для базових мiнливих

множин ℬ0 := 𝒜𝑡 (R𝑜𝑟𝑑,ℛ0), ℬ1 := 𝒜𝑡 (R𝑜𝑟𝑑,ℛ1) справедливе еволюцiйне включення

ℬ0⊂−→ℬ1. Отже, згiдно з твердженням 1.109, пункт 5, ℬ0
←
∪ ℬ1 = ℬ1. З iншої сторо-

ни супереволюцiйного об’єднання ℬ0
←
∨ ℬ1 не iснує. Справдi, припустимо супротивне.

Тодi, згiдно з наслiдком 1.113, ℬ0
←
∨ ℬ1 = ℬ0

←
∪ ℬ1 = ℬ1. Проте, як було показано в

прикладi 1.96, ℬ0 ̸<−→ℬ1. Отже, за означенням 1.110, ℬ1 не може бути супереволюцiй-
ним об’єднанням ℬ0 i ℬ1. Одержана суперечнiсть доводить, що супереволюцiйного

об’єднання ℬ0
←
∨ ℬ1 не iснує.

Означення 1.115. Хронологiчно спорiднену сiм’ю базових мiнливих множин

(ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ≠ ∅) будемо називати еволюцiйно насиченою, якщо:

⋃︁
𝛼∈𝒜

L𝑑 (ℬ𝛼) ⊆ L𝑑

(︃←−⋃︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼

)︃
. (1.39)

Зауваження 1.116. З означень 1.115 та 1.93 випливає, що хронологiчно спорiднена

сiм’я базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ≠ ∅) є еволюцiйно насиченою тодi i тiльки

тодi, коли ℬ𝛽<−→
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼 (∀𝛽 ∈ 𝒜).

Твердження 1.117. Супереволюцiйне об’єднання
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 хронологiчно спорiдненої
сiм’ї базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅) iснує тодi i тiльки тодi, коли ця

сiм’я є еволюцiйно насиченою.

Доведення. Припустимо, що супереволюцiйне об’єднання ℬ =
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 iснує. Тодi,

за означенням 1.110, ℬ𝛼<−→ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜). Отже, за означенням 1.93, L𝑑 (ℬ𝛼) ⊆ L𝑑(ℬ)

(∀𝛼 ∈ 𝒜), тобто
⋃︀
𝛼∈𝒜 L𝑑 (ℬ𝛼) ⊆ L𝑑(ℬ). Але, за наслiдком 1.113, ℬ =

←−⋁︀
𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 =

←−⋃︀
𝛼∈𝒜 ℬ𝛼. Отже,

⋃︀
𝛼∈𝒜 L𝑑 (ℬ𝛼) ⊆ L𝑑

(︁←−⋃︀
𝛼∈𝒜 ℬ𝛼

)︁
.

Навпаки, припустимо, що хронологiчно спорiднена сiм’я базових мiнливих мно-

жин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅) є еволюцiйно насиченою, тобто виконується рiвнiсть (1.39).
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Покладемо ℬ =
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼. Згiдно (1.39), L𝑑 (ℬ𝛼) ⊆ L𝑑(ℬ) (∀𝛼 ∈ 𝒜). Отже, за озна-

ченням 1.93, ℬ𝛼<−→ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜). Тому, згiдно з твердженням 1.112, супереволюцiйне

об’єднання
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 iснує.

Лема 1.118 (про властивостi еволюцiйної насиченостi). Нехай, (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅) —
довiльна хронологiчно спорiднена iндексована сiм’я базових мiнливих множин.

1. Якщо iснує така базова мiнлива множина ̃︀ℬ, що для довiльного iндексу 𝛼 ∈ 𝒜
справедливе включення ℬ𝛼<−→

̃︀ℬ, то сiм’я (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 є еволюцiйно насиченою.

2. Якщо ℬ𝛼 = ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜), то сiм’я (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 є еволюцiйно насиченою.

3. Якщо Bs (ℬ𝛼) ∩ Bs (ℬ𝛽) = ∅ при умовi ℬ𝛼 ̸= ℬ𝛽, то сiм’я (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 є еволюцiйно

насиченою.

4. Якщо сiм’я (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 є еволюцiйно насиченою i 𝒜1 ⊆ 𝒜, 𝒜1 ̸= ∅, то пiдсiм’я

(ℬ𝛼)𝛼∈𝒜1
також є еволюцiйно насиченою.

Доведення. 1. Якщо ℬ𝛼<−→
̃︀ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜), то, згiдно з твердженням 1.112, iснує супере-

волюцiйне об’єднання
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼, а отже, за твердженням 1.117, сiм’я (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 є ево-

люцiйно насиченою.

2. Якщо ℬ𝛼 = ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜), то, згiдно з твердженням 1.101, ℬ𝛼<−→ℬ (∀𝛼 ∈ 𝒜). Тому
за попереднiм пунктом, сiм’я (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 є еволюцiйно насиченою.

3. Нехай, Bs (ℬ𝛼) ∩ Bs (ℬ𝛽) = ∅ при умовi ℬ𝛼 ̸= ℬ𝛽. Покладемо, ℬ :=
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼.
Нехай, 𝐿 ∈

⋃︀
𝛼∈𝒜 L𝑑 (ℬ𝛼). Тодi iснує iндекс 𝛼0 ∈ 𝒜 такий, що 𝐿 ∈ L𝑑 (ℬ𝛼0). Оскiль-

ки, за означенням 1.103, ℬ𝛼0⊂−→
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 = ℬ, то, за твердженням 1.100, 𝐿 ∈ L𝑙(ℬ).

Доведемо, що 𝐿 ∈ L𝑑(ℬ). Припустимо супротивне. Тодi iснує ланцюг 𝐿1 ∈ L𝑙(ℬ)

(𝐿1 ⊆ Bs(ℬ)) такий, що 𝐿 ⊂ 𝐿1. Розглянемо довiльний елементарно-часовий стан

𝜔 ∈ 𝐿1. Оскiльки 𝐿 — лiнiя долi ℬ𝛼0 , то, згiдно з твердженням 1.74 i зауважен-

ням 1.53, 𝐿 ̸= ∅. Отже, iснує елементарно-часовий 𝜔0 такий, що 𝜔0 ∈ 𝐿. Оскiльки

𝐿 ⊂ 𝐿1, то 𝜔0 ∈ 𝐿1. Оскiльки 𝐿1 — ланцюг ℬ i 𝜔, 𝜔0 ∈ 𝐿1, то хоч одна з умов 𝜔0←
ℬ
𝜔

або 𝜔←
ℬ
𝜔0 мусить виконуватись. Отже, за наслiдком 1.108, iснує iндекс 𝛼1 ∈ 𝒜 такий,

що 𝜔0 ←
ℬ𝛼1

𝜔 або 𝜔 ←
ℬ𝛼1

𝜔0. Але, оскiльки вiдношення
Bs←
ℬ𝛼1

дiє на множинi Bs (ℬ𝛼1), iз обох

спiввiдношень випливає, що 𝜔, 𝜔0 ∈ Bs (ℬ𝛼1). Таким чином, 𝜔0 ∈ Bs (ℬ𝛼0) ∩ Bs (ℬ𝛼1).

I, враховуючи, що, за умовою, Bs (ℬ𝛼) ∩ Bs (ℬ𝛽) = ∅ при ℬ𝛼 ̸= ℬ𝛽, отримуємо, що
ℬ𝛼0 = ℬ𝛼1 . Отже, 𝜔, 𝜔0 ∈ Bs (ℬ𝛼0). Таким чином, довiльний елемент 𝜔 ∈ 𝐿1 належить

до Bs (ℬ𝛼0). Тому, 𝐿1 ⊆ Bs (ℬ𝛼0). Доведемо, що для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿1 спiввiдноше-

ння 𝜔2←
ℬ
𝜔1 виконується тодi i тiльки тодi, коли 𝜔2 ←

ℬ𝛼0
𝜔1. Якщо 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿1 i 𝜔2 ←

ℬ𝛼0
𝜔1,

то, за наслiдком 1.108, 𝜔2←
ℬ
𝜔1. Навпаки, нехай 𝜔2←

ℬ
𝜔1 (де 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿1). Оскiльки

ℬ =
←−⋃︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼, то, за наслiдком 1.108, iснує iндекс 𝛼1 ∈ 𝒜 такий, що 𝜔2 ←
ℬ𝛼1

𝜔1. Отже,



103

оскiльки вiдношення
Bs←
ℬ𝛼1

дiє на множинi Bs (ℬ𝛼1), то 𝜔, 𝜔0 ∈ Bs (ℬ𝛼1). I, враховуючи,

що, за умовою, Bs (ℬ𝛼) ∩ Bs (ℬ𝛽) = ∅ при ℬ𝛼 ̸= ℬ𝛽, отримуємо, що ℬ𝛼0 = ℬ𝛼1 . От-

же, 𝜔2 ←
ℬ𝛼0

𝜔1, що й треба було довести. Оскiльки, згiдно iз щойно доведеним, бiнарнi

вiдношення
Bs←
ℬ

та
Bs←
ℬ𝛼0

на множинi 𝐿1 спiвпадають, i 𝐿1 є ланцюгом у ℬ (вiдносно

вiдношення
Bs←
ℬ
), то 𝐿1 також буде ланцюгом i у ℬ𝛼0 (вiдносно вiдношення

Bs←
ℬ𝛼0

). Та-

ким чином, припущення про те, що 𝐿 /∈ L𝑑(ℬ) приводить до iснування ланцюга

𝐿1 ⊆ Bs (ℬ𝛼0) в ℬ𝛼0 такого, що 𝐿 ⊂ 𝐿1, що суперечить тому факту, що 𝐿 ∈ L𝑑 (ℬ𝛼0).

Тому, 𝐿 ∈ L𝑑(ℬ). Тобто, за означенням 1.115, сiм’я базових мiнливих множин (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜
є еволюцiйно насиченою.

4. Якщо сiм’я (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 є еволюцiйно насиченою, то, за твердженням 1.117, iснує

супереволюцiйне об’єднання ℬ =
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼. Тому, за означенням 1.110, для довiльного

iндексу 𝛼 ∈ 𝒜1 ⊆ 𝒜 будемо мати, ℬ𝛼<−→ℬ. Тому, згiдно з першим пунктом леми,

пiдсiм’я (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜1
є еволюцiйно насиченою.

З твердження 1.109 i означення 1.110, враховуючи наслiдок 1.113, тверджен-

ня 1.117 та лему 1.118, отримуємо наступне твердження.

Твердження 1.119 (про властивостi супереволюцiйного об’єднання). Нехай

(ℬ𝑖)𝑖∈{1,2,3} та (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅) — двi еволюцiйно насиченi сiм’ї базових мiнливих

множин. Операцiя супереволюцiйного об’єднання має такi властивостi:

1. ℬ1
←
∨ ℬ2 = ℬ2

←
∨ ℬ1.

2. Якщо 𝒜 = {𝛼0}, то
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 = ℬ𝛼0.

3. Якщо множина iндексiв 𝒜 розпадається на диз’юнктне об’єднання непоро-

жнiх множин iндексiв 𝒜𝛾 (𝛾 ∈ 𝒢), тобто 𝒜 =
⨆︀
𝛾∈𝒢 𝒜𝛾 то

←−⋁︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼 =
←−⋃︁
𝛾∈𝒢

⎛⎝ ←−⋁︁
𝛼∈𝒜𝛾

ℬ𝛼

⎞⎠ . (1.40)

Зокрема, якщо card (𝒜) ≥ 2, то для довiльного 𝛼0 ∈ 𝒜 має мiсце рiвнiсть:

←−⋁︁
𝛼∈𝒜

ℬ𝛼 = ℬ𝛼0

←
∪

⎛⎝ ←−⋁︁
𝛼∈𝒜∖{𝛼0}

ℬ𝛼

⎞⎠ , (1.41)

а у випадку 𝒜 = {1, 2, 3} маємо рiвнiсть:(︁
ℬ1
←
∨ ℬ2

)︁ ←
∪ ℬ3 = ℬ1

←
∪
(︁
ℬ2
←
∨ ℬ3

)︁
= ℬ1

←
∨ ℬ2

←
∨ ℬ3. (1.42)
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4. Якщо, для деякої базової мiнливої множини ℬ′ має мiсце включення, ℬ𝛼⊂−→ℬ
′

(для довiльного 𝛼 ∈ 𝒜), то
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼⊂−→ℬ
′.

5. Якщо для деякого 𝛼0 ∈ 𝒜 при всiх 𝛼 ∈ 𝒜 справедливе еволюцiйне включення

ℬ𝛼⊂−→ℬ𝛼0 то
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 = ℬ𝛼0. Зокрема ℬ
←
∨ ℬ = ℬ для довiльної базової мiнливої

множини ℬ.

Виявляється, що в пунктi 3 твердження 1.119 (точнiше, в рiвностях (1.40),(1.41)

та (1.42)) знак еволюцiйного об’єднання не можна замiнити на знак супереволю-

цiйного об’єднання, крiм того, в пунктi 4 еволюцiйне включення не можна замi-

нити на супереволюцiйне. В [84, приклад 3] наведено приклад, який показує, що,

незважаючи на те, що довiльна пiдсiм’я еволюцiйно насиченої сiм’ї (ℬ𝛼)𝛼∈𝒜 базо-

вих мiнливих множин сама є еволюцiйно насиченою, сiм’я базових мiнливих множин(︁
ℬ𝛼0 ,

(︁←−⋁︀
𝛼∈𝒜∖{𝛼0} ℬ𝛼

)︁)︁
при 𝛼0 ∈ 𝒜 може бути вже не еволюцiйно насиченою (тобто

супереволюцiйного об’єднання ℬ𝛼0

←
∨
(︁←−⋁︀

𝛼∈𝒜∖{𝛼0} ℬ𝛼
)︁
, взагалi кажучи, може не iсну-

вати, незважаючи на те, що супереволюцiйне об’єднання
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼 iснує).

1.11.3. Про iснування еволюцiйних розширень базових мiнли-

вих множин.

Теорема 1.120. Нехай ℬ — базова мiнлива множина, i ℛ — система абстрактних

траєкторiй з Tm(ℬ) в 𝑀 . Тодi базова мiнлива множина ̃︀ℬ = ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (Tm(ℬ),ℛ) є

еволюцiйним розширенням ℬ таким, що ℛ ⊆ L𝑙
(︁ ̃︀ℬ)︁.

Доведення. Щоб переконатись у правильностi теореми досить скористатись твердже-

нням 1.78, означенням 1.103 та твердженням 1.100.

Означення 1.121. Систему абстрактних траєкторiй ℛ з T в 𝑀 будемо називати:

∙ Еволюцiйно насиченою, якщо ℛ ⊆ L𝑑 (𝒜𝑡 (T,ℛ)).

∙ Еволюцiйно насиченою вiдносно базової мiнливої множини ℬ, якщо:
1) Tm(ℬ) = T; 2) L𝑑(ℬ) ∪ℛ ⊆ L𝑑

(︁
ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ)

)︁
.

Твердження 1.122. 1. Якщо система абстрактних траєкторiй ℛ еволюцiйно

насичена вiдносно баз. мiнливої множини ℬ, то вона є еволюцiйно насиченою.

2. Якщо система абстрактних траєкторiй ℛ з T в 𝑀 є еволюцiйно насиченою

i при цьому
(︀⋃︀

𝑟∈ℛ 𝑟
)︀
∩ Bs(ℬ) = ∅ де ℬ — базова мiнлива множина така, що

Tm(ℬ) = T, то ℛ є еволюцiйно насиченою вiдносно ℬ.

Доведення. 1. Нехай, система абстрактних траєкторiй ℛ з T в 𝑀 еволюцiйно наси-

чена вiдносно базової мiнливої множини ℬ. Тодi, за означенням 1.121, Tm(ℬ) = T.
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Згiдно з твердженням 1.78, довiльна траєкторiя 𝑟 ∈ ℛ належить до L𝑙 (𝒜𝑡 (T,ℛ)).

Припустимо, що 𝑟 не є лiнiєю долi в 𝒜𝑡 (T,ℛ). Тодi iснує ланцюг 𝐿 ∈ L𝑙 (𝒜𝑡 (T,ℛ))

такий, що 𝑟 ⊂ 𝐿. Оскiльки, за означенням 1.103, 𝒜𝑡 (T,ℛ) ⊂−→ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ), то,

за твердженням 1.100, 𝐿 ∈ L𝑙
(︁
ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ)

)︁
. Отже, в базовiй мiнливiй множи-

нi ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ) iснує ланцюг 𝐿 ∈ L𝑙

(︁
ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ)

)︁
такий, що 𝑟 ⊂ 𝐿. Тому

𝑟 /∈ L𝑑
(︁
ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ)

)︁
. Проте, з iншої сторони, оскiльки ℛ еволюцiйно насичена вiд-

носно ℬ, за означенням 1.121, спiввiдношення 𝑟 ∈ L𝑑
(︁
ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ)

)︁
для траєкторiї

𝑟 ∈ ℛ мусить виконуватись. Отримана суперечнiсть показує, що 𝑟 ∈ L𝑑 (𝒜𝑡 (T,ℛ))

(∀𝑟 ∈ ℛ). Тому система траєкторiй ℛ є еволюцiйно насиченою.

2. Нехай, система абстрактних траєкторiй ℛ з T в 𝑀 є еволюцiйно насиченою

i при цьому
(︀⋃︀

𝑟∈ℛ 𝑟
)︀
∩ Bs(ℬ) = ∅ де Tm(ℬ) = T. Тодi, згiдно з теоремою 1.63,

Bs (𝒜𝑡 (T,ℛ)) ∩ Bs(ℬ) =
(︀⋃︀

𝑟∈ℛ 𝑟
)︀
∩ Bs(ℬ) = ∅. Отже, за лемою 1.118 (пункт 3),

сiм’я з двох базових мiнливих множин (ℬ, 𝒜𝑡 (T,ℛ)) є еволюцiйно насиченою. Тому,

за означенням 1.115, маємо, L𝑑 (𝒜𝑡 (T,ℛ)) ∪ L𝑑(ℬ) ⊆ L𝑑
(︁
ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ)

)︁
. Оскiльки

система траєкторiй ℛ є еволюцiйно насиченою, то, за означенням 1.121, отримуємо,

ℛ ⊆ L𝑑 (𝒜𝑡 (T,ℛ)). Отже, ℛ ∪ L𝑑(ℬ) ⊆ L𝑑 (𝒜𝑡 (T,ℛ)) ∪ L𝑑(ℬ) ⊆ L𝑑
(︁
ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (T,ℛ)

)︁
,

що, за означенням 1.121, означає, що система траєкторiй ℛ є еволюцiйно насиченою

вiдносно ℬ.

Теорема 1.123. Нехай ℬ — базова мiнлива множина, i ℛ — система абстрактних

траєкторiй з Tm(ℬ) в 𝑀 , еволюцiйно насичена вiдносно ℬ.
Тодi базова мiнлива множина ̃︀ℬ = ℬ

←
∪ 𝒜𝑡 (Tm(ℬ),ℛ) є супереволюцiйним роз-

ширенням ℬ таким, що ℛ ⊆ L𝑑
(︁ ̃︀ℬ)︁.

Доведення. Покладемо, ̃︀ℬ = ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (Tm(ℬ),ℛ). Згiдно з твердженням 1.106 маємо:

̃︀ℬ =ℬ
←
∪ 𝒜𝑡

(︃
Tm(ℬ),

⋃︁
𝑟∈ℛ

{𝑟}

)︃
= ℬ

←
∪
←−⋃︁
𝑟∈ℛ

ℬ𝑟, (1.43)

де ℬ𝑟 = 𝒜𝑡 (Tm(ℬ), {𝑟}) (𝑟 ∈ ℛ).

Оскiльки для довiльного 𝑟 ∈ ℛ однотраєкторна система ℛ𝑟 = {𝑟} є системою iндивi-

дуальних траєкторiй в сенсi означення 1.81, то згiдно з теоремою 1.82, L𝑑 (ℬ𝑟) = {𝑟}
(∀ 𝑟 ∈ ℛ). Отже, беручи до уваги означення 1.121, та рiвнiсть (1.43) отримуємо:

L𝑑(ℬ) ∪
⋃︁
𝑟∈ℛ

L𝑑 (ℬ𝑟) = L𝑑(ℬ) ∪
⋃︁
𝑟∈ℛ

{𝑟} = L𝑑(ℬ) ∪ℛ ⊆

⊆ L𝑑
(︁
ℬ
←
∪ 𝒜𝑡 (Tm(ℬ),ℛ)

)︁
= L𝑑

(︁ ̃︀ℬ)︁ = L𝑑

(︃
ℬ
←
∪
←−⋃︁
𝑟∈ℛ

ℬ𝑟

)︃
. (1.44)
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Тому, згiдно з твердженням 1.117, iснує супереволюцiйне об’єднання
←−⋁︀

𝛼∈𝒜 ℬ𝛼, де
𝒜 = ℛ

⨆︀
{𝛼0}, ℬ𝛼0 = ℬ i 𝛼0 — довiльний iндекс такий, що 𝛼0 /∈ ℛ (наприклад в

якостi 𝛼0 можна взяти довiльний елемент завiдомо непорожньої множини 2ℛ ∖ ℛ).
Згiдно з наслiдком 1.113 та рiвнiстю (1.43) маємо,

←−⋁︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼 =

←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℬ𝛼 = ℬ𝛼0

←
∪
←−⋃︀
𝑟∈ℛ
ℬ𝑟 =

ℬ
←
∪
←−⋃︀
𝑟∈ℛ
ℬ𝑟 = ̃︀ℬ. Отже, за означенням 1.110, ℬ = ℬ𝛼0 <−→

̃︀ℬ. Тобто ̃︀ℬ є супереволюцiйним
розширенням ℬ. При цьому, згiдно з (1.44), ℛ ⊆ L𝑑(ℬ) ∪ℛ ⊆ L𝑑

(︁ ̃︀ℬ)︁.
Основнi результати пiдроздiлу 1.11 були опублiкованi в роботi [84], а також пред-

ставленi на конференцiях [89–91].

1.12. Багатоликiсть та унiфiкацiя сприймання. За-

гальне означення мiнливої множини

1.12.1. Мотивацiя. Загальне означення мiнливої множини. Базо-

вi мiнливi множини можна розглядати як абстракцiю моделей фiзичних та iн. про-

цесiв (на рiвнi макросвiту), коли спостереження за процесом проводиться з одного,

фiксованого пункту спостереження (однiєї фiксованої системи вiдлiку). Проте, реаль-

ний фiзичний свiт є багатоликим, оскiльки у фiзицi (зокрема у теорiї вiдносностi)

“картина свiту” може iстотно змiнюватись в залежностi вiд змiни системи вiдлiку.

Тобто, в результатi, ми отримуємо не одну, а багато “базових мiнливих множин”

(пов’язаних з кожною системою вiдлiку в межах даної фiзичної моделi). Кожну з

цих “базових мiнливих множин” можна вважати окремим ликом (областю сприйма-

ння) реального свiту. При цьому припускається, що мiж рiзними областями спри-

ймання (системами вiдлiку) iснує природна унiфiкацiя фiзичних об’єктiв i процесiв,

тобто iснує якесь “правило”, котре визначає яким чином об’єкт з однiєї системи вiд-

лiку “слiд бачити” в iншiй системi вiдлiку. Тобто ми ототожнюємо певний об’єкт або

процес iз iншим об’єктом або процесом iншої системи вiдлiку, кажучи, що це той

самий об’єкт або процес, але “видимий” в iншiй системi вiдлiку. В класичнiй механiцi

така “унiфiкацiя сприймання” задається з допомогою групи перетворень Галiлея, в

спецiальнiй теорiї вiдносностi (для iнерцiйних систем вiдлiку) — з допомогою гру-

пи перетворень Лоренца-Пуанкаре. Слiд зазначити, що в обох випадках унiфiкацiя

сприймання проводиться на рiвнi елементарно-часових станiв (з допомогою взаємно-

однозначних вiдображень, заданих на 4-вимiрному просторi часу). Отже, припуска-

ється, що довiльний елементарно-часовий стан, “видимий” з однiєї системи вiдлiку є

завжди “видимим” з iншої системи вiдлiку. На нашу думку, таке припущення є за-

надто сильним, i для абстрактної теорiї мiнливих множин добре було б вiдмовитись
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вiд обов’язкової “наскрiзної” видимостi. Крiм того, в теорiї вiдносностi для неiнер-

цiйних систем вiдлiку останнє припущення не виконується. Саме тому в означеннi

нижче унiфiкацiя сприймання проводиться не на рiвнi елементарно-часових станiв,

а на рiвнi “об’єктiв i процесiв”. Нагадаємо (див. пiдроздiл 1.10), що в теорiї базових

мiнливих множин абстрактними аналогами фiзичних об’єктiв або процесiв є мiнливi

системи, тобто пiдмножини множини Bs(ℬ) всiх елементарно-часових станiв базової

мiнливої множини ℬ.

Означення 1.124. Нехай
←−
ℬ = (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) iндексована сiм’я базових мiнливих

множин, де 𝒜≠ ∅ — деяка (непорожня) множина iндексiв. Система вiдображень
←−
U = (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) виду:

U𝛽𝛼 : 2Bs(ℬ𝛼) −→ 2Bs(ℬ𝛽) (𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜)

називається унiфiкацiєю сприймання на
←−
ℬ , якщо виконуються такi умови:

1. U𝛼𝛼𝐴 ≡ 𝐴 для довiльних 𝛼 ∈ 𝒜 i 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼).

(Тут i надалi де через U𝛽𝛼𝐴 буде позначатись дiя вiдображення U𝛽𝛼 на мно-

жину 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼), тобто U𝛽𝛼𝐴 := U𝛽𝛼(𝐴).)

2. Будь-яке вiдображення U𝛽𝛼 є монотонним вiдображенням множин, тобто для

довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜 i 𝐴,𝐵 ⊆ Bs (ℬ𝛼) з умови 𝐴 ⊆ 𝐵 випливає, що U𝛽𝛼𝐴 ⊆ U𝛽𝛼𝐵.

3. Для довiльних 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝒜 i 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼) має мiсце включення:

U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 ⊆ U𝛾𝛼𝐴. (1.45)

При цьому вiдображення U𝛼𝛽 (𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) будемо називати вiдображеннями унiфi-

кацiї, а трiйку виду:

𝒵 =
(︁
𝒜,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁

будемо називати мiнливою множиною.

Перша умова означення 1.124 є цiлком очевидною. Друга умова продиктована

природнiм прагненням “бачити” пiдсистему даної мiнливої системи в однiй системi

вiдлiку пiдсистемою “цiєї ж” мiнливої системi в iншiй системi вiдлiку. У випадку

класичної механiки або спецiальної теорiї вiдносностi (для iнерцiйних систем вiдлiку)

замiсть спiввiдношення (1.45) у третiй умовi означення 1.124 варто було б записати

рiвнiсть:

U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = U𝛾𝛼𝐴 (𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝒜, 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼)) (1.46)

Замiна в (1.45) знаку рiвностi на включення зумовлена можливiстю “спотворення

зображення” при переходi до iншої системи вiдлiку, коли не всi елементарно-часовi
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стани довiльної мiнливої системи даної системи вiдлiку є “видимими” з iншої систе-

ми вiдлiку. Далi остання думка буде бiльш детально пояснена (див. пiдроздiл 1.14,

зокрема теорему 1.182).

1.12.2. Зауваження про термiнологiю i позначення. Нехай

𝒵 =
(︁
𝒜,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁
— мiнлива множина, де

←−
ℬ = (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) iндексована сiм’я базо-

вих мiнливих множин i
←−
U = (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) — унiфiкацiя сприймання на

←−
ℬ . Надалi

будемо вживати наступнi термiни i позначення:

1) Множину 𝒜 будемо називати множиною iндексiв мiнливої множини 𝒵 i

будемо позначати її через ℐ𝑛𝑑 (𝒵).

2) Для довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (𝒵) пару (𝛼,ℬ𝛼) будемо називати системою

вiдлiку 1.6 мiнливої множини 𝒵.
3) Множину всiх систем вiдлiку мiнл. множини 𝒵 позначатимемо через ℒ𝑘 (𝒵):

ℒ𝑘 (𝒵) := {(𝛼,ℬ𝛼) | 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (𝒵)} .
Системи вiдлiку мiнливих множин будемо, як правило, позначати малими готичними

буквами (l,m, k, p та iн).

4) Для довiльної системи вiдлiку l = (𝛼,ℬ𝛼) ∈ ℒ𝑘 (𝒵) введемо позначення:

ind (l) := 𝛼; lˆ := ℬ𝛼.
Отже, для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) математичний об’єкт lˆ є базовою

мiнливою множиною.

Надалi, коли це не викликає непорозумiнь, для довiльної системи вiдлiку l ∈
ℒ𝑘 (𝒵) в позначеннях:

Bs (lˆ) , Bs (lˆ) , Tm (lˆ) , Tm (lˆ) ≤lˆ, <lˆ,

≥lˆ, >lˆ, 𝜓lˆ, ←
lˆ
, ← (f)

lˆ
,

Bs←
lˆ
, L𝑙 (lˆ) , L𝑑 (lˆ) (1.47)

символ “ ˆ” будемо опускати, використовуючи замiсть них позначення:

Bs (l) , Bs (l) , Tm (l) , Tm (l) , ≤l, <l,

≥l, >l, 𝜓l, ←
l
, ← (f)

l

,
Bs←
l
, L𝑙 (l) , L𝑑 (l) . (1.48)

1.6 Зазначимо, що термiни “область сприймання” або “лик ” можна розглядати, як синонiми
до термiну “система вiдлiку”. З метою стандартизацiї термiнологiї в данiй роботi застосовується
лише термiн “система вiдлiку”. В бiльш раннiх роботах [67, 86, 92, 93] як правило використовувався
термiн “область сприймання” для мiнливих множин (а термiн “система вiдлiку” використовувався
лише для кiнематичних мiнливих множин та унiверсальних кiнематик).
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5) Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) вiдображення унiфiкацiї Uind(m),ind(l)

будемо позначати через ⟨m← l,𝒵⟩ або ⟨l→ m,𝒵⟩, тобто:
⟨m← l,𝒵⟩ = ⟨l→ m,𝒵⟩ = Uind(m),ind(l).

Якщо вiдомо про яку мiнливу множину 𝒵 йде мова, символ 𝒵 у зазначених вище

позначеннях будемо опускати, вживаючи замiсть них позначення “⟨m← l⟩, ⟨l→ m⟩”.
Також, коли це не викликає непорозумiнь, в позначеннях “≤l, <l, ≥l, >l,←

l
,← (f)

l

,
Bs←
lˆ
,

𝜓l” символ “l” також будемо опускати, застосовуючи замiсть них позначення “≤, <,
≥, >, ←, ← (f),

Bs←, 𝜓”. Крiм того, для елементарно-часових станiв 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(l) ми,
як правило, використовуватимемо позначення 𝜔2←𝜔1 або 𝜔2←

l
𝜔1 замiсть позначень

𝜔2
Bs←𝜔1 або 𝜔2

Bs←
l
𝜔1 вiдповiдно (у випадках, коли це не викликає непорозумiнь).

Зауваження 1.125. Безпосередньо з означення мiнливої множини (див. означен-

ня 1.124) випливає, що для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) довiльної мiнливої

множини 𝒵 виконуються властивостi 1.60, (з замiною символа “ℬ ” на символ “l” i

термiну “базова мiнлива множина” на термiн “система вiдлiку”).

1.12.3. Елементарнi властивостi мiнливих множин. Використовую-

чи означення 1.124, а також позначення, введенi у пiдроздiлi 1.12.2, можна сформу-

лювати наступнi базовi властивостi мiнливих множин:

Властивостi 1.126. У властивостях 1-9, 𝒵 є довiльною мiнливою множиною i

l,m, p ∈ ℒ𝑘 (𝒵) — довiльнi системи вiдлiку 𝒵.

1. Множини ℒ𝑘 (𝒵) та ℐ𝑛𝑑 (𝒵) завжди є непорожнiми, причому ℐ𝑛𝑑 (𝒵) =

{ind (l) | l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)}.

2. Рiвнiсть l = m виконується тодi i тiльки тодi, коли ind (l) = ind (m).

3. l = (ind (l) , lˆ).

4. lˆ =
(︁(︁(︁

Bs(𝑙),←
l

)︁
, (Tm(l),≤l) , 𝜓l

)︁
,
Bs←
l

)︁
є базовою мiнливою множиною.

5. ⟨l← l⟩𝐴 = ⟨l→ l⟩𝐴 = 𝐴, 𝐴 ⊆ Bs(l).

6. Вiдображення унiфiкацiї ⟨m← l, 𝒵⟩ є вiдображенням з 2Bs(l) в 2Bs(m) (для будь-

яких l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵)).

7. ⟨m← l⟩𝐴 = ⟨l→ m⟩𝐴, 𝐴 ⊆ Bs(l).

8. Якщо 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ Bs(l), то ⟨m← l⟩𝐴 ⊆ ⟨m← l⟩𝐵.

9. ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 ⊆ ⟨p← l⟩𝐴, де 𝐴 ⊆ Bs(l).

Надалi означення 1.124, як правило, безпосередньо застосовуватись не буде а за-

мiсть нього будуть використовуватись властивостi 1.126. Наступнi три твердження є
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безпосереднiми наслiдками означення 1.124 та властивостей 1.126. В цих тверджен-

нях символ 𝒵 означає довiльну мiнливу множину.

Твердження 1.127. Нехай, 𝒵1, 𝒵2 — довiльнi мiнливi множини, причому:

1. ℒ𝑘 (𝒵1) = ℒ𝑘 (𝒵2).

2. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵1) = ℒ𝑘 (𝒵2) виконується рiвнiсть:

⟨m← l,𝒵1⟩ = ⟨m← l,𝒵2⟩.

Тодi, 𝒵1 = 𝒵2.

Доведення. Це твердження випливає з означення 1.124 та системи позначень, введе-

ної в пiдроздiлi 1.12.2.

Твердження 1.128. Для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) справедлива наступна рiвнiсть:

⟨m← l⟩ ∅ = ∅.

Доведення. Позначимо, 𝐵 := ⟨m← l⟩ ∅ ⊆ Bs(m). Використовуючи властивостi

1.126 (9 та 5) отримуємо, ⟨l←m⟩𝐵 = ⟨l←m⟩ ⟨m← l⟩ ∅ ⊆ ⟨l← l⟩ ∅ = ∅. Звiдси, оскiльки
∅ ⊆ 𝐵, за властивiстю 1.126(8) маємо, ⟨l←m⟩ ∅ ⊆ ⟨l←m⟩𝐵 = ∅, тобто ⟨l←m⟩ ∅ = ∅.
Отже, згiдно з властивостями 1.126 (5 та 9), отримуємо:

∅ = ⟨m←m⟩ ∅ ⊇ ⟨m← l⟩ ⟨l←m⟩ ∅ = ⟨m← l⟩ ∅ = 𝐵.

Твердження 1.129. Для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i довiльної сiм’ї мiнливих систем

(𝐴𝛼|𝛼 ∈ 𝒜) (𝐴𝛼 ⊆ Bs(l) ∀𝛼 ∈ 𝒜) справедливi наступнi включення:

1) ⟨m← l⟩
(︂ ⋂︀
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼

)︂
⊆
⋂︀
𝛼∈𝒜
⟨m← l⟩𝐴𝛼;

2)
⋂︀
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼 ⊇ ⟨l←m⟩
(︂ ⋂︀
𝛼∈𝒜
⟨m← l⟩𝐴𝛼

)︂
;

3) ⟨m← l⟩
(︂ ⋃︀
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼

)︂
⊇
⋃︀
𝛼∈𝒜
⟨m← l⟩𝐴𝛼.

Пiдкреслимо, що множина iндексiв 𝒜 в даному твердженнi є довiльною, i, взагалi

кажучи, не спiвпадає з множиною iндексiв у означеннi 1.124.

Доведення. 1) Покладемо, 𝐴 :=
⋂︀
𝛼∈𝒜𝐴𝛼. Враховуючи, що 𝐴 ⊆ 𝐴𝛼 (∀𝛼 ∈ 𝒜) i вико-

ристовуючи властивiсть 1.126(8) отримуємо, ⟨m← l⟩𝐴 ⊆ ⟨m← l⟩𝐴𝛼 (𝛼 ∈ 𝒜) . Таким

чином, ⟨m← l⟩𝐴 ⊆
⋂︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼.

2) Позначимо: 𝑄 :=
⋂︀
𝛼∈𝒜
⟨m← l⟩𝐴𝛼. Тодi 𝑄 ⊆ ⟨m← l⟩𝐴𝛼 (∀𝛼 ∈ 𝒜). Звiдси, за вла-

стивостями 1.126(8,9 та 5) отримуємо, ⟨l←m⟩𝑄 ⊆ ⟨l←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴𝛼 ⊆ ⟨l← l⟩𝐴𝛼 =

𝐴𝛼 (𝛼 ∈ 𝒜). Отже, ⟨l←m⟩𝑄 ⊆
⋂︀
𝛼∈𝒜𝐴𝛼, що й необхiдно було довести.

3) Покладемо: 𝐴 :=
⋃︀
𝛼∈𝒜𝐴𝛼. Враховуючи, що 𝐴𝛼 ⊆ 𝐴 (∀𝛼 ∈ 𝒜) i викори-

стовуючи властивiсть 1.126(8) отримуємо, ⟨m← l⟩𝐴𝛼 ⊆ ⟨m← l⟩𝐴 (𝛼 ∈ 𝒜). Тому,⋃︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼 ⊆ ⟨m← l⟩𝐴.
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Основнi результати пiдроздiлу 1.12 були анонсованi в роботi [67] i опублiкованi

в [86, роздiл 3], а також представленi на конференцiях [69–71,94–98].

1.13. Приклади мiнливих множин

1.13.1. Мiнлива множина, породжена системами базових мiн-

ливих множин та вiдображень.

Приклад 1.130. Нехай iндексована сiм’я базових мiнливих множин
←−
ℬ =

(ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) (𝒜 ≠ ∅) є такою, що множини елементарно-часових ста-

нiв Bs (ℬ𝛼) i Bs (ℬ𝛽) є рiвнопотужними для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜, тобто

card (Bs (ℬ𝛼)) = card (Bs (ℬ𝛽)), 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜. Розглянемо довiльну iндексовану

сiм’ю бiєкцiй (взаємно-однозначних вiдображень)
←−
𝑊 = (𝑊𝛼𝛽 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) виду

𝑊𝛽𝛼 : Bs (ℬ𝛼)↔ Bs (ℬ𝛽), що задовольняє наступнi умови 1.7 :

𝑊𝛼𝛼(𝜔) = 𝜔, 𝛼 ∈ 𝒜, 𝜔 ∈ Bs (ℬ𝛼) ;

𝑊𝛾𝛽 (𝑊𝛽𝛼(𝜔)) = 𝑊𝛾𝛼(𝜔), 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝒜, 𝜔 ∈ Bs (ℬ𝛼) .

}︃
(1.49)

Покладемо: U𝛽𝛼𝐴 := 𝑊𝛽𝛼(𝐴) = {𝑊𝛽𝛼(𝜔) | 𝜔 ∈ 𝐴} (𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼)). Неважко пере-

вiрити, що сiм’я вiдображень
←−
U = (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) задовольняє всi умови означен-

ня 1.124, причому третю умову цього означення можна замiнити на бiльш сильну

умову (1.46). Отже, трiйка:

𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁

=
(︁
𝒜,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁

є мiнливою множиною. Мiнливу множину 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
будемо називати чiтко ви-

димою мiнливою множиною, породженою системою базових мiнливих множин
←−
ℬ

та системою вiдображень
←−
𝑊 .

Використовуючи результати прикладу 1.130 та систему позначень, введену в пiд-

роздiлi 1.12.2, отримуємо наступнi властивостi мiнливих множин виду 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
.

Властивостi 1.131. Нехай 𝒵 = 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
— чiтко видима мiнлива множина,

породжена системою базових мiнливих множин
←−
ℬ = (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) та системою

вiдображень
←−
𝑊 = (𝑊𝛽𝛼| 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜). Тодi:

1.7 Сiм’ю бiєкцiй, що задовольняє умови (1.49), легко побудувати наступним чином. Оскiль-
ки card (Bs (ℬ𝛼)) = card (Bs (ℬ𝛽)) , 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜, то iснує множина B0, яка є рiвнопоту-
жною до всiх множин сiм’ї (Bs (ℬ𝛼) |𝛼 ∈ 𝒜) (оскiльки 𝒜 ≠ ∅, можна вибрати, для при-
кладу, довiльний (фiксований) iндекс 𝛼0 ∈ 𝒜 i покласти B0 := Bs (ℬ𝛼0

)). Також вi-

зьмемо довiльну сiм’ю бiєкцiй
←−
𝒲 = (𝒲𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) виду 𝒲𝛼 : B0 ↔ Bs (ℬ𝛼) (та-

ка сiм’я обов’язково iснує, оскiльки card (B0) = card (Bs (ℬ𝛼)) , 𝛼 ∈ 𝒜). Покладемо:

𝑊𝛽𝛼 (𝜔) := 𝒲𝛽

(︁
𝒲 [−1]

𝛼 (𝜔)
)︁

(𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜, 𝜔 ∈ Bs (ℬ𝛼)) , де 𝒲 [−1]
𝛼 — бiєкцiя, обернена до 𝒲𝛼. Легко

перевiрити, що сiм’я бiєкцiй (𝑊𝛽𝛼| 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) задовольняє умови (1.49).
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1. ℒ𝑘 (𝒵) = {(𝛼,ℬ𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜};

2. ℐ𝑛𝑑 (𝒵) = 𝒜;

3. Для довiльної системи вiдлiку l = (𝛼,ℬ𝛼) ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (𝛼 ∈ 𝒜) виконуються

наступнi рiвностi:

Bs(l) = Bs (ℬ𝛼) ; Bs(l) = Bs (ℬ𝛼) ; Tm(l) = Tm (ℬ𝛼) ; Tm(l) = Tm (ℬ𝛼) ;

≤l=≤ℬ𝛼 ;
Bs←
l

=
Bs←
ℬ𝛼

; ←
l

=←
ℬ𝛼
.

4. Для довiльних систем вiдлiку l = (𝛼,ℬ𝛼) ∈ ℒ𝑘 (𝒵), m = (𝛽,ℬ𝛽) ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (𝛼, 𝛽 ∈
𝒜) i довiльної мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs(l) = Bs (ℬ𝛼) справедлива рiвнiсть:

⟨m← l,𝒵⟩𝐴 = 𝑊𝛽𝛼(𝐴) = {𝑊𝛽𝛼(𝜔) | 𝜔 ∈ 𝐴} .

1.13.2. Мiнливi множини, породженi мультиобразом базової

мiнливої множини. Для того, щоб побудувати мультиобраз базової мiнливої

множини необхiдно ввести деякi новi означення i довести теорему про мультиобраз

для мiнливих множин.

Означення 1.132. Упорядковану трiйку (T,𝒳 , 𝑈) будемо називати еволюцiйним

проектором для базової мiнливої множини ℬ, якщо:
1. T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина;

2. 𝒳 — довiльна множина;

3. 𝑈 — є вiдображенням виду, 𝑈 : Bs(ℬ)→ T×𝒳 .

Теорема 1.133 (про образ базової мiнливої множини). Нехай (T,𝒳 , 𝑈) — еволюцiй-

ний проектор для базової мiнливої множини ℬ. Тодi iснує, причому єдина базова

мiнлива множина 𝑈 [ℬ,T], що задовольняє такi умови:

1. Tm (𝑈 [ℬ,T]) = T;

2. Bs(𝑈 [ℬ,T]) = 𝑈(Bs(ℬ)) = {𝑈(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)};

3. Якщо ̃︀𝜔1, ̃︀𝜔2 ∈ Bs(𝑈 [ℬ,T]) i tm (̃︀𝜔1) ̸= tm (̃︀𝜔2), то ̃︀𝜔1 i ̃︀𝜔2 є об’єднанi долею в

𝑈 [ℬ,T] тодi i тiльки тодi, коли iснують об’єднанi долею в ℬ елементарно-

часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) такi, що ̃︀𝜔1 = 𝑈 (𝜔1), ̃︀𝜔2 = 𝑈 (𝜔2).

Доведення. Доведення iснування.

Нехай, (T,𝒳 , 𝑈) — еволюцiйний проектор для базової мiнливої множини ℬ (де

T = (T,≤)). На множинi 𝑈(Bs(ℬ)) = {𝑈(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ⊆ T×𝑋 визначимо бiнарне

вiдношення◁−−. А саме, для довiльних ̃︀𝜔1, ̃︀𝜔2 ∈ 𝑈(Bs(ℬ)) будемо вважати, що ̃︀𝜔2◁−− ̃︀𝜔1

тодi i тiльки тодi, коли виконується хоч одна з наступних умов:

U[B]1) ̃︀𝜔1 = ̃︀𝜔2;
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U[B]2) tm (̃︀𝜔1) < tm (̃︀𝜔2) i iснують об’єднанi долею в ℬ елементарно-часовi стани

𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) такi, що ̃︀𝜔𝑖 = 𝑈 (𝜔𝑖) (𝑖 = 1, 2).

З умов U[B]1), U[B]2) випливає, що вiдношення ◁−− задовольняє умови 1,2 теоре-

ми 1.65. Отже, за теоремою 1.65, iснує (i тiльки одна) базова мiнлива множина ℬ1,
яка задовольняє такi умови:

Tm (ℬ1) = T; Bs (ℬ1) = 𝑈(Bs(ℬ));
Bs←−−−
ℬ1

= ◁−− . (1.50)

Покладемо, 𝑈 [ℬ,T] := ℬ1. З перших двох умов (1.50) випливає, що базова мiнлива

множина 𝑈 [ℬ,T] задовольняє умови 1,2 даної теореми. З третьої умови (1.50), з

урахуванням твердження 1.74, випливає, що третя умова даної теореми для базової

мiнливої множини 𝑈 [ℬ,T] також виконується.

Доведення єдиностi. Нехай базова мiнлива множина ℬ2 також задовольняє

умови 1,2,3 даної теореми, тобто:

1′. Bs (ℬ2) = 𝑈(Bs(ℬ)); 2′. Tm (ℬ2) = T;

3′. Якщо ̃︀𝜔1, ̃︀𝜔2 ∈ Bs (ℬ2) i tm (̃︀𝜔1) ̸= tm (̃︀𝜔2), то ̃︀𝜔1 i ̃︀𝜔2 об’єднанi долею в ℬ2 тодi i
тiльки тодi, коли iснують об’єднанi долею в ℬ елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈
Bs(ℬ) такi, що ̃︀𝜔1 = 𝑈 (𝜔1), ̃︀𝜔2 = 𝑈 (𝜔2).

Тодi, з умов 1′,2′ i умов 1,2 даної теореми, випливає, що Bs (ℬ2) = Bs (𝑈 [ℬ,T]),

Tm (ℬ2) = Tm (𝑈 [ℬ,T]). Крiм того з умови 3′, з урахуванням умови 3 даної тео-

реми, властивостi 1.60(7) i твердження 1.74, отримуємо рiвнiсть
Bs←
ℬ2

=
Bs←−−−

𝑈 [ℬ,T]
. Отже,

згiдно з наслiдком 1.68, отримуємо рiвнiсть, ℬ2 = 𝑈 [ℬ,T].

Означення 1.134. Базову мiнливу множину 𝑈 [ℬ,T], що задовольняє умови 1,2,3

теореми 1.133 будемо називати образом базової мiнливої множини ℬ вiдносно

трансформуючого вiдображення 𝑈 i часової шкали T.

Зауваження 1.135. З умов U[B]1), U[B]2) в доведеннi теореми 1.133 випливає, що

для довiльних ̃︀𝜔1, ̃︀𝜔2 ∈ Bs(𝑈 [ℬ,T]) спiввiдношення ̃︀𝜔2←−−−
𝑈 [ℬ,T]

̃︀𝜔1 виконується тодi i тiль-

ки тодi, коли ̃︀𝜔1 = ̃︀𝜔2 або tm (̃︀𝜔1) < tm (̃︀𝜔2) i iснують об’єднанi долею в ℬ елементарно-
часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) такi, що ̃︀𝜔1 = 𝑈 (𝜔1), ̃︀𝜔2 = 𝑈 (𝜔2).

Зауваження 1.136. У випадку, коли T = Tm(ℬ) замiсть позначення 𝑈 [ℬ,T] будемо

використовувати позначення 𝑈 [ℬ]:

𝑈 [ℬ] := 𝑈 [ℬ,Tm(ℬ)] .

Зауваження 1.137. Нехай, ℬ — довiльна базова мiнлива множина i IBs(ℬ) : Bs(ℬ)→
Tm(ℬ)×Bs(ℬ) — вiдображення, що задається формулою: IBs(ℬ)(𝜔) = 𝜔 (𝜔 ∈ Bs(ℬ)).

Тодi трiйка
(︀
Tm(ℬ),Bs(ℬ), IBs(ℬ)

)︀
, очевидно є еволюцiйним проектором для ℬ. При
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цьому, якщо в умови теореми 1.133 замiсть T i 𝑈 [ℬ,T] пiдставити Tm(ℬ) i ℬ вiд-

повiдно, то всi цi умови будуть задовольнятись. Отже, для тотожного на Bs(ℬ) вiд-

ображення IBs(ℬ) маємо:
IBs(ℬ) [ℬ] = ℬ.

Означення 1.138. 1. Еволюцiйний проектор (T,𝒳 , 𝑈) (де T = (T,≤)) для базо-

вої мiнливої множини ℬ будемо називати iн’єктивним, якщо 1.8 вiдображення

𝑈 є iн’єкцiєю з Bs(ℬ) вT×𝒳 (тобто бiєкцiєю з Bs(ℬ) на множинуR(𝑈) ⊆ T×𝒳 ).
2. Довiльну iндексовану сiм’ю iн’єктивних еволюцiйних проекторiв для базової

мiнливої множини ℬ виду P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) (де 𝒜 ≠ ∅) будемо нази-
вати еволюцiйним мультипроектором для ℬ.

Теорема 1.139 (про мультиобраз для мiнливих множин). Нехай, P =

((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — еволюцiйний мультипроектор для базової мiнливої множи-

ни ℬ. Тодi iснує, причому єдина, мiнлива множина 𝒵, що задовольняє такi умови:

1. ℒ𝑘 (𝒵) = {(𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) | 𝛼 ∈ 𝒜}.
2. Для довiльних систем вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵), m = (𝛽, 𝑈𝛽 [ℬ,T𝛽]) ∈
ℒ𝑘 (𝒵) (𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) i довiльної множини 𝐴 ⊆ Bs(l) = 𝑈𝛼(Bs(ℬ)) справедлива

наступна рiвнiсть:

⟨m← l,𝒵⟩𝐴 = 𝑈𝛽

(︁
𝑈

[−1]
𝛼 (𝐴)

)︁
=
{︁
𝑈𝛽

(︁
𝑈

[−1]
𝛼 (𝜔)

)︁
| 𝜔 ∈ 𝐴

}︁
,

де 𝑈
[−1]
𝛼 — вiдображення, обернене до 𝑈𝛼.

Зауваження 1.140. Якщо мiнлива множина 𝒵 задовольняє умову 1 теоре-

ми 1.139, то для довiльної системи вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵), згi-

дно з властивiстю 1.126(3), маємо, ind (l) = 𝛼, lˆ = 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼], а отже,

Bs(l) = Bs (lˆ) = Bs (𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]). Тому, за теоремою 1.133, Bs(l) = 𝑈𝛼(Bs(ℬ)). Таким

чином, умова 2 теореми 1.139 сформульована коректно.

Доведення теореми 1.139. Нехай, P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — еволюцiйний мульти-

проектор для базової мiнливої множини ℬ.
Згiдно з означенням 1.138, для довiльного 𝛼 ∈ 𝒜 трiйка (T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) є

iн’єктивним еволюцiйним проектором для ℬ. Згiдно з теоремою 1.133 покладемо,

ℬ𝛼 := 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼] (𝛼 ∈ 𝒜). Оскiльки (T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) є iн’єктивним еволюцiйним проекто-

ром, то, за означенням 1.138, вiдображення 𝑈𝛼 є взаємно-однозначною вiдповiднiстю

мiж Bs(ℬ) та R(𝑈). Отже, iснує обернене вiдображення 𝑈
[−1]
𝛼 (при всiх 𝛼 ∈ 𝒜).

Для довiльних елементiв 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜 i 𝜔 ∈ Bs (ℬ𝛼) покладемо:

𝑊𝛽𝛼(𝜔) := 𝑈𝛽
(︀
𝑈 [−1]
𝛼 (𝜔)

)︀
(1.51)

1.8 В деяких попереднiх роботах використовувався термiн “бiєктивний еволюцiйний проектор”
замiсть “iн’єктивний...”.
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(зауважимо, що, за теоремою 1.133, виконується рiвнiсть Bs (ℬ𝛼) = 𝑈𝛼 (Bs(ℬ))). От-

же, 𝑊𝛽𝛼 є вiдображенням з Bs (ℬ𝛼) в Bs (ℬ𝛽) = 𝑈𝛽 (Bs(ℬ)).

Легко перевiрити, що сiм’я вiдображень
←−
𝑊 = (𝑊𝛽𝛼| 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) задовольняє умови

(1.49). Отже, використовуючи результати пiдроздiлу 1.13.1, можна покласти:

𝒵 := 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
, де

←−
ℬ = (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) . (1.52)

Звiдси, використовуючи властивiсть 1.131(1), отримуємо:

ℒ𝑘 (𝒵) = {(𝛼,ℬ𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜} = {(𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) | 𝛼 ∈ 𝒜} , (1.53)

крiм того, згiдно з властивiстю 1.131(4), для довiльних систем вiдлiку

l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵), m = (𝛽, 𝑈𝛽 [ℬ,T𝛽]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (де 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) i для довiльної
множини 𝐴 ⊆ Bs(l) = Bs (𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) = 𝑈𝛼(Bs(ℬ)), маємо:

⟨m← l, 𝒵⟩𝐴 = 𝑊𝛽𝛼(𝐴) = 𝑈𝛽
(︀
𝑈 [−1]
𝛼 (𝐴)

)︀
. (1.54)

Iз спiввiдношень (1.53) та (1.54) випливає, що мiнлива множина 𝒵 задовольняє умо-

ви 1, 2 теореми 1.139.

Припустимо, що мiнлива множина 𝒵1 також задовольняє умови 1, 2 теоре-

ми 1.139. Тодi, згiдно з умовою 1, маємо рiвнiсть ℒ𝑘 (𝒵) = ℒ𝑘 (𝒵1). Далi, викори-

стовуючи умову 2, для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) = ℒ𝑘 (𝒵1) отримуємо

рiвнiсть, ⟨m← l,𝒵⟩ = ⟨m← l,𝒵1⟩. Отже, згiдно з твердженням 1.127, маємо рiвнiсть

𝒵 = 𝒵1. Таким чином, мiнлива множина 𝒵, що задовольняє умови 1, 2 теореми 1.139
є єдиною.

Означення 1.141. Нехай, P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — еволюцiйний мультипрое-

ктор для базової мiнливої множини ℬ. Мiнливу множину 𝒵, що задовольняє умо-

ви 1, 2 теореми 1.139 будемо називати еволюцiйним мультиобразом базової мiн-

ливої множини ℬ вiдносно еволюцiйного мультипроектора P, i будемо позначати її

через 𝒵 im [P,ℬ]:

𝒵 im [P,ℬ] := 𝒵.

Зауваження 1.142. З рiвностi (1.52) (в доведеннi теореми 1.139) випливає, що до-

вiльну мiнливу множину виду 𝒵 im [P,ℬ] (де P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜)) можна пред-

ставити у виглядi:

𝒵 im [P,ℬ] = 𝒵pv
(︁←−
ℬ P,
←−
𝑊P

)︁
, де (1.55)

←−
ℬ P =

(︀
ℬ(P)
𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜

)︀
;
←−
𝑊P =

(︁
𝑊

(P)
𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜

)︁
, i

ℬ(P)
𝛼 = 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼] (𝛼 ∈ 𝒜) ;𝑊

(P)
𝛽𝛼 (𝜔) = 𝑈𝛽

(︀
𝑈 [−1]
𝛼 (𝜔)

)︀
(𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜)
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Означення 1.143. Нехай 𝒵 — довiльна мiнлива множина i l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) — будь-яка

система вiдлiку 𝒵. Будемо говорити, що елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(l) є
об’єднанi долею в системi вiдлiку l якщо вони є об’єднанi долею в базовiй мiнливiй

множинi lˆ.

З твердження 1.74 випливає наступний наслiдок:

Наслiдок 1.144. Нехай 𝒵 — довiльна мiнлива множина. Для того, щоб

елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(l) були об’єднанi долею системi вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) необхiдно i достатньо, щоб виконувалась хоч одна з умов:

𝜔2←𝜔1 або 𝜔1←𝜔2.

Безпосередньо з теорем 1.139 та 1.133, беручи до уваги властивiсть 1.60(9), вла-

стивiсть 1.126(1) та зауваження 1.125, отримуємо такi властивостi еволюцiйного

мультиобраза базової мiнливої множини.

Властивостi 1.145. Нехай P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜), де T𝛼 = (T𝛼,≤𝛼) (𝛼 ∈ 𝒜) —
еволюцiйний мультипроектор для баз. мiнл. множини ℬ i 𝒵 = 𝒵 im [P,ℬ]. Тодi:

1. ℒ𝑘 (𝒵) = {(𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) | 𝛼 ∈ 𝒜}.
2. ℐ𝑛𝑑 (𝒵) = 𝒜.
3. Для довiльної системи вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) справедливi такi рiвностi:

Bs(l) = 𝑈𝛼 (Bs(ℬ)) = {𝑈𝛼(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ;

Bs(l) = {bs (𝑈𝛼(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ; Tm(l) = T𝛼; Tm(l) = T𝛼; ≤l=≤𝛼 .
4. Нехай, l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵), де 𝛼 ∈ 𝒜. Якщо ̃︀𝜔1, ̃︀𝜔2 ∈ Bs(l) i tm (̃︀𝜔1) ̸=

tm (̃︀𝜔2), то ̃︀𝜔1 i ̃︀𝜔2 є об’єднанi долею в l тодi i тiльки тодi, коли iснують

об’єднанi долею в ℬ елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) такi, що ̃︀𝜔1 =

𝑈𝛼 (𝜔1), ̃︀𝜔2 = 𝑈𝛼 (𝜔2).

Приклад 1.146. Нехай, ℬ — довiльна базова мiнлива множина, 𝑋 — довiльна мно-

жина, що мiстить Bs(ℬ) (Bs(ℬ) ⊆ 𝑋). Множина бiєкцiй U, заданих на Tm(ℬ)×𝑋:

𝑈 : Tm(ℬ)×𝑋 → Tm(ℬ)×𝑋 (𝑈 ∈ U)

називається трансформуючою множиною бiєкцiй вiдносно базової мiнливої

множини ℬ на 𝑋.

Нехай, U — трансформуюча множина бiєкцiй вiдносно ℬ на 𝑋. Тодi, за

означенням 1.132, кожне вiдображення 𝑈 ∈ U породжує еволюцiйний прое-

ктор,
(︀
Tm(ℬ), 𝑋, 𝑈↾Bs(ℬ)

)︀
, де 𝑈↾Bs(ℬ) — звуження вiдображення 𝑈 на множину

Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ) × 𝑋 (надалi, коли не виникає непорозумiнь, будемо вiдображення

𝑈↾Bs(ℬ) ототожнювати з вiдображенням 𝑈 при такому ототожнення можна вважати,

що
(︀
Tm(ℬ), 𝑋, 𝑈↾Bs(ℬ)

)︀
= (Tm(ℬ), 𝑋, 𝑈)). Отже, iндексована сiм’я:

Pℬ [U] = ((Tm(ℬ), 𝑋, 𝑈) | 𝑈 ∈ U)
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є еволюцiйним мультипроектором для ℬ. У цьому частинному випадку отримуємо

мiнливу множину:

𝒵 im (U,ℬ) = 𝒵 im [Pℬ [U] ,ℬ] . (1.56)

Означення 1.147. Мiнливу множину 𝒵 im (U,ℬ) будемо називати багатоликим

образом базової мiнливої множини ℬ вiдносно трансформуючої множини бiєкцiй U.
Приклад 1.148. Нехай, ℬ — базова мiнлива множина така, що

Bs(ℬ) ⊆ R3, Tm(ℬ) = R𝑜𝑟𝑑 = (R,≤) ,

де ≤ — стандартне вiдношення лiнiйного порядку на полi дiйсних чисел. Така базова

мiнлива множина ℬ обов’язково iснує, оскiльки, наприклад, можна покласти, ℬ :=

𝒜𝑡 (R𝑜𝑟𝑑,ℛ), де ℛ — система абстрактних траєкторiй з R𝑜𝑟𝑑 в деяку пiдмножину

𝑀 ⊆ R3. Розглянемо групу Пуанкаре U = 𝑃 (1, 3, 𝑐), визначену на 4-мiрному просторi

часу R4 = R × R3 ⊇ Tm(ℬ) ×Bs(ℬ), тобто групу афiнних перетворень (лiнiйного)

простору R4, що задовольняють такi умови:

1. Будь-яке перетворення 𝑃 ∈ 𝑃 (1, 3, 𝑐) залишає незмiнним значення псевдоме-

трики Лоренца-Мiнковського на R4:

M𝑐 (𝑃w1 − 𝑃w2) = M𝑐 (w1 − w2) , (∀w1,w2 ∈ R4), де;

M𝑐 (w) =
∑︁3

𝑗=1
𝑤2
𝑖 − 𝑐2𝑤2

0

(︀
w = (𝑤0, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ R4

)︀
Тут число 𝑐 є фiксованою додатною дiйсною константою, яка має фiзичний

змiст швидкостi свiтла в вакуумi.

2. Будь-яке перетворення 𝑃 ∈ 𝑃 (1, 3, 𝑐) має додатний напрямок часу, тобто 𝑃w2−
𝑃w1 ∈ ℳ𝑐,+ (R3) для довiльних векторiв w1,w2 ∈ R4 таких, що w2 − w1 ∈
ℳ𝑐,+ (R3), де ℳ𝑐,+ (R3) =

{︁
w = (𝑤0, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ R4 | 𝑤0 > 0, M𝑐 (w) < 0

}︁
(див. [99]).

Група Пуанкаре U = 𝑃 (1, 3, 𝑐) є трансформуючою множиною бiєкцiй вiдносно базо-

вої мiнливої множини ℬ на R3. Отже, отримуємо мiнливу множину 𝒵 im (𝑃 (1, 3),ℬ),

яка являє собою математично строгу модель кiнематики спецiальної теорiї вiдно-

сностi в iнерцiйних системах вiдлiку. Зауважимо, що дана модель формально не за-

бороняє iснування тахiонних трансформацiй, оскiльки, наприклад, можуть iснувати

елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) ⊆ R×R3 такi, що 𝜔2←𝜔1 i M𝑐 (𝜔1 − 𝜔2) > 0.

1.13.3. Iншi приклади мiнливих множин. У всiх попереднiх прикла-

дах вiдображення унiфiкацiї ⟨m← l⟩ мiж системами вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) мiнливої

множини 𝒵 задаються з допомогою бiєкцiй (взаємно-однозначних вiдображень) мiж

множинами елементарно-часових станiв Bs(l) i Bs(m) (тобто для довiльної мiнливої

системи 𝐴 ⊆ Bs(l) вiдображення унiфiкацiї ⟨m← l⟩𝐴 можна подати у виглядi:
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⟨m← l⟩𝐴 =
⋃︀
𝜔∈𝐴
{𝒲m,l(𝜔)} ,

де вiдображення 𝒲m,l : Bs(l) → Bs(m) є бiєкцiєю мiж Bs(l) та Bs(m)). У всiх вище-

наведених прикладах третю умову означення 1.124 можна замiнити на бiльш сильну

умову (1.46). Але, насправдi, умови означення 1.124 дуже загальнi. Останню думку

буде проiлюстровано в наступних прикладах.

Приклад 1.149. Нехай
←−
ℬ = (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) — довiльна iндексована сiм’я базових мiн-

ливих множин. Покладемо:

U𝛽𝛼𝐴 :=

⎧⎨⎩𝐴, 𝛼 = 𝛽

∅, 𝛼 ̸= 𝛽
, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜, 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼) .

Легко перевiрити, що сiм’я вiдображень
←−
U = (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) задовольняє всi умови

означення 1.124. Тому, трiйка:

𝒵nv
(︁←−
ℬ
)︁

=
(︁
𝒜,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁

є мiнливою множиною.

Мiнливу множину 𝒵nv
(︁←−
ℬ
)︁
будемо називати повнiстю невидимою мiнли-

вою множиною, породженою системою базових мiнливих множин
←−
ℬ .

Зауважимо, що будь-яку базову мiнливу множину ℬ можна ототожнити з мiнли-
вою множиною виду 𝒵nv

(︁←−
ℬ
)︁
, де 𝒜 = {1}, ℬ1 = ℬ i

←−
ℬ = (ℬ𝛼 |𝛼 ∈ 𝒜) = (ℬ1).

Приклад 1.150. Нехай,
←−
ℬ = (ℬ1,ℬ2) (𝒜 = {1, 2}) сiм’я з двох базових мiнливих

множин. Розглянемо довiльний елементарно-часовий стан 𝜔 ∈ Bs (ℬ2). (Вiдповiдно
до властивостi 1.60(2), маємо, Bs (ℬ2) ̸= ∅. Отже, хоч один елементарно-часовий стан
𝜔 ∈ Bs (ℬ2) обов’язково iснує.) Покладемо:

U21𝐴 :=

⎧⎨⎩∅, 𝐴 ̸= Bs (ℬ1)

{𝜔}, 𝐴 = Bs (ℬ1)
; U12𝐵 :=

⎧⎨⎩∅, 𝜔 /∈ 𝐵

Bs (ℬ1) , 𝜔 ∈ 𝐵
;

U11𝐴 := 𝐴; U22𝐵 := 𝐵 (𝐴 ⊆ Bs (ℬ1) , 𝐵 ⊆ Bs (ℬ2)) .

1. Оскiльки U11,U22 є тотожними вiдображеннями множин, то перша умова озна-

чення 1.124 виконується тривiальним чином. Також по цiй же причинi тривiальним

чином виконуються друга умова цього означення у випадку 𝛼 = 𝛽.

2. Нехай 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜 = {1, 2}, 𝐴,𝐵 ⊆ Bs (ℬ𝛼), 𝐴 ⊆ 𝐵. Згiдно iз зауваженням зробле-

ним в першому пунктi, досить розглянути випадок 𝛼 ̸= 𝛽. Отже, отримуємо наступнi

два пiдвипадки.

2.а) 𝛼 = 1, 𝛽 = 2. У випадку 𝐴 ̸= Bs (ℬ1) маємо U𝛽𝛼𝐴 = U21𝐴 = ∅ ⊆ U𝛽𝛼𝐵, а у

випадку 𝐴 = Bs (ℬ1), оскiльки 𝐴 ⊆ 𝐵, маємо 𝐵 = Bs (ℬ1), а отже U𝛽𝛼𝐴 = U𝛽𝛼𝐵.
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2.б) 𝛼 = 2, 𝛽 = 1. У випадку 𝜔 /∈ 𝐴 маємо U𝛽𝛼𝐴 = U12𝐴 = ∅ ⊆ U𝛽𝛼𝐵. У випадку

𝜔 ∈ 𝐴 з умови 𝐴 ⊆ 𝐵 випливає, що 𝜔 ∈ 𝐵, тому U𝛽𝛼𝐴 = U12𝐴 = Bs (ℬ1) = U12𝐵 =

U𝛽𝛼𝐵.

3. Нехай 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝒜 = {1, 2}, 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼). Розглянемо наступнi випадки.

3.а) 𝛼 = 𝛽. У цьому випадку U𝛽𝛼𝐴 = 𝐴. Тому:

U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = U𝛾𝛽𝐴 = U𝛾𝛼𝐴.

3.б) 𝛽 = 𝛾. У цьому випадку U𝛾𝛽𝑆 = 𝑆, 𝑆 ⊆ Bs (ℬ𝛽). Тому:

U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = U𝛽𝛼𝐴 = U𝛾𝛼𝐴.

3.в) 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= 𝛾. В цьому випадку, оскiльки множина 𝒜 — двохелементна, 𝛼 = 𝛾.

Тому можливими є лише наступнi два випадки:

3.в.1) Нехай 𝛼 = 1, 𝛽 = 2, 𝛾 = 1. Тодi випадку 𝐴 ̸= Bs (ℬ1) отримуємо:
U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = U12U21𝐴 = U12∅ = ∅ ⊆ U𝛾𝛼𝐴,

а у випадку 𝐴 = Bs (ℬ1) маємо:
U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = U12U21𝐴 = U12{𝜔} = Bs (ℬ1) = 𝐴 = U𝛾𝛼𝐴.

3.в.2) Нехай, 𝛼 = 2, 𝛽 = 1, 𝛾 = 2. Тодi випадку 𝜔 /∈ 𝐴 отримуємо:

U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = U21U12𝐴 = U21∅ = ∅ ⊆ U𝛾𝛼𝐴,

а у випадку 𝜔 ∈ 𝐴 дiстаємо:

U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = U21U12𝐴 = U21Bs (ℬ1) = {𝜔} ⊆ 𝐴 = U𝛾𝛼𝐴.

Отже, трiйка:

𝒵1 =
(︁
𝒜,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁
,

де
←−
U = (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) є мiнливою множиною.

Приклад 1.151. Нехай 𝒜, ℬ1, ℬ2, 𝜔 такi ж самi, як i у прикладi 1.150. U11 i U22, так

само, як i в прикладi 1.150, визначимо як тотожнi вiдображення. Також покладемо:

U21𝐴 :=

⎧⎨⎩∅, 𝐴 = ∅
{𝜔}, 𝐴 ̸= ∅

(𝐴 ⊆ Bs (ℬ1)) ; U12𝐴 := ∅ (𝐴 ⊆ Bs (ℬ2)) .

Аналогiчно до попереднього прикладу неважко перевiрити, що трiйка:

𝒵2 =
(︁
𝒜,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁
,

де 𝒜 = {1, 2},
←−
ℬ = (ℬ1,ℬ2),

←−
U = (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) є мiнливою множиною.

Основнi результати пiдроздiлу 1.13 були опублiкованi в [86, пiдроздiл 3.4]. Теоре-

ма 1.139 (в її теперiшньому формулювання) опублiкована в [100].

1.14. Видимiсть у мiнливих множинах

1.14.1. Градацiї видимостi.
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Означення 1.152. Нехай, 𝒵 — довiльна мiнлива множина i l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) — довiльнi

системи вiдлiку 𝒵. Будемо говорити, що мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) є:

1. видимою (частково видимою) з системи вiдлiку m, якщо ⟨m← l⟩𝐴 ̸= ∅;
2. нормально видимою з системи вiдлiку m, якщо 𝐴 ̸= ∅ i будь-яка непорожня

пiдсистема 𝐵 ⊆ 𝐴 мiнливої системи 𝐴 є видимою з m (тобто якщо 𝐴 ̸= ∅ i
∀𝐵 : ∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝐴 ⟨m← l⟩𝐵 ̸= ∅);

3. чiтко видимою з m якщо: (a) 𝐴 є нормально видимою з m; (b) для до-

вiльної сiм’ї {𝐴𝛼 |𝛼 ∈ 𝒜} ⊆ 2𝐴 мiнливих пiдсистем 𝐴 такої, що
⨆︀
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼 = 𝐴 має

мiсце рiвнiсть: ⟨m← l⟩𝐴 =
⨆︀
𝛼∈𝒜
⟨m← l⟩𝐴𝛼, де знак

⨆︀
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼 означає диз’юнктне

об’єднання сiм’ї множин {𝐴𝛼 |𝛼 ∈ 𝒜}, тобто таке об’єднання
⋃︀
𝛼∈𝒜𝐴𝛼, при яко-

му 𝐴𝛼 ∩ 𝐴𝛽 = ∅ при 𝛼 ̸= 𝛽.

4. невидимою з системи вiдлiку m, якщо ⟨m← l⟩𝐴 = ∅;

Зауваження 1.153. Очевидно, що з чiткої видимостi довiльної мiнливої системи

𝐴 ⊆ Bs(l) (l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)) з системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) випливає її нормальна видимiсть

з m, а з нормальної видимостi довiльної мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs(l) з m випливає її

видимiсть (часткова видимiсть) з m.

Твердження 1.154. Для довiльної мiнливої множини 𝒵 мають мiсце наступнi

властивостi видимостi мiнливих систем.

1. Порожня мiнлива система ∅ ⊆ Bs(l) завжди є невидимою з будь-якої системи

вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (𝒵).

2. Довiльна непорожня мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l), 𝐴 ̸= ∅ завжди є чiтко види-

мою з власної системи вiдлiку l.

3. Якщо мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) (де l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)) мiстить пiдсистему 𝐵 ⊆ 𝐴,

видиму з системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (𝒵), то сама мiнлива система 𝐴 також є

видимою з m.

4. Якщо мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) є нормально видимою (чiтко видимою) з

системи вiдлiку m, то будь-яка непорожня пiдсистема 𝐵 ⊆ 𝐴, 𝐵 ̸= ∅ мiнливої
системи 𝐴 також є нормально видимою (чiтко видимою) з m вiдповiдно.

Доведення. Пункти 1,2,3 даного твердження випливають з твердження 1.128 та вла-

стивостей 1.126 мiнливих множин. Пункт 4 для випадку нормальної видимостi є

тривiальним. Отже, залишилось довести пункт 4 для випадку чiткої видимостi. Не-

хай мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) є чiтко видимою з системи вiдлiку m. Розглянемо

довiльну мiнливу систему 𝐵 таку, що ∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝐴. Оскiльки з чiткої видимостi ви-

пливає нормальна видимiсть, то 𝐵 буде нормально видимою з m. Припустимо, що
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𝐵 =
⨆︀
𝛼∈𝒜𝐵𝛼. Використовуючи рiвностi, 𝐴 = 𝐵 ⊔ (𝐴 ∖𝐵), 𝐴 =

⨆︀
𝛼∈𝒜𝐵𝛼 ⊔ (𝐴 ∖𝐵) i

враховуючи чiтку видимiсть множини 𝐴 з m, отримуємо:

⟨m← l⟩𝐴 = ⟨m← l⟩𝐵 ⊔ ⟨m← l⟩ (𝐴 ∖𝐵) ;

⟨m← l⟩𝐴 =
⨆︁
𝛼∈𝒜

⟨m← l⟩𝐵𝛼 ⊔ ⟨m← l⟩ (𝐴 ∖𝐵) .

Отже, ⟨m← l⟩𝐵 ⊔ ⟨m← l⟩ (𝐴 ∖𝐵) =
⨆︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐵𝛼 ⊔ ⟨m← l⟩ (𝐴 ∖𝐵). Звiдси,

⟨m← l⟩𝐵 =
⨆︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐵𝛼. Тому, 𝐵 є чiтко видимою з m.

Означення 1.155. Будемо говорити, що система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є:

1. видимою (частково видимою) з системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (позначення: l ≻
m (𝒵)), якщо iснує хоч одна мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) видима з m (тобто якщо

∃𝐴 ⊆ Bs(l) ⟨m← l⟩𝐴 ̸= ∅).

2. нормально видимою з системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (позначення: l ≻! m (𝒵)),

якщо будь-яка непорожня мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) (𝐴 ̸= ∅) є нормально

видимою з m.

3. чiтко видимою з m (позначення: l ≻!! m (𝒵)), якщо будь-яка непорожня мiн-

лива система 𝐴 ⊆ Bs(l) (𝐴 ̸= ∅) є чiтко видимою з системи вiдлiку m.

4. невидимою з системи вiдлiку m, якщо будь-яка мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) є
невидимою з m.

У випадку, коли наперед вiдомо про яку мiнливу множину 𝒵 йде мова, у позначе-

ннях l ≻ m (𝒵), l ≻! m (𝒵), l ≻!! m (𝒵) послiдовнiсть символiв “(𝒵)” будемо опускати,

вживаючи замiсть них позначення l ≻ m, l ≻! m, l ≻!! m вiдповiдно.

Зауваження 1.156. Нехай, 𝒵 — довiльна мiнлива множина. Iз зауваження 1.153

випливає, що для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) справедливi наступнi твер-

дження:

∙ якщо l ≻!! m, то l ≻! m;

∙ якщо l ≻! m, то l ≻ m.

Таким чином, з чiткої видимостi випливає нормальна видимiсть, а з нормальної

видимостi — видимiсть (часткова видимiсть). Приклад 1.150 показує, що з видимостi

не випливає нормальна видимiсть. Справдi, розглянемо випадок, коли в цьому при-

кладi множина Bs (ℬ1) мiстить не менше двох елементiв (card (Bs (ℬ1)) ≥ 2). В цьому

випадку для систем вiдлiку l1 = (1,ℬ1), l2 = (2,ℬ2) мiнлива система Bs (l1) = Bs (ℬ1)
є видимою з l2, проте не є нормально видимою з l2, оскiльки довiльна пiдмножи-

на 𝐴 ⊂ Bs (l1) = Bs (ℬ1) (𝐴 ̸= Bs (ℬ1)) є невидимою з l2. Таким чином, у випадку

card (Bs (ℬ1)) ≥ 2 маємо l1 ≻ l2, проте спiввiдношення l1 ≻! l2 не виконується.

Приклад 1.151 показує, що з нормальної видимостi не випливає чiтка видимiсть.

У цьому прикладi будь-яка непорожня мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs (l1) (l1 = (1,ℬ1))
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є видимою, а отже (в силу довiльностi 𝐴) i нормально видимою з системи вiдлiку

l2 = (2,ℬ2). Проте, у випадку card (𝐴) ≥ 2 мiнлива система 𝐴 не є чiтко видимою з l2,

оскiльки в цьому випадку у множинi 𝐴 iснують непорожнi пiдмножини 𝐴1, 𝐴2 ⊆ 𝐴

такi, що 𝐴1 ⊔ 𝐴2 = 𝐴, але образи цих множин в 𝑙2 (⟨l2← l1⟩𝐴1 = U21𝐴1 = {𝜔},
⟨l2← l1⟩𝐴2 = U21𝐴2 = {𝜔}) не є диз’юнктними. Тому, у випадку card (Bs (ℬ1)) ≥ 2

виконується умова l1 ≻! l2, проте умова l1 ≻!! l2 не виконується.

Далi буде доведено, що в прикладах 1.130, 1.146 та 1.148 довiльна система вiдлiку

мiнливих множин типу 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
та 𝒵 im (U,ℬ) є чiтко видимою з будь-якої iншої

системи вiдлiку (див. твердження 1.164 та 1.165 далi).

Наступнi три твердження є безпосереднiми наслiдками означень 1.155, 1.152 та

твердження 1.154.

Твердження 1.157. Для довiльної мiнливої множини 𝒵 наступнi твердження

еквiвалентнi:

(Vi1) Система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є видимою з системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (l ≻ m).

(Vi2) Множина Bs(l) всiх елементарно-часових станiв l є видимою з m.

Твердження 1.158. Для довiльної мiнливої множини 𝒵 наступнi твердження

еквiвалентнi:

(nVi1) Система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є нормально видимою з системи вiдлiку m ∈
ℒ𝑘 (𝒵) (l ≻! m).

(nVi2) Множина Bs(l) є нормально видимою з m.

(nVi3) Будь-яка непорожня мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) є видимою з системи вiд-

лiку m (∀ ⊆ Bs(l) (𝐴 ̸= ∅ ⇒ ⟨m← l⟩𝐴 ̸= ∅)).

Твердження 1.159. Нехай 𝒵 — довiльна мiнлива множина. Тодi:

1. Довiльна система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є чiтко видимою з самої себе (тобто

∀ l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (l ≻!! l)).

2. Наступнi твердження рiвносильнi:

(pVi1) Система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є чiтко видимою з системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (𝒵)

(l ≻!! m).

(pVi2) Множина Bs(l) l є чiтко видимою з m.

Твердження 1.160. Для довiльної мiнливої множини 𝒵 бiнарне вiдношення ≻! є

вiдношенням квазiпорядку 1.9 на множинi ℒ𝑘 (𝒵) всiх систем вiдлiку 𝒵.
1.9Про вiдношення квазiпорядку див. зноску 1.2.
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Доведення. Рефлексивнiсть бiнарного вiдношення ≻! випливає з першого пункту

твердження 1.159 та зауваження 1.156. Отже, потребує доведення лише транзитив-

нiсть вiдношення ≻! .

Нехай l ≻! m i m ≻! p, де l,m, p ∈ ℒ𝑘 (𝒵). Тодi, використовуючи твердження 1.158

(еквiвалентнiсть мiж пунктами (nVi1) та (nVi3)), для довiльної непорожньої мiнли-

вої системи 𝐴 ⊆ Bs(l) отримуємо, ⟨p← l⟩𝐴 ⊇ ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 ̸= ∅, отже, згiдно з

твердженням 1.158, маємо l ≻! p.

Зауваження 1.161. З першого пункту твердження 1.159 враховуючи зауважен-

ня 1.156 випливає рефлексивнiсть вiдношень ≻!! та≻ на множинi ℒ𝑘 (𝒵) (для довiль-

ної мiнливої множини 𝒵). Проте, цi вiдношення, взагалi кажучи, не є транзитивними.
Це буде доведено за допомогою наступних прикладiв.

Приклад 1.162. Нехай ℬ — довiльна базова мiнлива множина. Розглянемо iндексо-

вану сiм’ю базових мiнливих множин
←−
ℬ = (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ N), визначену наступним чином:

ℬ𝛼 := ℬ, 𝛼 ∈ N.

Визначимо вiдображення U𝛽𝛼 : 2Bs(ℬ𝛼) → 2Bs(ℬ𝛽) (𝛼, 𝛽 ∈ N) наступною формулою:

U𝛽𝛼𝐴 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴, 𝛽 ∈ {𝛼, 𝛼 + 1} ;

Bs(ℬ), 𝛽 > 𝛼 + 1, 𝐴 ̸= ∅;

∅, 𝛽 > 𝛼 + 1, 𝐴 = ∅;

∅, 𝛽 < 𝛼,

(𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼) = Bs(ℬ), 𝑛 ∈ N) (1.57)

(тут знаки <,> означають звичний порядок на множинi натуральних чисел).

Доведемо, що система вiдображень
←−
U = (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ N) є унiфiкацiєю сприйман-

ня. Першi двi умови означення 1.124 для системи вiдображень
←−
U виконуються три-

вiальним чином. Перевiримо третю умову. Нехай, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ N i 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼) = Bs(ℬ).

Тодi у випадку 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 𝛾, згiдно з (1.57), отримаємо:

U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∅, 𝐴 = ∅;
𝐴, 𝐴 ̸= ∅, 𝛽 ∈ {𝛼, 𝛼 + 1} , 𝛾 ∈ {𝛽, 𝛽 + 1} ;

Bs(ℬ), 𝐴 ̸= ∅, i (𝛽 > 𝛼 + 1 або 𝛾 > 𝛽 + 1).

(1.58)

Оскiльки при 𝛼 ≤ 𝛾 множина U𝛾𝛼𝐴 завжди збiгається з 𝐴 або Bs(ℬ) (тобто U𝛾𝛼𝐴 ∈
{𝐴,Bs(ℬ)}), то у перших двох випадках формули (1.58) включення U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 ⊆ U𝛾𝛼𝐴

має мiсце. В третьому випадку формули (1.58) маємо 𝛾 > 𝛼+ 1, отже, U𝛾𝛼𝐴 = Bs(ℬ).

Тому, в цьому випадку останнє включення також має мiсце. Якщо ж умова 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 𝛾

порушується, тобто 𝛼 > 𝛽 або 𝛽 > 𝛾, то, за формулою (1.57), U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = ∅. Отже
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в цьому випадку включення U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 ⊆ U𝛾𝛼𝐴 також виконується. Таким чином, всi

три умови означення 1.124 виконуються.

Отже, трiйка 𝒵 =
(︁
N,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁
є мiнливою множиною. При цьому, вiдповiдно до

системи позначень, прийнятої в пiдроздiлi 1.12.2, маємо:

ℒ𝑘 (𝒵) = {l𝑛 | 𝑛 ∈ N} , де l𝑛 = (𝑛,ℬ𝑛) = (𝑛,ℬ) , 𝑛 ∈ N,
i для l𝑛, l𝑚 ∈ ℒ𝑘 (𝒵) має мiсце рiвнiсть ⟨l𝑛← l𝑚⟩ = U𝑛𝑚. Тому, згiдно (1.57) отримуємо:

⟨l𝑛+1← l𝑛⟩𝐴 = 𝐴, 𝐴 ⊆ Bs (l𝑛) = Bs(ℬ), 𝑛 ∈ N;

⟨l𝑛+2← l𝑛⟩𝐴 =

⎧⎨⎩Bs(ℬ), 𝐴 ̸= ∅
∅, 𝐴 = ∅

, 𝐴 ⊆ Bs (l𝑛) = Bs(ℬ), 𝑛 ∈ N;

З останньої рiвностi видно, що для довiльного 𝑛 ∈ N виконується спiввiдношення

l𝑛 ≻!! l𝑛+1. Але, при умовi card(Bs(ℬ)) ≥ 2, система вiдлiку l𝑛 є нормально видимою,

проте не чiтко видимою з l𝑛+2. Отже, при card(Bs(ℬ)) ≥ 2, для довiльного 𝑛 ∈ N
маємо, l𝑛 ≻!! l𝑛+1, l𝑛+1 ≻!! l𝑛+2, хоча умова l𝑛 ≻!! l𝑛+2 не виконується.

Приклад 1.163. Нехай базова мiнлива множина ℬ така, що множина Bs(ℬ) — не-

скiнченна. Тодi iснує послiдовнiсть елементарно-часових станiв (𝜔𝑛)∞𝑛=1 ⊆ Bs(ℬ) така,

що 𝜔𝑛 ̸= 𝜔𝑚, 𝑚 ̸= 𝑛. Покладемо:

ℬ𝛼 := ℬ, 𝛼 ∈ N;
←−
ℬ := (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ N) ;

U𝛽𝛼𝐴 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴, 𝛽 = 𝛼

{𝜔𝛽} , 𝛽 = 𝛼 + 1, 𝜔𝛽 ∈ 𝐴

∅, 𝛽 = 𝛼 + 1, 𝜔𝛽 /∈ 𝐴

∅, 𝛽 /∈ {𝛼, 𝛼 + 1} .

(︃
𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼)

= Bs(ℬ); 𝛼, 𝛽 ∈ N

)︃
(1.59)

Аналогiчно до попереднього прикладу можна переконатись, що система вiдображень
←−
U = (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ N) є унiфiкацiєю сприймання на

←−
ℬ . Отже, трiйка 𝒵 =

(︁
N,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁

є мiнливою множиною. При цьому:

ℒ𝑘 (𝒵) = {l𝑛 | 𝑛 ∈ N} , де l𝑛 = (𝑛,ℬ𝑛) = (𝑛,ℬ) , 𝑛 ∈ N,

⟨l𝑛← l𝑚⟩ = U𝑛𝑚, 𝑚, 𝑛 ∈ N (l𝑛, l𝑚 ∈ ℒ𝑘 (𝒵)).

Тому, згiдно (1.59), для довiльного 𝑛 ∈ N отримуємо, ⟨l𝑛+2← l𝑛⟩𝐴 = U𝑛+2,𝑛𝐴 = ∅,
𝐴 ⊆ Bs(ℬ) = Bs (l𝑛), хоча при умовi, 𝜔𝑛+1, 𝜔𝑛+2 ∈ 𝐴 маємо, ⟨l𝑛+1← l𝑛⟩𝐴 = {𝜔𝑛+1} ≠ ∅,
⟨l𝑛+2← l𝑛+1⟩𝐴 = {𝜔𝑛+2} ̸= ∅. Тобто, l𝑛 ≻ l𝑛+1, l𝑛+1 ≻ l𝑛+2, хоча при цьому система

вiдлiку l𝑛 невидима з l𝑛+2 (l𝑛 ̸≻ l𝑛+2).
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Зараз перейдемо до дослiдження питання про видимiсть систем вiдлiку в мiнли-

вих множинах типу 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
та 𝒵 im [P,ℬ]. Нижче буде доведено, що в зазначених

мiнливих множинах кожна система вiдлiку є чiтко видимою з будь-якої iншої.

Твердження 1.164. Нехай
←−
ℬ = (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) (𝒜 ≠ ∅) — iндексована сiм’я базових

мiнливих множин така, що card (Bs (ℬ𝛼)) = card (Bs (ℬ𝛽)) (для довiльних iндексiв

𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) i
←−
𝑊 = (𝑊𝛽𝛼| 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) — iндексована сiм’я бiєкцiй виду 𝑊𝛽𝛼 : Bs (ℬ𝛼) →

Bs (ℬ𝛽) (мiж Bs (ℬ𝛼) i Bs (ℬ𝛽)), що задовольняє умови (1.49). Покладемо:

𝒵 := 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
.

Тодi для довiльних систем вiдлiку l1, l2 ∈ ℒ𝑘 (𝒵) виконується спiввiдношення

l1 ≻!! l2.

Доведення. Розглянемо будь-якi системи вiдлiку l1, l2 ∈ ℒ𝑘 (𝒵), де 𝒵 = 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
.

Згiдно з властивiстю 1.131(1) системи вiдлiку l1, l2 можна подати у виглядi, l1 =

(𝛼,ℬ𝛼), l2 = (𝛽,ℬ𝛽), де 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜. Згiдно з властивостями 1.131(4,3), вiдображення

унiфiкацiї мiж l1 та l2 визначаються за формулою:

⟨l2← l1⟩𝐴 = 𝑊𝛽𝛼(𝐴) = {𝑊𝛽𝛼(𝜔) | 𝜔 ∈ 𝐴} (∀𝐴 ⊆ Bs (l1) = Bs (ℬ𝛼)) ,

де вiдображення𝑊𝛽𝛼 : Bs (ℬ𝛼)→ Bs (ℬ𝛽) є бiєкцiєю мiж Bs (ℬ𝛼) = Bs (l1) та Bs (ℬ𝛽) =

Bs (l2). Отже, довiльна непорожня мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs (l1) є видимою з l2. Тому,

за означенням 1.152 (пункт 2), множина Bs (l1) є нормально видимою з l2. Оскiльки

вiдображення 𝑊𝛽𝛼 є бiєкцiєю мiж Bs (l1) та Bs (l2), то для довiльної диз’юнктної

iндексованої сiм’ї мiнливих систем (𝐴𝜉 | 𝜉 ∈ B) (𝐴𝜉 ⊆ Bs (l1), 𝜉 ∈ B i 𝐴𝜉 ∩ 𝐴𝛾 = ∅
при 𝜉 ̸= 𝛾), отримуємо рiвнiсть:

⟨l2← l1⟩

(︃⨆︀
𝜉∈B

𝐴𝜉

)︃
= 𝑊𝛽𝛼

(︃⨆︀
𝜉∈B

𝐴𝜉

)︃
=
⨆︀
𝜉∈B

𝑊𝛽𝛼 (𝐴𝜉) =
⨆︀
𝜉∈B
⟨l2← l1⟩𝐴𝜉.

Отже, за означенням 1.152 (пункт 3), множина Bs (l1), є чiтко видимою з l2. Таким

чином, згiдно з твердженням 1.159, маємо, l1 ≻!! l2.

Твердження 1.165. Нехай P еволюцiйний мультипроектор для базової мiнливої

множини ℬ i 𝒵 = 𝒵 im [P,ℬ]. Тодi для довiльних систем вiдлiку l1, l2 ∈ ℒ𝑘 (𝒵)

виконується спiввiдношення l1 ≻!! l2.

Доведення. Твердження 1.165 випливає з твердження 1.164 i рiвностi (1.55) (див,

також, зауваження 1.142).

Наслiдок 1.166. Нехай, U — трансформуюча множина бiєкцiй вiдносно базової

мiнливої множини ℬ на 𝑋. Покладемо 𝒵 := 𝒵 im (U,ℬ). Тодi для довiльних систем

вiдлiку l1, l2 ∈ ℒ𝑘 (𝒵) виконується спiввiдношення l1 ≻!! l2.

Доведення. Наслiдок 1.166 випливає з твердження 1.165 i рiвностi (1.56).
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Зокрема, з наслiдку 1.166 випливає, що в мiнливiй множинi, що розглядалась в

прикладi 1.148, кожна система вiдлiку є чiтко видимою з будь-якої iншої.

Означення 1.167. Будемо говорити, що мiнлива множина 𝒵 є видимою

(нормально видимою, чiтко видимою) якщо для довiльних систем вiдлiку

l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) виконується умова l ≻ m (l ≻! m, l ≻!! m) вiдповiдно.

Iз зауваження 1.156 випливає, що довiльна нормально видима мiнлива мно-

жина є видимою. Приклад 1.150 показує, що обернене твердження, взагалi ка-

жучи не є правильним. Справдi, розглянемо випадок, коли в цьому прикладi

card (Bs (ℬ1)) ≥ 2. Як було доведено в зауваженнi 1.156, в цьому випадку для си-

стем вiдлiку l1 = (1,ℬ1), l2 = (2,ℬ2) виконується спiввiдношення l1 ≻ l2, проте спiв-

вiдношення l1 ≻! l2 не виконується. Оскiльки в цьому прикладi 𝜔 ∈ Bs (ℬ2), то
отримуємо, ⟨l1← l2⟩Bs (ℬ2) = U12Bs (ℬ2) = Bs (ℬ1) ̸= ∅. Отже, l2 ≻ l1. Таким чином

l1 ≻ l2, l2 ≻ l1, проте спiввiдношення l1 ≻! l2 не виконується. I беручи до уваги, що

ℒ𝑘 (𝒵1) = {l1, l2}, отримуємо, що мiнлива множина 𝒵1 в прикладi 1.150 є видимою,

проте не нормально видимою. В пiдроздiлi 1.14.2 (див. наслiдок 1.172) буде показа-

но, що довiльна мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою тодi i тiльки тодi, коли вона є

нормально видимою.

Використовуючи поняття чiтко видимої мiнливої множини, введене в означен-

нi 1.167, отримуємо наступнi наслiдки з тверджень 1.164, 1.165 та наслiдка 1.166.

Наслiдок 1.168. Нехай
←−
ℬ = (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) (𝒜 ̸= ∅) — iндексована сiм’я базових

мiнливих множин така, що card (Bs (ℬ𝛼)) = card (Bs (ℬ𝛽)) (для довiльних iндексiв

𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) i
←−
𝑊 = (𝑊𝛽𝛼| 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) — iндексована сiм’я бiєкцiй виду 𝑊𝛽𝛼 : Bs (ℬ𝛼) →

Bs (ℬ𝛽) (мiж Bs (ℬ𝛼) i Bs (ℬ𝛽)), що задовольняє умови (1.49). Тодi мiнлива множина

𝒵 = 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
є чiтко видимою.

Наслiдок 1.169. Нехай P еволюцiйний мультипроектор для базової мiнливої мно-

жини ℬ. Тодi мiнлива множина 𝒵 = 𝒵 im [P,ℬ] є чiтко видимою.

Наслiдок 1.170. Нехай, U — трансформуюча множина бiєкцiй вiдносно базової

мiнливої множини ℬ на 𝑋. Тодi мiнлива множина 𝒵 = 𝒵 im (U,ℬ) є чiтко видимою.

1.14.2. Класи видимостi.

Твердження 1.171. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) довiльної мiнливої

множини 𝒵 наступнi твердження рiвносильнi:

(А) l ≻! m i m ≻! l; (Б) l ≻!! m i m ≻!! l.

Доведення. Оскiльки з чiткої видимостi випливає нормальна видимiсть, досить до-

вести iмплiкацiю (А)⇒(Б). Отже, припустимо, що l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵), l ≻! m i m ≻! l.
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1) Спочатку доведемо, що для довiльних 𝐴,𝐵 ⊆ Bs(l), рiвнiсть 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ має
мiсце тодi i тiльки тодi, коли ⟨m← l⟩𝐴∩⟨m← l⟩𝐵 = ∅. Нехай, 𝐴∩𝐵 = ∅. Тодi, згiдно з
другим пунктом твердження 1.129, маємо, ∅ = 𝐴∩𝐵 ⊇ ⟨l←m⟩ (⟨m← l⟩𝐴 ∩ ⟨m← l⟩𝐵).

Оскiльки m ≻! l i ⟨l←m⟩ (⟨m← l⟩𝐴 ∩ ⟨m← l⟩𝐵) = ∅, то, за означенням нормальної

видимостi, отримуємо, ⟨m← l⟩𝐴∩⟨m← l⟩𝐵 = ∅, що й необхiдно було довести. Навпа-
ки, нехай ⟨m← l⟩𝐴∩⟨m← l⟩𝐵 = ∅. Тодi, згiдно з першим пунктом твердження 1.129,

маємо, ⟨m← l⟩ (𝐴 ∩𝐵) ⊆ ⟨m← l⟩𝐴 ∩ ⟨m← l⟩𝐵 = ∅. Оскiльки ⟨m← l⟩ (𝐴 ∩𝐵) = ∅ i
l ≻! m, то, за означенням нормальної видимостi, отримуємо 𝐴 ∩𝐵 = ∅.

2) Нехай, 𝐴 ⊆ Bs(l) i 𝐴 =
⨆︀
𝛼∈𝒜𝐴𝛼 (де 𝐴𝛼 ⊆ 𝐴, 𝛼 ∈ 𝒜; 𝐴𝛼 ∩ 𝐴𝛽 = ∅,

𝛼 ̸= 𝛽). Згiдно з пунктом 3) твердження 1.129, маємо, ⟨m← l⟩𝐴 ⊇
⋃︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼.

Оскiльки сiм’я множин (𝐴𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) — диз’юнктна, то, згiдно з першим пунктом

даного доведення, сiм’я множин (⟨m← l⟩𝐴𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) — також диз’юнктна, тобто

⟨m← l⟩𝐴 ⊇
⨆︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼. Припустимо, що останнє включення є строге (тобто

що ⟨m← l⟩𝐴 ̸=
⨆︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼). Тодi множина �̃� = (⟨m← l⟩𝐴) ∖

(︀⨆︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼

)︀
— непорожня. Отже, за означенням нормальної видимостi, множина 𝐵 = ⟨l←m⟩ �̃�
— також непорожня. Оскiльки �̃� ⊆ ⟨m← l⟩𝐴, то, згiдно з властивостями 1.126,

маємо, 𝐵 = ⟨l←m⟩ �̃� ⊆ ⟨l←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 ⊆ ⟨l← l⟩𝐴 = 𝐴. Оскiльки множина

�̃� = (⟨m← l⟩𝐴)∖
(︀⨆︀

𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼
)︀
не перетинається з жодною iз множин ⟨m← l⟩𝐴𝛼

(𝛼 ∈ 𝒜), то, множина ⟨m← l⟩𝐵 = ⟨m← l⟩ ⟨l←m⟩ �̃� ⊆ ⟨m←m⟩ �̃� = �̃� також не пере-

тинається з жодною iз множин ⟨m← l⟩𝐴𝛼 (𝛼 ∈ 𝒜) (тобто ⟨m← l⟩𝐵 ∩ ⟨m← l⟩𝐴𝛼 = ∅,
𝛼 ∈ 𝒜). Звiдси, за першим пунктом даного доведення, маємо, 𝐵 ∩ 𝐴𝛼 = ∅, 𝛼 ∈ 𝒜.
Таким чином, ми бачимо, що iснує непорожня множина 𝐵 ⊆ 𝐴 така, що 𝐵∩𝐴𝛼 = ∅,
𝛼 ∈ 𝒜, що суперечить рiвностi 𝐴 =

⨆︀
𝛼∈𝒜𝐴𝛼. Отже, зроблене вище припущення —

помилкове. Тому маємо рiвнiсть ⟨m← l⟩𝐴 =
⨆︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼.

Таким чином, довiльна множина 𝐴 ⊆ Bs(l) є чiтко видимою з системи вiдлiку m,

тобто l ≻!! m. Аналогiчно отримуємо m ≻!! l.

Безпосередньо з твердження 1.171 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 1.172. Мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою тодi i тiльки тодi, коли

вона є нормально видимою.

Враховуючи наслiдок 1.172, термiном “нормально видима мiнлива множина” на-

далi користуватись не будемо.

Означення 1.173. Будемо говорити, що системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) еквiвалентнi

вiдносно чiткої видимостi (або, скорочено, чiтко-еквiвалентнi), якщо виконує-

ться умова (Б) (або, що рiвносильно, умова (А)) твердження 1.171.

Той факт, що системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) є чiтко-еквiвалентними будемо позна-

чати наступним чином:

l ≡! m (𝒵).
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А якщо вiдомо, про яку мiнливу множину 𝒵 йде мова, будемо вживати скорочене

позначення l ≡! m.

Твердження 1.174. Для довiльної мiнливої множини 𝒵 вiдношення ≡! є вiдноше-

нням еквiвалентностi на множинi ℒ𝑘 (𝒵).

Доведення. Для l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) умова l ≡! m рiвносильна умовi (А) твердження 1.171

(тобто умовi l ≻! m i m ≻! l). Тому, оскiльки (згiдно з твердженням 1.160) вiдношення

≻! є квазiпорядком на ℒ𝑘 (𝒵), то бажаний результат випливає з [73, лема на стор.

37] 1.10.

Означення 1.175. Класи еквiвалентностi, на якi розбиває вiдношення еквiвален-

тностi ≡! множину ℒ𝑘 (𝒵) будемо називати класами чiткої видимостi мiнливої

множини 𝒵.

Таким чином, множина ℒ𝑘 (𝒵) систем вiдлiку довiльної мiнливої множини 𝒵
розбивається на класи чiткої видимостi, в межах яких будь-яка система вiдлiку є

чiтко видимою з iншої системи вiдлiку даного класу. Очевидно, що мiнлива множина

𝒵 є чiтко видимою тодi i тiльки тодi, коли ℒ𝑘 (𝒵) складається лише з одного класу

чiткої видимостi.

Виявляється, що використовуючи вiдношення видимостi “≻” також можна роз-

бити множину ℒ𝑘 (𝒵) на класи еквiвалентностi.

Означення 1.176. Нехай, 𝒵 — мiнлива множина.

(а) Будемо говорити, що системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) безпосередньо зв’язанi

видимiстю в 𝒵 (використовуючи позначення l ≺≻ m (𝒵), або l ≺≻ m у

випадку, коли наперед вiдомо про яку мiнливу множину 𝒵 йде мова) якщо має

мiсце хоч одна з умов, l ≻ m або m ≻ l.

(б) Будемо говорити, що системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) зв’язанi видимiстю в 𝒵
(використовуючи позначення l̂︀≡m(𝒵), або l̂︀≡m у випадку, коли наперед вiдомо

про яку мiнливу множину 𝒵 йде мова) якщо iснує послiдовнiсть l0, l1, · · · , l𝜈 ∈
ℒ𝑘 (𝒵) (𝜈 ∈ N) така, що:

l0 = l, l𝜈 = m, i l𝑖 ≺≻ l𝑖−1 (∀ 𝑖 ∈ 1, 𝜈).

Твердження 1.177. Вiдношення ̂︀≡ є вiдношенням еквiвалентностi на ℒ𝑘 (𝒵).

Доведення. Оскiльки вiдношення видимостi, згiдно з зауваженням 1.161, є рефле-

ксивним, то вiдношення ≺≻ є рефлексивним i симетричним на ℒ𝑘 (𝒵). Бiнарне вiдно-

шення ̂︀≡ є транзитивним замиканням вiдношення ≺≻ в сенсi [81, стор. 69], [101, стор.

1.10 Зауважимо, що рефлексивнiсть, симетричнiсть i транзитивнiсть вiдношення ≡! неважко, та-
кож, встановити безпосередньою перевiркою, виходячи з того, що вiдношення ≻! є квазiпорядком
(рефлексивним i транзитивним вiдношенням) на ℒ𝑘 (𝒵).
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32]. Тому, згiдно з [81, твердження 5.8, 5.9 i теорема 5.7], вiдношення ̂︀≡ є вiдноше-

нням еквiвалентностi на ℒ𝑘 (𝒵). (Зауважимо, що рефлексивнiсть, симетричнiсть i

транзитивнiсть вiдношення ̂︀≡ неважко встановити i безпосередньою перевiркою.)

Означення 1.178. Класи еквiвалентностi, на якi розбиває вiдношення еквiвален-

тностi ̂︀≡ множину ℒ𝑘 (𝒵) називатимемо класами видимостi мiнливої множини 𝒵.

Проте може виявитись, що в мiнливiй множинi iснує всього один клас видимостi.

Означення 1.179. Мiнлива множина 𝒵 називається зв’язно видимою, якщо для

довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) має мiсце умова l̂︀≡m.
Зрозумiло, що будь-яка видима мiнлива множина є зв’язно видимою. Аналiзую-

чи приклади 1.162 та 1.163, неважко встановити, що обернене твердження, взагалi

кажучи, є хибним.

Отже, якщо мiнлива множина 𝒵 не є зв’язно видимою, то сукупнiсть її систем

вiдлiку ℒ𝑘 (𝒵) розбивається на “спаралеленi свiти” (класи видимостi). Причому будь-

який клас видимостi є “повнiстю невидимим” з iнших класiв видимостi. Формальним

прикладом мiнливої множини з багатьма класами видимостi може служити мiнлива

множина 𝒵nv
(︁←−
ℬ
)︁
(див. приклад 1.149) при умовi card(𝒜) ≥ 2. В мiнливiй множинi

𝒵nv
(︁←−
ℬ
)︁
кожна система вiдлiку утворює окремий клас видимостi.

Класи чiткої видимостi також можна розглядати як “спаралеленi свiти”. Про-

те такi “спаралеленi свiти” можуть бути частково видимими з iнших “спаралелених

свiтiв”.

1.14.3. Чiтко видимi мiнливi множини. В класичнiй механiцi та спе-

цiальнiй теорiї вiдносностi припускається, що будь-який елементарно-часовий стан

(фiз. – “подiя”) є видимим в будь-якiй iнерцiйнiй системi вiдлiку. Отже, чiтко видимi

мiнливi множини є особливо важливими для фiзики. Саме тому в даному пiдроздiлi

цi мiнливi множини будуть вивченi бiльш детально. Нагадаємо, що (згiдно з результа-

тами, доведеними вище) мiнливi множини типу 𝒵pv
(︁←−
ℬ ,
←−
𝑊
)︁
, 𝒵 im [P,ℬ] i 𝒵 im (U,ℬ),

введенi в прикладах 1.130, 1.146, 1.148 та означеннi 1.141, є чiтко видимими.

Зауваження 1.180. В силу твердження 1.171 та означення вiдношення ≡! , для

довiльної мiнливої множини 𝒵 наступнi твердження є рiвносильними:

(I) 𝒵 є чiтко видимою мiнливою множиною;

(II) для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) має мiсце умова l ≻!! m;

(III) для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) має мiсце умова l ≻! m;

(IV) для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) має мiсце умова l ≡! m.

Зауважимо, також, що в першому пунктi доведення твердження 1.171 було дове-

дено наступну лему.
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Лема 1.181. Нехай, мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою. Тодi для довiльних l,m ∈
ℒ𝑘 (𝒵) i 𝐴,𝐵 ⊆ Bs(l) рiвнiсть ⟨m← l⟩𝐴∩⟨m← l⟩𝐵 = ∅ має мiсце тодi i тiльки тодi,
коли 𝐴 ∩𝐵 = ∅.

Теорема 1.182. Мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою тодi i тiльки тодi, коли

для довiльних l,m, p ∈ ℒ𝑘 (𝒵) справедлива рiвнiсть:

⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩ = ⟨p← l⟩ . (1.60)

Доведення. Достатнiсть. Нехай для довiльних l,m, p ∈ ℒ𝑘 (𝒵) виконується рiв-

нiсть (1.60). Розглянемо довiльнi системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i довiльну мiн-

ливу систему 𝐴 ⊆ Bs(l) таку, що 𝐴 ̸= ∅. Тодi, згiдно з (1.60), маємо,

𝐴 = ⟨l← l⟩𝐴 = ⟨l←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴. Отже, за твердженням 1.128, ⟨m← l⟩𝐴 ̸= ∅. Та-
ким чином, за твердженням 1.158, маємо l ≻! m (для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵)). Отже,

згiдно з зауваженням 1.180, мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою.

Необхiднiсть. Навпаки, нехай мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою. Розглянемо

довiльнi системи вiдлiку l,m, p ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i довiльну мiнливу систему 𝐴 ⊆ Bs(l). За
властивiстю 1.126(9), маємо, ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 ⊆ ⟨p← l⟩𝐴. Позначимо:

𝐵1 := ⟨p← l⟩𝐴 ∖ ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴.
Тодi, 𝐵1 ⊆ ⟨p← l⟩𝐴 i 𝐵1 ∩ ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 = ∅. Покладемо, 𝐵 := ⟨l←m⟩ ⟨m← p⟩𝐵1.

Використовуючи властивостi 1.126 отримуємо:

𝐵 = ⟨l←m⟩ ⟨m← p⟩𝐵1 ⊆ ⟨l←m⟩ ⟨m← p⟩ ⟨p← l⟩𝐴 ⊆ ⟨l← l⟩𝐴 = 𝐴;

⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐵 = ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩ ⟨l←m⟩ ⟨m← p⟩𝐵1 ⊆ ⟨p← p⟩𝐵1 = 𝐵1.

Отже, оскiльки 𝐵1 ∩ ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 = ∅, то отримуємо, ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐵 ∩
⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 = ∅. Звiдси, використовуючи лему 1.181, дiстаємо, 𝐵 ∩ 𝐴 = ∅.
Оскiльки 𝐵 ⊆ 𝐴 i 𝐵 ∩ 𝐴 = ∅, то 𝐵 = ∅. Таким чином, ⟨l←m⟩ ⟨m← p⟩𝐵1 = 𝐵 = ∅.
Отже, беручи до уваги, той факт, що згiдно з зауваженням 1.180, мають мiсце спiввiд-

ношення p ≻! m i m ≻! l, отримуємо (за означенням нормальної видимостi) рiвнiсть

𝐵1 = ∅.

Зауважимо, що для мiнливої множини виду 𝒵 =
(︁
𝒜,
←−
ℬ ,
←−
U
)︁
з означення 1.124,

умова (1.60) еквiвалентна умовi (1.46).

Твердження 1.183. Нехай 𝒵 — чiтко видима мiнлива множина. Тодi для довiль-

них систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵), довiльної сiм’ї мiнливих систем (𝐴𝛼|𝛼 ∈ 𝒜) (та-

кої, що 𝐴𝛼 ⊆ Bs(l) ∀𝛼 ∈ 𝒜) i довiльних мiнливих систем 𝐴,𝐵 ⊆ Bs(l) справедливi
наступнi твердження:

1. ⟨m← l⟩
(︂ ⋂︀
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼

)︂
=
⋂︀
𝛼∈𝒜
⟨m← l⟩𝐴𝛼;
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2. ⟨m← l⟩ (𝐴 ∖𝐵) = ⟨m← l⟩𝐴 ∖ ⟨m← l⟩𝐵;

3. ⟨m← l⟩Bs(l) = Bs(m);

4. ⟨m← l⟩
(︂ ⋃︀
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼

)︂
=
⋃︀
𝛼∈𝒜
⟨m← l⟩𝐴𝛼;

5. Якщо мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) є одноелементною (тобто card(𝐴) = 1), то

мiнлива система ⟨m← l⟩𝐴 також одноелементна.

Доведення. 1) Використовуючи твердження 1.129, пункт 2), властивостi 1.126 i тео-

рему 1.182 (рiвнiсть (1.60)) отримуємо:

⟨m← l⟩

(︃⋂︁
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼

)︃
⊇ ⟨m← l⟩ ⟨l←m⟩

(︃⋂︁
𝛼∈𝒜

⟨m← l⟩𝐴𝛼

)︃
=

= ⟨m←m⟩

(︃⋂︁
𝛼∈𝒜

⟨m← l⟩𝐴𝛼

)︃
=
⋂︁
𝛼∈𝒜

⟨m← l⟩𝐴𝛼.

Отже, ⟨m← l⟩
(︀⋂︀

𝛼∈𝒜𝐴𝛼
)︀
⊇
⋂︀
𝛼∈𝒜 ⟨m← l⟩𝐴𝛼. Обернене включення мiститься в твер-

дженнi 1.129, пункт 1).

2) Оскiльки 𝐴 ∖ 𝐵 ⊆ 𝐴, то, за властивiстю 1.126(8) маємо, ⟨m← l⟩ (𝐴 ∖ 𝐵) ⊆
⟨m← l⟩𝐴. Так, як (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ 𝐵 = ∅, то згiдно з лемою 1.181, отримуємо, ⟨m← l⟩ (𝐴 ∖
𝐵) ∩ ⟨m← l⟩𝐵 = ∅. Отже:

⟨m← l⟩ (𝐴 ∖𝐵) ⊆ ⟨m← l⟩𝐴 ∖ ⟨m← l⟩𝐵. (1.61)

Застосувавши спiввiдношення (1.61) до множин ⟨m← l⟩𝐴, ⟨m← l⟩𝐵, i вiдображення
унiфiкацiї ⟨l←m⟩, а також, скориставшись формулою (1.60) та властивостями 1.126

отримуємо:

⟨l←m⟩ (⟨m← l⟩𝐴 ∖ ⟨m← l⟩𝐵) ⊆ ⟨l←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 ∖ ⟨l←m⟩ ⟨m← l⟩𝐵 =

= ⟨l← l⟩𝐴 ∖ ⟨l← l⟩𝐵 = 𝐴 ∖𝐵.
Звiдси, за властивiстю 1.126(8), маємо, ⟨m← l⟩ ⟨l←m⟩ (⟨m← l⟩𝐴 ∖ ⟨m← l⟩𝐵) ⊆
⟨m← l⟩ (𝐴 ∖ 𝐵). I, скориставшись скориставшись формулою (1.60) i властивi-

стю 1.126(5), отримаємо обернене включення до (1.61).

3) За означенням вiдображення унiфiкацiї:

⟨m← l⟩Bs(l) ⊆ Bs(m). (1.62)

Аналогiчно, ⟨l←m⟩Bs(m) ⊆ Bs(l). Застосувавши до останнього включення вiдобра-

ження унiфiкацiї ⟨m← l⟩, а також скориставшись властивостями 1.126 та спiввiдно-

шенням (1.60) отримаємо включення, обернене до (1.62).

4) Зауважимо, що:
⋃︀
𝛼∈𝒜𝐴𝛼 = Bs(l) ∖

(︀⋂︀
𝛼∈𝒜 (Bs(l) ∖ 𝐴𝛼)

)︀
. Звiдси, скориставшись

пунктами 1, 2, i 3 даного твердження отримаємо:
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⟨m← l⟩

(︃⋃︁
𝛼∈𝒜

𝐴𝛼

)︃
= (⟨m← l⟩Bs(l)) ∖

(︃⋂︁
𝛼∈𝒜

(⟨m← l⟩Bs(l) ∖ ⟨m← l⟩𝐴𝛼)

)︃
=

= Bs(m) ∖

(︃⋂︁
𝛼∈𝒜

(Bs(m) ∖ ⟨m← l⟩𝐴𝛼)

)︃
=
⋃︁
𝛼∈𝒜

⟨m← l⟩𝐴𝛼.

5) Нехай 𝐴 ⊆ Bs(l), причому 𝐴 = {𝜔} — одноелементна множина. Оскiльки 𝒵
— чiтко видима мiнлива множина, то, згiдно iз зауваженням 1.180, маємо l ≻! m i

m ≻! l. Тому, оскiльки 𝐴 ̸= ∅, то, за означенням нормальної видимостi, отримуємо,

⟨m← l⟩𝐴 ̸= ∅. Припустимо, що множина 𝐵 = ⟨m← l⟩𝐴 мiстить бiльш, нiж один

елемент. Тодi iснують множини 𝐵1, 𝐵2 ⊆ 𝐵 такi, що 𝐵1, 𝐵2 ̸= ∅ i 𝐵 = 𝐵1 ⊔ 𝐵2. По-

кладемо: 𝐴1 := ⟨l←m⟩𝐵1, 𝐴2 := ⟨l←m⟩𝐵2. Оскiльки 𝐵1, 𝐵2 ̸= ∅, то, за означенням
нормальної видимостi, 𝐴1, 𝐴2 ̸= ∅. Оскiльки 𝐵 = 𝐵1 ⊔ 𝐵2, то, за означенням чiткої

видимостi, маємо, ⟨l←m⟩𝐵 = ⟨l←m⟩𝐵1 ⊔ ⟨l←m⟩𝐵2 = 𝐴1 ⊔𝐴2. Звiдси, враховуючи,

що 𝐵 = ⟨m← l⟩𝐴 i використовуючи рiвнiсть (1.60), отримуємо:

𝐴1 ⊔ 𝐴2 = ⟨l←m⟩𝐵 = ⟨l←m⟩ ⟨m← l⟩𝐴 = 𝐴.

Таким чином, множину 𝐴 можна розбити на двi диз’юнктнi непорожнi множини, що

суперечить тому факту, що множина 𝐴— одноелементна. Отже, множина ⟨m← l⟩𝐴—

непорожня, i не може мiстити бiльше, нiж один елемент, тобто є одноелементною.

Означення 1.184. Нехай 𝒵 — чiтко видима мiнлива множина, l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i 𝜔 ∈
Bs(l). Елементарно-часовий стан 𝜔′ ∈ Bs(m) такий, що {𝜔′} = ⟨m← l⟩ {𝜔} будемо
називати видимим образом елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs(l) в системi вiдлiку
m i будемо позначати його через ⟨! m← l, 𝒵⟩𝜔:

⟨! m← l, 𝒵⟩𝜔 = 𝜔′.

Вiдображення ⟨! m← l, 𝒵⟩ : Bs(l) → Bs(m) будемо називати вiдображенням чiткої

унiфiкацiї мiж системами вiдлiку l i m (з системи вiдлiку l в систему вiдлiку m).

У випадку, коли наперед вiдомо про яку мiнливу множину 𝒵 йде мова, замiсть

позначення ⟨! m← l, 𝒵⟩ будемо використовувати позначення ⟨! m← l⟩ .

Згiдно з твердженням 1.183, пункт 5, довiльний елементарно-часовий стан 𝜔 ∈
Bs(l) завжди має видимий образ 𝜔′ = ⟨! m← l⟩𝜔 (в iншiй системi вiдлiку довiльної

чiтко видимої мiнливої множини). Отже, в силу означення 1.184, для довiльного

елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs(l) в системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) чiтко видимої

мiнливої множини 𝒵 справедлива така рiвнiсть:

⟨m← l⟩ {𝜔} = {⟨! m← l⟩𝜔} (m ∈ ℒ𝑘 (𝒵)) (1.63)

Використовуючи рiвнiсть 𝐴 =
⨆︀

𝜔∈𝐴 {𝜔}, означення чiткої видимостi та рiвнiсть

(1.63) отримуємо наступну теорему.
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Теорема 1.185. Для довiльної непорожньої мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs(l) в системi
вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) чiтко видимої мiнливої множини 𝒵 справедлива рiвнiсть:

⟨m← l⟩𝐴 =
⨆︁
𝜔∈𝐴

{⟨! m← l⟩𝜔} = {⟨! m← l⟩𝜔 | 𝜔 ∈ 𝐴} (m ∈ ℒ𝑘 (𝒵)). (1.64)

Наслiдок 1.186. Нехай 𝒵 — чiтко видима мiнлива множина i l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) —

довiльнi її системи вiдлiку. Тодi для будь-якої мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs(l) множини

𝐴 i ⟨m← l⟩𝐴 є рiвнопотужними. При цьому у випадку 𝐴 ̸= ∅ вiдображення:

𝑓(𝜔) = ⟨! m← l⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs(l) (1.65)

є бiєкцiєю мiж множинами 𝐴 та ⟨m← l⟩𝐴. Зокрема рiвнопотужними є множини

Bs(l) та Bs(m) = ⟨m← l⟩Bs(l) i вiдображення (1.65) є бiєкцiєю мiж ними.

Доведення. У випадку 𝐴 = ∅ твердження даного наслiдку випливає з твердже-

ння 1.128. У випадку 𝐴 ̸= ∅ з теореми 1.185 випливає, що вiдображення (1.65)

є бiєкцiєю мiж множинами 𝐴 та ⟨m← l⟩𝐴 (звернемо увагу на знак диз’юнктного

об’єднання в рiвностi (1.64)). Крiм того, з твердження 1.183 (пункт 3)) випливає, що

Bs(m) = ⟨m← l⟩Bs(l). Отже, множини Bs(l) i Bs(m) є рiвнопотужними i вiдображе-

ння (1.65) є бiєкцiєю мiж цими множинами.

Використовуючи властивiсть 1.126(5), а також теореми 1.185 та 1.182 отриму-

ємо наступнi властивостi вiдображень чiткої унiфiкацiї в чiтко видимих мiнливих

множинах.

Властивостi 1.187. Нехай 𝒵 — чiтко видима мiнлива множина i l,m, p ∈ ℒ𝑘 (𝒵)

— довiльнi системи вiдлiку 𝒵. Тодi:

1. ∀ 𝜔 ∈ Bs(l) ⟨! l← l⟩𝜔 = 𝜔;

2. ∀ 𝐴 ⊆ Bs(l) ⟨m← l⟩𝐴 = {⟨! m← l⟩𝜔 | 𝜔 ∈ 𝐴};

3. ∀ 𝜔 ∈ Bs(l) ⟨! p←m⟩ ⟨! m← l⟩𝜔 = ⟨! p← l⟩𝜔.

Згiдно з наслiдками 1.169 i 1.170, мiнливi множини типу 𝒵 im [P,ℬ] та 𝒵 im (U,ℬ)

завжди є чiтко видимими. Тому, отримуємо такий наслiдок теореми 1.139:

Наслiдок 1.188. Нехай 𝒵 = 𝒵 im [P,ℬ], де P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜). Тодi для

довiльних систем вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵), m = (𝛽, 𝑈𝛽 [ℬ,T𝛽]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵)

(𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) виконується наступна рiвнiсть:

⟨! m← l, 𝒵⟩𝜔 = 𝑈𝛽
(︀
𝑈 [−1]
𝛼 (𝜔)

)︀
(𝜔 ∈ Bs(l) = 𝑈𝛼 (Bs(ℬ))) .

Основнi результати пiдроздiлу 1.14 були опублiкованi в [93].
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Роздiл 2

Кiнематичнi мiнливi множини та їх

властивостi

2.1. Вступ до роздiлу

На фiзичному рiвнi проблема дослiдження кiнематик з довiльними законами пере-

творення просторово-часових координат в iнерцiйних системах вiдлiку в найбiльш за-

гальнiй формi ставилось у роботах [102–104] для випадку, коли простiр геометричних

змiнних є тривимiрним i Евклiдовим. Частинним випадком перетворень координат,

розглянутих в [102–104], є класичнi перетворення Лоренца, а також узагальненi пе-

ретворення Лоренца в сенсi E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni [56–58,105–107]

(для систем вiдлiку, що рухаються зi швидкiстю, бiльшою за швидкiсть свiтла).

Тематика побудови теорiї надсвiтлового руху була започаткована, зокрема, в робо-

тах [53, 54]. Дослiдження в цьому напрямку активiзувались в 2011-2012 у зв’язку iз

дослiдами, проведеними в рамках експерименту OPERA [108]. Хоча пiзнiше резуль-

тати цих дослiдiв не пiдтвердились, зазначена тематика була i залишається акту-

альною вже понад 50 рокiв [55, 109]. На сьогоднi наявнiсть декiлькох кiнематичних

теорiй тахiонного руху породжує необхiднiсть побудови нових абстрактних матема-

тичних структур, якi б дозволяли моделювати еволюцiю фiзичних систем в рамках

рiзних законiв кiнематики. За умови вiдсутностi експериментальної перевiрки ви-

сновкiв рiзних теорiй тахiонової кiнематики, такi математичнi структури гарантува-

ли б, принаймнi, коректнiсть отримання цих висновкiв iз постулатiв даних теорiй.

Даний роздiл дисертацiйної роботи присвячений побудовi i дослiдженню таких мате-

матичних структур. Дослiдження в цьому напрямку можуть бути цiкавими, також,

для астрофiзики, оскiльки iснує припущення, що у великих масштабах Всесвiту зако-

ни фiзики (зокрема, закони кiнематики) можуть бути вiдмiнними вiд тих, якi дiють

в околi нашої Сонячної системи (тобто вiдмiнними вiд тих, якi базуються на пере-

твореннях координат Лоренца-Пуанкаре або Галiлея для iнерцiйних систем вiдлiку).

В роботах [110,111] було дано загальне означення лiнiйних перетворень координат

та узагальнених перетворень Лоренца у випадку, коли простiр геометричних змiн-
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них є довiльним дiйсним гiльбертовим простором. Слiд зазначити, що математичний

апарат робiт [56–58, 102–107, 110, 111] не базується на теорiї мiнливих множин, що

iстотно зменшує його загальнiсть. Зокрема математичний апарат зазначених робiт

дає змогу вивчати лише унiверсальнi перетворення координат (тобто такi перетво-

рення координат, при яких геометрично-часове положення довiльного матерiального

об’єкта в довiльнiй системi вiдлiку визначається геометрично-часовим положенням

цього об’єкта в певнiй, фiксованiй, системi вiдлiку i не залежить вiд жодних вну-

трiшнiх властивостей цього об’єкта). Даний роздiл роботи базується на абстрактнiй

теорiї мiнливих множин, розвинутiй у попередньому роздiлi. Зокрема в цьому роздiлi

буде дано означення реального та унiверсального перетворення координат у кiнема-

тичних мiнливих множинах i показано, що в класичних кiнематиках типу Галiлея та

Лоренца-Пуанкаре завжди iснує унiверсальне перетворення координат. Також буде

побудовано один цiкавий клас кiнематик, в яких кожна частинка в довiльний момент

часу може мати свою власну “швидкiсть свiтла”, i доведено, що в таких кiнематиках

не iснує унiверсального перетворення координат.

2.2. Мiнливi множини i кiнематика

2.2.1. Координатнi простори.

Означення 2.1. В данiй роботi координатним простором Q будемо розумiти

математичну структуру одного з наступних трьох типiв:

а) Q = (X, 𝒯 ) — топологiчний простiр (тобто 𝒯 — топологiя на множинi X).

б) Q = (X,⊕,⊗) — лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел R (тобто⊕ i⊗— лiнiйнi

операцiї додавання елементiв з множини X i множення елементiв множини X на

елементи поля R вiдповiдно).

в) Q = (X, 𝒯 ,⊕,⊗) — топологiчний векторний простiр.

При цьому будемо використовувати такi термiни та позначення:

1. Множину X позначатимемо через Zk(Q) i називатимемо множиною значень

координат Q (Zk(Q) := X).

2. Якщо мають мiсце випадки а) або в), то будемо використовувати позначення

𝒯 𝑝(Q) := 𝒯 . В протилежному випадку покладемо 𝒯 𝑝(Q) := ∅. 𝒯 𝑝(Q) назива-

тимемо топологiєю Q.

3. Якщо мають мiсце випадки б) або в), то покладемо L𝑠(Q) := (X,⊕,⊗). В

протилежному випадку покладемо L𝑠(Q) := ∅. L𝑠(Q) називатимемо лiнiйною

структурою Q. Очевидно, що якщо L𝑠(Q) ̸= ∅, то L𝑠(Q) є лiнiйним нормо-

ваним простором над R (для довiльного координатного простору Q).
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4. У випадку, коли L𝑠(Q) ̸= ∅ для довiльних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ Zk(Q), 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ R
(𝑛 ∈ N) будемо позначати:

(𝜆1𝑥1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑥𝑛)Q := 𝜆1 ⊗ 𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝜆𝑛 ⊗ 𝑥𝑛. Коли не виникає непорозумiнь

замiсть (𝜆1𝑥1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑥𝑛)Q будемо писати 𝜆1𝑥1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑥𝑛.

Елементи 𝑥 ∈ Zk(Q) будемо називати координатами координатного простору

Q, а у випадку L𝑠(Q) ̸= ∅ цi елементи будемо також називати векторами (ве-

кторними координатами) Q.

2.2.2. Кiнематичнi мiнливi множини.

Означення 2.2. 1. Пару 𝒢0 = (Q, 𝑘) будемо називати геометричним оточен-

ням базової мiнливої множини ℬ, якщо:

а) Q — координатний простiр;

б) 𝑘 : Bs(ℬ)→ Zk(Q) — вiдображення з Bs(ℬ) в Zk(Q).

При цьому пару Cb = (ℬ,𝒢0) = (ℬ, (Q, 𝑘)) будемо називати базовою кiнема-

тичною мiнливою множиною, або, скорочено — базовою кiнематичною

множиною.

2. Нехай, 𝒵 — довiльна мiнлива множина. Iндексовану сiм’ю пар виду

𝒢 = ((Ql, 𝑘l) | l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)) будемо називати геометричним оточенням мiн-

ливої множини 𝒵, якщо для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) пара (Ql, 𝑘l)

є геометричним оточенням базової мiнливої множини lˆ, породженої системою

вiдлiку l, тобто якщо пара (lˆ, (Ql, 𝑘l)) є базовою кiнематичною множиною для

довiльної l ∈ ℒ𝑘 (𝒵).

При цьому пару C = (𝒵,𝒢) будемо називати кiнематичною мiнливою мно-

жиною, або, скорочено — кiнематичною множиною.

Пiдкреслимо, що в цiй дисертацiйнiй роботi розглядаються лише кiнематичнi

множини зi сталою (не змiнною в часi) геометрiєю. Такi кiнематичнi множини до-

статнi для побудови абстрактних кiнематик в iнерцiйних системах вiдлiку. Зробивши

певну модифiкацiю означення 2.2, визначити кiнематичнi множини з мiнливою гео-

метрiєю, в принципi, можливо.

2.2.3. Система позначень для базових кiнематичних множин.

Нехай, Cb = (ℬ,𝒢0), де 𝒢0 = (Q, 𝑘) — довiльна базова кiнематична множина. Надалi

будемо використовувати наступну систему позначень.

а) Позначення, iндукованi з теорiї базових мiнливих множин:
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Bs
(︀
Cb
)︀

:= Bs(ℬ); Bs
(︀
Cb
)︀

:= Bs(ℬ); ←
Cb

:=←
ℬ

;

Bs←
Cb

:=
Bs←
ℬ

; L𝑙
(︀
Cb
)︀

:= L𝑙(ℬ); L𝑑
(︀
Cb
)︀

:= L𝑑(ℬ)

Tm
(︀
Cb
)︀

:= Tm(ℬ); Tm
(︀
Cb
)︀

:= Tm(ℬ); ≤Cb := ≤ℬ;

<Cb :=<ℬ; ≥Cb :=≥ℬ; >Cb :=>ℬ .

б) Позначення, iндукованi з позначень для координатних просторiв:

Zk
(︀
Cb
)︀

:= Zk (Q) ; 𝒯 𝑝
(︀
Cb
)︀

:= 𝒯 𝑝 (Q) ; L𝑠
(︀
Cb
)︀

:= L𝑠 (Q) .

Також у випадку L𝑠
(︀
Cb
)︀
̸= ∅ для довiльних 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ Zk

(︀
Cb
)︀
, 𝜆1, . . . 𝜆𝑛 ∈ R будемо

використовувати наступне позначення:

(𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)Cb := (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)𝒬 .

в) Власнi позначення для базових кiнематичних множин:

BE
(︀
Cb
)︀

:= ℬ; BG
(︀
Cb
)︀

:= Q; qCb(𝑥) := 𝑘(𝑥)
(︀
𝑥 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀)︀
.

Зауважимо, що функцiя qCb(·) ставить у вiдповiднiсть кожному елементарному стану
𝑥 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀
його координату qCb(𝑥) ∈ Zk

(︀
Cb
)︀
.

г) Скороченi варiанти позначень: Використовуються всi скороченi варiанти по-

значень, описанi в пiдроздiлi 1.8.3 (але, з замiною символу “ℬ ” на символ “Cb” i

термiну “базова мiнлива множина” на термiн “базова кiнематична множина”). У тих

випадках, коли наперед вiдомо про яку базову кiнематичну множину Cb йде мова

замiсть позначень (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)Cb та qCb будемо використовувати позначення

𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛 та q вiдповiдно.

2.2.4. Система позначень для кiнематичних множин. Нехай, C =

(𝒵,𝒢), де 𝒢 =
(︀
(Ql, 𝑘l)

⃒⃒
l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)

)︀
— кiнематична множина.

а) Мiнливу множину BE (C) := 𝒵 будемо називати базою еволюцiї C.

б) Множини:

ℐ𝑛𝑑 (C) := ℐ𝑛𝑑 (𝒵) = ℐ𝑛𝑑 (BE (C)) ; ℒ𝑘 (C) := ℒ𝑘 (𝒵) = ℒ𝑘 (BE (C))

будемо називати множиною iндексiв та множиною систем вiдлiку кi-

нематичної множини C (вiдповiдно).

в) Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) = ℒ𝑘 (𝒵) зберiгаються всi позначення,

введенi для систем вiдлiку в теорiї мiнливих множин (а саме, це стосується

позначень: ind (l), Bs(l),←
l
, Bs(l), Bs←

l
, Tm(l), Tm(l), L𝑙 (l), L𝑑 (l), ≤l, <l, ≥l, >l).

Так само зберiгаються всi скороченi варiанти цих позначень.

г) Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) iндукуються позначення для вiдобра-

жень унiфiкацiї: ⟨m← l, C⟩ := ⟨m← l, 𝒵⟩ .
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Зокрема, у випадку, коли мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою (у цьому випадку

будемо говорити, що кiнематична множина C є чiтко видимою), вводимо

позначення: ⟨! m← l,C⟩ := ⟨! m← l,𝒵⟩ .

д) Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) введемо позначення:

C ↾ l := (lˆ, (Ql, 𝑘l)) . (2.1)

За означенням 2.2, для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) пара C ↾ l є базовою

кiнематичною множиною. Базову кiнематичну множину C ↾ l будемо називати

образом кiнематичної множини C в системi вiдлiку l.

е) Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) введемо наступнi позначення:

Zk(l; C) := Zk (C ↾ l) = Zk (Ql) ; L𝑠(l; C) := L𝑠 (C ↾ l) = L𝑠 (Ql) ;

𝒯 𝑝(l; C) := 𝒯 𝑝 (C ↾ l) = 𝒯 𝑝 (Ql) ; BE(l) := BE(C ↾ l) = lˆ;

BG(l; C) := BG(C ↾ l) = Ql.

Також для систем вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) таких, що L𝑠(l) ̸= ∅ i довiльних

𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ Zk(l; C), 𝜆1, . . . 𝜆𝑛 ∈ Ps(l; C) будемо використовувати наступне по-

значення: (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l,C := (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)𝒬𝑙 .

є) Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) введемо таке позначення:

ql (𝑥; C) := qC↾l (𝑥) = 𝑘l(𝑥) (𝑥 ∈ Bs (l)) .

ж) Скороченi варiанти позначень:

� У випадках, коли наперед вiдомо про яку кiнематичну множину C йде мова

замiсть позначень ⟨m← l, C⟩, ⟨! m← l, C⟩ , Zk(l; C), L𝑠(l; C), 𝒯 𝑝(l; C), BG(l; C),

ql (𝑥; C), (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l,C будемо використовувати позначення ⟨m← l⟩,
⟨! m← l⟩ , Zk(l), L𝑠(l), 𝒯 𝑝(l), BG(l), ql (𝑥), (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l вiдповiдно.

� У тих випадках, коли наперед вiдомо про яку систему вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) йде

мова замiсть позначень ql (𝑥), (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l будемо використовувати по-

значення q(𝑥), 𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛 вiдповiдно. Також будемо користуватися всiма

скороченими варiантами позначень для систем вiдлiку мiнливих множин, опи-

саними в пiдроздiлi 1.12.2 (див. пiсля пункту 5)).

Зауваження 2.3.

▶ Iз зауваження 1.125, також з системи позначень, прийнятої в параграфi 2.2.4,

випливає, що для будь-якої системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) довiльної кiнематичної мно-

жини C, властивостi 1.60 залишаються справедливими (але з замiною символу “ℬ”
на символ “l” i термiну “базова мiнлива множина” на термiн “система вiдлiку”). При
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цьому використовуються всi скороченi варiанти позначень, введених для систем

вiдлiку мiнливих множин.

▶ Аналогiчно iз системи позначень, прийнятої в параграфi 2.2.4, випливає,

що для довiльної кiнематичної множини C залишаються справедливими властиво-

стi 1.126 та наслiдок 1.186, а у випадку, коли C є чiтко видимою, — зберiгаються

властивостi 1.187 (але, з замiною скрiзь символу 𝒵 на символ C i термiна “мiнлива

множина” на термiн “кiнематична множина”).

Твердження 2.4. Нехай, C1, C2 — кiнематичнi множини, причому:

1. ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2).

2. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2) справедливi рiвностi,

C1 ↾ l = C2 ↾ l та ⟨m← l,C1⟩ = ⟨m← l,C2⟩.

Тодi: C1 = C2.

Доведення. Нехай, C1 = (𝒵1,𝒢1), C2 = (𝒵2,𝒢2), де 𝒢1 =
(︁(︁

Q
(1)
l , 𝑘

(1)
l

)︁
| l ∈ ℒ𝑘 (𝒵1)

)︁
,

𝒢2 =
(︁(︁

Q
(2)
l , 𝑘

(2)
l

)︁
| l ∈ ℒ𝑘 (𝒵2)

)︁
— кiнематичнi множини, якi задовольняють умо-

ви твердження 2.4. Тодi мiнливi множини 𝒵1 i 𝒵2 задовольняють умови тверджен-

ня 1.127. Отже, 𝒵1 = 𝒵2.

За умовою даного твердження, для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵1) =

ℒ𝑘 (𝒵2), виконується рiвнiсть C1 ↾ l = C2 ↾ l. Отже, згiдно з позначеннями, прийня-

тими в пiдроздiлi 2.2.4, маємо,
(︁
lˆ,
(︁
Q

(1)
l , 𝑘

(1)
l

)︁)︁
= C1 ↾ l = C2 ↾ l =

(︁
lˆ,
(︁
Q

(2)
l , 𝑘

(2)
l

)︁)︁
.

Тобто,
(︁
Q

(1)
l , 𝑘

(1)
l

)︁
=
(︁
Q

(2)
l , 𝑘

(2)
l

)︁
(∀l ∈ ℒ𝑘 (𝒵1) = ℒ𝑘 (𝒵2)). Звiдси послiдовно отри-

муємо: 𝒢1 =
(︁(︁

Q
(1)
l , 𝑘

(1)
l

)︁
| l ∈ ℒ𝑘 (𝒵1)

)︁
=

(︁(︁
Q

(2)
l , 𝑘

(2)
l

)︁
| l ∈ ℒ𝑘 (𝒵2)

)︁
= 𝒢2,

C1 = (𝒵1,𝒢1) = (𝒵2,𝒢2) = C2.

Наслiдок 2.5. Нехай, C1, C2 — кiнематичнi множини, причому:

1. ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2).

2. Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2) справедливi рiвностi:

BG (l; C1) = BG (l; C2) ; ql (𝑥, C1) = ql (𝑥, C2) (∀𝑥 ∈ Bs(l)) .

3. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2) справедлива рiвнiсть,

⟨m← l,C1⟩ = ⟨m← l,C2⟩.

Тодi: C1 = C2.

Доведення. Даний наслiдок випливає з твердження 2.4 та системи позначень,

прийнятої в пiдроздiлi 2.2.4.

Основнi результати пiдроздiлу 2.2 були анонсованi в роботi [112] i опублiкованi

в [113, роздiли 3,4,5]. Також результати пiдроздiлу 2.2 були представленi на конфе-

ренцiях [94,95,97,98,114].



140

2.3. Перетворення координат у кiнематичних мно-

жинах

Нехай, Cb – базова кiнематична множина. Введемо наступнi позначення.

M𝑘
(︀
Cb
)︀

:= Tm
(︀
Cb
)︀
× Zk

(︀
Cb
)︀

;

Q⟨Cb⟩(𝜔) := (tm (𝜔) , qCb(bs (𝜔))) , 𝜔 ∈ Bs
(︀
Cb
)︀
. (2.2)

Множину M𝑘
(︀
Cb
)︀
будемо називати множиною Мiнковського базової кiнемати-

чної множини Cb. Для довiльного 𝜔 ∈ Bs
(︀
Cb
)︀
значення Q⟨Cb⟩(𝜔) будемо називати

координатами Мiнковського елементарно-часового стану 𝜔.

Якщо C — довiльна кiнематична множина, то для довiльної системи вiдлiку l ∈
ℒ𝑘 (C) вводимо позначення:

M𝑘(l;C) := Tm(l)× Zk(l). (2.3)

Q⟨l⟩(𝜔;C) := (tm (𝜔) , ql(bs (𝜔))) ∈M𝑘(l;C), 𝜔 ∈ Bs(l). (2.4)

Множину M𝑘(l;C) будемо називати множиною Мiнковського системи вiдлiку

l в кiнематичнiй множинi C. Значення Q⟨l⟩(𝜔;C) будемо називати координатами

Мiнковського елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs (l) в системi вiдлiку l.

У тих випадках, коли наперед вiдомо, про яку кiнематичну множину C йде мо-

ва, замiсть позначень M𝑘(l;C), Q⟨l⟩(𝜔;C) будемо використовувати позначення M𝑘(l),

Q⟨l⟩(𝜔) вiдповiдно.

Означення 2.6. Нехай, C — чiтко видима кiнематична множина i l,m ∈ ℒ𝑘 (C) —

довiльнi системи вiдлiку C.

1. Вiдображення Q⟨m← l⟩ ( · ;C) : Bs(l)→M𝑘(m), що задається формулою:

Q⟨m← l⟩(𝜔;C) = Q⟨m⟩(⟨! m← l⟩𝜔) (𝜔 ∈ Bs(l))

будемо називати реальним перетворенням координат з l в m.

Для елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs (l) значення Q⟨m← l⟩(𝜔;C) можна назва-

ти координатами Мiнковського 𝜔 у (iншiй) системi вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (C).

2. Вiдображення ̃︀𝑄 : M𝑘(l)→M𝑘(m) будемо називати унiверсальним перетво-

ренням координат з l в m, якщо:

∙ ̃︀𝑄 є бiєкцiєю з (взаємно-однозначним вiдображенням) мiж M𝑘(l) та M𝑘(m).

∙ Для довiльного 𝜔 ∈ Bs(l) справедлива рiвнiсть:

Q⟨m← l⟩(𝜔;C) = ̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩(𝜔)
)︀
.
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3. Будемо говорити, що системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) допускають унiверсаль-

не перетворення координат, якщо iснує хоч одне унiверсальне перетворення

координат ̃︀𝑄 : M𝑘(l)→M𝑘(m) з l в m. Якщо системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) до-

пускають унiверсальне перетворення координат будемо використовувати позна-

чення l⇄
C
m. У випадку, коли наперед вiдомо, про яку кiнематичну множину

C йде мова, будемо використовувати позначення l⇄m.

4. Iндексовану сiм’ю вiдображень
(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

будемо називати унiверсальним

перетворенням координат для кiнематичної множини C, якщо:

∙ Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) вiдображення ̃︀𝑄m,l є унiверсальним

перетворенням координат з l в m.

∙ Для довiльних l,m, p ∈ ℒ𝑘 (C) i w ∈M𝑘(l) справедливi наступнi рiвностi:

̃︀𝑄l,l(w) = w; ̃︀𝑄p,m

(︁ ̃︀𝑄m,l(w)
)︁

= ̃︀𝑄p,l(w). (2.5)

5. Будемо говорити, що кiнематична множина C допускає унiверсальне пере-

творення координат, якщо iснує хоч одне унiверсальне перетворення коор-

динат
(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

для C.

Зауваження 2.7. У тих випадках, коли наперед вiдомо, про яку кiнематичну мно-

жину C йде мова, замiсть позначення Q⟨m← l⟩(𝜔;C) будемо використовувати позначе-

ння Q⟨m← l⟩(𝜔).

Твердження 2.8. Нехай C — чiтко видима кiнематична множина. Тодi:

1. Для довiльної l ∈ ℒ𝑘 (C) тотожне вiдображення на M𝑘(l) ( I[l](w) := w

(w ∈M𝑘(l)) ) є унiверсальним перетворенням координат з l в l.

2. Якщо ̃︀𝑄 — унiверсальне перетворення координат з l в m (l,m ∈ ℒ𝑘 (C)), то̃︀𝑄[−1] — унiверсальне перетворення координат з m в l (вiдображення ̃︀𝑄[−1],

обернене до ̃︀𝑄 iснує, оскiльки, за означенням 2.6 (пункт 2), ̃︀𝑄 є бiєкцiєю зM𝑘(l)

на M𝑘(m)).

3. Якщо ̃︀𝑄(m,l) є унiверсальним перетворенням координат з l в m, а ̃︀𝑄(p,m) — унi-

версальним перетворенням координат з m в p (l,m, p ∈ ℒ𝑘 (C)), то композицiя

вiдображень ̃︀𝑄(p,m) i ̃︀𝑄(m,l), тобто вiдображення:̃︀𝑄(p,l)(w) = ̃︀𝑄(p,m)
(︁ ̃︀𝑄(m,l)(w)

)︁
(w ∈M𝑘(l)) .

є унiверсальним перетворенням координат з l в p.

4. Бiнарне вiдношення⇄ є вiдношенням еквiвалентностi на множинi ℒ𝑘 (C) всiх

систем вiдлiку C.
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Доведення. 1. Розглянемо довiльну систему вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C). Очевидно, що вiд-

ображення Il є бiєкцiєю з M𝑘(l) на M𝑘(l). Використовуючи означення 2.6 (пункт 1)

та властивiсть 1.187(1), для довiльного 𝜔 ∈ Bs(l) отримуємо:
Q⟨l← l⟩(𝜔) = Q⟨l⟩(⟨! l← l⟩𝜔) = Q⟨l⟩(𝜔) = I[l]

(︀
Q⟨l⟩(𝜔)

)︀
.

Отже, за означенням 2.6 (п. 2), Il є унiверсальним перетворенням координат з l в l.

2. Нехай, ̃︀𝑄 — унiверсальне перетворення координат з l в m (l,m ∈ ℒ𝑘 (C)).

Тодi, для довiльного 𝜔 ∈ Bs(l), за означенням 2.6 (пункти 1 та 2), отримуємо:

Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩𝜔) = Q⟨m← l⟩(𝜔) = ̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩(𝜔)
)︀
. Звiдси:

Q⟨l⟩(𝜔) = ̃︀𝑄[−1] (︀Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩𝜔)
)︀
.

Отже, для довiльного 𝜔1 ∈ Bs(m) (⟨! l←m⟩𝜔1 ∈ Bs(l)), внаслiдок властиво-

стей 1.187(1,3) будемо мати:

Q⟨l⟩ (⟨! l←m⟩𝜔1) = ̃︀𝑄[−1] (︀Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩ ⟨! l←m⟩𝜔1)
)︀

=

= ̃︀𝑄[−1] (︀Q⟨m⟩ (⟨! m←m⟩𝜔1)
)︀

= ̃︀𝑄[−1] (︀Q⟨m⟩ (𝜔1)
)︀
.

Тобто, за означенням 2.6 (пункт 1), отримуємо:

Q⟨l←m⟩ (𝜔1) = ̃︀𝑄[−1] (︀Q⟨m⟩ (𝜔1)
)︀

(∀𝜔1 ∈ Bs(m)) .

Таким чином, за означенням 2.6 (пункт 2), ̃︀𝑄[−1] є унiверсальним перетворенням

координат з m в l.

3. Нехай, ̃︀𝑄(m,l) є унiверсальним перетворенням координат з l в m, а ̃︀𝑄(p,m) —

унiверсальним перетворенням координат з m в p (l,m, p ∈ ℒ𝑘 (C)). Покладемо:̃︀𝑄(p,l)(w) := ̃︀𝑄(p,m)
(︁ ̃︀𝑄(m,l)(w)

)︁
, w ∈ M𝑘(l). Зрозумiло, що вiдображення ̃︀𝑄(p,l) є бiє-

кцiєю мiж M𝑘(l) та M𝑘(p). При цьому, використовуючи означення 2.6 (пункти 1,2)

та властивостi 1.187, для довiльного 𝜔 ∈ Bs(l) отримуємо:

Q⟨p← l⟩(𝜔) = Q⟨p⟩ (⟨! p← l⟩𝜔) = Q⟨p⟩ (⟨! p←m⟩ ⟨! m← l⟩𝜔) =

= Q⟨p←m⟩ (⟨! m← l⟩𝜔) = ̃︀𝑄(p,m)
(︀
Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩𝜔)

)︀
=

= ̃︀𝑄(p,m)
(︀
Q⟨m← l⟩(𝜔)

)︀
= ̃︀𝑄(p,m)

(︁ ̃︀𝑄(m,l)
(︀
Q⟨l⟩(𝜔)

)︀)︁
= ̃︀𝑄(p,l)

(︀
Q⟨l⟩(𝜔)

)︀
.

Отже, за означенням 2.6 (п. 2), ̃︀𝑄(p,l) є унiверс. перетворенням координат з l в p.

4. Пункт 4 твердження 2.8 випливає з пунктiв 1,2 та 3.

Твердження 2.9. Для довiльної чiтко видимої кiнематичної множини C наступнi

твердження рiвносильнi:

1. C допускає унiверсальне перетворення координат.

2. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) має мiсце спiввiдношення l⇄m

(тобто довiльнi двi системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) допускають унiверсальне

перетворення координат).
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3. Iснує система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) така, що для довiльної системи вiдлiку

m ∈ ℒ𝑘 (C) виконується спiввiдношення l⇄m.

Доведення. 1. Iмплiкацiя 1 =⇒ 2 випливає з означення 2.6, пункти 3 i 4.

2. За властивiстю 1.126(1), множина ℒ𝑘 (C) — непорожня. Тому, для того, щоб пе-

реконатись у справедливостi iмплiкацiї 2 =⇒ 3 досить зафiксувати довiльну систему

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C).

3. Отже, залишилось довести iмплiкацiю 3 =⇒ 1. Нехай iснує система вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (C) така, що для довiльної m ∈ ℒ𝑘 (C) виконується спiввiдношення l⇄m. Тодi,

для довiльної системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (C) iснує унiверсальне перетворення координат

𝑄(m,l) : M𝑘(l)→M𝑘(m) з l в m. Для довiльних сис. вiдлiку m, p ∈ ℒ𝑘 (C) покладемо:

̃︀𝑄p,m(w) := 𝑄(p,l)
(︁(︀
𝑄(m,l)

)︀[−1]
(w)
)︁

(w ∈M𝑘(m)) . (2.6)

Згiдно з твердженням 2.8 (пункти 2 i 3), для довiльних m, p ∈ ℒ𝑘 (C) вiдображення̃︀𝑄p,m : M𝑘(m)→M𝑘(p) є унiверсальним перетворенням координат з m в p. Крiм того,

згiдно з рiвнiстю (2.6), для довiльних m, p, k ∈ ℒ𝑘 (C) i w ∈M𝑘(m) отримуємо:̃︀𝑄m,m(w) = 𝑄(m,l)
(︁(︀
𝑄(m,l)

)︀[−1]
(w)
)︁

= w;

̃︀𝑄k,p

(︁ ̃︀𝑄p,m(w)
)︁

= 𝑄(k,l)
(︁(︀
𝑄(p,l)

)︀[−1] (︁
𝑄(p,l)

(︁(︀
𝑄(m,l)

)︀[−1]
(w)
)︁)︁)︁

= ̃︀𝑄k,m(w).

Отже, за означенням 2.6 (пункт 4), сiм’я вiдображень
(︁ ̃︀𝑄p,m

)︁
m,p∈ℒ𝑘(C)

є унiверсальним

перетворенням координат для кiнематичної множини C. Тому, за означенням 2.6

(пункт 5), C допускає унiверсальне перетворення координат.

Приклади кiнематичних множин, що допускають унiверсальне перетворення ко-

ординат буде наведено в роздiлi 2.5. В роздiлi 2.6 буде доведено iснування кiнема-

тичних множин, що не допускають унiверсального перетворення координат. Отже

(згiдно з твердженням 2.9) iснує кiнематична множина C, в якiй деякi системи вiдлi-

ку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) не допускають унiверсального перетворення координат. Наступною

метою є встановлення необхiдної i достатньої умови iснування унiверсального пере-

творення координат мiж системами вiдлiку чiтко видимих кiнематичних множин.

Нижче вводяться поняття, необхiднi для того, щоб це зробити.

Нехай, Cb — будь-яка базова кiнематична множина. Для довiльної множини 𝐴 ⊆
Bs
(︀
Cb
)︀
покладемо:

trjCb [𝐴] : = Q⟨Cb⟩(𝐴) =
{︁
Q⟨Cb⟩(𝜔) | 𝜔 ∈ 𝐴

}︁
⊆M𝑘

(︀
Cb
)︀
. (2.7)

Множину trjCb [𝐴] будемо називати траєкторiєю множини 𝐴 ⊆ Bs
(︀
Cb
)︀
. Для до-
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вiльної базової кiнематичної множини Cb покладемо:

Trj
(︀
Cb
)︀

:= trjCb

[︀
Bs
(︀
Cb
)︀]︀

=
{︁
Q⟨Cb⟩(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀}︁
⊆M𝑘

(︀
Cb
)︀
,

Trj
(︀
Cb
)︀

:= M𝑘
(︀
Cb
)︀
∖ Trj

(︀
Cb
)︀
.

Множину Trj
(︀
Cb
)︀
будемо називати (загальною) траєкторiєю базової кiнемати-

чної множини Cb, а множину Trj
(︀
Cb
)︀
— доповненням (загальної) траєкторiї

Cb. Вiдповiдно для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) довiльної кiнематичної мно-

жини C можна визначити траєкторiєю довiльної мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs(l),
а також (загальну) траєкторiю i доповнення (загальної) траєкторiї си-

стеми вiдлiку l:

trjl [𝐴; C] := trjC↾l [𝐴] =
{︀
Q⟨l⟩(𝜔) | 𝜔 ∈ 𝐴

}︀
;

Trj(l; C) := Trj(C ↾ l) =
{︀
Q⟨l⟩(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(l)

}︀
;

Trj(l; C) := Trj(C ↾ l) = M𝑘(l) ∖ Trj(l; C)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (2.8)

(у тих випадках, коли кiнематична множина C є наперед вiдомою, замiсть позначень

trjl [𝐴; C], Trj(l; C), Trj(l; C) будемо використовувати позначення trjl [𝐴], Trj(l), Trj(l)
вiдповiдно).

Теорема 2.10. Нехай C — чiтко видима кiнематична множина. Системи вiдлiку

l,m ∈ ℒ𝑘 (C) допускають унiверсальне перетворення координат (тобто l⇄m) тодi

i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

1. card
(︀
Trj(l)

)︀
= card

(︀
Trj(m)

)︀
.

2. Для довiльних елементарно-часових станiв 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(l) рiвнiсть

Q⟨m← l⟩ (𝜔1) = Q⟨m← l⟩ (𝜔2) справедлива тодi i тiльки тодi, коли Q⟨l⟩ (𝜔1) =

Q⟨l⟩ (𝜔2).

Доведення. 1. Нехай l,m ∈ ℒ𝑘 (C) i l⇄m. Тодi, за означенням 2.6 iснує бiєкцiя̃︀𝑄 : M𝑘(l) → M𝑘(m) така, що для довiльного елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs(l)
справедлива рiвнiсть:

Q⟨m← l⟩(𝜔) = ̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩(𝜔)
)︀
. (2.9)

1.а) Використовуючи означення загальної траєкторiї системи вiдлiку (див. (2.8)),

властивостi 1.187(1,3) означення 2.6 (пункт 1) та рiвнiсть (2.9) отримуємо:

Trj(m) =
{︀
Q⟨m⟩(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(m)

}︀
=
{︀
Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩⟨! l←m⟩𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(m)

}︀
=

=
{︀
Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩𝜔1) | 𝜔1 ∈ Bs(l)

}︀
=
{︀
Q⟨m← l⟩ (𝜔1) | 𝜔1 ∈ Bs(l)

}︀
=

=
{︁ ̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩ (𝜔1)

)︀
| 𝜔1 ∈ Bs(l)

}︁
= ̃︀𝑄(Trj(l)).
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Тому, згiдно з (2.8), враховуючи, що ̃︀𝑄 — бiєкцiя мiж M𝑘(l) та M𝑘(m), маємо:

Trj(m) = M𝑘(m) ∖ Trj(m) =

= ̃︀𝑄(M𝑘(l)) ∖ ̃︀𝑄(Trj(l)) = ̃︀𝑄(M𝑘(l) ∖ Trj(l)) = ̃︀𝑄(Trj(l)).

Звiдси, оскiльки ̃︀𝑄 — бiєкцiя, випливає, що card
(︀
Trj(m)

)︀
= card

(︀
Trj(l)

)︀
.

1.б) Нехай, 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(l) i Q⟨l⟩ (𝜔1) = Q⟨l⟩ (𝜔2). Тодi, згiдно з (2.9) отримуємо:

Q⟨m← l⟩ (𝜔1) = ̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩ (𝜔1)
)︀

= ̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩ (𝜔2)
)︀

= Q⟨m← l⟩ (𝜔2) .

Навпаки, якщо Q⟨m← l⟩ (𝜔1) = Q⟨m← l⟩ (𝜔2), то, згiдно (2.9), маємо, ̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩ (𝜔1)
)︀

=̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩ (𝜔2)
)︀
, а отже, оскiльки ̃︀𝑄 — бiєкцiя, Q⟨l⟩ (𝜔1) = Q⟨l⟩ (𝜔2).

2. Навпаки, нехай для систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) виконуються умови 1,2 даної

теореми. Для w = Q⟨l⟩𝜔 ∈ Trj(l), де 𝜔 ∈ Bs(l) покладемо:

̃︀𝑄0(w) := Q⟨m← l⟩(𝜔). (2.10)

З означення (2.8) траєкторiї системи вiдлiку та другої умови даної теореми випливає,

що формула (2.10) коректним чином визначає вiдображення ̃︀𝑄0 : Trj(l) → M𝑘(m).

Доведемо, що це вiдображення є бiєкцiєю мiж Trj(l) i Trj(m). Згiдно з означенням 2.6

(п. 1) та рiвностями (2.8), для довiльного w = Q⟨l⟩𝜔 ∈ Trj(l) (𝜔 ∈ Bs(l)) маємо:

̃︀𝑄0(w) = Q⟨m← l⟩(𝜔) = Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩𝜔) ∈ Trj(m). (2.11)

Крiм того, використовуючи властивостi 1.187, для довiльного w1 = Q⟨m⟩ (𝜔1) ∈ Trj(m)

(𝜔1 ∈ Bs(m)) отримуємо:

w1 = Q⟨m⟩ (𝜔1) = Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩ ⟨! l←m⟩𝜔1) =

= Q⟨m← l⟩ (⟨! l←m⟩𝜔1) = ̃︀𝑄0

(︀
Q⟨l⟩ (⟨! l←m⟩𝜔1)

)︀
, (2.12)

де Q⟨l⟩ (⟨! l←m⟩𝜔1) ∈ Trj(l).

Iз (2.11) та (2.12) випливає, що ̃︀𝑄0 є вiдображенням з Trj(l) на Trj(m). З другої умови

теореми випливає, що для довiльних w,w′ ∈ Trj(l) таких, що w ̸= w′ виконується

умова ̃︀𝑄0(w) ̸= ̃︀𝑄0(w
′). Отже, вiдображення ̃︀𝑄0 є бiєкцiєю мiж Trj(l) та Trj(m).

За умовою теореми, множини Trj(l) та Trj(m) — рiвнопотужнi. Тому, iснує бiє-

кцiя ̃︀𝑄1 : Trj(l) → Trj(m) мiж Trj(l) i Trj(m). За означенням загальної траєкторiї

системи вiдлiку (2.8), маємо рiвнiсть, Trj(l) ⊔ Trj(l) = M𝑘(l) (де символ “⊔” означає
диз’юнктне об’єднання). Отже, для 𝜔 ∈M𝑘(l) можна покласти:

̃︀𝑄(w) :=

⎧⎨⎩̃︀𝑄0(w), w ∈ Trj(l)̃︀𝑄1(w), w ∈ Trj(l).
(2.13)
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̃︀𝑄 є бiєкцiєю мiж M𝑘(l) = Trj(l)⊔Trj(l) та M𝑘(m) = Trj(m)⊔Trj(m). Крiм того, для

довiльного 𝜔 ∈ Bs(l), за означенням вiдображень ̃︀𝑄 та ̃︀𝑄0 отримуємо:̃︀𝑄 (︀Q⟨l⟩ (𝜔)
)︀

= ̃︀𝑄0

(︀
Q⟨l⟩ (𝜔)

)︀
= Q⟨m← l⟩(𝜔).

Отже, за означенням 2.6, ̃︀𝑄 є унiверсальним перетворенням координат з l в m.

Зауваження 2.11. Унiверсальне перетворення координат мiж двома системами вiд-

лiку кiнематичної множини (якщо воно iснує) визначається, взагалi кажучи, нео-

днозначно. Справдi, нехай системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) кiнематичної множини C

задовольняють такi умови:

l⇄m i card
(︀
Trj (l)

)︀
= card

(︀
Trj (m)

)︀
≥ 2.

Тодi iснує багато бiєкцiй мiж Trj (l) та Trj (m). Отже, унiверсальне перетворення

координат в формулi (2.13) визначається неоднозначно.

Основнi результати пiдроздiлу 2.3 були анонсованi в роботi [112] i опублiкованi

в [113, роздiл 6], а також представленi на конференцiях [94,95,114].

2.4. Теорема про мультиобраз для кiнематичних

множин

В даному пiдроздiлi буде доведено теорему про мультиобраз для кiнематичних мно-

жин, яка необхiдна для побудови математично строгих моделей кiнематики спецi-

альної теорiї вiдносностi, а також її тахiонових розширень, в яких дозволяється над-

свiтловий рух для систем вiдлiку.

Означення 2.12.

1. Упорядковану п’ятiрку (T,𝒳 , 𝑈,Q, 𝑘) будемо називати кiнематичним прое-

ктором для базової мiнливої множини ℬ, якщо:

1.1. (T,𝒳 , 𝑈) — еволюцiйний проектор для ℬ.

1.2. Q — координатний простiр.

1.3. 𝑘 — вiдображення з 𝒳 в Zk(Q).

▶▶ У випадку, коли (T,𝒳 , 𝑈) є iн’єктивним еволюцiйним проектором для ℬ,
кiнематичний проектор (T,𝒳 , 𝑈,Q, 𝑘) будемо називати iн’єктивним.

2. Довiльну iндексовану сiм’ю P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼, 𝑘𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) (де 𝒜 ̸= ∅), що
складається з iн’єктивних кiнематичних проекторiв для базової мiнливої мно-

жини ℬ будемо називати кiнематичним мультипроектором для ℬ.

Зауваження 2.13. Враховуючи, що в цiй роботi розглядатимуться лише iн’єктивнi

кiнематичнi проектори, надалi замiсть термiну “iн’єктивний кiнематичний проектор”

будемо використовувати термiн “кiнематичний проектор”.
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Нехай P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼, 𝑘𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — довiльний кiнематичний мультипрое-

ктор для ℬ. Покладемо:
P[𝑒] := ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) .

За означеннями 2.12 та 1.138, P[𝑒] є еволюцiйним мультипроектором для ℬ.

Теорема 2.14. Нехай, P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼, 𝑘𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — кiнематичний мульти-

проектор для базової мiнливої множини ℬ. Тодi:
А) Iснує, причому єдина, кiнематична множина C, що задовольняє такi умови:

1. BE (C) = 𝒵 im
[︀
P[𝑒],ℬ

]︀
.

2. Для довiльної системи вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (C) (де 𝛼 ∈ 𝒜) виконую-
ться наступнi рiвностi:

2.1) BG(l) = Q𝛼; 2.2) ql(𝑥) = 𝑘𝛼(𝑥) (𝑥 ∈ Bs(l)).

Б) Кiнематична множина C, що задовольняє умови 1,2 є чiтко видимою.

Доведення. Нехай, P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼, 𝑘𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) (де T𝛼 = (T𝛼,≤𝛼), 𝛼 ∈ 𝒜) —
кiнематичний мультипроектор для ℬ.

А) Покладемо:

𝒵 := 𝒵 im
[︀
P[𝑒],ℬ

]︀
.

Тодi, за теоремою 1.139, маємо, ℒ𝑘 (𝒵) = {(𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) | 𝛼 ∈ 𝒜} . Зафiксуємо до-
вiльну систему вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (де 𝛼 ∈ 𝒜). Покладемо:

Q(l) := Q𝛼.

П’ятiрка (T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼, 𝑘𝛼) є кiнематичним проектором, а отже, за означен-

ням 2.12, трiйка (T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) = ((T𝛼,≤𝛼) ,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) є еволюцiйним проектором для

ℬ. Тому, за означенням еволюцiйного проектора (означення 1.132), 𝑈𝛼 є вiдобра-

женням виду 𝑈𝛼 : Bs(ℬ) → T𝛼 × 𝒳𝛼. Отже, за властивiстю 1.145(3), отримуємо,

Bs(l) = {bs (𝑈𝛼(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ⊆ 𝒳𝛼. Для довiльного 𝑥 ∈ Bs(l) покладемо:

𝑘(l)(𝑥) := 𝑘𝛼(𝑥).

За означенням кiнематичного проектора (означення 2.12), 𝑘𝛼 є вiдображенням з 𝒳𝛼 в
Zk (Q𝛼) = Zk

(︀
Q(l)

)︀
. Отже, 𝑘(l) — вiдображення зBs(l) в Zk

(︀
Q(l)

)︀
. Тому, враховуючи

довiльнiсть сист. вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵), за означенням 2.2 (п. 2), отримуємо, що пара

C =
(︀
𝒵,
(︀(︀
Q(l), 𝑘(l)

)︀
| l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)

)︀)︀
(2.14)

є кiнематичною множиною. Звiдси, враховуючи систему позначень, прийняту в пiд-

роздiлi 2.2.4, отримуємо:

BE(C) = 𝒵 = 𝒵 im
[︀
P[𝑒],ℬ

]︀
,

i для довiльної системи вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (C), де 𝛼 ∈ 𝒜 маємо:
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BG(l) = Q(l) = Q𝛼; ql(𝑥) = 𝑘(l)(𝑥) = 𝑘𝛼(𝑥) (𝑥 ∈ Bs(l)).

Отже, кiнематична множина C задовольняє умови 1,2 пункту А) теореми 2.14.

Доведемо, що кiнематична множина C, що задовольняє умови 1,2 пункту А)

теореми 2.14 єдина. Припустимо, що кiнематична множина C1 також задовольняє

умови 1,2 пункту А) теореми 2.14. Тодi, за умовою 1 пункту А) теореми 2.14,

BE (C) = 𝒵 = BE (C1). Отже,

ℒ𝑘 (C) = ℒ𝑘 (𝒵) = ℒ𝑘 (C1) ,

причому, для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C) = ℒ𝑘 (C1) маємо:

⟨m← l,C⟩ = ⟨m← l,𝒵⟩ = ⟨m← l,C1⟩ .
Далi, за умовою 2 пункту А) теореми 2.14, для довiльної системи вiдлiку

l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (C) = ℒ𝑘 (C1) отримуємо:

BG (l; C) = Q𝛼 = BG (l; C1) ; ql (𝑥, C) = 𝑘𝛼(𝑥) = ql (𝑥, C1) (𝑥 ∈ Bs(l)) .

Звiдси, за наслiдком 2.5, маємо, C = C1.

Б) Нагадаємо, що поняття чiтко видимої, кiнематичної множини було введено

в пунктi г) пiдроздiлу 2.2.4. Згiдно з наслiдком 1.169, мiнлива множина 𝒵 є чiтко

видимою. Отже, кiнематична множина C, що задається формулою (2.14), згiдно з

пунктом г) пiдроздiлу 2.2.4, також є чiтко видимою.

Означення 2.15. Нехай, P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼, 𝑘𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — кiнематичний мульти-

проектор для базової мiнливої множини ℬ. Кiнематичну множину C, що задовольняє

умови 1,2 теореми 2.14 будемо називати кiнематичним мультиобразом базової

мiнливої множини ℬ вiдносно кiнематичного мультипроектора P, i будемо познача-

ти її через Kim [P,ℬ]:
Kim [P,ℬ] := C.

Використовуючи властивостi 1.145, наслiдок 1.188 та теорему 2.14, отримуємо

наступнi властивостi кiнематичного мультиобразу базової мiнливої множини.

Властивостi 2.16. Нехай P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼, 𝑘𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — кiнематичний

мультипроектор для ℬ (де T𝛼 = (T𝛼,≤𝛼) (𝛼 ∈ 𝒜)), причому C = Kim [P,ℬ]. Тодi:

1. ℒ𝑘 (C) = {(𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) | 𝛼 ∈ 𝒜}.

2. ℐ𝑛𝑑 (C) = 𝒜.

3. Для довiльної сист. вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (C) справедливi рiвностi:

Bs(l) = 𝑈𝛼 (Bs(ℬ)) = {𝑈𝛼(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ;

Bs(l) = {bs (𝑈𝛼(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ;

Tm(l) = T𝛼; Tm(l) = T𝛼;

Zk(l) = Zk (BG(l)) = Zk (Q𝛼) ; M𝑘(l) = Tm(l)× Zk(l) = T𝛼 × Zk (Q𝛼) ;

ql(𝑥) = 𝑘𝛼(𝑥) (𝑥 ∈ Bs(l));

Q⟨l⟩(𝜔) = (tm (𝜔) , ql(bs (𝜔))) = (tm (𝜔) , 𝑘𝛼(bs (𝜔))) (𝜔 ∈ Bs(l)) .
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4. Нехай, l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (C), де 𝛼 ∈ 𝒜. Якщо ̃︀𝜔1, ̃︀𝜔2 ∈ Bs(l) i tm (̃︀𝜔1) ̸=
tm (̃︀𝜔2), то ̃︀𝜔1 i ̃︀𝜔2 є об’єднанi долею в l тодi i тiльки тодi, коли iснують

𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) такi, що 𝜔1, 𝜔2 об’єднанi долею в ℬ i ̃︀𝜔𝑖 = 𝑈𝛼 (𝜔𝑖) (𝑖 ∈ 1, 2).

5. Для довiльних систем вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (C), m = (𝛽, 𝑈𝛽 [ℬ,T𝛽]) ∈
ℒ𝑘 (C) (𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) справедлива наступна рiвнiсть:

⟨! m← l, C⟩𝜔 = 𝑈𝛽

(︁
𝑈

[−1]
𝛼 (𝜔)

)︁
(𝜔 ∈ Bs(l) = 𝑈𝛼 (Bs(ℬ))) .

Нехай, Q — координатний простiр, а ℬ — базова мiнлива множина така, що

Bs(ℬ) ⊆ Zk(Q) (така базова мiнлива множина ℬ обов’язково iснує, оскiльки, на-

приклад, можна покласти ℬ := 𝒜𝑡 (T,ℛ), де ℛ — система абстрактних траєкторiй з

лiнiйно упорядкованої множини T в множинуM ⊆ Zk(Q)). Нагадаємо, що означення

базової мiнливої множини типу 𝒜𝑡 (T,ℛ) можна знайти в прикладi 1.62 (див., також,

теорему 1.63). Нехай, U — довiльна трансформуюча множина бiєкцiй вiдносно ℬ на

Zk(Q) (в сенсi прикладу 1.146). Тодi довiльне вiдображення U ∈ U є (бiєктивним)

вiдображенням виду, U : Tm(ℬ)×Zk(Q)←→ Tm(ℬ)×Zk(Q), де Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ)×
Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ)×Zk(Q). Отже, трансформуюча множина бiєкцiй U породжує кiне-

матичний мультипроектор ̂︀U :=
(︀(︀
Tm(ℬ),Zk(Q),U,Q, IZk(Q)

)︀
|U ∈ U

)︀
для базової

мiнливої множини ℬ, де IZk(Q) — тотожне вiдображення на Zk(Q). Позначимо:

Kim (U,ℬ,Q) := Kim
[︁̂︀U,ℬ]︁ . (2.15)

Теорема 2.17. Кiнематична множина C = Kim (U,ℬ,Q) допускає унiверсаль-

не перетворення координат. При цьому множина систем вiдлiку C має вигляд,

ℒ𝑘 (C) = ((U,U [ℬ]) |U ∈ U), а система вiдображень
(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

виду:

̃︀𝑄m,l(w) = V
(︀
U[−1](w)

)︀
, w ∈M𝑘(l) = Tm(ℬ)× Zk(Q) (2.16)

( l = (U,U [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (C) , m = (V,V [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (C) )

є унiверсальним перетворенням координат для C.

Доведення. Нехай, Q — координатний простiр i U — трансформуюча мно-

жина бiєкцiй вiдносно базової мiнливої множини ℬ (Bs(ℬ) ⊆ Zk(Q)) на

Zk(Q). Покладемо, C := Kim (U,ℬ,Q). Тодi, C = Kim
[︁̂︀U,ℬ]︁, де ̂︀U =(︀(︀

Tm(ℬ),Zk(Q),U,Q, IZk(Q)

)︀
|U ∈ U

)︀
. Отже, згiдно з властивiстю 2.16(1), маємо,

ℒ𝑘 (C) = {(U,U [ℬ]) |U ∈ U}. А, використовуючи властивiсть 2.16(3), для довiльної

системи вiдлiку l = (U,U [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (C) отримуємо: Bs(l) = {bs (U(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ⊆
Zk(Q). Звiдси, за теоремою 2.14, маємо ql (𝑥, C) = 𝑥 (∀𝑥 ∈ Bs(l)). Отже:

Q⟨l⟩(𝜔;C) = (tm (𝜔) , ql(bs (𝜔))) = (tm (𝜔) , bs (𝜔)) = 𝜔 (l ∈ ℒ𝑘 (C) , 𝜔 ∈ Bs(l)) .
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Застосовуючи останню рiвнiсть, а також властивiсть 2.16(5), для довiльних систем

вiдлiку l = (U,U [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (C), m = (V,V [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (C) (U,V ∈ U), отримуємо:
Q⟨m← l⟩(𝜔;C) = Q⟨m⟩(⟨! m← l⟩𝜔) = ⟨! m← l⟩𝜔 =

= V
(︀
U[−1](𝜔)

)︀
= V

(︀
U[−1] (︀Q⟨l⟩(𝜔)

)︀)︀
= ̃︀𝑄m,l

(︀
Q⟨l⟩(𝜔)

)︀
.

Неважко перевiрити, що система вiдображень
(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

задовольняє умови (2.5).

Тому, за означенням 2.6 (пункт 4),
(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

є унiверсальним перетворенням

координат для C.

Основнi результати пiдроздiлу 2.4 були анонсованi в [112] i опублiкованi в [100,

пiдроздiл 6.3], а також представленi на конференцiях [94,95].

2.5. Кiнематичнi множини, породженi спецiальною

теорiєю вiдносностi та її узагальненнями

Даний пiдроздiл суттєво використовує результати робiт [110, 111]. Результати цих

робiт детально викладенi в додатку А. Отже, для розумiння даного пiдроздiлу необ-

хiдно ознайомитись з додатком А або роботами [110,111].

Нехай, (H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — дiйсний гiльбертовий простiр. Тодi H породжує коорди-

натний простiр ̂︀H = (H, 𝒯H,⊕H,⊗H), де 𝜌H i 𝒯H — метрика та топологiя, породженi

нормою ‖·‖ на H, а (⊕H,⊗H) — природна лiнiйна структура простору H.

Позначимо через ℒ (H) простiр лiнiйних (однорiдних) неперервних операторiв над

H, а через ℒ× (H) простiр всiх операторiв афiнних перетворень простору H, тобто

ℒ× (H) =
{︀
A[a] | A ∈ ℒ (H) , a ∈ H

}︀
, де A[a]𝑥 = A𝑥 + a, 𝑥 ∈ H. Нагадаємо, також,

що простором Мiнковського над H називається гiльбертовий простiрℳ (H) = R×
H = {(𝑡, 𝑥) | 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ H}, оснащений скалярним добутком та нормою: ⟨w1,w2⟩ =

⟨w1,w2⟩ℳ(H) = 𝑡1𝑡2 + ⟨𝑥1, 𝑥2⟩, ‖w1‖ = ‖w1‖ℳ(H) =
(︀
𝑡21 + ‖𝑥1‖2

)︀1/2
(де w𝑖 = (𝑡𝑖, 𝑥𝑖) ∈

ℳ (H) , 𝑖 ∈ {1, 2}), див. додаток А, пiдроздiл А.1.1.
Позначимо через Pk (H) множину всiх операторiв S ∈ ℒ× (ℳ (H)), що мають

неперервний обернений оператор S−1 ∈ ℒ× (ℳ (H)). Оператори S ∈ Pk (H) будемо

називати операторами (афiнного) перетворення координат .

Нагадаємо, що в пiдроздiлi А.2 (формула (А.155)) для довiльних 𝑐 ∈ (0,∞],

𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1) i n ∈ B1 (H1) було введено оператор лiнiй-

ного перетворення координат W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ ℒ (ℳ (H)). Для довiльних фiксованих

значень 𝑐 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) i a ∈ ℳ (H)

введемо наступний оператор:

W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a]w := W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] (w + a) (w ∈ℳ (H)) . (2.17)
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Наслiдок 2.18. Нехай 𝑐 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈
B1 (H1), i a ∈ℳ (H). Тодi W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ∈ Pk (H).

Доведення. Досить довести, що для 𝑐 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1},
𝐽 ∈ U (H1) i n ∈ B1 (H1) оператор W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] має неперервний обер-

нений W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 ∈ ℒ (ℳ (H)), оскiльки з iснування оберненого опера-

тора виду W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 ∈ ℒ (ℳ (H)) легко довести iснування оператора

W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a]−1 ∈ ℒ× (ℳ (H)) (для будь-якого a ∈ℳ (H)), а також формулу:

W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a]−1 w = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 w − a (∀w ∈ℳ (H)) .

У випадку 𝑐 <∞ видiлене жирним шрифтом твердження було доведено в дода-

тку А.2 (див. наслiдок А.41). А у випадку 𝑐 = ∞ зазначене твердження випливає з

твердження А.51.

Для 0 < 𝑐 ≤ ∞ введемо наступнi класи операторiв:

PT (H, 𝑐) :=
{︀
W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] | 𝑠 ∈ {−1, 1} ,
𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1) , a ∈ℳ (H)

}︀
;

PT+ (H, 𝑐) := {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ∈ PT (H, 𝑐) | 𝑠 = 1} ;

P (H, 𝑐) := {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ∈ PT (H, 𝑐) | 𝜆 < 𝑐} ;

P+ (H, 𝑐) := {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ∈ P (H, 𝑐) | 𝑠 = 1} .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.18)

Легко бачити, що PT (H,∞) = P (H,∞), PT+ (H,∞) = P+ (H,∞), а також:

PT (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] |W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) , a ∈ℳ (H)} ;

PT+ (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] |W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT+ (H, 𝑐) , a ∈ℳ (H)} ;

P (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] |W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ O (H, 𝑐) , a ∈ℳ (H)} ;

P+ (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] |W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ O+ (H, 𝑐) , a ∈ℳ (H)} .

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (2.19)

Пiдсумовуючи результати, отриманi в твердженнях А.5,А.22, наслiдках А.52, А.53 i

використовуючи формули (2.19), (2.17), приходимо до наступного висновку:

Наслiдок 2.19. Для довiльного значення 𝑐 ∈ (0,∞] класи операторiв P (H, 𝑐) i

P+ (H, 𝑐) утворюють групи над просторомℳ (H).

(пiдкреслимо, що P (H, 𝑐) ,P+ (H, 𝑐) ⊆ ℒ× (ℳ (H)).)

Зауваження 2.20. У випадку H = R3, 𝑐 <∞ група операторiвP+ (H, 𝑐) являє собою

вiдому групу Пуанкаре (означення класичної групи Пуанкаре див, наприклад, [115,

116]). У випадку H = R3, 𝑐 =∞ група операторiв P+ (H,∞) збiгається з (класичною)

групою Галiлея (означення групи Галiлея, див, наприклад, [115–117]).

Застосовуючи наслiдки А.44 i А.50, та формули (2.19) i (2.17) отримуємо:
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Наслiдок 2.21. Для довiльного 𝑐 ∈ (0,∞) справедливi наступнi твердження:

1. Клас PT+ (H, 𝑐) не утворює групу операторiв над просторомℳ (H).

2. Якщо dim (H) > 1, то клас PT (H, 𝑐) не утворює групу операторiв надℳ (H).

Доведення. Справдi, припустимо, що клас операторiв PT+ (H, 𝑐) є групою. Тодi мно-

жина операторiв OT+ (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ∈ PT+ (H, 𝑐) | a = 0} повинна бути

пiдгрупою групи PT+ (H, 𝑐), що суперечить наслiдку А.44. Аналогiчно, приходимо

до суперечностi з наслiдком А.50, якщо припустимо, що dim (H) > 1 i клас операто-

рiв PT (H, 𝑐) є групою.

Нехай, ℬ — базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H = Zk
(︁̂︀H)︁ i Tm(ℬ) =

(R,≤), де ≤ — стандартний порядок на полi дiйсних чисел R { 2.1 }. Тодi Bs(ℬ) ⊆ R×
H = ℳ (H). Довiльна множина S ⊆ Pk (H) є трансформуючою множиною бiєкцiй

вiдносно ℬ на H = Zk
(︁̂︀H)︁ (в сенсi, означеному в прикладi 1.146). Отже, можна

покласти:

Kim (S,ℬ; H) := Kim
(︁
S,ℬ, ̂︀H)︁ ,

де Kim
(︁
S,ℬ, ̂︀H)︁ — кiнематична множина, що визначається формулою (2.15). З тео-

реми 2.17 отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 2.22. Кiнематична множина Kim (S,ℬ; H) допускає унiверсальне пере-

творення координат.

Використовуючи введенi в формулах (2.18) класи операторiв, можна визначити

наступнi кiнематичнi множини:

KPT0 (H,ℬ, 𝑐) := Kim (PT (H, 𝑐) ,ℬ; H) ;

KPT (H,ℬ, 𝑐) := Kim (PT+ (H, 𝑐) ,ℬ; H) ;

KP0 (H,ℬ, 𝑐) := Kim (P (H, 𝑐) ,ℬ; H) ;

KP (H,ℬ, 𝑐) := Kim (P+ (H, 𝑐) ,ℬ; H) .

У випадку dim(H) = 3, 𝑐 < ∞ кiнематична множина KP (H,ℬ, 𝑐) являє собою

найпростiшу математично строгу модель кiнематики спецiальної теорiї вiдносностi

в iнерцiйних системах вiдлiку. Кiнематична множина KP0 (H,ℬ, 𝑐) побудована на

основi загальної групи Лоренца-Пуанкаре, i мiстить крiм звичайних систем вiдлiку

(з додатним напрямком часу), якi мають зрозумiлу фiзичну iнтерпретацiю, також

системи вiдлiку з вiд’ємним напрямком часу. Кiнематичнi множини KPT (H,ℬ, 𝑐) i
KPT0 (H,ℬ, 𝑐) мiстять крiм стандартних (“тардiонних”) систем вiдлiку також i “та-

хiоннi” системи вiдлiку, якi рухаються вiдносно “тардiонних” систем вiдлiку зi швид-

кiстю бiльшою за швидкiсть свiтла 𝑐. У випадку dim(H) = 3, 𝑐 = ∞ кiнематична

2.1 Така базова мiнлива множина ℬ iснує, оскiльки, наприклад, можна покласти ℬ := 𝒜𝑡 (R,ℛ), де
ℛ — система абстрактних траєкторiй R в множину M ⊆ H.
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множина KP (H,ℬ,∞) = KPT (H,ℬ,∞) являє собою математично строгу модель

класичної кiнематики Галiлея в iнерцiйних системах вiдлiку. З наслiдка 2.22 випли-

ває наступний наслiдок.

Наслiдок 2.23. Кiнематичнi множини KPT0 (H,ℬ, 𝑐), KPT (H,ℬ, 𝑐), KP0 (H,ℬ, 𝑐),
KP (H,ℬ, 𝑐) допускають унiверсальне перетворення координат.

Зауваження 2.24. З наслiдка 2.19 випливає, що множини операторiв P (H, 𝑐) та

P+ (H, 𝑐) утворюють групи операторiв над просторомℳ (H). В той же час, в наслiд-

ку 2.21 доведено, що класи операторiв PT (H, 𝑐) (при dim (H) > 1) та PT+ (H, 𝑐) не

утворюють групи операторiв над ℳ (H). Це означає, що побудованi на основi цих

класiв операторiв кiнематики типу KPT0 (H,ℬ, 𝑐) та KPT (H,ℬ, 𝑐) не задовольняють
умовам принципу вiдносностi, оскiльки, згiдно з теоремою 2.17, множина UP(l) при-

родних унiверсальних перетворень координат (2.16), що забезпечують перехiд вiд

однiєї системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) (C ∈ {KPT0 (H,ℬ, 𝑐) , KPT (H,ℬ, 𝑐)}) до всiх iнших
систем вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (C) є рiзною для рiзних систем вiдлiку l. Слiд зауважити, що у

випадку dim (H) = 3 той факт, що узагальненi перетворення Лоренца виду (А.155) не

задовольняють умовам принципу вiдносностi було помiчено також i в коментарi [118]

виходячи з мiркувань iнварiантностi свiтлової сфери в iнерцiйних системах вiдлiку.

В той же час, принцип вiдносностi в цих кiнематиках порушується лише на над-

свiтловому дiапазонi, оскiльки кiнематичнi множини KPT0 (H,ℬ, 𝑐) та KPT (H,ℬ, 𝑐)
побудованi шляхом “додавання” нових, надсвiтлових, систем вiдлiку до кiнематичних

множин KP0 (H,ℬ, 𝑐) та KP (H,ℬ, 𝑐), якi задовольняють умовам принципу вiдносно-

стi. Слiд зазначити, що принцип вiдносностi є лише одним iз експериментально вста-

новлених фактiв. Тому, цiлком можливо, що цей принцип не виконується при виходi

за межi свiтлового бар’єру. Можливiсть порушення принципу вiдносностi зараз обго-

ворюється в фiзичнiй лiтературi (див., наприклад, [102–104,119–122]).

Основнi результати пiдроздiлу 2.5 були анонсованi в [112] i опублiкованi в [123]

(див., також, препринт [124]), а також представленi на конференцiях [94,95].

2.6. Кiнематичнi множини, що не допускають унi-

версального перетворення координат

В даному пiдроздiлi побудовано один цiкавий клас кiнематичних множин, в яких

кожна частинка в кожен момент часу може мати свою власну “швидкiсть свiтла”. На

фiзичному рiвнi подiбнi моделi (з частинково-залежною швидкiстю свiтла) розгля-

дались в роботах [125–130].

Нехай, множина Vf ⊆ (0,∞] така, що Vf ̸= ∅ i (0,∞] ∖Vf ̸= ∅. Покладемо:
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HVf
:= H×Vf = {(𝑥, 𝑐) | 𝑥 ∈ H, 𝑐 ∈ Vf} ; ℳ

(︀
HVf

)︀
:= R× HVf

.

Множину ℳ
(︀
HVf

)︀
будемо називати простором Мiнковського iз множиною за-

боронених швидкостей Vf над H. Множину ̃︁Vf := [0,∞] ∖ Vf будемо називати

множиною дозволених швидкостей для просторуℳ
(︀
HVf

)︀
. Множина дозволе-

них швидкостей ̃︁Vf завжди є непорожньою, оскiльки, за визначенням множини ̃︁Vf,

гарантовано маємо 0 ∈ ̃︁Vf. Введемо множину скiнченних ненульових дозволе-

них швидкостей для просторуℳ
(︀
HVf

)︀
:̃︁Vf

fin+
:= ̃︁Vf ∖ {0,∞} = (0,∞) ∖Vf.

Для довiльного 𝜔 = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) ∈ ℳ
(︀
HVf

)︀
покладемо, 𝜔* := (𝑡, 𝑥) ∈ ℳ (H) . Далi,

для довiльних 𝜆 ∈ ̃︁Vf, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1), a ∈ℳ (H) i 𝜔 = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) ∈
ℳ
(︀
HVf

)︀
введемо таке позначення:

W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔 := (tm (W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*) , (bs (W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*) , 𝑐)) . (2.20)

Тодi, для довiльного 𝜔 = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) ∈ℳ
(︀
HVf

)︀
отримаємо рiвнiсть:(︀

W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔

)︀*
= W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*. (2.21)

Твердження 2.25. Для довiльних 𝜆 ∈ ̃︁Vf, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1),

a ∈ℳ (H) вiдображення W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a] є бiєкцiєю наℳ

(︀
HVf

)︀
.

Доведення. Припустимо, що W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔1 = W𝜆;Vf

[𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔2, де 𝜔1 =

(𝑡1, (𝑥1, 𝑐1)) ∈ℳ
(︀
HVf

)︀
, 𝜔2 = (𝑡2, (𝑥2, 𝑐2)) ∈ℳ

(︀
HVf

)︀
. Тодi:

(tm (W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*1) , (bs (W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*1) , 𝑐1)) =

= (tm (W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*2) , (bs (W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*2) , 𝑐2)) .

Тому, 𝑐1 = 𝑐2, а отже, виконуються такi рiвностi: tm (W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*1) =

tm (W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*2), bs (W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*1) = bs (W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*2) . Звiд-

си, W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*1 = W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]𝜔*2. Враховуючи, що вiдображення

W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a] є бiєкцiєю на ℳ (H), приходимо до висновку, що, 𝜔*1 = 𝜔*2, тобто

𝑡1 = 𝑡2, 𝑥1 = 𝑥2. Отже, 𝜔1 = (𝑡1, (𝑥1, 𝑐1)) = (𝑡2, (𝑥2, 𝑐2)) = 𝜔2. Таким чином, вiдображе-

ння W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a] є взаємно-однозначним.

Залишилось довести, що W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a] вiдображає множину ℳ

(︀
HVf

)︀
на

ℳ
(︀
HVf

)︀
. Розглянемо довiльний елемент 𝜔 = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) ∈ℳ

(︀
HVf

)︀
. Покладемо:̃︀𝜔 :=

(︁
tm
(︁

(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a])[−1] 𝜔*
)︁
,
(︁
bs
(︁

(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a])[−1] 𝜔*
)︁
, 𝑐
)︁)︁

.

Тодi маємо, ̃︀𝜔* =
(︁
tm
(︁

(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a])[−1] 𝜔*
)︁
, bs

(︁
(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a])[−1] 𝜔*

)︁)︁
=

(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a])[−1] 𝜔*. Звiдси, W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ̃︀𝜔* = 𝜔*. Отже,

W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a] ̃︀𝜔 = (tm (W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ̃︀𝜔*) , (bs (W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ̃︀𝜔*) , 𝑐)) =

= (tm (𝜔*) , (bs (𝜔*) , 𝑐)) = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) = 𝜔.
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Таким чином, вiдображення W𝜆;Vf
[𝑠,n, 𝐽 ; a] є бiєкцiєю наℳ

(︀
HVf

)︀
.

Введемо наступнi позначення:

PT (H;Vf) :=
{︁
W𝜆;Vf

[𝑠,n, 𝐽 ; a] | 𝜆 ∈ ̃︁Vf, 𝑠 ∈ {−1, 1},

𝐽 ∈ U (H1) , n ∈ B1 (H1) , a ∈ℳ (H)
}︁

;

PT+ (H;Vf) :=
{︀
W𝜆;Vf

[𝑠,n, 𝐽 ; a] ∈ PT (H;Vf) | 𝑠 = 1
}︀
.

Нехай, ℬ — базова мiнлива множина така, щоBs(ℬ) ⊆ HVf
, Tm(ℬ) = (R,≤). Тодi

Bs(ℬ) ⊆ R× HVf
=ℳ

(︀
HVf

)︀
. Розглянемо такi кiнематичнi мультипроектори для ℬ:

PT (H;Vf)
∧ =

(︁(︁
(R,≤) ,HVf

,S, ̂︀H,q)︁ | S ∈ PT (H;Vf)
)︁

;

PT+ (H;Vf)
∧ =

(︁(︁
(R,≤) ,HVf

,S, ̂︀H,q)︁ | S ∈ PT+ (H;Vf)
)︁
, де

q(�̃�) = 𝑥
(︀
∀ �̃� = (𝑥, 𝑐) ∈ HVf

)︀
(2.22)

Вiдповiдно до теореми 2.14 та означення 2.15, введемо кiнематичнi множини:

KPT0 (H,ℬ;Vf) := Kim
[︀
PT (H;Vf)

∧ ,ℬ
]︀

;

KPT (H,ℬ;Vf) := Kim
[︀
PT+ (H;Vf)

∧ ,ℬ
]︀
.

Виявляється, що введенi кiнематичнi множини допускають унiверсальне перетво-

рення координат лише в тривiальних випадках, коли в них реалiзується лише одна

заборонена швидкiсть 𝑐 ∈ (0,∞], тобто коли вони зводяться до кiнем. множин виду

KPT0 (H,ℬ, 𝑐) або KPT (H,ℬ, 𝑐) (з єдиною, “унiверсальною” швидкiстю свiтла).

Теорема 2.26. Нехай множина заборонених швидкостей Vf є такою, що вiдпо-

вiдна множина скiнченних ненульових дозволених швидкостей ̃︁Vf

fin+
= (0,∞) ∖Vf

мiстить щонайменше два елемента (тобто card
(︁̃︁Vf

fin+
)︁
≥ 2).

У цьому випадку кiнематична множина KPT (H,ℬ;Vf) допускає унiверсальне

перетворення координат тодi i тiльки тодi, коли не iснує елементарних станiв

�̃�1 = (𝑥1, 𝑐1) , �̃�2 = (𝑥2, 𝑐2) ∈ Bs(ℬ) таких, що 𝑐1 ̸= 𝑐2.

Для доведення теореми 2.26 знадобляться двi допомiжнi леми (див. нижче).

Позначення 2.27. Нехай елементи 𝑦1, 𝑦2 ∈ (0,∞], є такi, що 𝑦1 ̸= ∞ або 𝑦2 ̸= ∞.

Покладемо:

𝜎 (𝑦1, 𝑦2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︁
𝑦−2
1 +𝑦−2

2

2

)︁− 1
2
, 𝑦1, 𝑦2 <∞

√
2 𝑦1, 𝑦1 <∞, 𝑦2 =∞
√

2 𝑦2, 𝑦1 =∞, 𝑦2 <∞

. (2.23)
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Лема 2.28. Зафiксуємо довiльнi 𝑐1, 𝑐2 ∈ (0,∞], 𝑐1 ̸= 𝑐2; 𝜆 ∈ (0,∞)∖{𝑐1, 𝑐2, 𝜎 (𝑐1, 𝑐2)};
𝑠 ∈ {−1, 1} i 𝐽 ∈ U (H1).

Тодi для будь-яких векторiв w1,w2 ∈ℳ (H) таких, що w1 ̸= w2 iснують вектори

n ∈ B1 (H1) i a ∈ℳ (H), такi, що W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w1 = W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w2.

Доведення. Нехай, 𝑐1, 𝑐2 ∈ (0,∞] i 𝑐1 ̸= 𝑐2. Надалi для зручностi будемо вважати, що

𝑐1 < 𝑐2. Зрозумiло, що таке припущення не обмежує загальностi мiркувань.

1. Спочатку доведемо лему у спецiальному випадку, коли w1 = 0, w2 = w ̸= 0.

Розглянемо довiльнi фiксованi 𝜆 ∈ (0,∞) ∖ {𝑐1, 𝑐2, 𝜎 (𝑐1, 𝑐2)}, 𝑠 ∈ {−1, 1} i 𝐽 ∈ U (H1).

Враховуючи специфiку випадку, потрiбно знайти такi n ∈ B1 (H1) i a ∈ℳ (H), що:

W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a]0 = W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w. (2.24)

Беручи до уваги (2.17), остання умова переписується у виглядi:

W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ] a = W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ] (w + a) . (2.25)

Покладемо:

𝑡 := 𝒯 (w) , 𝑥 := Xw. (2.26)

Тодi можна записати, w = 𝑡e0 + 𝑥.

Зафiксуємо довiльний вектор n0 ∈ B1 (H1). Покладемо, n :=

⎧⎨⎩ 𝑥
‖𝑥‖ , 𝑥 ̸= 0

n0, 𝑥 = 0
. Тодi:

𝑥 = ‖𝑥‖n, ⟨n,w⟩ = ⟨n, 𝑥⟩ = ‖𝑥‖ ,
X⊥1 [n] w = Xw − ⟨n,w⟩n = 𝑥− ‖𝑥‖n = 𝑥− 𝑥 = 0.

}︃
(2.27)

Вектор a будемо шукати у виглядi:

a = 𝜏e0 + 𝜇n, де 𝜏, 𝜇 ∈ R. (2.28)

1.a) Спочатку розглянемо випадок 𝑐1, 𝑐2 <∞.

Пiдставляючи вектор a з (2.28) в умову (2.25) i враховуючи спiввiдношення (2.26),

(2.27) та (А.155), отримуємо наступну умову:(︂
𝑠𝜏 − 𝜆

𝑐21
𝜇

)︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
e0 + (𝜆𝜏 − 𝑠𝜇) 𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
𝐽n =

=

(︂
𝑠 (𝑡+ 𝜏)− 𝜆

𝑐22
(‖𝑥‖+ 𝜇)

)︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐2

)︂
e0 + (𝜆 (𝑡+ 𝜏)− 𝑠 (‖𝑥‖+ 𝜇)) 𝛾

(︂
𝜆

𝑐2

)︂
𝐽n,

де 𝛾(𝜉) =
1√︀
|1− 𝜉2|

, 𝜉 ≥ 0, 𝜉 ̸= 1. (2.29)
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Звiдси, враховуючи ортогональнiсть вектора e0 до пiдпростору H1 та унiтарнiсть

оператора 𝐽 на пiдпросторi H1, отримуємо систему рiвнянь:⎧⎨⎩
(︁
𝑠𝜏 − 𝜆

𝑐21
𝜇
)︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
=
(︁
𝑠 (𝑡+ 𝜏)− 𝜆

𝑐22
(‖𝑥‖+ 𝜇)

)︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
(𝜆𝜏 − 𝑠𝜇) 𝛾

(︁
𝜆
𝑐1

)︁
= (𝜆 (𝑡+ 𝜏)− 𝑠 (‖𝑥‖+ 𝜇)) 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁ (2.30)

Пiсля нескладних перетворень система (2.30) зводиться до наступного (еквiвален-

тного) вигляду:⎧⎪⎨⎪⎩
(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁
𝜏 + 𝜆𝑠

(︂
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
𝑐21
−

𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
𝑐22

)︂
𝜇 =

(︁
𝜆𝑠‖𝑥‖
𝑐22
− 𝑡
)︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
𝜆
(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁
𝜏 + 𝑠

(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
𝜇 = (𝑠 ‖𝑥‖ − 𝜆𝑡) 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁ (2.31)

Система (2.31) є системою лiнiйних рiвнянь вiдносно змiнних “𝜏 ” та “𝜇”. Визначник

цiєї системи дорiвнює:

Δ = −𝑠
(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁2
− 𝑠𝜆2

(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁(︂
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
𝑐21
−

𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
𝑐22

)︂
=

= −𝑠
(︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐2

)︂
− 𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂)︂(︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐2

)︂(︂
1− 𝜆2

𝑐22

)︂
− 𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂(︂
1− 𝜆2

𝑐21

)︂)︂
=

= −𝑠
(︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐2

)︂
− 𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂)︂(︂
Φ

(︂
1− 𝜆2

𝑐22

)︂
− Φ

(︂
1− 𝜆2

𝑐21

)︂)︂
, де (2.32)

Φ(𝑦) := sign (𝑦)
√︀
|𝑦| (𝑦 ∈ R). (2.33)

Оскiльки 𝜆 ∈ (0,∞)∖{𝑐1, 𝑐2, 𝜎 (𝑐1, 𝑐2)}, то 𝜆 > 0 i 𝜆 ̸= 𝜎 (𝑐1, 𝑐2). Тому, множник 𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁
−

𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
в формулi (2.32) є ненульовим. Другий множник

(︁
Φ
(︁

1− 𝜆2

𝑐22

)︁
− Φ

(︁
1− 𝜆2

𝑐21

)︁)︁
— також ненульовий, тому, що 𝑐1 < 𝑐2 i функцiя Φ є строго монотонною на R. Отже,
визначник Δ системи (2.31) — ненульовий. Тому, ця система має єдиний розв’язок.

Позначимо цей розв’язок через (𝜏 , �̃�). Тодi, вiдповiдно до формули (2.28), шуканий

вектор a записується у виглядi, a = 𝜏e0 + �̃�n. I легко зрозумiти, що пiдстановка

знайдених значень векторiв n ∈ B1 (H1) i a ∈ ℳ (H) в (2.25) гарантує правильну

рiвнiсть. Отже, у випадку 𝑐2, 𝑐2 <∞ i w1 = 0, лему доведено.

1.б) Далi, залишилось розглянути лише випадок 𝑐2 = ∞, 𝑐1 < ∞ (w1 = 0,

w2 = w ̸= 0). Пiдкреслимо, що випадок 𝑐1 =∞ неможливий, оскiльки 𝑐1 < 𝑐2.

Пiдставляючи вектор a з (2.28) в умову (2.25) i враховуючи спiввiдношення (2.26),

(2.27) та (А.155), отримуємо наступну умову:(︂
𝑠𝜏 − 𝜆

𝑐21
𝜇

)︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
e0 + (𝜆𝜏 − 𝑠𝜇) 𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
𝐽n =
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= 𝑠 (𝑡+ 𝜏) e0 + (𝜆 (𝑡+ 𝜏)− 𝑠 (‖𝑥‖+ 𝜇)) 𝐽n.

Звiдси, враховуючи ортогональнiсть вектора e0 до пiдпростору H1 та унiтарнiсть

оператора 𝐽 на пiдпросторi H1, отримуємо систему рiвнянь:⎧⎨⎩
(︁
𝑠𝜏 − 𝜆

𝑐21
𝜇
)︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
= 𝑠 (𝑡+ 𝜏)

(𝜆𝜏 − 𝑠𝜇) 𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
= 𝜆 (𝑡+ 𝜏)− 𝑠 (‖𝑥‖+ 𝜇)

(2.34)

Пiсля нескладних перетворень система (2.34) зводиться до наступного (еквiвален-

тного) вигляду:⎧⎨⎩
(︁

1− 𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁
𝜏 + 𝜆𝑠

𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
𝑐21

𝜇 = −𝑡

𝜆
(︁

1− 𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁
𝜏 + 𝑠

(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 1
)︁
𝜇 = 𝑠 ‖𝑥‖ − 𝜆𝑡

(2.35)

Система (2.35) є системою лiнiйних рiвнянь вiдносно змiнних “𝜏 ” та “𝜇”. Визначник

цiєї системи дорiвнює:

Δ = −𝑠
(︁

1− 𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁2
− 𝑠𝜆2

(︁
1− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
𝑐21

=

= −𝑠
(︂

1− 𝛾
(︂
𝜆

𝑐1

)︂)︂(︂
1− Φ

(︂
1− 𝜆2

𝑐21

)︂)︂
, (2.36)

де функцiя Φ визначається за формулою (2.33). Оскiльки 𝜆 ∈ (0,∞)∖{𝑐1, 𝑐2, 𝜎 (𝑐1, 𝑐2)},
де 𝑐2 = +∞, то 𝜆 > 0 i 𝜆 ̸= 𝜎 (𝑐1,∞) =

√
2𝑐1. Отже множник 1−𝛾

(︁
𝜆
𝑐1

)︁
в формулi (2.36)

— ненульовий. Другий множник,
(︁

1− Φ
(︁

1− 𝜆2

𝑐21

)︁)︁
також є ненульовим тому, що 1 =

Φ(1) i функцiя Φ — строго монотонна на R. Отже, визначник Δ системи (2.35) —

ненульовий. Тому, ця система має єдиний розв’язок. Позначимо через (𝜏 , �̃�) розв’язок

системи (2.35). Тодi, вiдповiдно до формули (2.28), шуканий вектор a записується

у виглядi, a = 𝜏e0 + �̃�n. I пiдстановка знайдених значень векторiв n ∈ B1 (H1) i

a ∈ℳ (H) в (2.25) гарантує правильну рiвнiсть.

У спецiальному випадку, коли w1 = 0, w2 = w ̸= 0 лему повнiстю доведено.

2. Тепер перейдемо тепер до загального випадку, коли w1,w2 — довiльнi вектори

просторуℳ (H) такi, що w1 ̸= w2. Нехай, 𝜆 ∈ (0,∞)∖{𝑐1, 𝑐2, 𝜎 (𝑐1, 𝑐2)}. Згiдно з отри-
маним в першому пунктi доведення даної леми для спецiального випадку, iснують та-

кi вектори n ∈ B1 (H1) i ̃︀a ∈ ℳ (H), що W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ]̃︀a = W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ] (w2 − w1 + ̃︀a).

Покладемо, a := ̃︀a − w1. Тодi, враховуючи (2.17), отримуємо бажану рiвнiсть

W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w1 = W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w2.

Лема 2.29. Нехай, для деякого вектора w ∈ ℳ (H) виконується рiв-

нiсть W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ] w = W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ] w, де 𝑐1, 𝑐2 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ (0,∞] ∖
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{𝑐1, 𝑐2, 𝜎 (𝑐1, 𝑐2)}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1), причому 𝑐1 ̸= 𝑐2. Тодi,

𝒯 (w) = ⟨n,w⟩ = 0.

Доведення леми розiб’ємо на декiлька випадкiв.

Випадок 1: 𝑐1, 𝑐2 <∞, 𝜆 <∞. У цьому випадку, за формулою (А.155), маємо:

W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ] w −W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ] w =

=
(︁(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
𝑠𝒯 (w)−

(︁
𝜆
𝑐21
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝜆

𝑐22
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
⟨n,w⟩

)︁
e0+

+
(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
(𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨n,w⟩) 𝐽n, (2.37)

де функцiя 𝛾 визначається за формулою (2.29). За умовою леми, W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ] w −
W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ] w = 0, де 0 — нульовий вектор простору ℳ (H). Отже, права частина

(2.37) дорiвнює нульовому вектору. Тому, враховуючи ортогональнiсть вектора e0 до

пiдпростору H1 i унiтарнiсть оператора 𝐽 на пiдпросторi H1, отримуємо рiвностi:

𝑠
(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
𝒯 (w)−

(︁
𝜆
𝑐21
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝜆

𝑐22
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
⟨n,w⟩ = 0 ;(︁

𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
(𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨n,w⟩) = 0.

⎫⎬⎭ (2.38)

За умовою леми, 𝜆 > 0 i 𝜆 ̸= 𝜎 (𝑐1, 𝑐2) =
√︂

2
1

𝑐21
+ 1

𝑐22

.

Отже, 𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁
̸= 0. Тому рiвностi (2.38) можна переписати у виглядi:

{︃
𝑠
(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝛾

(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
𝒯 (w)−

(︁
𝜆
𝑐21
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 𝜆

𝑐22
𝛾
(︁
𝜆
𝑐2

)︁)︁
⟨n,w⟩ = 0 ;

𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨n,w⟩ = 0.
(2.39)

Система (2.39) є системою лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно змiнних 𝒯 (w) i

⟨n,w⟩. Визначник цiєї системи дорiвнює:

Δ = −
[︂(︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
− 𝛾

(︂
𝜆

𝑐2

)︂)︂
−
(︂
𝜆2

𝑐21
𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
− 𝜆2

𝑐22
𝛾

(︂
𝜆

𝑐2

)︂)︂]︂
=

= Φ

(︂
1− 𝜆2

𝑐22

)︂
− Φ

(︂
1− 𝜆2

𝑐21

)︂
,

де функцiя Φ визначається за формулою (2.33). Оскiльки функцiя Φ є строго

монотонною на R, то то визначник Δ системи (2.39) вiдмiнний вiд нуля. Тому,

𝒯 (w) = ⟨n,w⟩ = 0, що й необхiдно було довести.

Випадок 2: 𝑐1, 𝑐2 <∞, 𝜆 =∞. Згiдно з формулою (А.155), отримуємо:

0 = W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ] w −W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ] w =

= −⟨n,w⟩
𝑐1

e0 + 𝑐1𝒯 (w) 𝐽n−
(︂
−⟨n,w⟩

𝑐2
e0 + 𝑐2𝒯 (w) 𝐽n

)︂
=
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= −
(︂

1

𝑐1
− 1

𝑐2

)︂
⟨n,w⟩ e0 + (𝑐1 − 𝑐2) 𝒯 (w) 𝐽n.

Оскiльки 𝑐1 ̸= 𝑐2, то з останньої рiвностi (в силу ортогональностi вектора e0 до

пiдпростору H1 i унiтарностi оператора 𝐽 на пiдпросторi H1) випливає рiвнiсть

𝒯 (w) = ⟨n,w⟩ = 0.

Випадок 3: 𝑐1 < ∞, 𝑐2 = ∞. За умовою леми, 𝜆 ̸= 𝑐2. Отже, в цьому випадку

𝜆 <∞. I, використовуючи формулу (А.155), отримуємо:

0 = W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ] w −W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ] w =

=

(︂(︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
− 1

)︂
𝑠𝒯 (w)− 𝜆

𝑐21
𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
⟨n,w⟩

)︂
e0+

+

(︂
𝛾

(︂
𝜆

𝑐1

)︂
− 1

)︂
(𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨n,w⟩) 𝐽n. (2.40)

За умовою леми, 𝜆 > 0 i 𝜆 ̸= 𝜎 (𝑐1, 𝑐2) =
√

2 𝑐1. Отже, 𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 1 ̸= 0. Тому, врахо-

вуючи ортогональнiсть вектора e0 до пiдпростору H1 i унiтарнiсть оператора 𝐽 на

пiдпросторi H1, з рiвностi (2.40) отримуємо систему рiвнянь:{︃ (︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 1
)︁
𝑠𝒯 (w)− 𝜆

𝑐21
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
⟨n,w⟩ = 0

𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨n,w⟩ = 0.
(2.41)

Система (2.41) є системою лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно змiнних 𝒯 (w) i

⟨n,w⟩. Визначник останньої системи дорiвнює: Δ1 = −
(︁(︁
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁
− 1
)︁
− 𝜆2

𝑐21
𝛾
(︁
𝜆
𝑐1

)︁)︁
=

Φ(1)−Φ
(︁

1− 𝜆2

𝑐21

)︁
. Оскiльки, за умовою леми, 𝜆 > 0 i 𝑐1 <∞, то 𝜆

𝑐1
̸= 0. Тому, Δ1 ̸= 0.

Звiдси отримуємо, 𝒯 (w) = ⟨n,w⟩ = 0.

Випадок 4: 𝑐1 =∞, 𝑐2 <∞ розглядається аналогiчно до випадку 3.

Випадок 𝑐1, 𝑐2 =∞ є неможливим, оскiльки, за умовою леми, 𝑐1 ̸= 𝑐2.

Таким чином, лему повнiстю доведено в усiх випадках.

Наслiдок 2.30. Нехай, 𝑐1, 𝑐2 ∈ (0,∞], 𝑐1 ̸= 𝑐2, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜆 ∈ (0,∞) ∖
{𝑐1, 𝑐2, 𝜎 (𝑐1, 𝑐2)}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1).

Тодi для довiльного w ∈ ℳ (H) iснує такий вектор a ∈ ℳ (H), що

W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w ̸= W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w.

Доведення. Зафiксуємо довiльний вектор a ∈ℳ (H), що задовольняє умову:

𝒯 (w + a) ̸= 0. (2.42)

Якщо припустити, що W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w = W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w, то, згiдно (2.17),

отримаємо, W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ] (w + a) = W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ] (w + a). Звiдси, за ле-
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мою 2.29, маємо, 𝒯 (w + a) = 0, що суперечить спiввiдношенню (2.42). Тому,

W𝜆,𝑐1 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w ̸= W𝜆,𝑐2 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w.

Доведення теореми 2.26. 1. Доведемо, що для довiльного фiксованого вектора n ∈
B1 (H1) виконується рiвнiсть:

W0;Vf
[1,n, I−1,1 [n] ,0] = Iℳ(HVf)

, (2.43)

де Iℳ(HVf)
— тотожний вiдображення наℳ

(︀
HVf

)︀
, а оператор I−1,1 [n] визначається

за формулою (А.120).

Справдi, згiдно з (2.20), (2.17), (А.155), для довiльного елемента 𝜔 = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) ∈
ℳ
(︀
HVf

)︀
, маємо:

W0;Vf
[1,n, I−1,1 [n] ,0]𝜔 =

= (tm (W0,𝑐 [1,n, I−1,1 [n]]𝜔*) , (bs (W0,𝑐 [1,n, I−1,1 [n]]𝜔*) , 𝑐)) =

= (tm (𝜔*) , (bs (𝜔*) , 𝑐)) = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) = 𝜔,

що й необхiдно було довести. З рiвностi (2.43) випливає, що Iℳ(HVf)
∈ PT+ (H;Vf).

При цьому, згiдно iз зауваженням 1.137, Iℳ(HVf)
[ℬ] = ℬ. Отже, за властивiстю 2.16(1),

можна визначити систему вiдлiку:

l0 =
(︁
Iℳ(HVf)

, Iℳ(HVf)
[ℬ]
)︁

=
(︁
Iℳ(HVf)

,ℬ
)︁
∈ ℒ𝑘 (KPT (H,ℬ;Vf)) .

Тепер, розглянемо довiльну фiксовану систему вiдлiку l = (𝑈,𝑈 [ℬ]) ∈
ℒ𝑘 (KPT (H,ℬ;Vf)), де 𝑈 = W𝜆,Vf

[1,n, 𝐽 ; a] ∈ PT+ (H;Vf).

Згiдно з властивостями 2.16(3, 5), маємо:

M𝑘(l) = R× H =ℳ (H) ; (2.44)

⟨! l← l0⟩𝜔 = 𝑈

(︂
I [−1]
ℳ(HVf)

𝜔

)︂
= 𝑈𝜔 = W𝜆,Vf

[1,n, 𝐽 ; a]𝜔

(∀𝜔 ∈ Bs (l0) = Bs(ℬ) ⊆ℳ
(︀
HVf

)︀
.

Використовуючи властивiсть 2.16(3) та рiвнiсть (2.22), для довiльного

елементарно-часового стану 𝜔 = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) ∈ Bs(l) отримуємо:

Q⟨l⟩(𝜔) = (tm (𝜔) ,q(bs (𝜔))) = (𝑡,q ((𝑥, 𝑐))) = (𝑡, 𝑥) = 𝜔*. (2.45)

Звiдси, використовуючи означення 2.6 (пункт 1) та рiвнiсть (2.21) одержуємо:

Q⟨l← l0⟩(𝜔) = Q⟨l⟩ (⟨! l← l0⟩𝜔) =
(︀
W𝜆,Vf

[1,n, 𝐽 ; a]𝜔
)︀*

= W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ; a]𝜔*(︀
∀𝜔 = (𝑡, (𝑥, 𝑐)) ∈ Bs (l0) = Bs(ℬ) ⊆ℳ

(︀
HVf

)︀)︀
. (2.46)
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2. 2.1. Нехай, iснують елементарнi стани �̃�1 = (𝑥1, 𝑐1) , �̃�2 = (𝑥2, 𝑐2) ∈ Bs(ℬ)

такi, що 𝑐1 ̸= 𝑐2. Оскiльки, згiдно з властивiстю 1.60(9), Bs(ℬ) = {bs (𝜔) |𝜔 ∈ Bs(ℬ)},
то iснують елементарно-часовi стани виду 𝜔1 = (𝑡1, �̃�1) = (𝑡1, (𝑥1, 𝑐1)) ∈ Bs(ℬ), 𝜔2 =

(𝑡2, �̃�2) = (𝑡2, (𝑥2, 𝑐2)) ∈ Bs(ℬ). Вiдповiдно до умов теореми, множина ̃︁Vf ∖ {0,∞} =̃︁Vf

fin+
мiстить щонайменше два елементи. Отже, iснує таке додатне число ̃︀𝜆, що ̃︀𝜆 ∈̃︁Vf i ̃︀𝜆 ̸= 𝜎 (𝑐1, 𝑐2). Розглянемо два випадки.

Випадок 2.1.1: 𝜔*1 ̸= 𝜔*2. Зафiксуємо довiльний оператор 𝐽1 ∈ U (H1). За ле-

мою 2.28, iснують такi вектори n1 ∈ B1 (H1) i a1 ∈ℳ (H), що:

W̃︀𝜆,𝑐1 [1,n1, 𝐽1; a1]𝜔
*
1 = W̃︀𝜆,𝑐2 [1,n1, 𝐽1; a1]𝜔

*
2. (2.47)

Розглянемо систему вiдлiку, l1 := (𝑈1, 𝑈1[ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (KPT (H,ℬ;Vf)) , де

𝑈1 := W̃︀𝜆;Vf
[1,n1, 𝐽1, a1] ∈ PT+ (H;Vf) . Згiдно з (2.46), та (2.47), отримуємо:

Q⟨l1← l0⟩ (𝜔1) = W̃︀𝜆,𝑐1 [1,n1, 𝐽1; a1]𝜔
*
1 = W̃︀𝜆,𝑐2 [1,n1, 𝐽1; a1]𝜔

*
2 = Q⟨l1← l0⟩ (𝜔2) .

З iншої сторони, згiдно з формулою (2.45) отримуємо, Q⟨l0⟩ (𝜔1) = 𝜔*1 ̸=
𝜔*2 = Q⟨l0⟩ (𝜔2). Таким чином, для елементарно-часових станiв 𝜔1,𝜔2 маємо

Q⟨l← l0⟩ (𝜔1) = Q⟨l← l0⟩ (𝜔2), хоча Q⟨l0⟩ (𝜔1) ̸= Q⟨l0⟩ (𝜔2). Отже, за теоремою 2.10, си-

стеми вiдлiку l0 i l не допускають унiверсального перетворення координат. Тому,

згiдно з твердженням 2.9, пункт 2, кiнематична множина KPT (H,ℬ;Vf) не допускає

унiверсального перетворення координат в даному випадку.

Випадок 2.1.2: 𝜔*1 = 𝜔*2. Зафiксуємо довiльнi оператор 𝐽2 ∈ U (H1) i вектор

n2 ∈ B1 (H1). Згiдно з наслiдком 2.30, iснує такий вектор a2 ∈ℳ (H), що:

W̃︀𝜆,𝑐1 [1,n2, 𝐽2; a2]𝜔
*
1 ̸= W̃︀𝜆,𝑐2 [1,n2, 𝐽2; a2]𝜔

*
2. (2.48)

Розглянемо систему вiдлiку, l2 := (𝑈2, 𝑈2[ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (KPT (H,ℬ;Vf)), де

𝑈2 = W̃︀𝜆;Vf
[1,n2, 𝐽2, a2] ∈ PT+ (H;Vf). Згiдно (2.46), та (2.48), отримуємо:

Q⟨l2← l0⟩ (𝜔1) = W̃︀𝜆,𝑐1 [1,n2, 𝐽2; a2]𝜔
*
1 ̸= W̃︀𝜆,𝑐2 [1,n2, 𝐽2; a2]𝜔

*
2 = Q⟨l2← l0⟩ (𝜔2) .

З iншої сторони, за формулою (2.45), маємо: Q⟨l0⟩ (𝜔1) = 𝜔*1 = 𝜔*2 = Q⟨l0⟩ (𝜔2).

Тобто, для елементарно-часових станiв 𝜔1,𝜔2 маємо Q⟨l2← l0⟩ (𝜔1) ̸= Q⟨l2← l0⟩ (𝜔2),

хоча Q⟨l0⟩ (𝜔1) = Q⟨l0⟩ (𝜔2). Отже, за теоремою 2.10, системи вiдлiку l0 i l2 не до-

пускають унiверсального перетворення координат. Тому, згiдно з твердженням 2.9,

пункт 2, кiнематична множина KPT (H,ℬ;Vf) не допускає унiверсального перетво-

рення координат.

Таким чином , якщо кiнематична множина KPT (H,ℬ;Vf) допускає унiверсаль-

не перетворення координат, то не iснує елементарних станiв �̃�1 = (𝑥1, 𝑐1) , �̃�2 =

(𝑥2, 𝑐2) ∈ Bs(ℬ) таких, що 𝑐1 ̸= 𝑐2.

2.2. Навпаки, нехай в базовiй мiнливiй множинi ℬ не iснує елементарних станiв

�̃�1 = (𝑥1, 𝑐1) , �̃�2 = (𝑥2, 𝑐2) ∈ Bs(ℬ) таких, що 𝑐1 ̸= 𝑐2. Тодi iснує таке число 𝑐0 ∈ Vf, що
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довiльний елементарний стан �̃� ∈ Bs(ℬ) можна подати у виглядi: �̃� = (𝑥, 𝑐0), де 𝑥 ∈ H.

Розглянемо довiльну систему вiдлiку, l := (𝑈,𝑈 [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (KPT (H,ℬ;Vf)), де 𝑈 =

W𝜆;Vf
[1,n, 𝐽, a] ∈ PT+ (H;Vf). Згiдно з (2.46), (2.45), для довiльного елементарно-

часового стану 𝜔 = (𝑡, (𝑥, 𝑐0)) ∈ Bs (l0) = Bs(ℬ) маємо:

Q⟨l← l0⟩ (𝜔) = W𝜆,𝑐0 [1,n, 𝐽 ; a]𝜔* = W𝜆,𝑐0 [1,n, 𝐽 ; a]
(︀
Q⟨l0⟩(𝜔)

)︀
,

де W𝜆,𝑐0 [1,n, 𝐽 ; a] — бiєкцiя зℳ (H) наℳ (H) (тобто, згiдно (2.44), W𝜆,𝑐0 [1,n, 𝐽 ; a]

— бiєкцiя з M𝑘 (l0) на M𝑘(l)). Отже, за означенням 2.6, вiдображення W𝜆,𝑐0 [1,n, 𝐽 ; a]

є унiверсальним перетворенням координат з l0 в l. Тому, системи вiдлiку l0 та l до-

пускають унiверсальне перетворення координат, тобто l0⇄ l (для довiльної системи

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (KPT (H,ℬ;Vf))). Таким чином, за твердженням 2.9, кiнематична

множина KPT (H,ℬ;Vf) допускає унiверсальне перетворення координат.

Аналогiчно до теореми 2.26 доводиться наступна теорема.

Теорема 2.31. Нехай множина заборонених швидкостей Vf є такою, що вiдпо-

вiдна множина скiнченних ненульових дозволених швидкостей ̃︁Vf

fin+
= (0,∞) ∖Vf

мiстить щонайменше два елемента (тобто card
(︁̃︁Vf

fin+
)︁
≥ 2).

У цьому випадку кiнематична множина KPT0 (H,ℬ;Vf) допускає унiверсальне

перетворення координат тодi i тiльки тодi, коли не iснує елементарних станiв

�̃�1 = (𝑥1, 𝑐1) , �̃�2 = (𝑥2, 𝑐2) ∈ Bs(ℬ) таких, що 𝑐1 ̸= 𝑐2.

Основнi результати пiдроздiлу 2.6 були анонсованi в [112] i опублiкованi в пре-

принтах [124, 131] та статтi [123]. Зауважимо, що в роботах [112, 124, 131] мiстяться

результати дещо менш загальнi, нiж теореми 2.26 та 2.31. В теперiшнiй формi цi

теореми опублiкованi в статтi [123]. Крiм того, результати пiдроздiлу 2.6 були пред-

ставленi на конференцiях [94,95,114].
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Роздiл 3

Кiнематичнi мiнливi множини iз заданим

унiверсальним перетворенням координат

3.1. Вступ до роздiлу

В попередньому роздiлi були данi означення реального i унiверсального перетворення

координат у кiнематичних множинах та наведенi приклади кiнематичних множин,

якi допускають унiверсальне перетворення координат. Також було визначено один

цiкавий клас кiнематичних множин з частинково-залежною швидкiстю свiтла, якi

не допускають унiверсального перетворення координат. В той же час бiльшiсть фi-

зичних кiнематичних теорiй (як класичних так i тахiонних) передбачають iснування

унiверсального перетворення координат мiж iнерцiйними системами вiдлiку. Саме

тому в даному роздiлi основну увагу придiлено дослiдженню кiнематичних мiнливих

множин iз заданим унiверсальним перетворенням координат та їхньому застосуван-

ню до спецiальної теорiї вiдносностi та її узагальнень.

3.2. Означення i основнi властивостi унiверсальних

кiнематичних множин

3.2.1. Означення унiверсальних кiнематик Iз зауваження 2.11 випли-

ває, що якщо кiнематична множина C допускає унiверсальне перетворення коорди-

нат, то воно визначається, взагалi кажучи, неоднозначно, тобто може iснувати багато

рiзних унiверсальних перетворень координат для C.

Означення 3.1. Якщо
←−
𝒬 =

(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

є унiверсальним перетворенням коорди-

нат для чiтко видимої кiнематичної множини C, то пару

ℱ =
(︁
C,
←−
𝒬
)︁

будемо називати унiверсальною кiнематичною множиною, або, скорочено, унi-

версальною кiнематикою.
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Пiдкреслимо, що якщо ℱ =
(︁
C,
←−
𝒬
)︁
є унiверсальною кiнематикою то, за означе-

нням 3.1, кiнематична множина C обов’язково допускає унiверсальне перетворення

координат.

3.2.2. Система позначень для унiверсальних кiнематик Всюди

в даному пiдроздiлi ℱ =
(︁
C,
←−
𝒬
)︁

=

(︂
C,
(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

)︂
— довiльна унiверсальна

кiнематика

База еволюцiї

a) Мiнливу множину BE (ℱ) := BE (C) будемо називати базою еволюцiї унiвер-

сальної кiнематики ℱ .

Позначення, iндукованi з теорiї кiнематичних множин

b) Введемо позначення:

ℐ𝑛𝑑 (ℱ) := ℐ𝑛𝑑 (C) = ℐ𝑛𝑑 (BE (C)) = ℐ𝑛𝑑 (BE (ℱ)) ;

ℒ𝑘 (ℱ) := ℒ𝑘 (C) = ℒ𝑘 (BE (C)) = ℒ𝑘 (BE (ℱ)) .

- Множину ℐ𝑛𝑑 (ℱ) будемо називати множиною iндексiв унiверсальної кi-

нематики ℱ .

- Множина ℒ𝑘 (ℱ) називається множиною систем вiдлiку кiнематики ℱ .

c) Нехай l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) = ℒ𝑘 (C) довiльна система вiдлiку кiнематики ℱ . Тодi:

- зберiгаються без змiн всi позначення, введенi для системи вiдлiку l в теорiї

мiнливих множин, а саме позначення ind (l), lˆ, Bs(l),←
l
, Bs(l), Bs←

l
, Tm(l),

Tm(l), L𝑙 (l), L𝑑 (l), ≤l, <l, ≥l, >l, 𝜓l, BE(l) = lˆ.

- iндукуються наступнi позначення, введенi в теорiї кiнематичних множин:

BG(l; ℱ) := BG(l; C); L𝑠(l; ℱ) := L𝑠(l; C);

Zk(l; ℱ) := Zk(l; C); 𝒯 𝑝(l; ℱ) := 𝒯 𝑝(l; C);

- Якщо L𝑠(l) ̸= ∅ i 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ Zk(l), 𝜆1, . . . 𝜆𝑛 ∈ R то iндукується, також,

наступне позначення:

(𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l,ℱ := (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l,C .
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d) Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) = ℒ𝑘 (C) переносяться позначення:

⟨m← l, ℱ⟩ := ⟨m← l,C⟩ ; ⟨! m← l,ℱ⟩ := ⟨! m← l,C⟩ ;

M𝑘(l;ℱ) := M𝑘 (l;C) ℱ ↾ l := C ↾ l;

Q⟨l⟩(𝜔;ℱ) := Q⟨l⟩(𝜔;C); Q⟨m← l⟩(𝜔;ℱ) := Q⟨m← l⟩(𝜔;C) (де 𝜔 ∈ Bs(l))
ql(𝑥;ℱ) := ql(𝑥;C); (де 𝑥 ∈ Bs(l)).

Зауважимо, що iз введених позначень випливає, що для довiльної системи вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) довiльної унiверсальної кiнематики ℱ справедлива рiвнiсть:

BE (ℱ ↾ l) = BE(l).

Власнi позначення для унiверсальних кiнематик Для довiльних систем вiд-

лiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) будемо використовувати таке позначення:

[m← l,ℱ ] w = [m← l,ℱ ] (w) := ̃︀𝑄m,l(w), w ∈M𝑘(l).

Таким чином, [m← l,ℱ ] є вiдображенням з M𝑘(l) := M𝑘(l;ℱ) в M𝑘(m)

([m← l,ℱ ] : M𝑘 (l) → M𝑘 (m)). Зауважимо, що, як правило, замiсть [m← l,ℱ ] (w)

ми будемо використовувати скорочене позначення [m← l,ℱ ] w.

Скороченi варiанти позначень

� У тих випадках, коли наперед вiдомо про яку унiверсальну кiнематику ℱ йде

мова, замiсть позначень Q⟨l⟩(·;ℱ), Q⟨m← l⟩(·;ℱ), [m← l, ℱ ] будемо використову-

вати позначення Q⟨l⟩(·), Q⟨m← l⟩(·), [m← l] (вiдповiдно).

� Також будемо користуватися скороченими варiантами позначень для систем

вiдлiку кiнематичних множин, описаними пунктi ж) параграфа 2.2.4 (при цьо-

му, символ C слiд замiнити на символ ℱ i термiн “кiнематична множина” на

термiн “унiверсальна кiнематика”). Зокрема, залишаються в силi всi скороченi

варiанти позначень для систем вiдлiку мiнливих множин, описанi в парагра-

фi 1.12.2 (див. текст пiсля пункту 5)).

3.2.3. Деякi базовi елементарнi властивостi унiверсальних кiне-

матик Нехай, ℱ — унiверсальна кiнематика. Використовуючи позначення, прийня-

тi в попередньому параграфi, а також означення 2.6 (пункти 2, 4) для довiльних

систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) отримуємо рiвнiсть:

Q⟨m← l⟩(𝜔) = [m← l]Q⟨l⟩(𝜔) (∀𝜔 ∈ Bs(l)) , (3.1)

Звiдси, враховуючи означення 2.6 (пункт 1) маємо рiвнiсть:

Q⟨m⟩ (⟨! m← l⟩𝜔) = [m← l]Q⟨l⟩(𝜔) (∀𝜔 ∈ Bs(l)) . (3.2)



167

Крiм того, за означенням 2.6 (пункт 4), для довiльних систем вiдлiку l,m, p ∈ ℒ𝑘 (ℱ)

отримуємо рiвностi:

[l← l] w = w; (∀w ∈M𝑘(l)) ; (3.3)

[p←m] [m← l] w = [p← l] w (∀w ∈M𝑘(l)) . (3.4)

Нехай C — довiльна кiнематична множина або унiверсальна кiнематика i

l ∈ ℒ𝑘 (C) — довiльна система вiдлiку C. Застосовуючи прийнятi в попередньому

параграфi позначення, а також позначення для кiнематичних множин (див. пара-

граф 2.2.4), одержуємо рiвностi:

Bs (BE(l)) = Bs(l); Bs (BE(l)) = Bs(l); L𝑑 (BE(l)) = L𝑑(l). (3.5)

Твердження 3.2. Нехай ℱ1, ℱ2 — довiльнi унiверсальнi кiнематики, причому:

1. ℒ𝑘 (ℱ1) = ℒ𝑘 (ℱ2).

2. Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ1) = ℒ𝑘 (ℱ2) справедливi рiвностi:

BG (l; ℱ1) = BG (l; ℱ2) ; ql (𝑥; ℱ1) = ql (𝑥; ℱ2) (∀𝑥 ∈ Bs(l)) .

3. Для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ1) = ℒ𝑘 (ℱ2) виконуються такi рiвностi:

⟨m← l,ℱ1⟩ = ⟨m← l,ℱ2⟩ ; [m← l,ℱ1] = [m← l,ℱ2] .

Тодi ℱ1 = ℱ2.

Доведення. Нехай, ℱ1 =
(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
, ℱ2 =

(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
, де

←−
𝒬1 =

(︁ ̃︀𝑄(1)
m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C1)

,

←−
𝒬2 =

(︁ ̃︀𝑄(2)
m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C2)

— унiверсальнi кiнематики, що задовольняють умови даного

твердження. Тодi, за першою умовою твердження i згiдно iз системою позначень,

прийнятою в параграфi 3.2.2, отримуємо:

ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (ℱ1) = ℒ𝑘 (ℱ2) = ℒ𝑘 (C2) . (3.6)

Далi, використовуючи другу i третю умови твердження, згiдно iз систе-

мою позначень, прийнятою в параграфi 3.2.2, для довiльних систем вiдлiку

l,m ∈ ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2) маємо:

BG (l; C1) = BG (l; ℱ1) = BG (l; ℱ2) = BG (l; C2) ; (3.7)

ql (𝑥; C1) = ql (𝑥; ℱ1) = ql (𝑥; ℱ2) = ql (𝑥; C2) (∀𝑥 ∈ Bs(l)) ; (3.8)

⟨m← l,C1⟩ = ⟨m← l,ℱ1⟩ = ⟨m← l,ℱ2⟩ = ⟨m← l,C2⟩ (3.9)
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З рiвностей (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), враховуючи наслiдок 2.5, виводимо рiвнiсть:

C1 = C2. (3.10)

Розглянемо довiльнi системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2) = ℒ𝑘 (ℱ1) = ℒ𝑘 (ℱ2).

Оскiльки, за формулою (3.10), C1 = C2, то, згiдно iз позначеннями, прийнятими в

пунктi d) параграфа 3.2.2, отримуємо:

M𝑘 (l;ℱ1) = M𝑘 (l;C1) = M𝑘 (l;C2) = M𝑘 (l;ℱ2) .

Тому, використовуючи третю умову даного твердження, а також позначення, прийня-

тi в параграфi 3.2.2, для довiльного елемента w ∈ M𝑘 (l;C1) = M𝑘 (l;C2) =

M𝑘 (l;ℱ1) = M𝑘 (l;ℱ2) одержуємо:̃︀𝑄(1)
m,l(w) = [m← l,ℱ1] w = [m← l,ℱ2] w = ̃︀𝑄(2)

m,l(w),

тобто ̃︀𝑄(1)
m,l = ̃︀𝑄(2)

m,l. Звiдси, враховуючи довiльнiсть систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C1) =

ℒ𝑘 (C2), отримуємо,
←−
𝒬1 =

(︁ ̃︀𝑄(1)
m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C1)

=
(︁ ̃︀𝑄(2)

m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C2)

=
←−
𝒬2. Таким чином,

ℱ1 =
(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
=
(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
= ℱ2.

Зауваження 3.3.

▶ Iз зауваження 2.3 та системи позначень для унiверсальних кiнематик, прийня-

тої в параграфi 3.2.2 випливає, що для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) довiль-

ної унiверсальної кiнематики ℱ залишаються iстинними властивостi 1.60 (з замiною

символу “ℬ ” на символ “l ” i термiну “базова мiнлива множина” на термiн “система

вiдлiку”).

▶ З аналогiчної причини для довiльної унiверсальної кiнематики ℱ залишаються

справедливими властивостi 1.126 (з замiною символа “𝒵” на символ “ℱ ” i термiну
“мiнлива множина” на термiн “унiверсальна кiнематика”).

Основнi результати пiдроздiлу 3.2 були опублiкованi в [100, роздiл 5], а також

представленi на конференцiях [97,98].

3.3. Теорема про мультиобраз для унiверсальних

кiнематик

Означення 3.4.

1. Упорядковану п’ятiрку (T,𝒳 , 𝑈,Q,𝒦) (де T = (T,≤) — лiнiйно упорядкова-

на множина), будемо називати (iн’єктивним) унiверсальним кiнематичним

проектором для базової кiнематичної множини Cb, якщо:

1.1. (T,𝒳 , 𝑈) є iн’єктивним еволюцiйним проектором для BE
(︀
Cb
)︀
.
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1.2. Q — координатний простiр.

1.3. 𝒦 — бiєкцiя з M𝑘
(︀
Cb
)︀
на T× Zk(Q).

1.4. Для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs
(︀
Cb
)︀
з умови bs (𝑈 (𝜔1)) = bs (𝑈 (𝜔2)) випливає

рiвнiсть bs
(︁
𝒦
(︁
Q⟨Cb⟩ (𝜔1)

)︁)︁
= bs

(︁
𝒦
(︁
Q⟨Cb⟩ (𝜔2)

)︁)︁
.

1.5. Для довiльного 𝜔 ∈ Bs
(︀
Cb
)︀

справедлива рiвнiсть, tm (𝑈(𝜔)) =

tm
(︁
𝒦
(︁
Q⟨Cb⟩ (𝜔)

)︁)︁
.

2. Довiльну iндексовану сiм’ю ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,𝒦𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) (де𝒜 ≠ ∅) iн’єктивних
унiверсальних кiнематичних проекторiв для базової кiнематичної множини Cb

називатимемо унiверсальним кiнематичним мультипроектором для Cb.

Надалi будуть розглядатися лише iн’єктивнi унiверсальнi кiнематичнi проекто-

ри. Тому ми вживатимемо термiн “унiверсальний кiнематичний проектор” замiсть

“iн’єктивний унiверсальний кiнематичний проектор”

Нехай, P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,𝒦𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — унiверсальний кiнематичний мульти-

проектор для базової кiнематичної множини Cb. Тодi, за означенням 3.4, iндексована

сiм’я:

P[𝑒] = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜)

є еволюцiйним мультипроектором для базової мiнливої множини BE
(︀
Cb
)︀
.

Теорема 3.5 (про мультиобраз для унiверсальних кiнематик). Нехай P =

((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,𝒦𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) (де 𝒜 ̸= ∅) — унiверсальний кiнематичний мульти-

проектор для базової кiнематичної множини Cb. Тодi iснує, причому єдина, унiвер-

сальна кiнематика ℱ така, що:

1. BE (ℱ) = 𝒵 im
[︀
P[𝑒],BE

(︀
Cb
)︀]︀
.

2. Для будь-якої системи вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ) (𝛼 ∈ 𝒜) i для

будь-якого елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs(l) справедливi рiвностi:

BG (l,ℱ) = Q𝛼; Q⟨l⟩ (𝜔,ℱ) = 𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩

(︁
𝑈

[−1]
𝛼 (𝜔)

)︁)︁
.

3. Для довiльних систем вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ),

m =
(︀
𝛽, 𝑈𝛽

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛽
]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ) (𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) i для довiльного елемента

w ∈M𝑘(l;ℱ) справедлива наступна рiвнiсть:

[m← l, ℱ ] w = 𝒦𝛽
(︁
𝒦[−1]
𝛼 (w)

)︁
.

Доведення. Нехай, P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,𝒦𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜), (де 𝒜 ≠ ∅ i T𝛼 = (T𝛼,≤𝛼),

𝛼 ∈ 𝒜) — унiверсальний кiнематичний мультипроектор для базової кiнематичної мно-

жини Cb. Зафiксуємо довiльний iндекс 𝛼 ∈ 𝒜. За означенням 3.4, трiйка (T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼)
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є (iн’єктивним) еволюцiйним проектором для базової мiнливої множини BE
(︀
Cb
)︀
. От-

же, за означенням еволюцiйного проектора (означення 1.132), 𝑈𝛼 є вiдображенням з

множини Bs
(︀
BE
(︀
Cb
)︀)︀

= Bs
(︀
Cb
)︀
в множину T𝛼 ×𝒳𝛼. Покладемо:̃︀𝒳𝛼 :=

{︀
bs (𝑈𝛼(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀}︀
.

Тодi отримаємо, ̃︀𝒳𝛼 ⊆ 𝒳𝛼.
Для довiльного 𝑥 = bs (𝑈𝛼(𝜔)) ∈ ̃︀𝒳𝛼 (де 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀
) введемо таке позначення:̃︀k𝛼(𝑥) := bs

(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩(𝜔)

)︁)︁
.

З умови 1.4 означення 3.4 випливає, що вiдображення ̃︀k𝛼 визначено коректно.
За означенням 3.4, 𝒦𝛼 є вiдображенням з M𝑘

(︀
Cb
)︀
в T𝛼 × Zk (Q𝛼). Тому ̃︀k𝛼 є

вiдображенням з ̃︀𝒳𝛼 в Zk (Q𝛼). Продовжимо довiльним чином вiдображення ̃︀k𝛼 на

множину 𝒳𝛼 до вiдображення k𝛼 : 𝒳𝛼 ↦→ Zk (Q𝛼) (де k𝛼(𝑥) = ̃︀k𝛼(𝑥) для 𝑥 ∈ ̃︀𝒳𝛼).
Враховуючи довiльнiсть iндексу 𝛼 ∈ 𝒜, отримуємо iндексовану сiм’ю:

P[𝑘] := ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,k𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) .

За означенням 2.12, P[𝑘] є кiнематичним мультипроектором для базової мiнливої

множини BE
(︀
Cb
)︀
. Покладемо:

C := Kim
[︀
P[𝑘], BE

(︀
Cb
)︀]︀
.

Оскiльки
(︀
P[𝑘]

)︀[𝑒]
= P[𝑒], то, за теоремою 2.14, отримуємо:

BE (C) = 𝒵 im
[︀
P[𝑒],BE

(︀
Cb
)︀]︀
. (3.11)

Розглянемо довiльну систему вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (C). За тео-

ремою 2.14, маємо:

BG (l,C) = Q𝛼. (3.12)

А на основi теореми 1.133, одержуємо:

Bs(l) = Bs
(︀
𝑈𝛼
[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
= 𝑈𝛼

(︀
Bs
(︀
BE
(︀
Cb
)︀)︀)︀

=

= 𝑈𝛼
(︀
Bs
(︀
Cb
)︀)︀

=
{︀
𝑈𝛼(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀}︀
.

Тому, враховуючи властивiсть 1.60(9) i зауваження 2.3, приходимо до рiвностi:

Bs(l) = {bs (̃︀𝜔) | ̃︀𝜔 ∈ Bs(l)} =
{︀
bs (𝑈𝛼(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀}︀

= ̃︀𝒳𝛼.
Звiдси, за теоремою 2.14, для довiльного елементарного стану 𝑥 = bs (𝑈𝛼(𝜔)) ∈
Bs(l) = ̃︀𝒳𝛼 (де 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀
), отримуємо, ql (𝑥,C) = k𝛼(𝑥) = ̃︀k𝛼(𝑥) =

bs
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩(𝜔)

)︁)︁
. Отже:

ql (bs (𝑈𝛼(𝜔)) ,C) = bs
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩(𝜔)

)︁)︁ (︀
𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀)︀
. (3.13)
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За означенням 3.4, пункт 2, (T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,𝒦𝛼) є унiверсальним кiнематичним про-

ектором для Cb. Тому, за означенням 3.4 (пункт 1.5) маємо:

tm (𝑈𝛼(𝜔)) = tm
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩ (𝜔)

)︁)︁
, 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀
.

Отже, з рiвностi (3.13) для 𝜔 ∈ Bs
(︀
Cb
)︀
отримуємо:

Q⟨l⟩ (𝑈𝛼(𝜔),C) = (tm (𝑈𝛼(𝜔)) , ql (bs (𝑈𝛼(𝜔)) ,C)) =

=
(︁
tm
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩ (𝜔)

)︁)︁
, bs
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩ (𝜔)

)︁)︁)︁
= 𝒦𝛼

(︁
Q⟨Cb⟩ (𝜔)

)︁
.

Звiдси:

Q⟨l⟩ (𝜔,C) = 𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩ (︀𝑈 [−1]

𝛼 (𝜔)
)︀)︁
, 𝜔 ∈ 𝑈𝛼

(︀
Bs
(︀
Cb
)︀)︀

= Bs(l). (3.14)

Згiдно властивостями 2.16, для довiльної системи вiдлiку

l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (C) мамо:

Tm(l) = T𝛼; Tm(l) = T𝛼; Zk(l; C) = Zk (Q𝛼) ;

M𝑘(l; C) = T𝛼 × Zk (Q𝛼) . (3.15)

Для довiльних систем вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (C), m =(︀

𝛽, 𝑈𝛽
[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛽
]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (C) введемо наступне позначення

̃︀𝒬m,l(w) := 𝒦𝛽
(︀
𝒦[−1]
𝛼 (w)

)︀
, w ∈M𝑘(l,C) = T𝛼 × Zk (Q𝛼) . (3.16)

За означенням 3.4 (пункт 1.3), вiдображення 𝒦𝛼 є бiєкцiєю мiж M𝑘
(︀
Cb
)︀

i

T𝛼×Zk (Q𝛼) = M𝑘(l). Тому, вiдображення ̃︀𝒬m,l є бiєкцiєю мiжM𝑘(l) iM𝑘(m) (для до-

вiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (C)). Доведемо, що сiм’я бiєкцiй
(︁ ̃︀𝒬m,l | l,m ∈ ℒ𝑘 (C)

)︁
є унiверсальним перетворенням координат для кiнематичної множини C.

Використовуючи властивiсть 2.16(5) i формулу (3.14), для довiльних систем вiдлi-

ку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (C), m =

(︀
𝛽, 𝑈𝛽

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛽
]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (C) i довiльного

𝜔 ∈ Bs(l) отримуємо:

Q⟨m← l⟩ (𝜔;C) = Q⟨m⟩ (⟨! m← l, C⟩𝜔; C) = Q⟨m⟩
(︀
𝑈𝛽
(︀
𝑈 [−1]
𝛼 (𝜔)

)︀)︀
=

= 𝒦𝛽
(︁
Q⟨Cb⟩

(︁
𝑈

[−1]
𝛽

(︀
𝑈𝛽
(︀
𝑈 [−1]
𝛼 (𝜔)

)︀)︀)︁)︁
= 𝒦𝛽

(︁
Q⟨Cb⟩ (︀𝑈 [−1]

𝛼 (𝜔)
)︀)︁

=

= 𝒦𝛽
(︁
𝒦[−1]
𝛼

(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩ (︀𝑈 [−1]

𝛼 (𝜔)
)︀)︁)︁)︁

=

= 𝒦𝛽
(︀
𝒦[−1]
𝛼

(︀
Q⟨l⟩ (𝜔;C)

)︀)︀
= ̃︀𝒬m,l

(︀
Q⟨l⟩ (𝜔;C)

)︀
.

Отже, за означенням 2.6 (пункт 2), ̃︀𝒬m,l є унiверсальним перетворенням координат з

системи вiдлiку l в систему вiдлiку m (для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (C)). З формули (3.16)
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випливає, що для будь-яких l,m, p ∈ ℒ𝑘 (C) i w ∈M𝑘(l) виконуються рiвностi:̃︀𝒬l,l(w) = w i ̃︀𝒬p,m

(︁ ̃︀𝒬m,l(w)
)︁

= ̃︀𝒬p,l(w).

Тому, за означенням 2.6, пункт 4, сiм’я вiдображень
(︁ ̃︀𝒬m,l | l,m ∈ ℒ𝑘 (C)

)︁
є унiвер-

сальним перетворенням координат для кiнематичної множини C. Покладемо:

←−
𝒬 :=

(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

; ℱ :=
(︁
C,
←−
𝒬
)︁

=

(︂
C,
(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C)

)︂
.

За означенням 3.1, ℱ є унiверсальною кiнематикою. Згiдно iз системою позначень,

введеною в параграфi 3.2.2 i формулою (3.11), маємо:

BE (ℱ) = BE(C) = 𝒵 im
[︀
P[𝑒],BE

(︀
Cb
)︀]︀

; ℒ𝑘 (ℱ) = ℒ𝑘 (C) .

При цьому, використовуючи формули (3.12), (3.14), (3.15), (3.16), для довiльних си-

стем вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ), m =

(︀
𝛽, 𝑈𝛽

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛽
]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ)

отримуємо:

BG (l; ℱ) = BG (l; C) = Q𝛼 ;

Q⟨l⟩ (𝜔;ℱ) = Q⟨l⟩ (𝜔;C) = 𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩ (︀𝑈 [−1]

𝛼 (𝜔)
)︀)︁ (︀
∀ 𝜔 ∈ Bs(l) = 𝑈𝛼

(︀
Bs
(︀
Cb
)︀)︀)︀

;

[m← l, ℱ ] w = ̃︀𝒬m,l(w) = 𝒦𝛽
(︀
𝒦[−1]
𝛼 (w)

)︀
(∀ w ∈M𝑘(l,ℱ) = M𝑘(l,C) = T𝛼 × Zk (Q𝛼)) .

Отже, унiверсальна кiнематика ℱ задовольняє умови 1–3 даної теореми.

Доведемо, що кiнематика ℱ , яка задовольняє умови 1–3 даної теореми — єдина.

Припустимо, що унiверсальна кiнематика ℱ1 також задовольняє умови 1–3 даної

теореми. Тодi, в силу першої умови, маємо, BE (ℱ) = 𝒵 im
[︀
P[𝑒],BE

(︀
Cb
)︀]︀

= BE (ℱ1).

Отже, в силу системи позначень, прийнятої у параграфi 3.2.2 отримуємо:

ℒ𝑘 (ℱ) = ℒ𝑘 (BE (ℱ)) = ℒ𝑘 (BE (ℱ1)) = ℒ𝑘 (ℱ1) ; (3.17)

⟨m← l,ℱ⟩ = ⟨m← l, BE (ℱ)⟩ = ⟨m← l, BE (ℱ1)⟩ = ⟨m← l,ℱ1⟩ (3.18)

(∀l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) = ℒ𝑘 (ℱ1)) .

Далi, використовуючи другу умову даної теореми для будь-якої системи вiдлiку l =(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ) = ℒ𝑘 (ℱ1) (𝛼 ∈ 𝒜) i для будь-якого елементарно-

часового стану 𝜔 ∈ Bs(l) маємо:

BG (l;ℱ) = Q𝛼 = BG (l;ℱ1) ; (3.19)

Q⟨l⟩ (𝜔;ℱ) = 𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩ (︀𝑈 [−1]

𝛼 (𝜔)
)︀)︁

= Q⟨l⟩ (𝜔;ℱ1) . (3.20)

Розглянемо довiльний елементарний стан 𝑥 ∈ Bs(l). Згiдно з зауваженням 3.3 та з

властивiстю 1.60(9), iснує елементарно-часовий стан 𝜔𝑥 ∈ Bs(l) такий, що 𝑥 = bs (𝜔𝑥).
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I, використовуючи рiвностi (2.4) та (3.20), отримуємо:

(tm (𝜔𝑥) , ql(𝑥;ℱ)) = (tm (𝜔𝑥) , ql (bs (𝜔𝑥) ;ℱ)) = Q⟨l⟩ (𝜔𝑥;ℱ) =

= Q⟨l⟩ (𝜔𝑥;ℱ1) = (tm (𝜔𝑥) , ql (𝑥;ℱ1)) .
Звiдси:

ql(𝑥;ℱ) = ql (𝑥;ℱ1) (∀𝑥 ∈ Bs(l)) . (3.21)

Використовуючи рiвнiсть (3.19) та третю умову даної теореми для довiльних

систем вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ), m =

(︀
𝛽, 𝑈𝛽

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛽
]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ)

(𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) i для довiльного елемента w ∈M𝑘(l;ℱ) отримуємо:

w ∈M𝑘(l;ℱ) = M𝑘 (l;ℱ1) ;

[m← l,ℱ ] w = 𝒦𝛽
(︀
𝒦[−1]
𝛼 (w)

)︀
= [m← l,ℱ1] w. (3.22)

Беручи до уваги твердження 3.2, та спiввiдношення (3.17), (3.19), (3.21), (3.18),

(3.22), приходимо до рiвностi ℱ = ℱ1.

Означення 3.6. Нехай P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,𝒦𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) (де 𝒜 ≠ ∅ i T𝛼 = (T𝛼,≤𝛼),

𝛼 ∈ 𝒜) — унiверсальний кiнематичний мультипроектор для базової кiнематичної

множини Cb. Унiверсальну кiнематику ℱ , що задовольняє умови 1–3 теореми 3.5 бу-
демо називати унiверсальним кiнематичним мультиобразом базової кiнемати-

чної множини Cb вiдносно мультипроектора P, i будемо її позначати через Ku
[︀
P,Cb

]︀
:

Ku
[︀
P,Cb

]︀
:= ℱ .

Властивостi 3.7. Нехай P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,𝒦𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) (де 𝒜 ≠ ∅ i

T𝛼 = (T𝛼,≤𝛼), 𝛼 ∈ 𝒜) — унiверсальний кiнематичний мультипроектор для базової

кiнематичної множини Cb i ℱ = Ku
[︀
P,Cb

]︀
. Тодi:

1. ℒ𝑘 (ℱ) =
{︀(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
| 𝛼 ∈ 𝒜

}︀
.

2. ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = 𝒜.

3. Для довiльної системи вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ) справедливi

наступнi рiвностi:

Bs(l) = 𝑈𝛼
(︀
Bs
(︀
Cb
)︀)︀

=
{︀
𝑈𝛼(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀}︀

;

Bs(l) =
{︀
bs (𝑈𝛼(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs

(︀
Cb
)︀}︀

; Tm(l) = T𝛼; Tm(l) = T𝛼;

4. Для довiльної системи вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ) мають мiсце

такi рiвностi:

Zk(l;ℱ) = Zk (Q𝛼) ; (3.23)

M𝑘(l;ℱ) = T𝛼 × Zk (Q𝛼) ; (3.24)
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Q⟨l⟩(𝜔;ℱ) = 𝒦𝛼
(︁
Q⟨Cb⟩ (︀𝑈 [−1]

𝛼 (𝜔)
)︀)︁

(𝜔 ∈ Bs(l)) . (3.25)

5. Нехай, l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ), де 𝛼 ∈ 𝒜. Якщо ̃︀𝜔1, ̃︀𝜔2 ∈ Bs(l) i

tm (̃︀𝜔1) ̸= tm (̃︀𝜔2), то елементарно-часовi стани ̃︀𝜔1 та ̃︀𝜔2 є об’єднанi долею в

l тодi i тiльки тодi, коли iснують об’єднанi долею в Cb елементарно-часовi

стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs
(︀
Cb
)︀
такi, що ̃︀𝜔1 = 𝑈𝛼 (𝜔1), ̃︀𝜔2 = 𝑈𝛼 (𝜔2).

6. Для довiльних систем вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ),

m =
(︀
𝛽, 𝑈𝛽

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛽
]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ) (𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) справедлива рiвнiсть:

⟨! m← l, ℱ⟩𝜔 = 𝑈𝛽

(︁
𝑈

[−1]
𝛼 (𝜔)

)︁ (︀
𝜔 ∈ Bs(l) = 𝑈𝛼

(︀
Bs
(︀
Cb
)︀)︀)︀

;

7. Для довiльних систем вiдлiку l =
(︀
𝛼, 𝑈𝛼

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛼

]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ),

m =
(︀
𝛽, 𝑈𝛽

[︀
BE
(︀
Cb
)︀
,T𝛽
]︀)︀
∈ ℒ𝑘 (ℱ) (𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) виконується рiвнiсть:

[m← l, ℱ ] w = 𝒦𝛽
(︁
𝒦[−1]
𝛼 (w)

)︁
(w ∈M𝑘(l;ℱ)) .

Доведення. Нехай P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼,Q𝛼,𝒦𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) (де T𝛼 = (T𝛼,≤𝛼), 𝛼 ∈ 𝒜) —
унiверсальний кiнематичний мультипроектор для Cb i ℱ = Ku

[︀
P,Cb

]︀
.

1,2,3,5,6: Згiдно з теоремою 3.5 (пункт 1), маємо:

BE (ℱ) = 𝒵 im
[︀
P[𝑒],BE

(︀
Cb
)︀]︀
.

Отже, згiдно iз прийнятою системою позначень для унiверсальних кiнематик, зна-

чення всiх компонент мiнливої множини 𝒵 = 𝒵 im
[︀
P[𝑒],BE

(︀
Cb
)︀]︀

збiгаються iз

значеннями вiдповiдних компонент унiверсальної кiнематики ℱ . Тому, властиво-
стi 3.7(1,2,3,5,6) випливають з властивостей 1.145(1-4) та наслiдка 1.188.

4: Розглянемо довiльну систему вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ), де 𝛼 ∈ 𝒜.
Згiдно з теоремою 3.5 (пункт 2), маємо:

BG (l; ℱ) = Q𝛼. (3.26)

Iз системи позначень, прийнятої для кiнематичних множин та унiверсальних

кiнематик, випливає, що для довiльної системи вiдлiку k ∈ ℒ𝑘 (𝒴) довiль-

ної кiнематичної множини або унiверсальної кiнематики 𝒴 справедлива рiвнiсть:

Zk (k,𝒴) = Zk (BG (k,𝒴)). З останньої рiвностi, враховуючи рiвнiсть (3.26), отри-

муємо рiвнiсть (3.23). Рiвнiсть (3.24) випливає з рiвностi (3.23), властивостi 3.7(3) i

означення множини Мiнковського. Рiвнiсть (3.25) випливає з теореми 3.5 (пункт 2).

7: Властивiсть 3.7(7) випливає з теореми 3.5 (пункт 3).

Основнi результати пiдроздiлу 3.3 були опублiкованi в [100, пiдроздiл 6.4], а також

представленi на конференцiї [98].
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3.4. Унiверсальнi кiнематики, породженi спецiаль-

ною теорiєю вiдносностi та її узагальненнями

3.4.1. Унiверсальнi кiнематики, пов’язанi з узагальненими пе-

ретвореннями Лоренца в сенсi E. Recami, В. Ольховського та

R. Goldoni Нехай, Q — координатний простiр. Довiльна базова мiнлива множина

ℬ така, що Bs(ℬ) ⊆ Zk(Q) {3.1} породжує наступну базову кiнематичну множину:

C(ℬ,Q) =
(︀
ℬ,
(︀
Q, IBs(ℬ)

)︀)︀
, (3.27)

де IBs(ℬ) — тотожне вiдображення на Bs(ℬ). Для цiєї кiнематичної множини мають

мiсце такi рiвностi:

Zk
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
= Zk(Q);

M𝑘
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
= Tm

(︀
C(ℬ,Q)

)︀
× Zk

(︀
C(ℬ,Q)

)︀
= Tm(ℬ)× Zk(Q); (3.28)

qC(ℬ,Q)(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ Bs
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
= Bs(ℬ);

Q⟨C(ℬ,Q)⟩(𝜔) = (tm (𝜔) , qC(ℬ,Q) (bs (𝜔))) =

= (tm (𝜔) , bs (𝜔)) = 𝜔
(︀
𝜔 ∈ Bs

(︀
C(ℬ,Q)

)︀
= Bs(ℬ)

)︀
. (3.29)

Нехай, U — довiльна трансформуюча множина бiєкцiй вiдносно ℬ на Zk(Q) (в сенсi

прикладу 1.146).

Твердження 3.8. Для довiльного вiдображення U ∈ U упорядкована п’ятiрка

(Tm(ℬ),Zk(Q),U,Q,U) є унiверсальним кiнематичним проектором для C(ℬ,Q).

Доведення. Розглянемо довiльне вiдображення U ∈ U. Згiдно з означенням

трансформуючої множини бiєкцiй вiдносно, U є бiєкцiєю виду U : Tm(ℬ) ×
Zk(Q) ←→ Tm(ℬ) × Zk(Q), де Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ) × Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ) × Zk(Q). От-

же, трiйка (Tm(ℬ),Zk(Q),U) є iн’єктивним еволюцiйним проектором для базової

мiнливої множини ℬ = BE
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
{3.2}. Далi, згiдно з (3.28), U є бiєкцiєю типу

U : M𝑘
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
←→ Tm(ℬ) × Zk(Q). Отже, умови 1.1–1.3 означення 3.4 — вико-

нанi. Перевiримо виконання умов 1.4 i 1.5. Використовуючи (3.29), для довiльних

елементарно-часових станiв 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
таких, що bs (U (𝜔1)) = bs (U (𝜔2)) i

3.1Для того, щоб побудувати базову мiнливу множину ℬ, що задовольняє умову Bs(ℬ) ⊆ Zk(Q)
достатньо покласти ℬ := 𝒜𝑡 (T,ℛ), де ℛ — система абстрактних траєкторiй з деякої лiнiйно упо-
рядкованої множини T в множину M ⊆ Zk(Q) (див. означення базової мiнливої множини 𝒜𝑡 (T,ℛ)
в прикладi 1.62, також див. теорему 1.63).
3.2Нагадаємо, що, згiдно iз домовленiстю, прийнятою в прикладi 1.146, ми iнколи ототожнюємо

вiдображення U↾Bs(ℬ) з вiдображенням U (де U↾Bs(ℬ) — звуження вiдображення U на множину
Bs(ℬ) ⊆ Tm(ℬ)× Zk(Q)).



176

довiльного 𝜔 ∈ Bs
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
отримуємо:

bs
(︁
U
(︁
Q⟨C(ℬ,Q)⟩ (𝜔1)

)︁)︁
= bs (U (𝜔1)) = bs (U (𝜔2)) = bs

(︁
U
(︁
Q⟨C(ℬ,Q)⟩ (𝜔2)

)︁)︁
;

tm (U(𝜔)) = tm
(︁
U
(︁
Q⟨C(ℬ,Q)⟩ (𝜔)

)︁)︁
.

Отже, умови 1.4, 1.5 означення 3.4 також виконуються. Твердження доведено.

Для довiльної трансформуючої множини бiєкцiй U вiдносно ℬ на Zk(Q) покла-

демо: ̂︀UUK := ((Tm(ℬ),Zk(Q),U,Q,U) |U ∈ U) .

Беручи до уваги твердження 3.8 та означення 3.4, бачимо, що ̂︀UUK є унiверсальним

кiнематичним мультипроектором для базової кiнематич. множини C(ℬ,Q). Покладемо:

Ku (U,ℬ,Q) := Ku
[︁̂︀UUK,C

(ℬ,Q)
]︁
. (3.30)

Зауважимо, що унiверсальнi кiнематики типу Ku (U,ℬ,Q) можна побудувати iн-

шим шляхом:

Твердження 3.9. Справедлива наступна рiвнiсть:

Ku (U,ℬ,Q) =
(︁
Kim (U,ℬ,Q) ,

←−
𝒬
)︁
, де

←−
𝒬 =

(︁ ̃︀𝑄m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(Kim(U,ℬ,Q))

, i

̃︀𝑄m,l(w) = V
(︀
U[−1](w)

)︀
(3.31)

( l = (U,U [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (Kim (U,ℬ,Q)) , w ∈M𝑘(l) = Tm(ℬ)× Zk(Q),

m = (V,V [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (Kim (U,ℬ,Q)) ).

Доведення. Позначимо, C := Kim (U,ℬ,Q). Згiдно з теоремою 2.17, система вiдобра-

жень
←−
𝒬 , що задається формулою (3.31) є унiверсальним перетворенням координат

для C. Отже, пара:

ℱ =
(︁
C,
←−
𝒬
)︁

=
(︁
Kim (U,ℬ,Q) ,

←−
𝒬
)︁

є унiверсальною кiнематикою.

В силу формули (2.15), маємо:

Kim (U,ℬ,Q) = Kim
[︁̂︀U,ℬ]︁ , де (3.32)̂︀U =

(︀(︀
Tm(ℬ),Zk(Q),U,Q, IZk(Q)

)︀
|U ∈ U

)︀
де Iℳ — тотожне вiдображення на деякiй множинiℳ. Згiдно з (3.30) отримуємо,

Ku (U,ℬ,Q) = Ku
[︁̂︀UUK,C

(ℬ,Q)
]︁
, де (3.33)
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̂︀UUK = ((Tm(ℬ),Zk(Q),U,Q,U) |U ∈ U) i C(ℬ,Q) =
(︀
ℬ,
(︀
Q, IBs(ℬ)

)︀)︀
. (3.34)

Використовуючи (3.34), для довiльного 𝜔 ∈ Bs
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
одержуємо:

M𝑘
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
= Tm

(︀
C(ℬ,Q)

)︀
× Zk

(︀
C(ℬ,Q)

)︀
= Tm(ℬ)× Zk(Q);

Q⟨C(ℬ,Q)⟩(𝜔) = (tm (𝜔) , qC(ℬ,Q) (bs (𝜔))) =

=
(︀
tm (𝜔) , IBs(ℬ) (bs (𝜔))

)︀
= 𝜔

(︀
∀𝜔 ∈ Bs

(︀
C(ℬ,Q)

)︀)︀
. (3.35)

Застосовуючи (3.32), (3.33), (3.35), а також властивостi 2.16, теорему 2.14, i власти-

востi 3.7, виводимо наступнi результати:

1. BE (ℱ) = 𝒵 im
[︁̂︀U[𝑒],ℬ

]︁
= 𝒵 im

(︁̂︀U[𝑒]
UK,BE

(︀
C(ℬ,Q)

)︀)︁
;

2. якщо l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) то l = (U,U [ℬ]) =
(︀
U,U

[︀
BE
(︀
C(ℬ,Q)

)︀
,Tm(ℬ)

]︀)︀
для деякого

вiдображення U ∈ U, причому

BG (l,ℱ) = BG (l, Kim (U,ℬ,Q)) = Q;

Q⟨l⟩ (𝜔,ℱ) = Q⟨l⟩ (𝜔, Kim (U,ℬ,Q)) =
(︀
tm (𝜔) , IZk(Q)(bs (𝜔))

)︀
=

= 𝜔 = U
(︀
U[−1](𝜔)

)︀
= U

(︁
Q⟨C(ℬ,Q)⟩ (︀U[−1](𝜔)

)︀)︁
(︀
∀𝜔 ∈ Bs (l) = U (Bs(ℬ)) = U

(︀
Bs
(︀
C(ℬ,Q)

)︀)︀)︀
;

3. якщо l = (U,U [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ), m = (V,V [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (U,V ∈ U) i w ∈ M𝑘(l),

то [m← l, ℱ ] w = ̃︀𝑄m,l(w) = V
(︀
U[−1](w)

)︀
.

Згiдно з теоремою 3.5, з тверджень, отриманих вище в пунктах 1,2,3 випливає, що

ℱ = Ku
[︁̂︀UUK,C

(ℬ,Q)
]︁

= Ku (U,ℬ,Q), тобто(︁
Kim (U,ℬ,Q) ,

←−
𝒬
)︁

= Ku (U,ℬ,Q).

Нехай (H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — дiйсний гiльбертовий простiр iℳ (H) простiр Мiнковського

над H. Як було показано в пiдроздiлi 2.5, H породжує координатний простiр виду:

̂︀H = (H, 𝒯H,LH, 𝜌H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) , (3.36)

де 𝜌H i 𝒯H — метрика та топологiя, породженi нормою ‖·‖ на просторi H, а LH —

природна лiнiйна структура простору H.

Нехай, ℬ — довiльна базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H = Zk
(︁̂︀H)︁

i Tm(ℬ) = (R,≤), де ≤ — стандартний порядок на полi дiйсних чисел R. То-
дi Bs(ℬ) ⊆ R × H = ℳ (H). Довiльна множина S ⊆ Pk (H) є трансформуючою

множиною бiєкцiй вiдносно ℬ на H = Zk
(︁̂︀H)︁ (де клас операторiв Pk (H) було ви-

значено в пiдроздiлi 2.5). Отже, можна покласти:

Ku (S,ℬ; H) := Ku
(︁
S,ℬ, ̂︀H)︁ . (3.37)
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Пiдставляючи замiсть S класи операторiв PT (H, 𝑐), PT+ (H, 𝑐), P (H, 𝑐), P+ (H, 𝑐),

введенi в формулi (2.18), отримуємо наступнi унiверсальнi кiнематики:

UPT0 (H,ℬ, 𝑐) := Ku (PT (H, 𝑐) ,ℬ; H) ;

UPT (H,ℬ, 𝑐) := Ku (PT+ (H, 𝑐) ,ℬ; H) ;

UP0 (H,ℬ, 𝑐) := Ku (P (H, 𝑐) ,ℬ; H) ;

UP (H,ℬ, 𝑐) := Ku (P+ (H, 𝑐) ,ℬ; H) .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.38)

Зрозумiло, що, враховуючи твердження 3.9, унiверсальнi кiнематики UPT0 (H,ℬ, 𝑐),
UPT (H,ℬ, 𝑐), UP0 (H,ℬ, 𝑐), UP (H,ℬ, 𝑐) можна було б визначити на основi кiнемати-
чних множин KPT0 (H,ℬ, 𝑐), KPT (H,ℬ, 𝑐), KP0 (H,ℬ, 𝑐), KP (H,ℬ, 𝑐), приєднуючи до
них вiдповiднi унiверсальнi перетворення координат.

У випадку dim(H) = 3, 𝑐 < ∞ унiверсальна кiнематика UP (H,ℬ, 𝑐) являє собою
найпростiшу математично строгу модель кiнематики спецiальної теорiї вiдносностi

в iнерцiйних системах вiдлiку. Унiверсальна кiнематика UP0 (H,ℬ, 𝑐) побудована на
основi загальної групи Лоренца-Пуанкаре, i мiстить крiм звичайних систем вiдлiку “з

додатним напрямком часу”, якi мають зрозумiлу фiзичну iнтерпретацiю, також си-

стеми вiдлiку з “вiд’ємним напрямком часу”. Унiверсальнi кiнематики UPT (H,ℬ, 𝑐)
i UPT0 (H,ℬ, 𝑐) мiстять крiм стандартних (“тардiонних”) систем вiдлiку також i “та-

хiоннi” системи вiдлiку, якi рухаються вiдносно “тардiонних” систем вiдлiку зi швид-

кiстю бiльшою за швидкiсть свiтла 𝑐. У випадку dim(H) = 3, 𝑐 = ∞ унiверсальна

кiнематика UP (H,ℬ,∞) = UPT (H,ℬ,∞) являє собою математично строгу модель

класичної кiнематики Галiлея в iнерцiйних системах вiдлiку.

З наслiдка 2.19 випливає, що множини операторiв P (H, 𝑐) та P+ (H, 𝑐) утворю-

ють групи операторiв над просторомℳ (H). В той же час, наслiдок 2.21 стверджує,

що класи операторiв PT+ (H, 𝑐) та PT (H, 𝑐) (при dim (H) > 1) не утворюють групи

операторiв над ℳ (H). Це означає, що побудованi на основi цих класiв операторiв

кiнематики типу UPT (H,ℬ, 𝑐) та UPT0 (H,ℬ, 𝑐), не задовольняють умовам принципу

вiдносностi (симетрiї iнерцiйних систем вiдлiку), оскiльки, за властивiстю 3.7(7), для

кiнематики ℱ ∈ {UPT0 (H,ℬ, 𝑐) , UPT (H,ℬ, 𝑐)} множина унiверсальних перетворень
координат:

UP(l) = {[m← l,ℱ ] |m ∈ ℒ𝑘 (ℱ)} , (3.39)

що забезпечують перехiд вiд деякої системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) до всiх iнших систем

вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) буде рiзною для рiзних систем вiдлiку l. В той же час, принцип

вiдносностi в цих кiнематиках порушується лише на надсвiтловому дiапазонi, оскiль-

ки унiверсальнi кiнематики UPT0 (H,ℬ, 𝑐) та UPT (H,ℬ, 𝑐) побудованi шляхом “дода-



179

вання” нових, надсвiтлових, систем вiдлiку до унiверсальних кiнематик UP0 (H,ℬ, 𝑐)
та UP (H,ℬ, 𝑐), якi задовольняють умовам принципу вiдносностi.

3.4.2. Зауваження про деякi iншi тахiоновi кiнематики Крiм уза-

гальнених перетворень Лоренца в сенсi E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni в

фiзичнiй лiтературi можна знайти деякi iншi спроби розширення класичних перетво-

рень Лоренца за межi свiтлового бар’єру. Зокрема, цiкавий варiант узагальнених пе-

ретворень Лоренца було запропоновано в роботах M.E. Hassani (див, наприклад, [59]).

Подiбно до узагальнених перетворень Лоренца в сенсi E. Recami, В. Ольховського

та R. Goldoni, перетворення M. Hassani спiвпадають iз класичними перетвореннями

Лоренца коли швидкiсть системи вiдлiку менша за швидкiсть свiтла. Виявляється,

що перетворення M. Hassani можна узагальнити i, зокрема, записати для загаль-

ного випадку простору Мiнковського над довiльним дiйсним гiльбертовим просто-

ром, а також, використовуючи отриманi узагальненi перетворення Лоренца в сенсi

M. Hassani, побудувати унiверсальнi кiнематики, схожi до кiнематик (3.38). Детально

побудову зазначених кiнематик описано в додатку Б.

Також, певнi спроби узагальнити перетворення Лоренца для за межi свiтлового

бар’єру були зробленi в роботах [132–134]. Проте, на жаль, цi роботи мiстять сер-

йознi помилки, а тому запропонованi там перетворення не можна використати для

побудови математичних теорiй. Детально помилки роботи D. Faroughy [132] проана-

лiзовано в [135] (див., також, препринт [136]). Зокрема, там показано, що лiнiйнi

“узагальненi” перетворення Лоренца, запропонованi D. Faroughy, насправдi збiгаю-

ться з добре вiдомими класичними перетвореннями Лоренца, в яких неправильно

позначена швидкiсть системи вiдлiку. Схожi помилки також є в роботах [133,134].

Основнi результати пiдроздiлу 3.4 були опублiкованi в [100, роздiл 7], а також

представленi на конференцiях [96–98].

3.5. Про еквiвалентнiсть унiверсальних кiнематик

вiдносно перетворення координат

3.5.1. Зауваження про системи вiдлiку та їхнi iндекси. Нехай,

𝒴 — довiльна мiнлива множина або довiльна кiнематична множина або довiльна

унiверсальна кiнематика. Згiдно з властивостями 1.126(1, 2) 3.3 для довiльного iндекса

𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (𝒴) iснує єдина система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒴) така, що ind (l) = 𝛼. Надалi цю

систему вiдлiку будемо позначати через lk𝛼 (𝒴):

3.3Пiдкреслимо, що, вiдповiдно до зауважень 2.3 та 3.3, властивостi 1.126 поширюються на кiне-
матичнi множини та унiверсальнi кiнематики.
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∀𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (𝒴) : lk𝛼 (𝒴) = l, де l ∈ ℒ𝑘 (𝒴) , ind (l) = 𝛼.

Безпосередньо з означення системи вiдлiку lk𝛼 (𝒴), враховуючи власти-

вiсть 1.126(1) отримуємо такi властивостi:

Властивостi 3.10. Нехай 𝒴,𝒴1 — довiльнi мiнливi множини або кiнематичнi мно-

жини або унiверсальнi кiнематики. Тодi:

1. Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒴) справедлива рiвнiсть, l = lkind(l) (𝒴),

при цьому

ℒ𝑘 (𝒴) = {lk𝛼 (𝒴) | 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (𝒴)} . (3.40)

2. Якщо ℒ𝑘 (𝒴1) = ℒ𝑘 (𝒴), то ℐ𝑛𝑑 (𝒴) = ℐ𝑛𝑑 (𝒴1) i для довiльного iндекса 𝛼 ∈
ℐ𝑛𝑑 (𝒴) = ℐ𝑛𝑑 (𝒴1) справедлива рiвнiсть, lk𝛼 (𝒴) = lk𝛼 (𝒴1).

3.5.2. Еквiвалентнiсть унiверсальних кiнематик вiдносно пере-

творення координат.

Означення 3.11. Будемо говорити, що базовi кiнематичнi множини Cb
0 i C

b
1 є хро-

ногеометрично спорiдненими, якщо виконуються рiвностi:

1) Tm
(︀
Cb
0

)︀
= Tm

(︀
Cb
1

)︀
; 2) BG

(︀
Cb
0

)︀
= BG

(︀
Cb
1

)︀
.

Означення 3.12. Унiверсальнi кiнематики ℱ1 i ℱ2 будемо називати еквiвалентни-

ми вiдносно перетворення координат, якщо:

1. ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2);

2. Для довiльного iндекса 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) базовi кiнематичнi множини

ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) i ℱ2 ↾ lk𝛼 (ℱ2) є хроногеометрично спорiдненими, тобто виконую-

ться рiвностi:

Tm (lk𝛼 (ℱ1)) = Tm (lk𝛼 (ℱ2)) ; (3.41)

BG (lk𝛼 (ℱ1) ;ℱ1) = BG (lk𝛼 (ℱ2) ;ℱ2) (3.42)

(зауважимо, що з рiвностей (3.41) i (3.42) випливають рiвностi

Zk (lk𝛼 (ℱ1) ;ℱ1) = Zk (lk𝛼 (ℱ2) ;ℱ2) та M𝑘 (lk𝛼 (ℱ1) ;ℱ1) = M𝑘 (lk𝛼 (ℱ2) ;ℱ2).

3. Для довiльних iндексiв 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) справедлива рiвнiсть:

[lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1] = [lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) ,ℱ2] .

Той факт, що унiверсальнi кiнематики ℱ1 i ℱ2 еквiвалентнi вiдносно перетворення

координат будемо позначати наступним чином:

ℱ1 [≡]ℱ2.
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Безпосереднiм i прямим наслiдком означення 3.12 є наступне твердження.

Твердження 3.13. Бiнарне вiдношення [≡] є вiдношенням еквiвалентностi на

будь-якiй множинiℳ, що складається з унiверсальних кiнематик.

Зауваження 3.14. Нехай ℱ1 i ℱ2 — унiверсальнi кiнематики такi, що ℱ1 [≡]ℱ2.

Тодi кiнематики ℱ1 i ℱ2 можна трактувати як два рiзнi сценарiї еволюцiї, що дi-

ють в одному й тому ж геометрично-часовому оточеннi в рамках одного i того ж

унiверсального перетворення координат. Пiдтвердженням цiєї думки може служити

наступне твердження:

Твердження 3.15. Нехай, виконуються такi умови:

1. Q — координатний простiр.

2. ℬ1,ℬ2 — довiльнi базовi мiнливi множини такi, що Tm (ℬ1) = Tm (ℬ2) i

Bs (ℬ𝑖) ⊆ Zk(Q) (𝑖 ∈ 1, 2);

3. U — трансформуюча множина бiєкцiй вiдносно ℬ1 на Zk(Q).

Тодi U є трансформуючою множиною бiєкцiй вiдносно ℬ2 на Zk(Q). При цьому

виконується наступне спiввiдношення:

Ku (U,ℬ1,Q) [≡] Ku (U,ℬ2,Q) .

Доведення. А. Оскiльки U— трансформуюча множина бiєкцiй вiдносно ℬ1 на Zk(Q),

то довiльне вiдображення U ∈ U є бiєкцiєю на Tm (ℬ1) × Zk(Q) (U : Tm (ℬ1) ×
Zk(Q) ←→ Tm (ℬ1) × Zk(Q)). Згiдно з другою умовою даного твердження, маємо,

Tm (ℬ1) = Tm (ℬ2). Отже, будь-яке вiдображення U ∈ U є бiєкцiєю на Tm (ℬ2) ×
Zk(Q) (U : Tm (ℬ2) × Zk(Q) ←→ Tm (ℬ2) × Zk(Q)). Тому, U є трансформуючою

множиною бiєкцiй вiдносно ℬ2 на Zk(Q).

Б. Покладемо, ℱ𝑖 := Ku (U,ℬ𝑖,Q) (𝑖 ∈ 1, 2). Згiдно з рiвнiстю (3.30), для 𝑖 ∈ 1, 2

маємо:

Ku (U,ℬ𝑖,Q) = Ku
[︁̂︀UUK,C

(ℬ𝑖,Q)
]︁
, де̂︀UUK = ((Tm (ℬ𝑖) ,Zk(Q),U,Q,U) |U ∈ U) (𝑖 ∈ 1, 2);

C(ℬ𝑖,Q) =
(︀
ℬ𝑖,
(︀
Q, IBs(ℬ𝑖)

)︀)︀
(𝑖 ∈ 1, 2).

Звiдси, використовуючи властивiсть 3.7(2), одержуємо:

ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = U = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) . (3.43)

Далi, застосовуючи властивостi 3.7 i теорему 3.5, для довiльних двох iндексiв-

вiдображень U,V ∈ U отримуємо:

lkU (ℱ𝑖) = (U,U [ℬ𝑖,Tm (ℬ𝑖)]) , lkV (ℱ𝑖) = (V,V [ℬ𝑖,Tm (ℬ𝑖)]) (𝑖 ∈ 1, 2);
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Tm (lkU (ℱ1)) = Tm (ℬ1) = Tm (ℬ2) = Tm (lkU (ℱ2)) ;

BG (lkU (ℱ1) ;ℱ1) = Q = BG (lkU (ℱ2) ;ℱ2) ;

[lkV (ℱ1)← lkU (ℱ1) ,ℱ1] w = V
(︀
U[−1](w)

)︀
=

= [lkV (ℱ2)← lkU (ℱ2) ,ℱ2] w

(∀w ∈M𝑘 (lkU (ℱ1) ;ℱ1) = M𝑘 (lkU (ℱ2) ;ℱ2)) .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.44)

Враховуючи (3.43), (3.44) та означення 3.12, отримуємо спiввiдношення, ℱ1 [≡]ℱ2.

Основнi результати пiдроздiлу 3.5 були опублiкованi в [137, роздiл 4].

3.6. Еволюцiйнi розширення унiверсальних кiнема-

тик та їхнi властивостi

3.6.1. Еволюцiйнi розширення базових кiнематичних множин.

Зауваження 3.16. Нехай, ℬ0 i ℬ1 — базовi мiнливi множини такi, що ℬ0⊂−→ℬ1. Тодi,
згiдно з твердженням 1.94, маємо, Bs (ℬ0) ⊆ Bs (ℬ1). Отже, якщо для хроногеоме-

трично спорiднених базових кiнематичних множин Cb
0 i C

b
1 справедливе спiввiдноше-

ння BE
(︀
Cb
0

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
1

)︀
, то:

Bs
(︀
Cb
0

)︀
= Bs

(︀
BE
(︀
Cb
0

)︀)︀
⊆ Bs

(︀
BE
(︀
Cb
1

)︀)︀
= Bs

(︀
Cb
1

)︀
.

Зокрема, якщо BE
(︀
Cb
0

)︀
<−→BE

(︀
Cb
1

)︀
, то, згiдно з твердженням 1.95, маємо

BE
(︀
Cb
0

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
1

)︀
, а отже, Bs

(︀
Cb
0

)︀
⊆ Bs

(︀
Cb
1

)︀
.

Означення 3.17.

1. Базову кiнематичну множину Cb
1 будемо називати еволюцiйним розширен-

ням базової кiнематичної множини Cb
0, якщо:

(1.а) Cb
0 i C

b
1 є хроногеометрично спорiдненими;

(1.б) базова мiнлива множина BE
(︀
Cb
1

)︀
є еволюцiйним розширенням базової

мiнливої множини BE
(︀
Cb
0

)︀
(тобто BE

(︀
Cb
0

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
1

)︀
);

(1.в) для довiльного 𝑥 ∈ Bs
(︀
Cb
0

)︀
(⊆ Bs

(︀
Cb
1

)︀
) справедлива рiвнiсть qCb

1
(𝑥) =

qCb
0
(𝑥) (тобто, iншими словами, qCb

0
⊆ qCb

1
).

Якщо базова кiнематична множина Cb
1 є еволюцiйним розширенням базової кi-

нематичної множини Cb
0, то будемо, також говорити, що Cb

0 еволюцiйно вклю-

чається в Cb
1 i позначати цей факт через C

b
0⊂−→Cb

1 або через C
b
1⊃←−C

b
0.

2. Базову кiнематичну множину Cb
1 будемо називати супереволюцiйним роз-

ширенням базової кiнематичної множини Cb
0, якщо:
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(2.а) Cb
0 i C

b
1 є хроногеометрично спорiдненими;

(2.б) BE
(︀
Cb
0

)︀
<−→BE

(︀
Cb
1

)︀
;

(2.в) для довiльного 𝑥 ∈ Bs
(︀
Cb
0

)︀
(⊆ Bs

(︀
Cb
1

)︀
) справедлива рiвнiсть qCb

1
(𝑥) =

qCb
0
(𝑥) (тобто, iншими словами, qCb

0
⊆ qCb

1
).

Якщо базова кiнематична множина Cb
1 є супереволюцiйним розширенням базо-

вої кiнематичної множини Cb
0, то будемо, також говорити, що Cb

0 супереволю-

цiйно включається в Cb
1 i позначати цей факт через C

b
0<−→Cb

1 або через C
b
1=←−C

b
0.

Також будемо використовувати позначення Cb
0 ̸⊂−→Cb

1 та Cb
0 ̸<−→Cb

1 у випадках, коли

спiввiдношення Cb
0⊂−→Cb

1 та Cb
0<−→Cb

1 не мають мiсця (вiдповiдно).

Згiдно з твердженням 1.95, для довiльних базових мiнливих множин ℬ0, ℬ1 з умо-
ви ℬ0<−→ℬ1 випливає спiввiдношення ℬ0⊂−→ℬ1. Звiдси отримуємо наступний наслiдок з
означення 3.17.

Наслiдок 3.18. Будь-яке супереволюцiйне розширення довiльної базової кiнемати-

чної множини Cb
0 є її еволюцiйним розширенням, тобто якщо Cb

0<−→Cb
1, то Cb

0⊂−→Cb
1.

Зауваження 3.19. Нехай, ℬ0 та ℬ1 — базовi мiнливi множини такi, що ℬ0⊂−→ℬ1,
але ℬ0 ̸<−→ℬ1 (див. приклад 1.96). Розглянемо довiльний координатний простiр Q

i будь-яке вiдображення k1 : Bs (ℬ1) → Zk(Q). Згiдно з твердженням 1.94, маємо,

Bs (ℬ0) ⊆ Bs (ℬ1). Отже, можна покласти, k0 := (k1)↾Bs(ℬ0), де (k1)↾Bs(ℬ0) — звуження

вiдображення k1 на множинуBs (ℬ0). Тому можна визначити такi базовi кiнематичнi
множини, Cb

0 := (ℬ0, (Q,k0)), C
b
1 := (ℬ1, (Q,k1)).

Згiдно з означенням 3.17, маємо, Cb
0⊂−→Cb

1, але Cb
0 ̸<−→Cb

1. Таким чином, твердже-

ння, обернене до наслiдка 3.18, взагалi кажучи — неправильне .

Твердження 3.20. Еволюцiйне включення базових кiнематичних множин має та-

кi властивостi:

1. Cb
0⊂−→Cb

0 для довiльної базової кiнематичної множини Cb
0;

2. якщо Cb
1⊂−→Cb

2 i C
b
2⊂−→Cb

1 то Cb
1 = Cb

2;

3. якщо Cb
1⊂−→Cb

2 i C
b
2⊂−→Cb

3 то Cb
1⊂−→Cb

3.

Доведення. 1. 1. У випадку Cb
0 = Cb

1 умови (1.а) та (1.в) означення 3.17 виконую-

ться тривiальним чином. Умова (1.б) також виконується, оскiльки, в силу твердже-

ння 1.97, має мiсце еволюцiйне включення BE
(︀
Cb
0

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
0

)︀
.

2. Нехай, Cb
1⊂−→Cb

2 i C
b
2⊂−→Cb

1. Тодi, згiдно з означенням 3.17, отримуємо:

BG
(︀
Cb
1

)︀
= BG

(︀
Cb
2

)︀
, BE

(︀
Cb
1

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
2

)︀
, BE

(︀
Cb
2

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
1

)︀
,

qCb
1
⊆ qCb

2
qCb

2
⊆ qCb

1
.
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Отже, враховуючи твердження 1.97, отримуємо рiвностi BG
(︀
Cb
1

)︀
= BG

(︀
Cb
2

)︀
,

BE
(︀
Cb
1

)︀
= BE

(︀
Cb
2

)︀
та qCb

1
= qCb

2
. Отже, Cb

1 =
(︁
BE
(︀
Cb
1

)︀
,
(︁
BG
(︀
Cb
1

)︀
, qCb

1

)︁)︁
=(︁

BE
(︀
Cb
2

)︀
,
(︁
BG
(︀
Cb
2

)︀
, qCb

2

)︁)︁
= Cb

2.

3. Нехай, Cb
1⊂−→Cb

2 i C
b
2⊂−→Cb

3. Тодi, за означенням 3.17, отримуємо:

BG
(︀
Cb
1

)︀
= BG

(︀
Cb
2

)︀
= BG

(︀
Cb
3

)︀
, Tm

(︀
Cb
1

)︀
= Tm

(︀
Cb
2

)︀
= Tm

(︀
Cb
3

)︀
,

BE
(︀
Cb
1

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
2

)︀
, BE

(︀
Cb
2

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
3

)︀
, qCb

1
⊆ qCb

2
, qCb

2
⊆ qCb

3
.

Тому, враховуючи твердження 1.97, маємо, BG
(︀
Cb
1

)︀
= BG

(︀
Cb
3

)︀
, Tm

(︀
Cb
1

)︀
= Tm

(︀
Cb
3

)︀
,

BE
(︀
Cb
1

)︀
⊂−→BE

(︀
Cb
3

)︀
, qCb

1
⊆ qCb

3
. Звiдси, за означенням 3.17, отримуємо, Cb

1⊂−→Cb
3.

Твердження 3.21. Супереволюцiйне включення базових кiнематичних множин

має такi властивостi:

1. Cb
0<−→Cb

0 довiльної базової кiнематичної множини Cb
0;

2. Якщо Cb
1<−→Cb

2 i C
b
2<−→Cb

1 то Cb
1 = Cb

2;

3. Якщо Cb
1<−→Cb

2 i C
b
2<−→Cb

3 то Cb
1<−→Cb

3.

Доведення. 1. У випадку Cb
0 = Cb

1 умови (2.а) та (2.в) означення 3.17 виконуються

тривiальним чином. Умова (2.б) також виконується, оскiльки, в силу тверджен-

ня 1.101, справедливе (супереволюцiйне) включення BE
(︀
Cb
0

)︀
<−→BE

(︀
Cb
0

)︀
.

2. Нехай, Cb
1<−→Cb

2 i Cb
2<−→Cb

1. Тодi, за наслiдком 3.18, Cb
1⊂−→Cb

2 i Cb
2⊂−→Cb

1. Отже, за

твердженням 3.20, отримуємо рiвнiсть, Cb
1 = Cb

2.

3. Нехай, Cb
1<−→Cb

2 i C
b
2<−→Cb

3. Тодi, за означенням 3.17, маємо:

BG
(︀
Cb
1

)︀
= BG

(︀
Cb
2

)︀
= BG

(︀
Cb
3

)︀
, Tm

(︀
Cb
1

)︀
= Tm

(︀
Cb
2

)︀
= Tm

(︀
Cb
3

)︀
,

BE
(︀
Cb
1

)︀
<−→BE

(︀
Cb
2

)︀
, BE

(︀
Cb
2

)︀
<−→BE

(︀
Cb
3

)︀
, qCb

1
⊆ qCb

2
, qCb

2
⊆ qCb

3
.

Отже, враховуючи твердження 1.101, отримуємо, BG
(︀
Cb
1

)︀
= BG

(︀
Cb
3

)︀
, Tm

(︀
Cb
1

)︀
=

Tm
(︀
Cb
3

)︀
, BE

(︀
Cb
1

)︀
<−→BE

(︀
Cb
3

)︀
, qCb

1
⊆ qCb

3
. Звiдси, за означенням 3.17, маємо включення

Cb
1<−→Cb

3.

Твердження 3.22. Нехай, Cb
1,C

b
2 — базовi кiнематичнi множини, причому Cb

1⊂−→Cb
2.

Тодi:

1. Bs
(︀
Cb
1

)︀
⊆ Bs

(︀
Cb
2

)︀
; 2. Bs

(︀
Cb
1

)︀
⊆ Bs

(︀
Cb
2

)︀
;

3. якщо ж, додатково, Cb
1<−→Cb

2, то L𝑑
(︀
Cb
1

)︀
⊆ L𝑑

(︀
Cb
2

)︀
.

Доведення. 1. Перша властивiсть випливає з означень еволюцiйного включення

для базових кiнематичних множин та базових мiнливих множин (див. означен-

ня 3.17, 1.92), а також з системи позначень для базових кiнематичних множин.
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2. Друга властивiсть випливає з твердження 1.94, означення еволюцiйного вклю-

чення для базових кiнематичних множин (див. означення 3.17), а також з системи

позначень для базових кiнематичних множин.

3. Нехай, Cb
1<−→Cb

2. Тодi, за означенням 3.17, маємо, BE
(︀
Cb
1

)︀
<−→BE

(︀
Cb
2

)︀
. Отже, за

означенням 1.93, отримуємо спiввiдношення, L𝑑
(︀
BE
(︀
Cb
1

)︀)︀
⊆ L𝑑

(︀
BE
(︀
Cb
2

)︀)︀
. Звiдси,

враховуючи систему позначень для базових кiнематичних множин, отримуємо вклю-

чення L𝑑
(︀
Cb
1

)︀
⊆ L𝑑

(︀
Cb
2

)︀
.

3.6.2. Еволюцiйнi розширення кiнематичних множин.

Означення 3.23. Будемо говорити, що кiнематичнi множини C1 i C2 хроногеоме-

трично спорiдненi, якщо виконуються наступнi умови:

1. ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2).

2. Для довiльного iндекса 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) базовi кiнематичнi множини

C1 ↾ lk𝛼 (C1) i C2 ↾ lk𝛼 (C2) є хроногеометрично спорiдненими.

Твердження 3.24. Якщо для унiверсальних кiнематик ℱ1 =
(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
i

ℱ2 =
(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
виконується спiввiдношення ℱ1 [≡]ℱ2, то кiнематичнi множини

C1 i C2 є хроногеометрично спорiдненими.

Доведення. Якщо ℱ1 [≡]ℱ2, то, за означенням 3.12, маємо, ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2). Згi-

дно з системою позначень теорiї унiверсальних кiнематик (див. параграф 3.2.2),

ℒ𝑘 (ℱ𝑖) = ℒ𝑘 (C𝑖) (𝑖 ∈ {1, 2}). Тому, згiдно з властивiстю 3.10(2), маємо рiвнiсть

ℐ𝑛𝑑 (ℱ𝑖) = ℐ𝑛𝑑 (C𝑖) (𝑖 ∈ {1, 2}) причому:
lk𝛼 (ℱ𝑖) = lk𝛼 (C𝑖)

(︀
∀𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) = ℐ𝑛𝑑 (C𝑖) , 𝑖 ∈ 1, 2

)︀
.

Отже, згiдно з системою позначень теорiї унiверсальних кiнематик за означен-

ням 3.12, для довiльного 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) отримуємо:

Tm (C1 ↾ lk𝛼 (C1)) = Tm (lk𝛼 (C1)) =

= Tm (lk𝛼 (ℱ1)) = Tm (lk𝛼 (ℱ2)) = Tm (C2 ↾ lk𝛼 (C2)) ;

BG (C1 ↾ lk𝛼 (C1)) = BG (lk𝛼 (C1) ;C1) = BG (lk𝛼 (ℱ1) ;C1) =

= BG (lk𝛼 (ℱ1) ;ℱ1) = BG (lk𝛼 (ℱ2) ;ℱ2) = BG (C2 ↾ lk𝛼 (C2)) .

Отже, за означенням 3.11, базовi кiнематичнi множини C1 ↾ lk𝛼 (C1) i C2 ↾ lk𝛼 (C2) є

хроногеометрично спорiдненими (для довiльного 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2)). Тому, за

означенням 3.23, хроногеометрично спорiдненими є кiнематичнi множини C1 i C2.

Застосовуючи твердження 3.24, а також твердження 3.15 та твердження 3.9, отри-

муємо наступний наслiдок:

Наслiдок 3.25. Нехай виконуються такi умови:
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1. Q — довiльний координатний простiр;

2. ℬ1,ℬ2 — довiльнi базовi мiнливi множини такi, що Tm (ℬ1) = Tm (ℬ2) i

Bs (ℬ𝑖) ⊆ Zk(Q) (𝑖 ∈ 1, 2);

3. U — довiльна трансформуюча множина бiєкцiй вiдносно ℬ1 (а отже (згiдно з

твердженням 3.15) i вiдносно ℬ2) на Zk(Q).

Тодi кiнематичнi множини Kim (U,ℬ1,Q) i Kim (U,ℬ2,Q) є хроногеометрично спо-

рiдненими.

Зауваження 3.26. Нехай, (H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — довiльний дiйсний гiльбертовий простiр,

а ℬ1,ℬ2 — довiльнi базовi мiнливi множини такi, що Bs (ℬ𝑖) ⊆ H i Tm (ℬ𝑖) = (R,≤)

(𝑖 ∈ 1, 2), де ≤ — стандартний порядок на полi дiйсних чисел R. Тодi, використовую-
чи наслiдок 3.25, неважко довести, що для довiльної множини операторiв S ⊆ Pk (H)

кiнематичнi множини Kim (S,ℬ1; H) та Kim (S,ℬ2; H) — хроногеометрично спорiдненi.

Зокрема при 𝑐 ∈ (0,∞] хроногеометрично спорiдненими будуть такi пари кiнемати-

чних множин:

а) KP (H,ℬ1, 𝑐) i KP (H,ℬ2, 𝑐); б) KP0 (H,ℬ1, 𝑐) i KP0 (H,ℬ2, 𝑐);

в) KPT (H,ℬ1, 𝑐) i KPT (H,ℬ2, 𝑐); г) KPT0 (H,ℬ1, 𝑐) i KPT0 (H,ℬ2, 𝑐).
Означення 3.27. 1. Будемо говорити, що кiнематична множина C2 є, вiдповiдно,

еволюцiйним (супереволюцiйним) розширенням кiнематичної множини

C1, якщо:

(а) Кiнематичнi множини C1 i C2 хроногеометрично спорiдненi.

(б) Для довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) має мiсце еволюцiйне

(супереволюцiйне) включення:

C1 ↾ lk𝛼 (C1)⊂−→C2 ↾ lk𝛼 (C2)

(︂
C1 ↾ lk𝛼 (C1) <−→C2 ↾ lk𝛼 (C2)

)︂
(3.45)

(в) Для довiльних iндексiв 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) i довiльної мiнливої

системи 𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (C1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (C2)) {
3.4} виконується рiвнiсть:

⟨lk𝛽 (C1)← lk𝛼 (C1) ,C1⟩𝐴 = ⟨lk𝛽 (C2)← lk𝛼 (C2) ,C2⟩𝐴.

2. Якщо кiнематична множина C2 є, вiдповiдно, еволюцiйним (супереволюцiйним)

розширенням C1 будемо також говорити, що C1 еволюцiйно (супереволюцiй-

но) включається в C2, використовуючи, вiдповiдно, наступнi позначення:

C1⊂−→C2 або C2⊃←−C1

(︁
C1<−→C2 або C2=←−C1

)︁
.

3.4 З еволюцiйного (супереволюцiйного) включення (3.45), за означенням 3.17 i тверджен-
ням 1.95 випливає еволюцiйне включення BE (C1 ↾ lk𝛼 (C1)) ⊂−→BE (C2 ↾ lk𝛼 (C2)). Звiдси, за означе-

нням 1.92, отримуємо включення, Bs (lk𝛼 (C1)) = Bs (BE (C1 ↾ lk𝛼 (C1))) ⊆ Bs (BE (C2 ↾ lk𝛼 (C2))) =
Bs (lk𝛼 (C2)) .
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Твердження 3.28. Для довiльних кiнематичних множин C, C1, C2 i C3 виконую-

ться наступнi твердження:

1. C⊂−→C.

2. Якщо C1⊂−→C2 i C2⊂−→C1 то C1 = C2.

3. Якщо C1⊂−→C2 i C2⊂−→C3 то C1⊂−→C3.

Доведення. 1,3: Перший та третiй пункти твердження 3.28 випливають безпосере-

дньо з означень 3.23, 3.27 та твердження 1.97. Отже, потребує доведення лише другий

пункт даного твердження.

2: Розглянемо довiльнi кiнематичнi множини C1,C2 такi, що C1⊂−→C2 i C2⊂−→C1. За

означеннями 3.23 i 3.27, маємо, ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2), причому для довiльного iндексу

𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) мають мiсце еволюцiйнi включення:

C1 ↾ lk𝛼 (C1) ⊂−→C2 ↾ lk𝛼 (C2) i C2 ↾ lk𝛼 (C2) ⊂−→C1 ↾ lk𝛼 (C1) .

Отже, згiдно з твердженням 3.20, маємо:

C1 ↾ lk𝛼 (C1) = C2 ↾ lk𝛼 (C2) (∀ 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2)) . (3.46)

Звiдси, згiдно з (2.1), отримуємо, lk𝛼 (C1) ˆ = lk𝛼 (C2) ˆ. А тому, враховуючи власти-

вiсть 1.126(3) i зауваження 2.3, одержуємо:

lk𝛼 (C1) = (ind (lk𝛼 (C1)) , lk𝛼 (C1) ˆ) = (𝛼, lk𝛼 (C1) ˆ) =

= (𝛼, lk𝛼 (C2) ˆ) = lk𝛼 (C2) (∀ 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2)) . (3.47)

Отже, згiдно з формулою (3.40) маємо:

ℒ𝑘 (C1) = {lk𝛼 (C1) | 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1)} = {lk𝛼 (C2) | 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C2)} = ℒ𝑘 (C2) . (3.48)

З рiвностей (3.46) та (3.40) випливає рiвнiсть:

C1 ↾ l = C2 ↾ l (∀l ∈ ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2)) . (3.49)

Згiдно з рiвнiстю (3.48), маємо, ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2). Нехай l,m ∈ ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2)

— довiльнi системи вiдлiку кiнематичних множин C1 та C2. Тодi, згiдно з формулами

(3.40) та (3.47), iснують такi iндекси 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2), що:

l = lk𝛼 (C1) = lk𝛼 (C2) ; m = lk𝛽 (C1) = lk𝛽 (C2) .

Використовуючи останнi двi рiвностi, а також означення 3.27 (пункт 1в), для довiль-

ної мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs(l) = Bs (lk𝛼 (C1)) = Bs (lk𝛼 (C2)) одержуємо:

⟨m← l,C1⟩𝐴 = ⟨lk𝛽 (C1)← lk𝛼 (C1) ,C1⟩𝐴 =

= ⟨lk𝛽 (C2)← lk𝛼 (C2) ,C2⟩𝐴 = ⟨m← l,C2⟩𝐴.
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Звiдси отримуємо:

⟨m← l,C1⟩ = ⟨m← l,C2⟩ (∀ l,m ∈ ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2)) . (3.50)

Враховуючи рiвностi (3.48), (3.49), (3.50), а також твердження 2.4, отримуємо рiв-

нiсть, C1 = C2.

Твердження 3.29. Якщо C1, C2 — кiнематичнi множини i C1<−→C2, то C1⊂−→C2.

Доведення. Дане твердження є безпосереднiм наслiдком означення 3.27 та наслiд-

ку 3.18.

Твердження 3.30. Нехай C1,C2 — кiнематичнi множини, причому C1⊂−→C2. Тодi

для довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) справедливi наступнi твердження:

1. BE (lk𝛼 (C1)) ⊂−→BE (lk𝛼 (C2));

2. Bs (lk𝛼 (C1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (C2));

3. Bs (lk𝛼 (C1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (C2));

4. якщо ж, додатково, C1<−→C2, то

BE (lk𝛼 (C1)) <−→BE (lk𝛼 (C2)) i L𝑑 (lk𝛼 (C1)) ⊆ L𝑑 (lk𝛼 (C2));

5. для довiльного 𝑥 ∈ Bs (lk𝛼 (C1)) виконується рiвнiсть,

qlk𝛼(C1) (𝑥,C1) = qlk𝛼(C2) (𝑥,C2);

6. для довiльного 𝜔 ∈ Bs (lk𝛼 (C1)) справедлива рiвнiсть,

Q⟨lk𝛼(C1)⟩ (𝜔,C1) = Q⟨lk𝛼(C2)⟩ (𝜔,C2).

Доведення. Оскiльки C1⊂−→C2, то, за означеннями 3.27 та 3.23, маємо, ℐ𝑛𝑑 (C1) =

ℐ𝑛𝑑 (C2). Розглянемо довiльний iндекс 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2).

1. За означенням 3.27, маємо C1 ↾ lk𝛼 (C1) ⊂−→C2 ↾ lk𝛼 (C2). Звiдси, за означе-

нням 3.17, отримуємо, BE (C1 ↾ lk𝛼 (C1)) ⊂−→BE (C2 ↾ lk𝛼 (C2)). Згiдно з позначеннями,

введеними параграфi 2.2.4, маємо, ∀l ∈ ℒ𝑘 (C𝑖) (BE(l) := BE (C𝑖 ↾ l) = lˆ) (𝑖 ∈ {1, 2}).
Тому, отримуємо, BE (lk𝛼 (C1)) ⊂−→BE (lk𝛼 (C2)).

2,3. Оскiльки BE (lk𝛼 (C1)) ⊂−→BE (lk𝛼 (C2)), то, використовуючи рiвностi (3.5),

означення 1.92 та твердження 1.94, отримуємо:

Bs (lk𝛼 (C1)) = Bs (BE (lk𝛼 (C1))) ⊆ Bs (BE (lk𝛼 (C2))) = Bs (lk𝛼 (C2)) ;

Bs (lk𝛼 (C1)) = Bs (BE (lk𝛼 (C1))) ⊆ Bs (BE (lk𝛼 (C2))) = Bs (lk𝛼 (C2)) .

4. Нехай, додатково, C1<−→C2. Тодi, за означенням 3.27, маємо вклю-

чення, C1 ↾ lk𝛼 (C1) <−→ C2 ↾ lk𝛼 (C2). Звiдси, за означенням 3.17
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(пункт 2), маємо, BE (C1 ↾ lk𝛼 (C1)) <−→BE (C2 ↾ lk𝛼 (C2)). Тому, враховуючи позначен-

нями, введенi в параграфi 2.2.4, отримуємо, BE (lk𝛼 (C1)) <−→BE (lk𝛼 (C2)). Iз остан-

нього супереволюцiйного включення, за означенням 1.93, випливає включення

L𝑑 (BE (lk𝛼 (C1))) ⊆ L𝑑 (BE (lk𝛼 (C2))). Звiдси, використовуючи рiвностi (3.5), маємо

включення L𝑑 (lk𝛼 (C1)) ⊆ L𝑑 (lk𝛼 (C2)).

5. Нехай, 𝑥 ∈ Bs (lk𝛼 (C1)). За означенням 3.27, маємо, C1 ↾ lk𝛼 (C1) ⊂−→C2 ↾

lk𝛼 (C2). Тому, використовуючи позначення введенi в параграфi 2.2.4, а також озна-

чення 3.17, отримуємо:

qlk𝛼(C1) (𝑥,C1) = qC1↾lk𝛼(C1)(𝑥) = qC2↾lk𝛼(C2)(𝑥) = qlk𝛼(C2) (𝑥,C2) .

6. Використовуючи результат, отриманий в попередньому пунктi, а також озна-

чення координат Мiнковського (див. формулу (2.4)), для довiльного 𝜔 ∈ Bs (lk𝛼 (C1))

одержуємо:

Q⟨lk𝛼(C1)⟩ (𝜔,C1) =
(︀
tm (𝜔) , qlk𝛼(C1) (bs (𝜔) ,C1)

)︀
=

=
(︀
tm (𝜔) , qlk𝛼(C2) (bs (𝜔) ,C2)

)︀
= Q⟨lk𝛼(C2)⟩ (𝜔,C2) .

Твердження 3.31. Нехай C, C1, C2 i C3 — довiльнi кiнематичнi множини. Тодi:

1. C<−→C.

2. Якщо C1<−→C2 i C2<−→C1 то C1 = C2.

3. Якщо C1<−→C2 i C2<−→C3 то C1<−→C3.

Доведення. Перший та третiй пункти даного твердження випливають безпосередньо

з означень 3.23, 3.27 та твердження 3.21. Другий пункт випливає з твердження 3.29

та другого пункту твердження 3.28.

3.6.3. Еволюцiйнi розширення унiверсальних кiнематик

Означення 3.32. Будемо говорити, що унiверсальна кiнематика ℱ2 =
(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
є,

вiдповiдно, еволюцiйним (супереволюцiйним) розширенням унiверсальної кi-

нематики ℱ1 =
(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
, якщо виконуються такi умови:

1. ℱ1 [≡]ℱ2;

2. C1⊂−→C2 (C1<−→C2 у випадку супереволюцiйного розширення)

Якщо ℱ2 є еволюцiйним (супереволюцiйним) розширенням ℱ1, то будемо використо-

вувати позначення:

ℱ1⊂−→ℱ2

(︁
ℱ1<−→ℱ2

)︁
(вiдповiдно).

Твердження 3.33. Для довiльних унiверсальних кiнематик ℱ1 i ℱ2 спiввiдношення

ℱ1⊂−→ℱ2 виконується тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:
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1. ℱ1 [≡]ℱ2 (пiдкреслимо, що звiдси, за означенням 3.12, випливає рiвнiсть,

ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2)).

2. Для довiльного 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) має мiсце еволюцiйне включення:

ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) ⊂−→ℱ2 ↾ lk𝛼 (ℱ2) (3.51)

(пiдкреслимо, що звiдси, за твердженням 3.22, випливає включення

Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ2))).

3. Для довiльних iндексiв 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) i довiльної мiнливої системи

𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ2)) виконується рiвнiсть:

⟨lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1⟩𝐴 = ⟨lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) ,ℱ2⟩𝐴. (3.52)

Доведення. А). Нехай, ℱ1 =
(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
, ℱ2 =

(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
— унiверсальнi кiнематики i

при цьому ℱ1⊂−→ℱ2. Тодi, за означенням 3.32, мусять виконуватись умови:

ℱ1 [≡]ℱ2 i C1⊂−→C2.

З умови ℱ1 [≡]ℱ2, за означенням 3.12, випливає рiвнiсть ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2). Отже:

ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) = ℐ𝑛𝑑 (C2) .

Оскiльки, ℒ𝑘 (ℱ𝑖) = ℒ𝑘 (C𝑖) (𝑖 ∈ {1, 2}), то згiдно з властивiстю 3.10(2), маємо:

lk𝛼 (C𝑖) = lk𝛼 (ℱ𝑖) (𝑖 ∈ {1, 2} , 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C𝑖) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ𝑖)). (3.53)

Отже, враховуючи систему позначень теорiї унiверсальних кiнематик (див. пара-

граф 3.2.2), при 𝑖 ∈ {1, 2}, 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C𝑖) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ𝑖) i 𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (C𝑖)) = Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖))
отримуємо:

C𝑖 ↾ lk𝛼 (C𝑖) = C𝑖 ↾ lk𝛼 (ℱ𝑖) = ℱ𝑖 ↾ lk𝛼 (ℱ𝑖) ; (3.54)

⟨lk𝛽 (C𝑖)← lk𝛼 (C𝑖) ,C𝑖⟩𝐴 = ⟨lk𝛽 (ℱ𝑖)← lk𝛼 (ℱ𝑖) ,C𝑖⟩𝐴 =

= ⟨lk𝛽 (ℱ𝑖)← lk𝛼 (ℱ𝑖) ,ℱ𝑖⟩𝐴. (3.55)

З умови C1⊂−→C2, за означенням 3.27, випливає, що для довiльних iндексiв 𝛼, 𝛽 ∈
ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) i довiльної мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (C1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (C2))

виконуються спiввiдношення:

C1 ↾ lk𝛼 (C1)⊂−→C2 ↾ lk𝛼 (C2) ; (3.56)

⟨lk𝛽 (C1)← lk𝛼 (C1) ,C1⟩𝐴 = ⟨lk𝛽 (C2)← lk𝛼 (C2) ,C2⟩𝐴. (3.57)

Звiдси, враховуючи (3.54), (3.55) i (3.53), отримуємо спiввiдношення (3.51), (3.52).

Таким чином, умови 1-3 даного твердження — виконанi.
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B) Навпаки, припустимо, що умови 1-3 даного твердження виконуються для кi-

нематик ℱ1 =
(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
, ℱ2 =

(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
. Тодi справедливе спiввiдношення, ℱ1 [≡]ℱ2.

З рiвностей ℱ1 =
(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
, ℱ2 =

(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
легко виводяться спiввiдношення (3.54),

(3.55). Тому, iз формул (3.51), (3.52) випливають спiввiдношення (3.56), (3.57) (для

довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) i 𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (C1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (C2))). I, враховую-

чи, що, згiдно з твердженням 3.24, кiнематичнi множини C1 i C2 — хроногеометрично

спорiдненi, отримуємо еволюцiйне включення C1⊂−→C2. Таким чином, ми довели, що

ℱ1 [≡]ℱ2 i C1⊂−→C2. Отже, за означенням 3.32 отримуємо евол. включення ℱ1⊂−→ℱ2.

Аналогiчно до твердження 3.33 доводиться наступне твердження.

Твердження 3.34. Для унiверсальних кiнематик ℱ1 i ℱ2 спiввiдношення ℱ1<−→ℱ2

виконується тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

1. ℱ1 [≡]ℱ2 (пiдкреслимо, що звiдси, за означенням 3.12, випливає рiвнiсть

ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2)).

2. Для довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) має мiсце супереволюцiйне

включення:

ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) <−→ℱ2 ↾ lk𝛼 (ℱ2) . (3.58)

( пiдкреслимо, що звiдси за твердженням 3.22, випливає включення

Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ2)) ).

3. Для довiльних iндексiв 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) i довiльної мiнливої системи

𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ2)) виконується рiвнiсть:

⟨lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1⟩𝐴 = ⟨lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) ,ℱ2⟩𝐴. (3.59)

Твердження 3.35. Нехай, ℱ , ℱ1, ℱ2 i ℱ3 — довiльнi унiверсальнi кiнематики. Тодi:

1. ℱ⊂−→ℱ .

2. Якщо ℱ1⊂−→ℱ2 i ℱ2⊂−→ℱ1 то ℱ1 = ℱ2.

3. Якщо ℱ1⊂−→ℱ2 i ℱ2⊂−→ℱ3 то ℱ1⊂−→ℱ3.

Доведення. Перший i третiй пункти даного твердження випливають безпосередньо

з означення 3.32, а також з тверджень 3.13 та 3.28.

Отже, залишилось довести лише другий пункт твердження. Нехай, ℱ1 =(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
, ℱ2 =

(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
— унiверсальнi кiнематики, де

←−
𝒬𝑖 =

(︁ ̃︀𝑄(𝑖)
m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(C𝑖)=ℒ𝑘(ℱ𝑖)

(𝑖 ∈ 1, 2), причому, ℱ1⊂−→ℱ2 i ℱ2⊂−→ℱ1. Тодi, за означенням 3.32, маємо, C1⊂−→C2, C2⊂−→C1

i ℱ1 [≡]ℱ2. Отже, з твердження 3.28 випливає рiвнiсть, C1 = C2. Тому:

ℒ𝑘 (ℱ1) = ℒ𝑘 (C1) = ℒ𝑘 (C2) = ℒ𝑘 (ℱ2) ;
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ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (C1) = ℐ𝑛𝑑 (C2) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) ;

lk𝛼 (ℱ1) = lk𝛼 (C1) = lk𝛼 (C2) = lk𝛼 (ℱ2) (∀𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2)) .

Оскiльки ℱ1 [≡]ℱ2, то, використовуючи означення 3.12 а також позначення, прийнятi

в параграфi 3.2.2, для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ1) = ℒ𝑘 (ℱ2) виду l =

lk𝛼 (ℱ1) = lk𝛼 (ℱ2), m = lk𝛽 (ℱ1) = lk𝛽 (ℱ2) (𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2)) отримуємо:

̃︀𝑄(1)
m,l = [m← l,ℱ1] = [lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1] =

= [lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) ,ℱ2] = [m← l,ℱ2] = ̃︀𝑄(2)
m,l.

Тобто,
←−
𝒬1 =

(︁ ̃︀𝑄(1)
m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(ℱ1)

=
(︁ ̃︀𝑄(2)

m,l

)︁
l,m∈ℒ𝑘(ℱ2)

=
←−
𝒬2. Таким чином, ℱ1 =

(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
=(︁

C2,
←−
𝒬2

)︁
= ℱ2.

Безпосередньо з означення 3.32, а також з твердження 3.29, випливає наступне

твердження:

Твердження 3.36. Якщо ℱ1, ℱ2 — унiверсальнi кiнематики i ℱ1<−→ℱ2, то ℱ1⊂−→ℱ2.

Твердження 3.37. Нехай, ℱ , ℱ1, ℱ2 i ℱ3 — довiльнi унiверсальнi кiнематики. Тодi:

1. ℱ<−→ℱ .

2. Якщо ℱ1<−→ℱ2 i ℱ2<−→ℱ1 то ℱ1 = ℱ2.

3. Якщо ℱ1<−→ℱ2 i ℱ2<−→ℱ3 то ℱ1<−→ℱ3.

Доведення. Перший i третiй пункти даного твердження випливають безпосередньо

з означення 3.32, а також з тверджень 3.13 та 3.31. Другий пункт випливає з твер-

джень 3.36 та 3.35 (пункт 2).

Твердження 3.38. Нехай ℱ1,ℱ2 — унiверсальнi кiнематики, причому ℱ1⊂−→ℱ2. Тодi

для довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) справедливi наступнi твердження:

1. BE (lk𝛼 (ℱ1)) ⊂−→BE (lk𝛼 (ℱ2)).

2. Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ2)).

3. Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ2)).

4. Якщо ж, додатково, ℱ1<−→ℱ2, то

BE (lk𝛼 (ℱ1)) <−→BE (lk𝛼 (ℱ2)) i L𝑑 (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ L𝑑 (lk𝛼 (ℱ2)).

5. Для довiльного 𝑥 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ1)) справедлива рiвнiсть:

qlk𝛼(ℱ1) (𝑥,ℱ1) = qlk𝛼(ℱ2) (𝑥,ℱ2) .

6. Для довiльного 𝜔 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ1)) виконується рiвнiсть:

Q⟨lk𝛼(ℱ1)⟩ (𝜔,ℱ1) = Q⟨lk𝛼(ℱ2)⟩ (𝜔,ℱ2) .
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Доведення. Нехай ℱ1 =
(︁
C1,
←−
𝒬1

)︁
i ℱ2 =

(︁
C2,
←−
𝒬2

)︁
— унiверсальнi кiнематики, такi, що

ℱ1⊂−→ℱ2. Тодi, за означенням 3.32, C1⊂−→C2, а при додатковiй умовi ℱ1<−→ℱ2, отримаємо

супереволюцiйне включення C1<−→C2.

Згiдно позначень, прийнятих в параграфi 3.2.2, маємо, ℒ𝑘 (ℱ𝑖) = ℒ𝑘 (C𝑖) (𝑖 ∈ 1, 2).

Звiдси, згiдно з властивiстю 3.10(2), при 𝑖 ∈ 1, 2 отримуємо:

ℐ𝑛𝑑 (ℱ𝑖) = ℐ𝑛𝑑 (C𝑖) ; (3.60)

lk𝛼 (ℱ𝑖) = lk𝛼 (C𝑖) (∀𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ𝑖) = ℐ𝑛𝑑 (C𝑖)) . (3.61)

Отже, використовуючи пункт d) параграфа 3.2.2, для 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ𝑖) = ℐ𝑛𝑑 (C𝑖), 𝑥 ∈
Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖)) = Bs (lk𝛼 (C𝑖)) i 𝜔 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖)) = Bs (lk𝛼 (C𝑖)) отримуємо:

qlk𝛼(ℱ𝑖) (𝑥,ℱ𝑖) = qlk𝛼(C𝑖) (𝑥,C𝑖) ; (3.62)

Q⟨lk𝛼(ℱ𝑖)⟩ (𝜔,ℱ𝑖) = Q⟨lk𝛼(C𝑖)⟩ (𝜔,C𝑖) . (3.63)

Застосовуючи рiвностi (3.60)–(3.63), а також твердження 3.30 отримуємо всi пункти

твердження 3.38.

Основнi результати пiдроздiлу 3.6 були опублiкованi в [137, роздiли 5-7], а також

представленi на конференцiях [90,91].

3.7. Еволюцiйне об’єднання унiверсальних кiнема-

тик

3.7.1. Означення еволюцiйного об’єднання.

Означення 3.39. Нехай, (ℱ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ̸= ∅) — довiльна iндексована сiм’я унiвер-

сальних кiнематик. Унiверсальну кiнематику ℱ будемо називати еволюцiйним

об’єднанням сiм’ї (ℱ𝛼)𝛼∈𝒜, якщо:

(EOk1) ℱ𝛼⊂−→ℱ для довiльного 𝛼 ∈ 𝒜.

(EOk2) Якщо ℱ ′ — унiверсальна кiнематика i ℱ𝛼⊂−→ℱ
′ при всiх 𝛼 ∈ 𝒜, то ℱ⊂−→ℱ

′.

Твердження 3.40. Довiльна сiм’я унiверсальних кiнематик (ℱ𝛼)𝛼∈𝒜 (𝒜 ≠ ∅) може

мати не бiльш, нiж одне еволюцiйне об’єднання.

Доведення. Справдi, нехай унiверсальнi кiнематики ℱ i ̃︀ℱ є еволюцiйним

об’єднанням сiм’ї унiверсальних кiнематик (ℱ𝛼)𝛼∈𝒜. Тодi, за означенням 3.39, маємо

ℱ⊂−→
̃︀ℱ i ̃︀ℱ⊂−→ℱ . Отже, згiдно з твердженням 3.35, отримуємо ℱ = ̃︀ℱ .
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Враховуючи твердження 3.40 (про єдинiсть еволюцiйного об’єднання), еволюцiй-

не об’єднання ℱ сiм’ї унiверсальних кiнематик (ℱ𝛼)𝛼∈𝒜 (якщо воно iснує) будемо

позначати наступним чином:

ℱ =
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℱ𝛼.

Зокрема, якщо 𝒜 = {1, ...𝑛} (𝑛 ∈ N), то будемо використовувати позначення:

ℱ1

←
∪ · · ·

←
∪ ℱ𝑛 :=

𝑛←−⋃︀
𝑘=1

ℱ𝑘 :=
←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℱ𝛼.

Використовуючи означення 3.39 неважко довести, що якщо ℱ𝛼 ≡ ̃︀ℱ для будь-

якого iндекса 𝛼 ∈ 𝒜, то еволюцiйне об’єднання сiм’ї кiнематик (ℱ𝛼)𝛼∈𝒜 iснує, причому←−⋃︀
𝛼∈𝒜
ℱ𝛼 = ̃︀ℱ . Зокрема, для довiльної кiнематики ℱ справедлива рiвнiсть:

ℱ
←
∪ ℱ = ℱ .

В наступному параграфi буде розглянуто iнший випадок, коли еволюцiйне

об’єднання сiм’ї унiверсальних кiнематик обов’язково iснує, а саме — випадок сiм’ї з

двох диз’юнктних унiверсальних кiнематик.

3.7.2. Диз’юнктне еволюцiйне об’єднання унiверсальних кiне-

матик.

Означення 3.41. Унiверсальнi кiнематики ℱ1 i ℱ2 будемо називати

диз’юнктними, якщо виконуються такi умови:

1. ℱ1 [≡]ℱ2.

2. Для довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) {
3.5} справедлива рiвнiсть:

Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ∩Bs (lk𝛼 (ℱ2)) = ∅.

Якщо унiверсальнi кiнематики ℱ1 i ℱ2 є диз’юнктними, також будемо говорити, що

унiверсальна кiнематика ℱ1 диз’юнктна з ℱ2.

Твердження 3.42. Якщо унiверсальнi кiнематики ℱ1 i ℱ2 — диз’юнктнi, то для

довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) справедлива рiвнiсть:

Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2)) = ∅.

Доведення. Використовуючи властивiсть 1.60(4) (з врахуванням зауваження 3.3)),

означення 3.41 (пункт 2) для довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) отримує-

мо, Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2)) ⊆ (Tm (lk𝛼 (ℱ1)) ×Bs (lk𝛼 (ℱ1))) ∩ (Tm (lk𝛼 (ℱ2)) ×
Bs (lk𝛼 (ℱ2))) = ∅
3.5Оскiльки ℱ1 [≡]ℱ2, то, за означенням 3.12, маємо ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2). Тому, друга умова озна-

чення 3.41 сформульована коректно.
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Означення 3.43. Нехай ℱ ,ℱ1 — довiльнi унiверсальнi кiнематики або кiнематичнi

чи мiнливi множини такi, що ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1). Для довiльної системи вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) покладемо:

l ⇂ℱ1 := lkind(l) (ℱ1) . (3.64)

Систему вiдлiку l ⇂ℱ1 будемо називати спорiдненою з l в унiверсальнiй кiнематицi

(або кiнематичнiй чи мiнливiй множинi) ℱ1.

З на основi означення 3.43 отримуємо наступнi властивостi.

Властивостi 3.44. Нехай ℱ ,ℱ1,ℱ2 — довiльнi унiверсальнi кiнематики або кiне-

матичнi чи мiнливi множини такi, що ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2). Операцiя

видiлення спорiдненої системи вiдлiку має такi властивостi:

1. l ⇂ℱ= l для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ);

2. Якщо l ∈ ℒ𝑘 (ℱ), то l ⇂ℱ1⇂ℱ2= l ⇂ℱ2, зокрема l ⇂ℱ1⇂ℱ= l (∀l ∈ ℒ𝑘 (ℱ)).

Твердження 3.45. Нехай, ℱ1 i ℱ2 — диз’юнктнi унiверсальнi кiнематики i ℱ до-

вiльна унiверсальна кiнематика така, що ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2). Тодi для

довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) справедлива рiвнiсть:

Bs (l ⇂ℱ1) ∩ Bs (l ⇂ℱ2) = Bs (l ⇂ℱ1) ∩Bs (l ⇂ℱ2) = ∅.

Доведення. Дане твердження є безпосереднiм наслiдком означення 3.41 та твердже-

ння 3.42, отримуємо бажану рiвнiсть.

Означення 3.46. Будемо говорити, що унiверсальна кiнематика ℱ є диз’юнктним

еволюцiйним об’єднанням диз’юнктних унiверсальних кiнематик ℱ1 i ℱ2, якщо

виконуються такi умови:

1. ℱ [≡]ℱ1 [≡]ℱ2.

2. Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) справедлива рiвнiсть: 3.6

BE(l) = BE (l ⇂ℱ1)
←
∪ BE (l ⇂ℱ2) .

3. Для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i 𝜔 ∈ Bs(l) справедлива рiвнiсть: 3.7

⟨! m← l,ℱ⟩𝜔 =

⎧⎨⎩⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

⟨! m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 ,ℱ2⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .
(3.65)

3.6 З умови ℱ [≡]ℱ1 [≡]ℱ2 випливає рiвнiсть ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2). Отже, за означен-
ням 3.43, для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) iснують системи вiдлiку l ⇂ℱ1

i l ⇂ℱ2
.

3.7 З умови BE(l) = BE (l ⇂ℱ1
)
←
∪ BE (l ⇂ℱ2

), згiдно з наслiдком 1.108, випливає рiвнiсть Bs (BE(l)) =
Bs (BE (l ⇂ℱ1

))∪Bs (BE (l ⇂ℱ2
)), тобто рiвнiсть Bs (l) = Bs (l ⇂ℱ1

)∪Bs (l ⇂ℱ2
), де, згiдно iз твердженням

3.45, Bs (l ⇂ℱ1
) ∩ Bs (l ⇂ℱ2

) = ∅. Тому рiвнiсть (3.65) записана коректно.
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4. Для довiльних l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i 𝜔 ∈ Bs(l) справедлива рiвнiсть:

Q⟨l⟩ (𝜔;ℱ) =

⎧⎨⎩Q⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔,ℱ1) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

Q⟨l⇂ℱ2⟩ (𝜔,ℱ2) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .

Твердження 3.47. Нехай унiверсальна кiнематика ℱ є диз’юнктним еволюцiй-

ним об’єднанням диз’юнктних унiверсальних кiнематик ℱ1 i ℱ2. Тодi для довiльної

системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) мають мiсце такi твердження:

1. BE (l) = BE (l ⇂ℱ1)
←
∨ BE (l ⇂ℱ2).

2. Bs(l) = Bs (l ⇂ℱ1) ⊔ Bs (l ⇂ℱ2).

3. Bs(l) = Bs (l ⇂ℱ1) ⊔ Bs (l ⇂ℱ2).

4. Для довiльного елемента 𝑥 ∈ Bs(l) справедлива рiвнiсть:

ql (𝑥,ℱ) =

⎧⎨⎩ql⇂ℱ1
(𝑥,ℱ1) , 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ1) ;

ql⇂ℱ2
(𝑥,ℱ2) , 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .

Доведення. Розглянемо довiльну систему вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ).

1. Згiдно з твердженням 3.45, маємо, Bs (BE (l ⇂ℱ1))∩Bs (BE (l ⇂ℱ2)) = Bs (l ⇂ℱ1)∩
Bs (l ⇂ℱ2) = ∅. Отже, за лемою 1.118 (пункт 3) сiм’я з двох базових мiн-

ливих множин BE (l ⇂ℱ1) i BE (l ⇂ℱ2) є еволюцiйно насиченою. Тому, згiдно

з твердженням 1.117, iснує супереволюцiйне об’єднання BE (l ⇂ℱ1)
←
∨ BE (l ⇂ℱ2).

Отже, використовуючи означення 3.46, а також наслiдок 1.113, отримуємо,

BE(l) = BE (l ⇂ℱ1)
←
∪ BE (l ⇂ℱ2) = BE (l ⇂ℱ1)

←
∨ BE (l ⇂ℱ2) .

2. Беручи до уваги пункт 2 означення 3.46, а також наслiдок 1.108, одержуємо:

Bs(l) = Bs (BE(l)) = Bs
(︁
BE (l ⇂ℱ1)

←
∪ BE (l ⇂ℱ2)

)︁
=

= Bs (BE (l ⇂ℱ1)) ∪ Bs (BE (l ⇂ℱ2)) = Bs (l ⇂ℱ1) ∪ Bs (l ⇂ℱ2) ,

де, згiдно з твердженням 3.45, Bs (l ⇂ℱ1) ∩ Bs (l ⇂ℱ2) = ∅. Отже, Bs(l) = Bs (l ⇂ℱ1) ⊔
Bs (l ⇂ℱ2).

3. Використовуючи пункт 2 означення 3.46 та наслiдок 1.108, отримуємо:

Bs(l) = Bs (BE(l)) = Bs
(︁
BE (l ⇂ℱ1)

←
∪ BE (l ⇂ℱ2)

)︁
=

= Bs (BE (l ⇂ℱ1)) ∪Bs (BE (l ⇂ℱ2)) = Bs (l ⇂ℱ1) ∪Bs (l ⇂ℱ2) ,

де, згiдно з твердженням 3.45, Bs (l ⇂ℱ1) ∩Bs (l ⇂ℱ2) = ∅. Тому, Bs(l) = Bs (l ⇂ℱ1) ⊔
Bs (l ⇂ℱ2).

4. Зафiксуємо довiльний елемент 𝑥 ∈ Bs(l). Тодi, згiдно з третiм пунктом даного

твердження, має мiсце одна i тiльки одна з умов: 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ1) або 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ2).

а) Розглянемо випадок 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ1). Згiдно з властивiстю 1.60(9), iснує

елементарно-часовий стан 𝜔𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ1) такий, що 𝑥 = bs (𝜔𝑥). Оскiльки
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𝜔𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ1), то, згiдно з другим пунктом даного твердження маємо, 𝜔𝑥 ∈ Bs(l).
Отже, згiдно з пунктом 4 означення 3.46, отримуємо, Q⟨l⟩ (𝜔𝑥;ℱ) = Q⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔𝑥;ℱ1).

Звiдси, використовуючи означення координат Мiнковського (див. (2.4)), маємо:

(tm (𝜔𝑥) , ql (bs (𝜔𝑥) ;ℱ)) =
(︀
tm (𝜔𝑥) , ql⇂ℱ1

(bs (𝜔𝑥) ;ℱ1)
)︀
.

Отже, ql (𝑥;ℱ) = ql (bs (𝜔𝑥) ,ℱ) = ql⇂ℱ1
(bs (𝜔𝑥) ;ℱ1) = ql⇂ℱ1

(𝑥;ℱ1).

б) Аналогiчно у випадку 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) отримуємо, ql (𝑥;ℱ) = ql⇂ℱ2
(𝑥;ℱ2).

Твердження 3.48. Нехай унiверсальна кiнематика ℱ є диз’юнктним еволюцiйним

об’єднанням диз’юнктних унiверсальних кiнематик ℱ1 i ℱ2. Тодi:

1. ℱ1,ℱ2<−→ℱ .

2. Якщо ℱ1,ℱ2⊂−→
̃︀ℱ (для деякої унiверсальної кiнематики ̃︀ℱ), то ℱ⊂−→ ̃︀ℱ .

Доведення.

1. Доведемо, що ℱ1<−→ℱ .
1.1) Оскiльки ℱ є диз’юнктним еволюцiйним об’єднанням ℱ1 i ℱ2, то, за означе-

нням 3.46 (пункт 1), маємо, ℱ [≡]ℱ1.

1.2) Оскiльки ℱ [≡]ℱ1, то, за означенням 3.12 (пункт 1), маємо ℐ𝑛𝑑 (ℱ) =

ℐ𝑛𝑑 (ℱ1). Тому використовуючи означення 3.12 (пункт 2) та систему позначень

теорiї унiверсальних кiнематик (див. параграф 3.2.2), для довiльного iндексу

𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) отримуємо:

Tm (ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ)) = Tm (lk𝛼 (ℱ)) = Tm (lk𝛼 (ℱ1)) = Tm (ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1)) ;

BG (ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ)) = BG (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ) = BG (lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1) = BG (ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1)) .

Отже, за означенням 3.11, базовi кiнематичнi множини ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ) i ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) —

хроногеометрично спорiдненi.

1.3) Нехай 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) — довiльний iндекс. Покладемо:

l := lk𝛼 (ℱ) .

Тодi, за означенням 3.43, маємо: l ⇂ℱ𝑖= lk𝛼 (ℱ𝑖) (𝑖 ∈ 1, 2). Згiдно з тверджен-

ням 3.47 отримуємо, BE(l) = BE (l ⇂ℱ1)
←
∨BE (l ⇂ℱ2). Отже, за означенням 1.110, маємо

BE (l ⇂ℱ1) <−→BE(l), тобто BE (lk𝛼 (ℱ1)) <−→BE (lk𝛼 (ℱ)). Звiдси, враховуючи систему по-

значень теорiї унiверсальних кiнематик (див. параграф 2.2.4), одержуємо:

BE (ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1)) = BE (lk𝛼 (ℱ1)) <−→BE (lk𝛼 (ℱ)) = BE (ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ)) (3.66)

Використовуючи твердження 3.47 (пункт 4), для довiльного елементарного стану

𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ1) отримуємо: ql (𝑥,ℱ) = ql⇂ℱ1
(𝑥,ℱ1), тобто qlk𝛼(ℱ) (𝑥,ℱ) = qlk𝛼(ℱ1) (𝑥,ℱ1).
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Звiдси, враховуючи систему позначень теорiї кiнематичних множин (див. пара-

граф 2.2.4), для довiльного 𝑥 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ1)) = Bs (ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1)) маємо:

qℱ1↾lk𝛼(ℱ1)(𝑥) = qℱ↾lk𝛼(ℱ)(𝑥) (3.67)

Згiдно з пунктом 1.2) даного доведення, базовi кiнематичнi множини ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ)

i ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) — хроногеометрично спорiдненi. Тому, враховуючи спiввiдношення

(3.66), (3.67) та означення 3.17 (пункт 2), отримуємо супереволюцiйне включення:

ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) <−→ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ) (∀𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1)) .

З останнього включення, зокрема, випливає включення:

Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ)) (∀𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1)) , (3.68)

яке буде необхiдне нам далi.

1.4) Розглянемо довiльнi iндекси 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1). Покладемо:

l : = lk𝛼 (ℱ) , m := lk𝛽 (ℱ) . Тодi: (3.69)

l ⇂ℱ1= lk𝛼 (ℱ1) , m ⇂ℱ1= lk𝛽 (ℱ1) . (3.70)

Розглянемо довiльну мiнливу систему 𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ1)). Враховуючи (3.68), бачимо,

що 𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ)). Тому, беручи до уваги формули (3.70) i (3.69),

маємо, 𝐴 ⊆ Bs (l ⇂ℱ1) ⊆ Bs (l). Застосовуючи теорему 1.185 а також пункт 3 означен-

ня 3.46, отримуємо:

⟨lk𝛽 (ℱ)← lk𝛼 (ℱ) ,ℱ⟩𝐴 = ⟨m← l,ℱ⟩𝐴 =

=
⋃︁
𝜔∈𝐴

{⟨! m← l,ℱ⟩𝜔} =
⋃︁
𝜔∈𝐴

{⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔} =

= ⟨m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝐴 = ⟨lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1⟩𝐴.

З результатiв, доведених в пунктах 1.1)–1.4), згiдно з твердженням 3.34, випливає,

що ℱ1<−→ℱ . Аналогiчно доводиться, що ℱ2<−→ℱ .
2. Нехай ̃︀ℱ — унiверсальна кiнематика, i ℱ1,ℱ2⊂−→

̃︀ℱ . За означенням 3.1, унiвер-

сальнi кiнематики ℱ , ̃︀ℱ можна подати у виглядi:

ℱ =
(︁
C,
←−
𝒬
)︁
, ̃︀ℱ =

(︁̃︀C,←−𝒬∼)︁ ,
де C, ̃︀C — кiнематичнi множини.

2.1) Оскiльки ℱ1⊂−→
̃︀ℱ i ℱ1<−→ℱ , то, згiдно з першим пунктом тверджень 3.33

та 3.34, маємо, ℱ1 [≡]ℱ i ℱ1 [≡] ̃︀ℱ . Отже, за твердженням 3.13, ℱ [≡] ̃︀ℱ . З останнього

спiввiдношення, зокрема, випливає, рiвнiсть:
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ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑
(︁ ̃︀ℱ)︁ .

Згiдно з твердженням 3.24, кiнематичнi множини C i ̃︀C — хроногеометрично спорi-

дненi. Тому, за означенням 3.23, для довiльного iндексу 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑
(︁ ̃︀ℱ)︁ =

ℐ𝑛𝑑 (C) = ℐ𝑛𝑑
(︁̃︀C)︁ базовi кiнематичнi множини ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ) = C ↾ lk𝛼 (C) ĩ︀ℱ ↾ lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁ = ̃︀C ↾ lk𝛼
(︁̃︀C)︁ — хроногеометрично спорiдненi.

2.2) Зафiксуємо довiльний iндекс 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑
(︁ ̃︀ℱ)︁.

2.2.1) Оскiльки ℱ1,ℱ2⊂−→
̃︀ℱ , то, згiдно з другим пунктом твердження 3.33, маємо:

ℱ𝑖 ↾ lk𝛼 (ℱ𝑖) ⊂−→
̃︀ℱ ↾ lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁ (︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. (3.71)

Тому, за означенням 3.17, для 𝑖 ∈ 1, 2 маємо:

BE (lk𝛼 (ℱ𝑖)) = BE (ℱ𝑖 ↾ lk𝛼 (ℱ𝑖)) ⊂−→BE
(︁ ̃︀ℱ ↾ lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁)︁ = BE
(︁
lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁)︁ .
Звiдси, використовуючи означення 3.46 (п. 2) та твердження 1.109 (п. 4), отримуємо:

BE (lk𝛼 (ℱ)) = BE (lk𝛼 (ℱ) ⇂ℱ1)
←
∪ BE (lk𝛼 (ℱ) ⇂ℱ2) =

= BE (lk𝛼 (ℱ1))
←
∪ BE (lk𝛼 (ℱ2)) ⊂−→BE

(︁
lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁)︁ . Отже:

BE (ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ))⊂−→BE
(︁ ̃︀ℱ ↾ lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁)︁ .
2.2.2) Згiдно з (3.71), маємо, ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) ⊂−→

̃︀ℱ ↾ lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁. Тому, за означен-

ням 3.17, базовi кiнематичнi множини ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) i ̃︀ℱ ↾ lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁ є хроногеометри-

чно спорiдненi. Згiдно з доведеним вище першим пунктом даного твердження, маємо

ℱ1,ℱ2⊂−→ℱ . Отже, згiдно з твердженням 3.33, отримуємо, ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) ⊂−→ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ).

Тому, за означенням 3.17, базовi кiнематичнi множини ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) i ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ)

також хроногеометрично спорiдненi. З (попарної) хроногеометричної спорiдненостi

ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) i ̃︀ℱ ↾ lk𝛼
(︁ ̃︀ℱ)︁ та ℱ1 ↾ lk𝛼 (ℱ1) i ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ) випливає хроногеометрична

спорiдненiсть базових кiнематичних множин ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ) i ̃︀ℱ ↾ lk𝛼
(︁ ̃︀ℱ)︁.

2.2.3) Використовуючи (3.71), означення 3.17 i твердження 1.94, отримуємо

включення Bs (ℱ𝑖 ↾ lk𝛼 (ℱ𝑖)) ⊆ Bs
(︁ ̃︀ℱ ↾ lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁)︁ (𝑖 ∈ 1, 2), а також рiвнiсть:

qℱ𝑖↾lk𝛼(ℱ𝑖)(𝑥) = q ̃︀ℱ↾lk𝛼( ̃︀ℱ)(𝑥) (∀𝑥 ∈ Bs (ℱ𝑖 ↾ lk𝛼 (ℱ𝑖)) = Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖))) , (3.72)

де
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. Iз спiввiдношення (3.72), використовуючи твердження 3.47 (пункт 4),



200

для 𝑥 ∈ Bs (ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ)) отримуємо:

qℱ↾lk𝛼(ℱ)(𝑥) = qlk𝛼(ℱ)(𝑥,ℱ) =

=

⎧⎨⎩qlk𝛼(ℱ)⇂ℱ1
(𝑥,ℱ1) , 𝑥 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ) ⇂ℱ1)

qlk𝛼(ℱ)⇂ℱ2
(𝑥,ℱ2) , 𝑥 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ) ⇂ℱ2)

=

=

⎧⎨⎩qℱ1↾lk𝛼(ℱ1)(𝑥), 𝑥 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ1))

qℱ2↾lk𝛼(ℱ2)(𝑥), 𝑥 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ2))
= q ̃︀ℱ↾lk𝛼( ̃︀ℱ)(𝑥).

З пiдпунктiв 2.2.1), 2.2.2), 2.2.3), за означенням 3.17, для довiльного iндексу 𝛼 ∈
ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑

(︁ ̃︀ℱ)︁ випливає наступне еволюцiйне включення:
ℱ ↾ lk𝛼 (ℱ) ⊂−→

̃︀ℱ ↾ lk𝛼
(︁ ̃︀ℱ)︁ .

2.3) Нехай 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑
(︁ ̃︀ℱ)︁ — довiльнi iндекси. Оскiльки ℱ1,ℱ2⊂−→

̃︀ℱ ,
то, за твердженням 3.33, для довiльного 𝜔 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖)) (𝑖 ∈ 1, 2), отримуємо:

⟨lk𝛽 (ℱ𝑖)← lk𝛼 (ℱ𝑖) , ℱ𝑖⟩ {𝜔} =
⟨
lk𝛽

(︁ ̃︀ℱ)︁← lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁ , ̃︀ℱ⟩ {𝜔} .
Отже, враховуючи рiвнiсть (1.63), маємо:

⟨! lk𝛽 (ℱ𝑖)← lk𝛼 (ℱ𝑖) , ℱ𝑖⟩𝜔 =
⟨

! lk𝛽

(︁ ̃︀ℱ)︁← lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁ , ̃︀ℱ⟩𝜔
(𝜔 ∈ Bs (ℱ𝑖) , 𝑖 ∈ {1, 2}) .

Звiдси, використовуючи означення 3.46 (пункт 3), для довiльного 𝜔 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ))

отримуємо:

⟨! lk𝛽 (ℱ)← lk𝛼 (ℱ) , ℱ⟩𝜔 =

=

⎧⎨⎩⟨! lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ1))

⟨! lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) ,ℱ2⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (lk𝛼 (ℱ2))
=

=
⟨

! lk𝛽

(︁ ̃︀ℱ)︁← lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁ , ̃︀ℱ⟩𝜔. (3.73)

Враховуючи рiвнiсть (3.73), а також властивiсть 1.187(2), для довiльної мiнливої

системи∀ 𝐴 ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ)) одержуємо:

⟨lk𝛽 (ℱ)← lk𝛼 (ℱ) , ℱ⟩𝐴 =
⋃︁
𝜔∈𝐴

{⟨! lk𝛽 (ℱ)← lk𝛼 (ℱ) , ℱ⟩𝜔} =

=
⋃︁
𝜔∈𝐴

{︁⟨
! lk𝛽

(︁ ̃︀ℱ)︁← lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁ , ̃︀ℱ⟩𝜔}︁ =
⟨
lk𝛽

(︁ ̃︀ℱ)︁← lk𝛼

(︁ ̃︀ℱ)︁ , ̃︀ℱ⟩𝐴.
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В пунктi 2.1) було доведено, що ℱ [≡] ̃︀ℱ . Тому, з результатiв, встановлених у

пiдпунктах 2.2)–2.3), згiдно з твердженням 3.33, випливає включення:

ℱ⊂−→
̃︀ℱ .

З тверджень 3.48 i 3.36, а також означення 3.39 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 3.49. Якщо диз’юнктне еволюцiйне об’єднання (диз’юнктних) унiвер-

сальних кiнематик ℱ1 i ℱ2 iснує, то воно єдине. При цьому:

� Еволюцiйне об’єднання ℱ1

←
∪ ℱ2 також iснує.

� Диз’юнктне еволюцiйне об’єднання кiнематик ℱ1 i ℱ2 збiгається з їхнiм ево-

люцiйним об’єднанням ℱ1

←
∪ ℱ2.

Позначення 3.50. Враховуючи наслiдок 3.49, надалi, у випадку, якщо ℱ є

диз’юнктним еволюцiйним об’єднанням (диз’юнктних) унiверсальних кiнематик ℱ1 i

ℱ2, будемо використовувати таке позначення:

ℱ1

←
⊔ ℱ2 := ℱ .

Теорема 3.51. Довiльнi диз’юнктнi унiверсальнi кiнематики ℱ1 i ℱ2 мають

диз’юнктне еволюцiйне об’єднання ℱ1

←
⊔ ℱ2.

Доведення. I. Нехай, ℱ1 i ℱ2 — диз’юнктнi унiверсальнi кiнематики. Тодi, за означен-

ням 3.41, ℱ1 [≡]ℱ2. Тому, за означенням 3.12, маємо, ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2). Покладемо:

𝒜 := ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) .

За означенням 3.12, для довiльного iндексу 𝛼 ∈ 𝒜 базовi мiнливi множини

BE (lk𝛼 (ℱ1)) i BE (lk𝛼 (ℱ2)) — хронологiчно спорiдненi. Отже, можна покласти:

ℬ𝛼 := BE (lk𝛼 (ℱ1))
←
∪ BE (lk𝛼 (ℱ2)) , 𝛼 ∈ 𝒜. (3.74)

Згiдно з наслiдком 1.108, для довiльного iндексу 𝛼 ∈ 𝒜 отримуємо:

Bs (ℬ𝛼) = Bs (BE (lk𝛼 (ℱ1))) ∪ Bs (BE (lk𝛼 (ℱ2))) =

= Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ∪ Bs (lk𝛼 (ℱ2)) . (3.75)

При цьому, згiдно з твердженням 3.42, маємо:

Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2)) = ∅, 𝛼 ∈ 𝒜. (3.76)

II. Для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜 i 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼) покладемо:

U𝛽𝛼𝐴 := ⟨lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ1))) ∪
∪ ⟨lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) , ℱ2⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2))) . (3.77)
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Доведемо, що сiм’я вiдображень (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) є унiфiкацiєю сприймання для сiм’ї

базових мiнливих множин (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜).

а) Очевидно, що 𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖)) ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖)) (для будь-яких

𝛼 ∈ 𝒜, 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼) i 𝑖 ∈ 1, 2). Згiдно з означенням 1.124, вiдображе-

ння унiфiкацiї ⟨lk𝛽 (ℱ𝑖)← lk𝛼 (ℱ𝑖) , ℱ𝑖⟩ переводить довiльну множину, що

належить до 2Bs(lk𝛼(ℱ𝑖)) в множину, що належить до 2Bs(lk𝛽(ℱ𝑖)). Отже,

⟨lk𝛽 (ℱ𝑖)← lk𝛼 (ℱ𝑖) , ℱ𝑖⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖))) ⊆ Bs (lk𝛽 (ℱ𝑖)) (𝑖 ∈ 1, 2). Тому, права

частина рiвностi (3.77) є пiдмножиною множини Bs (lk𝛽 (ℱ1)) ∪ Bs (lk𝛽 (ℱ2)). Тобто,

згiдно з (3.75), маємо U𝛽𝛼𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛽). Таким чином:

� U𝛽𝛼 є вiдображенням з 2Bs(ℬ𝛼) в 2Bs(ℬ𝛽) (для довiльних iндексiв 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜).

б) Нехай 𝛼 ∈ 𝒜 i 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼). Тодi, використовуючи властивiсть 1.126(5) i рiвнiсть

(3.75), отримуємо:

U𝛼𝛼𝐴 = ⟨lk𝛼 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ1))) ∪
∪ ⟨lk𝛼 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) , ℱ2⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2))) =

= (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ1))) ∪ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2))) = 𝐴.

в) Нехай 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜 i 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ Bs (ℬ𝛼). Тодi, використовуючи властивiсть 1.126(8)

та формулу (3.77), одержуємо:

U𝛽𝛼𝐴 = ⟨lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ1))) ∪
∪ ⟨lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) , ℱ2⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2))) ⊆

⊆ ⟨lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1⟩ (𝐵 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ1))) ∪
∪ ⟨lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) , ℱ2⟩ (𝐵 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2))) = U𝛽𝛼𝐵.

г) Нехай, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝒜 i 𝐴 ⊆ Bs (ℬ𝛼). Покладемо:

𝐴𝑖 := 𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖))
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
; ̃︀𝐴 := U𝛽𝛼𝐴. (3.78)

Тодi, згiдно (3.75) i (3.77), отримуємо:

𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2; ̃︀𝐴 = ̃︀𝐴1 ∪ ̃︀𝐴2, де̃︀𝐴𝑖 = ⟨lk𝛽 (ℱ𝑖)← lk𝛼 (ℱ𝑖) , ℱ𝑖⟩𝐴𝑖
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
.

Враховуючи спiввiдношення (3.78), маємо, 𝐴𝑖 ⊆ Bs (lk𝛼 (ℱ𝑖)) (𝑖 ∈ 1, 2). За озна-

ченням 1.124, вiдображення унiфiкацiї ⟨lk𝛽 (ℱ𝑖)← lk𝛼 (ℱ𝑖) , ℱ𝑖⟩ є вiдображеннями з

2Bs(lk𝛼(ℱ𝑖)) в 2Bs(lk𝛽(ℱ𝑖)). Тому, ̃︀𝐴𝑖 ⊆ Bs (lk𝛽 (ℱ𝑖)) (𝑖 ∈ 1, 2). Отже, враховуючи рiвнiсть

(3.76), для множини ̃︀𝐴 = ̃︀𝐴1 ∪ ̃︀𝐴2 отримуємо:
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̃︀𝐴 ∩ Bs (lk𝛽 (ℱ𝑖)) = ̃︀𝐴𝑖 (︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
.

Тому, використовуючи (3.77) i властивiсть 1.126(9), отримуємо:

U𝛾𝛽U𝛽𝛼𝐴 = U𝛾𝛽 ̃︀𝐴 = ⟨lk𝛾 (ℱ1)← lk𝛽 (ℱ1) , ℱ1⟩ ̃︀𝐴1 ∪

∪ ⟨lk𝛾 (ℱ2)← lk𝛽 (ℱ2) , ℱ2⟩ ̃︀𝐴2 =

= ⟨lk𝛾 (ℱ1)← lk𝛽 (ℱ1) , ℱ1⟩ ⟨lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1⟩𝐴1 ∪
∪ ⟨lk𝛾 (ℱ2)← lk𝛽 (ℱ2) , ℱ2⟩ ⟨lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) , ℱ2⟩𝐴2 ⊆

⊆ ⟨lk𝛾 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1⟩𝐴1 ∪
∪ ⟨lk𝛾 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) , ℱ2⟩𝐴2 = U𝛾𝛼𝐴.

Пiдсумовуючи результати, отриманi в пунктах б), в), г) i враховуючи означен-

ня 1.124, бачимо, що сiм’я вiдображень (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜) є унiфiкацiєю сприймання на

(ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜), тому трiйка:

𝒵 = (𝒜, (ℬ𝛼 | 𝛼 ∈ 𝒜) , (U𝛽𝛼 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜))

є мiнливою множиною. При цьому, згiдно з позначеннями, прийнятими в теорiї мiн-

ливих множин (див. параграф 1.12.2), маємо:

ℐ𝑛𝑑 (𝒵) = 𝒜 = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) ; (3.79)

ℒ𝑘 (𝒵) = {(𝛼,ℬ𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜} . (3.80)

Далi, використовуючи позначення, прийнятi в теорiї мiнливих множин, а також фор-

мули (3.75), (3.76), (3.74) для будь-якої сист. вiдлiку l = (𝛼,ℬ𝛼) ∈ ℒ𝑘 (𝒵) отримуємо:

Bs(l) = Bs (ℬ𝛼) = Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ⊔ Bs (lk𝛼 (ℱ2)) = Bs (l ⇂ℱ1) ⊔ Bs (l ⇂ℱ2) ; (3.81)

Tm(l) = Tm (ℬ𝛼) = Tm
(︁
BE (lk𝛼 (ℱ1))

←
∪ BE (lk𝛼 (ℱ2))

)︁
=

= Tm (lk𝛼 (ℱ1)) = Tm (lk𝛼 (ℱ2)) = Tm (l ⇂ℱ1) = Tm (l ⇂ℱ2) . (3.82)

З формули (3.81), враховуючи властивiсть 1.60(9), одержуємо:

Bs(l) = {bs (𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(l)} = {bs (𝜔) | 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1) ∪ Bs (l ⇂ℱ2)} =

= {bs (𝜔) | 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)} ∪ {bs (𝜔) | 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2)} =

= Bs (l ⇂ℱ1) ∪Bs (l ⇂ℱ2) . (3.83)

За умовою, кiнематики ℱ1 i ℱ2 — диз’юнктнi. Тому, згiдно з твердженням 3.45, маємо,

Bs (l ⇂ℱ1) ∩Bs (l ⇂ℱ2) = ∅. Звiдси, враховуючи (3.83), отримуємо:

Bs(l) = Bs (l ⇂ℱ1) ⊔Bs (l ⇂ℱ2) (∀ l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)) . (3.84)
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Крiм того, згiдно (3.77), для довiльних систем вiдлiку l = (𝛼,ℬ𝛼) ∈ ℒ𝑘 (𝒵), m =

(𝛽,ℬ𝛽) ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i довiльної мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs(l) одержуємо:

⟨m← l, 𝒵⟩𝐴 = U𝛽𝛼𝐴 = ⟨lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ1))) ∪
∪ ⟨lk𝛽 (ℱ2)← lk𝛼 (ℱ2) , ℱ2⟩ (𝐴 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ2))) =

= ⟨m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩ (𝐴 ∩ Bs (l ⇂ℱ1)) ∪
∪ ⟨m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2⟩ (𝐴 ∩ Bs (l ⇂ℱ2)) . (3.85)

Розглянемо довiльнi системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i довiльну мiнливу систе-

му 𝐴 ⊆ Bs(l) таку, що 𝐴 ̸= ∅. Згiдно з (3.81), хоч одна з множин 𝐴 ∩ Bs (l ⇂ℱ1)

або 𝐴 ∩ Bs (l ⇂ℱ2) — непорожня. Оскiльки ℱ1,ℱ2 — унiверсальнi кiнематики, то,

за означенням 3.1, вони є чiтко видимими. Тому, враховуючи означення 1.167, на-

слiдок 1.172 та твердження 1.158 (пункт (nVi3)), бачимо, що хоч одна з множин

⟨m ⇂ℱ𝑖 ← l ⇂ℱ𝑖 , ℱ𝑖⟩ (𝐴 ∩ Bs (l ⇂ℱ𝑖)) (𝑖 ∈ 1, 2) непорожня. Отже, беручи до уваги (3.85),

отримуємо, що:

⟨m← l, 𝒵⟩𝐴 ̸= ∅ (для будь-яких 𝐴 ⊆ Bs(l), 𝐴 ̸= ∅ i l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵)).

Враховуючи наслiдок 1.172, твердження 1.158 (пункт (nVi3)), та означення 1.167,

приходимо до висновку, що мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою. Використовуючи

рiвностi (3.81), (3.85), i (1.63), для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i 𝜔 ∈ Bs(l) отримуємо:

⟨m← l, 𝒵⟩ {𝜔} =

⎧⎨⎩⟨m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩ {𝜔} , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

⟨m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2⟩ {𝜔} , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2)
=

=

⎧⎨⎩{⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩𝜔} , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

{⟨! m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2⟩𝜔} , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .

Звiдси, враховуючи рiвнiсть (1.63), одержуємо:

⟨! m← l, 𝒵⟩𝜔 =

⎧⎨⎩⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

⟨! m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .
(3.86)

Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) покладемо:

𝑘l(𝑥) :=

⎧⎨⎩ql⇂ℱ1
(𝑥;ℱ1) , 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

ql⇂ℱ2
(𝑥;ℱ2) , 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ2)

(𝑥 ∈ Bs(l)) (3.87)

Оскiльки об’єднання в рiвностi (3.84) — диз’юнктне, то позначення (3.87) — коректне.

Оскiльки ℱ1 [≡]ℱ2, то, за означенням 3.12, для довiльної системи вiдлiку l =
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(𝛼,ℬ𝛼) ∈ ℒ𝑘 (𝒵) маємо:

BG (l ⇂ℱ1 ;ℱ1) = BG (lk𝛼 (ℱ1) ;ℱ1) = BG (lk𝛼 (ℱ2) ;ℱ2) = BG (l ⇂ℱ2 ;ℱ2) ;

Zk (l ⇂ℱ1 ;ℱ1) = Zk (l ⇂ℱ2 ;ℱ2) . (3.88)

Покладемо:

Ql := BG (l ⇂ℱ1 ;ℱ1) = BG (l ⇂ℱ2 ;ℱ2) (l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)). (3.89)

Тодi, Zk (Ql) = Zk (l ⇂ℱ1 ;ℱ1) = Zk (l ⇂ℱ2 ;ℱ2) (l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)).

Отже, 𝑘l є вiдображенням зBs(l) в Zk (Ql) (для будь-якої системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)).

Тому, за означенням 2.2 (пункт 2), пара:

C = (𝒵, ((Ql, 𝑘l) | l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)))

є кiнематичною множиною. Для цiєї кiнематичної множини, враховуючи позначення,

прийнятi в параграфi 2.2.4 та рiвностi (3.79), (3.80), (3.81), (3.84), (3.82) отримуємо:

ℐ𝑛𝑑 (C) = 𝒜 = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ2) ; (3.90)

BE(C) = 𝒵; ℒ𝑘 (C) = {(𝛼,ℬ𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜} ; (3.91)

Bs(l) = Bs (l ⇂ℱ1) ⊔ Bs (l ⇂ℱ2) (l ∈ ℒ𝑘 (C)) ; (3.92)

Bs(l) = Bs (l ⇂ℱ1) ⊔Bs (l ⇂ℱ2) (l ∈ ℒ𝑘 (C)) ;

Tm(l) = Tm (l ⇂ℱ1) = Tm (l ⇂ℱ2) (l ∈ ℒ𝑘 (C)) . (3.93)

Оскiльки (за доведеним вище) мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою, то, згiдно з

пунктом г) параграфу 2.2.4) кiнематична множина C також є чiтко видимою. При

цьому, враховуючи позначення, прийнятi в параграфi 2.2.4 та рiвнiсть (3.86), для

довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (C) i 𝜔 ∈ Bs(l) маємо:

⟨! m← l, C⟩𝜔 =

⎧⎨⎩⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

⟨! m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .
(3.94)

Далi, використовуючи рiвностi (3.87), (3.88), (3.89) (3.93), i враховуючи позначення,

прийнятi в параграфi 2.2.4 та позначення (2.4), для довiльної системи вiдлiку l ∈
ℒ𝑘 (C) отримуємо:

BG(l;C) = Ql = BG (l ⇂ℱ1 ;ℱ1) = BG (l ⇂ℱ2 ;ℱ2) ; (3.95)

Zk(l;C) = Zk (Ql) = Zk (l ⇂ℱ1 ;ℱ1) = Zk (l ⇂ℱ2 ;ℱ2) ; (3.96)

M𝑘(l;C) = Tm(l)× Zk(l;C) = Tm (l ⇂ℱ1)× Zk (l ⇂ℱ1 ;ℱ1) =

= Tm (l ⇂ℱ2)× Zk (l ⇂ℱ2 ;ℱ2) = M𝑘 (l ⇂ℱ1 ;ℱ1) = M𝑘 (l ⇂ℱ2 ;ℱ2) ; (3.97)
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ql (𝑥;C) = 𝑘l(𝑥) =

⎧⎨⎩ql⇂ℱ1
(𝑥;ℱ1) , 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

ql⇂ℱ2
(𝑥,ℱ2) , 𝑥 ∈ Bs (l ⇂ℱ2)

, 𝑥 ∈ Bs(l);

Q⟨l⟩ (𝜔; C) = (tm (𝜔) , ql (bs (𝜔) ;C)) =

=

⎧⎨⎩
(︀
tm (𝜔) , ql⇂ℱ1

(bs (𝜔) ;ℱ1)
)︀
, bs (𝜔) ∈ Bs (l ⇂ℱ1)(︀

tm (𝜔) , ql⇂ℱ2
(bs (𝜔) ;ℱ2)

)︀
, bs (𝜔) ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .

(3.98)

У випадку 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1), згiдно з властивiстю 1.60(9), маємо bs (𝜔) ∈ Bs (l ⇂ℱ1). Отже,

в цьому випадку, згiдно (3.98), одержуємо:

Q⟨l⟩ (𝜔; C) =
(︀
tm (𝜔) , ql⇂ℱ1

(bs (𝜔) ;ℱ1)
)︀

= Q⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔;ℱ1) .

Аналогiчно, у випадку 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) отримуємо, Q
⟨l⟩ (𝜔; C) = Q⟨l⇂ℱ2⟩ (𝜔;ℱ2). Отже,

враховуючи (3.92), для довiльних l ∈ ℒ𝑘 (C) i 𝜔 ∈ Bs(l) маємо:

Q⟨l⟩ (𝜔; C) =

⎧⎨⎩Q⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔;ℱ1) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

Q⟨l⇂ℱ2⟩ (𝜔;ℱ2) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .
(3.99)

Використовуючи формули (3.99), (3.94) i означення 2.6 (пункт 1) для довiльних

l,m ∈ ℒ𝑘 (C) i 𝜔 ∈ Bs(l) отримуємо:

Q⟨m← l⟩ (𝜔,C) = Q⟨m⟩(⟨! m← l,C⟩𝜔; C) =

=

⎧⎨⎩Q⟨m⟩ (⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩𝜔; C) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

Q⟨m⟩ (⟨! m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2⟩𝜔; C) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2)
=

=

⎧⎨⎩Q⟨m⇂ℱ1⟩ (⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩𝜔; ℱ1) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

Q⟨m⇂ℱ2⟩ (⟨! m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2⟩𝜔; ℱ2) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2)
=

=

⎧⎨⎩Q⟨m⇂ℱ1
← l⇂ℱ1⟩ (𝜔; ℱ1) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

Q⟨m⇂ℱ2
← l⇂ℱ2⟩ (𝜔; ℱ2) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .

Звiдси, використовуючи формулу (3.1), маємо:

Q⟨m← l⟩ (𝜔,C) =

⎧⎨⎩[m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1]Q
⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔;ℱ1) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

[m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2]Q
⟨l⇂ℱ2⟩ (𝜔;ℱ2) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .

(3.100)

Покладемо:̃︀𝑄m,l := [m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1] , l,m ∈ ℒ𝑘 (C) .

Нехай l,m ∈ ℒ𝑘 (C) — довiльнi системи вiдлiку C. Оскiльки ℱ1 [≡]ℱ2, то, врахову-

ючи означення 3.12, отримуємо наступну (еквiвалентну) формулу для зображення
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вiдображення ̃︀𝑄m,l:

̃︀𝑄m,l = [m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1] =
[︀
lkind(m) (ℱ1)← lkind(l) (ℱ1) , ℱ1

]︀
=

=
[︀
lkind(m) (ℱ2)← lkind(l) (ℱ2) , ℱ2

]︀
= [m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2] . (3.101)

Звiдси, застосовуючи формули (3.100), (3.99) для довiльних систем вiдлiку l,m ∈
ℒ𝑘 (C) отримуємо рiвнiсть:

Q⟨m← l⟩ (𝜔,C) = ̃︀𝑄m,l

(︀
Q⟨l⟩ (𝜔; C)

)︀
,

де ̃︀𝑄m,l : M𝑘(l; C) ↦→ M𝑘(m; C) є бiєктивним вiдображенням з M𝑘(l; C) в M𝑘(m; C)

(згiдно з (3.101), (3.97)). I, використовуючи означення 2.6 (пункт 4), та рiвностi

(3.3)–(3.4) легко переконатись, що сiм’я вiдображень
(︁ ̃︀𝑄m,l | l,m ∈ ℒ𝑘 (C)

)︁
є унiвер-

сальним перетворенням координат для кiнематичної множини C. Тобто пара:

ℱ =
(︁
C,
(︁ ̃︀𝑄m,l | l,m ∈ ℒ𝑘 (C)

)︁)︁
(3.102)

є унiверсальною кiнематикою. При цьому унiверсальне перетворення координат для

кiнематики ℱ задається формулою:

[m← l, ℱ ] = [m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1] =

= [m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2] , l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) = ℒ𝑘 (C) . (3.103)

Рiвностi (3.90)–(3.99) для ℱ також залишаються справедливими (з замiною символу

C на ℱ).
III. Доведемо, що унiверсальна кiнематика ℱ є диз’юнктним еволюцiйним

об’єднанням кiнематик ℱ1 i ℱ2.

1. Спочатку доведемо, що ℱ [≡]ℱ1.

1.а) Враховуючи рiвнiсть (3.90), отримуємо: ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = 𝒜 = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1).

1.б) Нехай, 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1). Тодi, використовуючи формули (3.93), (3.95)

та означення 3.43, маємо:

Tm (lk𝛼 (ℱ)) = Tm (lk𝛼 (ℱ) ⇂ℱ1) = Tm (lk𝛼 (ℱ1))

BG (lk𝛼 (ℱ) ; ℱ) = BG (lk𝛼 (ℱ) ⇂ℱ1 ;ℱ1) = BG (lk𝛼 (ℱ1) ; ℱ1) .

1.в) Для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ1), згiдно (3.103), маємо:

[lk𝛽 (ℱ)← lk𝛼 (ℱ) , ℱ ] = [lk𝛽 (ℱ) ⇂ℱ1 ← lk𝛼 (ℱ) ⇂ℱ1 , ℱ1] =

= [lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1] .

З пiдпунктiв 1.а)–1.в), за означенням 3.12 випливає, що ℱ [≡]ℱ1, тобто що

ℱ [≡]ℱ1 [≡]ℱ2.
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2. Нехай, l = (𝛼,ℬ𝛼) ∈ ℒ𝑘 (ℱ) = ℒ𝑘 (𝒵) — довiльна система вiдлiку ℱ (де

𝛼 ∈ 𝒜 = ℐ𝑛𝑑 (ℱ)). Тодi, згiдно (3.74), отримуємо:

BE(l) = ℬ𝛼 = BE (lk𝛼 (ℱ1))
←
∪ BE (lk𝛼 (ℱ2)) = BE (l ⇂ℱ1)

←
∪ BE (l ⇂ℱ2) .

3. Нехай, l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i 𝜔 ∈ Bs(l). Тодi, згiдно (3.94) та (3.99), одержуємо:

⟨! m← l, ℱ⟩𝜔 =

⎧⎨⎩⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

⟨! m ⇂ℱ2 ← l ⇂ℱ2 , ℱ2⟩𝜔, 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .

Q⟨l⟩ (𝜔; ℱ) =

⎧⎨⎩Q⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔;ℱ1) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)

Q⟨l⇂ℱ2⟩ (𝜔;ℱ2) , 𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ2) .

З тверджень, доведених вище в пунктах 1,2,3 та означення 3.46 випливає, що

унiверсальна кiнематика ℱ є диз’юнктним еволюцiйним об’єднанням унiверсальних

кiнематик ℱ1 i ℱ2, тобто ℱ = ℱ1

←
⊔ ℱ2.

Комбiнуючи теорему 3.51 та наслiдок 3.49, отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 3.52. Нехай, ℱ1 i ℱ2 — диз’юнктнi унiверсальнi кiнематики. Тодi iсну-

ють еволюцiйнi об’єднання ℱ1

←
∪ ℱ2 та ℱ1

←
⊔ ℱ2, причому ℱ1

←
∪ ℱ2 = ℱ1

←
⊔ ℱ2.

3.7.3. Про еволюцiйно видимi унiверсальнi кiнематики та їхнє

диз’юнктне еволюцiйне об’єднання. Означення 1.143 (об’єднаних до-

лею елементарно-часових станiв в системi вiдлiку мiнливої множини) можна легко

поширити на елементарно-часовi стани в системах вiдлiку кiнематичної множини або

унiверсальної кiнематики.

Означення 3.53. Нехай l ∈ ℒ𝑘 (𝒴), де 𝒴 — довiльна мiнлива множина або довiльна

кiнематична множина або довiльна унiверсальна кiнематика. Будемо говорити, що

елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(l) об’єднанi долею в системi вiдлiку l, якщо

вони об’єднанi долею в базовiй мiнливiй множинi lˆ = BE(l), тобто якщо виконується

хоч одна з умов 𝜔2←
l
𝜔1 або 𝜔1←

l
𝜔2. (Див., також, твердження 1.74, пункт 2)).

Означення 3.54. 1. Мiнливу множину 𝒵 будемо називати еволюцiйно види-

мою, якщо:

(а) 𝒵 є чiтко видимою;

(б) Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i для довiльних об’єднаних

долею в системi вiдлiку l елементарно-часових станiв 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(l) таких,
що tm (⟨! m← l⟩𝜔1) ̸= tm (⟨! m← l⟩𝜔2) елементарно-часовi стани ⟨! m← l⟩𝜔1

та ⟨! m← l⟩𝜔2 є об’єднанi долею в m.
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2. Кiнематичну множину C (унiверсальну кiнематику ℱ) будемо називати ево-

люцiйно видимою, якщо еволюцiйно видимою є мiнлива множина BE (C)

(BE (ℱ)) вiдповiдно.

Безпосередньо з означення 3.54, враховуючи систему позначень для кiнематичних

множин (див. параграф 2.2.4), випливає наступне твердження.

Твердження 3.55. Кiнематична множина C є еволюцiйно видимою тодi i тiль-

ки тодi, коли виконуються умови (a) та (b) першого пункту означення 3.54 (iз

замiною символу 𝒵 на символ C).

Нехай, ℱ =
(︁
C,
←−
𝒬
)︁
— унiверсальна кiнематика. Тодi, за означенням 3.1, кiне-

матична множина C, а отже i мiнлива множина BE (ℱ) = BE (C) є чiтко видимою.

Тому, справедливе наступне твердження:

Твердження 3.56. Унiверсальна кiнематика ℱ є еволюцiйно видимою тодi i тiль-

ки тодi, коли виконується умова (b) першого пункту означення 3.54 (iз замiною

символу 𝒵 на символ ℱ).

Твердження 3.57. Нехай, P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜) — еволюцiйний мультипрое-

ктор для базової мiнливої множини ℬ. Тодi мiнлива множина 𝒵 im [P,ℬ] є еволю-

цiйно видимою.

Доведення. Нехай,P = ((T𝛼,𝒳𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 𝒜), де — еволюцiйний мультипроектор для

ℬ. Покладемо:
𝒵 := 𝒵 im [P,ℬ] .

(a) Згiдно з наслiдком 1.169, мiнлива множина 𝒵 є чiтко видимою.

(b) Згiдно з властивiстю 1.145(1), маємо ℒ𝑘 (𝒵) = ((𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) | 𝛼 ∈ 𝒜).

Розглянемо довiльнi двi системи вiдлiку l = (𝛼, 𝑈𝛼 [ℬ,T𝛼]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵),

m = (𝛽, 𝑈𝛽 [ℬ,T𝛽]) ∈ ℒ𝑘 (𝒵), де 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒜. Нехай, елементарно-часовi стани

𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(l) об’єднанi долею в l i tm (⟨! m← l⟩𝜔1) ̸= tm (⟨! m← l⟩𝜔2). Зрозумiло,

що тодi, 𝜔1 ̸= 𝜔2. Оскiльки 𝜔1, 𝜔2 — об’єднанi долею в системi вiдлiку l, то мусить

виконуватись хоча б одне iз спiввiдношень, 𝜔2←
l
𝜔1 або 𝜔1←

l
𝜔2. Проте, оскiльки

𝜔1 ̸= 𝜔2, то, за властивiстю 1.60(7), в обох випадках (𝜔2←
l
𝜔1 i 𝜔1←

l
𝜔2) отримує-

мо tm (𝜔1) ̸= tm (𝜔2). Таким чином, 𝜔1, 𝜔2 — об’єднанi долею в системi вiдлiку l i

tm (𝜔1) ̸= tm (𝜔2). Тому, згiдно з властивiстю 1.145(4) iснують об’єднанi долею в ℬ
елементарно-часовi стани 𝜔′1, 𝜔

′
2 ∈ Bs(ℬ) такi, що 𝜔1 = 𝑈𝛼 (𝜔′1), 𝜔2 = 𝑈𝛼 (𝜔′2). За озна-

ченням 1.138, вiдображення 𝑈𝛼 є iн’єктивним вiдображенням (бiєкцiєю з Bs(ℬ) на

множину R (𝑈𝛼)). Отже, можна записати, 𝜔′1 = 𝑈
[−1]
𝛼 (𝜔1), 𝜔

′
2 = 𝑈

[−1]
𝛼 (𝜔2), де 𝑈

[−1]
𝛼 —

вiдображення, обернене до 𝑈𝛼. Звiдси, використовуючи наслiдок 1.188, одержуємо:

⟨! m← l⟩𝜔1 = 𝑈𝛽
(︀
𝑈 [−1]
𝛼 (𝜔1)

)︀
= 𝑈𝛽 (𝜔′1) ; ⟨! m← l⟩𝜔2 = 𝑈𝛽 (𝜔′2) ,
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де, як було показано вище, елементарно-часовi стани 𝜔′1, 𝜔
′
2 ∈ Bs(ℬ) об’єднанi долею

в ℬ i tm (⟨! m← l⟩𝜔1) ̸= tm (⟨! m← l⟩𝜔2). Тому, за властивiстю 1.145(4), елементарно-

часовi стани ⟨! m← l⟩𝜔1 i ⟨! m← l⟩𝜔2 є об’єднаними долею в системi вiдлiку m.

З результатiв, встановлених в пунктах (a) i (b), за означенням 3.54, випливає, що

мiнлива множина 𝒵 є еволюцiйно видимою.

Згiдно з пунктом 2 означення 3.54, кiнематична множина C (унiверсальна кi-

нематика ℱ) є еволюцiйно видимою тодi i тiльки тодi, коли еволюцiйно видимою

є мiнлива множина BE (C) (BE(ℱ)) вiдповiдно. Тому, використовуючи теореми про

мультиобраз для кiнематичних множин та унiверсальних кiнематик (теореми 2.14 та

3.5), отримуємо наступнi наслiдки з твердження 3.57:

Наслiдок 3.58. Нехай, P — кiнематичний мультипроектор для базової мiнливої

множини ℬ. Тодi кiнематична множина Kim [P,ℬ] є еволюцiйно видимою.

Наслiдок 3.59. Нехай, P — унiверсальний кiнематичний мультипроектор для ба-

зової кiнематичної множини Cb. Тодi унiверсальна кiнематика Ku
[︀
P,Cb

]︀
є еволю-

цiйно видимою.

З наслiдкiв 3.58 та 3.59 випливає, що всi кiнематичнi множини i унiверсальнi

кiнематики, пов’язанi iз спецiальною теорiєю вiдносностi та її тахiоновими розшире-

ннями, введенi в пiдроздiлах 2.5, 2.6 та 3.4 є еволюцiйно видимими. Також еволюцiйно

видимими є i тахiоновi кiнематики в сенсi M. Hassani, розглянутi в додатку Б.

Теорема 3.60. Якщо диз’юнктнi унiверсальнi кiнематики ℱ1 i ℱ2 є еволюцiйно

видимими, то унiверсальна кiнематика ℱ1

←
⊔ ℱ2 також є еволюцiйно видимою.

Доведення. Нехай, ℱ1 i ℱ2 — диз’юнктнi еволюцiйно видимi унiверсальнi кiнематики.

Покладемо:

ℱ := ℱ1

←
⊔ ℱ2.

Розглянемо довiльнi системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ). За означенням 3.46, маємо,

BE(l) = BE (l ⇂ℱ1)
←
∪ BE (l ⇂ℱ2) . Отже, використовуючи наслiдок 1.108, отримуємо:

Bs←
l

=
Bs←−−−

BE(l)
=

Bs←−−−
BE(l⇂ℱ1)

∪ Bs←−−−
BE(l⇂ℱ2)

=
Bs←−−−
l⇂ℱ1

∪ Bs←−−−
l⇂ℱ2

. (3.104)

Припустимо, що елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs (l) — об’єднанi долею в

системi вiдлiку l i:

tm (⟨! m← l⟩𝜔1) ̸= tm (⟨! m← l⟩𝜔2) . (3.105)

Оскiльки 𝜔1 i 𝜔2 — об’єднанi долею в l, то повинна виконуватись хоч одна з умов:

𝜔2←
l
𝜔1 або 𝜔1←

l
𝜔2. (3.106)
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На мовi теорiї множин сукупнiсть умов (3.106) переписується у виглядi,

{(𝜔2, 𝜔1) , (𝜔1, 𝜔2)}∩
Bs←
l
̸= ∅. Звiдси, в силу (3.104), випливає, що мусить виконуватись

хоч одна з умов:

{(𝜔2, 𝜔1) , (𝜔1, 𝜔2)} ∩
Bs←−−−
l⇂ℱ1

̸= ∅ (3.107)

{(𝜔2, 𝜔1) , (𝜔1, 𝜔2)} ∩
Bs←−−−
l⇂ℱ2

̸= ∅. (3.108)

Спочатку розглянемо випадок, коли виконується умова (3.107). В цьому випадку

мамо, 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs (l ⇂ℱ1) i 𝜔1 та 𝜔2 — об’єднанi долею в системi вiдлiку l ⇂ℱ1∈ ℒ𝑘 (ℱ1).

Оскiльки 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs (l ⇂ℱ1), то, за пунктом 3 означення 3.46, маємо:

⟨! m← l,ℱ⟩𝜔𝑖 = ⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔𝑖, 𝑖 ∈ 1, 2. (3.109)

Отже, згiдно з (3.105), отримуємо, tm (⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔1) ̸=
tm (⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔2). Звiдси (оскiльки 𝜔1, 𝜔2 об’єднанi долею в системi

вiдлiку l ⇂ℱ1∈ ℒ𝑘 (ℱ1) i унiверсальна кiнематика ℱ1 є еволюцiйно видимою) ви-

пливає, що елементарно-часовi стани ⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔1 i ⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔2

об’єднанi долею в системi вiдлiку m ⇂ℱ1∈ ℒ𝑘 (ℱ1) (за означенням 3.54). Отже:

{(⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔1, ⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔2) ,

(⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔2, ⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 ,ℱ1⟩𝜔1)} ∩
Bs←−−−

m⇂ℱ1

̸= ∅.

Звiдси, застосовуючи рiвнiсть (3.104) до системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ), а також вико-

ристовуючи рiвнiсть (3.109), отримуємо:

{(⟨! m← l,ℱ⟩𝜔1, ⟨! m← l,ℱ⟩𝜔2) ,

(⟨! m← l,ℱ⟩𝜔2, ⟨! m← l,ℱ⟩𝜔1)} ∩
Bs←
m
̸= ∅. (3.110)

Аналогiчно доводиться, що спiввiдношення (3.110) виконується i у випадку

(3.108). Таким чином, в обох випадках елементарно-часовi стани ⟨! m← l,ℱ⟩𝜔1 i

⟨! m← l,ℱ⟩𝜔2 об’єднанi долею в системi вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ). Враховуючи, що си-

стеми вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i об’єднанi долею в l елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2

вибрано довiльним чином, за означенням 3.54 i твердженням 3.56, отримуємо, що

унiверсальна кiнематика ℱ є еволюцiйно видимою.

Основнi результати пiдроздiлу 3.7 були опублiкованi в [137, роздiл 8]. Результати

представленi в параграфi 3.7.1 (а саме загальне означення еволюцiйного об’єднання

унiверсальних кiнематик) було сформульоване в роботi [138, роздiл 2].
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3.8. Теорема про еволюцiйне розширення для унi-

версальних кiнематик

Нехай ℱ — довiльна унiверсальна кiнематика i l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) довiльна система вiдлiку

ℱ . Для довiльної мiнливої системи 𝐴 ⊆ Bs(l) покладемо:

trjl [𝐴; ℱ ] := trjℱ↾l [𝐴] =
{︀
Q⟨l⟩(𝜔) | 𝜔 ∈ 𝐴

}︀
(3.111)

Теорема 3.61. Нехай, ℱ — унiверсальна кiнематика, l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — довiльна си-

стема вiдлiку ℱ i ℛ — система абстрактних траєкторiй з Tm (l) в 𝑀 така, що

𝑀 ⊆ Zk (l). Тодi:

1. Iснує супереволюцiйне розширення ℱ1=←−ℱ унiверсальної кiнематики ℱ таке,

що всi траєкторiї 𝑟 ∈ ℛ є траєкторiями лiнiй долi 3.8 системи вiдлiку l ⇂ ℱ1

(тобто ∀ 𝑟 ∈ ℛ ∃𝐿 ∈ L𝑑 (l ⇂ ℱ1) (𝑟 = trjl⇂ℱ1 [𝐿,ℱ1])).

2. Якщо, додатково, унiверсальна кiнематика ℱ є еволюцiйно видимою, то iснує

еволюцiйно видиме супереволюцiйне розширення ℱ1=←−ℱ унiверсальної кiнема-

тики ℱ , таке, що ∀ 𝑟 ∈ ℛ ∃𝐿 ∈ L𝑑 (l ⇂ ℱ1) (𝑟 = trjl⇂ℱ1 [𝐿,ℱ1]).

Доведення теореми 3.61 викладено в додатку В.

Основнi результати пiдроздiлу 3.8 були опублiкованi в [138].

3.9. Про часонезворотнiсть унiверсальних кiнема-

тик

3.9.1. Вступнi зауваження. Загальновiдомо, що в середовищi фiзикiв по-

ширена думка, про те, що гiпотеза про iснування тахiонiв веде до часових пара-

доксiв, пов’язаних з порушенням принципу причинностi, тобто з наявнiстю теоре-

тичної можливостi змiнити власне минуле. Подiбна думка з’явилась ще в роботах

А.Ейнштейна [139] та Р.Толмана [140, стор. 54–55] i повторюється в багатьох бiльш

сучасних статтях, монографiях та пiдручниках (див., наприклад, [141–150]). Зокрема

в роботi [150] на фiзичному рiвнi строгостi детально проаналiзованi умови виникне-

ння часових парадоксiв, пов’язаних з порушенням принципу причинностi. На жаль,

в роботi [150] дозволеним є лише надсвiтловий рух для частинок або сигналiв, а над-

свiтловий рух для систем вiдлiку — заборонений. Ця обставина не дає можливостi

3.8Нагадаємо, що згiдно з означенням 1.90, лiнiї долi l є мiнливими системами, що генерують
елементарнi процеси в системi вiдлiку l.
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прив’язати до тахiонової частинки власну систему вiдлiку i власний час, а отже, коре-

ктно визначити справжнiй напрямок її руху. В роботi [151] для тахiонових частинок

аксiоматично вводяться власнi системи вiдлiку у випадку, коли простiр геометри-

чних змiнних є одновимiрним, а у випадку, бiльшої розмiрностi простору геометри-

чних змiнних до тахiонових частинок прив’язується лише власний час. Такий пiдхiд

дозволяє бiльш коректно визначити справжнiй напрямок руху тахiонової частинки, а

отже отримати бiльш точнi результати. Зокрема в роботi [151] показано, що гiпотеза

про iснування матерiальних об’єктiв, що рухаються з надсвiтловими швидкостями,

взагалi кажучи, не приводить до до часових парадоксiв, пов’язаних з порушенням

принципу причинностi, тобто до можливостi повернення у власне минуле. Слiд за-

уважити, що спроби розв’язання зазначених часових парадоксiв на фiзичному рiвнi

строгостi робились i в бiльш раннiх роботах (див., напр. [53,152–157]).

Нагадаємо, що роздiлi 3.4 даної роботи, базуючись на узагальнених перетворен-

нях Лоренца в сенсi E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni, побудовано математи-

чно строгi моделi кiнематик, якi дозволяють надсвiтловий рух не лише для частинок,

але i для iнерцiйних систем вiдлiку в гiльбертовому просторi довiльної розмiрностi

(див. кiнематики UPT0 (H,ℬ, 𝑐) та UPT (H,ℬ, 𝑐) в формулах (3.38)). В той же час,

в роботi [151] надсвiтловi системи вiдлiку вводяться лише для випадку, коли про-

стiр геометричних змiнних є одновимiрним. Крiм того, можна довести, що аксiома

“AxSameFuture” (див. [151, subsection 2.1]), на основi якої автори цiєї роботи будують

свої мiркування, для кiнематик типу UPT0 (H,ℬ, 𝑐) та UPT (H,ℬ, 𝑐) не виконується.
Отже, цi кiнематики неможливо проаналiзувати на часонезворотнiсть (тобто вiд-

сутнiсть можливостi повернення у власне минуле), використовуючи математичний

апарат роботи [151]. Саме тому, в даному пiдроздiлi побудовано iнший, абстрактний,

математичний апарат, завдяки якому встановлено достатнi ознаки часозворотностi i

часонезворотностi для унiверсальних кiнематик i отримано розв’язання поставленої

вище задачi.

3.9.2. Елементарно-часовi стани i мiнливi системи чiтко види-

мих мiнливих та кiнематичних множин.

Означення 3.62. 1. Множину 𝒵 будемо називати об’єктом типу чiтко види-

мої мiнливої множини (скорочено — чiтко видимим об’єктом , або чв-

об’єктом), якщо 𝒵 є чiтко видимою мiнливою множиною, або чiтко видимою

кiнематичною множиною або унiверсальною кiнематикою.

2. Нехай, 𝒵 — довiльний чв-об’єкт, l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) — довiльна система вiдлiку 𝒵 i

𝜔 ∈ Bs(l) — довiльний елементарно-часовий стан в системi вiдлiку l. Множину:

𝜔{l,𝒵} = {(m, ⟨! m← l⟩𝜔) |m ∈ ℒ𝑘 (𝒵)} ,
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(де (m, ⟨! m← l⟩𝜔) — упорядкована пара) називатимемо елементарно-

часовим станом чв-об’єкта 𝒵, породженим 𝜔 у системi вiдлiку l.

Зауваження 3.63. У випадку, коли наперед вiдомо, про який чв-об’єкт йде мова,

замiсть позначення 𝜔{l,𝒵} будемо використовувати позначення 𝜔{l}.

Твердження 3.64. Нехай 𝒵 — довiльний чв-об’єкт i l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵). Тодi для

елементарно-часових станiв 𝜔 ∈ Bs(l), 𝜔1 ∈ Bs(m) наступнi твердження рiвно-

сильнi:

1) 𝜔{l} = 𝜔
{m}
1 ; 2) 𝜔1 = ⟨! m← l⟩𝜔.

Доведення. 1. Спочатку доведемо, що з твердження 2) випливає твердження 1). Не-

хай 𝜔 ∈ Bs(l), 𝜔1 ∈ Bs(m) i 𝜔1 = ⟨! m← l⟩𝜔. Тодi, використовуючи означення 3.62 та

властивiсть 1.187(3), отримуємо:

𝜔
{m}
1 = {(p, ⟨! p←m⟩𝜔1) | p ∈ ℒ𝑘 (𝒵)} =

= {(p, ⟨! p←m⟩ ⟨! m← l⟩𝜔) | p ∈ ℒ𝑘 (𝒵)} =

= {(p, ⟨! p← l⟩𝜔) | p ∈ ℒ𝑘 (𝒵)} = 𝜔{l}.

2. Навпаки, нехай 𝜔 ∈ Bs(l), 𝜔1 ∈ Bs(m) i 𝜔{l} = 𝜔
{m}
1 . Тодi, за означенням 3.62,

маємо:

{(p, ⟨! p← l⟩𝜔) | p ∈ ℒ𝑘 (𝒵)} = {(p, ⟨! p←m⟩𝜔1) | p ∈ ℒ𝑘 (𝒵)} . (3.112)

Згiдно з властивiстю 1.187(1), ⟨! l← l⟩𝜔 = 𝜔. Отже, згiдно (3.112), для еле-

мента (l, 𝜔) = (l, ⟨! l← l⟩𝜔) ∈ {(p, ⟨! p← l⟩𝜔) | p ∈ ℒ𝑘 (𝒵)} мусить виконуватись

спiввiдношення (l, 𝜔) ∈ {(p, ⟨! p←m⟩𝜔1) | p ∈ ℒ𝑘 (𝒵)}. Тому iснує система вiдлiку

p0 ∈ ℒ𝑘 (𝒵) така, що (l, 𝜔) = (p0, ⟨! p0←m⟩𝜔1). Звiдси отримуємо l = p0, а також,

𝜔 = ⟨! p0←m⟩𝜔1 = ⟨! l←m⟩𝜔1. Тому, на основi властивостей 1.187(1,3), робимо ви-

сновок, що 𝜔1 = ⟨! m←m⟩𝜔1 = ⟨! m← l⟩ ⟨! l←m⟩𝜔1 = ⟨! m← l⟩𝜔.

З твердження 3.64 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 3.65. Нехай 𝒵 — довiльний чв-об’єкт. Тодi для довiльних l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i

𝜔 ∈ Bs(l) справедлива рiвнiсть:

𝜔{l} = (⟨! m← l⟩𝜔){m} . (3.113)

Твердження 3.66. Нехай 𝒵 — довiльний чв-об’єкт. Тодi множина:

Bs [l,𝒵] =
{︀
𝜔{l,𝒵} | 𝜔 ∈ Bs(l)

}︀
(3.114)

не залежить вiд системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (тобто ∀l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵)

Bs [l,𝒵] = Bs [m,𝒵]).
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Доведення. Розглянемо довiльнi системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵). Використовуючи на-

слiдок 3.65, отримуємо:

Bs [l,𝒵] =
{︀
𝜔{l} | 𝜔 ∈ Bs(l)

}︀
=
{︁

(⟨! m← l⟩𝜔){m} | 𝜔 ∈ Bs(l)
}︁
.

Отже, згiдно з наслiдком 1.186, маємо:

Bs [l,𝒵] =
{︁

(⟨! m← l⟩𝜔){m} | 𝜔 ∈ Bs(l)
}︁

=
{︁
𝜔
{m}
1 | 𝜔1 ∈ Bs(m)

}︁
= Bs [m,𝒵] .

Означення 3.67. Нехай 𝒵 — довiльний чв-об’єкт.

1. Множину Bs(𝒵) = Bs [l,𝒵] (∀l ∈ ℒ𝑘 (𝒵)) будемо називати множиною

елементарно-часових станiв 𝒵.

2. Будь-яку пiдмножину ̂︀A ⊆ Bs(𝒵) будемо називати (загальною) мiнливою си-

стемою 𝒵.

Твердження 3.68. Нехай 𝒵 — довiльний чв-об’єкт i l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) — довiльна система

вiдлiку 𝒵. Тодi для довiльного елемента �̂� ∈ Bs(𝒵) iснує, причому єдиний елемент

𝜔0 ∈ Bs(l) такий, що �̂� = 𝜔
{l}
0 .

Доведення. Нехай, l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i �̂� ∈ Bs(𝒵). За означенням 3.67 i твердженням 3.66

(формула (3.114)), маємо, Bs(𝒵) = Bs [l,𝒵] =
{︀
𝜔{l} | 𝜔 ∈ Bs(l)

}︀
. Отже, оскiльки �̂� ∈

Bs(𝒵), то iснує елемент 𝜔0 ∈ Bs(l) такий, що виконується рiвнiсть:

�̂� = 𝜔
{l}
0 . (3.115)

Доведемо, що такий елемент 𝜔0 — єдиний. Припустимо, що �̂� = 𝜔
{l}
1 , де 𝜔1 ∈ Bs(l).

Тодi з рiвностi (3.115) маємо 𝜔
{l}
0 = 𝜔

{l}
1 . Отже, за твердженням 3.64 i властивi-

стю 1.187 (1), 𝜔1 = ⟨! l← l⟩𝜔0 = 𝜔0.

Означення 3.69. Нехай, 𝒵 — довiльний чв-об’єкт �̂� ∈ Bs(𝒵) i l ∈ ℒ𝑘 (𝒵).

Елементарно-часовий стан 𝜔 ∈ Bs(l) будемо називати образом елементарно-

часового стану �̂� в системi вiдлiку l, якщо �̂� = 𝜔{l}.

Згiдно з твердженням 3.68, довiльний елементарно-часовий стан �̂� ∈ Bs(𝒵) в до-

вiльнiй системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) має, причому лише один, образ. Образ елементарно-

часового стану �̂� ∈ Bs(𝒵) в системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) будемо позначати через �̂�{l,𝒵}

(або через �̂�{l} у тих випадках, коли наперед вiдомо, про який чв-об’єкт 𝒵 йде мова).

Таким чином, за означенням 3.69, для довiльного �̂� ∈ Bs(𝒵) справедлива рiвнiсть:

(︀
�̂�{l}
)︀{l}

= �̂�. (3.116)
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З iншої сторони, для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) i довiльного

елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs(l), поклавши �̂� := 𝜔{l}, за означенням 3.69, маємо

𝜔 = �̂�{l}, тобто:(︀
𝜔{l}
)︀
{l} = 𝜔 (∀l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) ∀𝜔 ∈ Bs(l)) . (3.117)

З рiвностей (3.116) i (3.117) отримуємо такий наслiдок:

Наслiдок 3.70. Нехай, 𝒵 — довiльний чв-об’єкт. Тодi для l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) маємо:

1. Вiдображення (·){l} є бiєкцiєю з Bs(l) на Bs(𝒵).

2. Вiдображення (·){l} є бiєкцiєю з Bs(𝒵) на Bs(l).

3. Вiдображення (·){l} обернене до вiдображення (·){l}.

Твердження 3.71. Нехай, 𝒵 — довiльний чв-об’єкт i l,m ∈ ℒ𝑘 (𝒵) — довiльнi

системи вiдлiку 𝒵. Тодi:

1. Для довiльного �̂� ∈ Bs(𝒵) справедлива рiвнiсть, �̂�{m} = ⟨! m← l⟩ �̂�{l}.

2. Для довiльного 𝜔 ∈ Bs(l) справедлива рiвнiсть,
(︀
𝜔{l}
)︀
{m} = ⟨! m← l⟩𝜔.

Доведення. 1. Нехай, �̂� ∈ Bs(𝒵). Застосовуючи наслiдок 3.65 до елементарно-

часового стану �̂�{l} ∈ Bs(l) i використовуючи рiвнiсть (3.116), отримуємо,(︀
⟨! m← l⟩ �̂�{l}

)︀{m}
=
(︀
�̂�{l}
)︀{l}

= �̂�. Звiдси, використовуючи рiвнiсть (3.117), маємо,

�̂�{m} =
(︁(︀
⟨! m← l⟩ �̂�{l}

)︀{m})︁
{m}

= ⟨! m← l⟩ �̂�{l}.
2. Розглянемо довiльний елементарно-часовий стан, 𝜔 ∈ Bs(l). Застосовуючи на-

слiдок 3.65 i використовуючи рiвнiсть (3.117), отримуємо:(︀
𝜔{l}
)︀
{m} =

(︁
(⟨! m← l⟩𝜔){m}

)︁
{m}

= ⟨! m← l⟩𝜔.

Означення 3.72.

1. Нехай, 𝒵 — довiльний чв-об’єкт. Образом мiнливої системи ̂︀A ⊆ Bs(𝒵) у

системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) будемо називати множину, ̂︀A{l,𝒵} =
{︁
�̂�{l.𝒵} | �̂� ∈ ̂︀A}︁.

Зокрема ̂︀A{l,𝒵} = ∅, якщо ̂︀A = ∅.

2. Будь-яка мiнлива система 𝐴 ⊆ Bs(l) в системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) породжує

(загальну) мiнливу систему, 𝐴{l,𝒵} :=
{︀
𝜔{l,𝒵} | 𝜔 ∈ 𝐴

}︀
. Зокрема 𝐴{l,𝒵} = ∅, якщо

𝐴 = ∅.

Зауваження 3.73. У тих випадках, коли наперед вiдомо, про який чв-об’єкт йде

мова, замiсть позначень ̂︀A{l,𝒵} i 𝐴{l,𝒵} будемо використовувати позначення ̂︀A{l} i 𝐴{l}
вiдповiдно.



217

Використовуючи рiвностi (3.116) i (3.117), для довiльного чв-об’єкта 𝒵 отримуємо

такi рiвностi:(︁̂︀A{l})︁{l} = ̂︀A. (︁
∀l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) ∀̂︀A ⊆ Bs(𝒵)

)︁
; (3.118)(︀

𝐴{l}
)︀
{l} = 𝐴 (∀l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) ∀𝐴 ⊆ Bs(l)) . (3.119)

3.9.3. Ланцюговi шляхи унiверсальних кiнематик i означення

часонезворотностi.

Означення 3.74. Нехай, 𝒵 — довiльний чв-об’єкт. Мiнливу систему ̂︀A ⊆ Bs(𝒵) бу-

демо називати кусково-ланцюговою, якщо iснують послiдовностi мiнливих систем̂︀A1, · · · , ̂︀A𝑛 ⊆ Bs(𝒵) i систем вiдлiку l1, · · · , l𝑛 ∈ ℒ𝑘 (𝒵) (𝑛 ∈ N) такi, що:

(а)
(︁̂︀A𝑘

)︁
{l𝑘}
∈ L𝑙 (l𝑘)

(︀
∀𝑘 ∈ 1, 𝑛

)︀
;

(б)
⋃︀𝑛
𝑘=1

̂︀A𝑘 = ̂︀A;
i при цьому у випадку 𝑛 ≥ 2 виконуються такi додатковi умови:

(в) ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘+1 ̸= ∅
(︀
∀𝑘 ∈ 1, 𝑛− 1

)︀
;

(г) для довiльного 𝑘 ∈ 1, 𝑛− 1 i для довiльних 𝜔1 ∈
(︁̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘+1

)︁
{l𝑘}

i

𝜔2 ∈
(︁̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘+1

)︁
{l𝑘}

виконується нерiвнiсть tm (𝜔1) <l𝑘 tm (𝜔2);

(д) для довiльного 𝑘 ∈ 2, 𝑛 i для довiльних 𝜔1 ∈
(︁̂︀A𝑘−1 ∩ ̂︀A𝑘

)︁
{l𝑘}

i

𝜔2 ∈
(︁̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘−1

)︁
{l𝑘}

виконується нерiвнiсть tm (𝜔1) <l𝑘 tm (𝜔2).

При цьому упорядкований набiр з 𝑛 + 1 елементiв виду,

A =
(︁̂︀A, (︁̂︀A1, l1

)︁
, · · ·

(︁̂︀A𝑛, l𝑛

)︁)︁
називатимемо ланцюговим шляхом чв-об’єкта 𝒵.

Зауваження 3.75. Пiдкреслимо, що коли в умовах (г) або (д) означен-

ня 3.74 ̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘+1 = ∅ або ̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘−1 = ∅, то, користуючись правилами формальної

логiки, вiдповiдну умову будемо вважати виконаною.

Означення 3.76. Нехай, C — довiльна кiнематична множина або унiверсальна кi-

нематика.

(а) Мiнливу систему 𝐴 ⊆ Bs(l) будемо називати геометрично-стацiонарною в

системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C), якщо 𝐴 ∈ L𝑙(l) i для довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐴 виконується

рiвнiсть bs
(︀
Q⟨l⟩ (𝜔1)

)︀
= bs

(︀
Q⟨l⟩ (𝜔2)

)︀
.

(б) Множину всiх геометрично-стацiонарних мiнливих систем у системi вiдлiку l

будемо позначати через L𝑔(l,C). У тих випадках, коли наперед вiдомо, про

яку кiнематичну множину або унiверсальну кiнематику C йде мова, будемо

використовувати позначення L𝑔(l).
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(в) Ланцюговий шлях A =
(︁̂︀A, (︁̂︀A1, l1

)︁
, · · · ,

(︁̂︀A𝑛, l𝑛

)︁)︁
в C (𝑛 ∈ N) будемо називати

кусково геометрично-стацiонарним, якщо ∀𝑘 ∈ 1, 𝑛
(︁̂︀A𝑘

)︁
{l𝑘}
∈ L𝑔 (l𝑘).

З фiзичної точки зору кусково геометрично-стацiонарний шлях можна трактува-

ти, як процес “мандрiв” спостерiгача (або якоїсь матерiальної частинки), що рухає-

ться, “перескакуючи” скiнченну кiлькiсть разiв з однiєї системи вiдлiку в iншу.

Означення 3.77. Нехай, 𝒵 — довiльний чв-об’єкт i A =
(︁̂︀A, (︁̂︀A1, l1

)︁
, . . . ,

(︁̂︀A𝑛, l𝑛

)︁)︁
— довiльний ланцюговий шлях в 𝒵.

1. Елемент �̂�𝑠 ∈ Bs(𝒵) називатимемо початковим елем. шляху A, якщо �̂�𝑠 ∈ ̂︀A1

i для довiльного �̂� ∈ ̂︀A1 справедлива нерiвнiсть tm
(︁

(�̂�𝑠){l1}

)︁
≤l1 tm

(︀
�̂�{l1}

)︀
.

2. Елемент �̂�𝑓 ∈ Bs(𝒵) будемо називати кiнцевим елементом шляхуA, якщо �̂�𝑓 ∈̂︀A𝑛 i для довiльного �̂� ∈ ̂︀A𝑛 справедлива нерiвнiсть tm
(︀
�̂�{l𝑛}

)︀
≤l𝑛 tm

(︁
(�̂�𝑓 ){l𝑛}

)︁
.

3. Ланцюговий шлях, що має (хоча б один) початковий i (хоча б один) кiнцевий

елемент будемо називати замкнутим.

Твердження 3.78. Будь-який ланцюговий шлях A довiльного чв-об’єкта 𝒵 може

мати не бiльш, нiж один початковий i не бiльш, нiж один кiнцевий елемент.

Доведення. (а) Нехай, �̂�𝑠, �̂�𝑥 — два початкових елемента ланцюгового шляху A =(︁̂︀A, (︁̂︀A1, l1

)︁
, · · · ,

(︁̂︀A𝑛, l𝑛

)︁)︁
. Тодi, за означенням 3.77, �̂�𝑠, �̂�𝑥 ∈ ̂︀A1, tm

(︁
(�̂�𝑠){l1}

)︁
≤l1

tm
(︁

(�̂�𝑥){l1}

)︁
i tm

(︁
(�̂�𝑥){l1}

)︁
≤l1 tm

(︁
(�̂�𝑠){l1}

)︁
. Отже:

tm
(︁

(�̂�𝑠){l1}

)︁
= tm

(︁
(�̂�𝑥){l1}

)︁
. (3.120)

Оскiльки �̂�𝑠, �̂�𝑥 ∈ ̂︀A1, то (�̂�𝑠){l1} , (�̂�𝑥){l1} ∈
(︁̂︀A1

)︁
{l1}

, де, за означенням 3.74 (пiд-

пункт (а)),
(︁̂︀A1

)︁
{l1}
∈ L𝑙 (l1). Тобто, згiдно з твердженням 1.77 (пункт 1), матема-

тичний об’єкт L =
(︁̂︀A1

)︁
{l1}

є функцiєю з Tm (l1) в Bs (l1). Тому, використовуючи

рiвнiсть 𝜔 = (tm (𝜔) , bs (𝜔)) (𝜔 ∈ Bs (l1)) i формулу (3.120), отримуємо:

bs
(︁

(�̂�𝑠){l1}

)︁
= L

(︁
tm
(︁

(�̂�𝑠){l1}

)︁)︁
= L

(︁
tm
(︁

(�̂�𝑥){l1}

)︁)︁
= bs

(︁
(�̂�𝑥){l1}

)︁
.

З останньої рiвностi i рiвностi (3.120) маємо:

(�̂�𝑠){l1} =
(︁
tm
(︁

(�̂�𝑠){l1}

)︁
, bs
(︁

(�̂�𝑠){l1}

)︁)︁
=
(︁
tm
(︁

(�̂�𝑥){l1}

)︁
, bs
(︁

(�̂�𝑥){l1}

)︁)︁
= (�̂�𝑥){l1} .

Отже, згiдно з формулою (3.116), маємо, �̂�𝑠 =
(︁

(�̂�𝑠){l1}

)︁{l1}
=
(︁

(�̂�𝑥){l1}

)︁{l1}
= �̂�𝑥.

(б) Аналогiчно доводиться, що ланцюговий шлях A може мати не бiльш, нiж

один кiнцевий елемент.
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Позначення 3.79. Початковий елемент ланцюгового шляху A чв-об’єкта 𝒵 (якщо

вiн iснує) будемо позначати через po (A,𝒵), або через po (A). Кiнцевий елемент лан-

цюгового шляху A будемо позначати через ki (A,𝒵), або через ki (A). При цьому

позначення po (A) i ki (A) використовуються у випадках, коли це не викликає непо-

розумiнь. Таким чином, для довiльного замкнутого ланцюгового шляху A завжди

iснує po (A) i ki (A).

Означення 3.80. Замкнутий ланцюговий шлях A чiтко видимої кiнематичної мно-

жини або унiверсальної кiнематики C будемо називати геометрично-циклiчним

вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C), якщо bs
(︁
Q⟨l⟩

(︁
po (A){l}

)︁)︁
= bs

(︁
Q⟨l⟩

(︁
ki (A){l}

)︁)︁
.

Зауваження 3.81. Нехай, C — кiнематична множина або унiверсальна кiнематика.

За означенням координат Мiнковського (див. формулу 2.4), для довiльної системи

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) i довiльного елементарно-часового стану 𝜔 ∈ Bs(l) мають мiсце

такi рiвностi:

tm
(︀
Q⟨l⟩(𝜔)

)︀
= tm (𝜔) ; bs

(︀
Q⟨l⟩(𝜔)

)︀
= ql (bs (𝜔)) . (3.121)

Звiдси випливає, що замкнутий ланцюговий шлях A чiтко видимої кiнематичної мно-

жини або унiверсальної кiнематики C є геометрично-циклiчним вiдносно системи

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) тодi i тiльки тодi, коли:

ql

(︁
bs
(︁
po (A){l}

)︁)︁
= ql

(︁
bs
(︁
ki (A){l}

)︁)︁
.

Означення 3.82. Унiверсальну кiнематику ℱ будемо називати часонезворотною,

якщо для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i для довiльного геометрично-

циклiчного вiдносно l кусково геометрично-стацiонарного в ℱ ланцюгового шляху

A справедлива нерiвнiсть, tm
(︁
po (A){l}

)︁
≤l tm

(︁
ki (A){l}

)︁
.

Унiверсальну кiнематику ℱ будемо називати часозворотною, якщо вона не є

часонезворотною.

Фiзичний змiст поняття часонезворотної кiнематики полягає в тому, що в таких

кiнематиках реально вiдсутнi “часозворотнi” об’єкти або процеси, що потрапляють

у власне минуле, “мандруючи” мiж системами вiдлiку. Навпаки, в часозворотних

кiнематиках “часозворотнi” об’єкти або процеси iснують.

3.9.4. Про напрямок часу мiж системами вiдлiку унiверсальних

кiнематик.

Означення 3.83. Нехай, ℱ — унiверсальна кiнематика.

1. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часоневiд’ємною в ℱ
вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (позначення m ⇑ℱ l), якщо для довiльних

w1,w2 ∈M𝑘 (l) з умов bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) ≤l tm (w2) випливає нерiвнiсть:

tm ([m← l] w1) ≤m tm ([m← l] w2).
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2. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часододатною в ℱ вiд-

носно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (позначення m ⇑+ℱ l), якщо для довiльних

w1,w2 ∈M𝑘 (l) з умов bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) <l tm (w2) випливає нерiвнiсть,

tm ([m← l] w1) <m tm ([m← l] w2).

3. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часонедодатною в ℱ вiд-

носно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (позначення m ⇓ℱ l), якщо для довiльних

w1,w2 ∈M𝑘 (l) з умов bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) ≤l tm (w2) випливає нерiвнiсть:

tm ([m← l] w1) ≥m tm ([m← l] w2).

4. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часовiд’ємною в ℱ вiд-

носно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (позначення m ⇓−ℱ l), якщо для довiльних

w1,w2 ∈M𝑘 (l) з умов bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) <l tm (w2) випливає нерiвнiсть,

tm ([m← l] w1) >m tm ([m← l] w2).

Твердження 3.84. Нехай, ℱ — унiверсальна кiнематика.

1) Якщо l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i m ⇑+ℱ l, то m ⇑ℱ l.

2) Якщо l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i m ⇓−ℱ l, то m ⇓ℱ l.

(Iншими словами, з часододатностi випливає часоневiд’ємнiсть, а з часо-

вiд’ємностi — часонедодатнiсть.)

Доведення. 1) Справдi, нехай l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i m ⇑+ℱ l. Тодi, для довiльних w1,w2 ∈
M𝑘 (l) таких, що bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) ≤l tm (w2), маємо:

(а) У випадку tm (w1) <l tm (w2), за означенням 3.83, пункт 2, tm ([m← l] w1) <m

tm ([m← l] w2). (б) У випадку tm (w1) = tm (w2), з умови bs (w1) = bs (w2) маємо

w1 = w2, а отже tm ([m← l] w1) = tm ([m← l] w2).

2) Другий пункт твердження доводиться аналогiчно.

Нехай (H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — дiйсний гiльбертовий простiр, S ⊆ Pk (H), а ℬ — довiльна

базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H = Zk
(︁̂︀H)︁ i Tm(ℬ) = (R,≤), де ≤ —

стандартний порядок на полi дiйсних чисел R, а координатний простiр ̂︀H визначає-

ться за формулою (3.36). Розглянемо унiверсальну кiнематику:

ℱ := Ku (S,ℬ; H) .

Згiдно з формулами (3.37), (3.30), (3.27), маємо:

ℱ = Ku
(︁
S,ℬ, ̂︀H)︁ = Ku

[︁̂︀SUK,C
(ℬ,̂︀H)]︁ , де (3.122)

̂︀SUK =
(︁(︁

Tm(ℬ),Zk
(︁̂︀H)︁ ,U, ̂︀H,U)︁ |U ∈ S

)︁
=

=
(︁(︁

(R,≤) , H,U, ̂︀H,U)︁ |U ∈ S
)︁
,

C(ℬ,̂︀H) =
(︁
ℬ,
(︁̂︀H, IBs(ℬ)

)︁)︁
.



221

Отже, беручи до уваги властивостi 3.7, отримуємо наступнi властивостi унiверсаль-

них кiнематик типу Ku (S,ℬ; H):

Властивостi 3.85. Нехай, ℱ = Ku (S,ℬ; H). Тодi:

1. ℒ𝑘 (ℱ) = {(𝑈 ,𝑈 [ℬ,Tm(ℬ)]) |𝑈 ∈ S} = {(𝑈 ,𝑈 [ℬ]) |𝑈 ∈ S}.

2. ℐ𝑛𝑑 (ℱ) = S.

3. Для довiльної системи вiдлiку l = (𝑈 ,𝑈 [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ) справедливi рiвностi:

Bs(l) = 𝑈 (Bs(ℬ)) = {𝑈(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ;

Bs(l) = {bs (𝑈(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs(ℬ)} ;

Tm(l) = Tm(ℬ) = (R,≤) ; Tm(l) = Tm(ℬ) = R.

4. Для довiльної системи вiдлiку l = (𝑈 ,𝑈 [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ) справедливi рiвностi:

Zk(l;ℱ) = H; (3.123)

M𝑘(l;ℱ) = Tm(ℬ)× H = R× H =ℳ (H) ; (3.124)

Q⟨l⟩(𝜔;ℱ) = 𝑈
(︀
IBs(ℬ)

(︀
𝑈−1(𝜔)

)︀)︀
= 𝜔 (𝜔 ∈ Bs(l)) , (3.125)

де IBs(ℬ) — тотожне вiдображення на Bs(ℬ). 3.9

5. Нехай, l = (𝑈 ,𝑈 [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ), де 𝑈 ∈ S. Якщо ̃︀𝜔1, ̃︀𝜔2 ∈ Bs(l) i tm (̃︀𝜔1) ̸=
tm (̃︀𝜔2), то ̃︀𝜔1 i ̃︀𝜔2 є об’єднанi долею в l тодi i тiльки тодi, коли iснують

об’єднанi долею в ℬ елементарно-часовi стани 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs(ℬ) такi, що ̃︀𝜔1 =

𝑈 (𝜔1), ̃︀𝜔2 = 𝑈 (𝜔2).

6. Для довiльних систем вiдлiку l = (𝑈 ,𝑈 [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ), m = (𝑉 ,𝑉 [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ)

(𝑈 ,𝑉 ∈ S) справедлива рiвнiсть:

⟨! m← l, ℱ⟩𝜔 = 𝑉
(︀
𝑈−1(𝜔)

)︀
(𝜔 ∈ Bs(l) = 𝑈 (Bs(ℬ))) .

7. Для довiльних систем вiдлiку l = (𝑈 ,𝑈 [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ), m = (𝑉 ,𝑉 [ℬ]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ)

(𝑈 ,𝑉 ∈ S) справедлива рiвнiсть:

[m← l, ℱ ] w = 𝑉
(︀
𝑈−1(w)

)︀
(w ∈M𝑘(l;ℱ) =ℳ (H)) .

Нехай ℱ = Ku (S,ℬ; H), де (H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — дiйсний гiльбертовий простiр, S ⊆
Pk (H), а ℬ — довiльна базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H i Tm(ℬ) =

(R,≤). Для систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) покладемо:

t
(0)
[m,l] := tm ([m← l]0) = 𝒯 ([m← l]0)

Sm,lw := [m← l] w − [m← l]0 (∀w ∈M𝑘 (l) =ℳ (H)) , (3.126)

3.9Для отримання формули (3.125) крiм властивостей 3.7 (формула (3.25)) слiд, також, скориста-
тися формулою (3.29).
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де (нагадуємо) 0 = 0ℳ(H) — це нульовий вектор просторуℳ (H). Тодi для довiльних

систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i довiльного вектора w ∈ℳ (H) = M𝑘 (l) отримаємо:

w = 𝒯 (w)e0 + Xw = tm (w) e0 + bs (w) ;

tm ([m← l] w) = 𝒯 ([m← l] w) = 𝒯 (Sm,lw + [m← l]0) =

= 𝒯 (Sm,lw) + 𝒯 ([m← l]0) = 𝒯 (Sm,lw) + t
(0)
[m,l] =

= 𝒯 (Sm,l (tm (w) e0 + bs (w))) + t
(0)
[m,l] =

= 𝒯 (Sm,l (tm (w) e0)) + 𝒯 (Sm,lbs (w)) + t
(0)
[m,l] =

= tm (w) 𝒯 (Sm,le0) + 𝒯 (Sm,lbs (w)) + t
(0)
[m,l]. (3.127)

Твердження 3.86. Нехай ℱ — унiверсальна кiнематика виду ℱ = Ku (S,ℬ; H).

Покладемо:

t[m,l] := tm ([m← l] e0 − [m← l]0) (∀l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ)) . (3.128)

Тодi для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) маємо:

1. m ⇑ℱ l тодi i тiльки тодi, коли t[m,l] ≥ 0;

2. m ⇓ℱ l тодi i тiльки тодi, коли t[m,l] ≤ 0;

3. m ⇑+ℱ l тодi i тiльки тодi, коли t[m,l] > 0;

4. m ⇓−ℱ l тодi i тiльки тодi, коли t[m,l] < 0.

Доведення. Нехай, ℱ = Ku (S,ℬ; H) i l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ). З урахуванням формул (3.128)

та (3.126) маємо:

t[m,l] = 𝒯 ([m← l] e0 − [m← l]0) = 𝒯 (Sm,le0) . (3.129)

Тому формулу (3.127) можна переписати у виглядi:

tm ([m← l] w) = tm (w) t[m,l] + 𝒯 (Sm,l bs (w)) + t
(0)
[m,l] (∀w ∈ℳ (H)) . (3.130)

Припустимо, що m ⇑ℱ l. Для векторiв w
(0)
1 = 0 i w

(0)
2 = e0 маємо:

bs
(︁

w
(0)
1

)︁
= bs

(︁
w

(0)
1

)︁
= 0H; (3.131)

tm
(︁

w
(0)
1

)︁
= 0 ≤ 1 = tm

(︁
w

(0)
2

)︁
,

причому, згiдно з властивiстю 3.85(3), вiдношення ≤l,≤m часового поряд-

ку в системах вiдлiку l та m збiгаються з вiдношенням ≤ порядку в по-

лi дiйсних чисел. Тому, за означенням 3.83 (пункт 1), отримаємо нерiвнiсть,
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tm
(︁

[m← l] w
(0)
1

)︁
≤ tm

(︁
[m← l] w

(0)
2

)︁
. З останньої нерiвностi, враховуючи рiвнiсть

(3.130), маємо:

tm
(︁

w
(0)
1

)︁
t[m,l] + 𝒯

(︁
Sm,lbs

(︁
w

(0)
1

)︁)︁
+ t

(0)
[m,l] ≤

≤ tm
(︁

w
(0)
2

)︁
t[m,l] + 𝒯

(︁
Sm,lbs

(︁
w

(0)
2

)︁)︁
+ t

(0)
[m,l].

Звiдси, враховуючи рiвнiсть (3.131), одержуємо нерiвнiсть,(︁
tm
(︁

w
(0)
2

)︁
− tm

(︁
w

(0)
1

)︁)︁
t[m,l] ≥ 0, з якої, враховуючи, що tm

(︁
w

(0)
1

)︁
= tm (0) = 0,

tm
(︁

w
(0)
2

)︁
= tm (e0) = 1, випливає нерiвнiсть, t[m,l] ≥ 0. Отже, якщо m ⇑ℱ l, то

t[m,l] ≥ 0.

Навпаки, припустимо, що t[m,l] ≥ 0. Розглянемо довiльнi вектори w1,w2 ∈
ℳ (H) = M𝑘(l) такi, що bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) ≤ tm (w2). Використовуючи рiв-

нiсть (3.130), отримуємо:

tm ([m← l] w1) = tm (w1) t[m,l] + 𝒯 (Sm,l bs (w1)) + t
(0)
[m,l] ≤

≤ tm (w2) t[m,l] + 𝒯 (Sm,l bs (w1)) + t
(0)
[m,l] =

= tm (w2) t[m,l] + 𝒯 (Sm,l bs (w2)) + t
(0)
[m,l] = tm ([m← l] w2) .

З останньої нерiвностi, враховуючи довiльнiсть вибору векторiв w1,w2 ∈ ℳ (H) =

M𝑘(l) таких, що bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) ≤ tm (w2), за означенням 3.83 (пункт 1),

отримуємо спiввiдношення m ⇑ℱ l. Отже, отримуємо зворотню iмплiкацiю: якщо

t[m,l] ≥ 0, то m ⇑ℱ l.

Перший пункт твердження повнiстю доведено.

Всi iншi пункти твердження доводяться аналогiчно.

Нехай ℱ = Ku (S,ℬ; H) i l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — системи вiдлiку такi, що унiверсальне

перетворення координат [m← l] ∈ Pk (H) має вигляд:

[m← l] = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ,

де 𝑐 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) i a ∈ℳ (H) { 3.10 }.

Тодi, застосовуючи (3.126), та (2.17) отримуємо:

Sm,lw = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w −W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a]0 = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] w.

Використовуючи останню рiвнiсть, а також формули (3.126) та (А.155), отримуємо:

t[m,l] : = tm ([m← l] e0 − [m← l]0) = tm (Sm,le0) = tm (W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] e0) =

3.10 Такi системи вiдлiку iснують якщо виконується умова, {[p← k] | k, p ∈ ℒ𝑘 (ℱ)} ∩PT (H, 𝑐) ̸= ∅.



224

= tm

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑠√︂⃒⃒⃒
1−𝜆2

𝑐2

⃒⃒⃒e0 + 𝜆√︂⃒⃒⃒
1−𝜆2

𝑐2

⃒⃒⃒𝐽n, 𝜆 <∞, 𝑐 <∞;

𝑐𝐽n, 𝜆 =∞, 𝑐 <∞;

𝑠e0 + 𝜆𝐽n, 𝜆 <∞, 𝑐 =∞

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑠√︂⃒⃒⃒

1−𝜆2
𝑐2

⃒⃒⃒ , 𝜆 <∞, 𝑐 <∞;

0, 𝜆 =∞, 𝑐 <∞;

𝑠, 𝜆 <∞, 𝑐 =∞.

(3.132)

Враховуючи формулу (3.132) отримуємо такий наслiдок з твердження 3.86.

Наслiдок 3.87. Нехай ℱ — унiверсальна кiнематика виду ℱ = Ku (S,ℬ; H) i l,m ∈
ℒ𝑘 (ℱ) — системи вiдлiку такi, що [m← l] = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a], де 𝑐 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞]∖
{𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) i a ∈ℳ (H). Тодi:

1. m ⇑ℱ l тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 = 1 або 𝜆 =∞;

2. m ⇓ℱ l тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 = −1 або 𝜆 =∞;

3. m ⇑+ℱ l тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 = 1 i 𝜆 <∞;

4. m ⇓−ℱ l тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 = −1 i 𝜆 <∞;.

Аналогiчно доводиться наступний наслiдок (для узагальнених перетворень

Лоренца iз скiнченною швидкiстю свiтла, записаних у формi (А.74)).

Наслiдок 3.88. Нехай ℱ — унiверсальна кiнематика виду ℱ = Ku (S,ℬ; H) i l,m ∈
ℒ𝑘 (ℱ) — системи вiдлiку такi, що [m← l] = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a], де 𝑐 ∈ (0,∞), 𝜃 ∈ [−1, 1]∖
{0}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1), a ∈ℳ (H) i

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] w := U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] (w + a) (w ∈ℳ (H)) .

Тодi:

1. m ⇑ℱ l тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 = 1 або 𝜃 = −1;

2. m ⇓ℱ l тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 = −1 або 𝜃 = −1;

3. m ⇑+ℱ l тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 = 1 i 𝜃 ̸= −1;

4. m ⇓−ℱ l тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 = −1 i 𝜃 ̸= −1;.

Зауваження 3.89. Пiдкреслимо, що, в силу формули (А.76), наслiдок 3.88 перестає

бути iстинним, якщо в ньому умову 𝜃 ∈ [−1, 1] ∖ {0} замiнити на умову 𝜃 ∈ R ∖ {0}.

Зауваження 3.90. Нехай, ℱ унiверсальна кiнематика i l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — довiльна си-

стема вiдлiку ℱ . Тодi з означення 3.83 (пункт 2) випливає, що l ⇑+ℱ l. Отже:
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� Бiнарне вiдношення ⇑+ℱ є рефлексивним на множинi ℒ𝑘 (ℱ) систем вiдлiку до-

вiльної унiверсальної кiнематики ℱ .

Проте виявляється, що:

� В загальному випадку це вiдношення не є нi симетричним нi транзитивним.

Обґрунтуванням останнього висновку може служити наступний приклад.

Приклад 3.91. Нехай (H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — дiйсний гiльбертовий простiр, а ℬ — довiльна

базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H i Tm(ℬ) = (R,≤). Розглянемо унiвер-

сальну кiнематику:

ℱ := Ku (Pk (H) ,ℬ; H) .

Нехай, l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — довiльна система вiдлiку кiнематики ℱ . Тодi, згiдно з власти-
вiстю 3.85(1), iснує оператор U ∈ Pk (H) такий, що l = (U,U[ℬ]). Нехай, UP(l) —

множина унiверсальних перетворень координат, якi забезпечують перехiд вiд систе-

ми вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) до всiх iнших систем вiдлiку, що задається формулою (3.39).

Легко бачити, що клас операторiв Pk (H) утворює групу операторiв над простором

ℳ (H). Тому, використовуючи властивiсть 3.85(7), отримуємо:

UP(l) = {[m← l] |m ∈ ℒ𝑘 (ℱ)} =
{︀
VU−1 |V ∈ Pk (H)

}︀
= Pk (H) , (3.133)

причому рiвнiсть (3.133), справедлива для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ).

1. Зафiксуємо довiльну систему вiдлiку l0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ), а також зафiксуємо довiльнi

значення 𝑐 ∈ (0,∞), 𝜃 ∈ (−1, 0), 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1). Згiдно з формулою (3.133),

iснує система вiдлiку m0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) така, що:

[m0← l0] = U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] = U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ; 0] .

Згiдно з наслiдком 3.88 маємо m0 ⇑+ℱ l0. З формул (3.3) та (3.4) випливає, що

[l0←m0] = U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ]−1. Тому, враховуючи, що 𝜃 ∈ (−1, 0) (sign 𝜃 = −1) i вико-

ристовуючи формулу (А.133), отримуємо:

[l0←m0] = U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ]−1 = U𝜃,𝑐 [−1,−𝐽n, 𝐽−1] .
Отже, згiдно з наслiдком 3.88, l0 ⇓−ℱ m0. Таким чином, маємо m0 ⇑+ℱ l0 i l0 ⇓−ℱ m0.

Зрозумiло, що спiввiдношення l0 ⇓−ℱ m0 i l0 ⇑+ℱ m0 одночасно виконуватись не можуть.

Тому бiнарне вiдношення ⇑+ℱ не є симетричним на множинi ℒ𝑘 (ℱ).

2. Зафiксуємо довiльну систему вiдлiку l1 ∈ ℒ𝑘 (ℱ), а також зафiксуємо до-

вiльнi значення 𝑐 ∈ (0,∞), n ∈ B1 (H1), 𝜃, 𝜃1 ∈ (−1, 0) такi, що 𝜃1 ≤ 𝜃.

Згiдно з формулою (3.133), iснують системи вiдлiку m1, p1 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) такi, що

[m1← l1] = E𝜃1,𝑐 [1,n] i [p1←m1] = E𝜃,𝑐 [1,n], де E𝜃,𝑐 [1,n], E𝜃1,𝑐 [1,n] — елемен-

тарнi узагальненi перетворення Лоренца, що задаються формулою (А.110), тоб-

то E𝜃,𝑐 [1,n] = U𝜃,𝑐 [1,n, IH1 ] = U𝜃,𝑐 [1,n, IH1 ;0], E𝜃1,𝑐 [1,n] = U𝜃1,𝑐 [1,n, IH1 ;0]. Тому,
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згiдно з наслiдком 3.88, отримуємо спiввiдношення:

p1 ⇑+ℱ m1, m1 ⇑+ℱ l1. (3.134)

З iншої сторони, використовуючи формулу (3.4) та лему А.36, отримуємо:

[p1← l1] = [p1←m1] [m1← l1] = E𝜃,𝑐 [1,n]E𝜃1,𝑐 [1,n] = U𝜃𝜃−1
1 , 𝑐 [−1,n, I−1,1 [n]] ,

де, згiдно з формулою (А.120), I−1,1 [n] ∈ U (H1), а з нерiвностей 𝜃, 𝜃1 ∈ (−1, 0) i

𝜃1 ≤ 𝜃 випливає, що 𝜃𝜃−11 ∈ (0, 1). Отже, згiдно з наслiдком 3.88, маємо p1 ⇓−ℱ l1.

Таким чином, для систем вiдлiку l1,m1, p1 виконуються спiввiдношення (3.134), проте

не виконується спiввiдношення p1 ⇑+ℱ l1. Таким чином, бiнарне вiдношення ⇑+ℱ не є

транзитивним на множинi ℒ𝑘 (ℱ).

3.9.5. Теорема про неповернення.

Означення 3.92. Унiверсальну кiнематику ℱ будемо називати слабко часопози-

тивною, якщо iснує хоч одна система вiдлiку l0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) така, що для довiльної

системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) має мiсце спiввiдношення, l0 ⇑+ℱ l.

Зауваження 3.93. Крiм слабкої часопозитивностi можна ввести також iншу (силь-

нiшу) форму часопозитивностi. Унiверсальну кiнематику ℱ будемо називати часо-

позитивною, якщо для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) має мiсце спiввiдно-

шення l ⇑+ℱ m.

Розглянемо довiльну кiнематику виду, ℱ = UP (H,ℬ, 𝑐) = Ku (P+ (H, 𝑐) ,ℬ; H)

(нагадаємо, що кiнематики виду UP (H,ℬ, 𝑐) були веденi в роздiлi 3.4 (див. формулу
(3.38)), i пов’язанi iз (класичною) спецiальною теорiєю вiдносностi. Оскiльки, згiдно

з наслiдком 2.19, клас операторiв P+ (H, 𝑐) утворює групу операторiв над просто-

ром ℳ (H), то аналогiчно до формули (3.133) довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ)

отримуємо рiвнiсть:

UP(l) = {[m← l] |m ∈ ℒ𝑘 (ℱ)} =
{︀
VU−1 |V ∈ P+ (H, 𝑐)

}︀
= P+ (H, 𝑐) . (3.135)

Використовуючи формулу (3.135) та наслiдок 3.87, отримуємо такий наслiдок:

Наслiдок 3.94. Нехай, ℬ — довiльна базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H

i Tm(ℬ) = (R,≤). Тодi унiверсальна кiнематика UP (H,ℬ, 𝑐) є часопозитивною (а

отже i слабко часопозитивною).

Наступна теорема встановлює достатню ознаку часонезворотностi для унiвер-

сальних кiнематик.

Теорема 3.95 (про неповернення). Будь-яка слабко часопозитивна унiверсальна кi-

нематика ℱ є часонезворотною.
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Для доведення теореми нам знадобляться деякi допомiжнi твердження.

Твердження 3.96. Нехай ̂︀A ⊆ Bs(ℱ) — мiнлива система унiверсальної кiнема-

тики ℱ , причому ̂︀A{l0} ∈ L𝑔 (l0) для деякої системи вiдлiку l0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ). I нехай

l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) часоневiд’ємна система вiдлiку вiдносно l0 (тобто l ⇑ℱ l0).

Тодi для довiльних �̂�1, �̂�2 ∈ ̂︀A з нерiвностi tm
(︁

(�̂�1){l0}

)︁
≤l0 tm

(︁
(�̂�2){l0}

)︁
випли-

ває нерiвнiсть tm
(︁

(�̂�1){l}

)︁
≤l tm

(︁
(�̂�2){l}

)︁
.

Доведення. Нехай, при умовах твердження, �̂�1, �̂�2 ∈ ̂︀A i tm
(︁

(�̂�1){l0}

)︁
≤l0

tm
(︁

(�̂�2){l0}

)︁
. Тодi, за означенням координат Мiнковського (див. формулу 2.4), маємо

tm (𝜔) = tm
(︀
Q⟨l0⟩(𝜔)

)︀
(∀𝜔 ∈ Bs (l0)). Тому:

tm
(︁
Q⟨l0⟩

(︁
(�̂�1){l0}

)︁)︁
≤l0 tm

(︁
Q⟨l0⟩

(︁
(�̂�2){l0}

)︁)︁
. (3.136)

Оскiльки (�̂�1){l0} , (�̂�2){l0} ∈ ̂︀A{l0} (де ̂︀A{l0} ∈ L𝑔 (l0)) то, за означенням 3.76 (пун-

кти (а),(б)), маємо:

bs
(︁
Q⟨l0⟩

(︁
(�̂�1){l0}

)︁)︁
= bs

(︁
Q⟨l0⟩

(︁
(�̂�2){l0}

)︁)︁
. (3.137)

Оскiльки l ⇑ℱ l0 то, за означенням 3.83 (пункт 1) з нерiвностей (3.136), (3.137),

випливає нерiвнiсть, tm
(︁

[l← l0]Q
⟨l0⟩
(︁

(�̂�1){l0}

)︁)︁
≤l tm

(︁
[l← l0]Q

⟨l0⟩
(︁

(�̂�2){l0}

)︁)︁
. Звiд-

си, використовуючи формулу (3.2), отримуємо, tm
(︁
Q⟨l⟩

(︁
⟨! l← l0⟩ (�̂�1){l0}

)︁)︁
≤l

tm
(︁
Q⟨l⟩

(︁
⟨! l← l0⟩ (�̂�2){l0}

)︁)︁
. З останньої нерiвностi, використовуючи тверджен-

ня 3.71, отримаємо нерiвнiсть:

tm
(︁
Q⟨l⟩

(︁
(�̂�1){l}

)︁)︁
≤l tm

(︁
Q⟨l⟩

(︁
(�̂�2){l}

)︁)︁
. (3.138)

За означенням координат Мiнковського (див. формулу 2.4), для довiльного 𝜔 ∈ Bs(l)
маємо рiвнiсть tm

(︀
Q⟨l⟩(𝜔)

)︀
= tm (𝜔). Тому, з нерiвностi (3.138) випливає бажана

нерiвнiсть tm
(︁

(�̂�1){l}

)︁
≤l tm

(︁
(�̂�2){l}

)︁
.

Твердження 3.97. Нехай, A =
(︁̂︀A, (︁̂︀A1, l1

)︁
, · · · ,

(︁̂︀A𝑛, l𝑛

)︁)︁
(𝑛 ∈ N) — замкнутий

кусково геометрично-стацiонарний ланцюговий шлях унiверсальної кiнематики ℱ
i l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — система вiдлiку така, що l ⇑ℱ l 𝑖 для кожного 𝑖 ∈ 1, 𝑛. Тодi для

довiльного �̂� ∈ ̂︀A справедлива нерiвнiсть:

tm
(︁
po (A){l}

)︁
≤l tm

(︀
�̂�{l}
)︀
≤l tm

(︁
ki (A){l}

)︁
. (3.139)

Доведення. Нехай, ℱ — унiверсальна кiнематика i A =
(︁̂︀A, (︁̂︀A1, l1

)︁
, · · · ,

(︁̂︀A𝑛, l𝑛

)︁)︁
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(𝑛 ∈ N) — замкнутий кусково геометрично-стацiонарний ланцюговий шлях ℱ . Нехай,
l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — система вiдлiку така, що l ⇑ℱ l 𝑖 (∀ 𝑖 ∈ 1, 𝑛).

1) Спочатку доведемо, що для довiльного �̂� ∈ ̂︀A справедлива нерiвнiсть:

tm
(︁
po (A){l}

)︁
≤l tm

(︀
�̂�{l}
)︀
. (3.140)

За означенням 3.74 (пункт (б)), ̂︀A =
⋃︀𝑛
𝑘=1

̂︀A𝑘. Отже, нерiвнiсть (3.140) досить довести

для �̂� ∈ ̂︀A𝑘 (𝑘 ∈ 1, 𝑛).

1.а) Спочатку доведемо нерiвнiсть (3.140) для �̂� ∈ ̂︀A1. За означенням 3.77

(пункт 1), отримуємо, що po (A) ∈ ̂︀A1 i для довiльного �̂� ∈ ̂︀A1 маємо:

tm
(︁
po (A){l1}

)︁
≤l1 tm

(︀
�̂�{l1}

)︀
. (3.141)

Як було зазначено вище, �̂� ∈ ̂︀A1 i po (A) ∈ ̂︀A1, де, за означенням 3.76

(пункт (в)),
(︁̂︀A1

)︁
{l1}

∈ L𝑔 (l1). Крiм того, за умовою твердження, l ⇑ℱ l1.

Отже, на основi твердження 3.96, iз спiввiдношення (3.141) випливає нерiвнiсть

tm
(︁
po (A){l}

)︁
≤l tm

(︀
�̂�{l}
)︀
. Отже, у випадку �̂� ∈ ̂︀A1 нерiвнiсть (3.140) доведена.

Крiм того ця нерiвнiсть доведена для всiх �̂� ∈ ̂︀A у випадку 𝑛 = 1. Тому, надалi

будемо вважати, що 𝑛 > 1.

1.б) Припустимо, що нерiвнiсть (3.140) справедлива для всiх �̂� ∈ ̂︀A𝑘−1, де 𝑘 ∈
2, 𝑛. Доведемо, що тодi ця нерiвнiсть справедлива i для �̂� ∈ ̂︀A𝑘.

У випадку �̂� ∈ ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘−1 маємо (3.140) за iндуктивним припущенням. Отже,

залишилось довести цю нерiвнiсть для �̂� ∈ ̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘−1. Згiдно з пунктом (в) означен-

ня 3.74, маємо, ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘−1 ̸= ∅. Отже, iснує елемент 𝜂 ∈ ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘−1. З умов,

𝜂 ∈ ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘−1 i �̂� ∈ ̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘−1, (3.142)

випливає, що 𝜂{l𝑘} ∈
(︁̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘−1

)︁
{l𝑘}

, �̂�{l𝑘} ∈
(︁̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘−1

)︁
{l𝑘}

. Отже, згiдно з пун-

ктом (д) означення 3.74, отримуємо:

tm
(︀
𝜂{l𝑘}

)︀
≤l𝑘 tm

(︀
�̂�{l𝑘}

)︀
. (3.143)

Згiдно з (3.142), маємо, 𝜂, �̂� ∈ ̂︀A𝑘, де, згiдно з пунктом (в) означення 3.76,
(︁̂︀A𝑘

)︁
{l𝑘}
∈

L𝑔 (l𝑘). Оскiльки l ⇑ℱ l𝑘, то, згiдно з твердженням 3.96 на основi нерiвностi (3.143)

отримуємо нерiвнiсть:

tm
(︀
𝜂{l}
)︀
≤l tm

(︀
�̂�{l}
)︀
. (3.144)
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Згiдно з (3.142), маємо, 𝜂 ∈ ̂︀A𝑘−1. Отже, за iндуктивною гiпотезою, одержуємо:

tm
(︁
po (A){l}

)︁
≤l tm

(︀
𝜂{l}
)︀
. (3.145)

З нерiвностей (3.144) i (3.145) випливає нерiвнiсть (3.140).

Таким чином, за принципом математичної iндукцiї, нерiвнiсть (3.140) справедли-

ва для довiльного �̂� ∈
⋃︀𝑛
𝑘=1

̂︀A𝑘 = ̂︀A.
2) Доведемо, що для довiльного �̂� ∈ ̂︀A справедлива нерiвнiсть:

tm
(︀
�̂�{l}
)︀
≤l tm

(︁
ki (A){l}

)︁
. (3.146)

2.а) Спочатку доведемо нерiвнiсть (3.146) для 𝜔 ∈ ̂︀A𝑛. За означенням 3.77

(пункт 2), отримуємо, що ki (A) ∈ ̂︀A𝑛, i для �̂� ∈ ̂︀A𝑛 справедлива нерiвнiсть:

tm
(︀
�̂�{l𝑛}

)︀
≤l𝑛 tm

(︁
ki (A){l𝑛}

)︁
. (3.147)

Як було зазначено вище, �̂� ∈ ̂︀A𝑛 i ki (A) ∈ ̂︀A𝑛, де, за означенням 3.76 (пункт (в)),(︁̂︀A𝑛

)︁
{l𝑛}
∈ L𝑔 (l𝑛). Крiм того, за умовою твердження, l ⇑ℱ l𝑛. Отже, на основi твер-

дження 3.96, iз спiввiдношення (3.147) випливає нерiвнiсть (3.146). Отже, у випадку

�̂� ∈ ̂︀A𝑛 нерiвнiсть (3.146) доведена. Крiм того ця нерiвнiсть доведена для всiх �̂� ∈ ̂︀A
у випадку 𝑛 = 1. Тому, надалi будемо вважати, що 𝑛 > 1.

2.б) Припустимо, що нерiвнiсть (3.146) справедлива для �̂� ∈ ̂︀A𝑘+1, де 𝑘 ∈ 1, 𝑛− 1.

Доведемо, що тодi ця нерiвнiсть справедлива i для �̂� ∈ ̂︀A𝑘.

У випадку 𝜔 ∈ ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘+1 нерiвнiсть (3.146) справедлива за iндуктивним припу-

щенням. Отже, залишилось довести цю нерiвнiсть для всiх �̂� ∈ ̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘+1. Згiдно з

пунктом (в) означення 3.74, маємо ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘+1 ̸= ∅. Отже, iснує хоча б один елемент

𝜂 такий, що 𝜂 ∈ ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘+1. Враховуючи, що

𝜂 ∈ ̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘+1 i �̂� ∈ ̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘+1, (3.148)

одержуємо спiввiдношення 𝜂{l𝑘} ∈
(︁̂︀A𝑘 ∩ ̂︀A𝑘+1

)︁
{l𝑘}

, �̂�{l𝑘} ∈
(︁̂︀A𝑘 ∖ ̂︀A𝑘+1

)︁
{l𝑘}

. Отже,

згiдно з пунктом (г) означення 3.74, отримуємо:

tm
(︀
�̂�{l𝑘}

)︀
≤l𝑘 tm

(︀
𝜂{l𝑘}

)︀
. (3.149)

Згiдно з (3.148), маємо 𝜂, �̂� ∈ ̂︀A𝑘, де, згiдно з пунктом (в) означення 3.76,
(︁̂︀A𝑘

)︁
{l𝑘}
∈

L𝑔 (l𝑘). Тому, оскiльки l ⇑ℱ l𝑘, то, згiдно з твердженням 3.96 на основi нерiвностi
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(3.149) отримуємо нерiвнiсть:

tm
(︀
�̂�{l}
)︀
≤l tm

(︀
𝜂{l}
)︀
. (3.150)

Згiдно з (3.148), маємо, 𝜂 ∈ ̂︀A𝑘+1. Отже, за iндуктивним припущенням, одержуємо:

tm
(︀
𝜂{l}
)︀
≤l tm

(︁
ki (A){l}

)︁
. (3.151)

З нерiвностей (3.150) i (3.151) випливає нерiвнiсть (3.146). Таким чином, за

принципом математичної iндукцiї, нерiвнiсть (3.146) справедлива для довiльного

�̂� ∈
⋃︀𝑛

𝑘=1
̂︀A𝑘 = ̂︀A.

Нерiвнiсть (3.139) випливає з (3.140) та (3.146).

Доведення теореми 3.95. Нехай, ℱ — слабко часопозитивна унiверсальна кiнемати-

ка. Тодi, за означенням 3.92, iснує система вiдлiку l0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) така, що:

∀m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) l0 ⇑+ℱ m . (3.152)

Нехай, A =
(︁̂︀A, (︁̂︀A1, l1

)︁
, · · · ,

(︁̂︀A𝑛, l𝑛

)︁)︁
(𝑛 ∈ N) — кусково геометрично-

стацiонарний ланцюговий шлях в кiнематицi ℱ , який є геометрично-циклiчним вiдно-

сно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ). Тодi, за означенням 3.80, A є замкнутим ланцюговим

шляхом. Згiдно з твердженням 3.84, iз спiввiдношення (3.152) випливає, що l0 ⇑ℱ l𝑘
(∀𝑘 ∈ 1, 𝑛). Отже, використовуючи твердження 3.97, маємо:

tm
(︁
po (A){l0}

)︁
≤l0 tm

(︁
ki (A){l0}

)︁
. (3.153)

Припустимо, що tm
(︁
ki (A){l}

)︁
<l tm

(︁
po (A){l}

)︁
. Тодi, за означенням координат Мiн-

ковського (див. формулу 2.4), отримуємо:

tm
(︁
Q⟨l⟩

(︁
ki (A){l}

)︁)︁
<l tm

(︁
Q⟨l⟩

(︁
po (A){l}

)︁)︁
. (3.154)

Оскiльки шлях A є геометрично-циклiчним вiдносно системи вiдлiку l, то, за озна-

ченням 3.80, маємо:

bs
(︁
Q⟨l⟩

(︁
po (A){l}

)︁)︁
= bs

(︁
Q⟨l⟩

(︁
ki (A){l}

)︁)︁
. (3.155)

Оскiльки (згiдно (3.152)) l0 ⇑+ℱ l, то iз спiввiдношень (3.154), (3.155), за означенням

3.83 (пункт 2), випливає нерiвнiсть:

tm
(︁

[l0← l]Q⟨l⟩
(︁
ki (A){l}

)︁)︁
<l0 tm

(︁
[l0← l]Q⟨l⟩

(︁
po (A){l}

)︁)︁
.

Звiдси, використовуючи формулу (3.2), отримуємо нерiвнiсть:
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tm
(︁
Q⟨l0⟩

(︁
⟨! l0← l⟩ ki (A){l}

)︁)︁
<l0 tm

(︁
Q⟨l0⟩

(︁
⟨! l0← l⟩ po (A){l}

)︁)︁
.

З урахуванням твердження 3.71, остання нерiвнiсть набуває вигляду,

tm
(︁
Q⟨l0⟩

(︁
ki (A){l0}

)︁)︁
<l0 tm

(︁
Q⟨l0⟩

(︁
po (A){l0}

)︁)︁
, i за означенням координат

Мiнковського (див. формулу 2.4), отримуємо, tm
(︁
ki (A){l0}

)︁
<l0 tm

(︁
po (A){l0}

)︁
. Але,

остання нерiвнiсть суперечить спiввiдношенню (3.153). Отже, припущення про те,

що tm
(︁
ki (A){l}

)︁
<l tm

(︁
po (A){l}

)︁
— помилкове. Тому:

tm
(︁
po (A){l}

)︁
≤l tm

(︁
ki (A){l}

)︁
. (3.156)

Таким чином, для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i для довiльного ку-

сково геометрично-стацiонарного в кiнематицi ℱ ланцюгового шляху A, який є

геометрично-циклiчним в системi вiдлiку l виконується нерiвнiсть (3.156). Тому, за

означенням 3.82, кiнематика ℱ є часонезворотною, що й треба було довести.

3.9.6. Безумовна часонезворотнiсть. Пiдсилений варiант теоре-

ми про неповернення. Нагадаємо, що в пiдроздiлi 3.5 (див. означення 3.12)

було введено поняття еквiвалентних вiдносно перетворень координат унiверсальних

кiнематик ℱ1 i ℱ2 (ℱ1 [≡]ℱ2).

Означення 3.98. Будемо говорити, що унiверсальна кiнематика ℱ є безумовно ча-

сонезворотною, якщо часонезворотною є довiльна кiнематика ℱ1 така, що ℱ [≡]ℱ1.

В протилежному випадку говоритимемо, що ℱ є умовно часозворотною.

Оскiльки, згiдно твердженням 3.13, ℱ [≡]ℱ (для довiльної унiверсальної кiнема-

тики ℱ), то отримуємо наступний наслiдок з означення 3.98:

Наслiдок 3.99. Будь-яка безумовно часонезворотна унiверсальна кiнематика ℱ є

часонезворотною.

Можна довести, що твердження, обернене до наслiдка 3.99 — хибне, тобто iснують

часонезворотнi унiверсальнi кiнематики, якi не є безумовно часонезворотними (тобто

є умовно часозворотними).

Фiзичний змiст поняття безумовно часонезворотної кiнематики полягає в тому,

що в таких кiнематиках, в принципi, неможливi “часовi парадокси”, що полягають в

iснуваннi потенцiйної можливостi вплинути на власне минуле. Навпаки, в умовно ча-

созворотних кiнематиках iснує потенцiйна можливiсть “прийти” на початок власного

шляху у минулому часi, а отже i змiнити власне минуле, хоча, в часонезворотних,

але умовно часозворотних, кiнематиках така можливiсть реально не реалiзована у

тому сценарiї еволюцiї, що дiє у вiдповiднiй кiнематицi.
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Твердження 3.100. Якщо унiверсальна кiнематика ℱ — слабко часопозитивна i

ℱ1 [≡]ℱ , то унiверсальна кiнематика ℱ1 також є слабко часопозитивною.

Доведення. Нехай ℱ — слабко часопозитивна унiверсальна кiнематика i ℱ1 [≡]ℱ .
Нагадаємо, що в пiдроздiлi 3.7 (див. формулу 3.64) для довiльної системи вiдлi-

ку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) було введено спорiднену з m систему вiдлiку у кiнематицi ℱ1:

m ⇂ℱ1= lkind(m) (ℱ1). Оскiльки кiнематика ℱ — слабко часопозитивна, то, за озна-

ченням 3.92, iснує система вiдлiку l0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) така, що для довiльної системи вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) має мiсце спiввiдношення: l0 ⇑+ℱ l. Покладемо: l
(1)
0 := l0 ⇂ℱ1 . Розглянемо

довiльну систему вiдлiку l(1) ∈ ℒ𝑘 (ℱ1). Покладемо: l := l(1) ⇂ℱ∈ ℒ𝑘 (ℱ). Тодi, згiдно

з властивiстю 3.44(2) i формулою (3.64), маємо, l(1) = l ⇂ℱ1= lkind(l) (ℱ1). Отже, вра-

ховуючи формулу (3.64), означення 3.12 (пункт 2), i властивiсть 3.44(1), отримуємо:

M𝑘
(︁
l
(1)
0 ;ℱ1

)︁
= M𝑘

(︀
lkind(l0) (ℱ1) ;ℱ1

)︀
= M𝑘

(︀
lkind(l0) (ℱ) ;ℱ

)︀
= M𝑘 (l0;ℱ) ;

M𝑘
(︀
l(1);ℱ1

)︀
= M𝑘 (l;ℱ) . (3.157)

Аналогiчно, з використанням означення 3.12 (пункт 2) доводяться рiвностi:

Tm
(︁
l
(1)
0

)︁
= Tm (l0) ; Tm

(︀
l(1)
)︀

= Tm (l) (3.158)

(де (за означенням) Tm(m) = (Tm (m) ,≤m) (∀m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) ∪ ℒ𝑘 (ℱ1))). Далi, засто-

совуючи властивiсть 3.44(1), та означення 3.12 (пункт 3) отримуємо:

[l0← l, ℱ ] =
[︀
lkind(l0) (ℱ)← lkind(l) (ℱ) , ℱ

]︀
=
[︀
lkind(l0) (ℱ1)← lkind(l) (ℱ1) , ℱ1

]︀
=

= [l0 ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1] =
[︁
l
(1)
0 ← l (1), ℱ1

]︁
. (3.159)

Беручи до уваги рiвнiсть (3.157), розглянемо довiльнi елементи w1,w2 ∈
M𝑘

(︀
l(1);ℱ1

)︀
= M𝑘 (l;ℱ) такi, що bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) <l(1) tm (w2). Тодi з

рiвностей (3.158), отримуємо нерiвнiсть tm (w1) <l tm (w2). Оскiльки, за умовою,

l0 ⇑+ℱ l, то для елементiв w1,w2 ∈M𝑘 (l;ℱ), за означенням 3.83 (пункт 2), маємо нерiв-

нiсть tm ([l0← l, ℱ ] w1) <l0 tm ([l0← l, ℱ ] w2). Звiдси, використовуючи рiвностi (3.159)

i (3.158), виводимо нерiвнiсть, tm
(︁[︁

l
(1)
0 ← l(1), ℱ1

]︁
w1

)︁
<

l
(1)
0

tm
(︁[︁

l
(1)
0 ← l(1), ℱ1

]︁
w2

)︁
.

Беручи до уваги довiльнiсть вибору елементiв w1,w2 ∈ M𝑘
(︀
l(1);ℱ1

)︀
таких, що

bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) <l(1) tm (w2), за означенням 3.83 (пункт 2), отримуємо

спiввiдношення l
(1)
0 ⇑+ℱ1

l(1) (для довiльної системи вiдлiку l(1) ∈ ℒ𝑘 (ℱ1). Тому, за

означенням 3.92, кiнематика ℱ1 є слабко часопозитивною.

Твердження 3.100 i теорема 3.95 дають можливiсть сформулювати наступний

(пiдсилений) варiант теореми про неповернення:
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Теорема 3.101. Будь-яка слабко часопозитивна унiверсальна кiнематика ℱ є без-

умовно часонезворотною.

З теореми 3.101 та наслiдку 3.94 отримуємо наступний наслiдок (з якого випливає

висновок про часонезворотнiсть (класичної) спецiальної теорiї вiдносностi):

Наслiдок 3.102. Нехай, ℬ — довiльна базова мiнлива множина така, що

Bs(ℬ) ⊆ H i Tm(ℬ) = (R,≤). Тодi унiверсальна кiнематика UP (H,ℬ, 𝑐) є безумовно
часонезворотною.

3.9.7. Про фiзичну iнтерпретацiю теореми про неповернення.

З фiзичної точки зору можна уявляти, що довiльна унiверсальна кiнематика ℱ являє

собою певний абстрактний “свiт”, який не обов’язково збiгається з нашим. В кожному

такому “свiтi” ℱ iснує фiксована для цього “свiту” множина систем вiдлiку ℒ𝑘 (ℱ).

Домовимось уявляти, що для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) стрiлки годин-

ника, нерухомого вiдносно системи вiдлiку l обертаються за годинниковою стрiлкою

в системi вiдлiку l. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часодода-

тною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (тобто, що m ⇑+ℱ l) тодi i тiльки тодi, коли

спостерiгач у системi вiдлiку m (нерухомий вiдносно m ) бачить, що стрiлки годин-

ника нерухомого вiдносно системи вiдлiку l обертаються за годинниковою стрiлкою

також i в системi вiдлiку m (див. означення 3.83, пункт 2). Тут ми абстрагуємо-

ся вiд чисто фiзичного питання, яким чином спостерiгач в системi вiдлiку m може

“бачити” годинник, що знаходиться в iншiй системi вiдлiку l. З математичної точки

зору можливiсть спостерiгати годинник, пов’язаний з iншою системою вiдлiку, гаран-

тується iснуванням унiверсального перетворення координат мiж будь-якими двома

системами вiдлiку унiверсальної кiнематики (“свiту”) ℱ (за означенням 3.1). Згiдно

iз зауваженням 3.90, бiнарне вiдношення ⇑+ℱ завжди є рефлексивним, проте, взагалi

кажучи, не є нi симетричним нi транзитивним на множинi ℒ𝑘 (ℱ) систем вiдлiку ℱ .
Також будемо припускати, що у розглядуваному “свiтi” (унiверсальнiй кiнемати-

цi) ℱ можуть iснувати мiжсистемнi мандрiвники. Такi мандрiвники можуть скiнчен-

ну кiлькiсть разiв перескакувати з однiєї системи вiдлiку в iншу, що проходить повз

них (подiбно до того, як ми можемо заскочити у трамвай, що проходить повз нас).

З фiзичної точки зору теорема 3.101 стверджує, що якщо у розглядуваному “свi-

тi” ℱ iснує хоча б одна система вiдлiку l0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ), яка є часододатною вiдносно

довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ), то в цьому “свiтi” часовi парадокси, пов’язанi

з можливiстю повернення до власного минулого, — неможливi. Це означає, що

довiльний мiжсистемний мандрiвник, що стартував в довiльнiй точцi x довiльної си-

стеми вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) не може закiнчити свiй шлях в тiй же самiй точцi x тiєї ж

самої системи вiдлiку l у минулому часi.



234

3.9.8. Достатня ознака умовної часозворотностi. Корисною для вста-

новлення умовної часозворотностi деяких тахiонових кiнематик є наступна теорема.

Теорема 3.103. Нехай, в унiверсальнiй кiнематицi ℱ iснують системи вiдлiку

l0, l1, l2 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i елементи w0 ∈M𝑘 (l0)∩M𝑘 (l1), w1 ∈M𝑘 (l1)∩M𝑘 (l2), w2 ∈M𝑘 (l2),

w′0 ∈M𝑘 (l0), що задовольняють такi умови:

1. l0 ⇓−ℱ l1 i l0 ⇓−ℱ l2.

2. [l1← l0] w0 = w0; [l2← l1] w1 = w1; [l0← l2] w2 = w′0.

3. bs (w0) = bs (w1) = bs (w2) = bs (w′0).

4. tm (w0) ≤l1 tm (w1) ≤l2 tm (w2), i при цьому має мiсце хоч одна iз (строгих)

нерiвностей tm (w0) <l1 tm (w1) або tm (w1) <l2 tm (w2).

Тодi унiверсальна кiнематика ℱ є умовно часозворотною.

Доведення. Нехай виконуються умови теореми. Покладемо:

r1 :=

{︃
[l0← l1] w

⃒⃒⃒⃒
⃒w ∈M𝑘 (l1) , bs (w) = bs (w0) ,

tm (w0) ≤l1 tm (w) ≤l1 tm (w1)

}︃
; (3.160)

r2 :=

{︃
[l0← l2] w

⃒⃒⃒⃒
⃒w ∈M𝑘 (l2) , bs (w) = bs (w1) ,

tm (w1) ≤l2 tm (w) ≤l2 tm (w2) ;

}︃
; (3.161)

r := r1 ∪ r2. (3.162)

Для доведення теореми, нижче буде встановлено деякi властивостi множин r,r1 i r2

r10) r1, r2, r ⊆M𝑘 (l0).

Справдi, дана властивiсть випливає з формул (3.160), (3.161), (3.162) та означень

унiверсальних кiнематик i унiверс. перетворень координат (див. означення 3.1 та 2.6).

r20) r1 i r2 є абстрактними траєкторiями з Tm (l0) в Zk (l0) (в сенсi означен-

ня 1.49).

Справдi, нехай w′1,w
′
2 ∈ r1 i tm (w′1) = tm (w′2). Доведемо, що w′1 = w′2. Припустимо

супротивне, w′1 ̸= w′2. За означенням r1 (див. (3.160)), iснують w∼1 ,w
∼
2 ∈ M𝑘 (l1)

такi, що bs (w∼1 ) = bs (w∼2 ) = bs (w0) i [l0← l1] w∼𝑖 = w′𝑖 (𝑖 ∈ 1, 2). Оскiль-

ки, за припущенням, w′1 ̸= w′2 i, згiдно з формулами (3.3), (3.4), вiдображе-

ння [l0← l1] є бiєкцiєю з M𝑘 (l1) на M𝑘 (l0), то w∼1 ̸= w∼2 . Тому, з рiвностi

bs (w∼1 ) = bs (w∼2 ) випливає, що tm (w∼1 ) ̸= tm (w∼2 ). Отже, можливi лише два ви-

падки: tm (w∼1 ) <l1 tm (w∼2 ) або tm (w∼2 ) <l1 tm (w∼1 ). Але, оскiльки l0 ⇓−ℱ l1 i

bs (w∼1 ) = bs (w∼2 ), то, за означенням 3.83 (пункт 4), в обох випадках отримує-

мо спiввiдношення tm ([l0← l1] w∼1 ) ̸= tm ([l0← l1] w∼2 ), тобто tm (w′1) ̸= tm (w′2), що



235

суперечить умовi tm (w′1) = tm (w′2), сформульованiй на початку доведення даної

властивостi. Отже, припущення про те, що w′1 ̸= w′2 — помилкове тому для до-

вiльних w′1,w
′
2 ∈ r1 з умови tm (w′1) = tm (w′2) випливає рiвнiсть w′1 = w′2. Та-

ким чином, враховуючи властивiсть r10), отримуємо, що r1 є функцiєю з множини

D (r1) = {tm (w′) | w′ ∈ r1} ⊆ Tm (l0) в множину Zk (l0), тобто абстрактною траєкто-

рiєю з Tm (l0) в Zk (l0). Аналогiчно доводиться, що r2 є траєкторiєю з Tm (l0) в

Zk (l0).

r30) [l0← l1] w1 ∈ r1 ∩ r2.

З рiвностi (3.160) та умов 3 i 4 даної теореми випливає, що [l0← l1] w1 ∈ r1.

Використовуючи рiвнiсть (3.161), маємо [l0← l2] w1 ∈ r2. А, згiдно з формулою

(3.4), [l0← l2] w1 = [l0← l1] [l1← l2] w1. Звiдси використовуючи умову даної теореми

(пункт 2), i формули (3.3), (3.4), отримуємо: [l0← l2] w1 = [l0← l1] [l1← l2] [l2← l1] w1 =

[l0← l1] [l1← l1] w1 = [l0← l1] w1. Таким чином,

[l0← l1] w1 = [l0← l2] w1 ∈ r2, (3.163)

що й необхiдно було довести.

r40) Для довiльного елемента u1 ∈ r1 справедлива нерiвнiсть tm (u1) ≥l0

tm ([l0← l1] w1). При цьому, якщо u1 ̸= [l0← l1] w1, то виконується строга не-

рiвнiсть tm (u1) >l0 tm ([l0← l1] w1).

Нехай, u1 ∈ r1. Тодi, згiдно (3.160), iснує елемент u∼1 ∈ M𝑘 (l1) такий, що bs (u∼1 ) =

bs (w0),

tm (u∼1 ) ≤l1 tm (w1) (3.164)

i u1 = [l0← l1] u∼1 . Отже, оскiльки, за умовою теореми (пункти 3 i 1),

bs (u∼1 ) = bs (w0) = bs (w1) (3.165)

i l0 ⇓−ℱ l1, то, згiдно з твердженням 3.84 i означенням 3.83 (пункт 3), з нерiвностi

(3.164) отримуємо нерiвнiсть:

tm (u1) = tm ([l0← l1] u∼1 ) ≥l0 tm ([l0← l1] w1) . (3.166)

Якщо ж, додатково u1 ̸= [l0← l1] w1, то нерiвнiсть (3.164) перетворюється в строгу
3.11,

i замiсть нерiвностi (3.166), використовуючи означення 3.83 (пункт 4), отримаємо

строгу нерiвнiсть tm (u1) >l0 tm ([l0← l1] w1), що й необхiдно було довести.

3.11 Справдi, якщо припустити рiвнiсть tm (u∼1 ) = tm (w1), то з рiвностi (3.165), отримаємо рiвнiсть
u∼1 = w1, а отже i рiвнiсть u1 = [l0← l1] u

∼
1 = [l0← l1] w1.
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r50) Для довiльного елемента u2 ∈ r2 справедлива нерiвнiсть tm ([l0← l1] w1) ≥l0

tm (u2). При цьому, якщо u2 ̸= [l0← l1] w1, то виконується строга нерiвнiсть

tm ([l0← l1] w1) >l0 tm (u2).

Нехай, u2 ∈ r2. Тодi, згiдно (3.161), iснує елемент u∼2 ∈ M𝑘 (l2) такий, що bs (u∼2 ) =

bs (w1),

tm (w1) ≤l2 tm (u∼2 ) (3.167)

i u2 = [l0← l2] u∼2 . Отже, оскiльки, за умовою теореми (пункт 1), l0 ⇓−ℱ l2, то, згi-

дно з твердженням 3.84 i означенням 3.83 (пункт 3), з нерiвностi (3.167) отримуємо

нерiвнiсть, tm ([l0← l2] w1) ≥l0 tm ([l0← l2] u∼2 ) = tm (u2). Звiдси, враховуючи (3.163),

отримуємо нерiвнiсть:

tm ([l0← l1] w1) ≥l0 tm (u2) . (3.168)

Якщо ж, додатково u2 ̸= [l0← l1] w1, то нерiвнiсть (3.167) перетворюється в строгу,

i, використовуючи означення 3.83 (пункт 4), замiсть нерiвностi (3.168) отримаємо

строгу нерiвнiсть tm ([l0← l1] w1) >l0 tm (u2), що й необхiдно було довести.

r60) r1 ∩ r2 = {[l0← l1] w1}.

Справдi, згiдно з властивiстю r30), {[l0← l1] w1} ⊆ r1 ∩ r2. Нехай, u ∈ r1 ∩ r2. Тодi,

на основi властивостей r40) i r50), отримуємо нерiвностi tm (u) ≥l0 tm ([l0← l1] w1) i

tm ([l0← l1] w1) ≥l0 tm (u). Отже, tm (u) = tm ([l0← l1] w1). Звiдси, на основi властиво-

стi r20) робимо висновок, що u = [l0← l1] w1.

r70) r є абстрактною траєкторiєю з Tm (l0) в Zk (l0).

Нехай, u1, u2 ∈ r = r1 ∪ r2 i tm (u1) = tm (u2). У випадку, коли u1, u2 ∈ r1 або u1, u2 ∈
r2, згiдно з властивiстю r20), отримуємо, u1 = u2. Отже, залишилось розглянути

випадки u1 ∈ r1 ∖ r2, u2 ∈ r2 ∖ r1 i u2 ∈ r1 ∖ r2, u1 ∈ r2 ∖ r1. У випадку u1 ∈ r1 ∖ r2,
u2 ∈ r2 ∖ r1 маємо u1, u2 /∈ r1 ∩ r2, а отже, за властивiстю r60), u1, u2 ̸= [l0← l1] w1.

Тому, згiдно з властивостями r40) i r50), маємо нерiвностi tm (u1) >l0 tm ([l0← l1] w1)

i tm ([l0← l1] w1) >l0 tm (u2). Отже, tm (u1) >l0 tm (u2), що суперечить умовi tm (u1) =

tm (u2). Таким чином випадок u1 ∈ r1 ∖ r2, u2 ∈ r2 ∖ r1 — неможливий. Аналогiчно

неможливим є випадок u2 ∈ r1 ∖ r2, u1 ∈ r2 ∖ r1. Отже, у всiх можливих випадках iз
спiввiдношень u1, u2 ∈ r i tm (u1) = tm (u2) випливає рiвнiсть u1 = u2. Це, враховуючи

властивiсть r10), означає, що r є функцiєю з D (r) = {tm (w′) | w′ ∈ r} ⊆ Tm (l0) в

множину Zk (l0), тобто абстрактною траєкторiєю з Tm (l0) в Zk (l0).

r80) w0 ∈ r1; w′0 ∈ r2.
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Використовуючи умову 2 теореми та формули (3.3), (3.4), отримуємо, [l0← l1] w0 =

[l0← l1] [l1← l0] w0 = w0, де, за умовою 4 даної теореми, tm (w0) ≤l1 tm (w1). От-

же, згiдно з (3.160), w0 ∈ r1. Далi, згiдно з умовами 2, 3, 4 даної теореми, маємо,

[l0← l2] w2=w′0, де bs (w2)=bs (w1) i tm (w1) ≤l2 tm (w2). Отже, згiдно (3.161), w′0 ∈ r2.

Таким чином, властивостi r10)–r80) доведено.

Оскiльки, згiдно з властивiстю r70), r є абстрактною траєкторiєю з Tm (l0)

в Zk (l0), то, згiдно з лемою В.3, iснує еволюцiйно видима унiверсальна кiне-

матика ℱ1 така, що ℱ1 диз’юнктна з ℱ i траєкторiя r є траєкторiєю елемен-

тарного процесу (тобто лiнiї долi) в системi вiдлiку l0 ⇂ℱ1 = lkind(l0) (ℱ1). Отже,

∃𝐿 ∈ L𝑑 (l0 ⇂ℱ1)
(︀
r = trjl0⇂ℱ1

[𝐿,ℱ1]
)︀
. За означенням лiнiї долi (див. означення 1.72),

𝐿 є мiнливою системою в системi вiдлiку l0 ⇂ℱ1 , тобто 𝐿 ⊆ Bs (l0 ⇂ℱ1). За означенням

траєкторiї мiнливої системи (див. формулу (2.8)), маємо:

r = trjl0⇂ℱ1
[𝐿,ℱ1] =

{︁
Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔;ℱ1) | 𝜔 ∈ 𝐿

}︁
. (3.169)

Надалi для систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) будемо використовувати скороченi по-

значення:

𝜔{l⇂ℱ1} := 𝜔{l⇂ℱ1
,ℱ1} (𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)) ;

(�̂�){l⇂ℱ1} := (�̂�){l⇂ℱ1
,ℱ1} (�̂� ∈ Bs (ℱ1)) ;

⟨m← l, ⇂ ℱ1⟩ := ⟨m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩ ;
⟨! m← l, ⇂ ℱ1⟩ := ⟨! m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1⟩ ;

M𝑘 (l ⇂ℱ1) := M𝑘 (l ⇂ℱ1 ; ℱ1) ;

Q⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔) := Q⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔;ℱ1) (𝜔 ∈ Bs (l ⇂ℱ1)) ;

[m← l, ⇂ ℱ1] := [m ⇂ℱ1 ← l ⇂ℱ1 , ℱ1] .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.170)

З урахуванням скорочених позначень (3.170) формула (3.169) набуває вигляду:

r =
{︁
Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔) | 𝜔 ∈ 𝐿

}︁
. (3.171)

Покладемо: ̂︀L := 𝐿{l0⇂ℱ1}, (3.172)

де 𝐴{l0⇂ℱ1} = 𝐴{l0⇂ℱ1
,ℱ1} =

{︁
𝜔{l0⇂ℱ1} | 𝜔 ∈ 𝐴

}︁
(𝐴 ⊆ Bs (l0 ⇂ℱ1)).

Розглянемо вiдображення 𝑓 : ̂︀L→M𝑘 (l0 ⇂ℱ1), що дiє за формулою:

𝑓 (�̂�) := Q⟨l0⇂ℱ1⟩
(︁
�̂�{l0⇂ℱ1}

)︁ (︁
�̂� ∈ ̂︀L)︁ . (3.173)

Встановимо деякi властивостi вiдображення 𝑓 .

𝑓10) 𝑓 є бiєкцiєю з ̂︀L на r.
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Вiдображення 𝑓 можна розкласти на композицiю двох вiдображень:

𝑓 (�̂�) = 𝑓 2 (𝑓 1 (�̂�))
(︁
�̂� ∈ ̂︀L)︁ , де

𝑓 1 (�̂�) = �̂�{l0⇂ℱ1}
(︁
�̂� ∈ ̂︀L)︁ ; 𝑓 2 (𝜔) = Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔) (𝜔 ∈ 𝐿) .

З формули (3.172), наслiдка 3.70 (пункт 2) та формули (3.119) випливає, що 𝑓 1 є

бiєкцiєю з ̂︀L на ̂︀L{l0⇂ℱ1} =
(︁
𝐿{l0⇂ℱ1}

)︁
{l0⇂ℱ1}

= 𝐿 (тобто з ̂︀L на 𝐿). Отже, для доведення

твердження 𝑓10) досить показати, що 𝑓 2 бiєктивно вiдображає 𝐿 на r. З формули

(3.171) випливає, що R (𝑓 2) = 𝑓 2 (𝐿) = r, де R (𝑓 2) — область значень вiдображення

𝑓 2. Отже, залишається довести, що вiдображення 𝑓 2 — взаємно-однозначне.

Нехай, 𝜔1, 𝜔2 ∈ 𝐿 i 𝜔1 ̸= 𝜔2. Оскiльки 𝐿 ∈ L𝑑 (L𝑑 (l0 ⇂ℱ1)) то, за означен-

ням 1.72, 𝐿 ∈ L𝑙 (l0 ⇂ℱ1). Отже, за позначенням 1.71 i означенням 1.3, мусить ви-

конуватись хоча б одна з умов 𝜔2←−−−
l0⇂ℱ1

𝜔1 або 𝜔1←−−−
l0⇂ℱ1

𝜔2. Звiдси, враховуючи, що

𝜔1 ̸= 𝜔2, i використовуючи властивiсть 1.60(7), маємо, tm (𝜔1) <l0⇂ℱ1
tm (𝜔2) або

tm (𝜔2) <l0⇂ℱ1
tm (𝜔1), тобто tm (𝜔1) ̸= tm (𝜔2). Тому, згiдно з (3.121), отримує-

мо, tm
(︁
Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔1)

)︁
̸= tm

(︁
Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔2)

)︁
. Отже, Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔1) ̸= Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔2), тобто

𝑓 2 (𝜔1) ̸= 𝑓 2 (𝜔2), що й треба було довести.

Для того, щоб сформулювати наступну властивiсть введемо додатковi позначен-

ня. Покладемо:

̂︀L𝑖 :=
{︁
�̂� ∈ ̂︀L | 𝑓 (�̂�) ∈ r𝑖

}︁ (︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. (3.174)

Тодi, згiдно з (3.162), маємо:

̂︀L = ̂︀L1 ∪ ̂︀L2, (3.175)

а, згiдно з властивостями r60) i 𝑓10), отримуємо:

̂︀L1 ∩ ̂︀L2 =
{︁
𝑓 [−1] ([l0← l1,ℱ ] w1)

}︁
, (3.176)

де 𝑓 [−1] — вiдображення, обернене до 𝑓 . Оскiльки кiнематика ℱ1 — диз’юнктна з ℱ ,
то, згiдно з означеннями 3.41 та 3.12 (пункт 2), маємо:

ℱ1 [≡]ℱ ; M𝑘 (l ⇂ℱ1) = M𝑘 (l;ℱ) (∀l ∈ ℒ𝑘 (ℱ)) . (3.177)

𝑓20) Для довiльних �̂�1, �̂�2 ∈ ̂︀L1 наступнi твердження рiвносильнi:

(i1) (�̂�2){l1⇂ℱ1}←−−−l1⇂ℱ1

(�̂�1){l1⇂ℱ1};
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(i2) tm
(︁

(�̂�1){l1⇂ℱ1}
)︁
≤l1⇂ℱ1

tm
(︁

(�̂�2){l1⇂ℱ1}
)︁
;

(i3) tm (𝑓 (�̂�2)) ≤l0 tm (𝑓 (�̂�1)).

Пiдкреслимо, що нерiвнiсть (i3) слiд розумiти в системi вiдлiку l0 кiнематики ℱ .

(i1)⇒ (i2) Iмплiкацiя (i1)⇒ (i2) випливає з властивостi 1.60(7).

(i2)⇒ (i3) Нехай, �̂�1, �̂�2 ∈ ̂︀L1 i

tm
(︁

(�̂�1){l1⇂ℱ1}
)︁
≤l1⇂ℱ1

tm
(︁

(�̂�2){l1⇂ℱ1}
)︁
. (3.178)

Використовуючи твердження 3.71 та формулу (3.1), для 𝑖 ∈ 1, 2 отримуємо:

Q⟨l1⇂ℱ1⟩
(︁

(�̂�𝑖){l1⇂ℱ1}
)︁

= Q⟨l1⇂ℱ1⟩
(︁
⟨! l1← l0, ⇂ ℱ1⟩ (�̂�𝑖){l0⇂ℱ1}

)︁
=

= [l1← l0, ⇂ ℱ1]Q
⟨l0⇂ℱ1⟩

(︁
(�̂�𝑖){l0⇂ℱ1}

)︁
= [l1← l0, ⇂ ℱ1]𝑓 (�̂�𝑖) .

Звiдси, враховуючи перше спiввiдношення (3.177) та означення 3.12 (пункт 3), маємо,

Q⟨l1⇂ℱ1⟩
(︁

(�̂�𝑖){l1⇂ℱ1}
)︁

= [l1← l0,ℱ ]𝑓 (�̂�𝑖)
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. З останньої рiвностi, враховуючи

(3.121) отримуємо:

tm
(︁

(�̂�𝑖){l1⇂ℱ1}
)︁

= tm ([l1← l0,ℱ ]𝑓 (�̂�𝑖))
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. (3.179)

Згiдно з (3.174), 𝑓 (�̂�𝑖) ∈ r1 (𝑖 ∈ 1, 2). Отже, за формулою (3.160), 𝑓 (�̂�𝑖) можна

подати у виглядi:

𝑓 (�̂�𝑖) = [l0← l1,ℱ ] v𝑖, де bs (v𝑖) = bs (w0)
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. (3.180)

Отже, згiдно з формулами (3.3), (3.4), для 𝑖 ∈ 1, 2 маємо:

[l1← l0,ℱ ]𝑓 (�̂�𝑖) = [l1← l0,ℱ ] [l0← l1,ℱ ] v𝑖 = v𝑖. (3.181)

З формул (3.179) i (3.181) випливає, що tm
(︁

(�̂�𝑖){l1⇂ℱ1}
)︁

= tm (v𝑖). Отже, вра-

ховуючи (3.178), маємо, tm (v1) ≤l1⇂ℱ1
tm (v2). Звiдси, враховуючи спiввiдношен-

ня (3.177) та означення 3.12 (пункт 2), отримуємо, tm (v1) ≤l1 tm (v2), де, згi-

дно (3.180), bs (v1) = bs (v2) = bs (w0). Тому, оскiльки, за умовою теореми,

l0 ⇓−ℱ l1, використовуючи твердження 3.84 i означення 3.83 (пункт 3), маємо,

tm ([l0← l1,ℱ ] v1) ≥l0 tm ([l0← l1,ℱ ] v2). Звiдси, використовуючи рiвнiсть (3.180), ма-

ємо, tm (𝑓 (�̂�1)) ≥l0 tm (𝑓 (�̂�2)), що й необхiдно було довести.

(i3)⇒ (i1) Нехай, �̂�1, �̂�2 ∈ ̂︀L1 i

tm (𝑓 (�̂�2)) ≤l0 tm (𝑓 (�̂�1)) . (3.182)
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Розглянемо спочатку випадок tm (𝑓 (�̂�1)) = tm (𝑓 (�̂�2)). Оскiльки, згiдно з вла-

стивiстю r70), r є абстрактною траєкторiєю з Tm (l0) в Zk (l0) (тобто функцiєю з

D(r) ⊆ Tm (l0) в Zk (l0)), i, згiдно з властивiстю 𝑓10), 𝑓 (�̂�1) ,𝑓 (�̂�2) ∈ r, то з умо-

ви tm (𝑓 (�̂�1)) = tm (𝑓 (�̂�2)) випливає рiвнiсть 𝑓 (�̂�1) = 𝑓 (�̂�2). Отже, за властивiстю

𝑓10), маємо, �̂�1 = �̂�2. Тому, (�̂�1){l1⇂ℱ1} = (�̂�2){l1⇂ℱ1}. Звiдси, враховуючи власти-

вiсть 1.60(6), отримуємо бажане спiввiдношення (�̂�2){l1⇂ℱ1}←−−−l1⇂ℱ1

(�̂�1){l1⇂ℱ1}.

Отже, надалi будемо вважати, що tm (𝑓 (�̂�1)) ̸= tm (𝑓 (�̂�2)). Тодi, згiдно (3.182),

маємо строгу нерiвнiсть:

tm (𝑓 (�̂�2)) <l0 tm (𝑓 (�̂�1)) . (3.183)

Звiдси, використовуючи доведену вище iмплiкацiю (i2)⇒ (i3), отримуємо нерiвнiсть:

tm
(︁

(�̂�1){l1⇂ℱ1}
)︁
<l1⇂ℱ1

tm
(︁

(�̂�2){l1⇂ℱ1}
)︁
. (3.184)

(Справдi, в протилежному випадку, коли tm
(︁

(�̂�1){l1⇂ℱ1}
)︁
≥l1⇂ℱ1

tm
(︁

(�̂�2){l1⇂ℱ1}
)︁
,

користуючись iмплiкацiєю (i2) ⇒ (i3), ми б отримали нерiвнiсть tm (𝑓 (�̂�1)) ≤l0

tm (𝑓 (�̂�2)), яка суперечить нерiвностi (3.183).)

Оскiльки, за умовою, �̂�1, �̂�2 ∈ ̂︀L1, то, згiдно (3.175), �̂�1, �̂�2 ∈ ̂︀L. Отже, вра-
ховуючи (3.172) та (3.119), маємо, (�̂�1){l0⇂ℱ1} , (�̂�2){l0⇂ℱ1} ∈

̂︀L{l0⇂ℱ1} = 𝐿. Оскiль-

ки 𝐿 ∈ L𝑑 (l0 ⇂ℱ1), то, за означенням 1.72, 𝐿 ∈ L𝑙 (l0 ⇂ℱ1). Тому елементарно-

часовi стани (�̂�1){l0⇂ℱ1} , (�̂�2){l0⇂ℱ1} ∈ 𝐿 мусять бути об’єднанi долею в системi

вiдлiку l0 ⇂ℱ1 (тобто виконується хоча б одна з умов (�̂�2){l0⇂ℱ1}←−−−l0⇂ℱ1

(�̂�1){l0⇂ℱ1}
або (�̂�1){l0⇂ℱ1}←−−−l0⇂ℱ1

(�̂�2){l0⇂ℱ1}). Оскiльки кiнематика ℱ1 — еволюцiйно видима

i, згiдно (3.184), tm
(︁

(�̂�1){l1⇂ℱ1}
)︁
̸= tm

(︁
(�̂�2){l1⇂ℱ1}

)︁
, то, згiдно з твердження-

ми 3.71 та 3.56, елементарно-часовi стани (�̂�1){l1⇂ℱ1} = ⟨! l1← l0, ⇂ ℱ1⟩ (�̂�1){l0⇂ℱ1} i

(�̂�2){l1⇂ℱ1} = ⟨! l1← l0, ⇂ ℱ1⟩ (�̂�2){l0⇂ℱ1} мусять бути об’єднанi долею в системi вiдлi-

ку l1 ⇂ℱ1 . Тому, повинно виконуватись хоча б одне iз спiввiдношень:

(�̂�2){l1⇂ℱ1}←−−−l1⇂ℱ1

(�̂�1){l1⇂ℱ1} або (3.185)

(�̂�1){l1⇂ℱ1}←−−−l1⇂ℱ1

(�̂�2){l1⇂ℱ1} . (3.186)

Але, спiввiдношення (3.186) — неможливе, оскiльки в цьому випадку, за доведеною

вище iмплiкацiєю (i1)⇒ (i3), ми б отримали нерiвнiсть tm (𝑓 (�̂�1)) ≤l0 tm (𝑓 (�̂�2)), яка

суперечить нерiвностi (3.183). Отже, єдино можливим є спiввiдношення (3.185), що

й треба було довести.
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Аналогiчно доводиться наступна властивiсть:

𝑓30) Для довiльних �̂�1, �̂�2 ∈ ̂︀L2 наступнi твердження рiвносильнi:

(j1) (�̂�2){l2⇂ℱ1}←−−−l2⇂ℱ1

(�̂�1){l2⇂ℱ1};

(j2) tm
(︁

(�̂�1){l2⇂ℱ1}
)︁
≤l2⇂ℱ1

tm
(︁

(�̂�2){l2⇂ℱ1}
)︁
;

(j3) tm (𝑓 (�̂�2)) ≤l0 tm (𝑓 (�̂�1)).

Покладемо:

L =
(︁̂︀L, (︁̂︀L1, l1 ⇂ℱ1

)︁
,
(︁̂︀L2, l2 ⇂ℱ1

)︁)︁
. (3.187)

Встановимо деякi властивостi упорядкованого набору L та його компонентiв.

L10)
(︁̂︀L𝑖)︁{l𝑖⇂ℱ1}

∈ L𝑙 (l𝑖 ⇂ℱ1) (𝑖 ∈ 1, 2).

Розглянемо, спочатку, випадок 𝑖 = 1. Покладемо:

𝑔(𝜔) := tm
(︁
𝑓
(︁
𝜔{l1⇂ℱ1}

)︁)︁ (︂
𝜔 ∈

(︁̂︀L1

)︁
{l1⇂ℱ1}

)︂
.

З властивостi 𝑓20) (рiвносильнiсть (i1)⇔ (i3)) та формули (3.117) випливає, що для

довiльних 𝜔1, 𝜔2 ∈
(︁̂︀L1

)︁
{l1⇂ℱ1}

має мiсце рiвносильнiсть:

𝜔2←−−−
l1⇂ℱ1

𝜔1 ⇔ 𝑔 (𝜔2) ≤l0 𝑔 (𝜔1) . (3.188)

Згiдно з властивiстю 1.60(3), вiдношення ≤l0 є транзитивним на Tm (l0) i для до-

вiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm (l0) має мiсце хоч одна з умов 𝑡1 ≤l0 𝑡2 або 𝑡2 ≤l0 𝑡1. Звiдси,

використовуючи рiвносильнiсть (3.188) отримуємо, що
(︁̂︀L1

)︁
{l1⇂ℱ1}

є ланцюгом в си-

стемi вiдлiку l1 ⇂ℱ1 . Аналогiчно, з використанням властивостi 𝑓30) доводиться, що(︁̂︀L2

)︁
{l2⇂ℱ1}

є ланцюгом в системi вiдлiку l2 ⇂ℱ1 .

L20) Якщо 𝜔1 ∈
(︁̂︀L1 ∖ ̂︀L2

)︁
{l1⇂ℱ1}

i 𝜔2 ∈
(︁̂︀L1 ∩ ̂︀L2

)︁
{l1⇂ℱ1}

то tm (𝜔1) <l1⇂ℱ1
tm (𝜔2).

Нехай, 𝜔1 ∈
(︁̂︀L1 ∖ ̂︀L2

)︁
{l1⇂ℱ1}

, 𝜔2 ∈
(︁̂︀L1 ∩ ̂︀L2

)︁
{l1⇂ℱ1}

. Тодi, за означенням 3.72, iснують

�̂�1 ∈ ̂︀L1 ∖ ̂︀L2 i �̂�2 ∈ ̂︀L1 ∩ ̂︀L2 такi, що:

𝜔𝑖 = (�̂�𝑖){l1⇂ℱ1}
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. (3.189)

Iз спiввiдношення (3.176) випливає, що �̂�2 = 𝑓 [−1] ([l0← l1,ℱ ] w1), крiм того, оскiльки

�̂�1 ∈ ̂︀L1∖̂︀L2, то �̂�1 ∈ ̂︀L1 i �̂�1 ̸= 𝑓 [−1] ([l0← l1,ℱ ] w1). Отже, використовуючи властивiсть
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𝑓10) i формулу (3.174), маємо 𝑓 (�̂�1) , 𝑓 (�̂�2) ∈ r1, 𝑓 (�̂�2) = [l0← l1,ℱ ] w1, 𝑓 (�̂�1) ̸=
[l0← l1,ℱ ] w1. Тому, згiдно з властивiстю r40):

tm (𝑓 (�̂�2)) = tm ([l0← l1,ℱ ] w1) <l0 tm (𝑓 (�̂�1)) . (3.190)

Звiдси, враховуючи властивiсть 𝑓20) (рiвносильнiсть (i2)⇔ (i3)), отримуємо:

tm
(︁

(�̂�1){l1⇂ℱ1}
)︁
<l1⇂ℱ1

tm
(︁

(�̂�2){l1⇂ℱ1}
)︁
, (3.191)

оскiльки в протилежному випадку, згiдно з рiвносильнiстю (i2)⇔ (i3), ми б отримали

нерiвнiсть tm (𝑓 (�̂�1)) ≤l0 tm (𝑓 (�̂�2)), яка суперечить нерiвностi (3.190).

Враховуючи (3.189), нерiвнiсть (3.191) набуває бажаного вигляду tm (𝜔1) <l1⇂ℱ1

tm (𝜔2).

Аналогiчно з використанням властивостей r50) i 𝑓30) замiсть r40) i 𝑓20) доводи-

ться наступна властивiсть:

L30) Для довiльних 𝜔1 ∈
(︁̂︀L1 ∩ ̂︀L2

)︁
{l2⇂ℱ1}

i 𝜔2 ∈
(︁̂︀L2 ∖ ̂︀L1

)︁
{l2⇂ℱ1}

виконується нерiв-

нiсть tm (𝜔1) <l2⇂ℱ1
tm (𝜔2).

З властивостi L10), формул (3.175), (3.176), а також властивостей L20) та L30) ви-

пливає, що всi пункти означення 3.74 для упорядкованого набору L, що задається

формулою (3.187) виконанi. Отже, ми довели, що:

L40) L є ланцюговим шляхом кiнематики ℱ1.

Доведемо наступну властивiсть:

L50) Ланцюговий шлях L є замкнутим, причому:

po (L,ℱ1) = 𝑓 [−1] (w0) ; ki (L,ℱ1) = 𝑓 [−1] (w′0) .

Згiдно з властивiстю r80), w0 ∈ r1. Тому, згiдно з властивiстю 𝑓10) та формулою

(3.174), 𝑓 [−1] (w0) ∈ ̂︀L1. Нехай, �̂� ∈ ̂︀L1. Тодi, згiдно з (3.174), 𝑓 (�̂�) ∈ r1. Отже, згiдно

(3.160), iснує елемент w ∈M𝑘 (l1) такий, що

bs (w) = bs (w0) ; tm (w0) ≤l1 tm (w) ; (3.192)

𝑓 (�̂�) = [l0← l1,ℱ ] w. (3.193)

Оскiльки (за умовою) l0 ⇓−ℱ l1, то iз спiввiдношень (3.192), враховуючи твер-

дження 3.84 i означення 3.83 (пункт 3), отримуємо, tm ([l0← l1,ℱ ] w0) ≥l0

tm ([l0← l1,ℱ ] w). Звiдси, враховуючи умову 2 теореми i спiввiдношення (3.193), ма-

ємо, tm (w0) ≥l0 tm (𝑓 (�̂�)). Таким чином, враховуючи властивiсть 𝑓20) (рiвносиль-

нiсть (i2) ⇔ (i3)), отримуємо, що для довiльного �̂� ∈ ̂︀L1 справедлива нерiвнiсть,
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tm

(︂(︁
𝑓 [−1] (w0)

)︁
{l1⇂ℱ1}

)︂
≤l1⇂ℱ1

tm
(︁
�̂�{l1⇂ℱ1}

)︁
. Тому, за означенням 3.77 (пункт 1),

𝑓 [−1] (w0) є початковим елементом шляху L, тобто po (L,ℱ1) = 𝑓 [−1] (w0). Аналогiчно

доводиться, що шлях L має кiнцевий елемент ki (L,ℱ1) = 𝑓 [−1] (w′0).

L60) Шлях L є геометрично циклiчним вiдносно системи вiдлiку l0 ⇂ℱ1 в кiнема-

тицi ℱ1.

Справдi, використовуючи (3.173) та властивiсть L50), отримуємо:

Q⟨l0⇂ℱ1⟩
(︁
po (L,ℱ1){l0⇂ℱ1}

)︁
= 𝑓 (po (L,ℱ1)) = w0;

Q⟨l0⇂ℱ1⟩
(︁
ki (L,ℱ1){l0⇂ℱ1}

)︁
= w′0.

При цьому, за умовою 3 теореми, bs (w0) = bs (w′0). Отже, за означенням 3.80, шлях

L є геометрично-циклiчним вiдносно l0 ⇂ℱ1 в кiнематицi ℱ1.

L70) Шлях L є кусково геометрично-стацiонарним в кiнематицi ℱ1.

Для того, щоб довести цю властивiсть необхiдно показати, що
(︁̂︀L𝑘)︁{l𝑘⇂ℱ1}

∈

L𝑔 (l𝑘 ⇂ℱ1 ,ℱ1) (∀𝑘 ∈ 1, 2).

Для прикладу розглянемо випадок 𝑘 = 1. Для довiльного 𝜔 = �̂�{l1⇂ℱ1} ∈(︁̂︀L1

)︁
{l1⇂ℱ1}

, застосовуючи твердження 3.71 та формулу (3.2), маємо:

Q⟨l1⇂ℱ1⟩(𝜔) = Q⟨l1⇂ℱ1⟩
(︁
�̂�{l1⇂ℱ1}

)︁
= Q⟨l1⇂ℱ1⟩

(︁
⟨! l1← l0, ⇂ ℱ1⟩ �̂�{l0⇂ℱ1}

)︁
=

= [l1← l0, ⇂ ℱ1]Q
⟨l0⇂ℱ1⟩

(︁
�̂�{l0⇂ℱ1}

)︁
= [l1← l0, ⇂ ℱ1]𝑓 (�̂�) .

Оскiльки, згiдно (3.177), ℱ1 [≡]ℱ , то, враховуючи означення 3.12 (пункт 3),

з останньої рiвностi отримуємо рiвнiсть Q⟨l1⇂ℱ1⟩(𝜔) = [l1← l0,ℱ ]𝑓 (�̂�), де,

згiдно (3.174), 𝑓 (�̂�) ∈ r1. Тому, враховуючи рiвнiсть (3.160) та формули

(3.3), (3.4), маємо, bs
(︁
Q⟨l1⇂ℱ1⟩(𝜔)

)︁
=bs ([l1← l0, ℱ ]𝑓 (�̂�))=bs (w0) (для довiльного

𝜔 ∈
(︁̂︀L1

)︁
{l1⇂ℱ1}

). Звiдси, враховуючи властивiсть L10), за означенням 3.76 отримуємо(︁̂︀L1

)︁
{l1⇂ℱ1}

∈ L𝑔 (l1 ⇂ℱ1 ,ℱ1).

Аналогiчно доводиться, що
(︁̂︀L2

)︁
{l2⇂ℱ1}

∈ L𝑔 (l2 ⇂ℱ1 ,ℱ1).

Переходимо до завершення доведення теореми. Згiдно з властивiстю r80), маємо:

w0 ∈ r1; w′0 ∈ r2. (3.194)

При цьому з умови 4 даної теореми випливає, що tm (w0) <l1 tm (w1)

або tm (w1) <l2 tm (w2), тобто що w0 ̸= w1 або w1 ̸= w2. Звiд-

си, враховуючи формули (3.3), (3.4), маємо [l0← l1,ℱ ] w0 ̸= [l0← l1,ℱ ] w1 або
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[l0← l2,ℱ ] w1 ̸= [l0← l2,ℱ ] w2. Тому, враховуючи, що, згiдно з пунктом 2 умови даної

теореми, [l1← l0,ℱ ] w0 = w0, [l0← l2,ℱ ] w1 = [l0← l2,ℱ ] [l2← l1,ℱ ] w1 = [l0← l1,ℱ ] w1,

[l0← l2,ℱ ] w2 = w′0, маємо, що виконується хоча б одна з умов w0 ̸= [l0← l1,ℱ ] w1

або [l0← l1,ℱ ] w1 ̸= w′0. Отже, враховуючи (3.194) i властивостi r40), r50), маємо, що

tm (w0) ≥l0 tm ([l0← l1,ℱ ] w1) ≥l0 tm (w′0), причому має мiсце хоча б одна iз строгих

нерiвностей tm (w0) >l0 tm ([l0← l1,ℱ ] w1) або tm ([l0← l1,ℱ ] w1) >l0 tm (w′0). Таким

чином, tm (w0) >l0 tm (w′0). Тому, враховуючи спiввiдношення (3.177) i означення 3.12

(формула (3.41)), маємо нерiвнiсть tm (w0) >l0⇂ℱ1
tm (w′0). Звiдси, враховуючи (3.121),

(3.173) та властивiсть L50), маємо:

tm
(︁
po (L,ℱ1){l0⇂ℱ1}

)︁
= tm

(︁
Q⟨l0⇂ℱ1⟩

(︁
po (L,ℱ1){l0⇂ℱ1}

)︁)︁
=

= tm (𝑓 (po (L,ℱ1))) = tm
(︁
𝑓
(︁
𝑓 [−1] (w0)

)︁)︁
=

= tm (w0) >l0⇂ℱ1
tm (w′0) = tm

(︁
ki (L,ℱ1){l0⇂ℱ1}

)︁
. (3.195)

Отже, L є кусково геометрично стацiонарним i геометрично циклiчним в системi

вiдлiку l0 ⇂ℱ1 кiнематики ℱ1 ланцюговим шляхом, що задовольняє умову (3.195).

Тому, за означенням 3.82, кiнематика ℱ1 є часозворотною. Оскiльки, згiдно (3.177),

ℱ [≡]ℱ1, то кiнематика ℱ є умовно часозворотною (за означенням 3.98).

Означення 3.104. Будемо говорити, що система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є неру-

хомою вiдносно системи вiдлiку l0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) в унiверсальнiй кiнематицi ℱ ,
якщо для довiльних w1,w2 ∈ M𝑘(l) з умови bs (w1) = bs (w2) випливає рiвнiсть

bs ([l0← l] w1) = bs ([l0← l] w2).

Наслiдок 3.105. Нехай в унiверсальнiй кiнематицi ℱ iснують системи вiдлiку

l0, l1 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) такi, що:

1. Система вiдлiку l1 нерухома вiдносно системи вiдлiку l0 в кiнематицi ℱ .

2. Iснує елемент w0 ∈M𝑘 (l0) ∩M𝑘 (l1) такий, що [l1← l0] w0 = w0.

3. Iснує момент часу 𝑡1 ∈ Tm (l1) такий, що 𝑡1 >l1 tm (w0).

4. l0 ⇓−ℱ l1.

Тодi, кiнематика ℱ є умовно часозворотною.

Доведення. Покладемо:

w1 := (𝑡1, bs (w0)) ∈M𝑘 (l1) ; l2 := l1; w2 := w1; w′0 := [l0← l2] w2. (3.196)

Тодi, будемо мати, bs (w2) = bs (w1) = bs (w0). Отже, оскiльки система вiдлiку l1
є нерухомою вiдносно l0, використовуючи означення 3.104, другу умову наслiдка i

формули (3.3), (3.4), маємо:
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bs (w′0) = bs ([l0← l2] w2) = bs ([l0← l1] w2) =

= bs ([l0← l1] w0) = bs ([l0← l1] [l1← l0] w0) = bs (w0) .

Крiм того, згiдно з третьою умовою наслiдку, tm (w0) <l1 𝑡1 = tm (w1). Оскiльки l2 =

l1, то, згiдно з формулою (3.3), маємо, [l2← l1] w1 = [l1← l1] w1 = w1. Таким чином,

системи вiдлiку l0, l1, l2 i елементи w0,w1,w2,w
′
0 задовольняють всi умови теореми

3.103. Тому, унiверсальна кiнематика ℱ є умовно часозворотною.

Зауваження 3.106. Умова 3 наслiдку 3.105 автоматично виконується у випадку,

якщо лiнiйно-упорядкована множина Tm (l1) є необмеженою зверху, зокрема, якщо

Tm (l1) = (R,≤), де ≤ — стандартний порядок поля дiйсних чисел.

3.9.9. Проблема часонезворотностi i тахiоновi кiнематики.

Деякi технiчнi результати. Нехай, (H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — дiйсний гiльбертовий простiр.

Нагадаємо, що в додатку А.2 та роздiлi 2.5 для довiльних фiксованих значень 𝑐 ∈
(0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1), i a ∈ℳ (H) було введено

узагальненi перетворення Лоренца-Пуанкаре W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] (див. формули (А.155)

та (2.17)). Для довiльного вектора w ∈ℳ (H) покладемо:

E
[𝑠,n]
𝜆,𝑐 w := W𝜆,𝑐 [𝑠,n, I−1,1 [n]] w (3.197)

E
[𝑠,n;a]
𝜆,𝑐 w := E

[𝑠,n]
𝜆,𝑐 (w + a) = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, I−1,1 [n] ; a] w, (3.198)

де оператор I𝜎,𝜇 [n] (𝜎, 𝜇 ∈ {−1, 1}) визначається за формулою (А.120).

Зауваження 3.107. Оскiльки I𝜎,𝜇 [n] ∈ U (H1), то, згiдно позначень (2.18), врахову-

ючи рiвнiсть E
[𝑠,n]
𝜆,𝑐 = E

[𝑠,n;0]
𝜆,𝑐 , маємо

E
[𝑠,n;a]
𝜆,𝑐 ,E

[𝑠,n]
𝜆,𝑐 ∈ PT (H, 𝑐) , причому, E

[𝑠,n;a]
𝜆,𝑐 ,E

[𝑠,n]
𝜆,𝑐 ∈ P (H, 𝑐) при 𝜆 < 𝑐.

(для довiльних 𝑐 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, n ∈ B1 (H1), i a ∈ ℳ (H)).

Крiм того, у випадку 𝑠 = 1, отримуємо:

E
[1,n;a]
𝜆,𝑐 ,E

[1,n]
𝜆,𝑐 ∈ PT+ (H, 𝑐) , причому, E

[1,n;a]
𝜆,𝑐 ,E

[1,n]
𝜆,𝑐 ∈ P+ (H, 𝑐) при 𝜆 < 𝑐. (3.199)

(𝑐 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, n ∈ B1 (H1), a ∈ℳ (H)).

Для довiльного n ∈ B1 (H1), використовуючи (А.6), маємо:

E
[1,n]
0,𝑐 w = 𝒯 (w)e0 + ⟨n,w⟩n + X⊥1 [n] w = ̂︀Tw + X1 [n] w + X⊥1 [n] w = w.

Отже, використовуючи зауваження 3.107, при довiльному n ∈ B1 (H1) отримуємо:

Iℳ(H) = E
[1,n]
0,𝑐 ∈ P+ (H, 𝑐) ∩P (H, 𝑐) ∩PT+ (H, 𝑐) ∩PT (H, 𝑐) . (3.200)
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Знайдемо обернений оператор до оператора виду E
[𝑠,n]
𝜆,𝑐 при 𝑐 <∞.

Нехай, 0 < 𝑐 < ∞, 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1). Тодi,

згiдно з формулою (А.72), оператор W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] можна подати у виглядi,

W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] , де (3.201)

𝜃 =
1− 𝜆

𝑐√︁⃒⃒
1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ (︂
𝜆 = 𝑐

1− 𝜃 |𝜃|
1 + 𝜃 |𝜃|

, −1 ≤ 𝜃 ≤ 1, 𝜃 ̸= 0

)︂

(при цьому, у випадку 𝜆 = ∞ слiд вважати, що 𝜃 = −1). Отже, згiдно з наслiд-

ком А.41, отримуємо:

(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ])−1 = (U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ])−1 = U𝜃𝑠,𝑐

[︀
𝑠𝜃, 𝑠𝜃𝐽n, 𝐽

−1]︀ , (3.202)

де 𝑠𝜃 = S(𝑠, 𝜃) =

⎧⎨⎩1, 𝑠, 𝜃 > 0

−1, 𝑠 < 0 або 𝜃 < 0.

У випадку 𝑠 = 1 маємо, 𝑠𝜃 = sign 𝜃 = sign

⎛⎝ 1−𝜆
𝑐√︂⃒⃒⃒

1−𝜆2
𝑐2

⃒⃒⃒
⎞⎠ = sign (𝑐− 𝜆), де у випадку

𝜆 = ∞ слiд вважати, що sign (𝑐 − 𝜆) = −1. Отже, використовуючи (3.202), в цьому

випадку отримуємо:

(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ])−1 = U𝜃,𝑐

[︀
𝑠𝜃, 𝑠𝜃𝐽n, 𝐽

−1]︀ = W𝜆,𝑐

[︀
𝑠𝜃, 𝑠𝜃𝐽n, 𝐽

−1]︀ =

= W𝜆,𝑐

[︀
sign (𝑐− 𝜆), sign (𝑐− 𝜆)𝐽n, 𝐽−1

]︀
(𝑠 = 1). (3.203)

Розглянемо, тепер, випадок 𝑠 = −1 (𝜃𝑠 = 𝜃−1, 𝑠𝜃 = −1). Застосовуючи формули

(3.202) i (А.76), в цьому випадку отримуємо:

(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ])−1 = U𝜃−1,𝑐

[︀
𝑠𝜃, 𝑠𝜃𝐽n, 𝐽

−1]︀ = U𝜃−1,𝑐

[︀
−1,−𝐽n, 𝐽−1

]︀
=

= U𝜃,𝑐

[︀
−sign 𝜃, (sign 𝜃) 𝐽n, 𝐽−1

]︀
= U𝜃,𝑐

[︀
−sign (𝑐− 𝜆), sign (𝑐− 𝜆)𝐽n, 𝐽−1

]︀
=

= W𝜆,𝑐

[︀
−sign (𝑐− 𝜆), sign (𝑐− 𝜆)𝐽n, 𝐽−1

]︀
(𝑠 = −1). (3.204)

З формул (3.203) i (3.204) в обох випадках маємо:

(W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ])−1 = W𝜆,𝑐

[︀
𝑠 sign (𝑐− 𝜆), sign (𝑐− 𝜆)𝐽n, 𝐽−1

]︀
, (3.205)

0 < 𝑐 <∞, 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) (де у випадку 𝜆 =∞
слiд вважати, що sign (𝑐− 𝜆) = −1).

Зокрема, використовуючи формули (3.197), (3.205), а також очевиднi тотожностi
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I−1,1 [n]n = −n та (I−1,1 [n])−1 = I−1,1 [n], неважко пiдрахувати, що при 0 < 𝑐 < ∞,

𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, n ∈ B1 (H1) справедлива рiвнiсть:(︁
E

[𝑠,n]
𝜆,𝑐

)︁−1
= (W𝜆,𝑐 [𝑠,n, I−1,1 [n]])−1 = E

[𝑠 sign (𝑐−𝜆),−sign (𝑐−𝜆)n]
𝜆,𝑐 . (3.206)

З формул (3.206) та (3.198), використовуючи нескладнi обчислення, отримуємо:(︁
E

[𝑠,n;a]
𝜆,𝑐

)︁−1
w = E

[𝑠 sign (𝑐−𝜆),−sign (𝑐−𝜆)n]
𝜆,𝑐 w − a (w, a ∈ℳ (H)) . (3.207)

Про умовну часозворотнiсть тахiонових кiнематик типу UPT0 (H,ℬ, 𝑐) та

UPT (H,ℬ, 𝑐). Нехай, ℬ — довiльна базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H i

Tm(ℬ) = (R,≤). Покладемо:

l0,ℬ :=
(︀
Iℳ(H), Iℳ(H) [ℬ]

)︀
=
(︀
Iℳ(H),ℬ

)︀
, (3.208)

де рiвнiсть Iℳ(H) [ℬ] = ℬ випливає з зауваження 1.137. Використовуючи позначення

(3.38), властивiсть 3.85(1), та формулу (3.200), отримуємо:

l0,ℬ ∈ ℒ𝑘 (UP (H,ℬ, 𝑐)) ∩ ℒ𝑘 (UP0 (H,ℬ, 𝑐))∩
∩ ℒ𝑘 (UPT (H,ℬ, 𝑐)) ∩ ℒ𝑘 (UPT0 (H,ℬ, 𝑐)) .

Згiдно з властивiстю 3.85(1) i позначенням (3.38), ℒ𝑘 (UPT (H,ℬ, 𝑐)) =

{(𝑈 ,𝑈 [ℬ]) |𝑈 ∈ PT+ (H, 𝑐)}. Покладемо:

ℒ𝑘 (UPT (H,ℬ, 𝑐))T,fin :=
{︀

(𝑈 ,𝑈 [ℬ]) |
𝑈 = W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ; a] ∈ PT+ (H, 𝑐) ; 𝑐 < 𝜆 < ∞

}︀
. (3.209)

Легко бачити, що ℒ𝑘 (UPT (H,ℬ, 𝑐))T,fin ⊆ ℒ𝑘 (UPT (H,ℬ, 𝑐)) ⊆ ℒ𝑘 (UPT0 (H,ℬ, 𝑐)).

Лема 3.108. Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (UPT (H,ℬ, 𝑐))T,fin справедливе

спiввiдношення, l0,ℬ ⇓−UPT(H,ℬ,𝑐) l.

Доведення. Нехай, l ∈ ℒ𝑘 (UPT (H,ℬ, 𝑐))T,fin. Тодi систему вiдлiку l, згiдно (3.209) та

позначенням (2.18), можна подати у виглядi:

l = (𝑈 ,𝑈 [ℬ]) , де (3.210)

𝑈 = W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ; a] (3.211)

(∞ > 𝜆 > 𝑐, n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1) , a ∈ ℳ (H)). З формул (3.208), (3.210),

за властивостями 3.85(4,7), отримуємо, M𝑘 (l0,ℬ) = M𝑘(l) = ℳ (H), причому,
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[l0,ℬ← l] w = Iℳ(H)𝑈
−1w = 𝑈−1w (w ∈ M𝑘 (l) = ℳ (H)). Звiдси, використовуючи

(3.211), (2.17) та (3.205), маємо:

[l0,ℬ← l] w = (W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ; a])−1 w = (W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ])−1 w − a =

= W𝜆,𝑐

[︀
sign (𝑐− 𝜆), sign (𝑐− 𝜆)𝐽n, 𝐽−1

]︀
w − a =

= W𝜆,𝑐

[︀
−1,−𝐽n, 𝐽−1

]︀
w − a = W𝜆,𝑐

[︀
−1,−𝐽n, 𝐽−1; a′

]︀
w,

де a′ = −
(︀
W𝜆,𝑐

[︀
−1,−𝐽n, 𝐽−1

]︀)︀−1
a.

Для завершення доведення леми залишається скористатися наслiдком 3.87.

Наслiдок 3.109. Довiльна унiверсальна кiнематика виду UPT (H,ℬ, 𝑐) (𝑐 < ∞) є

умовно часозворотною.

Доведення. Розглянемо довiльнi вектор n ∈ B1 (H1) i число 𝜆 ∈ R таке, що 𝜆 > 𝑐.

Взявши число a1 := 2𝜆√︁
𝜆2

𝑐2
−1

n, покладемо:

l1 :=
(︁
E

[1,n]
𝜆,𝑐 ,E

[1,n]
𝜆,𝑐 [ℬ]

)︁
; l2 :=

(︁
E

[1,−n;a1]
𝜆,𝑐 ,E

[1,−n;a1]
𝜆,𝑐 [ℬ]

)︁
.

Iз властивостi 3.85(1), спiввiдношення (3.199) i позначення (3.38) випливає, що l1, l2 ∈
ℒ𝑘 (UPT (H,ℬ, 𝑐)). Покладемо:

w0 := 0; w1 := (1, 0) = e0; w2 := 2e0; w′0 := − 2√︁
𝜆2

𝑐2
−1

e0. (3.212)

Доведемо, що системи вiдлiку l0,ℬ, l1, l2 i елементи w0,w1,w2,w
′
0 ∈ ℳ (H) =

M𝑘 (l0,ℬ) = M𝑘 (l1) = M𝑘 (l2) задовольняють умови теореми 3.103 (для кiнематики

ℱ = UPT (H,ℬ, 𝑐)).
1) Згiдно з лемою 3.108, маємо, l0,ℬ ⇓−UPT(H,ℬ,𝑐) l1 i l0,ℬ ⇓−UPT(H,ℬ,𝑐) l2.

2) Використовуючи властивiсть 3.85(7) i формули (3.197), (3.198), (3.206), (3.207),

отримуємо:

[l1← l0,ℬ] w0 = E
[1,n]
𝜆,𝑐 I−1ℳ(H)w0 = E

[1,n]
𝜆,𝑐 w0 = E

[1,n]
𝜆,𝑐 0 = 0 = w0; (3.213)

[l2← l1] w1 = E
[1,−n;a1]
𝜆,𝑐

(︁
E

[1,n]
𝜆,𝑐

)︁−1
w1 = E

[1,−n;a1]
𝜆,𝑐 E

[−1,n]
𝜆,𝑐 e0 = E

[1,−n]
𝜆,𝑐

(︁
E

[−1,n]
𝜆,𝑐 e0 + a1

)︁
=

= E
[1,−n]
𝜆,𝑐

⎛⎝(︀−1 · 1− 𝜆
𝑐2
· 0
)︀√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ e0 +
−1 · 0− 𝜆 · 1√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ n + 0 + a1

⎞⎠ =

= E
[1,−n]
𝜆,𝑐

⎛⎝− e0 + 𝜆n√︁⃒⃒
1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ +
2𝜆√︁
𝜆2

𝑐2
− 1

n

⎞⎠ =
1√︁

𝜆2

𝑐2
− 1

E
[1,−n]
𝜆,𝑐 (−e0 + 𝜆n) =
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=
1√︁

𝜆2

𝑐2
− 1

⎛⎝(︀1 · (−1)− 𝜆
𝑐2
· (−𝜆)

)︀√︁
𝜆2

𝑐2
− 1

e0 +
1 · (−𝜆)− 𝜆 · (−1)√︁

𝜆2

𝑐2
− 1

(−n) + 0

⎞⎠ =

=
1√︁

𝜆2

𝑐2
− 1

𝜆2

𝑐2
− 1√︁

𝜆2

𝑐2
− 1

e0 = e0 = w1; (3.214)

[l0,ℬ← l2] w2 = Iℳ(H)

(︁
E

[1,−n;a1]
𝜆,𝑐

)︁−1
(2e0) =

(︁
E

[1,−n;a1]
𝜆,𝑐

)︁−1
(2e0) =

= 2E
[1·(−1),−(−1)(−n)]
𝜆,𝑐 e0 − a1 = 2E

[−1,−n]
𝜆,𝑐 e0 − a1 =

= 2

⎛⎝(︀(−1) · 1− 𝜆
𝑐2
· 0
)︀√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ e0 +
(−1) · 0− 𝜆 · 1√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ (−n) + 0

⎞⎠− a1 =

= −2

⎛⎝ e0 − 𝜆n√︁
𝜆2

𝑐2
− 1

⎞⎠− 2𝜆√︁
𝜆2

𝑐2
− 1

n = − 2√︁
𝜆2

𝑐2
− 1

e0 = w′0. (3.215)

З рiвностей (3.213), (3.214), (3.215) випливає, що другий пункт умови теоре-

ми 3.103 виконаний.

3) З рiвностей (3.212) випливає виконання третього пункту умови теоре-

ми 3.103 (тобто bs (w0) = bs (w1) = bs (w2) = bs (w′0)).

4) З рiвностей (3.212) маємо, tm (w0) = 0 < 1 = tm (w1) < 2 = tm (w2). Згiдно з

властивiстю 3.85(3) та умовою наслiдка, Tm (l1) = Tm (l2) = Tm(ℬ) = (R,≤). Отже,

часовий порядок в системах вiдлiку l1 i l2 спiвпадає iз стандартним порядком поля

дiйсних чисел. Тому четвертий пункт умови теореми 3.103 також виконується. Таким

чином, за теоремою 3.103, кiнематика UPT (H,ℬ, 𝑐) є умовно часозворотною.

Аналогiчно до наслiдка 3.109, за допомогою теореми 3.103 доводиться такий на-

слiдок:

Наслiдок 3.110. Довiльна унiверсальна кiнематика виду UPT0 (H,ℬ, 𝑐) (𝑐 < ∞) є

умовно часозворотною.

Наслiдок 3.111. Довiльна унiверсальна кiнематика виду UP0 (H,ℬ, 𝑐) (𝑐 < ∞) є

умовно часозворотною.

Доведення. Згiдно (3.200), Iℳ(H) ∈ P (H, 𝑐). Оператор −Iℳ(H) також належить до

P (H, 𝑐), згiдно з позначенням (2.18), оскiльки

−Iℳ(H) = W0,𝑐 [−1,n, I−1,−1 [n]] (∀n ∈ B1 (H1)). (3.216)

Таким чином:

Iℳ(H),−Iℳ(H) ∈ P (H, 𝑐) . (3.217)
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Нехай, ℬ — базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H i Tm(ℬ) = (R,≤). По-

кладемо, l1 :=
(︀
−Iℳ(H),

(︀
−Iℳ(H)

)︀
[ℬ]
)︀
. Згiдно iз (3.217) i властивiстю 3.85(1), маємо,

l0,ℬ, l1 ∈ ℒ𝑘 (UP0 (H,ℬ, 𝑐)). Звiдси, використовуючи властивiсть 3.85(7), отримуємо:

[l0,ℬ← l1] = Iℳ(H)

(︀
−Iℳ(H)

)︀−1
= −Iℳ(H). (3.218)

З (3.218), за означенням 3.104, випливає, що система вiдлiку l1 — нерухома вiдносно

системи вiдлiку l0,ℬ в кiнематицi UP0 (H,ℬ, 𝑐). Далi, застосовуючи (3.218), (3.216) та
наслiдок 3.87, отримуємо спiввiдношення l0,ℬ ⇓−UP0(H,ℬ,𝑐) l1. Крiм того, для елемента

w0 = 0 ∈ℳ (H) = M𝑘 (l1), використовуючи властивiсть 3.85(7), маємо:

[l1← l0,ℬ] w0 = −Iℳ(H)I−1ℳ(H)0 = 0 = w0.

Отже, враховуючи зауваження 3.106 i властивiсть 3.85(3), згiдно з якою Tm (l1) =

Tm(ℬ) = (R,≤) є необмеженою зверху лiнiйно упорядкованою множиною, бачимо,

що системи вiдлiку l0 i l1 задовольняють всi умови наслiдка 3.105 для унiверсальної

кiнематики UP0 (H,ℬ, 𝑐). Тому, згiдно з наслiдком 3.105, кiнематика UP0 (H,ℬ, 𝑐) є
умовно часозворотною.

Приклад безумовно часонезворотної тахiонової кiнематики. Iз наслiдкiв

3.109 та 3.110 випливає, що кiнематики виду UPT (H,ℬ, 𝑐) та UPT0 (H,ℬ, 𝑐), тобто
всi тахiоновi кiнематики, побудованi в параграфi 3.4.1, якi допускають рух з надсвi-

тловою швидкiстю для систем вiдлiку, є умовно часозворотними. У зв’язку з цим

виникає запитання:

Чи можна, базуючись на узагальнених перетвореннях Лоренца-Пуанкаре в сен-

сi E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni побудувати безумовно часонезворотну

унiверсальну кiнематику, яка допускає для систем вiдлiку рух з довiльною швидкi-

стю, вiдмiнною вiд швидкостi свiтла?

Нижче буде побудовано унiверсальну кiнематику, яка дасть позитивну вiдповiдь

на поставлене питання.

Нехай, 0 < 𝑐 <∞. Покладемо:

PT∓fin (H, 𝑐) := {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ; a] ∈ PT (H, 𝑐) | 𝑠 = sign (𝑐− 𝜆), 𝜆 <∞} . (3.219)

Нехай, ℬ — базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H i Tm(ℬ) = (R,≤).

Покладемо:

UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐) := Ku
(︀
PT∓fin (H, 𝑐) ,ℬ; H

)︀
. (3.220)

З формули (3.219) i позначення (2.18) випливає, що P+ (H, 𝑐) ⊆ PT∓fin (H, 𝑐).

Отже, згiдно з (3.200), Iℳ(H) ∈ PT∓fin (H, 𝑐). Тому, згiдно iз властивiстю 3.85(1),
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l0,ℬ ∈ ℒ𝑘
(︀
UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐)

)︀
, де система вiдлiку l0,ℬ визначається за формулою (3.208).

Лема 3.112. Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘
(︀
UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐)

)︀
справедливе

спiввiдношення, l0,ℬ ⇑+UPT∓
fin(H,ℬ,𝑐)

l.

Доведення. Нехай, l ∈ ℒ𝑘
(︀
UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐)

)︀
. Тодi, згiдно з властивiстю 3.85(1) та фор-

мулами (3.220) i (3.219), систему вiдлiку l можна подати у виглядi:

l = (U,U [ℬ]) , де (3.221)

U = W𝜆,𝑐 [sign (𝑐− 𝜆),n, 𝐽 ; a] , 0 ≤ 𝜆 <∞, 𝜆 ̸= 𝑐, (3.222)

n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1) , a ∈ℳ (H) .

З формул (3.208), (3.221), за властивостями 3.85(4,7), отримуємо,M𝑘 (l0,ℬ) = M𝑘(l) =

ℳ (H), причому:

[l0,ℬ← l] w = Iℳ(H)U
−1w = U−1w, w ∈M𝑘 (l0,ℬ) =ℳ (H) .

Звiдси, використовуючи (3.222), (2.17) та (3.205), маємо:

[l0,ℬ← l] w = (W𝜆,𝑐 [sign (𝑐− 𝜆),n, 𝐽 ; a])−1 w =

= (W𝜆,𝑐 [sign (𝑐− 𝜆),n, 𝐽 ])−1 w − a =

= W𝜆,𝑐

[︀
1, sign (𝑐− 𝜆)𝐽n, 𝐽−1

]︀
w − a =

= W𝜆,𝑐

[︀
1,n1, 𝐽

−1]︀w − a = W𝜆,𝑐

[︀
1,n1, 𝐽

−1; a1

]︀
w, (3.223)

де n1 = sign (𝑐− 𝜆)𝐽n ∈ B1 (H1) , a1 = −
(︀
W𝜆,𝑐

[︀
1,n1, 𝐽

−1]︀)︀−1 a.
З рiвностi (3.223), використовуючи наслiдок 3.87, отримуємо бажане спiввiдношення

l0,ℬ ⇑+UPT∓
fin(H,ℬ,𝑐)

l.

З леми 3.112 i теореми 3.101 отримуємо такий наслiдок:

Наслiдок 3.113. Довiльна унiверсальна кiнематика виду UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐) (0 < 𝑐 <

∞) є безумовно часонезворотною.

Зауваження 3.114. Кiнематика виду UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐) (0 < 𝑐 < ∞) є слабко часопо-

зитивною, проте не є часопозитивною. Аналогiчно до леми 3.108 можна довести, що

для довiльної (надсвiтлової) системи вiдлiку виду:

l = (U,U [ℬ]) ∈ ℒ𝑘
(︀
UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐)

)︀
, де

U = W𝜆,𝑐 [sign (𝑐− 𝜆),n, 𝐽 ; a] = W𝜆,𝑐 [−1,n, 𝐽 ; a] ,

𝑐 < 𝜆 < +∞, n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1) , a ∈ℳ (H)

справедливе спiввiдношення l ⇓−
UPT∓

fin(H,ℬ,𝑐)
l0,ℬ незважаючи на те, що l0,ℬ ⇑+UPT∓

fin(H,ℬ,𝑐)
l (згiдно з лемою 3.112). Про iнший приклад безумовно часонезворотних тахiонових

кiнематик сказано в зауваженнi Б.1 додатку Б.
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3.9.10. Деякi висновки. 1. Згiдно з наслiдком 3.113, кiнематика виду

UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐) (у випадку dim (H) = 3) є прикладом безумовно часонезворотного

тахiонового розширення кiнематики спецiальної теорiї вiдносностi, яке дозволяє для

матерiальних об’єктiв i систем вiдлiку рух з довiльною швидкiстю, вiдмiнною вiд

швидкостi свiтла. Тому, на основi теореми 3.101, бачимо, що гiпотеза про iснування

матерiальних об’єктiв та iнерцiйних систем вiдлiку, що рухаються iз швидкостями,

бiльшими за швидкiсть свiтла, взагалi кажучи, не приводить до часових парадоксiв,

пов’язаних з можливiстю повернення до власного минулого.

2. В [58] було отримано наступнi два варiанта узагальнених перетворень Лоренца

для надсвiтлових систем вiдлiку (у спецiальному випадку, коли обидвi системи руха-

ються вздовж спiльної осi абсцис i мають однакову орiєнтацiю iнших осей координат):

𝑡′ =
𝑡− 𝑣𝑥

𝑐2√︁(︀
𝑣
𝑐

)︀2 − 1
, 𝑥′ =

𝑥− 𝑣𝑡√︁(︀
𝑣
𝑐

)︀2 − 1
,
𝑦′ = 𝑦,

𝑧′ = 𝑧,
або : (3.224)

𝑡′ =
−𝑡+ 𝑣𝑥

𝑐2√︁(︀
𝑣
𝑐

)︀2 − 1
, 𝑥′ =

−𝑥+ 𝑣𝑡√︁(︀
𝑣
𝑐

)︀2 − 1
,
𝑦′ = 𝑦,

𝑧′ = 𝑧,
(3.225)

де 𝑣 ∈ R, |𝑣| > 𝑐 (див. [58, формула (3.16) та формула (3.18)]). Перетворення (3.224)

є частинним випадком перетворень виду (А.155) при dim (H) = 3, 𝜆 > 𝑐 i 𝑠 = 1,

тодi, як перетворення (3.225) належать до перетворень виду (А.155) для dim (H) = 3,

𝜆 > 𝑐 i 𝑠 = −1. Якщо в формулах (А.155) та (2.17) покласти 𝑠 = 1 як для досвi-

тлового так i для надсвiтлового значення швидкостi системи вiдлiку, то отримаємо

клас операторiв PT+ (H, 𝑐) (див. (2.18)), а також побудовану на основi цього класу

унiверсальну кiнематику виду UPT (H,ℬ, 𝑐). Згiдно з наслiдком 3.109, ця кiнематика

є умовно часозворотною. Проте, якщо покласти в (2.17) значення 𝑠 = 1 для досвiтло-

вого дiапазону, а значення 𝑠 = −1 для надсвiтлового дiапазону швидкостей систем

вiдлiку, то отримаємо клас операторiв PT∓fin (H, 𝑐), визначений в формулi (3.219) i

побудовану на основi цього класу унiверсальну кiнематику UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐). Згiдно з
наслiдком 3.113, кiнематика UPT∓fin (H,ℬ, 𝑐) є безумовно часонезворотною. Таким чи-

ном можна сформулювати наступний висновок стосовно двох варiантiв надсвiтлових

перетворень Лоренца, отриманих в [58]:

З точки зору вимоги часонезворотностi, перетворення (3.225) (тобто [58, фор-

мула (3.18)]) є бiльш прийнятними для побудови тахiонового розширення спецiаль-

ної теорiї вiдносностi, нiж перетворення (3.224) (тобто [58, формула (3.16)]).

Основнi результати пiдроздiлу 3.9 були анонсованi в [158] i опублiкованi в [159,

160], а також, представленi на конференцiях [98,161–163].
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3.10. Одностайно-поступальнi системи вiдлiку в

унiверсальних кiнематиках

3.10.1. Вступнi зауваження Поняття iнерцiйної системи вiдлiку вiдiграє

ключову роль в класичнiй механiцi та спецiальнiй теорiї вiдносностi, оскiльки в iнер-

цiйних системах вiдлiку основнi фундаментальнi закони фiзики мають найпростiше

формулювання. При цьому прийнято вважати, що всi iнерцiйнi системи вiдлiку ру-

хаються рiвномiрно прямолiнiйно (тобто зi сталою швидкiстю) одна вiдносно iншої.

В даному та попередньому роздiлах дисертацiйної роботи, використовуючи те-

орiю мiнливих множин, було побудовано новий клас математичних об’єктiв — унi-

версальнi кiнематики, якi призначенi для математичного моделювання еволюцiї фi-

зичних систем в рамках рiзних законiв кiнематики, а також показано, що теорiя

унiверсальних кiнематик може бути застосована для математично строгого обґрун-

тування кiнематики спецiальної теорiї вiдносностi та її тахiонових розширень. Тому,

у зв’язку iз сказаним в першому абзацi, природним чином постає задача дослiдити

рiвномiрний прямолiнiйний рух систем вiдлiку на рiвнi абстрактних унiверсальних

кiнематик. Але, оскiльки, як було сказано вище, рiвномiрний прямолiнiйний рух си-

стем вiдлiку є рухом зi сталою швидкiстю, то спершу доцiльно дослiдити на абстра-

ктному рiвнi бiльш загальний випадок, коли системи вiдлiку рухаються таким чином,

що можна однозначно ввести поняття перемiщення, а отже середньої або миттєвої

швидкостi руху однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої. Саме такий вид руху систем

вiдлiку надалi буде називатись одностайно-поступальним.

В даному пiдроздiлi формулюється строге означення одностайно-поступальних

систем вiдлiку в унiверсальних кiнематиках, та дослiджуються їхнi властивостi.

3.10.2. Рiзнi варiанти означень одностайно-поступальних си-

стем вiдлiку.

Векторнi унiверсальнi кiнематики та їх властивостi.

Означення 3.115. (а) Кiнематична множина C називається векторною, якщо:

∀ l ∈ ℒ𝑘 (C) (L𝑠(l) ̸= ∅) .

(б) Унiверсальна кiнематика ℱ =
(︁
C,
←−
𝒬
)︁
називається векторною, якщо C є ве-

кторною кiнематичною множиною.

Використовуючи систему позначень, прийняту в данiй роботi (див. пiдроздi-

ли 2.2.4, 3.2.2), отримуємо наступний наслiдок означення 3.115.

Наслiдок 3.116. Унiверсальна кiнематика ℱ є векторною тодi i тiльки тодi, коли

∀ l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (L𝑠(l) ̸= ∅).
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Наслiдок 3.116 можна розглядати як альтернативний варiант означення вектор-

ної унiверсальної кiнематики.

Нехай, C — довiльна векторна кiнематична множина або унiверсальна кiне-

матика. Тодi, згiдно з означенням 3.115 та наслiдком 3.116, для довiльної систе-

ми вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) виконується спiввiдношення L𝑠(l;C)̸= ∅. Звiдси, враховуючи
систему позначень, прийняту в данiй роботi, випливає, що для будь-якої системи

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) i для довiльних елементiв 𝑎1, · · · , 𝑎𝑛 ∈ Zk (l,C), 𝜆1, · · · , 𝜆𝑛 ∈ R
(𝑛 ∈ N) визначений елемент (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l,C . Керуючись скороченими варiан-

тами позначень, введеними в данiй роботi, надалi у випадку, коли наперед вiдомо,

про яку кiнематичну множину або унiверсальну кiнематику C йде мова, замiсть по-

значень L𝑠(l;C), Zk (l,C), (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l,C будемо використовувати позначення

L𝑠(l), Zk (l), (𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l вiдповiдно. Крiм того, коли зi змiсту тексту мо-

жна визначити, про яку систему вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) йде мова, замiсть позначення

(𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛)l будемо використовувати позначення 𝜆1𝑎1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎𝑛.

Перетворення координат в унiверсальних кiнематиках та оператори пере-

творення координат.

Означення 3.117. Нехай, Q1,Q2 — координатнi простори, а T1 = (T1,≤1) i T2 =

(T1,≤2) (T1,T2 ̸= ∅) — довiльнi лiнiйно упорядкованi множини. Довiльну бiєкцiю U

мiжT1×Zk (Q1) iT2×Zk (Q2) (U : T1 × Zk (Q1)←→ T2 × Zk (Q2) ) будемо називати

оператором перетворення координат з (T1,Q1) в (T2,Q2). Множину всiх операторiв

перетворення координат з (T1,Q1) в (T2,Q2) будемо позначати через:

Pk (T1,Q1;T2,Q2) .

Безпосередньо з означення 3.117, а також з означення унiверсальної кiнематики

та системи позначень для унiверсальних кiнематик випливає наступне твердження.

Твердження 3.118. Нехай, ℱ — унiверсальна кiнематика i l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — довiль-

нi системи вiдлiку ℱ . Тодi:

[m← l,ℱ ] ∈ Pk (Tm(l),BG(l);Tm(m),BG(m)) .

Отже, довiльне перетворення координат мiж системами вiдлiку в довiльнiй унi-

версальнiй кiнематицi є оператором перетворення координат.

Навпаки, нехай U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2), де T𝑖 = (T𝑖,≤𝑖) (𝑖 ∈ 1, 2). Розглянемо

довiльну базову мiнливу множину ℬ таку, що Bs(ℬ) ⊆ Zk (Q1), Tm(ℬ) = T1 i поро-

джену нею базову кiнематичну множину:

C(ℬ,Q1) :=
(︀
ℬ,
(︀
Q1, IBs(ℬ)

)︀)︀
,
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де Iℳ — тотожне вiдображення на множинiℳ. Використовуючи систему позначень

теорiї базових кiнематичних множин та означення множини Мiнковського над базо-

вою кiнематичною множиною (див. (2.2)), отримуємо:

Tm
(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
= Tm(ℬ) = T1; Tm

(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
= T1;

BE
(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
= ℬ; (3.226)

Bs
(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
= Bs(ℬ) ⊆ Zk (Q1) ; Bs

(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
= Bs(ℬ) ⊆ T1 × Zk (Q1) ;

Zk
(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
= Zk (Q1) ;

M𝑘
(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
= Tm

(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
× Zk

(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
= T1 × Zk (Q1) ;

qC(ℬ,Q1) = IBs(ℬ).

Звiдси для довiльного 𝜔 ∈ Bs
(︀
C(ℬ,Q1)

)︀
одержуємо,

Q⟨C(ℬ,Q1)⟩ (𝜔) = (tm (𝜔) , qC(ℬ,Q1) (bs (𝜔))) = (tm (𝜔) , bs (𝜔)) = 𝜔.

Отже, Q⟨C(ℬ,Q1)⟩ = IBs(ℬ).

Використовуючи отриманi вище рiвностi та означення 3.4, одержуємо, що iндексова-

на сiм’я:

P0 =
(︁(︀

T1,Zk (Q1) , IT1×Zk(Q1),Q1, IT1×Zk(Q1)

)︀
, (T2,Zk (Q2) ,U,Q2,U)

)︁
=

=
(︁

(T𝛼,Zk (Q𝛼) , 𝑈𝛼,Q𝛼, 𝑈𝛼) | 𝛼 ∈ 1, 2
)︁
,

де 𝑈𝛼 =

⎧⎨⎩IT1×Zk(Q1), 𝛼 = 1

U, 𝛼 = 2

є унiверсальним кiнематичним мультипроектором для базової кiнематичної множини

C(ℬ,Q1). Отже, керуючись теоремою 3.5 та означенням 3.6, можна покласти:

ℱ0 := Ku
[︀
P0,C

(ℬ,Q1)
]︀
.

Використовуючи властивостi 3.7(1, 7, 3), рiвнiсть (3.226), та теорему 3.5 (пункт 2),

для систем вiдлiку:

l = (1, 𝑈1 [ℬ,T1]) =
(︀
1, IT1×Zk(Q1) [ℬ]

)︀
= (1,ℬ) ∈ ℒ𝑘 (ℱ0) ;

m = (2, 𝑈2 [ℬ,T2]) = (2,U [ℬ,T2]) ∈ ℒ𝑘 (ℱ0)
отримуємо:

[m← l] = U; Tm(l) = T1; BG (l,ℱ0) = Q1;

Tm(m) = T2; BG (m,ℱ0) = Q2.

При цьому, згiдно з властивiстю 3.7 (1), ℒ𝑘 (ℱ0) = {l,m}. Отже, якщо Q1 i Q2 —

векторнi координатнi простори (тобто L𝑠 (Q1) ̸= ∅ i L𝑠 (Q2) ̸= ∅), то, згiдно з на-



256

слiдком 3.116, ℱ0 є векторною унiверсальною кiнематикою. Таким чином, ми довели

справедливiсть наступного твердження:

Твердження 3.119. Для довiльного оператора перетворення координат U ∈
Pk (T1,Q1;T2,Q2) iснують унiверсальна кiнематика ℱ i системи вiдлiку

l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) такi, що:

Tm(l) = T1; BG (l,ℱ) = Q1; [m← l] = U.

Tm(m) = T2; BG (m,ℱ) = Q2;

При цьому якщо Q1 i Q2 є векторними координатними просторами, то унiвер-

сальна кiнематика ℱ також є векторною.

З тверджень 3.118 i 3.119 випливає, що вивчення властивостей перетворень коор-

динат мiж системами вiдлiку в унiверсальних кiнематиках можна звести до вивчення

властивостей операторiв перетворення координат.

Траєкторiї для систем вiдлiку в унiверсальних кiнематиках.

Означення 3.120. Нехай, ℱ — довiльна унiверсальна кiнематика i l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) —

довiльнi системи вiдлiку ℱ . Траєкторiєю точки x ∈ Zk (m) (при русi системи вiдлiку

m вiдносно системи вiдлiку l) в кiнематицi ℱ будемо називати множину:

trj[l←m,ℱ ] (x) = {[l←m] (𝑡, x) | 𝑡 ∈ Tm (m)} ⊆M𝑘 (l) .

Зауваження 3.121. У випадку, коли наперед вiдомо, про яку унiверсальну кiнема-

тику ℱ йде мова, замiсть позначення trj[l←m,ℱ ] (x) будемо використовувати скорочене

позначення, trj[l←m] (x).

Властивостi траєкторiй. У твердженнях 3.122 i 3.123 ℱ є довiльною унiверсаль-

ною кiнематикою, а l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — довiльнi системи вiдлiку ℱ .

Твердження 3.122. Для довiльних x, y ∈ Zk (m) з умов x ̸= y випливає спiввiдно-

шення, trj[l←m] (x) ∩ trj[l←m] (y) = ∅.

Доведення. Нехай, x, y ∈ Zk (m) i w ∈ trj[l←m] (x) ∩ trj[l←m] (y). Тодi, за означенням

3.120, iснують моменти часу 𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm (m) такi, що:

w = [l←m] (𝑡1, x) = [l←m] (𝑡2, y) .

Звiдси, використовуючи формули (3.3) i (3.4), отримуємо:

[m← l] [l←m] (𝑡1, x) = [m← l] [l←m] (𝑡2, y) ;

[m←m] (𝑡1, x) = [m←m] (𝑡2, y) ;

(𝑡1, x) = (𝑡2, y) .

Отже, (𝑡1, x) = (𝑡2, y), тобто x = y.
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Твердження 3.123. Для довiльного елемента w ∈ M𝑘 (l) iснує, причому єдиний

елемент x ∈ Zk (m) такий, що w ∈ trj[l←m] (x).

Доведення. Розглянемо довiльний елемент w ∈M𝑘 (l). Покладемо:

x := bs ([m← l] w) ; 𝑡0 := tm ([m← l] w) .

Тодi, використовуючи формули (3.3) i (3.4), отримуємо:

[l←m] (𝑡0, x) = [l←m] (tm ([m← l] w) , bs ([m← l] w)) =

= [l←m] [m← l] w = [l← l] w = w.

Отже, за означенням 3.120, маємо, w ∈ {[l←m] (𝑡, x) | 𝑡 ∈ Tm (m)} = trj[l←m] (x).

Доведемо, що елемент x ∈ Zk(m), що задовольняє умову w ∈ trj[l←m] (x)

— єдиний. Припустимо, що w ∈ trj[l←m] (x1), де x1 ∈ Zk(m). Тодi,

trj[l←m] (x) ∩ trj[l←m] (x1) ̸= ∅. Отже, за твердженням 3.122, x = x1.

Означення одностайно-поступальних систем вiдлiку в унiверсальних кiне-

матиках В якостi фiзичної мотивацiї для того означення одностайно-поступальних

систем вiдлiку, яке буде сформульовано в цьому роздiлi, може служити наступне

означення поступального руху тiл, взяте з [164, стор. 11]:

Означення А. Поступальним рухом тiла називається такий його рух, при

якому всi точки тiла рухаються по однакових (тобто паралельних) траєкторiях,

проходячи за однаковi промiжки часу однаковi дiлянки своїх траєкторiй.

Виходячи з означення А можна дати наступне (нестроге, фiзичне) означення для

одностайно-поступального руху систем вiдлiку.

Означення А′. Будемо говорити, що система вiдлiку m рухається одностайно-

поступально вiдносно системи вiдлiку l, якщо всi точки, нерухомi вiдносно системи

вiдлiку m рухаються вiдносно l по однакових (тобто паралельних) траєкторiях,

проходячи за однаковi промiжки часу однаковi дiлянки своїх траєкторiй.

Наступнi зусилля спрямованi на те, щоб дати математично строгий аналог озна-

чення А′ для систем вiдлiку в абстрактних унiверсальних кiнематиках. Спершу буде

сформульовано необхiднi технiчнi означення i доведено необхiднi технiчнi твердже-

ння, для того, щоб це зробити.

Означення 3.124. Нехай, ℱ — довiльна векторна унiверсальна кiнематика i l ∈
ℒ𝑘 (ℱ) довiльна система вiдлiку ℱ .

1. Паралельним зсувом множини 𝐴 ⊆ M𝑘 (l) на вектор x ∈ Zk (l) (в системi

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ)) будемо називати множину:
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𝐴⟨+x; l⟩ := {(tm (w) , x + bs (w)) | w ∈ 𝐴} .

У випадках, коли не виникає непорозумiнь, замiсть позначення 𝐴⟨+x; l⟩ будемо

використовувати позначення, 𝐴⟨+x⟩.

2. Будемо говорити, що множина 𝐴 ⊆ M𝑘 (l) паралельна множинi 𝐵 ⊆ M𝑘 (l)

вiдносно системи вiдлiку l (позначення: 𝐴 ‖ℱl 𝐵), якщо iснує елемент x ∈ Zk (l)

такий, що 𝐵 = 𝐴⟨+x⟩, тобто такий, що:

𝐵 = {(tm (w) , x + bs (w)) | w ∈ 𝐴} .

У випадку, коли вiдомо, про яку унiверсальну кiнематику ℱ йде мова, замiсть

позначення 𝐴 ‖ℱl 𝐵 будемо використовувати позначення, 𝐴 ‖l 𝐵.

Твердження 3.125. Нехай, ℱ — довiльна векторна унiверсальна кiнематика i l ∈
ℒ𝑘 (ℱ) довiльна система вiдлiку ℱ . Тодi:

1. 𝐴⟨+0⟩ = 𝐴 (для довiльної множини 𝐴 ⊆ M𝑘 (l)), де 0 = 0l = 0l,ℱ — нульовий

вектор лiнiйного простору, породженого лiнiйною структурою L𝑠(l);

2.
(︀
𝐴⟨+x⟩)︀⟨+y⟩

= 𝐴⟨+(x+y)⟩ (для довiльних 𝐴 ⊆ M𝑘 (l) та x, y ∈ Zk (l)), зокрема(︀
𝐴⟨+x⟩)︀⟨+(−x)⟩

= 𝐴⟨+0⟩ = 𝐴;

3. Бiнарне вiдношення ‖l є вiдношенням еквiвалентностi (тобто рефлексив-

ним, симетричним i транзитивним вiдношенням) на множинi 2M𝑘(l) =

{𝐴 | 𝐴 ⊆M𝑘 (l)}.

Доведення. Пункти 1 i 2 отримуються з означення 3.124 за допомогою тривiальної

перевiрки. Пункт 3 випливає з пунктiв 1 i 2.

Вiдповiдно до означення 3.124 (пункт 2), ми вже можемо говорити про паралель-

нi траєкторiї в системах вiдлiку довiльних унiверсальних кiнематик. Проте виявляє-

ться, що у випадку абстрактної векторної унiверсальної кiнематики ℱ необхiдно бути

впевненим, що для довiльного x ∈ Zk (m) траєкторiя trj[l←m] (x) є коректною трає-

кторiєю руху якоїсь точки в системi вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ), оскiльки далi буде наведено

приклад, котрий показує, що в загальному випадку це не так. Саме тому в пунктi

1 наступного означення водиться поняття траєкторної регулярностi однiєї системи

вiдлiку вiдносно iншої.

Означення 3.126. Нехай, ℱ — довiльна унiверсальна кiнематика.

1. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є траєкторно-регулярною

вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (у кiнематицi ℱ), якщо виконується насту-
пна умова:
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(а) для довiльного x ∈ Zk (m) траєкторiя trj[l←m] (x) є абстрактною траєкторi-

єю з Tm(l) в Zk (l) (тобто ∀w1,w2 ∈ trj[l←m] (x) з умови tm (w1) = tm (w2)

випливає рiвнiсть bs (w1) = bs (w2), а отже i рiвнiсть w1 = w2).

У наступних двох пунктах, ℱ — довiльна векторна унiверсальна кiнематика.

2. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є одностайно-

квазiпоступальною (скорочено — квазiодностайною) вiдносно системи вiд-

лiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (у кiнематицi ℱ), якщо:

(б) для довiльних x, y ∈ Zk (m) виконується спiввiдношення trj[l←m] (x) ‖l
trj[l←m] (y).

3. Будемо говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є одностайно-

поступальною (скорочено — одностайною) вiдносно системи вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (у кiнематицi ℱ), якщо m є квазiодностайною i траєкторно регу-

лярною вiдносно l у кiнематицi ℱ , тобто, якщо виконуються умови (а) i (б)

даного означення.

Пiдкреслимо, що надалi всюди в цiй роботi замiсть термiнiв “одностайно-

квазiпоступальна” та “одностайно-поступальна” (система вiдлiку) ми будемо кори-

стуватись їхнiми скороченими варiантами “квазiодностайна” та “одностайна”

вiдповiдно.

Позначення 3.127. Нехай, 𝑑 ∈ N. Надалi через ̂︁R𝑑 будемо позначати (векторний)

координатний простiр, породжений R𝑑, тобто координатний простiр, у якому:

1) Zk
(︁̂︁R𝑑

)︁
= R𝑑;

2) (x + y)̂︁R𝑑 = (x1 + y1, · · · , x𝑑 + y𝑑), де x = (x1, · · · , x𝑑) ∈ R𝑑, y = (y1, · · · , y𝑑) ∈
R𝑑;

3) (𝜆x)̂︁R𝑑 = (𝜆x1, · · · , 𝜆x𝑑), x = (x1, · · · , x𝑑) ∈ R𝑑, 𝜆 ∈ R.
4) (𝑥, 𝑦)̂︁R𝑑 = ⟨𝑥, 𝑦⟩̂︁R𝑑 = x1y1+· · ·+x𝑑y𝑑, x = (x1, · · · , x𝑑) ∈ R𝑑, y = (y1, · · · , y𝑑) ∈ R𝑑,

зокрема ‖x‖̂︁R𝑑 =
√︁
⟨x, x⟩̂︁R𝑑 =

√︀
x2
1 + · · ·+ x2

𝑑 (тут (𝑥, 𝑦)̂︁R𝑑 = ⟨𝑥, 𝑦⟩̂︁R𝑑 та ‖x‖̂︁R𝑑 —

скалярний добуток та норма в координатному просторi ̂︁R𝑑 вiдповiдно).

Зокрема при 𝑑 = 1 будемо позначати, ̂︀R := ̂︁R1 .

Умови квазiодностайностi i траєкторної регулярностi в пунктi 3 означення 3.126

є логiчно незалежними. Для того, щоб переконатись у цьому, нижче розглянемо

наступнi два приклади.
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Приклад 3.128. Нехай, функцiя 𝑓 : [0,∞)→ R є бiєкцiєю з [0,∞) на R, а функцiя
𝑔 : (0,∞)→ R — бiєкцiя з (0,∞) на R. Зокрема, в якостi 𝑓 i 𝑔 можна взяти наступнi

функцiї:

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ln(𝑥), 𝑥 /∈

{︀
1
𝑛
| 𝑛 ∈ N

}︀
∪ {0}

ln
(︀

1
𝑛+1

)︀
, 𝑥 = 1

𝑛
(𝑛 ∈ N)

0, 𝑥 = 0

; 𝑔(𝑥) = ln(𝑥).

Визначимо вiдображення U : R2 → R2 за формулою:

U (𝑡, x) :=

⎧⎨⎩
(︁
𝑓 [−1](𝑡),𝑓(x)

)︁
, x ≥ 0;(︀

−𝑔[−1](𝑡), 𝑔(−x)
)︀
, x < 0,

(︀
(𝑡, x) ∈ R2

)︀
,

де 𝑓 [−1] i 𝑔[−1] — функцiї, оберненi до функцiй 𝑓 i 𝑔 вiдповiдно. Легко переконатись,

що визначене вище вiдображення U є бiєкцiєю з R× R в R× R, а отже, оператором
перетворення координат з

(︁
R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R)︁ в

(︁
R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R)︁, де R𝑜𝑟𝑑 = (R,≤) i ≤ — стандартне

вiдношення порядку поля дiйсних чисел, тобто, U ∈ Pk
(︁
R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R; R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R)︁. Тому, згi-

дно з твердженням 3.119, iснують векторна унiверсальна кiнематика ℱ i системи

вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) такi, що:

Tm(l) = Tm(m) = R𝑜𝑟𝑑; (3.227)

BG (l,ℱ) = BG (m,ℱ) = ̂︀R; (3.228)

[l←m,ℱ ] = U. (3.229)

З формули (3.228) випливає, що Zk (l,ℱ) = Zk (m,ℱ) = Zk
(︁̂︀R)︁ = R. Таким чином,

враховуючи (3.227), маємо:

Zk (l) = Zk (m) = R; Tm(l) = Tm(m) = R. (3.230)

Доведемо, що система вiдлiку m є траєкторно регулярною вiдносно системи вiд-

лiку l. Справдi, згiдно з (3.230), Zk (m) = R. Тому, використовуючи (3.230) i (3.229),
для довiльного x ∈ R = Zk (m), за означенням 3.120, отримуємо:

trj[l←m] (x) = {[l←m] (𝑡, x) | 𝑡 ∈ Tm (m)} = {U (𝑡, x) | 𝑡 ∈ R} =

=

⎧⎨⎩
{︁(︁

𝑓 [−1](𝑡),𝑓(x)
)︁
| 𝑡 ∈ R

}︁
, x ≥ 0{︀(︀

−𝑔[−1](𝑡), 𝑔(−x)
)︀
| 𝑡 ∈ R

}︀
, x < 0

=



261

=

⎧⎨⎩{(𝜏,𝑓(x)) | 𝜏 ∈ [0,∞)} , x ≥ 0

{(𝜏, 𝑔(−x)) | 𝜏 ∈ (−∞, 0)} , x < 0.
(3.231)

З останньої рiвностi видно, що trj[l←m] (x) є абстрактною траєкторiєю з R в R. Тобто,
згiдно (3.230), trj[l←m] (x) є абстрактною траєкторiєю з Tm(l) в Zk (l) (для довiльного

x ∈ Zk (m)). Тому, за означенням 3.126 (пункт 1), система вiдлiку m є траєкторно

регулярною вiдносно системи вiдлiку l.

З iншої сторони, для довiльних x, y ∈ Zk (m) = R таких, що x ≥ 0, 𝑦 < 0,

згiдно (3.231), будемо мати, trj[l←m] (x) = {(𝜏,𝑓(x)) | 𝜏 ∈ [0,∞)}; trj[l←m] (y) =

{(𝜏, 𝑔(−y)) | 𝜏 ∈ (−∞, 0)}. Отже, траєкторiї trj[l←m] (x) i trj[l←m] (y) не можуть бу-

ти паралельними, оскiльки D
(︀
trj[l←m] (x)

)︀
= [0,∞) ̸= (−∞, 0) = D

(︀
trj[l←m] (y)

)︀
, а,

згiдно з означенням 3.124, областi визначення паралельних траєкторiй мусять бути

однаковими. Отже, за означенням 3.126 (пункт 2), система вiдлiку m не є квазiодно-

стайною вiдносно системи вiдлiку l у кiнематицi ℱ (будучи при цьому траєкторно

регулярною вiдносно l).

Приклад 3.129. Нехай, Φ : R→ R2 — довiльна бiєкцiя (взаємно однозначна вiдпо-

вiднiсть) мiж R i R2. Таке вiдображення Φ можна подати у виглядi:

Φ(𝑡) = (𝜑0 (𝑡) , 𝜑1 (𝑡)) (𝑡 ∈ R) ,

де 𝜑0, 𝜑1 : R → R — деякi вiдображення. Визначимо вiдображення U :R× R →
R× R2 за формулою:

U (𝑡, x) := (𝜑0 (𝑡) , (𝜑1 (𝑡) , x)) (∀ 𝑡, x ∈ R) .

Неважко перевiрити, що вiдображення U є бiєкцiєю мiж R × R i R × R2, тобто

U ∈ Pk
(︁
R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R; R𝑜𝑟𝑑,̂︁R2

)︁
. Тому, згiдно з твердженням 3.119, iснують векторна унi-

версальна кiнематика ℱ i системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) такi, що:

Tm(l) = Tm(m) = R𝑜𝑟𝑑; BG (l,ℱ) = ̂︁R2; BG (m,ℱ) = ̂︀R; (3.232)

[l←m,ℱ ] = U. (3.233)

Враховуючи (3.232) i систему позначень теорiї унiверсальних кiнематик, маємо:

Zk (l) = Zk
(︁̂︁R2

)︁
= R2; Zk (m) = Zk

(︁̂︀R)︁ = R; (3.234)

Tm(l) = Tm(m) = R. (3.235)

Доведемо, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є квазiодностайною вiдносно системи

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) в кiнематицi ℱ . Справдi, для довiльного x ∈ R = Zk (m), за

означенням 3.120 i формулами (3.233) i (3.235), отримуємо:

trj[l←m] (x) = {[l←m] (𝑡, 𝑥) | 𝑡 ∈ Tm (m)} =
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= {U (𝑡, 𝑥) | 𝑡 ∈ Tm (m)} = {(𝜑0 (𝑡) , (𝜑1 (𝑡) , x)) | 𝑡 ∈ R} .

Оскiльки Φ = (𝜑0 (𝑡) , 𝜑1 (𝑡)) — бiєкцiя мiж R i R2, то, з останньої рiвностi для довiль-

ного x ∈ R = Zk (m) отримуємо:

trj[l←m] (x) = {(𝜏, (y, x)) | 𝜏, y ∈ R} . (3.236)

Для довiльного x ∈ R покладемо: ̂︀x := (0, x) ∈ R2. Тодi з формули (3.236) для

довiльних x1, x2 ∈ R = Zk (m) отримуємо:

trj[l←m] (x2) = {(𝜏, (y, x2)) | 𝜏, y ∈ R} =
{︁(︁

𝜏, (y, x1) + x̂2 − x1

)︁ ⃒⃒⃒
𝜏, y ∈ R

}︁
=

=
{︁(︁

tm (w) , bs (w) + x̂2 − x1

)︁ ⃒⃒⃒
w ∈ trj[l←m] (x1)

}︁
=
(︀
trj[l←m] (x1)

)︀⟨+x̂2−x1⟩ .

Отже, за означенням 3.124, отримуємо, trj[l←m] (x1) ‖l trj[l←m] (x2). Оскiльки останнє

спiввiдношення справедливе для довiльних x1, x2 ∈ Zk (m), то, за означенням 3.126

(пункт 2), система вiдлiку m є квазiодностайною вiдносно системи вiдлiку l в кiне-

матицi ℱ .
Доведемо, що система вiдлiку m не є траєкторно регулярною вiдносно l в кiнема-

тицi ℱ . Справдi, зафiксуємо довiльний елемент x ∈ R = Zk (m). Тодi, для довiльних

y1, y2 ∈ R таких, що y1 ̸= y2, згiдно з формулою (3.236), отримаємо:

(𝜏, (y1, x)) , (𝜏, (y2, x)) ∈ trj[l←m] (x) ,

де (y1, x) ̸= (y2, x). Тобто, згiдно з означенням 3.126 (пункт 1), система вiдлiку m не

є траєкторно регулярною вiдносно системи вiдлiку l у кiнематицi ℱ (будучи квазiо-

дностайною вiдносно l).

Трансляцiйно-одностайнi системи вiдлiку в унiверсальних кiнематиках.

Спiввiдношення мiж одностайнiстю i трансляцiйною одностайнiстю. В ба-

гатьох навчальних курсах з теоретичної механiки зустрiчається iнший, вiдмiнний

вiд означення А, варiант означення поступального руху тiл (див., напр. [165, стор.

63], [166, стор. 89]):

Означення Б. Тверде тiло рухається поступально, якщо всi вiдрiзки, що

з’єднують попарно будь-якi двi точки тiла залишаються паралельними собi в про-

цесi руху.

Виходячи з означення Б можна дати наступне (нестроге, фiзичне) означення для

одностайно-поступального руху систем вiдлiку.

Означення Б′. Будемо говорити, що система вiдлiку m рухається одностайно-

поступально вiдносно системи вiдлiку l, якщо всi вiдрiзки, що з’єднують попарно
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будь-якi двi точки, нерухомi вiдносно системи вiдлiку m, залишаються конгруен-

тними i паралельними собi в системi вiдлiку l в процесi руху.

Означення Б′ служить мотивацiєю для наступного строгого означення.

Означення 3.130. Нехай, ℱ — довiльна векторна унiверсальна кiнематика. Будемо

говорити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є трансляцiйно-одностайною (скорочено

— т-одностайною) вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (у кiнематицi ℱ), якщо для
довiльних w1,w2,w

′
1,w

′
2 ∈M𝑘 (l) з умов

bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w′1)

bs ([m← l] w2) = bs ([m← l] w′2)

tm (w1) = tm (w2) ; tm (w′1) = tm (w′2)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.237)

випливає рiвнiсть:

bs (w2)− bs (w1) = bs (w′2)− bs (w′1) . (3.238)

На фiзичному рiвнi прийнято вважати, що означення поступального руху А i Б —

еквiвалентнi. Проте, виявляється, що на рiвнi абстрактних унiверсальних кiнематик,

породженi означеннями А i Б поняття одностайностi i т-одностайностi однiєї системи

вiдлiку вiдносно iншої — не еквiвалентнi. Нижче буде доведено, що з одностайностi

випливає т-одностайнiсть i наведено контрприклад, який показує, що обернена iмплi-

кацiя, взагалi кажучи, не має мiсця. Далi буде показано, що при певних додаткових

умовах з т-одностайностi, все ж таки, випливає одностайнiсть.

Твердження 3.131. Якщо система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є одностайною вiдносно

системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi ℱ , то m є т-

одностайною вiдносно l в ℱ .

Доведення. Нехай система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) векторної унiверсальної кiнематики ℱ
є одностайною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у кiнематицi ℱ .

Розглянемо довiльнi елементи w1,w2,w
′
1,w

′
2 ∈ M𝑘 (l) задовольняють умови

(3.237). Покладемо:

x1 := bs ([m← l] w1) ; x2 := bs ([m← l] w2) .

Тодi, x1, x2 ∈ Zk (m). Використовуючи умови (3.237), при 𝑖 ∈ 1, 2 маємо:

[m← l] w′𝑖 = (tm ([m← l] w′𝑖) , bs ([m← l] w′𝑖)) =

= (tm ([m← l] w′𝑖) , bs ([m← l] w𝑖)) = (tm ([m← l] w′𝑖) , x𝑖) ;

[m← l] w𝑖 = (tm ([m← l] w𝑖) , bs ([m← l] w𝑖)) = (tm ([m← l] w𝑖) , x𝑖) .
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Звiдси, використовуючи формули (3.3) i (3.4), а також означення 3.120, при 𝑖 ∈ 1, 2

отримуємо:

w′𝑖 = [l←m] [m← l] w′𝑖 = [l←m] (tm ([m← l] w′𝑖) , x𝑖) ∈ trj[l←m] (x𝑖) ;

w𝑖 = [l←m] [m← l] w𝑖 = [l←m] (tm ([m← l] w𝑖) , x𝑖) ∈ trj[l←m] (x𝑖) .

Отже, w𝑖,w
′
𝑖 ∈ trj[l←m] (x𝑖)

(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. (3.239)

Згiдно з означенням 3.126, trj[l←m] (x1) ‖l trj[l←m] (x2). Отже, iз спiввiдношення

(3.239), за означенням 3.124, випливає, що iснує елемент x ∈ Zk (l) i елементи

u1, u
′
1 ∈ trj[l←m] (x1) (3.240)

такi, що w2 = (tm (u1) , x + bs (u1)); w′2 = (tm (u′1) , x + bs (u′1)). Звiдси отримуємо:

tm (w2) = tm (u1) ; bs (w2) = x + bs (u1) ;

tm (w′2) = tm (u′1) ; bs (w′2) = x + bs (u′1) .

}︃
(3.241)

За умовою твердження, tm (w1) = tm (w2), tm (w′1) = tm (w′2). Отже, iз спiввiдношень

(3.241) отримуємо рiвностi:

tm (w1) = tm (u1) ; tm (w′1) = tm (u′1) . (3.242)

За означенням 3.126, trj[l←m] (x1) є абстрактною траєкторiєю з Tm(l) в Zk (l). Крiм

того, згiдно (3.239) i (3.240), w1,w
′
1, u1, u

′
1 ∈ trj[l←m] (x1). Отже, з рiвностей (3.242)

випливають рiвностi, w1 = u1; w′1 = u′1. Тому, iз (3.241) отримуємо, bs (w2)=x+bs (w1);

bs (w′2)=x+bs (w′1). Звiдси i випливає бажана рiвнiсть (3.238).

Нижче буде доведено очевидний з точки зору фiзичної iнтуїцiї факт, що будь-яка

система вiдлiку, нерухома вiдносно даної є т-одностайною вiдносно неї. Використову-

ючи означення 3.104, а також поняття траєкторiй, породжених рухом однiєї системи

вiдлiку вiдносно iншої в унiверсальних кiнематиках, отримуємо твердження 3.132:

Твердження 3.132. Система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є нерухомою вiдносно систе-

ми вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) в унiверсальнiй кiнематицi ℱ тодi i тiльки тодi, коли

для довiльного x ∈ Zk (m) i довiльних w1,w2 ∈ trj[l←m] (x) виконується рiвнiсть

bs (w1) = bs (w2).

Твердження 3.133. Якщо система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є нерухомою вiдносно си-

стеми вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi ℱ , то m є т-

одностайною вiдносно l в ℱ .
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Доведення. Нехай, система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є нерухомою вiдносно системи

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi ℱ . Розглянемо довiльнi

w1,w2,w
′
1,w

′
2 ∈M𝑘 (l) такi, що

bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w′1) ; bs ([m← l] w2) = bs ([m← l] w′2) .

Покладемо:

x1 := bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w′1) ;

𝑡1 := tm ([m← l] w1) ; 𝑡′1 := tm ([m← l] w′1) ;

x2 := bs ([m← l] w2) = bs ([m← l] w′2) ;

𝑡2 := tm ([m← l] w2) ; 𝑡′2 := tm ([m← l] w′2) .

Тодi: (𝑡1, x1) = [m← l] w1; (𝑡′1, x1) = [m← l] w′1;

(𝑡2, x2) = [m← l] w2; (𝑡′2, x2) = [m← l] w′2.

Звiдси, використовуючи формули (3.3) i (3.4), отримуємо:

w1 = [l←m] [m← l] w1 = [l←m] (𝑡1, x1) ; w′1 = [l←m] (𝑡′1, x1) ;

w2 = [l←m] (𝑡2, x2) ; w′2 = [l←m] (𝑡′2, x2) .

Отже, за означенням 3.120, маємо:

w1,w
′
1 ∈ trj[l←m] (x1) ; w2,w

′
2 ∈ trj[l←m] (x2) .

I, оскiльки система вiдлiку m є нерухомою вiдносно системи вiдлiку l у кiнематицi ℱ ,
то, згiдно з твердженням 3.132, отримуємо, bs (w1) = bs (w′1); bs (w2) = bs (w′2). Тому,

bs (w2) − bs (w1) = bs (w′2) − bs (w′1). Тобто, за означенням 3.130, система вiдлiку m є

т-одностайною вiдносно l в ℱ .

Приклад 3.134. Нехай, 𝜑 (·) i 𝜉 (·) — взаємно-однозначнi вiдображення з R в (0,+∞)

i з R в (−∞, 0] вiдповiдно (𝜑 : R↔ (0,+∞), 𝜉 : R↔ (−∞, 0]). Наприклад в якостi 𝜑

i 𝜉 можна взяти:

𝜑 (𝑡) = 𝑒𝑡, 𝜉 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑒𝑡, 𝑡 /∈ N
−𝑒−(𝑡−1), 𝑡 ∈ N, 𝑡 ≥ 2

0, 𝑡 = 1.

(𝑡 ∈ R)

Нехай, {𝑞𝑛}∞𝑛=1 — послiдовнiсть всiх рацiональних чисел, занумерована таким
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чином, що 𝑞𝑖 ̸= 𝑞𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗. Тодi вiдображення U : R2 → R2, що дiє за формулою:

U (𝑡, x) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑡, x) , x ∈ R ∖Q
(𝜑(𝑡), 𝑞𝑛) , x = 𝑞2𝑛−1, де 𝑛 ∈ N
(𝜉(𝑡), 𝑞𝑛) , 𝑥 = 𝑞2𝑛, де 𝑛 ∈ N

. (3.243)

є бiєкцiєю з R2 на R2, причому оберненим до U є вiдображення виду:

U[−1] (𝜏, y) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝜏, y) , y ∈ R ∖Q(︀
𝜑[−1](𝜏), 𝑞2𝑛−1

)︀
, 𝑦 = 𝑞𝑛, 𝜏 > 0(︀

𝜉[−1](𝜏), 𝑞2𝑛
)︀
, 𝑦 = 𝑞𝑛, 𝜏 ≤ 0

,

де 𝜑[−1] i 𝜉[−1] — функцiї, оберненi до 𝜑 i 𝜉 вiдповiдно. Отже, U ∈
Pk
(︁
R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R ; R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R)︁ . Тому, згiдно з твердженням 3.119, iснують векторна унiвер-

сальна кiнематика ℱ i системи вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) такi, що:

Tm(l) = Tm (m) = R𝑜𝑟𝑑; BG (l,ℱ) = BG (m,ℱ) = ̂︀R ;

[l←m,ℱ ] = U. (3.244)

Доведемо, що система вiдлiку m є нерухомою вiдносно системи вiдлiку l у кiнема-

тицi ℱ . Нехай, x ∈ Zk (m) = R i w1,w2 ∈ trj[l←m] (x). Використовуючи означення 3.120

i формули (3.244) та (3.243), отримуємо:

trj[l←m] (x) = {[l←m] (𝑡, x) | 𝑡 ∈ Tm (m)} =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{(𝑡, x) | 𝑡 ∈ R} , x ∈ R ∖Q
{(𝜑(𝑡), 𝑞𝑛) | 𝑡 ∈ R} , x = 𝑞2𝑛−1, де 𝑛 ∈ N
{(𝜉(𝑡), 𝑞𝑛) | 𝑡 ∈ R} , x = 𝑞2𝑛, де 𝑛 ∈ N

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{(𝑡, x) | 𝑡 ∈ R} , x ∈ R ∖Q
{(𝑡, 𝑞𝑛) | 𝑡 ∈ (0,∞)} , x = 𝑞2𝑛−1, де 𝑛 ∈ N
{(𝑡, 𝑞𝑛) | 𝑡 ∈ (−∞, 0]} , x = 𝑞2𝑛, де 𝑛 ∈ N

. (3.245)

З формули (3.245) випливає, що в усiх трьох випадках iснують 𝑡1, 𝑡2, y ∈ R такi,

що w1 = (𝑡1, y), w2 = (𝑡2, y). Звiдси отримуємо, bs (w1) = bs (w2) (= y). Отже,

за твердженням 3.132, система вiдлiку m є нерухомою вiдносно системи вiдлiку l

у кiнематицi ℱ . Тому, за твердженням 3.133, система вiдлiку m є т-одностайною

вiдносно l у кiнематицi ℱ . Проте система вiдлiку m не є квазiодностайною (а отже

i одностайною) вiдносно системи вiдлiку l у кiнематицi ℱ , оскiльки, згiдно (3.245),
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при 𝑛 ∈ N траєкторiї

trj[l←m] (𝑞2𝑛−1) = {(𝑡, 𝑞𝑛) | 𝑡 ∈ (0,∞)} i trj[l←m] (𝑞2𝑛) = {(𝑡, 𝑞𝑛) | 𝑡 ∈ (−∞, 0]}

не є паралельними вiдносно системи вiдлiку l (в сенсi означення 3.124 (пункт 2)).

Приклад 3.134 показує, що з т-одностайностi однiєї системи вiдлiку вiдносно iн-

шої в унiверсальнiй кiнематицi, взагалi кажучи, не випливає вiдповiдна квазiодно-

стайнiсть, а отже й одностайнiсть. Нижче буде доведено, що з т-одностайностi однiєї

системи вiдлiку вiдносно iншої, все ж таки, випливає вiдповiдна траєкторна регуляр-

нiсть.

Твердження 3.135. Якщо система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є т-одностайною вiдно-

сно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi ℱ , то m є

траєкторно-регулярною вiдносно l в ℱ .

Доведення. Нехай, система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є т-одностайною вiдносно системи

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi ℱ . I нехай для деякого x ∈
Zk (m) маємо:

w1,w2 ∈ trj[l←m] (x) i tm (w1) = tm (w2) . (3.246)

Оскiльки w1,w2 ∈ trj[l←m] (x), то, за означенням 3.120, iснують 𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm (m) такi,

що, w1 = [l←m] (𝑡1, x), w2 = [l←m] (𝑡2, x). Звiдси, використовуючи формули (3.3) i

(3.4), отримуємо:

bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] [l←m] (𝑡1, x)) = x = bs ([m← l] w2) . (3.247)

Покладемо:

w′1 := w1, w′2 := w1. (3.248)

Використовуючи (3.248), (3.247), (3.246), отримаємо:

bs ([m← l] w′1) = bs ([m← l] w1) ;

bs ([m← l] w′2) = bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w2) ;

tm (w1) = tm (w2) ; tm (w′1) = tm (w1) = tm (w′2) .

Звiдси, за означенням 3.130, маємо, bs (w2)− bs (w1) = bs (w′2)− bs (w′1), тобто, врахо-

вуючи (3.248), отримуємо, bs (w2)− bs (w1) = 0. Отже:

bs (w2) = bs (w1) .
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Таким чином, ми довели, що для довiльних w1,w2 ∈ trj[l←m] (x) з умови tm (w1) =

tm (w2) випливає рiвнiсть bs (w1) = bs (w2), тобто, за означенням 3.126 (пункт 1),

система вiдлiку m є траєкторно-регулярною вiдносно l у кiнематицi ℱ .

Наступна теорема 3.138 показує, що при деяких додаткових умовах з т-

одностайностi однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої у векторнiй унiверсальнiй кiне-

матицi випливає вiдповiдна одностайнiсть. Для формулювання цiєї теореми зручно

ввести наступне нове поняття:

Означення 3.136. Нехай, ℱ — довiльна унiверсальна кiнематика. Систему вiдлiку

m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) будемо називати повночасовою вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у

кiнематицi ℱ , якщо для довiльного x ∈ Zk (m) виконується рiвнiстьD
(︀
trj[l←m] (x)

)︀
=

Tm (l), де D
(︀
trj[l←m] (x)

)︀
— область визначення trj[l←m] (x), тобто:

D
(︀
trj[l←m] (x)

)︀
=

{︃
𝑡 ∈ Tm (l) | ∃y ∈ Zk (l) :

(𝑡, y) ∈ trj[l←m] (x)

}︃
= Tm (l) .

Зауваження 3.137. Легко бачити, що система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є повночасовою

вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у кiнематицi ℱ тодi i тiльки тодi, коли для

довiльного x ∈ Zk (m) виконується рiвнiсть:{︀
tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x)

}︀
= Tm (l) . (3.249)

Теорема 3.138. Нехай, ℱ — векторна унiверсальна кiнематика. Система вiдлiку

m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є одностайною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) в ℱ тодi i тiльки

тодi, коли m є т-одностайною i повночасовою вiдносно l в ℱ .

Доведення. I. Нехай система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) векторної унiверсальної кiнематики

ℱ є одностайною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у кiнематицi ℱ . Тодi, згiдно з
твердженням 3.131, m є т-одностайною вiдносно l в ℱ . Отже, залишилось довести,

що система вiдлiку m є повночасовою вiдносно l в ℱ .
Нехай, x ∈ Zk(m). Доведемо рiвнiсть (3.249).

За означенням 3.120, враховуючи формулу (2.3), маємо,{︀
tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x)

}︀
⊆ {tm (w) | w ∈M𝑘 (l)} = Tm (l) . (3.250)

Навпаки, нехай, 𝑡 ∈ Tm (l). Тодi, для довiльного y ∈ Zk (l) {3.12}, враховую-

чи (2.3) маємо, (𝑡, y) ∈ M𝑘 (l) . Отже, згiдно з твердженням 3.123, iснує елемент

x0 ∈ Zk (m) такий, що, (𝑡, y) ∈ trj[l←m] (x0). Оскiльки x, x0 ∈ Zk (m), то, за означен-

ням 3.126 (див. пункт (б) цього означення), trj[l←m] (x) ‖l trj[l←m] (x0). Тому, оскiль-

ки (𝑡, y) ∈ trj[l←m] (x0), за означенням 3.124, iснує елемент ̃︀y ∈ Zk (l) такий, що

3.12 За означенням координатного простору (див. означення 2.1), враховуючи систему позначень
для унiверсальних кiнематик, маємо, Zk (l) ̸= ∅. Отже, хоч один елемент y ∈ Zk (l) iснує.
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(𝑡, y + ̃︀y) ∈ trj[l←m] (x). Звiдси випливає, що 𝑡 ∈
{︀
tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x)

}︀
. Тому, вра-

ховуючи довiльнiсть вибору елемента 𝑡 ∈ Tm (l), отримуємо включення, обернене до

(3.250), а отже i рiвнiсть (3.249).

II. Навпаки, нехай система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є т-одностайною i повночасовою

вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi ℱ . Тодi,
згiдно з твердженням 3.135, система вiдлiку m є траєкторно-регулярною вiдносно

системи вiдлiку l у кiнематицi ℱ .
Отже, залишилось довести, що система вiдлiку m є квазiодностайною вiдносно

системи вiдлiку l у кiнематицi ℱ . Розглянемо довiльнi елементи x1, x2 ∈ Zk (m).

Оскiльки система вiдлiку m є повночасовою вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у

кiнематицi ℱ , то, згiдно з зауваженням 3.137, маємо:{︀
tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x1)

}︀
= Tm (l) =

{︀
tm (w) | w ∈ trj[l←m] (x2)

}︀
. (3.251)

Розглянемо довiльний момент часу 𝑡 ∈ Tm (l). Згiдно (3.251), iснують елементи w′1 ∈
trj[l←m] (x1), w′2 ∈ trj[l←m] (x2) такi, що:

tm (w′1) = tm (w′2) = 𝑡. (3.252)

Покладемо:

x := bs (w′2)− bs (w′1) .

Розглянемо довiльний елемент w2 ∈ trj[l←m] (x2). З формули (3.251) випливає, що

iснує елемент w1 ∈ trj[l←m] (x1) такий, що tm (w1) = tm (w2). Отже, враховуючи

(3.252), маємо:

tm (w1) = tm (w2) ; tm (w′1) = tm (w′2) . (3.253)

Оскiльки w1,w
′
1 ∈ trj[l←m] (x1), то, за означенням 3.120, iснують моменти часу 𝑡1, 𝑡

′
1 ∈

Tm (m) такi, що, w1 = [l←m] (𝑡1, x1), w′1 = [l←m] (𝑡′1, x1). Звiдси, використовуючи

формули (3.3) i (3.4), отримуємо:

[m← l] w1 = [m← l] [l←m] (𝑡1, x1) = (𝑡1, x1) ; [m← l] w′1 = (𝑡′1, x1) .

Отже:

bs ([m← l] w1) = bs ([m← l] w′1) . (3.254)

Оскiльки w2,w
′
2 ∈ trj[l←m] (x2), то, аналогiчно, отримуємо:

bs ([m← l] w2) = bs ([m← l] w′2) . (3.255)
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З рiвностей (3.253), (3.254) i (3.255), за означенням 3.130, випливає рiвнiсть,

bs (w2) − bs (w1) = bs (w′2) − bs (w′1), тобто рiвнiсть, bs (w2) = bs (w1) + bs (w′2) −
bs (w′1) = bs (w1) + x. Звiдси, враховуючи (3.253) та означення 3.124 (пункт 1), маємо:

w2 = (tm (w2) , bs (w2)) = (tm (w1) , x + bs (w1)) ∈

∈
{︀
tm (w) , x + bs (w) | w ∈ trj[l←m] (x1)

}︀
=
(︀
trj[l←m] (x1)

)︀⟨+x⟩
.

Отже, враховуючи довiльнiсть вибору елемента w2 ∈ trj[l←m] (x2), маємо:

trj[l←m] (x2) ⊆
(︀
trj[l←m] (x1)

)︀⟨+x⟩
. (3.256)

Аналогiчно (“помiнявши мiсцями” x1 i x2, а також w′1 i w′2) отримаємо,

trj[l←m] (x1) ⊆
(︀
trj[l←m] (x2)

)︀⟨+̃︀x⟩
, де ̃︀x = bs (w′1) − bs (w′2) = −x. Звiдси, використо-

вуючи твердження 3.125 (пункти 1 i 2), виводимо:

trj[l←m] (x1)
⟨+x⟩ ⊆

(︁(︀
trj[l←m] (x2)

)︀⟨+̃︀x⟩)︁⟨+x⟩
=
(︀
trj[l←m] (x2)

)︀⟨+(̃︀x+x)⟩
=

=
(︀
trj[l←m] (x2)

)︀⟨+0⟩
= trj[l←m] (x2) . (3.257)

З включень (3.256) i (3.257) отримуємо, trj[l←m] (x2) =
(︀
trj[l←m] (x1)

)︀⟨+x⟩
. З останньої

рiвностi, за означенням 3.124 (пункт 2) випливає, що trj[l←m] (x1) ‖l trj[l←m] (x2).

Враховуючи довiльнiсть вибору елементiв x1, x2 ∈ Zk (m), за означенням 3.126

(пункт 2), маємо, що система вiдлiку m є квазiодностайною вiдносно системи вiдлiку

l у кiнематицi ℱ . Таким чином, будучи квазiодностайною i траєкторно-регулярною

вiдносно системи вiдлiку l у кiнематицi ℱ , система вiдлiку m є одностайною вiдносно

системи вiдлiку l в ℱ (за означенням 3.126 (пункт 3)).

Зауваження 3.139. Означення А i Б поступального руху було взято з вiдповiдної

лiтератури в галузi класичної механiки. Саме тому, в рамках законiв класичної ме-

ханiки, означення А′ i Б′ на фiзичному рiвнi описують системи вiдлiку, пов’язанi

з тiлами, що рухаються поступально. Виявляється, що в рамках теорiї вiдносно-

стi видiлений курсивом висновок вже не буде справедливим. Справдi, для прикладу

розглянемо жорстку систему вiдлiку m, що рухається рiвноприскорено з додатним

прискоренням 𝑎 вiдносно заданої iнерцiйної системи вiдлiку l, таку, що в нульовий

момент часу 𝑇 = 0 має нульову початкову швидкiсть i центри систем вiдлiку l i m при

𝑇 = 0 спiвпадають. Згiдно з [167, с. 207, формули (8.165)], перетворення координат
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мiж нерухомою системою вiдлiку l i рухомою системою вiдлiку m має вигляд 3.13:

𝑎𝑇 = sh (𝑎𝑡) (1 + 𝑎𝑥) ;

(1 + 𝑎𝑋) = ch (𝑎𝑡) (1 + 𝑎𝑥) ; 𝑌 = 𝑦; 𝑍 = 𝑧,

}︃
(3.258)

де (𝑇,𝑋, 𝑌, 𝑍) — просторово-часовi координати довiльної точки в нерухомiй системi

вiдлiку l, а (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) — координати цiєї точки в прискоренiй системi вiдлiку m. Пiд-

креслимо, що в формулах (3.258) швидкiсть свiтла 𝑐 приймається за одиницю (𝑐 = 1).

Зазначимо, що перетворення (3.258) мають математичний та фiзичний сенс лише за

умови 1+𝑎𝑥 > 0 (див., також [167, с. 207]), тобто за умов 1+𝑎𝑋 > 0, |𝑎𝑇 | < 1+𝑎𝑋.

Обчислимо траєкторiю руху в системi вiдлiку l точкиM0, яка в системi вiдлiку m має

сталi координати (0, 0, 0). В довiльний момент часу 𝑡 просторово-часовi координати

цiєї точки в рухомiй системi вiдлiку m мають вигляд (𝑡, 0, 0, 0). Отже, згiдно (3.258),

координати (𝑇,𝑋0, 𝑌0, 𝑍0) цiєї точки в нерухомiй системi вiдлiку l можна вирахувати

за формулами:

𝑎𝑇 = sh (𝑎𝑡) ; 1 + 𝑎𝑋0 = ch (𝑎𝑡) ; 𝑌0 = 𝑍0 = 0.

З першого наведеного вище рiвняння знаходимо 𝑎𝑡 = arsh (𝑎𝑇 ). Отже,

виключаючи змiнну “𝑡” з другого рiвняння останньої системи, отримуємо,

1 + 𝑎𝑋0 = ch (arsh (𝑎𝑇 )) =
√︁

1 + (𝑎𝑇 )2. Таким чином рiвняння руху точки M0 в

нерухомiй системi вiдлiку m має вигляд:

𝑋0(𝑇 ) =
1

𝑎

(︂√︁
1 + (𝑎𝑇 )2 − 1

)︂
; 𝑌0(𝑇 ) = 𝑍0(𝑇 ) = 0. (3.259)

Аналогiчно переконуємось, що рiвняння руху в системi вiдлiку l точки M1, яка в

системi вiдлiку m має сталi координати (1, 1, 0) має вигляд:

𝑋1(𝑇 ) =
1 + 𝑎

𝑎

√︃
1 +

(︂
𝑎𝑇

1 + 𝑎

)︂2

− 1

𝑎
; 𝑌1(𝑇 ) = 1; 𝑍1(𝑇 ) = 0. (3.260)

З формул (3.259), (3.260) видно, що точки M0 i M1 в системi вiдлiку l про-

ходять за один i той же промiжок часу [0, 𝑇 ] (𝑇 > 0) рiзнi (за довжиною)

дiлянки своїх траєкторiй. Справдi, позначимо через M0(𝑇 ) i M1(𝑇 ) координа-

ти точок M0 i M1 в системi вiдлiку l в момент часу 𝑇 вiдповiдно. Тодi ве-

ктори
−−−−−−−−−−→
M0(0),M0(𝑇 ) i

−−−−−−−−−−→
M1(0),M1(𝑇 ) матимуть рiзнi координати,

−−−−−−−−−−→
M0(0),M0(𝑇 ) =(︂

1
𝑎

(︂√︁
1 + (𝑎𝑇 )2 − 1

)︂
, 0, 0

)︂
,
−−−−−−−−−−→
M1(0),M1(𝑇 ) =

(︃
1+𝑎
𝑎

(︂√︁
1 +

(︀
𝑎𝑇
1+𝑎

)︀2 − 1

)︂
, 0, 0

)︃
. Крiм

того вектор
−−−−−→
M0,M1 в системi вiдлiку l в рiзнi моменти часу 0 i 𝑇 матиме рi-

3.13Див, також [168, стор. 219, формули (6.17)]
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знi координати,
−−−−−−−−−→
M0(0),M1(0) =(1, 1, 0),

−−−−−−−−−−→
M0(𝑇 ),M1(𝑇 ) =

(︂
1
𝑎

(︁√︁
1 +

(︀
𝑎𝑇
1+𝑎

)︀2
(1 + 𝑎) −√︁

1 + (𝑎𝑇 )2
)︁
, 1, 0

)︂
. Отже система вiдлiку, пов’язана з тiлом, що рухається прямолi-

нiйно i рiвноприскорено в рамках теорiї вiдносностi не є одностайно-поступальною нi

в сенсi означення А′ нi в сенсi означення Б′.

Таким чином, одностайно-поступальнi системи вiдлiку в унiверсальних кiнемати-

ках, взагалi кажучи, непридатнi для опису поступальних неiнерцiйних систем вiдлiку

в рамках теорiї вiдносностi. Рiзнi типи одностайно-поступальних систем вiдлiку, вве-

денi в данiй роботi, є лише технiчними поняттями, для того, щоб дослiдити випадки,

коли можна однозначно ввести поняття перемiщення, а отже i середньої або миттєвої

швидкостi руху однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої в рамках теорiї унiверсальних

кiнематик.

3.10.3. Одностайна поступальнiсть i часознаковизначенiсть си-

стем вiдлiку. Нагадаємо, що в означеннi 3.83 було введено поняття напрямку

часу мiж системами вiдлiку унiверсальних кiнематик.

Означення 3.140. Нехай, ℱ — довiльна унiверсальна кiнематика. Будемо говорити,

що система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часознаковизначеною вiдносно системи вiдлiку

m ∈ ℒ𝑘 (ℱ), (позначення l ⇕±ℱ m) якщо виконується хоча б одна з умов l ⇑+ℱ m або

l ⇓−ℱ m.

Згiдно з означенням 3.126 (пункт 3), система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є одностайною

вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) (у векторнiй унiверсальнiй кiнематицi ℱ), тодi i
тiльки тодi, коли m є квазiодностайною i траєкторно регулярною вiдносно l у кiне-

матицi ℱ . В цьому роздiлi буде встановлено зв’язок мiж траєкторною регулярнiстю

i часознаковизначенiстю однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої.

Часознаковизначенiсть зумовлює траєкторну регулярнiсть.

Твердження 3.141. Якщо система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часознаковизначеною вiд-

носно системи вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) в кiнематицi ℱ , то m є траєкторно регулярною

вiдносно l в ℱ .

Доведення. Нехай, l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i l ⇑+ℱ m. Розглянемо довiльнi елементи x ∈ Zk (m) i

w1,w2 ∈ trj[l←m] (x) такi, що

tm (w1) = tm (w2) . (3.261)

Доведемо, що w1 = w2.
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Припустимо супротивне, w1 ̸= w2. Оскiльки w1,w2 ∈ trj[l←m] (x), то, за означен-

ням 3.120, iснують моменти часу 𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm (m) такi, що:

w1 = [l←m] (𝑡1, x) ; w2 = [l←m] (𝑡2, x) . (3.262)

Оскiльки, згiдно з формулами (3.3) i (3.4), вiдображення [l←m] є бiєкцiєю мiж

M𝑘 (m) i M𝑘 (l) i w1 ̸= w2, то, з рiвностей (3.262) маємо, 𝑡1 ̸= 𝑡2. Отже, можливи-

ми є лише два випадки 𝑡1 <m 𝑡2 або 𝑡1 >m 𝑡2. Але, оскiльки l ⇑+ℱ m, то, згiдно (3.262),

використовуючи означення 3.83 (пункт 2), у випадку 𝑡1 <m 𝑡2 маємо:

tm (w1) = tm ([l←m] (𝑡1, x)) <l [l←m] (𝑡2, x) = tm (w2) ,

а у випадку 𝑡1 >m 𝑡2 аналогiчно отримуємо, tm (w1) >l tm (w2). Отже, в обох ви-

падках маємо: tm (w1) ̸= tm (w2), що суперечить рiвностi (3.261). Отже, зроблене

припущення — помилкове. Тому w1 = w2.

Аналогiчно розглядається випадок l ⇓−ℱ m.

Використовуючи означення 3.126 (пункт 3) i твердження 3.141, отримуємо насту-

пну теорему:

Теорема 3.142. Нехай, ℱ — векторна унiверсальна кiнематика. Якщо система вiд-

лiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є квазiодностайною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ), а система

вiдлiку l є часознаковизначеною вiдносно m, то система вiдлiку m є одностайною

вiдносно l у кiнематицi ℱ .
В наступному прикладi буде доведено, що з траєкторної регулярностi системи m

вiдлiку вiдносно l, взагалi кажучи, не випливає часознаковизначенiсть l ⇕±ℱ m.

Приклад 3.143. Нехай T(𝑡) : R→ R — довiльне бiєктивне немонотонне вiдображе-

ння з R на R. Наприклад, зокрема, можна покласти:

T(𝑡) :=

⎧⎨⎩1
𝑡
, 𝑡 > 0

𝑡, 𝑡 ≤ 0
(𝑡 ∈ R) .

Вiдсутнiсть монотонностi вiдображення T передбачає iснування чисел 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4 ∈ R,
що задовольняють такi умови:

𝑡1 < 𝑡2, 𝑡3 < 𝑡4, T (𝑡1) < T (𝑡2) , T (𝑡3) > T (𝑡4) . (3.263)

Оскiльки вiдображення T є бiєкцiєю множини R на себе, то вiдображення виду:

U (𝑡, x) := (T(𝑡), x)
(︀
(𝑡, x) ∈ R2

)︀
(3.264)

є бiєкцiєю на R2. Отже, U ∈ Pk
(︁
R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R; R𝑜𝑟𝑑, ̂︀R)︁, де R𝑜𝑟𝑑 = (R,≤). Отже, згiдно з

твердженням 3.119, iснують векторна унiверсальна кiнематика ℱ i системи вiдлiку
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l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) такi, що:

Tm(l) = Tm(m) = R𝑜𝑟𝑑; (3.265)

BG (l,ℱ) = BG (m,ℱ) = ̂︀R; (3.266)

[l←m,ℱ ] = U. (3.267)

Враховуючи систему позначень для унiверсальних кiнематик i формулу (3.266), отри-

муємо, Zk (l,ℱ) = Zk (m,ℱ) = Zk
(︁̂︀R)︁ = R. Таким чином, враховуючи рiвнiсть

(3.265), маємо:

Tm(l) = Tm(m) = R;

M𝑘 (l) = Tm (l)× Zk (l) = R× R = R2; M𝑘 (m) = R2.

Розглянемо довiльний елемент x ∈ R = Zk (m). Беручи до уваги формулу (3.267)

та означення 3.120, отримуємо:

trj[l←m] (x) = {[l←m] (𝑡, x) | 𝑡 ∈ Tm (m)} =

= {[l←m] (𝑡, x) | 𝑡 ∈ R} = {U (𝑡, x) | 𝑡 ∈ R} =

= {(T(𝑡), x) | 𝑡 ∈ R} = {(𝜏, x) | 𝜏 ∈ R} . (3.268)

Використовуючи рiвнiсть (3.268) неважко перевiрити, що для довiльних w1,w2 ∈
trj[l←m] (x) виконується рiвнiсть bs (w1) = bs (w2). Отже, умова (а) означення 3.126

завiдомо виконується, i, згiдно з пунктом 1 цього означення, система вiдлiку m є

траєкторно регулярною вiдносно системи вiдлiку l (в кiнематицi ℱ ).

Проте, з iншого боку, система вiдлiку l не є часознаковизначеною вiдносно систе-

ми вiдлiку m в ℱ . Справдi, розглянемо довiльне число x ∈ R. Позначимо, w𝑖 := (𝑡𝑖, x)(︀
𝑖 ∈ 1, 4

)︀
. Тодi, використовуючи формули (3.263), (3.264), (3.267), отримуємо:

tm (w1) = 𝑡1 < 𝑡2 = tm (w2) ; tm (w3) < tm (w4) ;

tm ([l←m] w1) = tm (U (𝑡1, x)) = tm ((T (𝑡1) , x)) =

= T (𝑡1) < T (𝑡2) = tm ([l←m] w2) ;

tm ([l←m] w3) > tm ([l←m] w4) .

Отже, за означенням 3.83, система вiдлiку l не нi часододатною нi часовiд’ємною

вiдносно системи вiдлiку m в ℱ . Тобто, l не є часознаковизначеною вiдносно m в ℱ ,
незважаючи на те, що m є траєкторно регулярною вiдносно l в ℱ .

Приклад 3.143 показує, що в загальному випадку твердження, обернене до твер-

дження 3.141 — неправильне. Проте виявляється, що при деяких додаткових умовах

топологiчного характеру зазначене твердження, а також теорему 3.142 можна “обер-

нути”. Для того, щоб сформулювати потрiбнi умови, в наступних двох параграфах

буде введено деякi допомiжнi поняття i доведено допомiжнi твердження.
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Допомiжнi поняття i факти з теорiї лiнiйно упорядкованих топологiчних

просторiв. Нагадаємо [73, стор. 314], що в довiльнiй лiнiйно упорядкованiй множи-

нi T = (T,≤) можна ввести природну внутрiшню топологiю Tpi [T], яка породжується

базою вiдкритих множин наступного вигляду:

(i) (−∞,∞) = T;

(ii) (𝜏,∞) = {𝑡 ∈ T | 𝑡 > 𝜏}, де 𝜏 ∈ T;

(iii) (−∞, 𝜏) = {𝑡 ∈ T | 𝑡 < 𝜏}, де 𝜏 ∈ T;

(iv) (𝜏1, 𝜏2) = {𝑡 ∈ T | 𝜏1 < 𝑡 < 𝜏2}, де 𝜏1, 𝜏2 ∈ T, 𝜏1 < 𝜏2.

Нехай, 𝒵 — довiльна мiнлива або кiнематична множина чи унiверсальна кiнематика

i l ∈ ℒ𝑘 (𝒵) — довiльна система вiдлiку 𝒵. Надалi через Tpi(l) будемо позначати

внутрiшню топологiю лiнiйно упорядкованої множини Tm (l) = (Tm (l) ,≤l), тобто:

Tpi (l) := Tpi [Tm (l)] .

Нагадаємо (див. [169, наслiдок 6.1.2 та пояснення пiсля нього]), що топологiчний

простiр (X,SX) є зв’язним якщо X не можна подати як об’єднання X = X1∪X2 двох

диз’юнктних непорожнiх вiдкритих пiдмножин X1,X2 ∈ SX (де SX ⊆ 2X є топологiєю

на просторi X).

Лема 3.144. Нехай:

1) T1 = (T1,≤1); T2 = (T2,≤2) — лiнiйно упорядкованi множини, причо-

му card (T1) > 1.

2) T1 є зв’язним топологiчним простором вiдносно топологiї Tpi [T1].

3) 𝑓 : T1 → T2 неперервне iн’єктивне вiдображення (тобто неперервна оборо-

тна функцiя) з топологiчного простору (T1,Tpi [T1]) в простiр (T2,Tpi [T2]).

Тодi функцiя 𝑓 є строго монотонною (тобто або строго зростаючою або строго

спадною).

Доведення. Оскiльки, за умовою, card (T1) > 1, то упорядкована множина T1 має

хоч один немаксимальний елемент.

Нехай, 𝜏 ∈ T1 немаксимальний елемент. Оскiльки T1 є зв’язним топологiчним

простором, то, згiдно [170, Lemma 3.1, item (d)], iнтервал (𝜏,+∞) є зв’язною в T1

множиною. Оскiльки функцiя 𝑓 є неперервною, то, згiдно [169, теорема 6.1.4], вона

переводить зв’язну в T1 множину (𝜏,+∞) в множину 𝑓 ((𝜏,+∞)), зв’язну в просторi

T2. Оскiльки функцiя 𝑓 є iн’єктивним вiдображенням, то 𝑓 ((𝜏,+∞)) ̸∋ 𝑓 (𝜏). Отже,

множина 𝑓 ((𝜏,+∞)) мiститься в об’єднаннi двох вiдкритих множин:

𝑓 ((𝜏,+∞)) ⊆ (𝑓(𝜏),+∞) ∪ (−∞, 𝑓(𝜏)) . (3.269)
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Оскiльки (за доведеним вище) множина 𝑓 ((𝜏,+∞)) — зв’язна, то включення (3.269)

можливе лише в одному з двох випадкiв:

(а) 𝑓 ((𝜏,+∞)) ⊆ (𝑓(𝜏),+∞) або (б) 𝑓 ((𝜏,+∞)) ⊆ (−∞, 𝑓(𝜏)).

Нехай, має мiсце випадок (а). Доведемо, що:

∀𝜏1 >1 𝜏 𝑓 ((−∞, 𝜏1)) ⊆ (−∞, 𝑓 (𝜏1)) , (3.270)

де запис 𝜏1 >1 𝜏 означає, що 𝜏 <1 𝜏1, а запис 𝜏 <1 𝜏1 означає, що 𝜏 ≤1 𝜏1 i 𝜏 ̸= 𝜏1.

Розглянемо довiльний елемент 𝜏1 >1 𝜏 . Аналогiчно до альтернативи (а)–(б) переко-

нуємося, що для елемента 𝜏1 має мiсце така альтернатива:

(а1) 𝑓 ((−∞, 𝜏1)) ⊆ (−∞, 𝑓 (𝜏1)) або (б1) 𝑓 ((−∞, 𝜏1)) ⊆ (𝑓 (𝜏1) ,+∞).

Припустимо, що має мiсце умова (б1). Оскiльки 𝜏1 >1 𝜏 , то 𝜏 ∈ (−∞, 𝜏1). Отже,
за умовою (б1) мусить виконуватись нерiвнiсть:

𝑓 (𝜏) >2 𝑓 (𝜏1) . (3.271)

З iншої сторони, оскiльки має мiсце випадок (а), маємо:

𝑓 (𝜏) <2 𝑓 (𝜏1) . (3.272)

Але одночасне виконання нерiвностей (3.271) i (3.272) — неможливе. Отримана су-

перечнiсть показує, що умова (б1) виконуватись не може. Отже, виконується умова

(а1), причому для довiльного 𝜏1 >1 𝜏 . Тому спiввiдношення (3.270) — доведено.

Iз спiввiдношення (3.270) i умови (а) випливає, що функцiя 𝑓 строго зростає

на промiжку [𝜏,+∞) = {𝑡 ∈ T1 | 𝑡 ≥1 𝜏}. Аналогiчно доводиться, що у випадку (б)

функцiя 𝑓 є строго спадною на промiжку [𝜏,+∞).

Отже, функцiя 𝑓 є строго монотонною на [𝜏,+∞). Оскiльки в якостi 𝜏 вибра-

но довiльний немаксимальний елемент T1, то функцiя 𝑓 буде строго монотонною на

довiльному промiжку [𝜏2,+∞) такому, що 𝜏2 ≤ 𝜏 . Оскiльки 𝜏 — немаксимальний еле-

мент T1, то iнтервал [𝜏,+∞) мiстить щонайменше два елементи. Тому, якщо функцiя

𝑓 строго зростає на [𝜏,+∞), то вона буде строго зростати i на довiльному промiж-

ку [𝜏2,+∞), де 𝜏2 ≤ 𝜏 , тобто на T1. Аналогiчно, якщо функцiя 𝑓 строго спадає на

[𝜏,+∞), то вона строго спадає i на T1.

Деякi вiдомостi з теорiї нарiзно неперервних вiдображень. Нехай, (X,SX),

(Y,SY) i (Z,SZ) — топологiчнi простори, де SS ⊆ 2S — топологiя на просторi S (S ∈
{X,Y,Z}). Через C(X,Y) будемо позначати множину всiх неперервних вiдображень

з X в Y. Для довiльного вiдображення 𝑓 : X× Y→ Z i довiльної точки (𝑥, 𝑦) ∈ X× Y

введемо такi позначення:
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𝑓𝑥(𝑦) := 𝑓 𝑦(𝑥) := 𝑓(𝑥, 𝑦).

Нагадаємо [171], що вiдображення 𝑓 : X × Y → Z називається нарiзно неперерв-

ним , якщо 𝑓𝑥 ∈ C(Y,Z) i 𝑓 𝑦 ∈ C(X,Z) для довiльної точки (𝑥, 𝑦) ∈ X × Y (див.

також [172, 173]). Множину всiх нарiзно неперервних вiдображень 𝑓 : X × Y → Z

будемо позначати через CC (X× Y,Z) (див., також [171–173]).

Надалi нам знадобиться наступна лема.

Лема 3.145. Нехай, T1 = (T1,≤1), T2 = (T2,≤2) — лiнiйно упорядкованi множини

i (X,SX) — топологiчний простiр. Нехай, додатково, виконуються такi умови:

(а) топологiчнi простори T1 та X є зв’язними (де T𝑖 розглядаються як топологiчнi

простори вiдносно топологiй Tpi [T𝑖] (𝑖 ∈ 1, 2));

(б) вiдображення 𝑓 : T1 × X→ T2 є нарiзно неперервним
3.14;

(в) для довiльного 𝑥 ∈ X вiдображення 𝑓𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑥) (𝑡 ∈ T1) є iн’єктивним на

T1.

Тодi є iстинним одне (а у випадку card (T1) > 1 одне i тiльки одне) з наступних

тверджень:

1. функцiя 𝑓𝑥(𝑡) є строго зростаючою на T1 для довiльного 𝑥 ∈ X;

2. функцiя 𝑓𝑥(𝑡) строго спадною на T1 для довiльного 𝑥 ∈ X.

Доведення. Ми не будемо розглядати випадок, коли card (T1) = 1, оскiльки в цьо-

му випадку функцiя 𝑓𝑥(𝑡) є строго зростаючою i строго спадною на T1 одночасно,

вiдповiдно до правил формальної логiки. Отже, надалi вважатимемо, що

card (T1) > 1. (3.273)

Зафiксуємо довiльний елемент 𝑥 ∈ X. За умовою даної леми, 𝑓𝑥(𝑡) є iн’єктивним

неперервним вiдображенням з T1 в T2. Отже, з леми 3.144 випливає наступне твер-

дження:

(10) функцiя 𝑓𝑥 є строго монотонним вiдображенням з лiнiйно упорядкованої мно-

жини T1 = (T1,≤1) в T2 (для довiльного елемента 𝑥 ∈ X).

Отже, залишилось довести, що напрямок монотонностi функцiї 𝑓𝑥 не залежить вiд

елемента 𝑥 ∈ X.

Надалi будемо вважати, що множина T2×T2 є топологiчним простором вiдносно

тихоновської на декартовому квадратi топологiчного простору (T2, Tpi [T2]). Згiдно

3.14 Використовуючи узагальнену теорему Юнга (див. [174, 175]) можна довести, що якщо вико-
нуються умови (а), (б), (в) леми 3.145 то функцiя 𝑓 : T1 × X → T2 насправдi є неперервною за
сукупнiстю змiнних.
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з умовою (3.273), iснують такi елементи 𝑡0, 𝑡1 ∈ T1, що 𝑡0 <1 𝑡1. Розглянемо функцiю

Φ : X→ T2 ×T2, що визначається за формулою:

Φ(𝑥) := (𝑓𝑥 (𝑡0) ,𝑓𝑥 (𝑡1)) ∈ T2 ×T2 (𝑥 ∈ X) .

Використовуючи умови (б) та (а) даної леми, а також [176, теорема 3.3], приходи-

мо до висновку, що функцiя Φ є неперервним вiдображенням iз зв’язного топологi-

чного простору X у топологiчний простiр T2×T2. Отже, згiдно з [169, теорема 6.1.4],

область значень R (Φ) = Φ (X) є зв’язною множиною в T2 × T2. Оскiльки 𝑡0 ̸= 𝑡1,

то, згiдно з встановленим вище твердженням (10), маємо 𝑓𝑥 (𝑡0) ̸= 𝑓𝑥 (𝑡1) (∀𝑥 ∈ X).

Тому, зв’язна в T2 × T2 множина R (Φ) = Φ (X) включається в об’єднання двох

диз’юнктних множин:

Φ (X ) ⊆ U1 ∪U2, де (3.274)

U1 = {(𝜏1, 𝜏2) ∈ T2 ×T2 | 𝜏1 <2 𝜏2} ; U2 = {(𝜏1, 𝜏2) ∈ T2 ×T2 | 𝜏1 >2 𝜏2} .

Доведемо, що обидвi множини U1 та U2 — вiдкритi. Розглянемо довiльну точку

(𝜏1, 𝜏2) ∈ U1. За означенням множини U1 маємо, 𝜏1 <2 𝜏2. У випадку, коли iснує

елемент ̃︀𝜏 ∈ T2 такий, що 𝜏1 <2 ̃︀𝜏 <2 𝜏2, множина ̃︀U = (−∞, ̃︀𝜏)× (̃︀𝜏 ,∞) є вiдкритою

в T2×T2 (за означенням тихоновської топологiї декартового добутку, див. [176]). При

цьому множина ̃︀U мiстить точку (𝜏1, 𝜏2) i задовольняє умову ̃︀U ⊆ U1. У випадку, коли

не iснує точки ̃︀𝜏 , що задовольняє умову 𝜏1 <2 ̃︀𝜏 <2 𝜏2, множини (−∞, 𝜏1] = (−∞, 𝜏2)
та [𝜏2,∞) = (𝜏1,∞) є вiдкритими в T2. А отже множина ̃︀U = (−∞, 𝜏1] × [𝜏2,∞)

є вiдкритою в T2 × T2, причому (𝜏1, 𝜏2) ∈ ̃︀U ⊆ U1. Таким чином для довiльної

точки (𝜏1, 𝜏2) ∈ U1 (в обох випадках) iснує вiдкрита в T2 ×T2 множина ̃︀U така, що

(𝜏1, 𝜏2) ∈ ̃︀U ⊆ U1. Тому, множина U1 є вiдкритою в T2×T2. Аналогiчно доводиться,

що множина U2 також вiдкрита в T2 ×T2. Вище було доведено, що множина Φ (X)

зв’язна. Отже, оскiльки множини U1, U2 вiдкритi, то включення (3.274) можливе

лише в наступних двох випадках:

(а) Φ (X) ⊆ U1; (б) Φ (X) ⊆ U2.

У випадку (а) маємо, 𝑓𝑥 (𝑡0) <2 𝑓𝑥 (𝑡1) (∀𝑥 ∈ X). Отже, цьому випадку з дове-

деного вище твердження (10), випливає, що функцiя 𝑓𝑥 є строго зростаюча на T1

для довiльного 𝑥 ∈ X. Аналогiчно у випадку (б) функцiя 𝑓𝑥 строго спадає на T1 для

довiльного 𝑥 ∈ X.

Умови, при яких траєкторна регулярнiсть зумовлює часознаковизначе-

нiсть.

Означення 3.146.

� Унiверсальну кiнематику ℱ будемо називати топологiчною, якщо для довiльної

системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) виконується умова 𝒯 𝑝 (l) ̸= ∅.
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� Унiверсальну кiнематику ℱ будемо називати топологiчно-векторною, якщо

ℱ є топологiчною i векторною одночасно, тобто якщо для довiльної системи

вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (C) виконуються умови L𝑠 (l) ̸= ∅ i 𝒯 𝑝 (l) ̸= ∅.

З означення 2.1, а також з системи позначень теорiї унiверсальних кiнематик

випливає, що для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) топологiчної унiверсальної

кiнематики ℱ пара (Zk(l), 𝒯 𝑝 (l)) є топологiчним простором.

Нехай, ℱ — довiльна топологiчна унiверсальна кiнематика, l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — довiльна

система вiдлiку ℱ i (X,SX) — довiльний топологiчний простiр. Будемо говорити, що

вiдображення 𝑓 : M𝑘 (l)→ X є нарiзно неперервним за просторовою i часовою

змiнною, якщо 𝑓 ∈ CC (Tm (l)× Zk (l) ,X), де Tm (l) та Zk (l) розглядаються як

топологiчнi простори вiдносно топологiй Tpi (l) i 𝒯 𝑝 (l) (вiдповiдно).

Твердження 3.147. Нехай, система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) траєкторно регулярна

вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у топологiчнiй унiверсальнiй кiнематицi ℱ i

при цьому виконуються такi додатковi умови:

(а) Топологiчнi простори (Tm (m) ,Tpi (m)) i (Zk (m) , 𝒯 𝑝 (m)) є зв’язними.

(б) Вiдображення M𝑘 (m) ∋ w ↦−→ tm ([l←m] w) ∈ Tm (l) є нарiзно неперервним за

просторовою i часовою змiнною на M𝑘 (m) (де Tm (l) розглядається як топо-

логiчний простiр вiдносно топологiї Tpi (l)).

Тодi система вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є часознаковизначеною вiдносно системи вiдлiку

m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) в кiнематицi ℱ (тобто l ⇕±ℱ m).

Доведення. Покладемо:

𝑓 (𝑡, x) := tm ([l←m] (𝑡, x)) , (𝑡 ∈ Tm (m) , x ∈ Zk (m)) .

Тодi для довiльного x ∈ Zk (m) отримуємо вiдображення 𝑓x : Tm (m) → Tm (l), що

дiє за формулою, 𝑓x (𝑡) := tm ([l←m] (𝑡, x)) (𝑡 ∈ Tm (m)). Доведемо, що вiдображен-

ня 𝑓x є iн’єктивним на Tm (m). Нехай для деяких 𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm (m) має мiсце рiвнiсть

𝑓x (𝑡1) = 𝑓x (𝑡2). Тодi:

tm (w1) = tm (w2) , (3.275)

де w𝑖 = [l←m] (𝑡𝑖, x) (𝑖 ∈ 1, 2). За означенням 3.120, маємо, w1,w2 ∈ trj[l←m] (x).

Отже, за означенням 3.126 (пункт 1), iз спiввiдношення (3.275) отримуємо рiвнiсть

w1 = w2. Отже, [l←m] (𝑡1, x) = [l←m] (𝑡2, x). Звiдси, використовуючи формули (3.3)

i (3.4), отримуємо рiвнiсть (𝑡1, x) = (𝑡2, x), тобто 𝑡1 = 𝑡2. Таким чином, для довiльних

𝑡1, 𝑡2 ∈ Tm (m) з рiвностi 𝑓x (𝑡1) = 𝑓x (𝑡2) випливає рiвнiсть 𝑡1 = 𝑡2, тобто 𝑓x є

iн’єктивним вiдображенням з Tm (m) в Tm (l). При цьому за умовою (б) даного

твердження, вiдображення 𝑓 : Tm (m) × Zk (m) → Tm (l) є нарiзно неперервним.
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Отже, використовуючи умову (а) даного твердження i лему 3.145, бачимо, що мусить

виконуватися одне з наступних тверджень:

1. функцiя 𝑓x(𝑡) є строго зростаючою на Tm (m) для довiльного x ∈ Zk (m);

2. функцiя 𝑓x(𝑡) є строго спадною на Tm (m) для довiльного x ∈ Zk (m).

У випадку, коли має мiсце твердження, сформульоване в пунктi 1, маємо l ⇑+ℱ m

(вiдповiдно до означення 3.83, пункт 2). Аналогiчно у випадку, коли має мiсце пункт 2

отримуємо l ⇓−ℱ m. Отже, в обох випадках маємо, l ⇕±ℱ m.

Нехай, ℱ — топологiчно-векторна унiверсальна кiнематика. Тодi з означення 2.1,

а також з системи позначень теорiї унiверсальних кiнематик випливає, що для до-

вiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) множина Zk (l) утворює топологiчний векторний

простiр вiдносно топологiї 𝒯 𝑝 (l) i лiнiйних алгебраїчних операцiй, породжених лi-

нiйною структурою L𝑠 (l). Вiдомо, що довiльний топологiчний векторний простiр є

зв’язним (див. наприклад [177, Theorem 3.1]). Отже, застосовуючи твердження 3.147,

а також означення 3.126 (пункт 3), отримуємо наступну теорему, “зворотню” до тео-

реми 3.142.

Теорема 3.148. Нехай, ℱ — довiльна топологiчно-векторна унiверсальна кiнема-

тика. Якщо система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є одностайною вiдносно системи вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i при цьому виконуються такi додатковi умови:

(а) топологiчний простiр (Tm (m) ,Tpi (m)) є зв’язним;

(б) вiдображення M𝑘 (m) ∋ w ↦−→ tm ([l←m] w) ∈ Tm (l) є нарiзно неперервним за

просторовою i часовою змiною на M𝑘 (m);

то система вiдлiку l є часознаковизначеною вiдносно системи вiдлiку m у кiнема-

тицi ℱ (тобто l ⇕±ℱ m).

Означення 3.149. Будемо говорити, що унiверсальна кiнематика ℱ є C-

регулярною, якщо:

1. Для довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) упорядкованi пари (Tm (l) ,Tpi (l)) та

(Zk (l) , 𝒯 𝑝 (l)) є зв’язними топологiчними просторами.

2. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) вiдображення M𝑘 (m) ∋ w ↦−→
tm ([l←m] w) ∈ Tm (l) є нарiзно неперервним за просторовою i часовою змiн-

ною на M𝑘 (m).

Оскiльки, як було сказано вище, довiльний топологiчний векторний простiр є

зв’язним, то отримуємо наступне твердження:
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Твердження 3.150. Топологiчна векторна унiверсальна кiнематика ℱ є C-

регулярною тодi i тiльки тодi, коли для довiльних систем вiдлiку l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ)

упорядкована пара (Tm (l) ,Tpi (l)) є зв’язним топологiчним простором i вiдображе-

ння M𝑘 (m) ∋ w ↦−→ tm ([l←m] w) ∈ Tm (l) є нарiзно неперервним за просторовою i

часовою змiнною.

Використовуючи твердження 3.141, 3.147 та означення 3.149, отримуємо насту-

пний наслiдок.

Наслiдок 3.151. Система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) C-регулярної топологiчної унiвер-

сальної кiнематики ℱ є траєкторно регулярною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ)

у кiнематицi ℱ тодi i тiльки тодi, коли l ⇕±ℱ m (тобто тодi i тiльки тодi, коли l

є часознаковизначеною вiдносно m в ℱ).

Застосовуючи теорему 3.142 та теорему 3.148, отримуємо такий наслiдок:

Наслiдок 3.152. Нехай, ℱ — C-регулярна топологiчно-векторна унiверсальна кi-

нематика. Система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є одностайною вiдносно системи вiдлiку

l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) у кiнематицi ℱ тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

1. m є квазiодностайною вiдносно l у кiнематицi ℱ ; 2. l ⇕±ℱ m.

3.10.4. Критерiй одностайної поступальностi систем вiдлiку в

унiверсальних кiнематиках.

Одностайна поступальнiсть i оператори перетворення координат.

Означення 3.153. Нехай, U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2), де Q1,Q2 — довiльнi координатнi

простори, а T1 = (T1,≤1), T2 = (T2,≤2) — довiльнi лiнiйно упорядкованi множи-

ни. Траєкторiєю точки x ∈ Zk (Q1) вiдносно оператора перетворення координат U

будемо називати множину: trjU (x) := {U (𝑡, x) | 𝑡 ∈ T1} ⊆ T2 × Zk (Q2).

Означення 3.154. 1) Координатний простiр Q будемо називати векторним, якщо

L𝑠 (Q) ̸= ∅.

2) Нехай,Q — векторний координатний простiр i T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована

множина.

(2.1) Для довiльної множини A ⊆ T × Zk(Q) покладемо, A⟨+x;Q⟩ :=

{(tm (w) , x + bs (w)) | w ∈ A}.

(2.2) Будемо говорити, що множина A ⊆ T × Zk(Q) є (T,Q)-паралельною

множинi B ⊆ T × Zk(Q) (позначення A ‖(T;Q) B), якщо iснує елемент

x ∈ Zk(Q) такий, що B = A⟨+x;Q⟩ = {(tm (w) , x + bs (w)) | w ∈ A} .

Аналогiчно до твердження 3.125 доводиться наступне твердження.
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Твердження 3.155. Бiнарне вiдношення ‖(T;Q) є вiдношенням еквiвалентностi на

множинi 2T×Zk(Q) = {𝐴 | 𝐴 ⊆ T× Zk(Q)}.

Означення 3.156. Нехай, Q1,Q2 — векторнi координатнi простори i T1 = (T1,≤1),

T2 = (T2,≤2) — лiнiйно упорядкованi множини. Оператор перетворення координат

U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) будемо називати одностайно-поступальним (скорочено —

одностайним), якщо:

1. для довiльного x ∈ Zk (Q1) траєкторiя trjU (x) є абстрактною траєкторiєю з T2

в Zk (Q2) (тобто ∀w1,w2 ∈ trjU (x) з умови tm (w1) = tm (w2) випливає рiвнiсть

bs (w1) = bs (w2), а отже i рiвнiсть w1 = w2).

2. для довiльних x,̃︀x ∈ Zk (Q1) має мiсце спiввiдношення trjU (x) ‖(T2;Q2)
trjU (̃︀x).

Нехай, ℱ — довiльна векторна унiверсальна кiнематика. Легко бачити, що для

довiльної системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) мають мiсце рiвностi:

Zk (l) = Zk (BG (l)) ; M𝑘 (l) = Tm (l)× Zk (l) = Tm (l)× Zk (BG (l)) ,

де BG (l) — координатний простiр. Враховуючи вищесказане, а також означення 3.124

(пункт 2), означення 3.126 (пункт 3), означення 3.154 (пункт (2.2)), та означен-

ня 3.156, отримуємо таке твердження:

Твердження 3.157. Нехай, ℱ — довiльна векторна унiверсальна кiнематика i

l,m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — довiльнi системи вiдлiку ℱ . Тодi:

1. Для довiльних множин A,B ⊆M𝑘 (l) спiввiдношення A ‖l B рiвносильне спiв-

вiдношенню A ‖(Tm(l);BG(l)) B.

2. Система вiдлiку m є одностайною вiдносно системи вiдлiку l тодi i тiльки

тодi, коли оператор перетворення координат:

[l←m, ℱ ] ∈ Pk (Tm(m),BG(m);Tm(l),BG(l))

є одностайним.

Критерiї одностайної поступальностi для операторiв перетворень коорди-

нат та систем вiдлiку.

Теорема 3.158. Нехай, Q1,Q2 — довiльнi векторнi координатнi простори, а T1 =

(T1,≤1), T2 = (T2,≤2) — довiльнi лiнiйно упорядкованi множини. Вiдображення U :

T1×Zk (Q1) −→ T2×Zk (Q2) є одностайним оператором перетворення координат

тодi i тiльки тодi, коли iснують функцiї Φ : T1 × Zk (Q1) −→ T2, F : T2 −→
Zk (Q2) i g : Zk (Q1) −→ Zk (Q2), що задовольняють такi умови:



283

1. Для довiльного x ∈ Zk (Q1) функцiя Φ(x)(𝑡) := Φ (𝑡, x), 𝑡 ∈ T1 є бiєкцiєю мiж

T1 i T2.

2. Функцiя g є бiєкцiєю мiж Zk (Q1) i Zk (Q2).

3. Для довiльної пари (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) виконується рiвнiсть:

U (𝑡, x) = (Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + g(x)) . (3.276)

Доведення. I) Необхiднiсть. Нехай, оператор перетворення координат U ∈
Pk (T1,Q1;T2,Q2) є одностайним. Покладемо:

Φ (𝑡, x) := tm (U (𝑡, x)) , (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) . (3.277)

Зафiксуємо довiльний елемент x0 ∈ Zk (Q1). Покладемо:

F := trjU (x0) . (3.278)

За означенням 3.156, F є абстрактною траєкторiєю з T2 в Zk (Q2), тобто функцiєю з

D (F) ⊆ T2 в Zk (Q2). Доведемо, що D (F) = T2. Нехай, 𝜏 ∈ T2. Виберемо довiльний

елемент y ∈ Zk (Q2). Оскiльки, за означенням 3.117, U є бiєкцiєю мiж T1 × Zk (Q1)

i T2 × Zk (Q2), то iснують елементи ̃︀𝑡 ∈ T1 i ̃︀x ∈ Zk (Q1) такi, що U
(︀̃︀𝑡,̃︀x)︀ = (𝜏, y).

Тодi (𝜏, y) ∈ trjU (̃︀x). За означенням 3.156, trjU (̃︀x) є абстрактною траєкторiєю з T2

в Zk (Q2). Отже, iз спiввiдношення (𝜏, y) ∈ trjU (̃︀x) випливає, що 𝜏 ∈ D (trjU (̃︀x)).

Згiдно з умовою 2 означення 3.156, маємо:

trjU (̃︀x) ‖(T2;Q2)
trjU (x0) . (3.279)

Тобто, враховуючи (3.278), маємо, trjU (̃︀x) ‖(T2;Q2)
F. З останнього спiввiдношення, за

означенням 3.154 (пункт (2.2)), випливає, що D (trjU (̃︀x)) = D (F). Отже, оскiльки

𝜏 ∈ D (trjU (̃︀x)), то 𝜏 ∈ D (F). Таким чином, довiльний елемент 𝜏 ∈ T2 належить до

D (F) ⊆ T2. Тому, D (F) = T2. Тобто F є вiдображенням виду F : T2 → Zk (Q2).

Тому, траєкторiю F := trjU (x0) можна подати у виглядi:

trjU (x0) = {(𝜏,F(𝜏)) | 𝜏 ∈ T2} . (3.280)

Покладемо:

G (𝑡, x) := bs (U (𝑡, x))− F (Φ (𝑡, x)) , (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) .

Тодi, використовуючи (3.277), для довiльних (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) отримуємо:

U (𝑡, x) = (tm (U (𝑡, x)) , bs (U (𝑡, x))) = (Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + G (𝑡, x)) . (3.281)
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Отже, згiдно означення 3.153, для довiльного фiксованого елемента x ∈ Zk (Q1)

траєкторiю trjU (x) можна подати у виглядi:

trjU (x) = {U (𝑡, x) | 𝑡 ∈ T1} =

= {(Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + G (𝑡, x)) | 𝑡 ∈ T1} . (3.282)

За означенням 3.156 маємо trjU (x0) ‖(T2;Q2)
trjU (x). Тому, враховуючи спiввiдноше-

ння (3.280) i означенням 3.154 (пункт (2.2)), отримуємо:

trjU (x) = {(tm (w) , y + bs (w)) | w ∈ trjU (x0)} =

= {(𝜏, y + F(𝜏)) | 𝜏 ∈ T2} , (3.283)

де y ∈ Zk (Q2). Iз спiввiдношень (3.282) i (3.283) випливає, що:

{(Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + G (𝑡, x)) | 𝑡 ∈ T1} = {(𝜏, y + F(𝜏)) | 𝜏 ∈ T2} .
Звiдси випливає, що для довiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ T1 iснують елементи 𝜏1, 𝜏2 ∈ T2 такi, що:

(Φ (𝑡𝑖, x) ,F (Φ (𝑡𝑖, x)) + G (𝑡𝑖, x)) = (𝜏𝑖, y + F(𝜏𝑖))
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
.

З останньої рiвностi отримуємо:

Φ (𝑡𝑖, x) = 𝜏𝑖; F (𝜏𝑖) + G (𝑡𝑖, x) = y + F(𝜏𝑖) (𝑖 ∈ 1, 2).

Тобто, G (𝑡𝑖, x) = y (𝑖 ∈ 1, 2). Отже, G (𝑡1, x) = G (𝑡2, x) (∀𝑡1, 𝑡2 ∈ T1). Звiдси,

враховуючи довiльнiсть вибору вектора x ∈ Zk (Q1), випливає, що iснує функцiя

g : Zk (Q1) −→ Zk (Q2) така, що:

G (𝑡, x) = g(x) (∀ (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1)) .

Враховуючи останню рiвнiсть, спiввiдношення (3.281) переписується у виглядi:

U (𝑡, x) = (Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + g(x)) ((𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1)) . (3.284)

Залишилось довести, що функцiї Φ i g задовольняють умови 1 i 2 даної теореми.

I.1) Нехай, x ∈ Zk (Q1). Зафiксуємо довiльний елемент 𝜏 ∈ T2. Розглянемо до-

вiльний y ∈ Zk (Q2). Оскiльки (за означенням 3.156), U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2), то, за

означенням 3.117, iснує пара
(︀̃︀𝑡,̃︀x)︀ ∈ T1 × Zk (Q1) така, що U

(︀̃︀𝑡,̃︀x)︀ = (𝜏, y). Тодi, за

означенням 3.153,

(𝜏, y) ∈ trjU (̃︀x) . (3.285)

Оскiльки U — одностайне перетворення координат, то, за означенням 3.156,

trjU (x) ‖(T2;Q2)
trjU (̃︀x). Тому, за означенням 3.154, D (trjU (x)) = D (trjU (̃︀x)). От-

же, оскiльки, згiдно (3.285), 𝜏 ∈ D (trjU (̃︀x)), то 𝜏 ∈ D (trjU (x)). Тому, за означен-

ням 3.153, iснує момент часу 𝑡 ∈ T1 такий, що tm (U (𝑡, x)) = 𝜏 . Тобто, згiдно (3.277),
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Φ (𝑡, x) = 𝜏 . Отже, при довiльному фiксованому x ∈ Zk (Q1) маємо:

∀𝜏 ∈ T2 ∃ 𝑡 ∈ T1 (Φ (𝑡, x) = 𝜏) . (3.286)

Нехай, знову, x — фiксований елемент з Zk (Q1), i для деяких 𝑡1, 𝑡2 ∈ T1 має мiсце

рiвнiсть Φ (𝑡1, x) = Φ (𝑡2, x). Тодi, згiдно з (3.284), отримуємо:

U (𝑡1, x) = (Φ (𝑡1, x) ,F (Φ (𝑡1, x)) + g(x)) =

= (Φ (𝑡2, x) ,F (Φ (𝑡2, x)) + g(x)) = U (𝑡2, x) .

Отже, оскiльки U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2), то, за означенням 3.117, з останньої рiвностi

випливає, що 𝑡1 = 𝑡2. Таким чином, при довiльному фiксованому x ∈ Zk (Q1) маємо:

∀ 𝑡1, 𝑡2 ∈ T1 ((Φ (𝑡1, x) = Φ (𝑡2, x))⇒ (𝑡1 = 𝑡2)) . (3.287)

З (3.286) i (3.287) випливає, що функцiя Φ задовольняє першу умову даної теореми.

I.2) Нехай, y ∈ Zk (Q2). Виберемо довiльний елемент 𝜏 ∈ T2. Оскiль-

ки оскiльки U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2), то, за означенням 3.117, iснує пара

(𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) така, що U (𝑡, x) = (𝜏,F (𝜏) + y). Тодi, згiдно з (3.284), отри-

муємо, (Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + g(x)) = (𝜏,F (𝜏) + y). Звiдси випливає, що Φ (𝑡, x) = 𝜏 i

F (𝜏) + g(x) = F (𝜏) + y. З останньої рiвностi отримуємо, g(x) = y. Таким чином:

∀y ∈ Zk (Q2) ∃x ∈ Zk (Q1) (g(x) = y) . (3.288)

Нехай, x1, x2 ∈ Zk (Q1) i g (x1) = g (x2). Виберемо довiльний елемент 𝜏0 ∈ T2.

Згiдно з (3.286), iснують елементи 𝑡1, 𝑡2 ∈ T1 такi, що:

Φ (𝑡1, x1) = Φ (𝑡2, x2) = 𝜏0.

Звiдси, використовуючи (3.284), отримуємо:

U (𝑡1, x1) = (Φ (𝑡1, x1) ,F (Φ (𝑡1, x1)) + g (x1)) =

= (𝜏0,F (𝜏0) + g (x1)) = (𝜏0,F (𝜏0) + g (x2)) =

= (Φ (𝑡2, x2) ,F (Φ (𝑡2, x2)) + g (x2)) = U (𝑡2, x2) .

Оскiльки U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2), то, за означенням 3.117, з останньої рiвностi отри-

муємо, (𝑡1, x1) = (𝑡2, x2), тобто x1 = x2. Таким чином:

∀x1, x2 ∈ Zk (Q1) ((g (x1) = g (x2))⇒ (x1 = x2)) . (3.289)

Iз (3.288) i (3.289) випливає, що функцiя g задовольняє другу умову теореми.
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Таким чином, якщо оператор U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) є одностайним, то iснують

функцiї Φ : T1 × Zk (Q1) −→ T2, F : T2 −→ Zk (Q2) i g : Zk (Q1) −→ Zk (Q2), що

задовольняють умови 1, 2 i 3 даної теореми.

II) Достатнiсть. Навпаки, нехай iснують функцiї Φ : T1 × Zk (Q1) −→ T2,

F : T2 −→ Zk (Q2) i g : Zk (Q1) −→ Zk (Q2), що задовольняють умови 1, 2 i 3

даної теореми. Доведемо, що тодi вiдображення U, що задається формулою (3.276) є

одностайним оператором перетворення координат.

II.1) Доведемо, що U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2). Нехай, (𝑡1, x1) , (𝑡2, x2) ∈ T1×Zk (Q1)

i U (𝑡1, x1) = U (𝑡2, x2). Тодi, згiдно (3.276), отримуємо:

Φ (𝑡1, x1) = Φ (𝑡2, x2) ; (3.290)

F (Φ (𝑡1, x1)) + g (x1) = F (Φ (𝑡2, x2)) + g (x2) .

З останнiх двох рiвностей випливає, що g (x1) = g (x2). Отже, згiдно iз другою умовою

теореми, x1 = x2. Звiдки, враховуючи (3.290), маємо рiвнiсть Φ (𝑡1, x1) = Φ (𝑡2, x1).

Отже, згiдно з першою умовою теореми, 𝑡1 = 𝑡2. Таким чином, x1 = x2 i 𝑡1 = 𝑡2, тобто

(𝑡1, x1) = (𝑡2, x2). Отже, для довiльних (𝑡1, x1) , (𝑡2, x2) ∈ T1 × Zk (Q1) маємо:

(U (𝑡1, x1) = U (𝑡2, x2))⇒ ((𝑡1, x1) = (𝑡2, x2)) (3.291)

Розглянемо довiльну упорядковану пару (𝜏, y) ∈ T2 ×Zk (Q2). З умов 1 i 2 даної

теореми випливає iснування таких x ∈ Zk (Q1) i 𝑡 ∈ T1, що g (x) = y − F (𝜏) i

Φ (𝑡, x) = 𝜏 . Звiдси, використовуючи (3.276), отримуємо:

U (𝑡, x) = (Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + g(x)) = (𝜏,F (𝜏) + (y − F (𝜏))) = (𝜏, y) .

Таким чином:

∀ (𝜏, y) ∈ T2 × Zk (Q2) ∃ (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) (U (𝑡, x) = (𝜏, y)) (3.292)

З (3.291) i (3.292) випливає, що вiдображення U є бiєкцiєю мiж T1 × Zk (Q1) i

T2 × Zk (Q2), тобто, за означенням 3.117:

U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) .

II.2) Доведемо, що оператор перетворення координат U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) є

одностайним.

II.2.а) Для довiльного x ∈ Zk (Q1), використовуючи (3.276) та умову 1 даної

теореми, маємо:

trjU (x) = {U (𝑡, x) | 𝑡 ∈ T1} = {(Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + g (x)) | 𝑡 ∈ T1} =

= {(𝜏,F (𝜏) + g (x)) | 𝜏 ∈ T2} . (3.293)
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Оскiльки F є вiдображенням з T2 в Zk (Q2) i, згiдно з умовою 2 теореми,

g (x) ∈ Zk (Q2), то trjU (x) є абстрактною траєкторiєю з T2 в Zk (Q2). Отже, умова 1

означення 3.156 для вiдображення U виконується.

II.2.б) Перевiримо виконання умови 2 означення 3.156 для вiдображення U. Для

довiльних x1, x2 ∈ Zk (Q1), використовуючи (3.293), отримуємо:

trjU (x2) = {(𝜏,F (𝜏) + g (x2)) | 𝜏 ∈ T2} =

= {(𝜏,F (𝜏) + g (x1) + (g (x2)− g (x1))) | 𝜏 ∈ T2} =

= {(𝜏, y + (g (x2)− g (x1))) | (𝜏, y) ∈ trjU (x1)} = (trjU (x1))
⟨+(g(x2)−g(x1));Q2⟩ .

Отже, згiдно з означенням 3.154, враховуючи довiльнiсть вибору векторiв

x1, x2 ∈ Zk (Q1) отримуємо: ∀ x1, x2 ∈ Zk (Q1)
(︁
trjU (x1) ‖(T2;Q2)

trjU (x2)
)︁
. Тому,

умова 2 означення 3.156 для вiдображення U також виконується. Таким чином, оби-

двi умови означення 3.156 для вiдображення U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) виконуються.

Тому, за означенням 3.156, U є одностайним оператором перетворення координат.

З теореми 3.158 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 3.159. Нехай, ℱ — векторна унiверсальна кiнематика. Система вiдлiку

m ∈ ℒ𝑘 (ℱ) є одностайною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) тодi i тiльки тодi,

коли iснують функцiї:

Φ : M𝑘 (m) −→ Tm (l) , F : Tm (l) −→ Zk (l) , g : Zk (m) −→ Zk (l) ,

що задовольняють такi умови:

1. Для довiльного x ∈ Zk (m) функцiя Φ(x)(𝑡) := Φ (𝑡, x), 𝑡 ∈ Tm (m) є бiєкцiєю

мiж Tm (m) i Tm (l).

2. Функцiя g є бiєкцiєю мiж Zk (m) i Zk (l).

3. Для довiльного w ∈M𝑘 (m) виконується рiвнiсть:

[l←m] w = (Φ (w) ,F (Φ (w)) + g (bs (w))) .

Функцiя Φ в умовi теореми 3.158 визначається однозначно для довiльного фiксо-

ваного одностайного оператора перетворення координат. Справдi, з формули (3.276)

випливає, що Φ (𝑡, x) = tm (U (𝑡, x)) (∀ (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1)). Що торкається фун-

кцiй F i g, то вони визначаються неоднозначно. Справдi нехай, трiйка функцiй Φ, F i

g задовольняє умови теореми 3.158. Тодi, якщо взяти довiльний вектор y ∈ Zk (Q2),

i покласти: F1 (𝜏) := F (𝜏) + y, g1 (x) := g (x)− y (𝜏 ∈ T2, x ∈ Zk (Q1)), то, як легко

перевiрити, трiйка функцiй Φ, F1 i g1 також задовольнятиме умови теореми 3.158.

Твердження 3.160. Нехай, Q1,Q2 — векторнi координатнi простори; T1 =

(T1,≤1), T2 = (T2,≤2) — лiнiйно упорядкованi множини i вiдображення
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U : T1 × Zk (Q1) −→ T2 × Zk (Q2) є одностайним оператором перетворення

координат. Якщо функцiї Φ : T1 × Zk (Q1) −→ T2, F,F1 : T2 −→ Zk (Q2) i

g,g1 : Zk (Q1) −→ Zk (Q2) є такими, що:

1. функцiя Φ задовольняє умову 1 теореми 3.158;

2. функцiї g i g1 задовольняють умову 2 теореми 3.158;

3. для довiльних (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) виконується рiвнiсть:

U (𝑡, x) = (Φ (𝑡, x) ,F (Φ (𝑡, x)) + g(x)) = (Φ (𝑡, x) ,F1 (Φ (𝑡, x)) + g1(x)) , (3.294)

то iснує вектор y0 ∈ Zk (Q2) такий, що для довiльних 𝜏 ∈ T2 i x ∈ Zk (Q1)

мають мiсце рiвностi:

F1 (𝜏) = F (𝜏) + y0; g1 (x) = g (x)− y0. (3.295)

Доведення. З рiвностi (3.294) для довiльних (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) отримуємо рiв-

нiсть, F (Φ (𝑡, x)) + g(x) = F1 (Φ (𝑡, x)) + g1(x). Враховуючи,що функцiя Φ задо-

вольняє умову 1 теореми 3.158, останню рiвнiсть можна переписати у виглядi,

F (𝜏) + g(x) = F1 (𝜏) + g1(x) (∀𝜏 ∈ T2 ∀x ∈ Zk (Q1)). Звiдси:

F1 (𝜏)− F (𝜏) = g(x)− g1(x) (∀𝜏 ∈ T2 ∀x ∈ Zk (Q1)) .

Тому, вирази в правiй i лiвiй частинi останньої рiвностi не залежать нi вiд змiнної 𝜏

нi вiд змiнної x. Тобто, iснує елемент y0 ∈ Zk (Q2) такий, що для довiльних 𝜏 ∈ T2 i

x ∈ Zk (Q1) мають мiсце рiвностi, F1 (𝜏) − F (𝜏) = y0, g(x) − g1(x) = y0. З останнiх

рiвностей випливають рiвностi (3.295).

Основнi результати пiдроздiлу 3.10 опублiкованi в [178–180], та представленi на

конференцiях [181–183]. Результати роботи [179] також викладенi у препринтi [184].

Деякi результати, пов’язанi з продовженням дослiджень в даному напрямку, можна

знайти в [185].
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Роздiл 4

Простори узагальнених операторiв з

обмеженим проекцiйним слiдом

4.1. Вступнi зауваження

В багатьох роботах, присвячених дослiдженню багаточастинкових квантових си-

стем еволюцiя описується з допомогою групи унiтарних операторiв, що дiє в про-

сторi ℒ1 (H) операторiв з обмеженим слiдом (ядерних операторiв) над гiльберто-

вим певним простором H [6, 7, 186]. Проте цього простору виявляється недостатньо

для розв’язання задач, що виникають при дослiдженнях важливих моделей теорiї

надпровiдностi i надплинностi, а саме моделей Пайєрлса-Фрьолiха та Хуанга-Янга-

Латтiнджера [187–189]. Це пов’язано з тим, що, як було показано в працях академiка

Д.Я. Петрини [4, 189–195], постановка таких задач природна в класi операторiв з

трансляцiйно-iнварiантним ядром, а такi оператори, взагалi кажучи, не належать до

простору ℒ1 (H) (див., напр. [4]). Саме тому в [186] ставиться питання про побудову

груп операторiв в бiльш загальних операторних просторах, нiж ℒ1 (H).

Даний роздiл дисертацiйної роботи присвячений побудовi i дослiдженню таких

(бiльш загальних) просторiв операторiв. У пiдроздiлi 4.2 введено поняття абстрактно-

го трансляцiйно iнварiантного оператора в гiльбертовому просторi (як оператора, що

комутує iз заданою групою унiтарних операторiв) та доведено, що звичайний слiд вiд

трансляцiйно iнварiантних операторiв в загальному випадку розбiжний. Далi вводи-

ться аналог слiду для таких операторiв — узагальнений проекцiйний слiд. При цьому

будується лiнiйний нормований простiр лiнiйних неперервних операторiв з обмеже-

ним проекцiйним слiдом i доводиться його неповнота. В зв’язку з цим ставиться за-

дача опису поповнення зазначеного простору з теоретико-операторної точки зору. В

пiдроздiлi 4.3, використовуючи метод оснащених просторiв, будується повний простiр

узагальнених операторiв з обмеженим проекцiйним слiдом та визначається поняття

проекцiйного слiду для таких узагальнених операторiв. У пiдроздiлi 4.4 доводиться,

що простiр узагальнених операторiв з обмеженим проекцiйним слiдом можна вкла-

сти в бiльш широкий банаховий простiр псевдооператорiв з обмеженим проекцiйним
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слiдом i визначити на цьому просторi деякi важливi групи унiтарних операторiв,

пов’язанi з описом еволюцiї багаточастинкових квантових систем.

4.2. Простiр лiнiйних неперервних операторiв з

обмеженим проекцiйним слiдом над гiльберто-

вим простором та його неповнота

4.2.1. Трансляцiйно iнварiантнi оператори. Теорема про слiд

трансляцiйно iнварiантного оператора. Нехай (H, ‖·‖ , (·, ·)) — компле-

ксний, сепарабельний гiльбертовий простiр. Через ℒ(H) будемо позначати простiр

лiнiйних неперервних операторiв над H, а через O i I — нульовий та одиничний опе-

ратори простору ℒ(H) вiдповiдно. Через ℒ1 (H) позначатимемо простiр операторiв з

обмеженим слiдом над гiльбертовим простором H. Для оператора 𝐴 ∈ ℒ1(H) через

Tr(𝐴) будемо позначати слiд оператора 𝐴.

Нехай 𝐵 — самоспряжений (взагалi кажучи – необмежений) оператор в H. Че-

рез 𝜎(𝐵) будемо позначати спектр оператора 𝐵, через 𝜎𝑝(𝐵) — точковий спектр

оператора 𝐵, а через 𝑈(𝜏) — 𝐶0-групу унiтарних операторiв

𝑈(𝜏) = 𝑒𝑖𝜏𝐵 =
+∞∫︀
−∞

𝑒𝑖𝜏𝜆𝑑𝐸𝐵 (𝜆) (𝜏 ∈ R) ,

породжену (кососамоспряженим) оператором 𝑖𝐵 (тут 𝑖 2 = −1, а 𝐸𝐵 (·) — спектральна

мiра, що є розкладом одиницi оператора 𝐵).

Будемо говорити, що оператор 𝐴 ∈ ℒ(H) є трансляцiйно iнварiантним вiд-

носно 𝐵, якщо вiн комутує з розкладом одиницi оператора 𝐵, тобто якщо

𝐴𝐸𝐵 (Δ) = 𝐸𝐵 (Δ)𝐴 (∀Δ ∈ B(R)) , (4.1)

де B(R) — 𝜎-алгебра борелiвських пiдмножин числової прямої R. Неважко довести,
що спiввiдношення (4.1) рiвносильне спiввiдношенню:

𝐴𝑈(𝜏) = 𝑈(𝜏)𝐴 (∀𝜏 ∈ R) .

Основними прикладами трансляцiйно iнварiантних операторiв є лiнiйнi неперерв-

нi оператори, в просторi H = 𝐿2

(︀
R𝑑
)︀
(𝑑 ∈ N), якi породжуються трансляцiйно

iнварiантним ядром , тобто

(𝐴𝒦𝑥)
(︀
�⃗�
)︀

=

∫︁
R𝑑
𝒦(⃗𝑡, �⃗� )𝑥(�⃗� )𝑑�⃗�

(︀
�⃗� ∈ R𝑑, 𝑥 ∈ H

)︀
,

де ядро 𝒦 : R𝑑 × R𝑑 → C задовольняє умову 𝒦(⃗𝑡 + ℎ, �⃗� + ℎ) = 𝒦(⃗𝑡, �⃗� )(︀
�⃗�, �⃗� ∈ R𝑑, ℎ ∈ R

)︀
(тут �⃗� + ℎ = (𝑡1 + ℎ, . . . , 𝑡𝑑 + ℎ) (⃗𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) ∈ R𝑑)). Такi опера-
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тори є трансляцiйно iнварiантними вiдносно генератора групи зсувiв по ”дiагональ-

ному” напрямку:(︀
𝑈 (𝑑)(𝜏)𝑥

)︀
(�⃗� ) = 𝑥 (�⃗�+ 𝜏)

(︀
𝜏 ∈ R, �⃗� ∈ R𝑑

)︀
. (4.2)

Зауважимо, що оператори з трансляцiйно iнварiантним ядром в 𝐿2

(︀
R𝑑
)︀
вивчались

в монографiї [4]. Загальновiдомо, що цi оператори (в ненульовому випадку) не нале-

жать до простору ℒ1 (H). Наступна теорема показує, що аналогiчний результат має

мiсце i в абстрактнiй ситуацiї.

Теорема 4.1. Нехай невiд’ємний оператор 𝐴 ∈ ℒ1(H) — трансляцiйно iнварiантний

вiдносно самоспряженого оператора 𝐵, такого, що 𝜎𝑝(𝐵) = ∅. Тодi 𝐴 = O.

Для доведення теореми 4.1 знадобиться наступне допомiжне твердження.

(А) Нехай 𝜇 — мiра на B(R), причому ∀ 𝜏 ∈ R 𝜇({𝜏}) = 0. Тодi для довiльної мно-

жини Δ ∈ B(R), 0 < 𝜇(Δ) <∞, iснують множини Δ1,Δ2 ∈ B(R), такi, що

Δ = Δ1 ∪Δ2, Δ1 ∩Δ2 = ∅, 𝜇(Δ1), 𝜇(Δ2) > 0.

Справдi. Покладемо:

𝜏1 := inf {𝜏 ∈ R : 𝜇((−∞, 𝜏) ∩Δ) > 0} ;

𝜏2 := sup {𝜏 ∈ R : 𝜇((𝜏,∞) ∩Δ) > 0} .

}︃
(4.3)

Оскiльки 𝜇(Δ) > 0, то означення чисел 𝜏1, 𝜏2 — коректне, тобто супремум та iнфiнум

в (4.3) беруться по непорожнiй множинi. Згiдно з (4.3), 𝜏1 <∞, 𝜏2 > −∞. Доведемо,

що 𝜏1 < 𝜏2. Справдi, припущення 𝜏1 > 𝜏2 приводить до iснування чисел 𝜏 ′1, 𝜏
′
2 ∈ R,

таких, що 𝜏1 > 𝜏 ′1 > 𝜏 ′2 > 𝜏2. З (4.3) випливає, що 𝜇((−∞, 𝜏 ′1) ∩ Δ) = 𝜇((𝜏 ′2,∞) ∩
Δ) = 0. Звiдси з нерiвностi 𝜏 ′1 > 𝜏 ′2 отримуємо, що 𝜇(Δ) = 0, що суперечить умовi.

Припустивши, що 𝜏1 = 𝜏2 = 𝜏0, враховуючи нерiвностi 𝜏1 <∞, 𝜏2 > −∞, будемо мати

−∞ < 𝜏0 < ∞. Отже, з (4.3) випливає, що 𝜇((−∞, 𝜏0) ∩ Δ) = 0, 𝜇((𝜏0,∞) ∩ Δ) = 0.

Тобто 𝜇({𝜏0}∩Δ) > 0, що суперечить умовi ∀ 𝜏 ∈ R 𝜇({𝜏}) = 0. Тепер для доведення

твердження залишається взяти довiльне число 𝜏 ′, таке, що 𝜏1 < 𝜏 ′ < 𝜏2 i покласти

Δ1 := (−∞, 𝜏 ′) ∩Δ, Δ2 := [𝜏 ′,∞) ∩Δ.

Доведення теореми 4.1. Покладемо 𝐸(·) = 𝐸𝐵(·), де 𝐸𝐵(·) — розклад одиницi опе-

ратора 𝐵. Покладемо:

𝜇𝑥(Δ) := (𝐸(Δ)𝑥, 𝑥) (Δ ∈ B(R), 𝑥 ∈ H) .

Припустимо, що 𝐴 ̸= 0. Тодi iснує вектор 𝑓 ∈ H, такий, що (𝐴𝑓, 𝑓) > 0, тобто:

0 < (𝐴𝑓, 𝑓) =
⃦⃦
𝐴1/2𝑓

⃦⃦2
=

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜇𝐴1/2𝑓 (𝜆). (4.4)



292

Оскiльки оператор 𝐴 — обмежений i трансляцiйно iнварiантний вiдносно 𝐵, то для

довiльної множини Δ0 ∈ B(R), такої що 𝜇𝑓 (Δ0) = 0 маємо:

𝜇𝐴1/2𝑓 (Δ0) = (𝐸(Δ0)𝐴
1/2𝑓, 𝐴1/2𝑓) =

⃦⃦
𝐸(Δ0)𝐴

1/2𝑓
⃦⃦2

=

=
⃦⃦
𝐴1/2𝐸(Δ0)𝑓

⃦⃦2 ≤ ⃦⃦𝐴1/2
⃦⃦2 ‖𝐸(Δ0)𝑓‖2 =

⃦⃦
𝐴1/2

⃦⃦2
𝜇𝑓 (Δ0) = 0.

Тобто мiра 𝜇𝐴1/2𝑓 є абсолютно неперервною вiдносно мiри 𝜇𝑓 , а отже iснує похiдна

Радона-Никодима 𝐹𝑓 (𝜆) =
𝑑𝜇
𝐴1/2𝑓

(𝜆)

𝑑𝜇𝑓 (𝜆)
(𝜆 ∈ R) i, згiдно з (4.4),

∞∫︀
−∞

𝐹𝑓 (𝜆)𝑑𝜇𝑓 (𝜆) =
∞∫︀
−∞

𝑑𝜇𝐴1/2𝑓 (𝜆) > 0.

Тому iснують такi число 𝜂 > 0 i множина Δ′ ∈ B(R), що:

𝜇𝑓 (Δ′) > 0 i ∀𝜆 ∈ Δ′ 𝐹𝑓 (𝜆) ≥ 𝜂.

Оскiльки 𝜎𝑝(𝐵) = ∅ то 𝜇𝑓 ({𝜏}) = 0 (∀𝜏 ∈ R). Тому, використовуючи послiдовно твер-

дження (А), ми можемо множину Δ′ розбити на послiдовнiсть множин:

Δ′ =
∞⋃︀
𝑛=1

Δ𝑛, де Δ𝑖 ∩Δ𝑗 = ∅ (𝑖, 𝑗 ∈ N, 𝑖 ̸= 𝑗) , 𝜇𝑓 (Δ𝑖) > 0 (𝑖 ∈ N) .

Оскiльки 𝜇𝑓 (Δ𝑖) = ‖𝐸(Δ𝑖)𝑓‖2 > 0 i Δ𝑖 ∩ Δ𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, то вектори

𝑔𝑖 = 𝐸(Δ𝑖)𝑓
‖𝐸(Δ𝑖)𝑓‖ = 𝐸(Δ𝑖)𝑓

𝜇𝑓 (Δ𝑖)1/2
(𝑖 ∈ N) утворюють ортонормовану систему. Тому, викори-

стовуючи трансляцiйну iнварiантнiсть оператора 𝐴 вiдносно 𝐵, отримуємо:

Tr(𝐴) ≥
∞∑︁
𝑖=1

(𝐴𝑔𝑖, 𝑔𝑖) =
∞∑︁
𝑖=1

(𝐴𝐸(Δ𝑖)𝑓, 𝐸(Δ𝑖)𝑓)

𝜇𝑓 (Δ𝑖)
=

=
∞∑︁
𝑖=1

(︀
𝐴1/2𝐸(Δ𝑖)𝑓, 𝐴

1/2𝐸(Δ𝑖)𝑓
)︀

𝜇𝑓 (Δ𝑖)
=
∞∑︁
𝑖=1

(︀
𝐸(Δ𝑖)𝐴

1/2𝑓, 𝐸(Δ𝑖)𝐴
1/2𝑓

)︀
𝜇𝑓 (Δ𝑖)

=

=
∞∑︁
𝑖=1

(︀
𝐸(Δ𝑖)𝐴

1/2𝑓, 𝐴1/2𝑓
)︀

𝜇𝑓 (Δ𝑖)
=
∞∑︁
𝑖=1

𝜇𝐴1/2𝑓 (Δ𝑖)

𝜇𝑓 (Δ𝑖)
=

=
∞∑︁
𝑖=1

1

𝜇𝑓 (Δ𝑖)

∫︁
Δ𝑖

𝑑𝜇𝐴1/2𝑓 (𝜆)

𝑑𝜇𝑓 (𝜆)
𝑑𝜇𝑓 (𝜆) =

∞∑︁
𝑖=1

1

𝜇𝑓 (Δ𝑖)

∫︁
Δ𝑖

𝐹𝑓 (𝜆)𝑑𝜇𝑓 (𝜆) ≥

≥
∞∑︁
𝑖=1

1

𝜇𝑓 (Δ𝑖)

∫︁
Δ𝑖

𝜂𝑑𝜇𝑓 (𝜆) =
∞∑︁
𝑖=1

𝜂 =∞.

Отже, ми бачимо, що з умови 𝐴 ̸= 0 випливає, що Tr(𝐴) =∞.

Навпаки, якщо точковий спектр самоспряженого оператора 𝐵 не порожнiй, то

завжди iснує ненульовий трансляцiйно iнварiантний вiдносно 𝐵 оператор 𝐴 ∈ ℒ1(H).

Справдi, нехай 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝐵) — власне значення оператора 𝐵 i 𝑒𝜆 ∈ H — вiдпо-

вiдний до 𝜆 власний вектор 𝐵, такий, що ‖𝑒𝜆‖ = 1. Нескладно перевiрити, що

тодi оператор 𝐴 ∈ ℒ(H), що дiє за правилом, 𝐴𝑥 := (𝑥, 𝑒𝜆) 𝑒𝜆 (𝑥 ∈ H) є не-

вiд’ємним i трансляцiйно iнварiантним вiдносно 𝐵. Якщо вибрати ортонормований
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базис простору H так, щоб першим ортом цього базису був вектор 𝑒𝜆, то отримаємо

Tr(|𝐴|) = Tr(𝐴) = (𝐴𝑒𝜆, 𝑒𝜆) = 1 <∞.

Насправдi, з теореми 4.1 випливає дещо бiльш загальне твердження:

Наслiдок 4.2. Нехай невiд’ємний оператор 𝐴 ∈ ℒ1(H) — трансляцiйно iнварiан-

тний вiдносно самоспряженого оператора 𝐵. Тодi 𝐴𝐸 (R ∖ 𝜎𝑝(𝐵)) = O, де 𝐸(·) —

розклад одиницi 𝐵.

Доведення. Не обмежуючи загальностi можна вважати, що 𝐸 (R ∖ 𝜎𝑝(𝐵)) ̸= O, бо в
протилежному випадку наслiдок є тривiальним твердженням. Покладемо:

H𝑐 := 𝐸 (R ∖ 𝜎𝑝(𝐵))H, 𝐴𝑐 := 𝐴 ↾ H𝑐,

де 𝐴 ↾ H𝑐 — звуження оператора 𝐴 на H𝑐. Тодi H𝑐 буде гiльбертовим простором вiдно-

сно скалярного добутку, iндукованого з H. Оскiльки 𝐴 — трансляцiйно iнварiантний

вiдносно 𝐵, то 𝐴𝐸 (R ∖ 𝜎𝑝(𝐵)) = 𝐸 (R ∖ 𝜎𝑝(𝐵))𝐴. Отже оператор 𝐴𝑐 вiдображає про-

стiр H𝑐 в H𝑐, причому з неперервностi i невiд’ємностi оператора 𝐴 в H випливає

неперервнiсть i невiд’ємнiсть 𝐴𝑐 в H𝑐. В просторi H𝑐 розглянемо спектральну мiру:

𝐸𝑐(Δ)𝑥 := 𝐸 ((R ∖ 𝜎𝑝(𝐵)) ∩Δ)𝑥, 𝑥 ∈ H𝑐, Δ ∈ B(R). (4.5)

Ця спектральна мiра є розкладом одиницi деякого самоспряженого над простором

H𝑐 оператора 𝐵𝑐 =
∫︀
R 𝜆𝑑𝐸𝑐(𝜆). Точковий спектр оператора 𝐵𝑐 порожнiй, оскiльки з

умови 𝐸𝑐({𝜆}) ̸= O випливало б, що 𝐸({𝜆}) ̸= O i 𝜆 ∈ R ∖ 𝜎𝑝(𝐵), тобто 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝐵)

i 𝜆 ∈ R ∖ 𝜎𝑝(𝐵), що неможливо. З (4.5) i трансляцiйної iнварiантностi оператора 𝐴

вiдносно 𝐵 випливає трансляцiйна iнварiантнiсть 𝐴𝑐 вiдносно 𝐵𝑐. Оскiльки довiльний

ортонормований базис в просторi H𝑐 є ортонормованою системою в H, то 𝐴𝑐 ∈ ℒ1 (H𝑐).

Отже, за теоремою 4.1, 𝐴𝑐 = O в просторi H𝑐. Тому 𝐴𝐸 (R ∖ 𝜎𝑝(𝐵)) = O в H.

4.2.2. Слiд за рiзницевою змiнною. Простiр операторiв з обме-

женим проекцiйним слiдом. Враховуючи той факт, що оператори з транс-

ляцiйно iнварiантним ядром, взагалi кажучи, мають необмежений слiд, в роботi [4]

для таких операторiв вводиться поняття слiду за “рiзницевою” змiнною:

̃︁Tr (𝐴𝒦) = ̃︁Tr𝑖,𝑡𝑖 (𝐴𝒦) =

⎧⎨⎩
∫︀
R𝑑−1

̃︀𝒦(𝑡1,... ,𝑡𝑑)𝑑𝑡1...𝑑𝑡𝑖−1𝑑𝑡𝑖+1...𝑑𝑡𝑑, 𝑑>1

𝒦(0,0), 𝑑=1

(4.6)

(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑), де ̃︀𝒦 (︀�⃗� )︀ = 𝒦
(︀
�⃗�, �⃗�
)︀
. Легко перевiрити, що у випадку трансляцiйно iнва-

рiантного ядра 𝒦 величина ̃︁Tr𝑖,𝑡𝑖 (𝐴𝒦) не залежить вiд iндексу 𝑖 та змiнної 𝑡𝑖.

Оскiльки поняття (звичайного) слiду застосовується до операторiв в абстрактно-

му гiльбертовому просторi, виникає задача визначення в абстрактному гiльберто-
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вому просторi i аналогу поняття слiду за рiзницевою змiнною. Наступний приклад

iлюструє шлях розв’язання поставленої проблеми.

Приклад 4.3. В просторi H = 𝐿2 (R) розглянемо спектральну мiру (𝑃 (Δ)𝑥) (𝑡) :=

𝜒Δ (𝑡)𝑥(𝑡), 𝑥 ∈ H, Δ ∈ B(R). Легко перевiрити, що тодi для оператора 𝐴𝒦 ∈ ℒ(H) з

трансляцiйно iнварiантним ядром 𝒦 має мiсце рiвнiсть:̃︁Tr (𝐴𝒦) =
Tr (𝑃 (Δ)𝐴𝒦𝑃 (Δ))

m(Δ)
(Δ ∈ B(R), 0 <m(Δ) <∞) ,

де m — мiра Лебега на R.
Зауважимо, що подiбна спектральна мiра iснує i в просторi 𝐿2

(︀
R𝑑
)︀
для довiльного

𝑑 ∈ N, а саме, на роль такої мiри може претендувати довiльна мiра виду:(︁
𝑃

(𝑑)
𝑖 (Δ)𝑥

)︁
(⃗𝑡 ) := 𝜒Δ (𝑡𝑖)𝑥(⃗𝑡 )

(︀
𝑥 ∈ 𝐿2

(︀
𝑅𝑑
)︀
, Δ ∈ B(R), 𝑖 ∈ 1, 𝑑

)︀
. (4.7)

Далi будуються простори неперервних лiнiйних операторiв з обмеженим прое-

кцiйним слiдом. Мотивацiєю наступних означень служить приклад 4.3.

Означення 4.4. Нехай (𝑅,ℛ) — вимiрний простiр (тобто ℛ — 𝜎-алгебра пiдмножин

𝑅), 𝑃 (·) : ℛ → ℒ(H) — спектральна мiра (розклад одиницi) на 𝜎-алгебрi ℛ (в сенсi

[196, стор. 394]). I нехай 𝜇 — деяка скалярна 𝜎-скiнченна i не тотожно рiвна нулю

мiра на ℛ. Тодi четвiрку (𝑅,ℛ, 𝑃, 𝜇) будемо називати проекцiйним простором з

мiрою над простором H (або, скорочено, — ПМ-простором над H)

Нехай (𝑅,ℛ, 𝑃, 𝜇) — ПМ-простiр. Розглянемо наступне пiдкiльце 𝜎-алгебри ℛ:
ℛ𝜇−fin = {Δ ∈ ℛ |𝜇(Δ) <∞} .

Нехай 𝐴 ∈ ℒ(H). Покладемо:

𝜈𝑃,𝐴 (Δ) := Tr(|𝑃 (Δ)𝐴𝑃 (Δ)|), Δ ∈ ℛ𝜇−fin ;

‖𝐴‖𝑃,𝜇 := sup

{︃
𝜈𝑃 (·),𝐴(Δ)

𝜇(Δ)

⃒⃒⃒⃒
Δ ∈ ℛ𝜇−fin,

𝜇(Δ) + 𝜈𝑃,𝐴 (Δ) > 0

}︃
, 𝐴 ∈ ℒ(H), (4.8)

де у випадку у випадку 𝑃 (Δ)𝐴𝑃 (Δ) /∈ ℒ1 (H) слiд покласти Tr(|𝑃 (Δ)𝐴𝑃 (Δ)|) :=∞,

а у випадку 𝜇(Δ) = 0 слiд покласти
𝜈𝑃 (·),𝐴(Δ)

𝜇(Δ)
:= ∞. Оскiльки мiра 𝜇 не є тотожно

нульовою i є 𝜎–скiнченою, то визначення величини ‖·‖𝑃,𝜇 — коректне (тобто супремум

в (4.8) береться по непорожнiй множинi). Оскiльки величина ‖𝐴‖𝑃,𝜇 скiнчена, взагалi
кажучи, не при всiх 𝐴 ∈ ℒ(H), розглянемо клас операторiв:

Tb𝑃 (·),𝜇(H) :=
{︁
𝐴 ∈ ℒ(H) : ‖𝐴‖𝑃,𝜇 <∞

}︁
. (4.9)

Зауваження 4.5. Як випливає з результатiв прикладу 4.3, у випадку, коли

H = 𝐿2 (R), i спектральна мiра 𝑃 (·) така ж сама, як i в прикладi 4.3, для не-

вiд’ємного оператора 𝐴𝒦 ∈ ℒ(H) з трансляцiйно iнварiантним ядром 𝒦 має мiсце
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рiвнiсть ‖𝐴𝒦‖𝑃,m = ̃︁Tr (𝐴𝒦). Аналогiчно в просторi H = 𝐿2

(︀
𝑅𝑑
)︀
, 𝑑 ∈ N, для не-

вiд’ємного оператора 𝐴𝒦 ∈ ℒ(H) з трансляцiйно iнварiантним ядром 𝒦 i спектраль-

ної мiри (4.7), маємо, ‖𝐴𝒦‖𝑃 (𝑑)
𝑖 ,m

= ̃︁Tr (𝐴𝒦)
(︀
𝑖 ∈ 1, 𝑑

)︀
(при умовi, що права частина

рiвностi має сенс, тобто скiнченна).

Теорема 4.6.
(︁
Tb𝑃 (·),𝜇(H), ‖·‖𝑃,𝜇

)︁
є лiнiйним нормованим простором.

Доведення. а) Оскiльки 𝜈𝑃,O (Δ) = Tr(|𝑃 (Δ)O𝑃 (Δ)|) ≡ 0, Δ ∈ ℛ𝜇−fin, то

O ∈ Tb𝑃 (·),𝜇(H), причому ‖O‖𝑃,𝜇 = 0.

Нехай 𝐴 ∈ Tb𝑃 (·),𝜇(H) i 𝜆 ∈ C. Тодi, використовуючи властивостi слiду вiд модуля
оператора маємо:

𝜈𝑃,𝜆𝐴 (Δ) = Tr(|𝑃 (Δ)𝜆𝐴𝑃 (Δ)|) = |𝜆|Tr(|𝑃 (Δ)𝐴𝑃 (Δ)|) =

= |𝜆|𝜈𝑃,𝐴 (Δ) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) .

Тому при 𝜆 ̸= 0:

‖𝜆𝐴‖𝑃,𝜇 = sup

{︃
𝜈𝑃,𝜆𝐴 (Δ)

𝜇(Δ)

⃒⃒⃒⃒
Δ ∈ ℛ𝜇−fin,

𝜇(Δ) + 𝜈𝑃,𝜆𝐴 (Δ) > 0

}︃
=

= sup

{︃
|𝜆|𝜈𝑃,𝐴 (Δ)

𝜇(Δ)

⃒⃒⃒⃒
Δ ∈ ℛ𝜇−fin,

𝜇(Δ) + 𝜈𝑃,𝐴 (Δ) > 0

}︃
= |𝜆| ‖𝐴‖𝑃,𝜇 ,

а при 𝜆 = 0, враховуючи, що ‖O‖𝑃,𝜇 = 0, маємо, ‖𝜆𝐴‖𝑃,𝜇 = ‖O‖𝑃,𝜇 = 0 = |𝜆| ‖𝐴‖𝑃,𝜇.
Отже, для довiльних 𝐴 ∈ Tb𝑃 (·),𝜇(H) i 𝜆 ∈ C, оператор 𝜆𝐴 належить до Tb𝑃 (·),𝜇(H),

причому ‖𝜆𝐴‖𝑃,𝜇 = |𝜆| ‖𝐴‖𝑃,𝜇.
б) Нехай 𝐴 = O. Тодi, як було доведено на початку пункту а),

‖𝐴‖𝑃,𝜇 = ‖O‖𝑃,𝜇 = 0. Навпаки, нехай ‖𝐴‖𝑃,𝜇 = 0. Тодi для довiльної множи-

ни Δ ∈ ℛ𝜇−fin має мiсце рiвнiсть 𝜈𝑃,𝐴 (Δ) = 0. Справдi, припустивши iснуван-

ня множини Δ0 ∈ ℛ𝜇−fin, такої, що 𝜈𝑃,𝐴 (Δ0) > 0, враховуючи означення ‖·‖𝑃,𝜇,
отримаємо ‖𝐴‖𝑃,𝜇 ≥

𝜈𝑃,𝐴(Δ0)

𝜇(Δ0)
> 0 що суперечить рiвностi ‖𝐴‖𝑃,𝜇 = 0. Оскiль-

ки мiра 𝜇 — 𝜎-скiнченна, то iснує послiдовнiсть множин {Δ𝑛}∞𝑛=1 ⊆ ℛ𝜇−fin, та-

ка, що Δ𝑛 ⊆ Δ𝑛+1 (∀𝑛 ∈ N) i
⋃︀∞
𝑛=1 Δ𝑛 = 𝑅. Оскiльки для довiльного 𝑛 ∈ N,

Tr(|𝑃 (Δ𝑛)𝐴𝑃 (Δ𝑛)|) = 𝜈𝑃,𝐴 (Δ𝑛) = 0, то, враховуючи властивостi слiду, маємо

𝑃 (Δ𝑛)𝐴𝑃 (Δ𝑛) = O, 𝑛 ∈ N. Тому:

(𝐴𝑃 (Δ𝑛)𝑓, 𝑃 (Δ𝑛)𝑔) = (𝑃 (Δ𝑛)𝐴𝑃 (Δ𝑛)𝑓, 𝑔) = 0, 𝑓, 𝑔 ∈ H. (4.10)

Враховуючи, що 𝑃 (·) — розклад одиницi на (𝑅,ℛ), Δ𝑛 ⊆ Δ𝑛+1 (∀𝑛 ∈ N) i⋃︀∞
𝑛=1 Δ𝑛 = 𝑅, маємо lim

𝑛→∞
𝑃 (Δ𝑛)𝑓 = 𝑓 , 𝑓 ∈ H. Звiдси, враховуючи (4.10) i непе-

рервнiсть оператора 𝐴, отримуємо (𝐴𝑓, 𝑔) = 0, 𝑓, 𝑔 ∈ H, тобто 𝐴 = O.
Таким чином, ми довели, що ∀𝐴 ∈ Tb𝑃 (·),𝜇(H) ‖𝐴‖𝑃,𝜇 = 0⇔ 𝐴 = O.
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в) Нехай 𝐴,𝐵 ∈ Tb𝑃 (·),𝜇(H). Розглянемо довiльну множину ̃︀Δ ∈ ℛ𝜇−fin, таку, що

𝜇(̃︀Δ) + 𝜈𝑃,𝐴+𝐵

(︁̃︀Δ)︁ > 0. (4.11)

Доведемо, що 𝜇(̃︀Δ) > 0. Припустимо супротивне, 𝜇(̃︀Δ) = 0. Тодi, враховуючи умову

(4.11), маємо 𝜈𝑃,𝐴+𝐵

(︁̃︀Δ)︁ > 0. Згiдно з нерiвнiстю трикутника для слiдiв вiд модуля:

𝜈𝑃,𝐴+𝐵

(︁̃︀Δ)︁ ≤ Tr(|𝑃 (̃︀Δ)𝐴𝑃 (̃︀Δ)|) + Tr(|𝑃 (̃︀Δ)𝐵𝑃 (̃︀Δ)|) = 𝜈𝑃,𝐴

(︁̃︀Δ)︁+ 𝜈𝑃,𝐵

(︁̃︀Δ)︁ .
Тому, оскiльки 𝜈𝑃,𝐴+𝐵

(︁̃︀Δ)︁ > 0, хоч одна з величин 𝜈𝑃,𝐴

(︁̃︀Δ)︁, 𝜈𝑃,𝐵 (︁̃︀Δ)︁ мусить бути

додатною. Нехай, наприклад, 𝜈𝑃,𝐴

(︁̃︀Δ)︁ > 0. Тодi, враховуючи, що 𝜇(̃︀Δ) = 0, маємо,

‖𝐴‖𝑃,𝜇 ≥
𝜈𝑃,𝐴(̃︀Δ)
𝜇(̃︀Δ)

=∞, що суперечить умовi 𝐴 ∈ Tb𝑃 (·),𝜇(H). У випадку 𝜈𝑃,𝐵

(︁̃︀Δ)︁ > 0

аналогiчно приходимо до суперечностi з умовою 𝐵 ∈ Tb𝑃 (·),𝜇(H). Отже, припущення

невiрне. Тому 𝜇(̃︀Δ) > 0. Звiдси, використовуючи нерiвнiсть трикутника для слiдiв,

отримуємо:

𝜈𝑃,𝐴+𝐵

(︁̃︀Δ)︁
𝜇(̃︀Δ)

≤
𝜈𝑃,𝐴

(︁̃︀Δ)︁
𝜇(̃︀Δ)

+
𝜈𝑃,𝐵

(︁̃︀Δ)︁
𝜇(̃︀Δ)

≤

≤ sup

{︃
𝜈𝑃,𝐴 (Δ)

𝜇(Δ)

⃒⃒⃒⃒
Δ ∈ ℛ𝜇−fin,

𝜇(Δ) + 𝜈𝑃,𝐴 (Δ) > 0

}︃
+

+ sup

{︃
𝜈𝑃,𝐵 (Δ)

𝜇(Δ)

⃒⃒⃒⃒
Δ ∈ ℛ𝜇−fin,

𝜇(Δ) + 𝜈𝑃,𝐵 (Δ) > 0

}︃
= ‖𝐴‖𝑃,𝜇 + ‖𝐵‖𝑃,𝜇 .

Причому остання нерiвнiсть має мiсце для довiльної множини ̃︀Δ ∈ ℛ𝜇−fin, що за-

довольняє умову (4.11). Тому 𝐴 + 𝐵 ∈ Tb𝑃 (·),𝜇(H), причому ‖𝐴+𝐵‖𝑃,𝜇 ≤ ‖𝐴‖𝑃,𝜇 +

‖𝐵‖𝑃,𝜇.

Наступний приклад покаже, що простiр Tb𝑃 (·),𝜇(H), взагалi кажучи, не є банахо-

вим (тобто повним).

Приклад 4.7. Нехай H = 𝐿2 (R). Покладемо:

𝑄𝑛(𝑡) :=

(︂
1− |𝑡|

𝑛

)︂
𝜒[−𝑛,𝑛](𝑡) = 𝑄1

(︂
𝑡

𝑛

)︂
(𝑛 ∈ N, 𝑡 ∈ R) .

Очевидно, що 𝑄𝑛 ∈ 𝐿2 (R) ∩ 𝐿1 (R) (𝑛 ∈ N). Тому для довiльної функцiї 𝑥 ∈ 𝐿2 (R)

маємо:∫︁
R
|𝑄𝑛(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)| 𝑑𝑠 ≤

(︂∫︁
R
|𝑄𝑛(𝑡− 𝑠)|2 𝑑𝑠

)︂1/2(︂∫︁
R
|𝑥(𝑠)|2 𝑑𝑠

)︂1/2

=

= ‖𝑄𝑛‖𝐿2(R) ‖𝑥‖𝐿2(R) <∞ (𝑡 ∈ R) .
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Отже, функцiї 𝑄𝑛, 𝑛 ∈ N породжують над H = 𝐿2 (R) оператори
{︀
𝐴[𝑄𝑛], 𝑛 ∈ N

}︀
:(︀

𝐴[𝑄𝑛]𝑥
)︀

(𝑡) =
∫︀
R
𝑄𝑛(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 (𝑥 ∈ 𝐿2 (R) , 𝑡 ∈ R) .

Доведемо, що цi оператори вiдображають простiр H = 𝐿2 (R) в себе (тобто, що

𝐴[𝑄𝑛]𝑥 ∈ H, 𝑥 ∈ H) i що 𝐴[𝑄𝑛] ∈ ℒ(H), 𝑛 ∈ N. Нехай, 𝑥 ∈ H = 𝐿2 (R). Тодi, вико-

ристовуючи iнтегральну нерiвнiсть Мiнковського маємо:

⃦⃦
𝐴[𝑄𝑛]𝑥

⃦⃦
𝐿2(R)

=

(︃∫︁
R

(︂∫︁
R
𝑄𝑛(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠

)︂2

𝑑𝑡

)︃1/2

≤

≤
∫︁
R

(︂∫︁
R

(𝑄𝑛(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠))2 𝑑𝑡
)︂1/2

𝑑𝑠 = ‖𝑄𝑛‖𝐿1(R) ‖𝑥‖𝐿2(R) <∞. (4.12)

З (4.12) випливає, що оператори 𝐴[𝑄𝑛] вiдображають простiр H = 𝐿2 (R) в себе, при-

чому 𝐴[𝑄𝑛] ∈ ℒ(H) i
⃦⃦
𝐴[𝑄𝑛]

⃦⃦
≤ ‖𝑄𝑛‖𝐿1(R) (𝑛 ∈ N). Доведемо, що 𝐴[𝑄𝑛] ≥ 0, 𝑛 ∈ N. При

𝑛 = 1 для перетворення Фур’є ̂︀𝑄1 маємо:

√
2𝜋 ̂︀𝑄1(𝑡) =

∫︁
R
𝑒−𝑖𝑡𝑠𝑄1(𝑠)𝑑𝑠 = 2

∫︁ 1

0

(1− 𝑠) cos 𝑡𝑠𝑑𝑠 =
2(1− cos 𝑡)

𝑡2
(𝑡 ∈ R) .

Отже, ̂︀𝑄1(𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ R, причому ̂︀𝑄1 ∈ 𝐿1 (R) ∩ 𝐿2 (R). Звiдси, враховуючи рiвнiсть

𝑄𝑛(𝑡) = 𝑄1

(︀
𝑡
𝑛

)︀
, 𝑛 ∈ N, маємо:̂︀𝑄𝑛 ∈ 𝐿1 (R) ∩ 𝐿2 (R) , ̂︀𝑄𝑛(𝑡) ≥ 0 (𝑡 ∈ R, 𝑛 ∈ N) .

Оскiльки ̂︀𝑄𝑛 ∈ 𝐿1 (R) ∩ 𝐿2 (R), то 𝑄𝑛(𝑡) = 1√
2𝜋

∫︀
R
̂︀𝑄𝑛(𝑠)𝑒𝑖𝑡𝑠𝑑𝑠, причому iнтеграл

збiгається в сенсi Лебега (абсолютно). Тому, для довiльного 𝑡 ∈ R i функцiї

𝑥 ∈ 𝐿1 (R) ∩ 𝐿2 (R) маємо

(︀
𝐴[𝑄𝑛]𝑥, 𝑥

)︀
=

∫︁
R

∫︁
R
𝑄𝑛(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑥(𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡 =

=

∫︁
R

∫︁
R

1√
2𝜋

∫︁
R

̂︀𝑄𝑛(𝜉)𝑒𝑖(𝑡−𝑠)𝜉 𝑑𝜉𝑥(𝑠)𝑥(𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡.

Оскiльки функцiї ̂︀𝑄𝑛 i 𝑥 належать до простору 𝐿1 (R), то потрiйний iнтеграл в правiй

частинi останньої рiвностi збiгається абсолютно, отже, змiна порядку iнтегрування є

коректною. Тому, враховуючи, що ̂︀𝑄𝑛(𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ R, маємо:

(︀
𝐴[𝑄𝑛]𝑥, 𝑥

)︀
=

∫︁
R

̂︀𝑄𝑛(𝜉)√
2𝜋

∫︁
R

∫︁
R
𝑒𝑖(𝑡−𝑠)𝜉𝑥(𝑠)𝑥(𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡𝑑𝜉 =

√
2𝜋

∫︁
R

̂︀𝑄𝑛(𝜉) |̂︀𝑥(𝜉)|2 𝑑𝜉 ≥ 0.

Невiд’ємнiсть операторiв 𝐴[𝑄𝑛], 𝑛 ∈ N доведена.

Зауважимо, що 𝐴[𝑄𝑛] = 𝐴𝒦𝑛 , 𝑛 ∈ N, де ядро 𝒦𝑛(𝑡, 𝑠) = 𝑄𝑛(𝑡 − 𝑠) (𝑡, 𝑠 ∈ R) —
трансляцiйно iнварiантне. Отже, оператори

{︀
𝐴[𝑄𝑛] : 𝑛 ∈ N

}︀
є трансляцiйно iнварiан-
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тнi вiдносно групи зсувiв в просторi H = 𝐿2 (R).

Нехай спектральна мiра 𝑃 (·) така ж сама, як i в прикладi 4.3. Тодi, згiдно iз

зауваженням 4.5, оператори
{︀
𝐴[𝑄𝑛] : 𝑛 ∈ N

}︀
належать до простору Tb𝑃 (·),m(H),

причому⃦⃦
𝐴[𝑄𝑛]

⃦⃦
𝑃,m

= ̃︁Tr (︀𝐴[𝑄𝑛]

)︀
= 𝑄𝑛(0− 0) = 1 (𝑛 ∈ N) . (4.13)

Покладемо:

𝑄(𝑡) :=
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
𝑄𝑛4(𝑡) (𝑡 ∈ R) .

Оскiльки 0 ≤ 𝑄𝑛(𝑡) ≤ 1, 𝑡 ∈ R, 𝑛 ∈ N, то ряд в правiй частинi останньої рiвностi

завжди збiгається. Оцiнимо функцiю 𝑄(𝑡) знизу. Оскiльки для довiльного 𝑡 ≥ 0 iснує

число 𝑛𝑡 ∈ N таке, що (𝑛𝑡−1)4
2
≤ 𝑡 ≤ 𝑛4

𝑡

2
, то при 𝑡 ≥ 0 маємо:

𝑄(𝑡) ≥ 1

𝑛2
𝑡

𝑄𝑛4
𝑡
(𝑡) =

1

𝑛2
𝑡

(︂
1− |𝑡|

𝑛4
𝑡

)︂
𝜒[−𝑛4

𝑡 ,𝑛
4
𝑡 ]

(𝑡) =
1

𝑛2
𝑡

(︂
1− |𝑡|

𝑛4
𝑡

)︂
≥

≥ 1(︀
4
√

2𝑡+ 1
)︀2 (︂1− 1

2

)︂
≥ 1

2

1(︀
23/4 4
√

2𝑡+ 1
)︀2 ≥ 1

8
√
𝑡+ 1

. (4.14)

Покладемо:

𝐴𝑛 :=
𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘2
𝐴[𝑄𝑘4 ]

.

Тодi маємо, згiдно з (4.13), 𝐴𝑛 ∈ Tb𝑃 (·),m(H) (∀𝑛 ∈ N), причому ряд
∑︀∞

𝑘=1
1
𝑘2
𝐴[𝑄𝑘4 ]

збiгається абсолютно за нормою простору Tb𝑃 (·),m(H):
∞∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦⃦
1

𝑘2
𝐴[𝑄𝑘4 ]

⃦⃦⃦⃦
𝑃,m

=
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2

⃦⃦⃦
𝐴[𝑄𝑘4 ]

⃦⃦⃦
𝑃,m

=
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2
<∞.

Отже, послiдовнiсть операторiв {𝐴𝑛}∞𝑛=1 є фундаментальною в просторi Tb𝑃 (·),m(H).

Доведемо, що не iснує оператора 𝐴 ∈ Tb𝑃 (·),m(H), такого, що ‖𝐴𝑛 − 𝐴‖𝑃,m →𝑛→∞ 0.

Припустимо супротивне, що такий оператор 𝐴 iснує. Зi збiжностi ‖𝐴𝑛 − 𝐴‖𝑃,m →𝑛→∞ 0

i означення норми ‖·‖𝑃,m випливає, що для довiльної множини Δ ∈ B(R)m−𝑓𝑖𝑛
‖𝑃 (Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴)𝑃 (Δ)‖ →

𝑛→∞
0 (де B(R)m−𝑓𝑖𝑛 = {ϒ ∈ B(R) : m(ϒ) <∞}). Тому

∀𝑥, 𝑦 ∈ H маємо:

(𝐴𝑛𝑃 (Δ)𝑥, 𝑃 (Δ)𝑦) = (𝑃 (Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ)𝑥, 𝑦) →
𝑛→∞

(𝑃 (Δ)𝐴𝑃 (Δ)𝑥, 𝑦) =

= (𝐴𝑃 (Δ)𝑥, 𝑃 (Δ)𝑦) (Δ ∈ B(R)m−𝑓𝑖𝑛) . (4.15)

Використовуючи означення операторiв {𝐴𝑛 : 𝑛 ∈ N}, легко перевiрити, що

𝐴𝑛 = 𝐴[ ̃︀𝑄𝑛], 𝑛 ∈ N, де ̃︀𝑄𝑛 =
∑︀𝑛

𝑘=1
1
𝑘2
𝑄𝑘4 . Отже, враховуючи рiвномiрну обмеженiсть

послiдовностi функцiй {𝑄𝑛}∞𝑛=1, використовуючи (4.15), згiдно з теоремою Лебега
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про мажоровану збiжнiсть, отримуємо:

(𝐴𝑃 (Δ)𝑥, 𝑃 (Δ)𝑦) = lim
𝑛→∞

(𝐴𝑛𝑃 (Δ)𝑥, 𝑃 (Δ)𝑦) =

= lim
𝑛→∞

∫︁
R

∫︁
R

̃︀𝑄𝑛(𝑡− 𝑠)𝜒Δ(𝑡)𝑥(𝑡)𝜒Δ(𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 =

= lim
𝑛→∞

∫︁
Δ

∫︁
Δ

̃︀𝑄𝑛(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑡)𝑦(𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 =

=

∫︁
Δ

∫︁
Δ

𝑄(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑡)𝑦(𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 (𝑥, 𝑦 ∈ H, Δ ∈ B(R)m−𝑓𝑖𝑛) . (4.16)

Покладемо, 𝑥𝑘(𝑡) :=
𝜒[0,𝑘](𝑡)

(𝑡+1)3/4
, 𝑡 ∈ R, 𝑘 ∈ N. Легко бачити, що

‖𝑥𝑘‖2 = ‖𝑥𝑘‖2𝐿2(R) ≤
∫︁ ∞
0

𝑑𝑡

(𝑡+ 1)3/2
<∞ (𝑘 ∈ N) .

Отже, з однiєї сторони, оскiльки 𝐴 ∈ Tb𝑃 (·),m(H) ⊆ ℒ(H), послiдовнiсть {(𝐴𝑥𝑘, 𝑥𝑘)}∞𝑘=1

є обмеженою. Проте з iншої сторони, використовуючи (4.16) та (4.14), отримуємо:

(𝐴𝑥𝑘, 𝑥𝑘) =

∫︁ 𝑘

0

∫︁ 𝑘

0

𝑄(𝑡− 𝑠)
(𝑡+ 1)3/4(𝑠+ 1)3/4

𝑑𝑠𝑑𝑡 ≥
∫︁ 𝑘

0

∫︁ 𝑡

0

𝑄(𝑡− 𝑠)
(𝑡+ 1)3/4(𝑠+ 1)3/4

𝑑𝑠𝑑𝑡 ≥

≥
∫︁ 𝑘

0

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠𝑑𝑡

8
√
𝑡− 𝑠+ 1 (𝑡+ 1)3/4(𝑠+ 1)3/4

≥

≥
∫︁ 𝑘

0

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠𝑑𝑡

8
√
𝑡+ 1 (𝑡+ 1)3/4(𝑠+ 1)3/4

=

∫︁ 𝑘

0

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠𝑑𝑡

8(𝑡+ 1)5/4(𝑠+ 1)3/4
=

=
1

2
ln(𝑘 + 1)− 2

(︂
1− 1

4
√
𝑘 + 1

)︂
→
𝑘→∞
∞.

Отже, припущення про iснування оператора 𝐴 ∈ Tb𝑃 (·),m(H), такого, що

‖𝐴𝑛 − 𝐴‖𝑃,m →𝑛→∞ 0 приводить до суперечностi. Тому простiр Tb𝑃 (·),m(H) не є бана-

ховим.

4.2.3. Висновки i зауваження Простiр Tb𝑃 (·),𝜇(H) можна вважати певним

аналогом простору ℒ1 (H) операторiв з обмеженим (звичайним) слiдом, в рамках яко-

го можна дати означення слiду за рiзницевою змiнною для трансляцiйно iнварiантних

операторiв. Але, на жаль, як показує приклад 4.7, простiр Tb𝑃 (·),𝜇(H) (на вiдмiну вiд

ℒ1 (H)) в загальнiй ситуацiї не є банаховим. Безумовно, в тих випадках, коли потрi-

бно працювати з банаховим простором, можна скористатись поповненням простору

Tb𝑃 (·),𝜇(H). Проте в такому випадку виникає задача опису зазначеного поповнення з

теоретико-операторної точки зору.

Причиною неповноти простору Tb𝑃 (·),𝜇(H) є застосування конструкцiї (4.8)-(4.9)

над занадто вузьким простором лiнiйних неперервних операторiв ℒ(H). В наступному
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роздiлi буде показано, що, використовуючи метод оснащених просторiв, розвинутий

в працях академiка Ю.М. Березанського та його учнiв (див, наприклад, [196–201]),

за гiльбертовим простором H та ПМ-простором (𝑅,ℛ, 𝑃, 𝜇) можна побудувати певне

оснащення H+
𝑃,𝜇 ⊆ H ⊆ H−𝑃,𝜇 простору H (де H+

𝑃,𝜇, H
−
𝑃,𝜇 — певнi лiнiйнi простори зi

збiжнiстю в сенсi [202, стор. 516], [203,204]) i вкласти простiр ℒ(H) в бiльш широкий

простiр ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) лiнiйних неперервних операторiв з H+

𝑃,𝜇 в H−𝑃,𝜇 так, щоб конструкцiя

(4.8)-(4.9) над ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) допускала коректне визначення i приводила до банахового

простору.

Результати, викладенi в пiдроздiлi 4.2 було опублiковано в роботi [205], а також

представлено на конференцiях [206,207].

4.3. Простiр узагальнених операторiв з обмеженим

проекцiйним слiдом

4.3.1. Мотивацiя В попередньому роздiлi було побудовано простiр Tb𝑃 (·),𝜇(H)

лiнiйних неперервних операторiв з обмеженим проекцiйним слiдом над гiльбертовим

простором H, причому у випадку, коли H = 𝐿2

(︀
R𝑑
)︀
(𝑑 ∈ N) i спектральна мiра

𝑃 (·) = 𝑃
(𝑑)
𝑖 задається формулою (4.7), зазначений простiр можна назвати простором

лiнiйних неперервних операторiв з обмеженим слiдом за рiзницевою змiнною. Також

в попередньому роздiлi показано, що конструкцiя (4.8)-(4.9), будучи застосована над

простором лiнiйних неперервних операторiв ℒ(H), приводить, взагалi кажучи, до

неповних лiнiйних нормованих просторiв виду Tb𝑃 (·),𝜇(H). I наступний приклад iлю-

струє (на iнтуїтивному рiвнi) той факт, що, для повного опису класу об’єктiв, якi

можна назвати “операторами з обмеженим рiзницевим слiдом”, потрiбно вийти не

лише за межi класу лiнiйних неперервних операторiв, але й за межi класу операто-

рiв над простором H.

Приклад 4.8. Нехай H = 𝐿2 (R). Покладемо, 𝒦(𝑡, 𝑠) := 1, 𝑡, 𝑠 ∈ R. Ядро 𝒦 не

породжує над простором H нiякого нетривiального оператора 𝐴𝒦 (навiть необме-

женого) в стандартному розумiннi цього слова. Справдi, позначивши через H𝑓𝑖𝑛

множину функцiй з простору 𝐿2 (R), якi дорiвнюють нулю всюди за винятком де-

якої множини скiнченої мiри Лебега, навiть для функцiї 𝑥 ∈ H𝑓𝑖𝑛 будемо мати,

(𝐴𝒦𝑥) (𝑡) =
∫︀
R 𝑥(𝑠)𝑑𝑠 ≡ const, 𝑡 ∈ R. Звiдси видно, що 𝐴𝒦𝑥 ∈ 𝐿2 (R) лише тодi, коли∫︀

R 𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 0. Отже, якщо розглядати 𝐴𝒦 над простором 𝐿2 (R), то ми отримаємо

оператор, який визначений на деякiй нiде не щiльнiй лiнiйнiй пiдмножинi простору

H i тотожно дорiвнює нулю на цiй множинi.

Ядро 𝒦 є додатно визначеним (тобто
∫︀
R𝒦(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡)𝑥(𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 ≥ 0, 𝑥 ∈ H𝑓𝑖𝑛) i транс-

ляцiйно iнварiантним. Тому застосувавши формально означення (4.6) слiду за рiзни-
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цевою змiнною для оператора 𝐴𝒦 отримаємо: ̃︁Tr (𝐴𝒦) = 𝒦(0, 0) = 1 < ∞. Отже, з

iнтуїтивної точки зору, 𝐴𝒦 має бути “невiд’ємним оператором з обмеженим слiдом за

рiзницевою змiнною”.

Хоча оператор 𝐴𝒦 не може бути визначений як оператор (навiть необмежений)

над основним простором H = 𝐿2 (R), йому можна надати сенс, як оператору, що дiє

з “вужчого” простору H𝑓𝑖𝑛 в “ширший” простiр ̃︀H ⊃ H локально сумовних з квадра-

том функцiй: ̃︀H = {𝑓 ∈ L(R) | ∀Δ ∈ B(R) (m(Δ) <∞⇒ 𝜒Δ𝑓 ∈ 𝐿2 (R))}, де L(R) —

простiр вимiрних за Лебегом функцiй.

Нижче будуються “вужчий” та “ширший” простори в абстрактнiй ситуацiї.

4.3.2. “Позитивний” простiр H+
𝑃,𝜇. Нехай (𝑅,ℛ, 𝑃, 𝜇) — ПМ-простiр. Роз-

глянемо наступний простiр “основних” елементiв гiльбертового простору H:

H+
𝑃,𝜇 :=

⋃︁
Δ∈ℛ𝜇−fin

𝑃 (Δ)H. (4.17)

Неважко перевiрити, що H+
𝑃,𝜇 є лiнiйним простором вiдносно алгебраїчних операцiй,

iндукованих з простору H.

Означення 4.9. Будемо вважати, що послiдовнiсть векторiв {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H+
𝑃,𝜇 збiга-

ється до вектора 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇, в сенсi простору H+

𝑃,𝜇 (позначення 𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→ 𝑥, 𝑛 → ∞),

якщо:

а) Iснує множина Δ ∈ ℛ𝜇−fin, така, що {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝑃 (Δ)H.

б) ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖→ 0, 𝑛→∞.

Можна перевiрити, що введена збiжнiсть перетворює H+
𝑃,𝜇 у лiнiйний простiр зi

збiжнiстю в сенсi [202–204] (зокрема це означає, що операцiї додавання i множення

на константу неперервнi вiдносно даної збiжностi). Крiм того цей простiр є пов-

ний в сенсi [203, 204]. Справдi, нехай послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 є фундаментальною в

сенсi [203, 204], тобто для довiльної пiдпослiдовностi {𝑥𝑛𝑘}
∞
𝑘=1 послiдовностi {𝑥𝑛}

∞
𝑛=1

справедливо 𝑥𝑛𝑘 − 𝑥𝑘
(𝑃,𝜇)+→
𝑘→∞

0. Тодi, за пунктом б) означення 4.9 послiдовнiсть {𝑥𝑛}
буде фундаментальною, а отже i збiжною в просторi H до деякого вектора 𝑥 ∈ H.

Взявши 𝑛𝑘 := 𝑘 + 1, згiдно з пунктом а) означення 4.9, отримаємо, що послiдовнiсть

{𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1}∞𝑛=1 лежить в деякому пiдпросторi 𝑃 (Δ)H, де Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Оскiльки, згiдно

з (4.17), 𝑥1 ∈ 𝑃 (Δ1)H для деякої множини Δ1 ∈ ℛ𝜇−fin, то вся послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1

буде лежати в множинi 𝑃 (Δ ∪Δ1)H, де Δ ∪Δ1 ∈ ℛ𝜇−fin. Тобто, за означенням 4.9,

𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→ 𝑥, 𝑛→∞.

У випадку, розглянутому в прикладi 4.8, простiр H𝑓𝑖𝑛 спiвпадає з простором

H+

𝑃
(1)
1 ,m

, де m — мiра Лебега на R, а 𝑃 (1)
1 — спектральна мiра, означена в (4.7).
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Розглянемо простiр ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
лiнiйних неперервних операторiв над простором

H+
𝑃,𝜇, тобто простiр таких лiнiйних операторiв 𝐴 : H+

𝑃,𝜇 ↦−→ H+
𝑃,𝜇, що для довiль-

ної послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H+
𝑃,𝜇 з умови 𝑥𝑛

(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 ∋ H+
𝑃,𝜇 випливає, що 𝐴𝑥𝑛

(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝐴𝑥.

Твердження 4.10. Лiнiйний оператор 𝐴 : H+
𝑃,𝜇 ↦−→ H+

𝑃,𝜇 належить до простору

ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
тодi i тiльки тодi, коли для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin iснує множина

Δ′ = Δ′𝐴 ∈ ℛ𝜇−fin така, що:

1) 𝐴𝑃 (Δ)H ⊆ 𝑃 (Δ′)H;

2) 𝐴 ↾ 𝑃 (Δ)H ∈ ℒ (𝑃 (Δ)H, 𝑃 (Δ′)H), де ℒ (𝑃 (Δ)H, 𝑃 (Δ′)H) — простiр лiнiйних

неперервних операторiв, що дiють з пiдпростору 𝑃 (Δ)H в пiдпростiр 𝑃 (Δ′)H, а

через 𝐴 ↾ 𝑃 (Δ)H позначено звуження оператора 𝐴 на простiр 𝑃 (Δ)H.

Доведення. А) Якщо для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin iснує множина Δ′ ∈ ℛ𝜇−fin

яка задовольняє умови 1),2), то, за означенням 4.9, для послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H+
𝑃,𝜇,

такої, що 𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇 справедливо 𝐴𝑥𝑛

(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝐴𝑥, тобто 𝐴 ∈ ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
.

Б) Нехай, 𝐴 ∈ ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
. Розглянемо довiльну множину Δ ∈ ℛ𝜇−fin. У випадку

𝑃 (Δ) = O множина Δ′ := Δ буде задовольняти умови 1),2). Отже, не обмежуючи

загальностi, можна вважати, що 𝑃 (Δ) ̸= O. Оскiльки простiр H – сепарабельний

i 𝑃 (Δ) ̸= O (𝑃 (Δ)H ̸= {0}), то в пiдпросторi 𝑃 (Δ)H злiченна iснує всюди щiль-

на множина 𝒳 = {𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ N} така, що 0 ̸∈ 𝒳 (тобто 𝑥𝑛 ̸= 0, 𝑛 ∈ N). Покла-
демо ̃︀𝑥𝑛 := 𝑥𝑛

‖𝑥𝑛‖𝑛 , 𝑛 ∈ N. Тодi, будемо мати: {̃︀𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝑃 (Δ)H, ‖̃︀𝑥𝑛‖ →
𝑛→∞

0. Отже

̃︀𝑥𝑛 (𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

0. Тому, оскiльки 𝐴 ∈ ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
, 𝐴̃︀𝑥𝑛 (𝑃,𝜇)+→

𝑛→∞
0 i, за означенням 4.9, iснує мно-

жина Δ′ ∈ ℛ𝜇−fin, така, що {𝐴̃︀𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝑃 (Δ′)H. Оскiльки 𝑥𝑛 = 𝑛 ‖𝑥𝑛‖ ̃︀𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N, то
𝐴𝒳 = {𝐴𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝑃 (Δ′)H. Звiдси, враховуючи щiльнiсть множини 𝒳 в 𝑃 (Δ)H i не-

перервнiсть оператора 𝐴 в сенсi простору ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
, отримуємо, що 𝐴𝑃 (Δ)H ⊆ 𝑃 (Δ′)H

i 𝐴 ↾ 𝑃 (Δ)H ∈ ℒ (𝑃 (Δ)H, 𝑃 (Δ′)H).

4.3.3. “Негативний” простiр H−𝑃,𝜇. Через H−𝑃,𝜇 будемо позначати (лiнiйний)

простiр
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀′
антилiнiйних неперервних функцiоналiв над простором H+

𝑃,𝜇, тобто

таких функцiоналiв 𝑙 : H+
𝑃,𝜇 ↦→ C, що:

1) 𝑙 (𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) = 𝛼1𝑙 (𝑥1) + 𝛼2𝑙 (𝑥2), 𝑥1, 𝑥2 ∈ H+
𝑃,𝜇, 𝛼1, 𝛼2 ∈ C.

2) Якщо {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H+
𝑃,𝜇 i 𝑥𝑛

(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇, то 𝑙 (𝑥𝑛) →

𝑛→∞
𝑙(𝑥).

Твердження 4.11. Антилiнiйний функцiонал 𝑙 : H+
𝑃,𝜇 ↦→ C належить до простору

H−𝑃,𝜇 тодi i тiльки тодi, коли для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin функцiонал:

𝑙Δ(𝑥) = 𝑙(𝑃 (Δ)𝑥), 𝑥 ∈ H (4.18)

належить до простору H′ = H.
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Доведення. А) Нехай для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin, функцiонал 𝑙Δ визна-

чений в (4.18) належить до H′. Якщо для послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H+
𝑃,𝜇 справе-

дливо 𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇, то ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ →𝑛→∞ 0 i iснує множина Δ ∈ ℛ𝜇−fin така, що

{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝑃 (Δ)H. Тому, 𝑙(𝑥𝑛) = 𝑙Δ𝑥𝑛 →
𝑛→∞

𝑙Δ𝑥 = 𝑙(𝑥).

Б) Нехай 𝑙 ∈ H−𝑃,𝜇. Розглянемо довiльну множину Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Для довiльної послi-

довностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H, такої, що ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ →
𝑛→∞

0, де 𝑥 ∈ H маємо 𝑃 (Δ)𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑃 (Δ)𝑥.

Тому, оскiльки 𝑙 ∈ H−𝑃,𝜇 =
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀′
, то 𝑙Δ𝑥𝑛 = 𝑙(𝑃 (Δ)𝑥𝑛) →

𝑛→∞
𝑙(𝑃 (Δ))𝑥 = 𝑙Δ𝑥. Тобто

𝑙Δ ∈ H′.

Означення 4.12. Будемо говорити, що послiдовнiсть функцiоналiв {𝑙𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H−𝑃,𝜇

збiгається (сильно) до функцiонала 𝑙 ∈ H−𝑃,𝜇 в просторi H−𝑃,𝜇 (позначення 𝑙𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑙),

якщо для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin справедливо ‖(𝑙𝑛)Δ − 𝑙Δ‖ →𝑛→∞ 0.

Можна довести, що введена в означеннi 4.12 збiжнiсть перетворює H−𝑃,𝜇 у лiнiйний

простiр зi збiжнiстю. Пiдкреслимо, що замiсть слабкої збiжностi, яка часто зустрi-

чається в теорiї оснащених просторiв (див, наприклад, [199, стор. 20]), ми будемо

розглядати саме сильну збiжнiсть, введену в означеннi 4.12.

Нехай 𝑥 ∈ H. Позначимо через 𝜓[𝑥] функцiонал, що дiє з простору H+
𝑃,𝜇 в C

наступним чином:

(𝜓[𝑥])(𝑦) := (𝑥, 𝑦)
(︀
𝑦 ∈ H+

𝑃,𝜇

)︀
.

Нескладно перевiрити, що 𝜓[𝑥] ∈ H−𝑃,𝜇 для довiльного 𝑥 ∈ H, а також, що вiдобра-

ження 𝜓[·] : H ↦→ H−𝑃,𝜇 — неперервне, i є лiнiйним iзоморфiзмом мiж простором H

i пiдпростором 𝜓 [H] простору H−𝑃,𝜇. В зв’язку зi сказаним вище, довiльний елемент

𝑥 ∈ H будемо ототожнювати з функцiоналом 𝜓[𝑥] ∈ H−𝑃,𝜇. Крiм цього для 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇 i

𝑙 ∈ H−𝑃,𝜇 введемо скалярний добуток функцiонала 𝑙 на елемент 𝑥:

(𝑙, 𝑥) := 𝑙(𝑥); (𝑥, 𝑙) := (𝑙, 𝑥) = 𝑙(𝑥).

Легко перевiрити, що цi скалярнi добутки лiнiйнi по першiй змiннiй i антилiнiйнi

по другiй. У випадку 𝑙 ∈ H з ототожнення 𝑙 = 𝜓[𝑙] випливає, що скалярнi добу-

тки (𝑙, 𝑥), (𝑥, 𝑙) (𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇) спiвпадають iз звичайними скалярними добутками в H.

Враховуючи ототожнення 𝑥 = 𝜓[𝑥], 𝑥 ∈ H можна вважати, що H ⊆ H−𝑃,𝜇, причому

з неперервностi вiдображення 𝜓[·] : H ↦→ H−𝑃,𝜇 випливає, що останнє вкладення —

неперервне. Отже H−𝑃,𝜇 є розширенням простору H, з бiльш “слабкою” збiжнiстю.

Твердження 4.13. Якщо {𝑙𝑛}∞𝑛=1 ∪ {𝑙} ⊆ H−𝑃,𝜇, {𝑥𝑛}
∞
𝑛=1 ∪ {𝑥} ⊆ H+

𝑃,𝜇, 𝑙𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑙,

𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 то (𝑙𝑛, 𝑥𝑛) →
𝑛→∞

(𝑙, 𝑥) i (𝑥𝑛, 𝑙𝑛) →
𝑛→∞

(𝑥, 𝑙).



304

Доведення. Оскiльки 𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥, то ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ →
𝑛→∞

0 i {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝑃 (Δ)H для деякої

множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Оскiльки 𝑙𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑙, то ‖(𝑙𝑛)Δ − 𝑙Δ‖ →𝑛→∞ 0. Тому:

|(𝑙𝑛, 𝑥𝑛)− (𝑙, 𝑥)| ≤ |(𝑙𝑛 − 𝑙) (𝑥𝑛)|+ |𝑙 (𝑥𝑛 − 𝑥)| =
= |(𝑙𝑛 − 𝑙) (𝑃 (Δ) (𝑥𝑛))|+ |𝑙 (𝑃 (Δ) (𝑥𝑛 − 𝑥))| =

= |((𝑙𝑛)Δ − 𝑙Δ) (𝑥𝑛)|+ |𝑙Δ (𝑥𝑛 − 𝑥)| ≤ ‖(𝑙𝑛)Δ − 𝑙Δ‖ ‖𝑥𝑛‖+ ‖𝑙Δ‖ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ →
𝑛→∞

0.

Спiввiдношення (𝑥𝑛, 𝑙𝑛) →
𝑛→∞

(𝑥, 𝑙) випливає з рiвностi (𝑥𝑛, 𝑙𝑛) = (𝑙𝑛, 𝑥𝑛), 𝑛 ∈ N.

Твердження 4.14. Всi вкладення просторiв H+
𝑃,𝜇 ⊆ H ⊆ H−𝑃,𝜇 щiльнi i неперервнi.

Доведення. Нехай 𝑙 ∈ H−𝑃,𝜇. Розглянемо довiльну послiдовнiсть множин {Δ𝑛}∞𝑛=1 ⊆

ℛ𝜇−fin таку, що Δ𝑛 ⊆ Δ𝑛+1, 𝑛 ∈ N i
∞⋃︀
𝑛=1

Δ𝑛 = 𝑅 (оскiльки мiра 𝜇 — 𝜎-скiнченна, то

така послiдовнiсть множин iснує). Покладемо:

𝑧𝑛(𝑥) := 𝑙Δ𝑛 (𝑥) = 𝑙 (𝑃 (Δ𝑛)𝑥) (𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ H) .

Згiдно з твердженням 4.11, 𝑧𝑛 ∈ H, 𝑛 ∈ N. Тому, для 𝑛 ∈ N i 𝑥 ∈ H маємо:

(𝑃 (Δ𝑛) 𝑧𝑛, 𝑥) = (𝑧𝑛, 𝑃 (Δ𝑛)𝑥) = 𝑙
(︀
𝑃 (Δ𝑛)2 𝑥

)︀
= 𝑙 (𝑃 (Δ𝑛)𝑥) = (𝑧𝑛, 𝑥) .

Отже, 𝑃 (Δ𝑛) 𝑧𝑛 = 𝑧𝑛, 𝑛 ∈ N. Тобто 𝑧𝑛 ∈ 𝑃 (Δ𝑛)H ⊆ H+
𝑃,𝜇, 𝑛 ∈ N.

Доведемо, що 𝑧𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑙. Нехай, Δ ∈ ℛ𝜇−fin, 𝑥 ∈ H i 𝑛 ∈ N. Тодi:

|(𝑧𝑛)Δ (𝑥)− 𝑙Δ(𝑥)| = |(𝑧𝑛, 𝑃 (Δ)𝑥)− 𝑙Δ(𝑥)| = |𝑙 (𝑃 (Δ𝑛)𝑃 (Δ)𝑥)− 𝑙Δ(𝑥)| =
= |𝑙 (𝑃 (Δ)𝑃 (Δ𝑛)𝑥)− 𝑙Δ(𝑥)| = |𝑙Δ (𝑃 (Δ𝑛)𝑥− 𝑥)| =

= |(𝑙Δ, (𝑃 (Δ𝑛)− I)𝑥)| = |((𝑃 (Δ𝑛)− I) 𝑙Δ, 𝑥)| ≤ ‖(𝑃 (Δ𝑛)− I) 𝑙Δ‖ ‖𝑥‖ .

Тобто ‖(𝑧𝑛)Δ − 𝑙Δ‖ ≤ ‖(𝑃 (Δ𝑛)− I) 𝑙Δ‖ →
𝑛→∞

0, Δ ∈ ℛ𝜇−fin, а отже, 𝑧𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑙. Щiль-

нiсть H+
𝑃,𝜇 в H−𝑃,𝜇 доведена. Щiльнiсть H в H−𝑃,𝜇 випливає з включення H+

𝑃,𝜇 ⊆ H.

Щiльнiсть H+
𝑃,𝜇 в H випливає з того, що ∀𝑥 ∈ H ‖𝑃 (Δ𝑛)𝑥− 𝑥‖ →

𝑛→∞
0.

Неперервнiсть вкладення H ⊆ H−𝑃,𝜇 була обґрунтована вище (див. стор. 303),

неперервнiсть вкладення H+
𝑃,𝜇 ⊆ H очевидна.

Наступний приклад покаже, що деякi вiдомi математичнi об’єкти, якi виникли

самостiйно можна розглядати як частинний випадок просторiв H−𝑃,𝜇.

Приклад 4.15. Нехай H = 𝐿2 ([0, 2𝜋]) – простiр сумовних з квадратом 2𝜋-

перiодичних функцiй. Покладемо:

𝑅 := Z; ℛ := 2Z; 𝜇(Δ) := card(Δ), Δ ∈ ℛ;

(𝑃 (Δ)𝑓) (𝑥) :=
∑︁
𝑘∈Δ

𝑓ˆ(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑓 ∈ H, 𝑥 ∈ [0, 2𝜋],
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де card(Δ) – потужнiсть множини Δ, а 𝑓ˆ(𝑘) – 𝑘-й коефiцiєнт ряду Фур’є функцiї

𝑓 ∈ H. У цьому випадку ℛ𝜇−fin спiвпадає з множиною всiх скiнчених множин цiлих

чисел, а простiр H+
𝑃,𝜇 — iз простором всiх тригонометричних многочленiв. Можна

довести, що збiжнiсть в просторi H+
𝑃,𝜇 спiвпадає iз збiжнiстю в просторi тригономе-

тричних многочленiв в сенсi [208]. Тому простiр H−𝑃,𝜇 буде спiвпадати з простором

узагальнених перiодичних функцiй, введеним в [208,209]. Внаслiдок скiнченновимiр-

ностi пiдпросторiв 𝑃 (Δ)H, Δ ∈ ℛ𝜇−fin, в цьому випадку сильна збiжнiсть на H−𝑃,𝜇
спiвпадає з традицiйною слабкою збiжнiстю в “негативному” просторi.

4.3.4. Простiр ℒ
(︁
H−𝑃,𝜇

)︁
. Продовження операторiв з простору

ℒ(H) в ℒ
(︁
H−𝑃,𝜇

)︁
. Розглянемо простiр ℒ

(︀
H−𝑃,𝜇

)︀
лiнiйних неперервних операторiв

на просторi H−𝑃,𝜇 тобто таких лiнiйних операторiв 𝐴 : H−𝑃,𝜇 ↦→ H−𝑃,𝜇, що для довiльної

послiдовностi {𝑓𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H−𝑃,𝜇, такої, що 𝑓𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇 має мiсце 𝐴𝑓𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝐴𝑓 .

Очевидно, що ℒ
(︀
H−𝑃,𝜇

)︀
є лiнiйним простором вiдносно операцiй додавання опера-

торiв i множення операторiв на комплекснi числа. Також легко бачити, що для

𝐴,𝐵 ∈ ℒ
(︀
H−𝑃,𝜇

)︀
добуток операторiв 𝐴𝐵 також належить до ℒ

(︀
H−𝑃,𝜇

)︀
.

Будемо говорити, що оператор 𝐴 ∈ ℒ(H) допускає продовження на простiр H−𝑃,𝜇,

якщо iснує оператор 𝐴− ∈ ℒ
(︀
H−𝑃,𝜇

)︀
, такий, що 𝐴 ⊆ 𝐴−. Такий оператор 𝐴− будемо

називати продовженням оператора 𝐴 на простiр H−𝑃,𝜇. Зi щiльностi простору H в

H−𝑃,𝜇 випливає, що якщо продовження 𝐴− оператора 𝐴 ∈ ℒ(H) на простiр H−𝑃,𝜇 iснує,

то воно єдине. Легко переконатись в справедливостi наступного твердження.

Твердження 4.16. 1) Оператори O, I ∈ ℒ(H) допускають продовження на H−𝑃,𝜇,

при цьому O− = O[H−
𝑃,𝜇], I− = I[H

−
𝑃,𝜇], де O[H−

𝑃,𝜇], I[H
−
𝑃,𝜇] — нульовий та одиничний опе-

ратори на просторi H−𝑃,𝜇.

2) Якщо оператори 𝐴,𝐵 ∈ ℒ(H) допускають продовження на H−𝑃,𝜇, то оператори

𝜆𝐴 + 𝜇𝐵 (𝜆, 𝜇 ∈ C) i 𝐴𝐵 також допускають продовження на H−𝑃,𝜇 при цьому:

(𝜆𝐴+ 𝜇𝐵)− = 𝜆𝐴− + 𝜇𝐵− , (𝐴𝐵)− = 𝐴−𝐵−.

Згiдно з пунктом 1) твердження 4.16, коли це не викликає непорозумiнь, нульовий

та одиничний оператори простору H−𝑃,𝜇 будуть позначатись так само, як i вiдповiднi

оператори простору H (тобто O− = O, I− = I). Нехай 𝐴 ∈ ℒ(H) позначимо через 𝐴+

звуження оператора 𝐴 на простiр H+
𝑃,𝜇, 𝐴+ := 𝐴 ↾ H+

𝑃,𝜇.

Зауваження 4.17. Оператор 𝐴+ можна трактувати як оператор, що дiє з простору

H+
𝑃,𝜇 в H, або як оператор, що дiє з H+

𝑃,𝜇 в H−𝑃,𝜇.

Твердження 4.18. Якщо 𝐴 ∈ ℒ(H) i (𝐴*)+ ∈ ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
(де 𝐴* — оператор, спряже-

ний до 𝐴 в сенсi простору ℒ(H)), то оператор 𝐴 допускає продовження на простiр
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H−𝑃,𝜇. При цьому для 𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇 i 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇 має мiсце рiвнiсть:

(𝐴−𝑓, 𝑥) = (𝑓, 𝐴*𝑥) (4.19)

Доведення. Нехай 𝐴 ∈ ℒ(H) i (𝐴*)+ ∈ ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
. Для 𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇 покладемо:

(𝐴∼𝑓, 𝑥) := (𝑓, 𝐴*𝑥) =
(︀
𝑓, (𝐴*)+ 𝑥

)︀ (︀
𝑥 ∈ H+

𝑃,𝜇

)︀
. (4.20)

Оскiльки (𝐴*)+ ∈ ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
, то формула (4.20) коректно визначає антилiнiйний фун-

кцiонал 𝐴∼𝑓 на просторi H+
𝑃,𝜇, причому, згiдно з твердженням 4.13, цей функцiонал

є неперервний на H+
𝑃,𝜇. Тобто 𝐴∼𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇, 𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇. Таким чином, 𝐴∼ — оператор,

що вiдображає простiр H−𝑃,𝜇 в H−𝑃,𝜇. З означення (4.20) видно, що цей оператор —

лiнiйний. Доведемо, що оператор 𝐴∼ — неперервний на H−𝑃,𝜇. Розглянемо довiльну

послiдовнiсть {𝑓𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H−𝑃,𝜇 таку, що 𝑓𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇. Розглянемо довiльну множи-

ну Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Використовуючи (4.20) для довiльного вектора 𝑥 ∈ H отримуємо:

((𝐴∼𝑓𝑛)Δ − (𝐴∼𝑓)Δ , 𝑥) = (𝐴∼𝑓𝑛 − 𝐴∼𝑓, 𝑃 (Δ)𝑥) = (𝑓𝑛 − 𝑓, 𝐴*𝑃 (Δ)𝑥) .

Оскiльки (𝐴*)+ ∈ ℒ
(︀
H+
𝑃,𝜇

)︀
, то, згiдно з твердженням 4.10, iснує множина Δ′ ∈ ℛ𝜇−fin,

така, що 𝐴*𝑃 (Δ)H ⊆ 𝑃 (Δ′)H (𝐴*𝑃 (Δ)𝑥 = 𝑃 (Δ′)𝐴*𝑃 (Δ)𝑥, 𝑥 ∈ H). Тому:

|((𝐴∼𝑓𝑛)Δ − (𝐴∼𝑓)Δ , 𝑥)| = |(𝑓𝑛 − 𝑓, 𝑃 (Δ′)𝐴*𝑃 (Δ)𝑥)| =
= |((𝑓𝑛)Δ′ − 𝑓Δ′ , 𝐴*𝑃 (Δ)𝑥)| ≤ ‖(𝑓𝑛)Δ′ − 𝑓Δ′‖ ‖𝐴*‖ ‖𝑥‖ (𝑥 ∈ H) ;

‖(𝐴∼𝑓𝑛)Δ − (𝐴∼𝑓)Δ‖ ≤ ‖(𝑓𝑛)Δ′ − 𝑓Δ′‖ ‖𝐴*‖ →
𝑛→∞

0 (∀Δ ∈ ℛ𝜇−fin) .

Отже, за означенням 4.12, 𝐴∼𝑓𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝐴∼𝑓 . Тобто 𝐴∼ ∈ ℒ
(︀
H−𝑃,𝜇

)︀
. Для 𝑓 ∈ H i 𝑥 ∈ H+

𝑃,𝜇,

згiдно з (4.20), маємо (𝐴∼𝑓, 𝑥) = (𝑓, 𝐴*𝑥) = (𝐴𝑓, 𝑥), або 𝐴∼𝑓 = 𝐴𝑓 , 𝑓 ∈ H. Отже, 𝐴∼
є (неперервним) продовженням оператора 𝐴 на простiр H−𝑃,𝜇 (тобто 𝐴− = 𝐴∼).

4.3.5. Продовження спектральної мiри 𝑃 (Δ). Якщо Δ ∈ ℛ то опе-

ратор 𝑃 (Δ) вiдображає лiнiйним неперервним чином простiр H+
𝑃,𝜇 в себе. Тому твер-

дження 4.18 дає змогу при Δ ∈ ℛ продовжити проекцiйнi оператори 𝑃 (Δ) на весь

простiр H−𝑃,𝜇. Введемо позначення:

P(Δ) = 𝑃 (Δ)− (Δ ∈ ℛ) .

Згiдно з спiввiдношенням (4.19), для довiльної множини Δ ∈ ℛ має мiсце рiвнiсть:

(P(Δ)𝑓, 𝑥) = (𝑓, 𝑃 (Δ)𝑥)
(︀
𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇, 𝑥 ∈ H+

𝑃,𝜇

)︀
. (4.21)
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Згiдно з твердженням 4.16, для операторiв P(Δ) зберiгаються властивостi:

P(∅) = O; P(𝑅) = I; P(Δ)2 = P(Δ) (Δ ∈ ℛ) ;

P (Δ1 ∩Δ2) = P (Δ1)P (Δ2) (Δ1,Δ2 ∈ ℛ) ;

P (Δ1 ∪Δ2) = P (Δ1) + P (Δ2) (Δ1,Δ2 ∈ ℛ, Δ1 ∩Δ2 = ∅) .

⎫⎪⎬⎪⎭ (4.22)

За означенням простору H+
𝑃,𝜇, при Δ ∈ ℛ𝜇−fin оператори 𝑃 (Δ) вiдображають

простiр H в простiр H+
𝑃,𝜇 (тобто 𝑃 (Δ)H ⊆ H+

𝑃,𝜇). Виявляється, що сказане зберiгає

силу i для операторiв P(Δ) на H−𝑃,𝜇 (а саме P(Δ)H−𝑃,𝜇 ⊆ 𝑃 (Δ)H ⊆ H+
𝑃,𝜇 (∀Δ ∈ ℛ𝜇−fin)).

Твердження 4.19.

1) Для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin маємо P(Δ)H−𝑃,𝜇 ⊆ 𝑃 (Δ)H;

2) Для {𝑓𝑛}∞𝑛=1 ∪ {𝑓} ⊆ H−𝑃,𝜇 збiжнiсть 𝑓𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑓 рiвносильна умовi:

∀Δ ∈ ℛ𝜇−fin ‖P(Δ)𝑓𝑛 − P(Δ)𝑓‖ →
𝑛→∞

0;

3) Якщо Δ ∈ ℛ𝜇−fin, то P(Δ) ∈ ℒ
(︀
H−𝑃,𝜇, H

+
𝑃,𝜇

)︀
(i, як наслiдок, P(Δ) ∈ ℒ

(︀
H−𝑃,𝜇, H

)︀
).

Доведення. 1) Нехай Δ ∈ ℛ𝜇−fin i 𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇. З рiвностi (4.21) випливає, що:

P(Δ)𝑓 = 𝑓Δ, (4.23)

де 𝑓Δ ∈ H — вектор, визначений в (4.18). Отже, згiдно з властивостями (4.22),

P(Δ)𝑓 = P(Δ)2𝑓 = P(Δ)𝑓Δ ∈ 𝑃 (Δ)H.

2) Другий пункт даного твердження випливає з означення 4.12 i рiвностi (4.23).

3) Нехай Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Згiдно з першим пунктом даного твердження, оператор

P(Δ) вiдображає простiр H−𝑃,𝜇 в простiр 𝑃 (Δ)H (а отже i в H+
𝑃,𝜇), причому, згiдно з

пунктом 2), P(Δ) вiдображає H−𝑃,𝜇 в H+
𝑃,𝜇 лiнiйним неперервним чином.

Твердження 4.20. Нехай {Δ𝑛}∞𝑛=1 ⊆ ℛ — диз’юнктна послiдовнiсть множин

(Δ𝑖 ∩ Δ𝑗 = ∅ при 𝑖 ̸= 𝑗) i Δ0 =
∞⋃︀
𝑛=1

Δ𝑛. Тодi P (Δ0) =
∞∑︀
𝑛=1

P (Δ𝑛), де збi-

жнiсть ряду слiд розумiти в сильному сенсi над простором H−𝑃,𝜇 (це означає, що
𝑛∑︀
𝑘=1

P (Δ𝑘) 𝑓
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

P (Δ0) 𝑓 для довiльного елемента 𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇).

Доведення. Нехай 𝑓 ∈ H−𝑃,𝜇. Тодi для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin, згiдно з твер-

дженням 4.19 (пункт 1)), P(Δ)𝑓 ∈ H. Тому, враховуючи властивостi (4.22), для до-

вiльного 𝑛 ∈ N, отримуємо:⃦⃦⃦⃦
⃦P(Δ)

𝑛∑︁
𝑘=1

P (Δ𝑘) 𝑓 − P(Δ)P (Δ0) 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑘=1

P (Δ ∩Δ𝑘) 𝑓 − P (Δ ∩Δ0) 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑃 (Δ𝑘)P(Δ)𝑓 − 𝑃 (Δ0)P(Δ)𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦ . (4.24)
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Оскiльки 𝑃 (·) — спектральна мiра над H, то права частина рiвностi (4.24) прямує до

нуля при 𝑛→∞. Отже, для Δ ∈ ℛ𝜇−fin маємо:

‖P(Δ)
∑︀𝑛

𝑘=1 P (Δ𝑘) 𝑓 − P(Δ)P (Δ0) 𝑓‖ →
𝑛→∞

0.

Внаслiдок цього, враховуючи твердження 4.19 (пункт 2)) отримуємо бажаний ре-

зультат.

4.3.6. Простiр ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) як розширення простору ℒ(H). Основним

об’єктом подальшого вивчення буде простiр:

ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) = ℒ

(︀
H+
𝑃,𝜇,H

−
𝑃,𝜇

)︀
лiнiйних неперервних операторiв з простору H+

𝑃,𝜇 в простiр H−𝑃,𝜇 (тобто таких опера-

торiв 𝐴 : H+
𝑃,𝜇 −→ H−𝑃,𝜇, що для довiльної послiдовностi {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H+

𝑃,𝜇, такої, що

𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇 має мiсце 𝐴𝑥𝑛

(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝐴𝑥).

Очевидно, що простiр ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) є лiнiйним простором вiдносно операцiй додавання

операторiв та множення операторiв на комплекснi числа.

Твердження 4.21. Для того, щоб лiнiйний оператор 𝐴 : H+
𝑃,𝜇 ↦−→ H−𝑃,𝜇 належав

до простору ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) необхiдно i достатньо, щоб:

∀Δ ∈ ℛ𝜇−fin P(Δ)𝐴𝑃 (Δ) ∈ ℒ(H). (4.25)

Доведення. Необхiднiсть випливає з твердження 4.19 (пункт 3)).

Достатнiсть. Нехай виконується умова (4.25). Розглянемо довiльну послiдовнiсть

{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H+
𝑃,𝜇, таку, що 𝑥𝑛

(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇. Тодi, за означенням збiжностi

(𝑃,𝜇)+→ , iснує

множина Δ0 ∈ ℛ𝜇−fin, така, що {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ 𝑃 (Δ0)H i ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ →
𝑛→∞

0. Враховуючи

пункт 2) твердження 4.19, для доведення збiжностi 𝐴𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝐴𝑥, досить показа-

ти, що ∀Δ ∈ ℛ𝜇−fin ‖P(Δ) (𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑥)‖ →
𝑛→∞

0. Отже, розглянемо довiльну множину

Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Оскiльки 𝑥𝑛, 𝑥 ∈ 𝑃 (Δ0)H ⊆ 𝑃 (Δ0 ∪Δ)H (𝑛 ∈ N), то, використовуючи
рiвностi (4.22), отримуємо:

‖P(Δ) (𝐴𝑥𝑛 − 𝐴𝑥)‖ =

= ‖P(Δ)P (Δ0 ∪Δ) (𝐴𝑃 (Δ0 ∪Δ)𝑥𝑛 − 𝐴𝑃 (Δ0 ∪Δ)𝑥)‖ =

= ‖𝑃 (Δ)P (Δ0 ∪Δ) (𝐴𝑃 (Δ0 ∪Δ)𝑥𝑛 − 𝐴𝑃 (Δ0 ∪Δ)𝑥)‖ ≤
≤ ‖P (Δ0 ∪Δ) (𝐴𝑃 (Δ0 ∪Δ)𝑥𝑛 − 𝐴𝑃 (Δ0 ∪Δ)𝑥)‖ . (4.26)

За умовою (4.25), P (Δ0 ∪Δ)𝐴𝑃 (Δ0 ∪Δ) ∈ ℒ(H). Отже, вираз в правiй частинi (4.26)

прямує до нуля при 𝑛→∞, що й необхiдно було показати.
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Твердження 4.21 мотивує введення рiвномiрної збiжностi в ℒ+−
𝑃,𝜇 (H).

Означення 4.22. Нехай {𝐴𝑛}∞𝑛=1 ⊆ ℒ
+−
𝑃,𝜇 (H), 𝐴 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 (H).

1) Будемо говорити, що послiдовнiсть операторiв {𝐴𝑛}∞𝑛=1 рiвномiрно збiгає-

ться до оператора 𝐴 в просторi ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) (позначення 𝐴𝑛

(𝑃,𝜇)

⇒
𝑛→∞

𝐴), якщо для довiль-

ної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin виконується спiввiдношення ‖P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴)𝑃 (Δ)‖ →
𝑛→∞

0, де

операторну норму слiд розумiти в рiвномiрному сенсi.

2) Будемо говорити, що послiдовнiсть операторiв {𝐴𝑛}∞𝑛=1 є рiвномiрно-

фундаментальною в просторi ℒ+−
𝑃,𝜇 (H), якщо для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin

послiдовнiсть операторiв {P(Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ)}∞𝑛=1 рiвномiрно фундаментальна в ℒ(H).

Введена вище рiвномiрна операторна збiжнiсть перетворює ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) в лiнiйний

простiр зi збiжнiстю.

Теорема 4.23. Для того, щоб послiдовнiсть {𝐴𝑛}∞𝑛=1 ⊆ ℒ
+−
𝑃,𝜇 (H) була рiвномiрно-

фундаментальною в просторi ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) необхiдно i досить, щоб iснував оператор

𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H), такий, що 𝐴𝑛

(𝑃,𝜇)

⇒
𝑛→∞

𝐴.

Зауваження 4.24. Можна довести, що фундаментальнiсть послiдовностi операторiв

в сенсi пункту 2) означення 4.22 рiвносильна її фундаментальностi в сенсi лiнiйних

просторiв зi збiжнiстю [203,204]. Отже, теорема 4.23 стверджує, що простiр ℒ+−
𝑃,𝜇 (H),

є повним в сенсi [203,204] вiдносно введеної в означеннi 4.22 збiжностi.

Доведення теореми 4.23.

1) Достатнiсть випливає безпосередньо з означення 4.22.

2) Необхiднiсть. Нехай послiдовнiсть {𝐴𝑛}∞𝑛=1 є рiвномiрно-фундаментальною в

просторi ℒ+−
𝑃,𝜇 (H). Тодi для Δ ∈ ℛ𝜇−fin послiдовнiсть {P(Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ)}∞𝑛=1 є рiвномiрно-

фундаментальною в просторi ℒ(H). Тому для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin iснує

оператор 𝒜Δ ∈ ℒ(H), такий, що

‖P(Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ)−𝒜Δ‖ →
𝑛→∞

0. (4.27)

Тодi для довiльних Δ,Δ1 ∈ ℛ𝜇−fin будемо мати:

𝑃 (Δ1)𝒜Δ𝑃 (Δ1) = lim
𝑛→∞

𝑃 (Δ1)P(Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ)𝑃 (Δ1) =

= lim
𝑛→∞

P (Δ1 ∩Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ1 ∩Δ) = 𝒜Δ∩Δ1 , (4.28)

де границю слiд розумiти в рiвномiрному сенсi простору ℒ(H). Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ H+
𝑃,𝜇.

Тодi iснує множина Δ ∈ ℛ𝜇−fin така, що 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 (Δ)H. Покладемо:

A(𝑥, 𝑦) := (𝒜Δ𝑥, 𝑦) ∈ C. (4.29)
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Доведемо, що таке означення коректне, тобто, що вираз A(𝑥, 𝑦) не залежить вiд мно-

жини Δ ∈ ℛ𝜇−fin, такої, що 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 (Δ)H. Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 (Δ1)H, де Δ1 ∈ ℛ𝜇−fin. Тодi,

згiдно з (4.28):

(𝒜Δ𝑥, 𝑦) = (𝒜Δ𝑃 (Δ1)𝑥, 𝑃 (Δ1) 𝑦) = (𝑃 (Δ1)𝒜Δ𝑃 (Δ1)𝑥, 𝑦) = (𝒜Δ∩Δ1𝑥, 𝑦) .

Аналогiчно, (𝒜Δ1𝑥, 𝑦) = (𝒜Δ∩Δ1𝑥, 𝑦), тобто (𝒜Δ𝑥, 𝑦) = (𝒜Δ1𝑥, 𝑦). Коректнiсть озна-

чення доведена.

З (4.29) випливає, що A(·, ·) є 1,5-лiнiйною формою на H+
𝑃,𝜇 (тобто вiдображенням

з H+
𝑃,𝜇 × H+

𝑃,𝜇 в C, яке є лiнiйним по першiй змiннiй i антилiнiйним по другiй). Дове-

демо, що ця форма є неперервною по сукупностi змiнних. Нехай {𝑥𝑛}∞𝑛=1 , {𝑦𝑛}
∞
𝑛=1 —

послiдовностi векторiв з простору H+
𝑃,𝜇, причому, 𝑥𝑛

(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇, 𝑦𝑛

(𝑃,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑦 ∈ H+
𝑃,𝜇.

Тодi з означення збiжностi
(𝑃,𝜇)+→ випливає iснування множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin, такої, що

𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝑃 (Δ)H (𝑛 ∈ N) i виконання спiввiдношень ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ →
𝑛→∞

0, ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ →
𝑛→∞

0.

Оскiльки 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝑃 (Δ)H (𝑛 ∈ N) i 𝒜Δ ∈ ℒ(H), то, згiдно з (4.29), ∀𝑛 ∈ N отримуємо:

A (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (𝒜Δ𝑥𝑛, 𝑦𝑛) →
𝑛→∞

(𝒜Δ𝑥, 𝑦) = A (𝑥, 𝑦) .

Неперервнiсть 1,5-лiнiйної форми A доведено. Нехай 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇. Покладемо:

(𝐴𝑥)(𝑦) := A(𝑥, 𝑦)
(︀
𝑦 ∈ H+

𝑃,𝜇

)︀
. (4.30)

Оскiльки A(·, ·) — 1,5-лiнiйна форма, що неперервна по сукупностi змiнних, то 𝐴𝑥 є

антилiнiйним неперервним функцiоналом на H+
𝑃,𝜇 (для довiльного 𝑥 ∈ H+

𝑃,𝜇), тобто

що 𝐴𝑥 ∈ H−𝑃,𝜇, 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇. Отже, 𝐴 — оператор, що вiдображає H+

𝑃,𝜇 в H−𝑃,𝜇. З лiнiйно-

стi форми A по першiй змiннiй випливає, що оператор 𝐴 — лiнiйний. Доведемо, що

𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H). Розглянемо довiльну множину Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Використовуючи послiдовно

(4.21), (4.30), (4.29) i (4.28), для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ H отримуємо:

(P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)𝑥, 𝑦) = (𝐴𝑃 (Δ)𝑥, 𝑃 (Δ)𝑦) = A (𝑃 (Δ)𝑥, 𝑃 (Δ)𝑦) =

= (𝒜Δ𝑃 (Δ)𝑥, 𝑃 (Δ)𝑦) = (𝑃 (Δ)𝒜Δ𝑃 (Δ)𝑥, 𝑦) = (𝒜Δ𝑥, 𝑦) .

Отже, P(Δ)𝐴𝑃 (Δ) = 𝒜Δ (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) , (4.31)

де 𝒜Δ ∈ ℒ(H) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin). Тому, згiдно з твердженням 4.21, 𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H).

Використовуючи (4.31) i (4.27), для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin i довiльно-

го номера 𝑛 ∈ N отримуємо, ‖P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴)𝑃 (Δ)‖ = ‖P(Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ)−𝒜Δ‖ →
𝑛→∞

0.

Отже, за означенням 4.22, 𝐴𝑛
(𝑃,𝜇)

⇒
𝑛→∞

𝐴.

Нехай 𝐴 ∈ ℒ(H). Враховуючи зауваження 4.17, скрiзь в даному пiдроздiлi на

оператор 𝐴+ = 𝐴 ↾ H+
𝑃,𝜇 ми будемо дивитись, як на оператор з простору ℒ+−

𝑃,𝜇 (H).
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Легко перевiрити, що вiдображення (·)+ : ℒ(H) → ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) взаємно-однозначно вiд-

ображає простiр ℒ(H) в пiдпростiр ℒ(H)+ = {𝐴+ : 𝐴 ∈ ℒ(H)} простору ℒ+−
𝑃,𝜇 (H), i є

iнварiантним вiдносно лiнiйних операцiй над операторами. Тому ми можемо простiр

ℒ(H) ототожнити з пiдпростором ℒ(H)+, а довiльний оператор 𝐴 ∈ ℒ(H) з операто-

ром 𝐴+ ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H). Тодi отримаємо включення ℒ(H) ⊆ ℒ+−

𝑃,𝜇 (H). Довiльна рiвномiрно

збiжна в ℒ(H) послiдовнiсть операторiв {𝐴𝑛}∞𝑛=1 є збiжною i в ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) (точнiше, в

ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) є збiжною послiдовнiсть

{︀
(𝐴𝑛)+

}︀∞
𝑛=1

). Отже, вкладення ℒ(H) ⊆ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) є

неперервним. Неважко перевiрити, що для оператора 𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) має мiсце рiвно-

сильнiсть:

𝐴 = O ⇐⇒ ∀Δ ∈ ℛ𝜇−fin P(Δ)𝐴𝑃 (Δ) = O. (4.32)

4.3.7. Узагальненi проекцiйнi слiди операторiв з простору

ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) Нехай 𝐴 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 (H). Покладемо:

𝜈𝑃,𝐴 (Δ) := Tr(|P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)|) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) ,

де у випадку P(Δ)𝐴𝑃 (Δ) /∈ ℒ1(H) слiд покласти 𝜈𝑃,𝐴 (Δ) :=∞, отже можна вважати,

що величина 𝜈𝑃,𝐴 (Δ) визначена для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Покладемо:

‖𝐴‖𝑃,𝜇 := sup

{︃
𝜈𝑃,𝐴 (Δ)

𝜇(Δ)

⃒⃒⃒⃒
Δ ∈ ℛ𝜇−fin,

𝜇(Δ) + 𝜈𝑃,𝐴 (Δ) > 0

}︃ (︀
𝐴 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 (H)
)︀
, (4.33)

де у випадку 𝜇(Δ) = 0 слiд покласти
𝜈𝑃,𝐴(Δ)

𝜇(Δ)
:= ∞. Оскiльки, як було зазначено

в означеннi 4.4, мiра 𝜇 — 𝜎-скiнченна i не тотожно дорiвнює нулю, то визначення

величини ‖·‖𝑃,𝜇 — коректне (тобто “sup” в (4.33) береться по непорожнiй множинi).

Враховуючи, що величина ‖𝐴‖𝑃,𝜇 скiнченна, взагалi кажучи, не при всiх 𝐴 ∈
ℒ+−
𝑃,𝜇 (H), покладемо:

T𝑃,𝜇 (H) :=
{︁
𝐴 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 (H) : ‖𝐴‖𝑃,𝜇 <∞
}︁
.

Якщо 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H) то для множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin з умови 𝜇(Δ) = 0, згiдно з (4.33),

випливає, що 𝜈𝑃,𝐴 (Δ) = 0. З останнього зауваження i рiвностi (4.33) отримуємо, що

для довiльного оператора 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H) справедлива нерiвнiсть:

Tr(|P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)|) ≤ ‖𝐴‖𝑃,𝜇 𝜇(Δ) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) . (4.34)

Теорема 4.25.
(︁
T𝑃,𝜇 (H) , ‖·‖𝑃,𝜇

)︁
є банаховим простором, який неперервно вкладає-

ться в простiр ℒ+−
𝑃,𝜇 (H).

Доведення. 1) Згiдно з теоремою 4.6,
(︁
T𝑃,𝜇 (H) ∩ ℒ(H), ‖·‖𝑃,𝜇

)︁
є лiнiйним нормова-
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ним простором. Тому, скориставшись рiвнiстю ‖𝐴‖𝑃,𝜇 = sup
Δ∈ℛ𝜇−fin

‖P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)‖𝑃,𝜇,

𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H) (яку легко довести) i рiвносильнiстю (4.32), неважко переконатись, що(︁
T𝑃,𝜇 (H) , ‖·‖𝑃,𝜇

)︁
є лiнiйним нормованим простором. Доведемо повноту цього просто-

ру. Нехай {𝐴𝑛}∞𝑛=1 ⊆ T𝑃,𝜇 (H) i ‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖𝑃,𝜇 →𝑛→∞ 0. Зафiксуємо довiльну множину

Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Згiдно з (4.34) для довiльних 𝑚,𝑛 ∈ N маємо:

Tr (|P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴𝑚)𝑃 (Δ)|) ≤ 𝜇(Δ) ‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖𝑃,𝜇 . (4.35)

Таким чином з фундаментальностi послiдовностi {𝐴𝑛}∞𝑛=1 в просторi T𝑃,𝜇 (H) випли-

ває фундаментальнiсть послiдовностi {P(Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ)}∞𝑛=1 в просторi ℒ1(H), а отже i

в просторi ℒ(H), для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Тобто, за означенням 4.22, по-

слiдовнiсть операторiв {𝐴𝑛}∞𝑛=1 є рiвномiрно-фундаментальною в просторi ℒ+−
𝑃,𝜇 (H),

i, згiдно з теоремою 4.23, iснує оператор 𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) такий, що 𝐴𝑛

(𝑃,𝜇)

⇒
𝑛→∞

𝐴.

Доведемо, що 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H) i ‖𝐴𝑛 − 𝐴‖𝑃,𝜇 →𝑛→∞ 0. За означенням 4.22, для довiльної

множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin ‖P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴)𝑃 (Δ)‖ →
𝑛→∞

0. З iншої сторони, як було сказано

вище, послiдовнiсть операторiв {P(Δ)𝐴𝑛𝑃 (Δ)}∞𝑛=1 є фундаментальною, а отже i збi-

жною, в ℒ1(H). Отже, враховуючи, що з iснування границi послiдовностi операторiв

в просторi ℒ1(H) випливає її спiвпадання з вiдповiдною рiвномiрною границею в про-

сторi ℒ(H), отримуємо, що для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin оператор P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)

належить до ℒ1(H), причому ‖P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴)𝑃 (Δ)‖ℒ1(H) →𝑛→∞ 0. Покладемо:

𝜂𝑛 := sup
𝑚∈N, 𝑚≥𝑛

‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖𝑃,𝜇 (𝑛 ∈ N) .

Оскiльки, за умовою ‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖𝑃,𝜇 →
𝑚,𝑛→∞

0, то 𝜂𝑛→ 0, 𝑛 → ∞. З нерiвностi (4.35)

випливає, що ‖P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴𝑚)𝑃 (Δ)‖ℒ1(H) ≤ 𝜇(Δ)𝜂𝑛 (Δ ∈ ℛ𝜇−fin, 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑚 ≥ 𝑛).

Тому перейшовши до границi при 𝑚→∞, отримаємо:

𝜈𝑃,𝐴𝑛−𝐴 (Δ) = ‖P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴)𝑃 (Δ)‖ℒ1(H) ≤ 𝜇(Δ)𝜂𝑛 (Δ ∈ ℛ𝜇−fin 𝑛 ∈ N) ,

тому ‖𝐴𝑛 − 𝐴‖𝑃,𝜇 ≤ 𝜂𝑛 (𝑛 ∈ N). Оскiльки 𝜂𝑛 < ∞ (𝑛 ∈ N), то з останнього спiв-

вiдношення випливає, що 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H), Бiльше того, оскiльки 𝜂𝑛→ 0, 𝑛 → ∞, то

послiдовнiсть {𝐴𝑛}∞𝑛=1 збiгається до оператора 𝐴 за нормою простору T𝑃,𝜇 (H).

2) За побудовою простору T𝑃,𝜇 (H), T𝑃,𝜇 (H) ⊆ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H). Якщо {𝐴𝑛}∞𝑛=1 ⊆ T𝑃,𝜇 (H)

i ‖𝐴𝑛 − 𝐴‖𝑃,𝜇 →𝑛→∞ 0, де 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H), то, за нерiвнiстю (4.34), для довiльної множини

Δ ∈ ℛ𝜇−fin маємо:

‖P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴)𝑃 (Δ)‖ ≤ ‖P(Δ) (𝐴𝑛 − 𝐴)𝑃 (Δ)‖ℒ1(H) ≤

≤ ‖𝐴𝑛 − 𝐴‖𝑃,𝜇 𝜇(Δ) →
𝑛→∞

0,

тобто 𝐴𝑛
(𝑃,𝜇)

⇒
𝑛→∞

𝐴. Неперервнiсть вкладення T𝑃,𝜇 (H) ⊆ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) доведена.



313

З нерiвностi (4.34) випливає, що для довiльного оператора 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H) i довiльної

множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin, величина 𝜏𝑃,𝐴 (Δ) = Tr (P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)) має сенс. Також з цiєї

нерiвностi та нерiвностi |Tr (𝑇 )| ≤ Tr (|𝑇 |) (𝑇 ∈ ℒ1(H)) (див., напр. [210, стор. 24,

спiввiдношення (2.6)]) випливає, що

|𝜏𝑃,𝐴 (Δ)| ≤ Tr (|P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)|) ≤ ‖𝐴‖𝑃,𝜇 𝜇(Δ), Δ ∈ ℛ𝜇−fin. (4.36)

Теорема 4.26. Нехай 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H). Тодi:

1) Функцiя множини 𝜏𝑃,𝐴 (Δ) = Tr (P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)), Δ ∈ ℛ𝜇−fin є комплекснозна-

чним зарядом на кiльцi множин ℛ𝜇−fin.

2) Заряд 𝜏𝑃,𝐴 (·) є абсолютно неперервний вiдносно мiри 𝜇. Це означає, що iснує

похiдна Радона-Никодима
𝑑𝜏𝑃,𝐴
𝑑𝜇

, тобто функцiя
𝑑𝜏𝑃,𝐴
𝑑𝜇

: 𝑅 ↦→ C, така, що для довiльної
множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin має мiсце рiвнiсть:

𝜏𝑃,𝐴 (Δ) =
∫︀
Δ

𝑑𝜏𝑃,𝐴
𝑑𝜇

(𝜉)𝑑𝜇(𝜉).

Доведення. 1) Нехай 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H) i 𝜏𝑃,𝐴 (Δ) = Tr (P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin).

а) Доведемо спочатку, що функцiя множини 𝜏𝑃,𝐴 (·) є адитивною на кiльцi мно-

жин ℛ𝜇−fin. Нехай Δ1,Δ2 ∈ ℛ𝜇−fin, Δ1 ∩ Δ2 = ∅. Покладемо, Δ := Δ1 ∪ Δ2,

𝐴Δ := P(Δ)𝐴𝑃 (Δ). Згiдно з (4.34), 𝐴Δ ∈ ℒ1(H). Тому, використовуючи властивостi

(4.22) та загальновiдомi властивостi слiдiв операторiв з простору ℒ1(H) отримуємо:

𝜏𝑃,𝐴 (Δ) = Tr (P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)) = Tr (P(Δ)P(Δ)𝐴𝑃 (Δ)𝑃 (Δ)) =

= Tr (𝑃 (Δ)𝐴Δ𝑃 (Δ)) = Tr (𝑃 (Δ)𝐴Δ) =

= Tr ((𝑃 (Δ1) + 𝑃 (Δ2))𝐴Δ) = Tr (𝑃 (Δ1)𝐴Δ) + Tr (𝑃 (Δ2)𝐴Δ) =

= Tr (P (Δ1)𝐴Δ𝑃 (Δ1)) + Tr (P (Δ2)𝐴Δ𝑃 (Δ2)) =

= Tr (P (Δ1 ∩Δ)𝐴𝑃 (Δ1 ∩Δ)) + Tr (P (Δ2 ∩Δ)𝐴𝑃 (Δ2 ∩Δ)) =

= Tr (P (Δ1)𝐴𝑃 (Δ1)) + Tr (P (Δ2)𝐴𝑃 (Δ2)) = 𝜏𝑃,𝐴 (Δ1) + 𝜏𝑃,𝐴 (Δ2) .

б) Доведемо, що функцiя 𝜏𝑃,𝐴 є 𝜎-адитивною на ℛ𝜇−fin. Нехай Δ ∈ ℛ𝜇−fin, Δ =⋃︀∞
𝑛=1 Δ𝑛, де Δ𝑖 ∈ ℛ𝜇−fin, Δ𝑖 ∩ Δ𝑗 = ∅ (𝑖, 𝑗 ∈ N, 𝑖 ̸= 𝑗). Покладемо Λ𝑁 :=

⋃︀𝑁
𝑛=1 Δ𝑛

(𝑁 ∈ N). Тодi, згiдно з пунктом а), для довiльного 𝑁 ∈ N отримаємо:

𝜏𝑃,𝐴 (Δ) = 𝜏𝑃,𝐴 (Λ𝑁) + 𝜏𝑃,𝐴 (Δ ∖ Λ𝑁) =
𝑁∑︀
𝑛=1

𝜏𝑃,𝐴 (Δ𝑛) + 𝜏𝑃,𝐴 (Δ ∖ Λ𝑁) ,

де, згiдно з нерiвнiстю (4.36), |𝜏𝑃,𝐴 (Δ ∖ Λ𝑁)| ≤ ‖𝐴‖𝑃,𝜇 𝜇 (Δ ∖ Λ𝑁)→ 0, 𝑛 → ∞. Тому

ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝜏𝑃,𝐴 (Δ𝑛) збiгається i 𝜏𝑃,𝐴 (Δ) =
∑︀∞

𝑛=1 𝜏𝑃,𝐴 (Δ𝑛).

2) Доведемо iснування похiдної Родона-Никодима
𝑑𝜏𝑃,𝐴
𝑑𝜇

. Оскiльки мiра 𝜇 — 𝜎-

скiнченна, то iснує послiдовнiсть множин {Δ𝑛}∞𝑛=1 ⊆ ℛ𝜇−fin, така, що
⋃︀∞
𝑛=1 Δ𝑛 = 𝑅.

Не обмежуючи загальностi будемо вважати, що Δ𝑖 ∩ Δ𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗. (Справдi, якщо
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послiдовнiсть {Δ𝑛}∞𝑛=1 такої властивостi не має, то ми завжди можемо перейти до

послiдовностi множин
{︁̃︀Δ𝑛

}︁∞
𝑛=1

, де ̃︀Δ1 = Δ1 i ̃︀Δ𝑛 = (
⋃︀𝑛
𝑘=1 Δ𝑘) ∖

(︀⋃︀𝑛−1
𝑘=1 Δ𝑘

)︀
, 𝑛 > 1.)

Покладемо ℛ𝑛 := {Δ ∈ ℛ : Δ ⊆ Δ𝑛} = {Δ ∩Δ𝑛 : Δ ∈ ℛ}, 𝑛 ∈ N. Тодi будемо
мати ℛ𝑛 ⊆ ℛ𝜇−fin, 𝑛 ∈ N. Для довiльного 𝑛 ∈ N клас множин ℛ𝑛 є 𝜎-алгеброю i 𝜏𝑃,𝐴
є (скiнченним) зарядом на 𝜎-алгебрi ℛ𝑛. З нерiвностi (4.36) випливає, що цей заряд

є абсолютно неперервним вiдносно мiри 𝜇 на Δ𝑛. Отже, згiдно з теоремою Родона-

Никодима, для довiльного 𝑛 ∈ N iснує функцiя 𝜌𝑛 : Δ𝑛 ↦→ C, така, що 𝜏𝑃,𝐴 (Δ) =∫︀
Δ
𝜌𝑛(𝜉)𝑑𝜇(𝜉), Δ ∈ ℛ𝑛, причому з нерiвностi (4.36) випливає, що для майже всiх

𝜉 ∈ Δ𝑛 має мiсце нерiвнiсть |𝜌𝑛(𝜉)| ≤ ‖𝐴‖𝑃,𝜇. Тому функцiя 𝜌 : 𝑅 ↦→ C, що збiгається
з функцiями 𝜌𝑛 на довiльнiй множинi Δ𝑛, 𝑛 ∈ N буде iстотно обмеженою на 𝑅,

а отже i сумовною за мiрою 𝜇 на довiльнiй множинi Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Звiдси виводимо

рiвнiсть 𝜏𝑃,𝐴 (Δ) =
∫︀
Δ
𝜌(𝜉)𝑑𝜇(𝜉) (∀Δ ∈ ℛ𝜇−fin). Справдi нехай Δ ∈ ℛ𝜇−fin тодi, згiдно

з пунктом 1) даної теореми,

𝜏𝑃,𝐴 (Δ) = 𝜏𝑃,𝐴

(︃
∞⋃︁
𝑛=1

(Δ ∩Δ𝑛)

)︃
=
∞∑︁
𝑛=1

𝜏𝑃,𝐴 (Δ ∩Δ𝑛) =

=
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
Δ∩Δ𝑛

𝜌𝑛(𝜉)𝑑𝜇(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
Δ∩Δ𝑛

𝜌(𝜉)𝑑𝜇(𝜉) =

∫︁
Δ

𝜌(𝜉)𝑑𝜇(𝜉).

З єдиностi (з точнiстю до “майже скрiзь”) похiдної Родона-Никодима на множинах

скiнченної мiри Δ𝑛 (𝑛 ∈ N) випливає, що функцiя 𝜌, що задовольняє останню умову,

— єдина з точнiстю до “майже скрiзь за мiрою 𝜇”. Отже, рiвнiсть 𝜌 =
𝑑𝜏𝑃,𝐴
𝑑𝜇

має мiсце

на всiй множинi 𝑅.

Похiдну Родона-Никодима, про яку говорилось в теоремi 4.26 будемо називати

узагальненим проекцiйним слiдом оператора 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 (H)

̃︁Tr𝑃,𝜇[𝐴] :=
𝑑𝜏𝑃,𝐴
𝑑𝜇

.

Можна довести, що у класичному випадку лiнiйного неперервного оператора

𝐴𝒦 з трансляцiйно iнварiантним ядром 𝒦 в 𝐿2

(︀
R𝑑
)︀
узагальнений проекцiйний слiд̃︁Tr

𝑃
(𝑑)
𝑖 ,m

[𝐴𝒦] (якщо вiн iснує) є константою, яка спiвпадає iз слiдом за рiзницевою

змiнною. (Нагадаємо, що тут m — мiра Лебега на R, а 𝑃 (𝑑)
𝑖 — спектральна мiра,

визначена в (4.7)).

Основнi результати пiдроздiлу 4.3 було анонсовано в роботi [211] i опублiковано

в роботах [212,213], а також представлено на конференцiях [206,207,214–216].
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4.4. Групи унiтарних операторiв в просторах псев-

дооператорiв з обмеженим проекцiйним слiдом

4.4.1. Вступнi зауваження. В попереднiх роздiлах було побудовано банаховi

простори типу T𝑃,𝜇 (H) “узагальнених операторiв” з обмеженим проекцiйним слiдом

(де 𝑃 — деяка спектральна мiра над простором H, задана на деякiй 𝜎-алгебрi ℛ, а 𝜇
— деяка скалярна 𝜎-скiнченна i не тотожно рiвна нулю мiра на ℛ). В частинному ви-

падку зазначенi простори мiстять оператори, породженi трансляцiйно-iнварiантним

ядром, якi мають обмежений слiд за рiзницевою змiнною.

Проте, в результатi подальших дослiджень виявилось, що в межах просторiв типу

T𝑃,𝜇 (H) неможливо визначити деякi важливi групи операторiв, пов’язанi з еволюцiєю

багаточастинкових квантових систем. Останнiй факт пояснюється тим, що у випадку

простору ℒ1(H), унiтарне перетворення виду

𝑉 ⊛ 𝐴 := 𝑉 −1𝐴𝑉
(︀
𝐴 ∈ ℒ1(H)

)︀
, (4.37)

(де 𝑉 — унiтарний оператор над простором H), не виводить за межi простору ℒ1(H), а

у випадку простору T𝑃,𝜇 (H) неможливо визначити аналог перетворення (4.37) таким

чином, щоб результуючий оператор знову належав до T𝑃,𝜇 (H).

В даному роздiлi буде доведено, що довiльний простiр типу T𝑃,𝜇 (H) можна вкла-

сти в бiльш широкий простiр псевдооператорiв, на якому можна визначити аналог

перетворення (4.37) таким чином, щоб результуючий псевдооператор знову належав

до вихiдного простору.

4.4.2. Дiя унiтарних операторiв в позитивних i негативних про-

сторах, породжених спектральною мiрою. Нехай (H, (·, ·) , ‖·‖) — ком-

плексний, сепарабельний, нескiнченновимiрний гiльбертовий простiр i (𝑅,ℛ, 𝑃, 𝜇) —

ПМ-простiр над H. Позначимо через U(H) множину всiх унiтарних операторiв над

простором H. Для оператора 𝑉 ∈ U(H) побудуємо спектральну мiру:

𝑃𝑉 (Δ) := 𝑉 −1𝑃 (Δ)𝑉 (Δ ∈ ℛ) .

Легко бачити, що для довiльних 𝑉,𝑊 ∈ U(H) справедливi рiвностi:

(𝑃𝑉 )𝑊 = 𝑃𝑉𝑊 , (P𝑉 )𝑊 = P𝑉𝑊 , (4.38)

де P𝑉 — продовження спектральної мiри 𝑃𝑉 на H−𝑃𝑉 ,𝜇, i, вiдповiдно, (P𝑉 )𝑊 — продов-

ження спектральної мiри (𝑃𝑉 )𝑊 = 𝑃𝑉𝑊 на простiр H−(𝑃𝑉 )𝑊 ,𝜇 = H−𝑃𝑉𝑊 ,𝜇.

Нехай, 𝑉 ∈ U(H). Через 𝑉+,𝑃,𝜇 позначатимемо звуження оператора 𝑉 на простiр

H+
𝑃,𝜇:
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𝑉+,𝑃,𝜇 = 𝑉 ↾ H+
𝑃,𝜇.

Надалi для довiльних лiнiйних просторiв зi збiжнiстю (в сенсi [202–204]) X1,X2

через ℒ (X1,X2) будемо позначати простiр лiнiйних неперервних операторiв, що дiють

з X1 в X2 (тобто таких операторiв 𝐴 : X1 −→ X2, що для довiльної послiдовностi

{𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ X1, такої, що 𝑥𝑛
X1→

𝑛→∞
𝑥 ∈ X1 має мiсце 𝐴𝑥𝑛

X2→
𝑛→∞

𝐴𝑥, де 𝑦𝑛
X𝑖→

𝑛→∞
𝑦 означає

збiжнiсть послiдовностi {𝑦𝑛}∞𝑛=1 до елемента 𝑦 в сенсi простору X𝑖 (𝑖 ∈ {1, 2})).

Твердження 4.27. Для довiльного оператора 𝑉 ∈ U(H) оператор 𝑉+,𝑃,𝜇 є взаємно-

однозначним лiнiйним неперервним вiдображенням з простору H+
𝑃,𝜇 на простiр

H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

. При цьому, (𝑉+,𝑃,𝜇)−1 = (𝑉 −1)+,𝑃𝑉−1 ,𝜇
∈ ℒ

(︁
H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

,H+
𝑃,𝜇

)︁
.

Доведення. Нехай 𝑉 ∈ U(H), 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇. Тодi iснує множина Δ ∈ ℛ𝜇−fin така, що

𝑥 ∈ 𝑃 (Δ)H. Тому,

𝑉+,𝑃,𝜇𝑥 = 𝑉 𝑥 = 𝑉 𝑃 (Δ)𝑥 = 𝑉 𝑃 (Δ)𝑉 −1𝑉 𝑥 = 𝑃𝑉 −1(Δ)𝑉 𝑥 ∈ 𝑃𝑉 −1(Δ)H. (4.39)

Отже, 𝑉+,𝑃,𝜇𝑥 ∈ H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

, 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇, тобто оператор 𝑉+,𝑃,𝜇 вiдображає простiр H+

𝑃,𝜇 у

простiр H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

. Навпаки, якщо 𝑦 ∈ H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

, то iснує множина Δ ∈ ℛ𝜇−fin така, що 𝑦 ∈
𝑃𝑉 −1(Δ)H. Отже, 𝑦 = 𝑃𝑉 −1(Δ)𝑦 = 𝑉+,𝑃,𝜇𝑥, де 𝑥 = 𝑃 (Δ)𝑉 −1𝑦 ∈ H+

𝑃,𝜇. Тому, оператор

𝑉+,𝑃,𝜇 вiдображає простiр H+
𝑃,𝜇 на H+

𝑃𝑉−1 ,𝜇
. Оскiльки 𝑉 — унiтарний оператор, то

𝑉+,𝑃,𝜇 вiдображає H
+
𝑃,𝜇 на H+

𝑃𝑉−1 ,𝜇
взаємно-однозначно. Тому iснує єдиний обернений

лiнiйний оператор (𝑉+,𝑃,𝜇)−1 : H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

↦→ H+
𝑃,𝜇. Аналогiчно оператор (𝑉 −1)+,𝑃𝑉−1 ,𝜇

взаємно-однозначно вiдображає простiр H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

на простiр H+

(𝑃𝑉−1)
𝑉
,𝜇

= H+
𝑃,𝜇. Тому,

враховуючи, що для 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇 справедлива рiвнiсть (𝑉 −1)+,𝑃𝑉−1 ,𝜇

𝑉+,𝑃,𝜇𝑥 = 𝑉 −1𝑉 𝑥 =

𝑥, отримуємо: (𝑉+,𝑃,𝜇)−1 = (𝑉 −1)+,𝑃𝑉−1 ,𝜇
.

Нехай послiдовнiсть {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H+
𝑃,𝜇 збiгається в H+

𝑃,𝜇 до вектора 𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇.

Тодi, згiдно з означенням 4.9, ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ → 0, 𝑛 → ∞, i iснує множина

Δ ∈ ℛ𝜇−fin така, що 𝑥𝑛 ∈ 𝑃 (Δ)H, 𝑛 ∈ N. Оскiльки 𝑉 — унiтарний оператор,

то ‖𝑉+,𝑃,𝜇𝑥𝑛 − 𝑉+,𝑃,𝜇𝑥‖ = ‖𝑉 𝑥𝑛 − 𝑉 𝑥‖ → 0, 𝑛 → ∞. Оскiльки 𝑥𝑛 ∈ 𝑃 (Δ)H,

𝑛 ∈ N, то, згiдно з (4.39), 𝑉+,𝑃,𝜇𝑥𝑛 ∈ 𝑃𝑉 −1(Δ)H, 𝑛 ∈ N, i, за означен-

ням збiжностi в просторi H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

(означення 4.9), 𝑉+,𝑃,𝜇𝑥𝑛
(𝑃𝑉−1 ,𝜇)+→
𝑛→∞

𝑉+,𝑃,𝜇𝑥. Отже,

𝑉+,𝑃,𝜇 ∈ ℒ
(︁
H+
𝑃,𝜇,H

+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
. Звiдси, враховуючи доведене вище, також отримуємо спiв-

вiдношення (𝑉+,𝑃,𝜇)−1 = (𝑉 −1)+,𝑃𝑉−1 ,𝜇
∈ ℒ

(︁
H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

,H+
𝑃,𝜇

)︁
.

Твердження 4.28. Довiльний оператор 𝑉 ∈ U(H) допускає єдине продовження на

простiр H−𝑃,𝜇 до оператора 𝑉−,𝑃,𝜇 ∈ ℒ
(︁
H−𝑃,𝜇,H

−
𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
, тобто iснує єдиний оператор
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𝑉−,𝑃,𝜇 ∈ ℒ
(︁
H−𝑃,𝜇,H

−
𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
такий, що 𝑉 ⊆ 𝑉−,𝑃,𝜇. При цьому:

(𝑉−,𝑃,𝜇𝑥, 𝑦) =
(︀
𝑥, 𝑉 −1𝑦

)︀ (︁
𝑥 ∈ H−𝑃,𝜇, 𝑦 ∈ H+

𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
. (4.40)

Доведення. Нехай, 𝑉 ∈ U(H). Оскiльки, згiдно з твердженням 4.27, (𝑉 −1)+,𝑃𝑉−1 ,𝜇
∈

ℒ
(︁
H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

,H+
𝑃,𝜇

)︁
, то для довiльного 𝑥 ∈ H−𝑃,𝜇 функцiонал 𝑊𝑥, що дiє за правилом:

(𝑊𝑥, 𝑦) :=
(︀
𝑥, 𝑉 −1𝑦

)︀
=
(︁
𝑥,
(︀
𝑉 −1

)︀
+,𝑃𝑉−1 ,𝜇

𝑦
)︁ (︁

𝑦 ∈ H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
(4.41)

є лiнiйним неперервним функцiоналом над простором H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

(тобто 𝑊𝑥 ∈ H−𝑃𝑉−1 ,𝜇
,

𝑥 ∈ H+
𝑃,𝜇). Отже, 𝑊 є (лiнiйним) оператором, що вiдображає простiр H−𝑃,𝜇 у

простiр H−𝑃𝑉−1 ,𝜇
. Доведемо, що 𝑊 ∈ ℒ

(︁
H−𝑃,𝜇,H

−
𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
. Нехай {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊆ H−𝑃,𝜇 i

𝑥𝑛
(𝑃,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑥 ∈ H−𝑃,𝜇. Тодi, згiдно з твердженням 4.19, для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin

маємо, ‖P(Δ) (𝑥𝑛 − 𝑥)‖ →
𝑛→∞

0. Крiм того, використовуючи (4.21) i (4.41) для довiльної

множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin i довiльного вектора 𝑦 ∈ H+
𝑃𝑉−1 ,𝜇

отримуємо:

(P𝑉 −1(Δ) (𝑊𝑥𝑛 −𝑊𝑥) , 𝑦) =
(︀
𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑉 −1𝑃𝑉 −1(Δ)𝑦

)︀
=

=
(︀
𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑃 (Δ)𝑉 −1𝑦

)︀
=
(︀
P(Δ) (𝑥𝑛 − 𝑥) , 𝑉 −1𝑦

)︀
.

Звiдси, ‖P𝑉 −1(Δ) (𝑊𝑥𝑛 −𝑊𝑥)‖ ≤ ‖P(Δ) (𝑥𝑛 − 𝑥)‖ ‖𝑉 −1‖ = ‖P(Δ) (𝑥𝑛 − 𝑥)‖ →
𝑛→∞

0

(∀Δ ∈ ℛ𝜇−fin). А це (згiдно з твердженням 4.19) означає, що𝑊𝑥𝑛
(𝑃𝑉−1 ,𝜇)−→
𝑛→∞

𝑊𝑥. Отже,

𝑊 ∈ ℒ
(︁
H−𝑃,𝜇,H

−
𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
. Для 𝑥 ∈ H i 𝑦 ∈ H+

𝑃𝑉−1 ,𝜇
маємо, (𝑊𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑉 −1𝑦) = (𝑉 𝑥, 𝑦) .

Тому, 𝑊𝑥 = 𝑉 𝑥 (𝑥 ∈ H), тобто 𝑉 ⊆ 𝑊 . Оскiльки, згiдно з твердженням 4.14, простiр

H щiльний в H−𝑃,𝜇 то оператор 𝑊 , що задовольняє умови 𝑊 ∈ ℒ
(︁
H−𝑃,𝜇,H

−
𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
i

𝑉 ⊆ 𝑊 — єдиний. Отже, залишається покласти 𝑉−,𝑃,𝜇 := 𝑊 .

Твердження 4.29. Для довiльного оператора 𝑉 ∈ U(H) оператор 𝑉−,𝑃,𝜇 ∈
ℒ
(︁
H−𝑃,𝜇,H

−
𝑃𝑉−1 ,𝜇

)︁
є лiнiйним гомеоморфiзмом мiж просторами H−𝑃,𝜇 i H−𝑃𝑉−1 ,𝜇

(а отже iснує обернений оператор (𝑉−,𝑃,𝜇)−1 ∈ ℒ
(︁
H−𝑃𝑉−1 ,𝜇

, H−𝑃,𝜇

)︁
). При цьо-

му, (𝑉−,𝑃,𝜇)−1 = (𝑉 −1)−,𝑃𝑉−1 ,𝜇
.

Доведення. Користуючись (4.40), отримуємо:(︁
𝑉−,𝑃,𝜇

(︀
𝑉 −1

)︀
−,𝑃𝑉−1 ,𝜇

𝑥, 𝑦
)︁

=
(︁
𝑥,
(︀
𝑉 −1

)︀−1
𝑉 −1𝑦

)︁
=

= (𝑥, 𝑦) (𝑥 ∈ H−𝑃𝑉−1 ,𝜇
, 𝑦 ∈ H+

𝑃𝑉−1 ,𝜇
).

Отже, 𝑉−,𝑃,𝜇 (𝑉 −1)−,𝑃𝑉−1 ,𝜇
𝑥 = 𝑥 (𝑥 ∈ H−𝑃𝑉−1 ,𝜇

). Аналогiчно, (𝑉 −1)−,𝑃𝑉−1 ,𝜇
𝑉−,𝑃,𝜇𝑥 = 𝑥

(𝑥 ∈ H−𝑃,𝜇). Пiдкреслимо, що, згiдно з твердженням 4.28, (𝑉 −1)−,𝑃𝑉−1 ,𝜇
∈
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ℒ
(︁
H−𝑃𝑉−1 ,𝜇

, H−𝑃,𝜇

)︁
. Таким чином, оператор 𝑉−,𝑃,𝜇 є взаємно-однозначним вiдображен-

ням i оператор (𝑉 −1)−,𝑃𝑉−1 ,𝜇
∈ ℒ

(︁
H−𝑃𝑉−1 ,𝜇

, H−𝑃,𝜇

)︁
є оберненим до оператора 𝑉−,𝑃,𝜇.

Твердження 4.30. Для довiльного Δ ∈ ℛ справедлива рiвнiсть:

P𝑉 (Δ) = (𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇)−1 P(Δ)𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇 (4.42)

Зокрема для Δ ∈ ℛ𝜇−fin:

P𝑉 (Δ) = 𝑉 −1P(Δ)𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇 = (𝑉+,𝑃𝑉 ,𝜇)−1 P(Δ)𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇 (4.43)

Доведення. Згiдно з твердженнями 4.28 та 4.29,

𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇 ∈ ℒ
(︁
H−𝑃𝑉 ,𝜇,H

−
(𝑃𝑉 )𝑉−1 ,𝜇

)︁
= ℒ

(︀
H−𝑃𝑉 ,𝜇,H

−
𝑃,𝜇

)︀
,

(𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇)−1 =
(︀
𝑉 −1

)︀
−,(𝑃𝑉 )𝑉−1 ,𝜇

=
(︀
𝑉 −1

)︀
−,𝑃,𝜇 ∈ ℒ

(︀
H−𝑃,𝜇,H

−
𝑃𝑉 ,𝜇

)︀
.

Отже, (𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇)−1 P(Δ)𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇 ∈ ℒ
(︀
H−𝑃𝑉 ,𝜇

)︀
(Δ ∈ ℛ). Таким чином оператор

(𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇)−1 P(Δ)𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇 ∈ ℒ
(︀
H−𝑃𝑉 ,𝜇

)︀
мiстить оператор 𝑃𝑉 (Δ). Звiдси, враховуючи

щiльнiсть простору H в H−𝑃𝑉 ,𝜇 отримуємо рiвнiсть (4.42). Рiвнiсть (4.43) при Δ ∈ ℛ𝜇−fin

випливає з включення (𝑉+,𝑃𝑉 ,𝜇)−1 ⊆ 𝑉 −1 ⊆ (𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇)−1 (яке є наслiдком включення

𝑉+,𝑃𝑉 ,𝜇 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑉−,𝑃𝑉 ,𝜇) i того факту, що при Δ ∈ ℛ𝜇−fin P(Δ)H−𝑃𝑉 ,𝜇 ⊆ H+
𝑃𝑉 ,𝜇
⊆ H (див.

твердження 4.19).

4.4.3. Простори псевдооператорiв, породженi спектральними

мiрами. Позначимо через ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 множину всiх операторнозначних функцiй

𝒜 : ℛ𝜇−fin −→ ℒ(H), якi можна подати у виглядi:

𝒜 (Δ) :=
𝑛∑︁
𝑘=1

P𝑉𝑘(Δ)𝐴𝑘𝑃𝑉𝑘(Δ) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) , (4.44)

де 𝑛 ∈ N; 𝑉𝐾 ∈ U(H), 𝐴𝑘 ∈ ℒ+−
𝑃𝑉𝑘 ,𝜇

(H) (𝑘 ∈ 1, 𝑛). Елементи множини ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0

будемо називати псевдооператорами . На множинi ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 можна ввести операцiї

додавання псевдооператорiв i множення їх на число за наступними формулами:

(𝒜+ ℬ)(Δ) := 𝒜(Δ) + ℬ(Δ)
(︀
𝒜,ℬ ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0 , Δ ∈ ℛ𝜇−fin
)︀

;

(𝜆𝒜) (Δ) := 𝜆𝒜(Δ)
(︀
𝒜 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0 , 𝜆 ∈ C, Δ ∈ ℛ𝜇−fin
)︀
.

}︃
(4.45)

Легко перевiрити, що введенi в (4.45) алгебраїчнi операцiї перетворюють ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0

в лiнiйний простiр. Нульовим елементом простору ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 є:

Oℒ+−
𝑃,𝜇[H]0

:= 𝒪 де 𝒪(Δ) = O (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) , (4.46)
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тут через O позначено нульовий оператор простору ℒ(H).

Для довiльного оператора 𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) покладемо:

[𝐴] (Δ) := P(Δ)𝐴𝑃 (Δ) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) . (4.47)

Очевидно, що [𝐴] ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 (для довiльного оператора 𝐴 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 (H)). З рiвностi

(4.47) випливає, що для 𝐴,𝐵 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) i 𝜆 ∈ C:

[𝐴+𝐵] = [𝐴] + [𝐵] ; [𝜆𝐴] = 𝜆 [𝐴] . (4.48)

Крiм того, для операторiв 𝐴,𝐵 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) з рiвностi [𝐴] = [𝐵] отримуємо рiвнiсть:

P(Δ)𝐴𝑃 (Δ) = P(Δ)𝐵𝑃 (Δ) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) ,

а з останньої рiвностi в свою чергу випливає, що 𝐴 = 𝐵. Отже, вiдображення

[·] : ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) −→ ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0 є лiнiйним взаємно-однозначним вiдображенням з лiнiйно-

го простору ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) в лiнiйний пiдпростiр

[︀
ℒ+−
𝑃,𝜇 (H)

]︀
=
{︀

[𝐴] | 𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H)

}︀
простору

ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0, що дає можливiсть вважати дане вiдображення вiдображенням вкладення

простору ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) в простiр ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0, ототожнюючи оператор 𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 (H) з псевдо-

оператором [𝐴] ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0.

Аналогiчне “вкладення” можна побудувати i для просторiв ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H), 𝑉 ∈ U(H),

якщо покласти

[𝐴]𝑉 (Δ) := P𝑉 (Δ)𝐴𝑃𝑉 (Δ)
(︀
𝐴 ∈ ℒ+−

𝑃𝑉 ,𝜇
(H) , Δ ∈ ℛ𝜇−fin

)︀
. (4.49)

Вiдображення [·]𝑉 : ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H) −→ ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 також є лiнiйним взаємно-однозначним

вiдображенням з лiнiйного простору ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H) в лiнiйний пiдпростiр
[︀
ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H)
]︀
𝑉

={︀
[𝐴]𝑉 | 𝐴 ∈ ℒ

+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H)
}︀
простору ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0. Проте, для уникнення непорозумiнь, опе-

ратори 𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H) з псевдооператорами [𝐴]𝑉 ∈ ℒ
+−
𝑃,𝜇 [H]0 при 𝑉 ̸= I (де I ∈ U(H)

— одиничний оператор простору ℒ(H)) ототожнюватись не будуть, оскiльки,

згiдно з домовленостями, прийнятими в пiдроздiлi 4.3.6, простiр ℒ(H) вважається

вкладеним у всi простори виду ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H) (𝑉 ∈ U(H)) через ототожнення 𝐴 = 𝐴+,𝑃𝑉 ,𝜇

(𝐴 ∈ ℒ(H)), де 𝐴+,𝑃𝑉 ,𝜇 = 𝐴 ↾ H+
𝑃𝑉 ,𝜇

— звуження оператора 𝐴 на простiр H+
𝑃𝑣 ,𝜇

. А отже,

при ототожненнi 𝐴 = [𝐴]𝑉 (𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H)), один i той же лiнiйний неперервний опе-

ратор при рiзних значеннях 𝑉 асоцiювався б з рiзними псевдооператорами простору

ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0.

Для довiльного псевдооператора 𝒜 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 введемо функцiю множини:

𝜈𝑃,𝒜 [Δ] := Tr |𝒜 (Δ)| (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) ,

де у випадку 𝒜 (Δ) /∈ ℒ1(H) слiд покласти Tr |𝒜 (Δ)| =∞. Очевидно, що 𝜈𝑃,𝒜 [Δ] ≥ 0,
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Δ ∈ ℛ𝜇−fin. В просторi ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 введемо функцiонал:

‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 := sup

{︃
𝜈𝑃,𝒜 [Δ]

𝜇(Δ)

⃒⃒⃒⃒
Δ ∈ ℛ𝜇−fin,

𝜇(Δ) + 𝜈𝑃,𝒜 [Δ] > 0

}︃ (︀
𝒜 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0
)︀
, (4.50)

де у випадку 𝜇(Δ) = 0 слiд покласти
𝜈𝑃,𝒜[Δ]

𝜇(Δ)
= ∞. Оскiльки функцiонал ‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 є

скiнченним, взагалi кажучи, не при всiх 𝒜 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0, логiчно розглянути наступну

множину:

T𝑃,𝜇 [H]0 :=
{︁
𝒜 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0 | ‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 <∞
}︁
. (4.51)

З (4.50) випливає, що для довiльного 𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0 справедлива нерiвнiсть:

Tr |𝒜(Δ)| ≤ ‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 𝜇(Δ) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) . (4.52)

Твердження 4.31. Пара
(︁
T𝑃,𝜇 [H]0 , ‖·‖[𝑃 ],𝜇

)︁
є лiнiйним нормованим простором.

Доведення. 1) Нехай OT𝑃,𝜇[H]0
:= Oℒ+−

𝑃,𝜇[H]0
— нульовий елемент простору ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0. То-

дi, згiдно (4.46), OT𝑃,𝜇[H]0
= 𝒪, де 𝒪(Δ) = O, Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Отже, 𝜈𝑃,𝒪 [Δ] = Tr|O| ≡ 0,

Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Звiдси, враховуючи, що 𝜇(𝑅) ̸= 0, згiдно (4.50), отримуємо⃦⃦
OT𝑃,𝜇[H]0

⃦⃦
[𝑃 ],𝜇

= ‖𝒪‖[𝑃 ],𝜇 = 0. Отже, множина T𝑃,𝜇 [H]0 мiстить нульовий елемент

Oℒ+−
𝑃,𝜇[H]0

= OT𝑃,𝜇[H]0
лiнiйного простору ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0, причому
⃦⃦
OT𝑃,𝜇[H]0

⃦⃦
= 0.

Навпаки, нехай 𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0 i ‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 = 0. Тодi з нерiвностi (4.52) випливає,

що Tr |𝒜(Δ)| = 0, Δ ∈ ℛ𝜇−fin, тобто, що 𝒜(Δ) ≡ O = 𝒪(Δ), Δ ∈ ℛ𝜇−fin. Отже,

𝒜 = 𝒪 = OT𝑃,𝜇[H]0
.

2) Нехай 𝒜,ℬ ∈ T𝑃,𝜇 [H]0, 𝜆 ∈ C. Тодi, використовуючи спiввiдношення (4.45) та

властивостi слiду, при Δ ∈ ℛ𝜇−fin отримуємо:

𝜈𝑃,𝜆𝒜 [Δ] = Tr |𝜆𝒜(Δ)| = |𝜆|𝜈𝑃,𝒜 [Δ] ;

𝜈𝑃,𝒜+ℬ [Δ] ≤ Tr |𝒜(Δ)|+ Tr |ℬ(Δ)| = 𝜈𝑃,𝒜 [Δ] + 𝜈𝑃,ℬ [Δ] .

З останнiх спiввiдношень, згiдно (4.50), випливають спiввiдношення:

‖𝜆𝒜‖[𝑃 ],𝜇 = |𝜆| ‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 ; ‖𝒜+ ℬ‖[𝑃 ],𝜇 ≤ ‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 + ‖ℬ‖[𝑃 ],𝜇 .

Наступний приклад покаже, що простiр
(︁
T𝑃,𝜇 [H]0 , ‖·‖[𝑃 ],𝜇

)︁
, взагалi кажучи, не є

банаховим.

Приклад 4.32. Нехай, {𝑒𝑘}∞𝑘=−∞ — ортонормований базис в H. Покладемо:

𝑅 := R; ℛ := B(R);

𝑃 (Δ)𝑥 :=
∑︁
𝑘∈Z∩Δ

(𝑥, 𝑒𝑘) 𝑒𝑘, 𝜇(Δ) := card(Δ ∩ Z) (Δ ∈ B(R)),
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де B(R) — 𝜎-алгебра борелiвських пiдмножин R, Z — множина цiлих чисел,

card(𝑀) — потужнiсть (кiлькiсть елементiв) множини𝑀 . Враховуючи ототожнення

I = I+,𝑃𝑉 ,𝜇, одиничний оператор є елементом всiх просторiв ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H) (𝑉 ∈ U(H)).

Неважко перевiрити, що [I]𝑉 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0 i ‖[I]𝑉 ‖[𝑃 ],𝜇 = 1, для довiльного 𝑉 ∈ U(H), де

[·]𝑉 — оператор “вкладення” ℒ+−
𝑃𝑉 ,𝜇

(H) в ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0, визначений в (4.49).

Розглянемо оператор 𝑊 ∈ U(H), що дiє за правилом: 𝑊𝑥 :=
∑︀∞

𝑘=−∞ (𝑥, 𝑒𝑘) 𝑒𝑘+1,

𝑥 ∈ H. Покладемо:

𝒜𝑛 :=
∑︁𝑛

𝑘=1

1

2𝑘
[I]𝑊𝑘 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0 (𝑛 ∈ N) .

З рiвностi ‖[I]𝑊𝑘‖[𝑃 ],𝜇 = 1 (𝑘 ∈ N) випливає, що ряд
∑︀∞

𝑘=1

⃦⃦
1
2𝑘

[I]𝑊𝑘

⃦⃦
[𝑃 ],𝜇

— збi-

жний, отже послiдовнiсть {𝒜𝑛}∞𝑛=1 — фундаментальна в T𝑃,𝜇 [H]0. Припустимо,

що iснує псевдооператор 𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0 такий, що ‖𝒜𝑛 −𝒜‖[𝑃 ],𝜇 →𝑛→∞ 0. Тодi, вико-

ристовуючи нерiвнiсть (4.52) отримуємо, що для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin

‖𝒜𝑛(Δ)−𝒜(Δ)‖ ≤ Tr |𝒜𝑛(Δ)−𝒜(Δ)| →
𝑛→∞

0. Отже, 𝒜(Δ) = lim
𝑛→∞

𝒜𝑛(Δ), де грани-

цю слiд розумiти за рiвномiрною операторною нормою простору ℒ(H). I, врахову-

ючи, що, за формулою (4.49), 𝒜𝑛(Δ) :=
∑︀𝑛

𝑘=1
1
2𝑘
P𝑊𝑘(Δ)I𝑃𝑊𝑘(Δ) =

∑︀𝑛
𝑘=1

1
2𝑘
𝑃𝑊𝑘(Δ)

(Δ ∈ ℛ𝜇−fin), отримуємо:

𝒜(Δ) =
∑︁∞

𝑘=1

1

2𝑘
𝑃𝑊𝑘(Δ) (Δ ∈ ℛ𝜇−fin), (4.53)

де збiжнiсть ряду слiд розумiти за рiвномiрною операторною нормою простору ℒ(H).

За побудовою спектральної мiри 𝑃 , при Δ ∈ ℛ𝜇−fin оператор 𝑃 (Δ) є скiнченновимiр-

ним (dim (𝑃 (Δ)H) <∞). Отже, враховуючи можливiсть зображення 𝒜(Δ) у виглядi

(4.44) i твердження 4.19, бачимо, що у лiвiй частинi (4.53) стоїть скiнченновимiрний

оператор). Проте, наприклад, при Δ ∩ Z = {0}, оператор в правiй частинi (4.53)

— нескiнченновимiрний. Отримана суперечнiсть доводить, що простiр T𝑃,𝜇 [H]0 — не

повний.

Означення 4.33. Поповнення простору
(︁
T𝑃,𝜇 [H]0 , ‖·‖[𝑃 ],𝜇

)︁
будемо позначати через(︁

T𝑃,𝜇 [H] , ‖·‖[𝑃 ],𝜇

)︁
. (Тобто для норми на просторi T𝑃,𝜇 [H] зберiгаємо те ж саме позна-

чення). Елементи простору T𝑃,𝜇 [H] будемо називати псевдооператорами.

4.4.4. Унiтарнi перетворення псевдооператорiв. Нехай, 𝑉 ∈ U(H).

Для довiльного псевдооператора 𝒜 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 введемо наступну операторнозначну

функцiю множини:

(𝑉 ⊙𝒜) (Δ) := 𝑉 −1𝒜(Δ)𝑉 (Δ ∈ ℛ𝜇−fin) .

Твердження 4.34. Якщо 𝒜 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0 i 𝑉 ∈ U(H), то 𝑉 ⊙𝒜 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0. Якщо ж,

додатково, 𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0, то 𝑉 ⊙𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0 i ‖𝑉 ⊙𝒜‖[𝑃 ],𝜇 = ‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇.
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Доведення. 1.Оскiльки 𝐴 ∈ ℒ+−
𝑃,𝜇 [H]0, то операторнозначну функцiю𝒜 можна подати

у виглядi (4.44). Тому для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin, використовуючи рiвностi

(4.38) та (4.43) отримуємо:

(𝑉 ⊙𝒜) (Δ) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑉 −1P𝑉𝑘 (Δ)𝐴𝑘𝑃𝑉𝑘 (Δ)𝑉 =
𝑛∑︁
𝑘=1

P𝑉𝑘𝑉 (Δ) ̃︀𝐴𝑘𝑃𝑉𝑘𝑉 (Δ) ,

де ̃︀𝐴𝑘 =
(︁
𝑉−,𝑃𝑉𝑘𝑉 ,𝜇

)︁−1
𝐴𝑘𝑉+,𝑃𝑉𝑘𝑉 ,𝜇, 𝑘 ∈ 1, 𝑛. Згiдно з твердженнями 4.27 та 4.29,

𝑉+,𝑃𝑉𝑘𝑉 ,𝜇 ∈ ℒ
(︁
H+
𝑃𝑉𝑘𝑉 ,𝜇

,H+
𝑃𝑉𝑘 ,𝜇

)︁
,
(︁
𝑉−,𝑃𝑉𝑘𝑉 ,𝜇

)︁−1
∈ ℒ

(︁
H−𝑃𝑉𝑘 ,𝜇

,H−𝑃𝑉𝑘𝑉 ,𝜇

)︁
(𝑘 ∈ 1, 𝑛). Отже,̃︀𝐴𝑘 ∈ ℒ+−

𝑃𝑉𝑘𝑉 ,𝜇
(H) (𝑘 ∈ 1, 𝑛). Тому 𝑉 ⊙𝒜 ∈ ℒ+−

𝑃,𝜇 [H]0.

2. Якщо ж, додатково, 𝐴 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0, то для довiльної множини Δ ∈ ℛ𝜇−fin,

використовуючи властивостi слiду, отримуємо

𝜈𝑃,𝑉⊙𝒜 [Δ] = Tr |𝑉 −1𝒜(Δ)𝑉 | = Tr |𝒜(Δ)| = 𝜈𝑃,𝒜 [Δ] .

Отже, 𝑉 ⊙𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0 i ‖𝑉 ⊙𝒜‖[𝑃 ],𝜇 = ‖𝐴‖[𝑃 ],𝜇.

Згiдно з твердженням 4.34, для довiльного 𝑉 ∈ U(H) оператор:

𝑉
(0)
⊙ (𝒜) = 𝑉 ⊙𝒜 (𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H]0) (4.54)

є iзометричним оператором на щiльному лiнiйному пiдпросторi T𝑃,𝜇 [H]0 банахового

простору T𝑃,𝜇 [H]. Легко перевiрити, що цей оператор є лiнiйним. Тому цей оператор

може бути єдиним чином продовжений за неперервнiстю до iзометричн. оператора

𝑉⊙ ∈ ℒ (T𝑃,𝜇 [H]) , 𝑉⊙ ⊇ 𝑉
(0)
⊙ . (4.55)

Означення 4.35. Асиметричним добутком оператора 𝑉 ∈ U(H) i псевдооператора

𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H] будемо називати псевдооператор:

𝑉 ⊙𝒜 = 𝑉⊙(𝒜) ∈ T𝑃,𝜇 [H] ,

де оператор 𝑉⊙ ∈ ℒ (T𝑃,𝜇 [H]) визначається за допомогою спiввiдношень (4.55) i (4.54).

З неперервностi оператора 𝑉⊙ ∈ ℒ (T𝑃,𝜇 [H]) i означення 4.35 випливає наступне

твердження.

Твердження 4.36. Якщо {𝒜𝑛}∞𝑛=1 ⊆ T𝑃,𝜇 [H] i ‖𝒜𝑛 −𝒜‖[𝑃 ],𝜇 →𝑛→∞ 0, де 𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H],

то ‖𝑉 ⊙𝒜𝑛 − 𝑉 ⊙𝒜‖[𝑃 ],𝜇 →𝑛→∞ 0 (𝑉 ∈ U(H)).

Твердження 4.37. Для довiльних 𝒜,ℬ ∈ T𝑃,𝜇 [H], 𝜆, 𝜇 ∈ C i 𝑉,𝑊 ∈ U(H) справе-

дливi наступнi рiвностi:

𝑉 ⊙ (𝜆𝒜± 𝜇ℬ) = 𝜆𝑉 ⊙𝒜± 𝜇𝑉 ⊙ ℬ;

‖𝑉 ⊙𝒜‖[𝑃 ],𝜇 = ‖𝒜‖[𝑃 ],𝜇 ;

}︃
(4.56)
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I⊙𝒜 = 𝒜; 𝑊 ⊙ (𝑉 ⊙𝒜) = (𝑉𝑊 )⊙𝒜. (4.57)

Доведення. Рiвностi (4.56) випливають з лiнiйностi та iзометричностi оператора 𝑉⊙ ∈
ℒ (T𝑃,𝜇 [H]). Рiвностi (4.57) на (щiльному) лiнiйному пiдпросторi T𝑃,𝜇 [H]0 простору

T𝑃,𝜇 [H] встановлюються безпосередньою перевiркою, а далi, з допомогою твердження

4.36, поширюються на весь простiр T𝑃,𝜇 [H].

Наслiдок 4.38. Для довiльного 𝑉 ∈ U(H) оператор 𝑉⊙ ∈ ℒ (T𝑃,𝜇 [H]), визначений в

(4.55) є унiтарним оператором над T𝑃,𝜇 [H].

Доведення. За означенням i другою рiвнiстю (4.56) оператор 𝑉⊙ є iзометричним над

T𝑃,𝜇 [H]. Нехай ℬ довiльний псевдооператор з простору T𝑃,𝜇 [H]. Покладемо, 𝒜 :=

𝑉 −1 ⊙ ℬ. Тодi, використовуючи рiвностi (4.57), отримуємо 𝑉⊙(𝒜) = 𝑉 ⊙ 𝒜 = 𝑉 ⊙
(𝑉 −1 ⊙ ℬ) = (𝑉 −1𝑉 )⊙ ℬ = ℬ. Отже, 𝑉⊙ є унiтарним оператором.

Використовуючи наслiдок 4.38 та рiвностi (4.57) отримуємо наступну теорему.

Теорема 4.39. Нехай, {𝑉 (𝑡)}𝑡∈R ⊆ ℒ(H) — група унiтарних операторiв над просто-

ром H тодi сiм’я операторiв, (𝑉⊙(𝑡)) (𝒜) = 𝑉 (𝑡)⊙𝒜 (𝒜 ∈ T𝑃,𝜇 [H] , 𝑡 ∈ R) є групою

унiтарних операторiв над T𝑃,𝜇 [H].

Основнi результати пiдроздiлу 4.4 було опублiковано в роботi [217], а також пред-

ставлено на конференцiї [218].
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Висновки

Дисертацiйну роботу присвячено розробцi нового математичного апарату, призначе-

ного для моделювання еволюцiї складних систем (зокрема релятивiстських та бага-

точастинкових статистичних систем) та формалiзацiї фiзичних теорiй. Цей матема-

тичний апарат базується на теорiї мiнливих множин та теорiї операторiв в гiльбер-

товому просторi.

Основнi результати дисертацiї можна сформулювати таким чином:

� Введено поняття базових мiнливих множин та мiнливих множин i дослiджено

їхнi властивостi.

� Визначено поняття системи абстрактних траєкторiй. Системи абстрактних тра-

єкторiй можуть моделювати еволюцiю певної конкретної системи об’єктiв,

зокрема частинним випадком системи абстрактних траєкторiй є множина трає-

кторiй руху певної системи матерiальних точок. Показано, що довiльна система

абстрактних траєкторiй породжує певну базову мiнливу множину.

� Встановлено, що довiльна базова мiнлива множина може бути породжена систе-

мою абстрактних траєкторiй, утвореною її лiнiями долi (тобто максимальними

ланцюгами на множинi її елементарно-часових станiв).

� Введено аналоги теоретико-множинного вiдношення включення та теоретико-

множинної операцiї об’єднання для базових мiнливих множин (а саме вiдно-

шення еволюцiйного та супереволюцiйного включення та операцiї еволюцiй-

ного та супереволюцiйного об’єднання). Доведено, що операцiя еволюцiйного

об’єднання має багато властивостей, схожих з операцiєю об’єднання звичайних

множин.

� Введено класифiкацiю видимостi систем вiдлiку в мiнливих множинах. Дове-

дено, що за певних умов множина систем вiдлiку мiнливої множини може роз-

падатись на класи видимостi, якi попарно не перетинаються i будь-який клас

видимостi є повнiстю невидимим з iнших класiв видимостi.

� Введено поняття чiтко видимих мiнливих множин, всi компоненти яких є цiл-

ком видимими в кожнiй системi вiдлiку i доведено, що в таких мiнливих множи-

нах вiдображення унiфiкацiї породжуються бiєктивними вiдображеннями мiж

множинами елементарно-часових станiв вiдповiдних систем вiдлiку.
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� Дослiджено властивостi кiнематичних мiнливих множин (кiнематичних мно-

жин), тобто мiнливих множин, оснащених рiзноманiтними геометричними та

топологiчними структурами. Такi математичнi об’єкти можуть виявитись ко-

рисними для моделювання фiзичних та iн. процесiв, що вiдбуваються в рамках

певного просторового оточення i включають в себе рух тiл в просторi, а також

можуть бути цiкавими для астрофiзики, оскiльки iснує припущення, що у вели-

ких масштабах Всесвiту закони фiзики (зокрема, закони кiнематики) можуть

бути вiдмiнними вiд тих, якi дiють в околi нашої сонячної системи.

� Введено поняття реального i унiверсального перетворення координат (мiж си-

стемами вiдлiку) у кiнематичних множинах. Встановлено, що реальне перетво-

рення координат iснує в будь-якiй (чiтко видимiй) кiнематичнiй множинi, в той

час, як унiверсальне iснує далеко не завжди. Це означає, що для визначення пе-

ретворення координат елементарно-часового стану в кiнематичних множинах,

взагалi кажучи, недостатньо iнформацiї про його геометрично-часове положе-

ння. Доведено критерiй iснування унiверсального перетворення координат в

абстрактних кiнематичних множинах.

� Дослiджено властивостi — унiверсальних кiнематик, тобто кiнематичних мно-

жин iз заданим унiверсальним перетворенням координат.

� Побудовано приклади унiверсальних кiнематик, якi є математично строгими

моделями еволюцiї фiзичних систем в рамках кiнематики Лоренца-Пуанкаре

та її тахiонових розширень в сенсi Е. Рекамi, В. Ольховського та Р. Голдонi, а

також побудовано нетривiальний клас кiнематичних множин, що не допускають

унiверсального перетворення координат. Останнiй результат може виявитись

корисним для моделювання еволюцiї фiзичних систем за умов гiпотези про

iснування частинково-залежної швидкостi свiтла.

� Введено поняття еволюцiйного розширення та операцiю еволюцiйного

об’єднання для кiнематичних множин та унiверсальних кiнематик. Доведено те-

орему теорему про еволюцiйне розширення для унiверсальних кiнематик. Очi-

кується, що доведена теорема дасть змогу аксiоматично сформулювати основи

спецiальної теорiї вiдносностi в рамках теорiї унiверсальних кiнематик. Є спо-

дiвання, що така аксiоматика виявиться бiльш природною з фiзичної та iнтуї-

тивної точки зору, в порiвняннi з iснуючими математичними аксiоматизацiями

теорiї вiдносностi, i дозволить вiдмовитись вiд певних не природних з iнтуїтив-

ної точки зору постулатiв, присутнiх в цих аксiоматизацiях.

� Методами теорiї унiверсальних кiнематик дослiджено питання про iснування
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“часових парадоксiв”, пов’язаних з наявнiстю теоретичної можливостi вплинути

на власне минуле при перевищеннi швидкостi свiтла. Дано математично строге

означення понять часозворотностi та часонезворотностi для унiверсальних кi-

нематик. Встановлено достатнi ознаки умовної часозворотностi та безумовної

часонезворотностi для унiверсальних кiнематик. Доведено iснування часонезво-

ротних тахiонових кiнематик в сенсi Е. Рекамi, В. Ольховського та Р. Голдонi, в

яких дозволяється рух тiл та iнерцiйних систем вiдлiку з довiльною швидкiстю,

вiдмiнною вiд швидкостi свiтла.

� Дослiджено властивостi одностайно-поступальних систем вiдлiку у векторних

унiверсальних кiнематиках. Одностайно-поступальнi системи вiдлiку важливи-

ми з теоретичної точки зору тому, що у випадку одностайно-поступального руху

можна дати чiтке i однозначне означення перемiщення, а отже i середньої та

миттєвої швидкостi системи вiдлiку. Встановлено необхiдну i достатню умову

одностайної поступальностi однiєї системи вiдлiку вiдносно iншої у векторнiй

унiверсальнiй кiнематицi.

� Використовуючи метод оснащених просторiв, розвинутий в працях академiка

Ю.М. Березанського та його учнiв, побудовано простiр узагальнених операто-

рiв з обмеженим проекцiйним слiдом над заданим гiльбертовим простором i

встановлено його властивостi.

� Доведено iснування проекцiйного слiду для довiльного узагальненого опера-

тора з обмеженим проекцiйним слiдом над заданим гiльбертовим простором.

Встановлено, що простiр узагальнених операторiв з обмеженим проекцiйним

слiдом вкладається в бiльш широкий банаховий простiр псевдооператорiв. Над

простором псевдооператорiв побудовано групу унiтарних операторiв, пов’язану

з описом еволюцiї багаточастинкових квантових систем.

В майбутньому розпочатi в дисертацiї дослiдження можуть розвиватись в таких на-

прямках:

� Побудова абстрактних кiнематик для iнерцiйних систем вiдлiку. (В рамках

цього напрямку розпочато лише перший етап — дослiдження одностайно-

поступальних систем вiдлiку.)

� Побудова абстрактної процедури продовження кiнематики з iнерцiйних систем

вiдлiку на довiльнi. По аналогiї з теорiєю мiри (коли мiра спочатку задається на

простiших математичних об’єктах — кiльцях чи напiвкiльцях множин, а потiм

продовжується на складнiшi системи множин — 𝜎-алгебри) можна припусти-

ти, що кiнематику зручно спочатку задавати для iнерцiйних систем вiдлiку, а



327

потiм повинна iснувати якась стандартна процедура продовження кiнематики

на довiльнi системи вiдлiку. В результатi такої процедури вихiдна унiверсаль-

на кiнематика ℱ , яка складається лише з попарно iнерцiйно спорiднених си-

стем вiдлiку має вкластись в якесь “вiзуальне розширення” ̃︀ℱ кiнематики ℱ
з бiльшою множиною систем вiдлiку. Враховуючи зауваження 3.139 стосовно

можливостi iснування горизонту видимостi в неiнерцiйних релятивiстських си-

стемах вiдлiку, для побудови такого вiзуального розширення доведеться вийти

за межi поняття унiверсальної кiнематики i ввести якесь бiльш загальне поня-

ття “квазiунiверсальної кiнематики”, в якiй може не виконуватись умова чiткої

видимостi.

� Введення поняття “еволюцiйної границi” унiверсальних кiнематик. Формалiза-

цiя переходу вiд опису еволюцiї дискретно-точкових (класичних та релятивiст-

ських) механiчних систем до опису еволюцiї довiльних (тобто неперервних i

дискретно-неперервних) механiчних систем. В iснуючих на даний час роботах,

пов’язаних iз шостою проблемою Гiльберта, можна знайти досить простi i при-

роднi системи аксiом для формалiзацiї опису законiв динамiки класичних та ре-

лятивiстських дискретно-точкових систем. Коли ж переходити до неперервних

та дискретно-неперервних систем, то аксiоми в iснуючих на даний час роботах

приймають досить громiздкий вигляд, i застосовують громiздкi математичнi

конструкцiї, неприроднi для аксiоматичних теорiй. Тому, основна iдея поля-

гає в тому, що непотрiбно формулювати закони динамiки для неперервних та

дискретно-непервних механiчних систем. Достатньо сформулювати цi закони

лише для дискретно-точкових систем, а на iншi системи цi закони поширити

з допомогою певної (природної для фiзики, але поки-що математично не по-

будованої) процедури “еволюцiйної границi”, коли ми вихiдну систему подумки

розбиваємо на маленькi дiлянки i замiнюємо цi дiлянки на матерiальнi точки,

апроксимуючи вихiдну систему дискретно-точковою.
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Додаток А

Узагальненi перетворення Лоренца в сенсi

E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni

для гiльбертового простору

Той факт, що iснування надсвiтлових швидкостей не суперечить кiнематицi спецi-

альної теорiї вiдносностi на сьогоднi можна вважати загальновiдомим. В роботах

[219, 220] цей факт було обґрунтовано з допомогою математичної логiки. В прикла-

дi 1.148 кiнематика, що дозволяє надсвiтловi трансформацiї була побудована явним

чином за допомогою теорiї мiнливих множин (зазначений приклад, зокрема, було

опублiковано в [93, с. 128, приклад 2.3] та [92, p. 41, example 10.3]). Хоча iснування

тахiонiв не можна вважати експериментально доведеним, теорiя тахiонiв i надсвiтло-

вого руху розвивається вже понад 50 рокiв [53–55], i на даний час є дуже актуальною.

Тахiоновiй тематицi присвячено досить багато публiкацiй в фiзичних та iнших нау-

кових виданнях (див., напр. [56–59, 105–107, 151–157, 219–233]). В початкових дослi-

дженнях в зазначеному напрямку теорiя тахiонiв розглядалась в рамках класичних

перетворень Лоренца, i для систем вiдлiку надсвiтлова швидкiсть була заборонена.

Пiзнiше в роботах E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni [105–107] були запропо-

нованi узагальненi перетворення Лоренца для систем вiдлiку, що рухаються зi швид-

кiстю, бiльшою за швидкiсть свiтла 𝑐 (див. також [56,157]). В роботi [157] можна зна-

йти також бiльш детальну iсторичну iнформацiю стосовно узагальнених перетворень

Лоренца та рiзних їхнiх варiантiв. Iдеї E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni зали-

шаються актуальними i в наш час. Зокрема B. Cox та J. Hill в роботi [58] перевiдкри-

ли формули E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni для узагальнених перетворень

Лоренца i запропонували новий, елегантний, спосiб їх отримання. Зауважимо, що

той факт, що узагальненi перетворення Лоренца, отриманi в [58] не є новими був вiд-

значений в коментарi [226]. Слiд вiдзначити, також, що формули E. Recami, В. Оль-

ховського та R. Goldoni для узагальнених перетворень Лоренца перевiдкривались

також i в роботах Sutherland, та Shepanski [233], С.Ю. Мєдвєдєва [229]. Узагальненi

перетворення Лоренца в сенсi E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni дослiджува-

лись в роботi [57], а деякi можливi наслiдки та застосування зазначених перетворень
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iнших галузях фiзики розглядались, зокрема в роботах [224, 228]. Слiд пiдкреслити,

що в роботах [56–58, 105–107, 229, 233] узагальненi перетворення Лоренца розглядає-

ться лише у випадку, коли обидвi системи вiдлiку рухаються вздовж спiльної осi “𝑥”

в тривимiрному просторi, i не дослiджуються новi перетворення для систем вiдлi-

ку з довiльною орiєнтацiєю осей. В роботi [110] узагальненi перетворення Лоренца в

сенсi E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni були отриманi для систем вiдлiку з

довiльною орiєнтацiєю осей у найбiльш загальному випадку, коли простiр геометри-

чних змiнних є довiльним дiйсним гiльбертовим простором довiльної розмiрностi,

включаючи нескiнченнiсть. В роботi [111] дослiджувались алгебраїчнi властивостi

узагальнених перетворень, введених в [110]. Крiм того, деякi властивостi зазначених

перетворень було встановлено в [86,100].

Цей додаток мiстить результати, пов’язанi з узагальненими перетвореннями

Лоренца в сенсi E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni, опублiкованi в [86, 100,

110, 111], якi необхiднi для побудови математично строгих моделей кiнематики спе-

цiальної теорiї вiдносностi, та її тахiонових розширень.

Слiд зазначити, що в роботах E. Recami та В. Ольховського, а також в роботi [57]

розглядались також варiанти узагальнених перетворень Лоренца, в яких координати

нерухомої системи вiдлiку, ортогональнi до напрямку руху, набувають уявних зна-

чень або ж виходять за межi розмiрностей вихiдного простору геометричних змiн-

них при переходi до рухомої (надсвiтлової) системи вiдлiку. В данiй роботi ми обме-

жуємось розглядом i узагальненням лише того варiанту узагальнених перетворень

Лоренца, який не виводить за межi вихiдного простору геометричних змiнних (саме

такий варiант перетворень було отримано зокрема в роботах [58,107,229]).

А.1. Означення i класифiкацiя узагальнених пере-

творень Лоренца над гiльбертовим простором

А.1.1. Абстрактнi перетворення координат в просторi Мiнков-

ського над гiльбертовим простором та їхнi властивостi. Нехай

(H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — гiльбертовий простiр над полем дiйсних чисел, де ‖·‖ i ⟨·, ·⟩ — норма

i скалярний добуток в просторi H вiдповiдно. Надалi будемо припускати автомати-

чне виконання умови dim (H) > 0. За цiєї умови простiр H мiстить принаймнi один

ненульовий вектор. Позначимо черезℳ (H) гiльбертовий простiр

ℳ (H) := R× H = {(𝑡, 𝑥) | 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ H} ,
оснащений скалярним добутком та нормою, ⟨w1,w2⟩ℳ(H) = 𝑡1𝑡2 + ⟨𝑥1, 𝑥2⟩,
‖w1‖ℳ(H) = 𝑡21 + ‖𝑥1‖2 (w𝑖 = (𝑡𝑖, 𝑥𝑖) ∈ℳ (H) , 𝑖 ∈ {1, 2}). Простiрℳ (H) будемо нази-

вати простором Мiнковського над гiльбертовим простором H. В просторiℳ (H)
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видiлимо наступнi пiдпростори:

H0 = {(𝑡,0) | 𝑡 ∈ R} , H1 = {(0, 𝑥) |𝑥 ∈ H} , (А.1)

де 0 — нульовий вектор. Тодi:

ℳ (H) = H0 ⊕ H1,

де ⊕ означає ортогональну суму пiдпросторiв просторуℳ (H). Пiдпростiр H0 iзомор-

фний полю дiйсних чисел R а пiдпростiр H1 iзоморфний простору H. Отже, простiр H

можна ототожнити з пiдпростором H1 просторуℳ (H). Тобто, простiрℳ (H) можна

вважати розширенням простору H. Тому, надалi будемо використовувати однако-

вi позначення для норми i скалярного добутку в просторах H та ℳ (H) (тобто в

просторiℳ (H) будуть використовуватись позначення ‖·‖, ⟨·, ·⟩, без iндекса “ℳ (H)”

знизу). Позначимо через e0 вектор:

e0 = (1,0) ∈ℳ (H) .

Введемо наступнi ортопроектори на пiдпростори H0 та H1:

̂︀Tw = 𝑡e0 = (𝑡,0) ∈ H0, w = (𝑡, 𝑥) ∈ℳ (H) ;

Xw = (0, 𝑥) ∈ H1, w = (𝑡, 𝑥) ∈ℳ (H)

}︃
(А.2)

(нагадаємо, що оператор 𝑃 ∈ ℒ (H) називається ортопроектором, якщо 𝑃 2 = 𝑃 * =

𝑃 , де 𝑃 * — спряжений оператор до оператора 𝑃 , а через ℒ (H) позначено простiр

лiнiйних неперервних операторiв над H (див, також, пiдроздiл 4.2, стор. 290)). Також

позначимо через 𝒯 наступний лiнiйний оператор

𝒯 (w) = 𝑡 = tm (w) , w = (𝑡, 𝑥) ∈ℳ (H)

зℳ (H) в R. Тодi отримуємо наступну рiвнiсть:

̂︀Tw = 𝒯 (w) e0, w ∈ℳ (H) . (А.3)

Причому, довiльний вектор w ∈ℳ (H) можна єдиним чином подати у виглядi:

w = 𝑡e0 + 𝑥 = 𝒯 (w) e0 + Xw, (А.4)

де 𝑥 = Xw ∈ H1, 𝑡 = 𝒯 (w) ∈ R.

Означення А.1. Оператор 𝑆 ∈ ℒ (ℳ (H)) називається оператором лiнiй-

ного перетворення координат, якщо iснує неперервний обернений оператор

𝑆−1 ∈ ℒ (ℳ (H)) (див. також зноску А.1 внизу).

А.1У випадку, коли вiдображення 𝑆 є лiнiйним або афiнним оператором, що дiє в деякому лiнiйному
просторi ми використовуємо для оберненого вiдображення звичне позначення 𝑆−1 замiсть 𝑆[−1].
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Очевидно, що добуток (композицiя) будь-яких двох операторiв лiнiйного пере-

творення координат є оператором лiнiйного перетворення координат, i що оператор,

обернений до оператора лiнiйного перетворення координат є оператором лiнiйного

перетворення координат. Отже, множина всiх операторiв лiнiйного перетворення

координат утворює групу операторiв в просторiℳ (H).

Означення А.2. Оператор лiнiйного перетворення координат 𝑆 ∈ ℒ (ℳ (H)) будемо

називати v-детермiнованим, якщо 𝒯 (𝑆−1e0) ̸= 0. Вектор 𝒱 (𝑆) = X𝑆−1e0
𝒯 (𝑆−1e0)

∈ H1

будемо називати швидкiстю v-детермiнованого оператора лiнiйного перетворення

координат 𝑆.

Означення А.2 повнiстю вiдповiдає фiзичному розумiнню швидкостi системи вiд-

лiку. Справдi, припустимо, що v-детермiнований оператор лiнiйного перетворення

координат 𝑆 ∈ ℒ (ℳ (H)) вiдображає (часовi i просторовi) координати довiльної то-

чки в нерухомiй системi вiдлiку l в координати цiєї ж точки в iншiй системi вiдлiку l′,

що рухається зi сталою швидкiстю вiдносно системи вiдлiку l. Розглянемо довiльну

нерухому вiдносно системи вiдлiку l′ точку w′𝑡 = 𝑥0 + 𝑡e0 (де 𝑥0 ∈ H1 — фiксований

вектор, а змiнна 𝑡 пробiгає всю дiйсну вiсь R). Тодi точка w′𝑡 в системi вiдлiку l буде

виглядати, як точка w𝑡 = 𝑆−1w′𝑡. Тому, застосовуючи (А.4) отримуємо:

w𝑡 = 𝑆−1𝑥0 + 𝑡𝑆−1e0 = 𝒯
(︀
𝑆−1𝑥0

)︀
e0 + X𝑆−1𝑥0 + 𝑡

(︀
𝒯
(︀
𝑆−1e0

)︀
e0 + X𝑆−1e0

)︀
=

= 𝒯
(︀
𝑆−1 (𝑥0 + 𝑡e0)

)︀
e0 + X𝑆−1 (𝑥0 + 𝑡e0) .

Отже, для довiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ R таких, що 𝑡1 ̸= 𝑡2 маємо:

Xw𝑡2 −Xw𝑡1

𝒯 (w𝑡2)− 𝒯 (w𝑡1)
=

X𝑆−1 (𝑥0 + 𝑡2e0 − (𝑥0 + 𝑡1e0))

𝒯 (𝑆−1 (𝑥0 + 𝑡2e0)− 𝑆−1 (𝑥0 + 𝑡1e0))
= 𝒱 (𝑆) .

Таким чином, довiльна нерухома вiдносно системи вiдлiку l′ точка, рухається вiдно-

сно системи вiдлiку l зi сталою швидкiстю 𝒱 (𝑆).

Довiльний вектор 𝑉 ∈ H1 породжує наступнi пiдпростори в просторi H1.

H1 [𝑉 ] = span {𝑉 } , H1⊥ [𝑉 ] = H1 ⊖ H1 [𝑉 ] = {𝑥 ∈ H1 | ⟨𝑥, 𝑉 ⟩ = 0} ,

де span𝑀 означає лiнiйну оболонку множини 𝑀 ⊆ ℳ (H). Позначимо через X1 [𝑉 ]

та X⊥1 [𝑉 ] ортопроектори на пiдпростори (вiдповiдно) H1 [𝑉 ] та H1⊥ [𝑉 ]:

X1 [𝑉 ] w =

⎧⎨⎩
⟨𝑉,w⟩
‖𝑉 ‖2 𝑉, 𝑉 ̸= 0

0, 𝑉 = 0
(w ∈ℳ (H)) , X⊥1 [𝑉 ] = X−X1 [𝑉 ] . (А.5)

Неважко переконатись, що для довiльного 𝑉 ∈ H1 справедливi такi рiвностi:
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̂︀T + X = I;̂︀T + X1 [𝑉 ] + X⊥1 [𝑉 ] = I;̂︀TX = X̂︀T = O;̂︀TX1 [𝑉 ] = X1 [𝑉 ] ̂︀T = O;

XX1 [𝑉 ] = X1 [𝑉 ]X = X1 [𝑉 ] ;

X1 [𝜆𝑉 ] = X1 [𝑉 ] ;

X1 [𝑉 ] + X⊥1 [𝑉 ] = X;

X1 [𝑉 ]X⊥1 [𝑉 ] = X⊥1 [𝑉 ]X1 [𝑉 ] = O;̂︀TX⊥1 [𝑉 ] = X⊥1 [𝑉 ] ̂︀T = O;

XX⊥1 [𝑉 ] = X⊥1 [𝑉 ]X = X⊥1 [𝑉 ] ,

X⊥1 [𝜆𝑉 ] = X⊥1 [𝑉 ] (∀𝜆 ∈ R ∖ {0}),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(А.6)

де I = Iℳ(H) i O — одиничний та нульовий оператор в просторi ℒ (ℳ (H)) вiдповiдно:

Iw = Iℳ(H)w = w; Ow = 0 (∀w ∈ℳ (H)) .

Лема А.3. Нехай оператор лiнiйного перетворення координат 𝑆 ∈ ℒ (ℳ (H)) є

таким, що обидва оператори 𝑆 та 𝑆−1 є v-детермiнованими. Тодi 𝑆 є бiєкцiєю мiж

пiдпросторами H0⊕H1 [𝒱 (𝑆)] та H0⊕H1 [𝒱 (𝑆−1)]. При цьому для довiльного вектора

w = 𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝑆) ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆)] справедлива наступна рiвнiсть:

𝑆 (𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝑆)) = 𝛼𝑆
(︀
(𝑡− 𝜆𝛽𝑆) e0 + (𝑡− 𝜆)𝒱

(︀
𝑆−1

)︀)︀
(∀𝑡, 𝜆 ∈ R),

де 𝛼𝑆 = 𝒯 (𝑆e0) , 𝛽𝑆 = 1− 1

𝒯 (𝑆e0) 𝒯 (𝑆−1e0)
= 1− 1

𝛼𝑆𝛼𝑆−1

.

Доведення. Нехай 𝑆, 𝑆−1 є v-детермiнованими операторами лiнiйного перетворення

координат. Тодi за означенням А.2, використовуючи рiвностi (А.3), (А.6), для довiль-

них 𝑡, 𝜆 ∈ R отримуємо:

𝑆 (𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝑆)) = 𝑡𝑆e0 + 𝜆𝑆𝒱 (𝑆) = 𝑡𝑆e0 + 𝜆𝑆
X𝑆−1e0
𝒯 (𝑆−1e0)

=

= 𝑡𝑆e0 +
𝜆

𝒯 (𝑆−1e0)
𝑆
(︀
𝑆−1e0 − 𝒯

(︀
𝑆−1e0

)︀
e0
)︀

=

= 𝑡𝑆e0 +
𝜆

𝒯 (𝑆−1e0)

(︀
e0 − 𝒯

(︀
𝑆−1e0

)︀
𝑆e0
)︀

= (𝑡− 𝜆)𝑆e0 +
𝜆

𝒯 (𝑆−1e0)
e0 =

= (𝑡− 𝜆) (𝒯 (𝑆e0) e0 + X𝑆e0) +
𝜆

𝒯 (𝑆−1e0)
e0 =

= (𝑡− 𝜆) 𝒯 (𝑆e0)

(︂
e0 +

X𝑆e0
𝒯 (𝑆e0)

)︂
+

𝜆

𝒯 (𝑆−1e0)
e0 =

= 𝒯 (𝑆e0)

(︂(︂
𝑡− 𝜆

(︂
1− 1

𝒯 (𝑆e0) 𝒯 (𝑆−1e0)

)︂)︂
e0 + (𝑡− 𝜆)𝒱

(︀
𝑆−1

)︀)︂
=

= 𝛼𝑆
(︀
(𝑡− 𝜆𝛽𝑆) e0 + (𝑡− 𝜆)𝒱

(︀
𝑆−1

)︀)︀
.

Отже, оператор 𝑆 переводить пiдпростiр H0⊕H1 [𝒱 (𝑆)] в пiдпростiр H0⊕H1 [𝒱 (𝑆−1)].
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У випадку, коли 𝒱 (𝑆) ̸= 0, пiдпростiр H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆)] є двовимiрним

(dim (H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆)]) = 2). I оскiльки 𝑆 є бiєкцiєю на ℳ (H), розмiрнiсть образу

𝑆 (H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆)]) ⊆ H0⊕H1 [𝒱 (𝑆−1)] також мусить дорiвнювати 2. Отже, враховую-

чи, що dim (H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆−1)]) ≤ 2, отримуємо 𝑆 (H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆)]) = H0⊕H1 [𝒱 (𝑆−1)] i

dim (H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆−1)]) = 2. Таким чином, у випадку 𝒱 (𝑆) ̸= 0, лему доведено.

Вище було доведено, що коли 𝒱 (𝑆) ̸= 0, то dim (H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆−1)]) = 2. Отже,

якщо 𝒱 (𝑆) ̸= 0, то 𝒱 (𝑆−1) ̸= 0. Навпаки, якщо 𝒱 (𝑆−1) ̸= 0, то 𝒱 (𝑆) = 𝒱
(︁

(𝑆−1)
−1
)︁
̸=

0. Отже, у випадку 𝒱 (𝑆) = 0, маємо рiвнiсть 𝒱 (𝑆−1) = 0. Тому, у цьому випадку H0⊕
H1 [𝒱 (𝑆)] = H0⊕H1 [𝒱 (𝑆−1)] = H0. Отже, одновимiрний пiдпростiр H0 є iнварiантним

вiдносно оператора 𝑆. I оскiльки 𝑆 є бiєктивним лiнiйним вiдображенням, отримуємо

рiвнiсть 𝑆 (H0) = H0. Звiдси, 𝑆 (H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆)]) = H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝑆−1)]. Таким чином, у

випадку 𝒱 (𝑆) = 0 лему також доведено.

А.1.2. Загальна група Лоренца в гiльбертовому просторi Всюди

в данiй роботi число 𝑐 означає фiксовану додатну дiйсну константу, яка має фiзичний

змiст швидкостi свiтла в вакуумi. Позначимо через M𝑐 (·) псевдо-метрику Лоренца-

Мiнковського на просторiℳ (H):

M𝑐 (w) = ‖Xw‖2 − 𝑐2𝒯 2 (w) , w ∈ℳ (H) . (А.7)

псевдо-метрика (А.7) породжується наступним квазiскалярним добутком:

⟨⟨w1,w2⟩⟩𝑐 = ⟨Xw1,Xw2⟩ − 𝑐2𝒯 (w1) 𝒯 (w2) , w1,w2 ∈ℳ (H) (А.8)

M𝑐 (w) = ⟨⟨w,w⟩⟩𝑐 , w ∈ℳ (H) . (А.9)

Квазiскалярний добуток ⟨⟨w1,w2⟩⟩𝑐 (w1,w2 ∈ ℳ (H)) є бiлiнiйною формою вiдносно

змiнних w1,w2. Тому, для довiльних w1,w2 ∈ℳ (H) справедлива наступна рiвнiсть:

⟨⟨w1,w2⟩⟩𝑐 =
1

2
(M𝑐 (w1 + w2)−M𝑐 (w1)−M𝑐 (w2)) . (А.10)

Позначення А.4. Позначимо через O (H, 𝑐) множину всiх операторiв лiнiйного

перетворення координат над ℳ (H), що залишають незмiнними значення фун-

кцiоналу (А.7), тобто множину всiх операторiв лiнiйного перетворення координат

𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) таких, що:

M𝑐 (𝐿w) = M𝑐 (w) (∀w ∈ℳ (H)) . (А.11)

З рiвностi (А.10) випливає, що довiльний оператор 𝐿 ∈ O (H, 𝑐) залишає незмiн-
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ними значення квазiскалярного добутку (А.8):

⟨⟨𝐿w1, 𝐿w2⟩⟩𝑐 = ⟨⟨w1,w2⟩⟩𝑐 , w1,w2 ∈ℳ (H) (А.12)

Легко перевiрити, що добуток (композицiя) будь-яких двох операторiв з O (H, 𝑐)

належить до O (H, 𝑐), i що оператор, обернений до оператора з O (H, 𝑐) також нале-

жить до O (H, 𝑐). Отже, справедливе наступне твердження:

Твердження А.5. Множина O (H, 𝑐) є групою операторiв над просторомℳ (H).

Вiдповiдно до [99] групу O (H, 𝑐) будемо називати загальною групою Лоренца

над простором ℳ (H). Зауважимо, що узагальнення класичної групи Лоренца на

випадок дiйсного гiльбертового простору дослiджувалось в роботах [234–236]. В за-

значених роботах було запропоновано дещо iнший (але логiчно еквiвалентний на-

шому) пiдхiд до визначення групи Лоренца над гiльбертовим простором. А саме, в

цих роботах часова розмiрнiсть не “долучається” до заданого гiльбертового простору

H (шляхом утворення простору ℳ (H)), а вибирається в просторi H довiльним чи-

ном. Тому остання конструкцiя є коректною лише за умови dim (H) ≥ 2. В нашому

пiдходi ми, очевидно, не потребуємо накладання останньої умови.

Твердження А.6. Будь-яке загальне перетворення Лоренца 𝐿 ∈ O (H, 𝑐) є v-

детермiнованим, причому ‖𝒱 (𝐿)‖ < 𝑐.

Доведення. Справдi, згiдно з формулою (А.7), маємо:

M𝑐 (e0) = ‖Xe0‖2 − 𝑐2𝒯 2 (e0) = 0− 𝑐2 · 1 = −𝑐2.
Як було зазначено вище, 𝐿−1 ∈ O (H, 𝑐) (для довiльного 𝐿 ∈ O (H, 𝑐)). Отже, згiдно

з (А.11), отримуємо: −𝑐2 = M𝑐 (e0) = M𝑐 (𝐿−1e0) = ‖X𝐿−1e0‖2 − 𝑐2𝒯 2 (𝐿−1e0). Звiдси,

|𝒯 (𝐿−1e0)| = 1
𝑐

√︁
‖X𝐿−1e0‖2 + 𝑐2 > 0. Таким чином, оператор лiнiйного перетворення

координат 𝐿 є v-детермiнованим, причому:

‖𝒱 (𝐿)‖ =
‖X𝐿−1e0‖
|𝒯 (𝐿−1e0)|

= 𝑐
‖X𝐿−1e0‖√︁
‖X𝐿−1e0‖2 + 𝑐2

< 𝑐.

Мета наступного твердження — видiлити певнi, характеристичнi, властивостi за-

гальних перетворень Лоренца, якi можуть служити основою для iншого означення

загальної групи Лоренца, i якi стануть мотивацiєю для визначення множини уза-

гальнених перетворень Лоренца, в рамках якої дозволяється iснування надсвiтлових

швидкостей для систем вiдлiку.

Твердження А.7. Оператор лiнiйного перетворення координат 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) на-

лежить до групи O (H, 𝑐) тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

1. Обидва оператори лiнiйного перетворення координат 𝐿 та 𝐿−1 є v-

детермiнованими;
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2. M𝑐 (𝐿w) = M𝑐 (w) (∀w ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)]);

3. Якщо ̂︀Tw = X1 [𝒱 (𝐿)] w = 0, то ̂︀T𝐿w = X1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿w = 0 (∀w ∈ℳ (H));

4.
⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⃦⃦
=
⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿w

⃦⃦
, (∀w ∈ℳ (H)).

Доведення. 1. Нехай 𝐿 ∈ O (H, 𝑐).

1.1. Згiдно з твердженням А.6, оператор 𝐿 є v-детермiнованим. Оскiльки

O (H, 𝑐) є групою операторiв, то 𝐿−1 ∈ O (H, 𝑐), а тому оператор 𝐿−1 також є v-

детермiнованим.

1.2. Виконання другої умови даного твердження випливає з рiвностi (А.11).

1.3. Нехай, w ∈ ℳ (H) i ̂︀Tw = X1 [𝒱 (𝐿)] w = 0. Тодi для довiльного вектора

𝑤𝑡,𝜆 = 𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿) ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)] маємо:

⟨⟨𝑤𝑡,𝜆,w⟩⟩𝑐 = ⟨X𝑤𝑡,𝜆,Xw⟩ − 𝑐2𝒯 (𝑤𝑡,𝜆) 𝒯 (w) = 𝜆 ⟨𝒱 (𝐿) ,Xw⟩ − 𝑐2𝑡
⟨̂︀Tw, e0

⟩
=

= 𝜆 ⟨𝒱 (𝐿) ,Xw⟩ = 𝜆 ⟨X𝒱 (𝐿) ,w⟩ = 𝜆 ⟨𝒱 (𝐿) ,w⟩ = 0

Тому, згiдно з рiвнiстю (А.12), маємо: ⟨⟨𝐿𝑤𝑡,𝜆, 𝐿w⟩⟩𝑐 = 0 (∀𝑡, 𝜆 ∈ R). Отже, застосо-

вуючи лему А.3, отримуємо:

⟨⟨𝛼𝐿 ((𝑡− 𝜆𝛽𝐿) e0 + (𝑡− 𝜆)𝒱 (𝐿−1)) , 𝐿w⟩⟩𝑐 = 0 (∀𝑡, 𝜆 ∈ R) ,

де (оскiльки оператори 𝐿,𝐿−1 є v-детермiнованими) 𝛼𝐿 = 𝒯 (𝐿e0) ̸= 0, 𝛼𝐿−1 ̸= 0,

𝛽𝐿 = 1 − 1
𝛼𝐿𝛼𝐿−1

̸= 1. Оскiльки 𝛽𝐿 ̸= 1, то множина пар {(𝑡− 𝜆𝛽𝐿, 𝑡− 𝜆) | 𝑡, 𝜆 ∈ R}
збiгається з R2. Тому, враховуючи, що 𝛼𝐿 ̸= 0, дiстаємо:

⟨⟨𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿−1) , 𝐿w⟩⟩𝑐 = 0 (∀𝑡, 𝜆 ∈ R) .

Зокрема при 𝑡1 = − 1
𝑐2
, 𝜆1 = 0 i 𝑡2 = 0, 𝜆2 = 1 отримуємо:

0 =

⟨⟨
− 1

𝑐2
e0, 𝐿w

⟩⟩
𝑐

= −𝑐2𝒯
(︂
− 1

𝑐2
e0

)︂
𝒯 (𝐿w) = 𝒯 (𝐿w) ;

̂︀T𝐿w = 𝒯 (𝐿w) e0 = 0; (А.13)

0 =
⟨︀⟨︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀
, 𝐿w

⟩︀⟩︀
𝑐

=
⟨︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀
, 𝐿w

⟩︀
;

X1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿w =

⎧⎨⎩
⟨𝒱(𝐿−1),𝐿w⟩
‖𝒱(𝐿−1)‖2 𝒱 (𝐿−1) , 𝒱 (𝐿−1) ̸= 0

0, 𝒱 (𝐿−1) = 0

⎫⎬⎭ = 0. (А.14)

Таким чином, згiдно з формулами (А.13), (А.14), маємо ̂︀T𝐿w = X1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿w = 0.

1.4. Нехай, w ∈ℳ (H). Тодi, застосовуючи (А.12) i (А.6) отримуємо:⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⃦⃦2
=
⟨︀⟨︀
X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩︀⟩︀
𝑐

=

=
⟨︀⟨︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, 𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩︀⟩︀
𝑐

=

=
⟨⟨(︁̂︀T + X1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
+ X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀)︁
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, 𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩⟩
𝑐

=

=
⟨⟨̂︀T𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, 𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩⟩
𝑐
+
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+
⟨︀⟨︀
X1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, 𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩︀⟩︀
𝑐
+

+
⟨︀⟨︀
X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, 𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩︀⟩︀
𝑐
. (А.15)

Вiдповiдно до (А.6), маємо ̂︀TX⊥1 [𝒱 (𝐿)] w = X1 [𝒱 (𝐿)]X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w = 0. Тому,

використовуючи попереднiй пункт 1.3, приходимо до рiвностi ̂︀T𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w =

X1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w = 0. Отже, за формулою (А.15), отримуємо:⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⃦⃦2
=
⟨︀⟨︀
X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, 𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩︀⟩︀
𝑐

=

=
⟨︀
X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, 𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩︀
=

=
⟨︀
X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w, X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⟩︀
=

=
⃦⃦
X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⃦⃦2
. (А.16)

Використовуючи спiввiдношення (А.6), отримуємо рiвнiсть,

𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w = 𝐿
(︁

w − ̂︀Tw −X1 [𝒱 (𝐿)] w
)︁

= 𝐿w − 𝐿𝑤,

де 𝑤 = ̂︀Tw+X1 [𝒱 (𝐿)] w ∈ H0⊕H1 [𝒱 (𝐿)]. За лемою А.3, маємо, 𝐿𝑤 ∈ H0⊕H1 [𝒱 (𝐿−1)].

Тому, згiдно з формулами (А.6), одержуємо:

X⊥1
[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿𝑤 = X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀ (︁̂︀T + X1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀)︁
𝐿𝑤 = 0;

X⊥1
[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w = X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
(𝐿w − 𝐿𝑤) = X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿w.

Отже, застосовуючи (А.16), маємо,
⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⃦⃦2
=

⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿w

⃦⃦2
(w ∈ℳ (H)). Таким чином, умови 1-4 даного твердження виконуються для до-

вiльного оператора лiнiйного перетворення координат 𝐿 ∈ O (H, 𝑐).

2. Навпаки, припустимо, що оператор лiнiйного перетворення координат 𝐿 ∈
ℒ (ℳ (H)) задовольняє умови 1-4. Розглянемо довiльний вектор w ∈ ℳ (H). Вектор

w можна подати у виглядi:

w = w1 + w2, де

w1 = 𝒯 (w) e0 + X1 [𝒱 (𝐿)] w ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)] ,

w2 = X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w ∈ H1⊥ [𝒱 (𝐿)] .

}︃
(А.17)

З формул (А.17) i (А.6) випливає рiвнiсть, ̂︀Tw2 = X1 [𝒱 (𝐿)] w2 = 0. Отже, викори-

стовуючи умову 3, маємо:

̂︀T𝐿w2 = X1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿w2 = 0. Звiдси: (А.18)

M𝑐 (𝐿w) = M𝑐 (𝐿w1 + 𝐿w2) = ‖X𝐿w1 + X𝐿w2‖2 − 𝑐2 (𝒯 (𝐿w1) + 𝒯 (𝐿w2))
2 =

=
⃦⃦⃦
X𝐿w1 + X𝐿w2 + ̂︀T𝐿w2

⃦⃦⃦2
− 𝑐2 (𝒯 (𝐿w1) + 0)2 =

= ‖X𝐿w1 + 𝐿w2‖2 − 𝑐2𝒯 2 (𝐿w1) . (А.19)
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Оскiльки w1 ∈ H0⊕H1 [𝒱 (𝐿)], то, за лемою А.3, маємо 𝐿w1 ∈ H0⊕H1 [𝒱 (𝐿−1)]. Отже,

згiдно з (А.18), отримуємо:

⟨X𝐿w1, 𝐿w2⟩ = ⟨𝐿w1,X𝐿w2⟩ =
⟨
𝐿w1,

(︁̂︀T + X
)︁
𝐿w2

⟩
=

= ⟨𝐿w1, 𝐿w2⟩ =
⟨(︁̂︀T + X1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀)︁
𝐿w1, 𝐿w2

⟩
=

=
⟨
𝐿w1,

(︁̂︀T + X1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀)︁
𝐿w2

⟩
= 0.

Таким чином, ‖X𝐿w1 + 𝐿w2‖2 = ‖X𝐿w1‖2 + ‖𝐿w2‖2. I, використовуючи рiвностi

(А.19),(А.18), умови 2,4, враховуючи, що w1 ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)] дiстаємо:

M𝑐 (𝐿w) = M𝑐 (𝐿w1) + ‖𝐿w2‖2 =

= M𝑐 (𝐿w1) +
⃦⃦
X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿w2

⃦⃦2
= M𝑐 (w1) +

⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w2

⃦⃦2
=

= M𝑐 (𝒯 (w) e0 + X1 [𝒱 (𝐿)] w) +
⃦⃦⃦(︀

X⊥1 [𝒱 (𝐿)]
)︀2

w
⃦⃦⃦2

=

= ‖X1 [𝒱 (𝐿)] w‖2 − 𝑐2𝒯 2 (w) +
⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⃦⃦2
= M𝑐 (w) (∀w ∈ℳ (H)) .

Звiдси маємо, 𝐿 ∈ O (H, 𝑐).

А.1.3. Узагальненi перетворення Лоренца для скiнченних

швидкостей

Позначення А.8. Позначимо через OTf in (H, 𝑐) множину операторiв лiнiйного пе-

ретворення координат 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)), що задовольняють наступнi умови:

1′. Обидва оператори перетворення координат 𝐿 та 𝐿−1 є v-детермiнованими;

2′. (M𝑐 (𝐿w))2 = (M𝑐 (w))2 (∀w ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)]);

3′. Якщо ̂︀Tw = X1 [𝒱 (𝐿)] w = 0, то ̂︀T𝐿w = X1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿w = 0 (∀w ∈ℳ (H));

4′.
⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿)] w

⃦⃦
=
⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿w

⃦⃦
, (∀w ∈ℳ (H)).

Порiвняно з умовами 1-4 твердження А.7, лише умова 2 зазнала змiн. Очевидно,

що з умови 2 твердження А.7 випливає умова 2′. Тому:

O (H, 𝑐) ⊆ OTf in (H, 𝑐) . (А.20)

Як буде показано далi в теоремi А.9, ця невеличка модифiкацiя другої умови при-

водить до можливостi надсвiтлової швидкостi системи вiдлiку (тобто до можливостi

‖𝒱 (𝐿)‖ > 𝑐 для 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐)). Це означає, що включення, обернене до (А.20) не

може мати мiсця. Отже, зазначене включення, насправдi, є строгим.
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З умови 3′ випливає, що для довiльного оператора 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐) має мiсце

спiввiдношення:

𝐿 (H1⊥ [𝒱 (𝐿)]) ⊆ H1⊥
[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
. (А.21)

Справдi, для довiльного вектора w ∈ H1⊥ [𝒱 (𝐿)] маємо, ̂︀Tw = X1 [𝒱 (𝐿)] w = 0.

Тому, згiдно з умовою 3′, отримуємо, ̂︀T𝐿w = X1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿w = 0. Отже, вико-

ристовуючи рiвностi (А.6), маємо, 𝐿w =
(︁̂︀T + X1 [𝒱 (𝐿−1)] + X⊥1 [𝒱 (𝐿−1)]

)︁
𝐿w =

X⊥1 [𝒱 (𝐿−1)]𝐿w ∈ H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)].

Позначимо через U (H1) множину всiх унiтарних операторiв на пiдпросторi H1,

тобто множину всiх лiнiйних операторiв 𝐽 ∈ ℒ (H1) таких, що ‖𝐽𝑥‖ = ‖𝑥‖ (∀𝑥 ∈ H1)

i 𝐽H1 = H1. Для довiльного оператора 𝐽 ∈ U (H1) введемо оператор ̃︀𝐽 ∈ ℒ (ℳ (H)) за

наступною формулою:

̃︀𝐽w := ̂︀Tw + 𝐽Xw = 𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw, w ∈ℳ (H) . (А.22)

Iз (А.22) випливає, що:

∀𝐽 ∈ U (H1) ̃︀𝐽 ∈ U (ℳ (H)) , (А.23)

де U (ℳ (H)) — множина всiх унiтарних операторiв на просторiℳ (H).

Теорема А.9. Оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) належить до класу OTf in (H, 𝑐) тодi i тiль-

ки тодi, коли iснують число 𝑠 ∈ {−1, 1}, вектор 𝑉 ∈ H1, ‖𝑉 ‖ ≠ 𝑐 i оператор

𝐽 ∈ U (H1) такi, що для довiльного вектора w ∈ ℳ (H) вектор 𝐿w можна подати

за формулою:

𝐿w =
𝑠
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ e0 + 𝐽

⎛⎜⎜⎝𝑠 (𝒯 (w)𝑉 −X1 [𝑉 ] w)√︂⃒⃒⃒
1− ‖𝑉 ‖

2

𝑐2

⃒⃒⃒ + X⊥1 [𝑉 ] w

⎞⎟⎟⎠ , (А.24)

при цьому, 𝒱 (𝐿) = 𝑉 .

Зауважимо, що простiр R𝑑 (𝑑 ∈ N) можна вважати гiльбертовим простором зi

скалярним добутком ⟨𝑥,𝑦⟩ =
∑︀𝑑

𝑗=1 𝑥𝑗𝑦𝑗 (𝑥 = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑, 𝑦 = (𝑦1, · · · , 𝑦𝑑) ∈ R𝑑).

У частинному випадку H = R3, ℳ (H) = R × R3 = R4, 𝑉 = (0, 𝑣, 0, 0) (де 𝑣 ∈ R,
|𝑣| > 𝑐), i 𝐽 (0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,−𝑥, 𝑦, 𝑧) (𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R), з формули (А.24) (див. теорему А.9)

отримуємо узагальненi перетворення Лоренца в сенсi E. Recami, В. Ольховського та

R. Goldoni (див., наприклад, [107, формула (1)], [57, формула (12)] та [58, формули

(3.17)–(3.18)]). При накладаннi додаткових умов ‖𝑉 ‖ < 𝑐, dim (H) = 3, 𝑠 = 1 формула

(А.24) є еквiвалентною формулi (2.28б) з [167, ст. 37]. Отже, в цьому випадку формула
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(А.24) дає класичнi перетворення Лоренца для iнерцiйних систем вiдлiку в найбiльш

загальнiй формi запису, з довiльною орiєнтацiєю осей координат.

Для доведення теореми А.9 знадобиться наступна лема.

Лема А.10. Нехай для оператора 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) iснують число 𝑠 ∈ {−1, 1}, вектор
𝑉 ∈ H1, ‖𝑉 ‖ ̸= 𝑐 i оператор 𝐽 ∈ U (H1) такi, що для довiльного w ∈ ℳ (H) вектор

𝐿w подається за формулою (А.24). Тодi 𝐿 є оператором лiнiйного перетворення

координат. При цьому:

𝐿−1 = L0 [sign (𝑐− ‖𝑉 ‖) 𝑠, 𝑉 ]̃︂𝐽−1, де

L0 [𝑠, 𝑉 ] w =
𝑠
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ e0 +
𝑠 (𝒯 (w)𝑉 −X1 [𝑉 ] w)√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ + X⊥1 [𝑉 ] w (А.25)

i оператор ̃︂𝐽−1 визначається за формулою (А.22).

Доведення. Нехай, оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) задовольняє умови леми. Доведемо, що

iснує обернений оператор 𝐿−1. За формулою (А.24), 𝐿 можна подати у виглядi:

𝐿 = ̃︀𝐽L0 [𝑠, 𝑉 ] ,

де, згiдно з (А.23), оператор ̃︀𝐽 є унiтарним надℳ (H), при цьому легко бачити, що

̃︀𝐽−1 = ̃︂𝐽−1. (А.26)

Отже, достатньо довести, що обернений оператор iснує для оператора L0 [𝑠, 𝑉 ], при-

чому лему буде доведено, якщо ми зможемо довести рiвнiсть:

L0 [𝑠, 𝑉 ]L0 [sign (𝑐− ‖𝑉 ‖) 𝑠, 𝑉 ] = I (А.27)

(оскiльки тодi рiвнiсть L0 [sign (𝑐− ‖𝑉 ‖) 𝑠, 𝑉 ]L0 [𝑠, 𝑉 ] = I буде випливати з рiв-

ностi (А.27), якщо замiсть оператора L0 [𝑠, 𝑉 ] пiдставити оператор L0 [𝑠′, 𝑉 ], де

𝑠′ = sign (𝑐− ‖𝑉 ‖) 𝑠).
У випадку 𝑉 = 0, використовуючи (А.25) та (А.5), отримуємо:

L0 [𝑠, 𝑉 ] w = 𝑠𝒯 (w) e0 + X⊥1 [𝑉 ] w = 𝑠𝒯 (w) e0 + Xw,

при цьому sign (𝑐− ‖𝑉 ‖) = sign (𝑐− 0) = 1. Отже, в цьому випадку справедливiсть

рiвностi (А.27) не викликає сумнiвiв. Тому, надалi вважатимемо, що 𝑉 ̸= 0.

Використовуючи (А.25) i (А.5) для w ∈ℳ (H) одержуємо:

L0 [𝑠, 𝑉 ] w =
𝑠
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ e0 +
𝑠
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩‖𝑉 ‖2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ 𝑉 + X⊥1 [𝑉 ] w. (А.28)
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Позначимо, 𝑠′ := sign (𝑐− ‖𝑉 ‖) 𝑠. Тодi для довiльного w ∈ℳ (H) маємо:

L0 [𝑠, 𝑉 ]L0 [sign (𝑐− ‖𝑉 ‖) 𝑠, 𝑉 ] w = L0 [𝑠, 𝑉 ] ̃︀w, де ̃︀w = L0 [𝑠′, 𝑉 ] w. (А.29)

Використовуючи (А.28), отримуємо:

𝒯 (̃︀w) = 𝒯 (L0 [𝑠′, 𝑉 ] w) =
𝑠′
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ ;

⟨𝑉, ̃︀w⟩ =
𝑠′
(︀
𝒯 (w) ‖𝑉 ‖2 − ⟨𝑉,w⟩

)︀√︂⃒⃒⃒
1− ‖𝑉 ‖

2

𝑐2

⃒⃒⃒ ;

X⊥1 [𝑉 ] ̃︀w = X⊥1 [𝑉 ] w.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(А.30)

Далi, застосовуючи рiвнiсть (А.28) до вектора ̃︀w i використовуючи (А.30), дiстаємо:

L0 [𝑠, 𝑉 ] ̃︀w =
𝑠
(︁
𝒯 (̃︀w)− ⟨𝑉,̃︀w⟩

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ e0 +
𝑠
(︁
𝒯 (̃︀w)− ⟨𝑉,̃︀w⟩‖𝑉 ‖2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ 𝑉 + X⊥1 [𝑉 ] ̃︀w =

=
𝑠
(︁
𝑠′
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁
− 𝑠′

(︁
𝒯 (w) ‖𝑉 ‖

2

𝑐2
− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁)︁
⃒⃒⃒
1− ‖𝑉 ‖

2

𝑐2

⃒⃒⃒ e0+

+
𝑠
(︁
𝑠′
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁
− 𝑠′

(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩‖𝑉 ‖2

)︁)︁
⃒⃒⃒
1− ‖𝑉 ‖

2

𝑐2

⃒⃒⃒ 𝑉 + X⊥1 [𝑉 ] w = w.

Звiдси, використовуючи (А.29), отримуємо (А.27).

Доведення теореми А.9. I. Нехай 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐). Тодi 𝐿 є оператором лiнiйного

перетворення координат, що задовольняє умови 1′–4′. Покладемо:

𝑉 := 𝒱 (𝐿) . (А.31)

Спочатку доведемо формулу (А.24) у випадку 𝑉 ̸= 0. Використовуючи рiвно-

стi (А.6),(А.3) i (А.5), для довiльного w ∈ℳ (H) маємо:

𝐿w = 𝐿
(︁̂︀T + X1 [𝑉 ] + X⊥1 [𝑉 ]

)︁
w = 𝐿 (𝒯 (w) e0 + X1 [𝑉 ] w) + 𝐿X⊥1 [𝑉 ] w =

= 𝐿

(︂
𝒯 (w) e0 +

⟨𝑉,w⟩
‖𝑉 ‖2

𝑉

)︂
+ 𝐿X⊥1 [𝑉 ] w.
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Звiдси, використовуючи лему А.3, отримуємо

𝐿w = 𝛼𝐿

(︂(︂
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

‖𝑉 ‖2
𝛽𝐿

)︂
e0 +

(︂
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

‖𝑉 ‖2

)︂
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀)︂
+

+ 𝐿X⊥1 [𝑉 ] w (w ∈ℳ (H)) (А.32)

На пiдпросторi H1⊥ [𝑉 ] = H1⊥ [𝒱 (𝐿)] визначимо лiнiйний оператор 𝐽1:

𝐽1𝑥 := 𝐿𝑥 (𝑥 ∈ H1⊥ [𝑉 ]) . (А.33)

Вiдповiдно до формули (А.21), оператор 𝐽1 переводить пiдпростiр H1⊥ [𝑉 ] в пiд-

простiр H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)]. Використовуючи формулу (А.21) i умову 4′, для довiльного

𝑥 ∈ H1⊥ [𝑉 ] отримуємо:

‖𝐽1𝑥‖ = ‖𝐿𝑥‖ =
⃦⃦
X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿𝑥
⃦⃦

=
⃦⃦
X⊥1 [𝒱 (𝐿)]𝑥

⃦⃦
=
⃦⃦
X⊥1 [𝑉 ]𝑥

⃦⃦
= ‖𝑥‖ . (А.34)

Отже, 𝐽1 — iзометричний оператор, що дiє з пiдпростору H1⊥ [𝑉 ] в пiдпростiр

H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)]. Доведемо, що 𝐽1 є унiтарним опер. з H1⊥ [𝑉 ] в H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)], тобто що

𝐽1H1⊥ [𝑉 ] = H1⊥
[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
. (А.35)

Розглянемо довiльний вектор 𝑦 ∈ H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)]. Оскiльки 𝐿 є оператором лiнiйного

перетворення координат, то iснує вектор 𝑥 = 𝐿−1𝑦. Використовуючи рiвностi (А.6),

вектор 𝑥 можна подати у виглядi:

𝑥 =
(︁̂︀T + X1 [𝑉 ]

)︁
𝑥+ X⊥1 [𝑉 ]𝑥, (А.36)

де
(︁̂︀T + X1 [𝑉 ]

)︁
𝑥 ∈ H1 ⊕ H1 [𝑉 ] = H1 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)], X⊥1 [𝑉 ]𝑥 ∈ H1⊥ [𝑉 ]. Звiдси, 𝐿𝑥 =

𝐿
(︁̂︀T + X1 [𝑉 ]

)︁
𝑥+ 𝐿X⊥1 [𝑉 ]𝑥. Отже:

𝐿
(︁̂︀T + X1 [𝑉 ]

)︁
𝑥+ 𝐿X⊥1 [𝑉 ]𝑥 = 𝐿𝑥 = 𝐿𝐿−1𝑦 = 𝑦 ∈ H1⊥

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
. (А.37)

де, за лемою А.3 i формулою (А.21):

𝐿
(︁̂︀T + X1 [𝑉 ]

)︁
𝑥 ∈ H0 ⊕ H1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
; 𝐿X⊥1 [𝑉 ]𝑥 ∈ H1⊥

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
. (А.38)

Оскiльки H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿−1)] ⊕ H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)] = ℳ (H), то, використовуючи рiвностi

(А.37),(А.38) приходимо до висновку, що:

𝐿X⊥1 [𝑉 ]𝑥 = 𝑦, i 𝐿
(︁̂︀T + X1 [𝑉 ]

)︁
𝑥 = 0.

Оскiльки 𝐿 є оператором лiнiйного перетворення координат, то з рiвностi
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𝐿
(︁̂︀T + X1 [𝑉 ]

)︁
𝑥 = 0 випливає, що

(︁̂︀T + X1 [𝑉 ]
)︁
𝑥 = 0. Отже, згiдно з (А.36), маємо,

𝑥 = X⊥1 [𝑉 ]𝑥 ∈ H1⊥ [𝑉 ]. А за означенням оператора 𝐽1, отримуємо, 𝐽1𝑥 = 𝐿𝑥 = 𝑦.

Отже, для будь-якого вектора 𝑦 ∈ H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)] iснує елемент 𝑥 ∈ H1⊥ [𝑉 ] такий, що

𝐽1𝑥 = 𝑦. Тому, оператор 𝐽1 : H1⊥ [𝑉 ]→ H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)] справдi є унiтарним мiж просто-

рами H1⊥ [𝑉 ] i H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)]. Використовуючи оператор 𝐽1 можна записати рiвнiсть:

𝐿X⊥1 [𝑉 ] w = 𝐽1X
⊥
1 [𝑉 ] w, w ∈ℳ (H) . (А.39)

Застосовуючи лему А.3, для довiльних 𝑡, 𝜆 ∈ R маємо:

𝐿 (𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿)) = 𝛼𝐿
(︀
(𝑡− 𝜆𝛽𝐿) e0 + (𝑡− 𝜆)𝒱

(︀
𝐿−1

)︀)︀
. (А.40)

Використовуючи формули (А.7) та (А.40) отримуємо:

M𝑐 (𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿)) = 𝜆2 ‖𝒱 (𝐿)‖2 − 𝑐2𝑡2 = 𝜆2 ‖𝑉 ‖2 − 𝑐2𝑡2;
M𝑐 (𝐿 (𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿))) = 𝛼2

𝐿M𝑐

(︀
(𝑡− 𝜆𝛽𝐿) e0 + (𝑡− 𝜆)𝒱

(︀
𝐿−1

)︀)︀
=

= 𝛼2
𝐿

(︀
(𝑡− 𝜆)2 𝛾𝐿 − 𝑐2 (𝑡− 𝜆𝛽𝐿)2

)︀
,

де 𝛾𝐿 = ‖𝒱 (𝐿−1)‖2. Оскiльки 𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿) ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)], то, за умовою 2′, маємо:

(M𝑐 (𝐿 (𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿))))2 = (M𝑐 (𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿)))2, 𝑡, 𝜆 ∈ R. Таким чином:(︀
𝜆2 ‖𝑉 ‖2 − 𝑐2𝑡2

)︀2
=
(︀
𝛼2
𝐿

(︀
(𝑡− 𝜆)2 𝛾𝐿 − 𝑐2 (𝑡− 𝜆𝛽𝐿)2

)︀)︀2
(𝑡, 𝜆 ∈ R).

Звiдси: 𝜆2 ‖𝑉 ‖2 − 𝑐2𝑡2 = ±𝛼2
𝐿

(︀
(𝑡− 𝜆)2 𝛾𝐿 − 𝑐2 (𝑡− 𝜆𝛽𝐿)2

)︀
(𝑡, 𝜆 ∈ R).

Пiсля нескладних перетворень остання формула набуває вигляду:

𝜆2 ‖𝑉 ‖2 − 𝑐2𝑡2 = ±𝛼2
𝐿 (𝑡2 (𝛾𝐿 − 𝑐2)− 2𝑡𝜆 (𝛾𝐿 − 𝑐2𝛽𝐿) + 𝜆2 (𝛾𝐿 − 𝑐2𝛽2

𝐿)) (∀ 𝑡, 𝜆 ∈ R).

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях змiнної 𝜆, отримуємо двi системи

рiвнянь: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼2
𝐿 (𝛾𝐿 − 𝑐2) = −𝑐2

𝛾𝐿 − 𝑐2𝛽𝐿 = 0

𝛼2
𝐿 (𝛾𝐿 − 𝑐2𝛽2

𝐿) = ‖𝑉 ‖2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼2
𝐿 (𝛾𝐿 − 𝑐2) = 𝑐2

𝛾𝐿 − 𝑐2𝛽𝐿 = 0

𝛼2
𝐿 (𝛾𝐿 − 𝑐2𝛽2

𝐿) = −‖𝑉 ‖2 .
З допомогою нескладних перетворень останнi двi системи можна звести до вигляду:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝛼2
𝐿

(︁
1− ‖𝑉 ‖

2

𝑐2

)︁
= 1

𝛾𝐿 = ‖𝑉 ‖2

𝛽𝐿 = ‖𝑉 ‖2
𝑐2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼2
𝐿

(︁
1− ‖𝑉 ‖

2

𝑐2

)︁
= −1

𝛾𝐿 = ‖𝑉 ‖2

𝛽𝐿 = ‖𝑉 ‖2
𝑐2
.

Перша системи рiвнянь має (дiйснi) розв’язки лише за умови ‖𝑉 ‖ < 𝑐, а друга си-

стема має розв’язки лише при ‖𝑉 ‖ > 𝑐. Отже, розв’язки iснують лише при ‖𝑉 ‖ ≠ 𝑐.

Розв’язуючи обидвi останнi системи i беручи до уваги, що 𝛾𝐿 = ‖𝒱 (𝐿−1)‖2, в обох
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випадках отримуємо:

𝛼𝐿 =
𝑠√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ ; 𝛽𝐿 =
‖𝑉 ‖2

𝑐2
;
⃦⃦
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀⃦⃦2
= ‖𝑉 ‖2 (‖𝑉 ‖ ≠ 𝑐), (А.41)

де 𝑠 ∈ {−1, 1}. Пiдставляючи значення 𝐿X⊥1 [𝑉 ] w з формули (А.39) а значення 𝛼𝐿,𝛽𝐿
з формули (А.41) в формулу (А.32), одержуємо:

𝐿w =
𝑠√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒
(︃(︃
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

‖𝑉 ‖2
‖𝑉 ‖2

𝑐2

)︃
e0+

+

(︂
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

‖𝑉 ‖2

)︂
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀)︃
+ 𝐽1X

⊥
1 [𝑉 ] w =

=
𝑠
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ e0 +
𝑠
(︁
𝒯 (w)𝒱 (𝐿−1)− ⟨𝑉,w⟩‖𝑉 ‖2 𝒱 (𝐿−1)

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ + 𝐽1X
⊥
1 [𝑉 ] w. (А.42)

На пiдпросторi H1 введемо наступний оператор:

𝐽𝑥 :=
⟨𝑉, 𝑥⟩
‖𝑉 ‖2

𝒱
(︀
𝐿−1

)︀
+ 𝐽1X

⊥
1 [𝑉 ]𝑥, 𝑥 ∈ H1. (А.43)

Оскiльки 𝐽1 переводить пiдпростiр H1⊥ [𝒱 (𝐿)] в пiдпростiр H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)], то,⟨︀
𝒱 (𝐿−1) , 𝐽1X

⊥
1 [𝑉 ]𝑥

⟩︀
= 0 (∀𝑥 ∈ H1). Тому, використовуючи (А.34),(А.41) i (А.5),

для 𝑥 ∈ H1 отримуємо:

‖𝐽𝑥‖2 =

(︂
⟨𝑉, 𝑥⟩
‖𝑉 ‖2

⃦⃦
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀⃦⃦)︂2

+
⃦⃦
𝐽1X

⊥
1 [𝑉 ]𝑥

⃦⃦2
=

(︂
⟨𝑉, 𝑥⟩
‖𝑉 ‖

)︂2

+
⃦⃦
X⊥1 [𝑉 ]𝑥

⃦⃦2
=

=

⃦⃦⃦⃦
⟨𝑉, 𝑥⟩
‖𝑉 ‖2

𝑉

⃦⃦⃦⃦2
+
⃦⃦
X⊥1 [𝑉 ]𝑥

⃦⃦2
= ‖X1 [𝑉 ]𝑥‖2 +

⃦⃦
X⊥1 [𝑉 ]𝑥

⃦⃦2
= ‖𝑥‖2 .

Тобто оператор 𝐽 є iзометричним на H1.

Для векторiв виду 𝑥 = 𝜆𝑉 ∈ H1 [𝑉 ] (𝜆 ∈ R) за формулою (А.43) маємо 𝐽(𝜆𝑉 ) =

𝜆𝒱 (𝐿−1). Тому:

𝐽H1 [𝑉 ] = H1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
. (А.44)

А для векторiв 𝑥 ∈ H1⊥ [𝑉 ], згiдно з (А.43), отримуємо:

𝐽𝑥 = 𝐽1X
⊥
1 [𝑉 ]𝑥 = 𝐽1𝑥 (𝑥 ∈ H1⊥ [𝑉 ]). (А.45)
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Отже, за формулою (А.35), маємо:

𝐽H1⊥ [𝑉 ] = 𝐽1H1⊥ [𝑉 ] = H1⊥
[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
. (А.46)

Iз спiввiдношень (А.44) та (А.46) випливає, що:

𝐽H1 = 𝐽 (H1 [𝑉 ]⊕ H1⊥ [𝑉 ]) ⊇ H1 [𝒱 (𝐿−1)]⊕ H1⊥ [𝒱 (𝐿−1)] = H1.

Таким чином, 𝐽H1 = H1. А тому оператор 𝐽 є унiтарним на H1, тобто 𝐽 ∈ U (H1). У

вiдповiдностi з формулою (А.43), маємо, 𝐽𝑉 = 𝒱 (𝐿−1). Отже, використовуючи,

(А.42), (А.45) та (А.5), отримуємо формулу (А.24). Отже, у випадку 𝑉 ̸= 0 фор-

мулу (А.24) доведено.

Тепер розглянемо випадок, коли 𝑉 = 0, тобто 𝒱 (𝐿) = 0. У цьому випадку за

формулою (А.5) маємо:

X1 [𝑉 ] = X1 [0] = O, X⊥1 [𝑉 ] = X. (А.47)

Оскiльки, згiдно з умовою 1′, оператори перетворення координат 𝐿 та 𝐿−1 є v-

детермiнованими, то, за лемою А.3, мусить мати мiсце наступна рiвнiсть:

𝑡𝐿e0 = 𝐿 (𝑡e0 + 𝜆𝒱 (𝐿)) = 𝛼𝐿
(︀
(𝑡− 𝜆𝛽𝐿) e0 + (𝑡− 𝜆)𝒱

(︀
𝐿−1

)︀)︀
(∀𝑡, 𝜆 ∈ R), (А.48)

де 𝛼𝐿 = 𝒯 (𝐿e0) ̸= 0, 𝛽𝐿 = 1 − 1
𝛼𝐿𝛼𝐿−1

̸= 1. Оскiльки лiва частина рiвностi (А.48) не

залежить вiд змiнної 𝜆, то коефiцiєнт бiля змiнної 𝜆 в правiй частинi рiвностi мусить

дорiвнювати нулю. Отже, 𝛽𝐿e0 + 𝒱 (𝐿−1) = 0, а тому:

𝛽𝐿 = 0, 𝒱
(︀
𝐿−1

)︀
= 0. (А.49)

Таким чином, формула (А.48) набуває вигляду 𝐿e0 = 𝛼𝐿e0. I, застосовуючи умову 2
′

до вектора e0 ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)], одержуємо 𝛼𝐿 = 𝑠, де 𝑠 ∈ {−1, 1}. Тому:

𝐿e0 = 𝑠e0, де 𝑠 ∈ {−1, 1} . (А.50)

Використовуючи формули (А.47),(А.50), для довiльного w ∈ℳ (H) отримуємо:

𝐿w = 𝐿 (𝒯 (w) e0 + Xw) = 𝑠𝒯 (w) e0 + 𝐿Xw = 𝑠𝒯 (w) e0 + 𝐽X⊥1 [𝑉 ] w, (А.51)

де 𝐽𝑥 = 𝐿𝑥, 𝑥 ∈ H1 = Xℳ (H) = X⊥1 [𝑉 ]ℳ (H) = H1⊥ [𝑉 ] . (А.52)

З умови 3′ i формули (А.47), випливає, що пiдпростiр H1 =
{︁

w ∈ℳ (H) | ̂︀Tw = 0
}︁

є iнварiантним для оператора 𝐿. Отже, оператор 𝐽 , визначений формулою (А.52)

переводить пiдпростiр H1 в H1.

Згiдно з формулою (А.49), маємо, 𝒱 (𝐿−1) = 0. Тому, за формулою (А.47), отри-
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муємо, X⊥1 [𝑉 ] = X⊥1 [𝒱 (𝐿)] = X⊥1 [𝒱 (𝐿−1)] = X. Отже, з умови 4′ випливає, що

оператор 𝐽 є iзометричним на пiдпросторi H1. Доведемо, що оператор 𝐽 — унiтар-

ний. Розглянемо будь-який вектор 𝑦 ∈ H1. Покладемо, 𝑥 := 𝐿−1𝑦. Тодi, за формулою

(А.51), маємо, 𝐿𝑥 = 𝑠𝒯 (𝑥) e0 + 𝐽X𝑥 = 𝑦 ∈ H1. Звiдси, 𝒯 (𝑥) = 0 i 𝐽X𝑥 = 𝑦. Це

означає, що 𝑦 ∈ 𝐽H1. Отже, ми довели, що 𝐽H1 = H1, i що оператор 𝐽 справдi є

унiтарним на H1 = H1⊥ [𝑉 ]. Таким чином, i в випадку 𝑉 = 0 формула (А.24) також

доведена.

II. Навпаки, нехай оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) подається у виглядi (А.24). Тодi, за

лемою А.10, 𝐿 є оператором лiнiйного перетворення координат.

1. Згiдно з формулою (А.24), отримуємо:

𝐿e0 = 𝜒𝑉 (e0 + 𝐽𝑉 ) , де 𝜒𝑉 =
𝑠√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ ̸= 0; (А.53)

𝐿 (e0 + 𝑉 ) =
𝑠
(︁

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ e0 =
sign (𝑐− ‖𝑉 ‖)

𝜒𝑉
e0.

Звiдси:

𝐿−1e0 =
𝜒𝑉 (e0 + 𝑉 )

sign (𝑐− ‖𝑉 ‖)
. (А.54)

З формул (А.53) та (А.54) випливає, що, 𝒯 (𝐿e0) = 𝜒𝑉 ̸= 0, 𝒯 (𝐿−1e0) = 𝜒𝑉
sign (𝑐−‖𝑉 ‖) ̸= 0.

Таким чином, оператори лiнiйного перетворення координат 𝐿 та 𝐿−1 є v-

детермiнованими, причому:

𝒱 (𝐿) =
X𝐿−1e0
𝒯 (𝐿−1e0)

= 𝑉 ; 𝒱
(︀
𝐿−1

)︀
=

X𝐿e0
𝒯 (𝐿e0)

= 𝐽𝑉. (А.55)

2. Вiдповiдно до формули (А.24), для вектора виду w = 𝑡e0 + 𝜆𝑉 ∈ H0⊕H1 [𝑉 ] =

H0⊕H1 [𝒱 (𝐿)] (де 𝑡, 𝜆 ∈ R), маємо, 𝐿w =
𝑠

(︂
𝑡−𝜆 ‖𝑉 ‖2

𝑐2

)︂
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖2
𝑐2

⃒⃒⃒ e0 + 𝑠(𝑡−𝜆)𝐽𝑉√︂⃒⃒⃒
1− ‖𝑉 ‖2

𝑐2

⃒⃒⃒ . Отже, враховуючи
той факт, що оператор 𝐽 є iзометричним, отримуємо:

(M𝑐 (𝐿w))2 =

⎛⎜⎜⎝
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦ 𝑠 (𝑡− 𝜆) 𝐽𝑉√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
2

− 𝑐2

⎛⎜⎜⎝𝑠
(︁
𝑡− 𝜆‖𝑉 ‖

2

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒
⎞⎟⎟⎠

2⎞⎟⎟⎠
2

=

=

⎛⎝ 1

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⎛⎝(𝑡− 𝜆)2 ‖𝑉 ‖2 − 𝑐2
(︃
𝑡− 𝜆‖𝑉 ‖

2

𝑐2

)︃2
⎞⎠⎞⎠2

=
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=

(︃
1

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

(︃
𝜆2 ‖𝑉 ‖2

(︃
1− ‖𝑉 ‖

2

𝑐2

)︃
−

(︃
1− ‖𝑉 ‖

2

𝑐2

)︃
𝑐2𝑡2

)︃)︃2

=

=
(︀
𝜆2 ‖𝑉 ‖2 − 𝑐2𝑡2

)︀2
= (M𝑐 (w))2 .

Таким чином, умова 2′ для оператора 𝐿 також виконується.

3. Нехай вектор w ∈ ℳ (H) є таким, що ̂︀Tw = X1 [𝒱 (𝐿)] w = 0. Тодi,

𝒯 (w) = 0. Тому, враховуючи рiвнiсть 𝒱 (𝐿) = 𝑉 (яка випливає з (А.55)), отриму-

ємо, ⟨𝑉,w⟩ = 0, X⊥1 [𝑉 ] w = (X−X1 [𝒱 (𝐿)]) w = Xw = w. Отже, згiдно з (А.24),

маємо, 𝐿w = 𝐽X⊥1 [𝑉 ] w = 𝐽w. Тому, враховуючи, що оператор 𝐽 є унiтарним на H1,

i використовуючи (А.55) та (А.5) отримуємо:

̂︀T𝐿w = ̂︀T𝐽w = 0;

X1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿w = X1 [𝐽𝑉 ] 𝐽w =

⎧⎨⎩
⟨𝐽𝑉,𝐽w⟩
‖𝑉 ‖2 𝐽𝑉, 𝐽𝑉 ̸= 0

0, 𝐽𝑉 = 0
=

= 𝐽

⎧⎨⎩
⟨𝑉,w⟩
‖𝑉 ‖2 𝑉, 𝑉 ̸= 0

0, 𝑉 = 0

⎫⎬⎭ = 𝐽X1 [𝑉 ] w = 0.

Отже, умова 3′ для оператора 𝐿 також перевiрена.

4. Використовуючи унiтарнiсть оператора 𝐽 (⟨𝐽𝑥, 𝐽𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩, 𝑥, 𝑦 ∈ H1) i рiвностi

(А.5),(А.6) отримуємо:

𝐽X1 [𝑉 ] w =

⎧⎨⎩
⟨𝑉,w⟩
‖𝑉 ‖2 𝐽𝑉, 𝑉 ̸= 0

0, 𝑉 = 0
=

⎧⎨⎩
⟨X𝑉,w⟩
‖𝑉 ‖2 𝐽𝑉, 𝑉 ̸= 0

0, 𝑉 = 0
=

=

⎧⎨⎩
⟨𝑉,Xw⟩
‖𝑉 ‖2 𝐽𝑉, 𝑉 ̸= 0

0, 𝑉 = 0
=

⎧⎨⎩
⟨𝐽𝑉,𝐽Xw⟩
‖𝐽𝑉 ‖2 𝐽𝑉, 𝐽𝑉 ̸= 0

0, 𝐽𝑉 = 0

⎫⎬⎭ =

= X1 [𝐽𝑉 ] 𝐽Xw;

𝐽X⊥1 [𝑉 ] w = 𝐽 (X−X1 [𝑉 ]) w = 𝐽Xw −X1 [𝐽𝑉 ] 𝐽Xw =

= X𝐽Xw −X1 [𝐽𝑉 ] 𝐽Xw = X⊥1 [𝐽𝑉 ] 𝐽Xw.

Тому, застосовуючи формулу (А.24) для довiльного w ∈ℳ (H) маємо:

X⊥1
[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿w = X⊥1 [𝐽𝑉 ]𝐿w = X⊥1 [𝐽𝑉 ]

⎛⎜⎜⎝𝑠
(︁
𝒯 (w)− ⟨𝑉,w⟩

𝑐2

)︁
√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ e0 +
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+
𝑠 (𝒯 (w) 𝐽𝑉 −X1 [𝐽𝑉 ] 𝐽Xw)√︂⃒⃒⃒

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⃒⃒⃒ + 𝐽X⊥1 [𝑉 ] w

⎞⎟⎟⎠ =

= X⊥1 [𝐽𝑉 ] 𝐽X⊥1 [𝑉 ] w = X⊥1 [𝐽𝑉 ] X⊥1 [𝐽𝑉 ] 𝐽Xw =

= X⊥1 [𝐽𝑉 ] 𝐽Xw = 𝐽X⊥1 [𝑉 ] w;⃦⃦
X⊥1

[︀
𝒱
(︀
𝐿−1

)︀]︀
𝐿w
⃦⃦

=
⃦⃦
𝐽X⊥1 [𝑉 ] w

⃦⃦
=
⃦⃦
X⊥1 [𝑉 ] w

⃦⃦
.

Таким чином, 𝐿 є оператором лiнiйного перетворення координат i всi умови 1′-4′ для

оператора 𝐿 виконуються. Отже 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐).

А.1.4. Узагальненi перетворення Лоренца для нескiнченних

швидкостей Дослiдимо поведiнку перетворень координат з класу OTf in (H, 𝑐),

коли норма швидкостi системи вiдлiку (‖𝑉 ‖) прямує до нескiнченностi. З цiєю ме-

тою введемо наступну множину векторiв:

B1 (H1) = {𝑥 ∈ H1 | ‖𝑥‖ = 1}

i пiдставимо в формулу (А.24):

𝑉 = 𝜆𝑠n, де 𝜆 > 0, 𝜆 ̸= 𝑐; n ∈ B1 (H1) , (А.56)

а потiм перейдемо до границi при 𝜆→∞.

Використовуючи двi нижнiх рiвностi (А.6), маємо:

X1 [𝜆𝑠n] = X1 [n] ; X⊥1 [𝜆𝑠n] = X⊥1 [n] . (А.57)

Тому, пiдстановка швидкостi (А.56) в формулу (А.24) приводить до наступного пред-

ставлення для операторiв 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐) (при умовi 𝒱 (𝐿) ̸= 0):

𝐿w = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] w :=

(︀
𝑠𝒯 (w)− 𝜆

𝑐2
⟨n,w⟩

)︀√︁⃒⃒
1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ e0+

+ 𝐽

⎛⎝𝜆𝒯 (w)n− 𝑠X1 [n] w√︁⃒⃒
1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ + X⊥1 [n] w

⎞⎠ (w ∈ℳ (H)) , (А.58)

де 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1), 𝜆 > 0.

Переходячи до границi при 𝜆→∞ в формулi (А.58) отримуємо наступнi лiнiйнi

оператори в просторiℳ (H):

W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] w = lim
𝜆→+∞

W𝜆 [𝑠,n, 𝐽 ] w =
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= −⟨n,w⟩
𝑐

e0 + 𝐽
(︀
𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [n] w

)︀
(w ∈ℳ (H)) , (А.59)

де границя iснує в сенсi норми просторуℳ (H) для довiльного вектора w ∈ ℳ (H).

Зазначимо, що границя в (А.59) не залежить вiд числа 𝑠. Нескладно перевiрити, що

W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] ∈ ℒ (ℳ (H)).

Введемо наступний клас лiнiйних неперервних операторiв над просторомℳ (H):

OT∞ (H, 𝑐) := {W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] | n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)} . (А.60)

Лема А.11. Для довiльних n ∈ B1 (H1) i 𝐽 ∈ U (H1) мають мiсце наступнi

рiвностi:

̃︀𝐽W∞,𝑐 [n, I1] = W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] ; W∞,𝑐 [n, I1] ̃︀𝐽 = W∞,𝑐
[︀
𝐽−1n, 𝐽

]︀
, (А.61)

де ̃︀𝐽 — оператор, визначений в (А.22), а оператор I1 = IH1 є тотожним оператором

на пiдпросторi H1.

Доведення. Перша рiвнiсть (А.61) випливає безпосередньо з формул (А.22) та (А.59).

Отже, залишилось довести лише другу рiвнiсть (А.61). Використовуючи формули

(А.22) i (А.59) для довiльного вектора w ∈ℳ (H) отримуємо:

W∞,𝑐 [n, I1] ̃︀𝐽w = W∞,𝑐 [n, I1] (𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw) = −⟨n, 𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw⟩
𝑐

e0+

+ 𝑐𝒯 (𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw)n + X⊥1 [n] (𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw) =

= −⟨n, 𝐽Xw⟩
𝑐

e0 + 𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [n] 𝐽Xw =

= −⟨𝐽
−1n,w⟩
𝑐

e0 + 𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [n] 𝐽Xw. (А.62)

За означенням класу операторiв OT∞ (H, 𝑐), вектор n — ненульовий (n ̸= 0). Тому,

застосовуючи формули (А.5),(А.6), а також беручи до уваги той факт, що оператор

𝐽 переводить пiдпростiр H1 в H1, одержуємо:

X⊥1 [n]𝐽Xw = (X−X1 [n]) 𝐽Xw = X𝐽Xw − ⟨n, 𝐽Xw⟩n =

= X𝐽Xw −
⟨︀
X𝐽−1n,w

⟩︀
n = 𝐽Xw −

⟨︀
𝐽−1n,w

⟩︀
n =

= 𝐽
(︀
Xw −

⟨︀
𝐽−1n,w

⟩︀
𝐽−1n

)︀
= 𝐽

(︀
X−X1

[︀
𝐽−1n

]︀)︀
w = 𝐽X⊥1

[︀
𝐽−1n

]︀
w.

Таким чином, згiдно з (А.62), отримуємо:

W∞,𝑐 [n, I1] ̃︀𝐽w = −⟨𝐽
−1n,w⟩
𝑐

e0 + 𝑐𝒯 (w)n + 𝐽X⊥1
[︀
𝐽−1n

]︀
w =
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= −⟨𝐽
−1n,w⟩
𝑐

e0 + 𝐽
(︀
𝑐𝒯 (w) 𝐽−1n + X⊥1

[︀
𝐽−1n

]︀
w
)︀

= W∞,𝑐
[︀
𝐽−1n, 𝐽

]︀
w.

Лема А.12. Для довiльного вектора n ∈ B1 (H1) справедлива наступна рiвнiсть:

W∞,𝑐 [n, I1]W∞,𝑐 [−n, I1] = I.

Доведення. Зафiксуємо довiльний вектор n ∈ B1 (H1). Застосовуючи формули

(А.59), (А.57), (А.6), для будь-якого вектора w ∈ℳ (H), отримуємо:

W∞,𝑐 [n, I1]W∞,𝑐 [−n, I1] w =

= W∞,𝑐 [n, I1]
(︂
−⟨−n,w⟩

𝑐
e0 − 𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [−n] w

)︂
=

= W∞,𝑐 [n, I1]
(︂
⟨n,w⟩
𝑐

e0 − 𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [n] w

)︂
=

=
𝑐𝒯 (w) e0

𝑐
+ 𝑐
⟨n,w⟩
𝑐

n + X⊥1 [n]X⊥1 [n] w = w.

Теорема А.13. Будь-який оператор W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] ∈ OT∞ (H, 𝑐) є оператором лiнiй-

ного перетворення координат. При цьому справедлива рiвнiсть: (W∞,𝑐 [n, 𝐽 ])−1 =

W∞,𝑐 [−𝐽n, 𝐽−1].

Доведення. Використовуючи леми А.12, А.11 та формулу (А.26), для довiльного опе-

ратора W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] ∈ OT∞ (H, 𝑐) (де n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)) отримуємо:

(W∞,𝑐 [n, 𝐽 ])−1 =
(︁ ̃︀𝐽W∞,𝑐 [n, I1]

)︁−1
= (W∞,𝑐 [n, I1])−1̃︂𝐽−1 = W∞,𝑐 [−n, I1]̃︂𝐽−1 =

= W∞,𝑐

[︁(︀
𝐽−1
)︀−1

(−n) , 𝐽−1
]︁

= W∞,𝑐
[︀
−𝐽n, 𝐽−1

]︀
.

Оператори, що належать до класу OT∞ (H, 𝑐) будемо називати узагальненими

перетвореннями Лоренца для нескiнченних швидкостей системи вiдлiку.

Зауваження А.14. Пiдкреслимо, що довiльне узагальнене перетворення Лоренца

W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] ∈ OT∞ (H, 𝑐) з нескiнченною швидкiстю не є v-детермiнованим, оскiльки,

згiдно (А.59), 𝒯 (W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] e0) = 0.

Позначення А.15. Покладемо: OT (H, 𝑐) := OTf in (H, 𝑐) ∪OT∞ (H, 𝑐).

Перетворення координат, що належать до класу OT (H, 𝑐) будемо називати узагаль-

неними, тахiонними перетвореннями Лоренца (в сенсi E. Recami, В. Оль-

ховського та R. Goldoni).
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А.1.5. Загальне зображення тахiонних перетворень Лоренца

Мета цього пiдроздiлу — вивести загальну формулу для зображення операторiв з

класу OT (H, 𝑐), яка була б справедливою як для скiнченних, так i для нескiнченних

швидкостей систем вiдлiку.

Довiльний вектор 𝑉 ∈ H1, ‖𝑉 ‖ /∈ {0, 𝑐} можна подати у виглядi (А.56), де

n = 𝑠
𝑉

‖𝑉 ‖
, 𝜆 = ‖𝑉 ‖ (n ∈ B1 (H1) , 𝜆 > 0).

Тому формула (А.58) може служити загальним зображенням для операторiв з класу

OTf in (H, 𝑐), з ненульовою швидкiстю, тобто будь-який оператор 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐),

такий, що 𝒱 (𝐿) ̸= 0 можна подати у виглядi (А.58).

Розглянемо тепер випадок 𝒱 (𝐿) = 0. За формулою (А.24), довiльний оператор

𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐) з нульовою швидкiстю можна подати у виглядi:

𝐿w = 𝑠𝒯 (w) e0 + 𝐽
(︀
X⊥1 [0] w

)︀
= 𝑠𝒯 (w) e0 + 𝐽 (Xw) (w ∈ℳ (H)). (А.63)

З iншого боку, пiдставляючи 𝜆 = 0 (𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1)) в формулу

(А.58), можна визначити наступнi оператори:

W0 [𝑠,n, 𝐽 ] w := 𝑠𝒯 (w) e0 + 𝐽
(︀
−𝑠X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︀
=

= 𝑠𝒯 (w) e0 + 𝐽 (−𝑠 I1,−𝑠 [n])Xw (w ∈ ℳ (H)), (А.64)

де I1,𝜎 [n]𝑥 = X1 [n]𝑥+ 𝜎X⊥1 [n]𝑥, 𝑥 ∈ H1, 𝜎 ∈ {−1, 1} .

Оскiльки−𝑠I1,−𝑠 [n] ∈ U (H1), то множина операторiв, якi можна визначити за форму-

лою (А.64) дорiвнює множинi операторiв, якi можна визначити за формулою (А.63).

Таким чином, ми бачимо, що в обох випадках (𝒱 (𝐿) ̸= 0 та 𝒱 (𝐿) = 0) справе-

дливе наступне твердження:

Твердження А.16. Оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) належить до класу OTf in (H, 𝑐) тодi

i тiльки тодi, коли його можна зобразити за допомогою формули:

𝐿 = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] , де 𝜆 ≥ 0, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1),

а оператор W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] визначається за формулою (А.58). Швидкiсть оператора

лiнiйного перетворення координат 𝐿 визначається за формулою 𝒱 (𝐿) = 𝜆𝑠n.

Означення операторнозначної функцiїW𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ], яка фiгурує в формулi (А.58)

можна природно розширити на значення 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐} (тобто включити випадок

𝜆 =∞). А саме для 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) покладемо:

W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] w :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑠𝒯 (w)− 𝜆

𝑐2
⟨n,w⟩)√︂⃒⃒⃒

1−𝜆2
𝑐2

⃒⃒⃒ e0 + 𝐽

⎛⎝𝜆𝒯 (w)n−𝑠X1[n]w√︂⃒⃒⃒
1−𝜆2

𝑐2

⃒⃒⃒ + X⊥1 [n] w

⎞⎠ , 𝜆 <∞

W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] = − ⟨n,w⟩
𝑐

e0 + 𝐽
(︀
𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [n] w

)︀
, 𝜆 =∞.

(А.65)
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Використовуючи твердження А.16, формули (А.60), (А.59) та позначення А.15, отри-

муємо таке твердження.

Твердження А.17. Оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) належить до класу OT (H, 𝑐) тодi i

тiльки тодi, коли iснують числа 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐} вектор n ∈ B1 (H1) i

оператор 𝐽 ∈ U (H1) такi, що має мiсце наступна рiвнiсть:

𝐿 = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] .

Оператор W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] є v-детермiнованим тодi i тiльки тодi, коли 𝜆 < ∞, i в

цьому випадку швидкiсть 𝒱 (𝐿) обчислюється за формулою:

𝒱 (𝐿) = 𝜆𝑠n.

На перший погляд твердження А.17 являє собою загальне зображення для до-

вiльних операторiв, що належать до класу OT (H, 𝑐) (як для скiнченних, так i для

нескiнченних швидкостей систем вiдлiку). Проте, оператор W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] в формулi

(А.65) задається рiзними виразами у випадках 𝜆 <∞ та 𝜆 =∞. Тому мету, постав-

лену на початку даного пiдроздiлу поки-що не можна вважати повнiстю досягнутою.

Введемо, тепер, наступний новий параметр:

𝜃 :=
1− 𝜆

𝑐√︁⃒⃒
1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ . (А.66)

Використовуючи нескладнi перетворення формулу (А.66) можна звести до вигляду:

𝜃 = −sign

(︃
1− 2

1 + 𝜆
𝑐

)︃⎯⎸⎸⎷⃒⃒⃒⃒⃒1− 2

1 + 𝜆
𝑐

⃒⃒⃒⃒
⃒. (А.67)

Оскiльки функцiя 𝑓(𝜆) = −sign
(︁

1− 2
1+𝜆

𝑐

)︁√︂⃒⃒⃒
1− 2

1+𝜆
𝑐

⃒⃒⃒
, є спадною на [0,+∞), вона

вiдображає промiнь [0,+∞) на напiвiнтервал (−1, 1]. Отже, кожне значення параме-

тра 𝜆 ≥ 0 однозначно виражається через значення параметра 𝜃 ∈ (−1, 1]. Використо-

вуючи нескладнi обчислення, неважко переконатись, що параметр 𝜆 можна виразити

через параметр 𝜃 за допомогою наступної формули:

𝜆 = 𝑐
1− 𝜃 |𝜃|
1 + 𝜃 |𝜃|

, 𝜃 ∈ (−1, 1], (А.68)

при цьому значення 𝜆 = 𝑐 вiдповiдає значенню 𝜃 = 0.

Пiдставляючи значення параметра 𝜆 з формули (А.68) в формулу (А.58), отри-

муємо наступне зображення для операторiв 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐):

𝐿w = W
𝑐
1−𝜃|𝜃|
1+𝜃|𝜃| ,𝑐

[𝑠,n, 𝐽 ] w =

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
e0 +
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+ 𝐽
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︀
, (А.69)

(w ∈ℳ (H) , 𝑠 ∈ {−1, 1} , 𝐽 ∈ U (H1) , n ∈ B1 (H1) , 𝜃 ∈ (−1, 1] ∖ {0}) , де

𝜙0 (𝜃) =
1 + 𝜃 |𝜃|

2 |𝜃|
; 𝜙1 (𝜃) =

1− 𝜃 |𝜃|
2 |𝜃|

(𝜃 ∈ R, 𝜃 ̸= 0). (А.70)

Пiдкреслимо, що випадок 𝜃 = 0 в (А.69) слiд вiдкинути, оскiльки в цьому випадку ма-

ємо 𝜆 = 𝑐, отже, норма швидкостi 𝒱 (𝐿) дорiвнює швидкостi свiтла 𝑐 (зазначимо, що

у випадку ‖𝒱 (𝐿)‖ = 𝑐 перетворення координат (А.24), а отже i (А.69) є невизначени-

ми). З рiвностi (А.68) випливає, що у випадку 𝜃 ∈ (0, 1) виконується спiввiдношення,

𝜆 = ‖𝒱 (𝐿)‖ ∈ (0, 𝑐). Тому, в цьому випадку норма швидкостi системи вiдлiку ‖𝒱 (𝐿)‖
менша за швидкiсть свiтла 𝑐. Аналогiчно у випадку 𝜃 ∈ (−1, 0) маємо, 𝜆 ∈ (𝑐,+∞).

Отже, в цьому випадку норма швидкостi системи вiдлiку бiльша за 𝑐.

Неважко перевiрити, що для довiльного значення 𝜃 ∈ R ∖ {0} виконуються на-

ступнi рiвностi:

𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃) = −1

4

(︂
𝜃2 − 1

𝜃2

)︂
; 𝑐

𝜙1 (𝜃)

𝜙0 (𝜃)
= 𝜆 = 𝑐

1− 𝜃 |𝜃|
1 + 𝜃 |𝜃|

;

𝜙0 (𝜃) + 𝜙1 (𝜃) =
1

|𝜃|
; 𝜙0 (𝜃)− 𝜙1 (𝜃) = 𝜃;

𝜙0 (𝜃)2 − 𝜙1 (𝜃)2 = sign 𝜃;

𝜙0 (−𝜃) = 𝜙1 (𝜃) ; 𝜙1 (−𝜃) = 𝜙0 (𝜃) ;

𝜙0 (𝜃−1) = sign 𝜃 𝜙0 (𝜃) ; 𝜙1 (𝜃−1) = −sign 𝜃 𝜙1 (𝜃) .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(А.71)

Введемо наступне позначення:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] := W
𝑐
1−𝜃|𝜃|
1+𝜃|𝜃| ,𝑐

[𝑠,n, 𝐽 ]

(𝑠 ∈ {−1, 1} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1) , 𝜃 ∈ (−1, 1], 𝜃 ̸= 0). (А.72)

Згiдно з формулами (А.70) значення функцiй 𝜙0 (𝜃) та 𝜙1 (𝜃) визначене також i

при 𝜃 = −1: 𝜙0 (−1) = 0, 𝜙1 (−1) = 1. Пiдстановка значення 𝜃 = −1 в формулу

(А.69) приводить до лiнiйних операторiв наступного виду:

U−1,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] := W∞,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = W∞,𝑐 [n, 𝐽 ] , (А.73)

де операториW∞,𝑐 [n, 𝐽 ] визначаються формулою (А.59). Зауважимо, що вигляд опе-

раторiв типу U−1,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] не залежить вiд значення числа 𝑠 ∈ {−1, 1}, при цьому

доданки, що мiстять значення 𝑠 в формулi (А.69) обертаються в нуль.

Отже, при 𝜃 = −1 отримуємо узагальненi перетворення Лоренца для не-
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скiнченних швидкостей виду W∞,𝑐 [n, 𝐽 ], якi, згiдно з зауваженням А.14, не є v-

детермiнованими.

Таким чином, ми довели таку теорему:

Теорема А.18. Оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) належить до класу OT (H, 𝑐) тодi i тiльки

тодi, коли iснують числа 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜃 ∈ [−1, 1] ∖ {0}, вектор n ∈ B1 (H1) та

оператор 𝐽 ∈ U (H1) такi, що для будь-якого w ∈ ℳ (H) вектор 𝐿w виражається

за формулою:

𝐿w = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] w =

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝐽
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︀
. (А.74)

Оператор лiнiйного перетворення координат 𝐿 = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] є v-детермiнованим

тодi i тiльки тодi, коли 𝜃 ̸= −1, i в цьому випадку його швидкiсть виражається

за формулою, 𝒱 (𝐿) = 𝑐𝑠1−𝜃|𝜃|
1+𝜃|𝜃|n.

Далi теорему А.18 буде переформульовано в бiльш iншiй (бiльш зручнiй для

розв’язання деяких наступних задач) формi. Перш за все, звернемо увагу на те, що

параметр 𝜃 в теоремi А.18 належить до множини [−1, 1] ∖ {0}, тодi, як функцiї 𝜙0 (𝜃)

i 𝜙1 (𝜃), згiдно з формулою (А.70) визначенi для довiльного 𝜃 ∈ R ∖ {0}. Отже, ми
можемо поширити означення сiм’ї операторiв {U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]}, розширивши формули

(А.72), (А.74) на значення 𝜃 ∈ R ∖ {0}:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] w :=

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝐽
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︀
(А.75)

(𝜃 ∈ R ∖ {0} , 𝑠 ∈ {−1, 1} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)) .

Отже, застосовуючи двi нижнiх рiвностi (А.71) та двi нижнiх рiвностi з (А.6),
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отримуємо:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] w =

(︂
𝑠 sign 𝜃 𝜙0

(︀
𝜃−1
)︀
𝒯 (w)−

(︀
−sign 𝜃 𝜙1

(︀
𝜃−1
)︀)︀ ⟨n,w⟩

𝑐

)︂
e0 +

+ 𝐽
(︁
𝑐
(︀
−sign 𝜃 𝜙1

(︀
𝜃−1
)︀)︀
𝒯 (w)n−

− 𝑠 sign 𝜃 𝜙0

(︀
𝜃−1
)︀
X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︁
=

=

(︂
(𝑠 sign 𝜃)𝜙0

(︀
𝜃−1
)︀
𝒯 (w)− 𝜙1

(︀
𝜃−1
)︀ ⟨(−sign 𝜃 n) ,w⟩

𝑐

)︂
e0 +

+ 𝐽
(︁
𝑐𝜙1

(︀
𝜃−1
)︀
𝒯 (w) (−sign 𝜃 n)−

− (𝑠 sign 𝜃) 𝜙0

(︀
𝜃−1
)︀
X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︁
=

= U𝜃−1, 𝑐 [𝑠 sign 𝜃,−sign 𝜃 n, 𝐽 ] .

Таким чином:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = U𝜃−1, 𝑐 [𝑠 sign 𝜃,−sign 𝜃 n, 𝐽 ] (А.76)

(𝑠 ∈ {−1, 1} , 𝜃 ∈ R ∖ {0} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)) .

У випадку |𝜃| > 1 маємо, 0 < |𝜃−1| < 1. Отже, беручи до увагу формулу (А.76), ми

бачимо, що пiдстановка значень параметра 𝜃 таких, що |𝜃| > 1 не виводить за межi

класу перетворень, визначених формулою (А.74) для 𝜃 ∈ [−1, 1]∖{0}. Крiм того, при

|𝜃| > 1, згiдно з формулою (А.76) i теоремою А.18, отримуємо:

𝒱 (U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]) = 𝒱 (U𝜃−1,𝑐 [𝑠 sign 𝜃,−sign 𝜃 n, 𝐽 ]) = 𝑐𝑠1−𝜃|𝜃|
1+𝜃|𝜃|n.

Таким чином, з теореми А.18 випливає наступний наслiдок:

Наслiдок А.19. Оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) належить до класу OT (H, 𝑐) тодi i тiль-

ки тодi, коли iснують числа 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜃 ∈ R∖{0}, вектор n ∈ B1 (H1) та оператор

𝐽 ∈ U (H1) такi, що для довiльного w ∈ℳ (H) справедлива рiвнiсть:

𝐿w = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] w =

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝐽
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︀
.

Оператор лiнiйного перетворення координат 𝐿 = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] є v-детермiнованим

тодi i тiльки тодi, коли 𝜃 ̸= −1, i в цьому випадку його швидкiсть виражається

за формулою, 𝒱 (U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]) = 𝑐𝑠1−𝜃|𝜃|
1+𝜃|𝜃|n.

А.1.6. Деякi пiдкласи узагальнених перетворень Лоренца

З твердження А.17 i наслiдка А.19 випливають наступнi два зображення для класу
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операторiв OT (H, 𝑐):

OT (H, 𝑐) =
{︁
W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] | 𝑠 ∈ {−1, 1} ,

𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)
}︁

; (А.77)

OT (H, 𝑐) =
{︁
U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] | 𝑠 ∈ {−1, 1} ,

𝜃 ∈ R ∖ {0} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)
}︁
. (А.78)

Нагадаємо, що в пiдроздiлi А.1.2 було введено клас операторiв O (H, 𝑐), а в пiдроз-

дiлi А.1.3 було доведено, що O (H, 𝑐) ⊆ OTf in (H, 𝑐) (див. формулу (А.20)). Отже,

вiдповiдно до позначення А.15, клас операторiв O (H, 𝑐) є пiдкласом класу OT (H, 𝑐).

Наступною метою є отримання формули для зображення класу O (H, 𝑐), схожої на

(А.77), (А.78). Перш за все доведемо таку лему:

Лема А.20. Оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) належить до класу O (H, 𝑐) тодi i тiльки

тодi, коли виконуються наступнi умови:

1. 𝐿 ∈ OT (H, 𝑐); 2. 𝐿 є v-детермiнованим i ‖𝒱 (𝐿)‖ < 𝑐.

Доведення. 1) Нехай 𝐿 ∈ O (H, 𝑐). Тодi, згiдно з (А.20), маємо, 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐).

Тому, вiдповiдно до позначення А.15, 𝐿 ∈ OT (H, 𝑐). Крiм того, за твердженням А.6,

оператор 𝐿 є v-детермiнованим i ‖𝒱 (𝐿)‖ < 𝑐.

2) Навпаки, припустимо, що оператор 𝐿 ∈ OT (H, 𝑐) є v-детермiнованим i:

‖𝒱 (𝐿)‖ < 𝑐. (А.79)

Тодi, згiдно з зауваженням А.14, маємо, 𝐿 /∈ OT∞ (H, 𝑐). Отже (вiдповiдно до по-

значення А.15), 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐). Тому, за теоремою А.9, iснують число 𝑠 ∈ {−1, 1},
вектор 𝑉 ∈ H1 i оператор 𝐽 ∈ U (H1) такi, що для довiльного вектора w ∈ℳ (H) дiю

оператора 𝐿 на вектор w можна подати у виглядi (А.24), де 𝑉 = 𝒱 (𝐿). При цьому

згiдно з формулою (А.79), ‖𝑉 ‖ < 𝑐. Оскiльки ‖𝑉 ‖ < 𝑐, то за формулою (А.24) для

довiльного вектора виду w = 𝑡e0 + 𝜇𝑉 = 𝑡e0 + 𝜇𝒱 (𝐿) ∈ H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)] отримуємо:

𝐿w =
𝑠√︁

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

(︃(︃
𝑡− 𝜇‖𝑉 ‖

2

𝑐2

)︃
e0 + (𝑡− 𝜇)𝐽𝑉

)︃
.

Оскiльки 𝐽 є унiтарним оператором, то ‖𝐽𝑉 ‖ = ‖𝑉 ‖. Отже:

M𝑐 (𝐿w) = ‖X𝐿w‖2 − 𝑐2𝒯 2 (𝐿w) =
1

1− ‖𝑉 ‖
2

𝑐2

⎛⎝(𝑡− 𝜇)2 ‖𝑉 ‖2 − 𝑐2
(︃
𝑡− 𝜇‖𝑉 ‖

2

𝑐2

)︃2
⎞⎠ =

= 𝜇2 ‖𝑉 ‖2 − 𝑐2𝑡2 = ‖Xw‖2 − 𝑐2𝒯 2 (w) = M𝑐 (w) ,
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де w є довiльним вектором з пiдпростору H0 ⊕ H1 [𝒱 (𝐿)]. I, враховуючи, що 𝐿 ∈
OTf in (H, 𝑐), згiдно з твердженням А.7 i позначенням А.8, маємо, 𝐿 ∈ O (H, 𝑐).

Застосовуючи лему А.20 та рiвнiсть (А.77), отримуємо наступну рiвнiсть:

O (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 0 ≤ 𝜆 < 𝑐} =

=
{︁
W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] | 𝑠 ∈ {−1, 1} , 𝜆 ∈ [0, 𝑐) , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)

}︁
, (А.80)

яка дає зображення класу операторiв O (H, 𝑐). Використовуючи лему А.20 i теоре-

му А.18 отримуємо, також, наступну формулу для зображення класу O (H, 𝑐):

O (H, 𝑐) = {U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 0 < 𝜃 ≤ 1} =

=
{︁
U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] | 𝑠 ∈ {−1, 1} , 𝜃 ∈ (0, 1], n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)

}︁
. (А.81)

А лема А.20 разом з рiвнiстю (А.78) дають наступну формулу для зображення класу

операторiв O (H, 𝑐):

O (H, 𝑐) = {U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 0 < 𝜃 <∞} =

=
{︁
U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] | 𝑠 ∈ {−1, 1} , 𝜃 ∈ (0,∞), n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)

}︁
. (А.82)

Згiдно з позначенням А.15, маємо рiвнiсть OT (H, 𝑐) := OTf in (H, 𝑐) ∪OT∞ (H, 𝑐).

Об’єднання в останнiй рiвностi є диз’юнктним. Справдi, згiдно з позначенням А.8,

будь-який оператор лiнiйного перетворення координат 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐) є v-

детермiнованим, тодi, як жоден з операторiв 𝐿1 ∈ OT∞ (H, 𝑐), вiдповiдно до заува-

ження А.14, не є v-детермiнованим. Тому:

OTf in (H, 𝑐) ∩OT∞ (H, 𝑐) = ∅. (А.83)

Отже, використовуючи твердження А.17 i теорему А.18, отримуємо наступнi рiвностi:

OTf in (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) : 𝜆 <∞} =

= {U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝜃 ̸= −1} ; (А.84)

OT∞ (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) : 𝜆 =∞} =

= {U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝜃 = −1} . (А.85)

Легко бачити, що у випадку H = R3 клас операторiв O (H, 𝑐) збiгається з загаль-

ною групою Лоренца. Означення загальної групи Лоренца можна знайти роботi [99].

Зауважимо, що крiм загальної групи Лоренца в цiй роботi була введена, також, пов-

на група Лоренца. Згiдно з [99], повна група Лоренца є пiдгрупою загальної групи
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Лоренца, яка складається з тих загальних перетворень Лоренца, якi мають додатний

напрямок часу (тобто залишають незмiнним клас додатних часоподiбних векторiв).

Аналогiчно до роботи [99], можна ввести повну групу Лоренца в бiльш загальнiй

ситуацiї дiйсного гiльбертового простору.

Означення А.21. Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр. Будемо говорити, що

вектор w ∈ℳ (H) є:

� додатним, якщо 𝒯 (w) > 0;

� 𝑐-часоподiбним, якщо M𝑐 (w) < 0.

Позначимо через ℳ𝑐,+(H) множину всiх додатних 𝑐-часоподiбних векторiв про-

сторуℳ (H):

ℳ𝑐,+(H) := {w ∈ℳ (H) | 𝒯 (w) > 0, M𝑐 (w) < 0} . (А.86)

Введемо наступний клас операторiв:

O+ (H, 𝑐) = {𝐿 ∈ O (H, 𝑐) | 𝐿w ∈ℳ𝑐,+(H) (∀w ∈ℳ𝑐,+(H))} . (А.87)

Твердження А.22. O+ (H, 𝑐) є групою операторiв в просторi Мiнковськогоℳ (H)

над гiльбертовим простором H.

Доведення.

1. Нехай, 𝐿1, 𝐿2 ∈ O+ (H, 𝑐) i 𝐿 = 𝐿1𝐿2. Тодi, згiдно з формулою (А.87) i твер-

дженням А.5, маємо, 𝐿 ∈ O (H, 𝑐) i 𝐿w ∈ ℳ𝑐,+(H) (∀w ∈ℳ𝑐,+(H)). Отже, згiдно з

(А.87), 𝐿 ∈ O+ (H, 𝑐).

2. Розглянемо довiльний оператор 𝐿 ∈ O+ (H, 𝑐). Оскiльки (за твердженням А.5)

O (H, 𝑐) є групою операторiв над просторомℳ (H), i при цьому O+ (H, 𝑐) ⊆ O (H, 𝑐),

то 𝐿−1 ∈ O (H, 𝑐). Розглянемо довiльний вектор w ∈ℳ𝑐,+(H). Згiдно з (А.86) маємо:

𝒯 (w) > 0, M𝑐 (w) < 0.

Оскiльки M𝑐 (w) < 0 i 𝐿−1 ∈ O (H, 𝑐), то, вiдповiдно до позначення А.4, маємо

M𝑐 (𝐿−1w) < 0. Отже, 𝒯 (𝐿−1w) = ±𝑐−1
√︁
−M𝑐 (𝐿−1w) + ‖X𝐿−1w‖2 ̸= 0. Тому можли-

вою є лише одна наступних двох нерiвностей 𝒯 (𝐿−1w) > 0 або 𝒯 (𝐿−1w) < 0. Припу-

стимо, що 𝒯 (𝐿−1w) < 0. Тодi вектор ̃︀w = −𝐿−1w належить до множиниℳ𝑐,+(H). При

цьому маємо, 𝒯 (𝐿̃︀w) = 𝒯 (−w) = −𝒯 (w) < 0. Таким чином ̃︀w ∈ ℳ𝑐,+(H), тодi як

𝐿̃︀w /∈ ℳ𝑐,+(H), що неможливо, бо 𝐿 ∈ O+ (H, 𝑐). З останньої суперечностi випливає,

що 𝒯 (𝐿−1w) > 0. Отже, ми довели, що M𝑐 (𝐿−1w) < 0 i 𝒯 (𝐿−1w) > 0. Таким чином,

згiдно (А.86), 𝐿−1w ∈ ℳ𝑐,+(H) (для будь-якого вектора w ∈ ℳ𝑐,+(H)). Тому, вiдпо-

вiдно до (А.87), маємо, 𝐿−1 ∈ O+ (H, 𝑐) (для довiльного оператора 𝐿 ∈ O+ (H, 𝑐)).
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Таким чином, вище було доведено, що для довiльних операторiв 𝐿,𝐿1, 𝐿2 ∈
O+ (H, 𝑐) мають мiсце спiввiдношення, 𝐿1𝐿2 ∈ O+ (H, 𝑐) i 𝐿−1 ∈ O+ (H, 𝑐), що й необ-

хiдно було довести.

Неважко перевiрити, що у випадку H = R3 група O+ (H, 𝑐) збiгається з повною

групою Лоренца, введеною в [99].

Наступне твердження дає нам зображення класу O+ (H, 𝑐) в термiнах операторiв

виду W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ].

Твердження А.23. Має мiсце така рiвнiсть:

O+ (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ O (H, 𝑐) | 𝑠 = 1} =

= {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝑠 = 1, 0 ≤ 𝜆 < 𝑐} =

= {W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] | 𝜆 ∈ [0, 𝑐) , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)} . (А.88)

Доведення. Достатньо довести лише рiвнiсть:

O+ (H, 𝑐) = {W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] | 𝜆 ∈ [0, 𝑐) , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)} , (А.89)

тому, що iншi частини рiвностi (А.88) випливають з формули (А.89), а також формул

(А.77), (А.80).

1. Нехай, 𝐿 — оператор, який можна подати у виглядi:

𝐿 = W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] ,

де 𝜆 ∈ [0, 𝑐), n ∈ B1 (H1), 𝐽 ∈ U (H1). Зафiксуємо довiльний вектор w ∈ ℳ𝑐,+(H).

Тодi, згiдно з (А.86), маємо:

𝒯 (w) > 0, M𝑐 (w) < 0. (А.90)

Оскiльки 𝜆 ∈ [0, 𝑐), то, вiдповiдно до формули (А.80), маємо, 𝐿 = W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] ∈
O (H, 𝑐). Отже, застосовуючи (А.90) i враховуючи позначення А.4, отримуємо:

M𝑐 (𝐿w) = M𝑐 (w) < 0. (А.91)

Далi, використовуючи (А.90) i (А.65), дiстаємо:

𝒯 (𝐿w) = 𝒯 (W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] w) =
𝒯 (w)− 𝜆

𝑐2
⟨n,w⟩√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ =
𝒯 (w)− 𝜆

𝑐2
⟨Xn,w⟩√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ =

=
𝒯 (w)√︁⃒⃒
1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ − 𝜆
𝑐2√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ ⟨n,Xw⟩ ≥ 𝒯 (w)√︁⃒⃒
1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ − 𝜆
𝑐2√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ ‖Xw‖ =
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=

(︀
1− 𝜆

𝑐

)︀
𝒯 (w)√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ − 𝜆
𝑐2√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ (‖Xw‖ − 𝑐𝒯 (w)) =

=

(︀
1− 𝜆

𝑐

)︀
𝒯 (w)√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ − 𝜆
𝑐2√︁⃒⃒

1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ M𝑐 (w)

‖Xw‖+ 𝑐𝒯 (w)
> 0. (А.92)

Iз спiввiдношень (А.91) та (А.92) випливає, що 𝐿w ∈ℳ𝑐,+(H) (для довiльного векто-

ра w ∈ℳ𝑐,+(H)). Отже, згiдно з (А.87), маємо 𝐿 ∈ O+ (H, 𝑐).

2. Навпаки, припустимо, що 𝐿 ∈ O+ (H, 𝑐). Тодi, згiдно з спiввiдношенням (А.87),

маємо 𝐿 ∈ O (H, 𝑐), причому:

∀w ∈ℳ𝑐,+(H) (𝐿w ∈ℳ𝑐,+(H)) . (А.93)

Оскiльки 𝐿 ∈ O (H, 𝑐), то, за формулою (А.80), оператор 𝐿 можна подати у виглядi:

𝐿 = W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] , (А.94)

де 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜆 ∈ [0, 𝑐), n ∈ B1 (H1) i 𝐽 ∈ U (H1). Легко бачити, що e0 ∈ ℳ𝑐,+(H).

Отже, згiдно з формулою (А.93), маємо, 𝐿e0 ∈ ℳ𝑐,+(H). Тому, за формулою (А.86),

𝒯 (𝐿e0) > 0. Отже, використовуючи спiввiдношення (А.65), отримуємо:

0 < 𝒯 (𝐿e0) = 𝒯 (W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] e0) =

= 𝒯

⎛⎝(𝑠𝒯 (e0)− 𝜆
𝑐2
⟨n,e0⟩)√︂⃒⃒⃒

1−𝜆2
𝑐2

⃒⃒⃒ e0 + 𝐽

⎛⎝𝜆𝒯 (e0)n−𝑠X1[n]e0√︂⃒⃒⃒
1−𝜆2

𝑐2

⃒⃒⃒ + X⊥1 [n] e0

⎞⎠⎞⎠ =

= 𝒯

⎛⎝ 𝑠√︂⃒⃒⃒
1−𝜆2

𝑐2

⃒⃒⃒e0 + 𝐽

⎛⎝ 𝜆n√︂⃒⃒⃒
1−𝜆2

𝑐2

⃒⃒⃒
⎞⎠⎞⎠ =

𝑠√︁⃒⃒
1− 𝜆2

𝑐2

⃒⃒ .
З останньої нерiвностi випливає, що 𝑠 > 0. Тому, оскiльки 𝑠 ∈ {−1, 1}, приходимо
до висновку, що 𝑠 = 1. Тобто, згiдно з (А.94), маємо 𝐿 = W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] (де 𝜆 ∈ [0, 𝑐),

n ∈ B1 (H1) i 𝐽 ∈ U (H1)).

Рiвнiсть (А.89) повнiстю доведено.

Нехай, 𝜆 ∈ [0, 𝑐), n ∈ B1 (H1), i 𝐽 ∈ U (H1). Тодi, згiдно з формулою (А.72),

операторW𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] можна подати у виглядi,W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] = U𝜃′
(𝜆)
,𝑐 [1,n, 𝐽 ], де 𝜃′(𝜆) =

1−𝜆
𝑐√︁

1−𝜆2
𝑐2

∈ (0, 1]. Навпаки, довiльний оператор виду U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ], де 𝜃 ∈ (0, 1], n ∈

B1 (H1), i 𝐽 ∈ U (H1), вiдповiдно до формули (А.72), можна подати в наступному

виглядi, U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] = W𝜆′
(𝜃)
,𝑐 [1,n, 𝐽 ], де 𝜆′(𝜃) = 𝑐1−𝜃

2

1+𝜃2
∈ [0, 𝑐). Тому, справедливою є

наступна рiвнiсть:
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{W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] | 𝜆 ∈ [0, 𝑐) , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)} =

= {U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] | 𝜃 ∈ (0, 1] , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)} .
Використовуючи останню рiвнiсть, а також рiвностi (А.78) та (А.81), отримуємо на-

ступну формулу для зображення класу операторiв O+ (H, 𝑐) в термiнах операторiв

виду U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]:

O+ (H, 𝑐) = {U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] | 𝜃 ∈ (0, 1] , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)} =

= {U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝑠 = 1, 0 < 𝜃 ≤ 1} =

= {U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ O (H, 𝑐) | 𝑠 = 1} . (А.95)

З формули (А.76) випливає, що U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] = U𝜃−1,𝑐 [1,−n, 𝐽 ] (для довiльних 𝜃 ∈
(0,∞), n ∈ B1 (H1), i 𝐽 ∈ U (H1)). Отже, умову 𝜃 ∈ (0, 1] в формулi (А.95) можна

замiнити на умову 𝜃 ∈ (0,∞). Тодi отримаємо рiвнiсть:

O+ (H, 𝑐) = {U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] | 𝜃 ∈ (0,∞) , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)} =

= {U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝑠 = 1, 𝜃 > 0} . (А.96)

Формула (А.88) служить мотивацiєю для введення наступного пiдкласу класу

операторiв OT (H, 𝑐):

OT+ (H, 𝑐) := {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝑠 = 1} =

= {W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ] | 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)} . (А.97)

Використовуючи спiввiдношення (А.72), (А.73) та (А.76), нескладно отримати насту-

пне зображення класу OT+ (H, 𝑐) (в термiнах операторiв виду U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]):

OT+ (H, 𝑐) :=
{︁
U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝑠 = 1, |𝜃| ≤ 1

}︁
=

=
{︁
U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] | 𝜃 ∈ [−1, 1] ∖ {0} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)

}︁
=

=
{︁
U𝜃,𝑐

[︀
sgn+ (𝜃 + 1) ,n, 𝐽

]︀
| 𝜃 ∈ R ∖ {0} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)

}︁
, (А.98)

де sgn+ (𝜉) =

⎧⎨⎩sign (𝜉) , 𝜉 ̸= 0

1, 𝜉 = 0
(𝜉 ∈ R).

В якостi протилежностi до класу OT+ (H, 𝑐) введемо наступний клас операторiв:

OT− (H, 𝑐) :=
{︁
W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝑠 = −1

}︁
=

=
{︁
W𝜆,𝑐 [−1,n, 𝐽 ] | 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)

}︁
. (А.99)
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Використовуючи спiввiдношення (А.72), (А.73) та (А.76), можна отримати наступнi

формули для зображення класу OT− (H, 𝑐) в термiнах операторiв виду U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]:

OT− (H, 𝑐) :=
{︁
U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) | 𝑠 = −1, |𝜃| ≤ 1

}︁
=

=
{︁
U𝜃,𝑐 [−1,n, 𝐽 ] | 𝜃 ∈ [−1, 1] ∖ {0} , n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)

}︁
=

=
{︁
U𝜃,𝑐

[︀
−sgn+ (𝜃 + 1) ,n, 𝐽

]︀
| 𝜃 ∈ R ∖ {0} ,n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1)

}︁
. (А.100)

Твердження А.24. Має мiсце наступна рiвнiсть:

OT+ (H, 𝑐) ∩OT− (H, 𝑐) = OT∞ (H, 𝑐).

Доведення. Нехай, 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐) ∩ OT− (H, 𝑐). Тодi, згiдно з формулами (А.98) та

(А.100), оператор 𝐿 можна подати у виглядi, 𝐿 = U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] = U𝜃1,𝑐 [−1,n1, 𝐽1], де

𝜃, 𝜃1 ∈ [−1, 1] ∖ {0}, n,n1 ∈ B1 (H1), 𝐽, 𝐽1 ∈ U (H1). Звiдси, використовуючи формулу

(А.75), отримуємо:

𝐿e0 =

(︂
𝜙0 (𝜃) 𝒯 (e0)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n, e0⟩
𝑐

)︂
e0

+ 𝐽
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (e0)n− 𝜙0 (𝜃)X1 [n] e0 + X⊥1 [n] e0

)︀
=

= 𝜙0 (𝜃) e0 + 𝑐𝜙1 (𝜃) 𝐽 (n) ;

𝐿e0 = −𝜙0 (𝜃1) e0 + 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝐽1 (n1) .

З останнiх двох рiвностей випливає, що 𝜙0 (𝜃) = 𝒯 (𝐿e0) = −𝜙0 (𝜃1). Звiдси, врахо-

вуючи, що 𝜙0 (𝜗) ≥ 0 (∀𝜗 ∈ [−1, 1] ∖ {0}), отримуємо рiвнiсть 𝜙0 (𝜃) = 𝜙0 (𝜃1) = 0.

Остання рiвнiсть можлива лише за умови 𝜃 = −1. Отже, згiдно з (А.85), маємо:

𝐿 = U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ] = U−1,𝑐 [1,n, 𝐽 ] ∈ OT∞ (H, 𝑐) .

Таким чином, отримуємо включення OT+ (H, 𝑐) ∩OT− (H, 𝑐) ⊆ OT∞ (H, 𝑐).

Навпаки, припустимо, що 𝐿 ∈ OT∞ (H, 𝑐). Тодi, згiдно з (А.85) i (А.78),

оператор 𝐿 можна подати у виглядi 𝐿 = U−1,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ], де 𝑠 ∈ {−1, 1},
n ∈ B1 (H1), 𝐽 ∈ U (H1). I, враховуючи формулу (А.75), отримуємо,

𝐿 = U−1,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = U−1,𝑐 [1,n, 𝐽 ] = U−1,𝑐 [−1,n, 𝐽 ]. Тому, згiдно з формулами (А.98)

та (А.100), маємо, 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐)∩OT− (H, 𝑐). Отже, ми отримали обернене включе-

ння OT∞ (H, 𝑐) ⊆ OT+ (H, 𝑐) ∩OT− (H, 𝑐).

А.1.7. Логарифмiчне розширення множини дiйсних чисел i гi-

перболiчне зображення узагальнених перетворень Лоренца

Постановка задачi. Гiперболiчне зображення для класичних перетворень

Лоренца є загальновiдомим (див, напр., [237, формула (2.5.11)] або [167, формула
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(4.17)]). У випадку, коли осi координат рухомої i нерухомої системи вiдлiку пара-

лельнi i обидвi системи обидвi системи вiдлiку рухаються вздовж спiльної осi абсцис

таке зображення можна записати у виглядi:

𝑐𝑡′ = −𝑥 sh𝜓 + 𝑐𝑡 ch𝜓; 𝑥′ = 𝑥 ch𝜓 − 𝑐𝑡 sh𝜓; (А.101)

𝑦′ = 𝑦; 𝑧′ = 𝑧,

де 𝜓 ∈ R. Гiперболiчне зображення для узагальнених перетворень Лоренца (в сенсi

E. Recami, В. Ольховського та R. Goldoni) у тривимiрному випадку H = R3 можна

знайти в роботах [57,58]. В той же час, формулу, яка б давала єдину гiперболiчну фор-

му запису одночасно як для класичних, так i для узагальнених перетворень Лоренца

на сьогоднi невiдомо. В роботi [57] автор намагається отримати таку формулу, ви-

користовуючи так званi узагальненi гiперболiчнi функцiї. Проте, насправдi, введенi

автором узагальненi гiперболiчнi функцiї iстотно вiдрiзняються вiд загальновiдомих

гiперболiчних функцiй, зокрема мають дiйсний перiод (подiбно до тригонометричних

функцiй). На нашу думку, головною причиною такої ситуацiї є те, що класичнi гi-

перболiчнi функцiї визначенi на всiй дiйснiй осi R, i пiдстановка будь-якого дiйсного
значення 𝜓 в формули (А.101) не приводить до надсвiтлових швидкостей для ру-

хомої системи вiдлiку. В даному пiдроздiлi буде показано, що вихiд гiперболiчного

аргумента 𝜓 поза межi поля дiйсних чисел в формулах (А.101) приводить до систем

вiдлiку з надсвiтловою швидкiстю. З цiєю метою далi буде побудовано логарифмiчне

розширення множини дiйсних чисел. Потiм, використовуючи це розширення, будуть

отриманi формули якi дають єдине гiперболiчне зображення як для класичних, так

i для узагальнених перетворень Лоренца над довiльним дiйсним гiльбертовим про-

стором H.

Мотивацiя. Перш за все, розглянемо такий приклад

Приклад А.25. Розглянемо алгебраїчну систему (R+,+,×), де R+ — множина до-

датних дiйсних чисел, а + та × — бiнарнi алгебраїчнi операцiї додаваннi i множення

дiйсних чисел (вiдповiдно). Ця алгебраїчна система має багато чудових властиво-

стей. Проте, вона є “неповною” в тому сенсi, що операцiя вiднiмання (обернена до

операцiї додавання) не є визначеною на всiй множинi R+. Справдi, якщо 𝑎, 𝑏 ∈ R+

i 𝑎 ≤ 𝑏, то 𝑎 − 𝑏 /∈ R+. Отже, в цьому випадку рiвняння 𝑏 + 𝑥 = 𝑎 не має жодного

розв’язку на R+. Iншими словами, алгебраїчна система (R+,+,×) не є полем. Зви-

чайно, можна “виправити” цю ситуацiю шляхом “долучення” до множини R+ нуля

та вiд’ємних дiйсних чисел. Тодi ми отримаємо алгебраїчну систему (R,+,×), тобто

звичайне поле дiйсних чисел.

Тепер розглянемо iншу ситуацiю. На множинi дiйсних чисел R введемо новi опе-
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рацiї “множення” i “додавання” наступним чином:

𝑥 ̂︀× 𝑦 := 𝑥+ 𝑦; 𝑥 ̂︀+ 𝑦 := ln (𝑒𝑥 + 𝑒𝑦) (∀𝑥, 𝑦 ∈ R) .

Легко перевiрити, що вiдображення

R ∋ 𝑥 ↦−→ exp(𝑥) ∈ R+ (А.102)

є бiєкцiєю мiж R та R+, причому для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ R справедливi такi рiвностi:

exp
(︀
𝑥 ̂︀× 𝑦)︀ = exp (𝑥) exp (𝑦) ; (А.103)

exp
(︀
𝑥 ̂︀+ 𝑦

)︀
= exp (𝑥) + exp (𝑦) . (А.104)

Отже, алгебраїчнi системи
(︀
R, ̂︀+, ̂︀×)︀ i (R+,+,×) є iзоморфними, причому вiдобра-

ження (А.102) є iзоморфiзмом мiж ними. Тому, алгебраїчна система
(︀
R, ̂︀+, ̂︀×)︀ є “не-

повною”, аналогiчно до системи (R+,+,×). I, можна сказати, що всi дiйснi числа

є “додатними” вiдносно алгебраїчної системи
(︀
R, ̂︀+, ̂︀×)︀. Тобто, “нульовий елемент” i

“вiд’ємнi” числа є вiдсутнiми в
(︀
R, ̂︀+, ̂︀×)︀. Далi буде побудовано розширення алгебра-

їчної системи
(︀
R, ̂︀+, ̂︀×)︀ до поля, що мiстить “нуль” i “вiд’ємнi” елементи.

Побудова логарифмiчного розширення.

Означення А.26. Логарифмiчним розширенням дiйсних чисел будемо нази-

вати множину:

R̂︀+ := R ∪ {−∞} ∪ {𝑎+ 𝜋𝑖 | 𝑎 ∈ R} (де 𝑖 =
√
−1).

Надалi домовимося вважати, що:

exp (−∞) := 𝑒−∞ := 0. (А.105)

Функцiя exp (𝑥), довизначена з допомогою формули (А.105) для випадку 𝑥 = −∞,

є визначеною на всiй множинi R̂︀+. Легко перевiрити, що довизначена таким чином

в точцi −∞ функцiя exp (·) є бiєкцiєю з R̂︀+ на R, причому оберненою до функцiї

exp (·) : R̂︀+ → R є функцiя:

ln
̂︀+ (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ln (𝑥) , 𝑥 > 0

−∞, 𝑥 = 0

ln |𝑥|+ 𝜋𝑖, 𝑥 < 0

(𝑥 ∈ R) .
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Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ R̂︀+ покладемо:

𝑥 ̂︀+ 𝑦 := ln
̂︀+ (exp (𝑥) + exp (𝑦)) ; (А.106)

𝑥 ̂︀× 𝑦 := ln
̂︀+ (exp (𝑥) exp (𝑦)) . (А.107)

Легко бачити, що для 𝑥, 𝑦 ∈ R має мiсце рiвнiсть 𝑥 ̂︀× 𝑦 = 𝑥 + 𝑦. Отже, операцiя “ ̂︀×”
(“множення” на R̂︀+) є продовженням операцiї “+” (звичайного додавання) з множини

R на множину R̂︀+. Побудуємо продовження вiдношення порядку з множини дiйсних
чисел R на множину R̂︀+.
Означення А.27. Нехай елементи 𝑥, 𝑦 ∈ R̂︀+ такi, що 𝑥 /∈ R або 𝑦 /∈ R. Будемо
говорити, що 𝑥 ≤ 𝑦 (𝑥 < 𝑦) тодi i тiльки тодi, коли exp (𝑥) ≤ exp (𝑦) (exp (𝑥) < exp (𝑦))

(вiдповiдно).

Твердження А.28. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ R̂︀+ мають мiсце наступнi логiчнi рiвно-

сильностi:

1) 𝑥 ≤ 𝑦 ⇐⇒ exp (𝑥) ≤ exp (𝑦); 2) 𝑥 < 𝑦 ⇐⇒ exp (𝑥) < exp (𝑦).

Доведення. Справдi, у випадку 𝑥, 𝑦 ∈ R обидвi рiвносильностi є тривiальними, а у

випадку, коли 𝑥 /∈ R або 𝑦 /∈ R вони є наслiдками означення А.27.

Безпосередньо з твердження А.28 випливає наступне твердження.

Твердження А.29. 1. Бiнарне вiдношення ≤ є вiдношенням лiнiйного порядку

на R̂︀+, тобто виконуються такi умови:

(a) для будь-якого 𝑥 ∈ R̂︀+ має мiсце нерiвнiсть 𝑥 ≤ 𝑥;

(b) якщо 𝑥, 𝑦 ∈ R̂︀+, 𝑥 ≤ 𝑦 i 𝑦 ≤ 𝑥, то 𝑥 = 𝑦;

(c) якщо 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R̂︀+, 𝑥 ≤ 𝑦 i 𝑦 ≤ 𝑧, то 𝑥 ≤ 𝑧;

(d) для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ R̂︀+ має мiсце хоча б одна з нерiвностей 𝑥 ≤ 𝑦 або

𝑦 ≤ 𝑥.

2. Бiнарне вiдношення < є вiдношенням строгого лiнiйного порядку на R̂︀+, поро-
дженим (нестрогим) порядком ≤, тобто для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ R̂︀+ спiввiдно-

шення 𝑥 < 𝑦 виконується тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 ≤ 𝑦 i 𝑥 ̸= 𝑦.

Теорема А.30. 1. Алгебраїчна система
(︁
R̂︀+, ̂︀+, ̂︀×, <)︁ є упорядкованим полем.

2. Елемент 0̂︀+ = −∞ є нульовим елементом поля R̂︀+.
3. Число 1̂︀+ = 0 є одиничним елементом поля R̂︀+.
4. Поле R̂︀+ iзоморфне полю дiйсних чисел R, при цьому вiдображення R̂︀+ ∋ 𝑥 ↦→

exp (𝑥) ∈ R є iзоморфiзмом мiж цими полями.
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Доведення. 1,2,3: Використовуючи формули (А.106), (А.107), (А.103), (А.104) та

твердження А.28, А.29 можна перевiрити, що мають мiсце такi властивостi:

(a) для будь-яких 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R̂︀+ справедливi рiвностi: 𝑎 ̂︀+ 𝑏 = 𝑏 ̂︀+ 𝑎,
(︀
𝑎 ̂︀+ 𝑏

)︀ ̂︀+ 𝑐 =

𝑎 ̂︀+ (︀𝑏 ̂︀+ 𝑐
)︀
, 𝑎 ̂︀× 𝑏 = 𝑏 ̂︀× 𝑎, (︀𝑎 ̂︀× 𝑏)︀ ̂︀× 𝑐 = 𝑎 ̂︀× (︀𝑏 ̂︀× 𝑐)︀, 𝑎 ̂︀+ 0̂︀+ = 𝑎 ̂︀× 1̂︀+ = 𝑎;

(b) для довiльного елемента 𝑎 ∈ R̂︀+ iснує (єдиний) елемент ̂︀− 𝑎 ∈ R̂︀+ такий, що

𝑎 ̂︀+ (︀̂︀− 𝑎)︀ = 0̂︀+, де ̂︀− 𝑎 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎+ 𝜋𝑖, 𝑎 ∈ R
0̂︀+, 𝑎 = 0̂︀+
𝑎− 𝜋𝑖, 𝑎 ∈ R̂︀+ ∖ (︁R ∪ (︁0̂︀+)︁)︁

(︁
𝑎 ∈ R̂︀+)︁;

(c) для будь-якого елемента 𝑎 ∈ R̂︀+ такого, що 𝑎 ̸= 0̂︀+ iснує (єдиний) елемент

𝑎̂︀− 1 ∈ R̂︀+ такий, що 𝑎 ̂︀× 𝑎̂︀− 1 = 1̂︀+, де 𝑎̂︀− 1 :=

⎧⎨⎩−𝑎, 𝑎 ∈ R
−𝑥+ 𝜋𝑖, 𝑎 = 𝑥+ 𝜋𝑖, де 𝑥 ∈ R(︁

𝑎 ∈ R̂︀+, 𝑎 ̸= 0̂︀+ )︁;
(d) якщо 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R̂︀+, 𝑎 < 𝑏 i 𝑏 < 𝑐 то 𝑎 < 𝑐;

(e) для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ R̂︀+ виконується одне i тiльки одне iз спiввiдношень 𝑎 = 𝑏,

𝑎 < 𝑏 або 𝑏 < 𝑎;

(f) якщо 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R̂︀+ i 𝑎 < 𝑏 то 𝑎 ̂︀+ 𝑐 < 𝑏 ̂︀+ 𝑐;

(g) якщо 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R̂︀+, 𝑎 < 𝑏 i 𝑐 > 0̂︀+ то 𝑎 ̂︀× 𝑐 < 𝑏 ̂︀× 𝑐.
Тому, за означенням упорядкованого поля (див. [238, 239]), отримуємо першi три

пункти теореми.

4: Функцiя exp (𝑥) є бiєкцiєю з R̂︀+ на R. Використовуючи рiвностi (А.103),

(А.104), поширенi на довiльнi 𝑥, 𝑦 ∈ R̂︀+, а також твердження А.28 легко перевiрити,

що ця функцiя є iзоморфiзмом мiж полями R̂︀+ та R.

Надалi будемо використовувати термiн “поле R̂︀+”, маючи на увазi пiд цим термi-

ном всю алгебраїчну структуру
(︁
R̂︀+, ̂︀+, ̂︀×,≤)︁.

Зауваження А.31. Використовуючи твердження А.28 неважко довести, що для

𝑎 ∈ R̂︀+ умова 𝑎 < 0̂︀+ виконується тодi i тiльки тодi, коли число 𝑎 можна подати у

виглядi 𝑎 = 𝑥 + 𝜋𝑖, де 𝑥 ∈ R. Враховуючи рiвнiсть 0̂︀+ = −∞, ми бачимо, що в полi

R̂︀+ iснують числа, меншi, нiж −∞ (а саме, числа виду 𝑎 = 𝑥+ 𝜋𝑖, де 𝑥 ∈ R).

Гiперболiчне зображення узагальнених перетворень Лоренца В цьому

пiдпунктi ми будемо використовувати загальне зображення узагальнених перетво-

рень Лоренца, яке дає наслiдок А.19. Це зображення використовує функцiї 𝜙0 (𝜃) та

𝜙1 (𝜃) (𝜃 ∈ R ∖ {0}), що визначаються за допомогою формул (А.70).
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Покажемо, що цi функцiї можна виразити через гiперболiчнi функцiї, визначенi

на R̂︀+. Для цього введемо нову змiнну 𝜓 що задовольняє умову:

1

𝜃
= exp

(︃
𝜓 + sign ̂︀+𝜓

2

)︃
; 𝜓 ∈ R̂︀+, 𝜓 ̸= −∞, де (А.108)

sign
̂︀+𝑥 = ln

̂︀+ (sign (exp(𝑥))) =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1̂︀+, 𝑥 ∈ R

0̂︀+, 𝑥 = 0̂︀+
̂︀− 1̂︀+, 𝑥 ∈ R̂︀+ ∖ (︁R ∪ {︁0̂︀+}︁)︁ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 ∈ R

−∞, 𝑥 = −∞

𝜋𝑖, 𝑥 < −∞

(︁
𝑥 ∈ R̂︀+)︁

(функцiя sign ̂︀+𝑥 є аналогом функцiї sign (𝑥) в полi R̂︀+).
Змiнна 𝜓 в формулi (А.108), однозначно визначається через змiнну 𝜃. Справдi,

у випадку, коли 𝜃 > 0, з формули (А.108), випливає, що 𝜓 ∈ R (тобто 𝜓 > −∞) ,

оскiльки при 𝜓 < −∞ виконується нерiвнiсть exp
(︁
𝜓+sign

̂︀+𝜓
2

)︁
< 0 . Отже, в цьому

випадку рiвнiсть (А.108) переписується у виглядi, 1
𝜃

= exp
(︀
𝜓
2

)︀
. Тому, при 𝜃 > 0

маємо, 𝜓 = 2 ln
(︀
1
𝜃

)︀
. Аналогiчно, у випадку 𝜃 < 0 маємо 𝜓 /∈ R, тобто 𝜓 < −∞. Отже,

𝜓 = 𝛼+𝜋𝑖, де 𝛼 ∈ R. Тому, в цьому випадку рiвнiсть (А.108) переписується у виглядi,
1
𝜃

= exp
(︀
𝛼+2𝜋𝑖

2

)︀
. Звiдси маємо, 1

𝜃
= − exp

(︀
𝛼
2

)︀
, 𝛼 = 2 ln

(︀
−1
𝜃

)︀
i 𝜓 = 2 ln

(︀
−1
𝜃

)︀
+ 𝜋𝑖.

Нескладно перевiрити, що з рiвностi (А.108) випливає наступна рiвнiсть:

1

|𝜃|
= exp

(︃
𝜓 − sign ̂︀+𝜓

2

)︃
. (А.109)

Застосовуючи рiвностi (А.108) та (А.109), можна виразити функцiї 𝜙0 (𝜃), 𝜙1 (𝜃) через

новий параметр 𝜓:

𝜙0 (𝜃) =
1

2

(︂
1

|𝜃|
+ 𝜃

)︂
=

1

2

(︃
exp

(︃
𝜓 − sign ̂︀+𝜓

2

)︃
+ exp

(︃
−𝜓 + sign ̂︀+𝜓

2

)︃)︃
=

= exp

(︂
−1

2
sign

̂︀+𝜓
)︂
ch

(︂
𝜓

2

)︂
;

𝜙1 (𝜃) =
1

2

(︂
1

|𝜃|
− 𝜃
)︂

= exp

(︂
−1

2
sign

̂︀+𝜓
)︂
sh

(︂
𝜓

2

)︂
.

Використовуючи наведенi вище рiвностi, а також наслiдок А.19 отримуємо наступну

теорему:

Теорема А.32. Оператор 𝐿 ∈ ℒ (ℳ (H)) належить до класу OT (H, 𝑐) тодi i тiльки

тодi, коли iснують числа 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜓 ∈ R̂︀+ ∖ {−∞}, вектор n ∈ B1 (H1) та

оператор 𝐽 ∈ U (H1) такi, що для довiльного w ∈ ℳ (H) вектор 𝐿w виражається
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за формулою:

𝐿w = exp

(︂
−1

2
sign

̂︀+𝜓
)︂(︂

𝑠 ch

(︂
𝜓

2

)︂
𝒯 (w)− sh

(︂
𝜓

2

)︂
⟨n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝐽

(︃
exp

(︂
−1

2
sign

̂︀+𝜓
)︂(︂

𝑐 sh

(︂
𝜓

2

)︂
𝒯 (w)n− 𝑠 ch

(︂
𝜓

2

)︂
X1 [n] w

)︂
+ X⊥1 [n] w

)︃
.

Оператор лiнiйного перетворення координат 𝐿 є v-детермiнованим тодi i тiльки

тодi, коли 𝜓 ̸= 𝜋𝑖, i в цьому випадку його швидкiсть можна обчислити за форму-

лою: 𝒱 (𝐿) = 𝑐𝑠
sh(𝜓2 )
ch(𝜓2 )

n = 𝑐𝑠 th
(︀
𝜓
2

)︀
n.

Зауваження А.33. У частинному випадку H = R3, ℳ (H) = R × R3 = R4, n =

(0, 1, 0, 0), 𝜓 ∈ R i 𝐽 (0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,−𝑥, 𝑦, 𝑧) (𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R), отримуємо формули (А.101)

як наслiдок з теореми А.32.

Бiльшiсть основних результатiв пiдроздiлу А.1 були опублiкованi в [110]. Окремi

результати зазначеного пiдроздiлу опублiкованi в [86, 100]. Результати, викладенi в

параграфi А.1.7 опублiкованi в роботi [240]. Також результати даного пiдроздiлу були

представленi на конференцiях [241–243].

А.2. Алгебраїчнi властивостi узагальнених пере-

творень Лоренца

Метою даного пiдроздiлу є дослiдити деякi алгебраїчнi властивостi введених кла-

сiв узагальнених перетворень Лоренца OT+ (H, 𝑐) та OT (H, 𝑐). Основну увагу буде

присвячено дослiдженню групових властивостей цих класiв.

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр, а H1 — введений в (А.1) пiдпростiр

простору Мiнковськогоℳ (H), iзоморфний до H. Введемо таке позначення:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] := U𝜃,𝑐 [𝑠,n, I1] (n ∈ B1 (H1) , 𝜃 ∈ R ∖ {0} , 𝑠 ∈ {−1, 1}), (А.110)

де I1 := IH1 — одиничний (тотожний) оператор на просторi H1. Оператори E𝜃,𝑐 [𝑠,n]

називатимемо елементарними узагальненими перетвореннями Лоренца.

Нагадаємо, що в формулi (А.22) для довiльного унiтарного на пiдпросторi H1

оператора 𝐽 ∈ U (H1) було введено оператор ̃︀𝐽 ∈ U (ℳ (H)):̃︀𝐽w = ̂︀Tw + 𝐽Xw = 𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw (w ∈ℳ (H)) (А.22: dubl)

Легко перевiрити, що для довiльних 𝐽, 𝐽1 ∈ U (H1) виконуються такi рiвностi:

̃︂𝐽𝐽1 = ̃︀𝐽 ̃︀𝐽1; ̃︀𝐽−1 = (̃𝐽−1). (А.111)
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Нагадаємо, що, згiдно з формулою (А.78) або наслiдком А.19, будь-яке узагаль-

нене перетворення Лоренца 𝐿 ∈ OT (H, 𝑐) можна подати у виглядi, 𝐿 = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ],

де 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜃 ∈ R ∖ {0}, n ∈ B1 (H1), 𝐽 ∈ U (H1).

Лема А.34. Для будь-якого узагальненого перетворення Лоренца U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈
OT (H, 𝑐) (𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜃 ∈ R ∖ {0}, n ∈ B1 (H1), 𝐽 ∈ U (H1)) справедливi насту-

пнi рiвностi:

̃︀𝐽E𝜃,𝑐 [𝑠,n] = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ; E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ̃︀𝐽 = U𝜃,𝑐

[︀
𝑠, 𝐽−1n, 𝐽

]︀
. (А.112)

Доведення. Перша рiвнiсть (А.112) випливає з (А.75), (А.110) та (А.22). Доведемо

другу рiвнiсть. Нехай, w ∈ℳ (H) . Покладемо:

w′ := ̃︀𝐽w = 𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw.

Використовуючи (А.75) та (А.110) отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ̃︀𝐽w = E𝜃,𝑐 [𝑠,n] w′ =

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w′)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n,w′⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w′)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] w′ + X⊥1 [n] w′ =

=

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n, 𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] (𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw) +

+ X⊥1 [n] (𝒯 (w) e0 + 𝐽Xw) =

=

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n, 𝐽Xw⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] 𝐽Xw + X⊥1 [n] 𝐽Xw. (А.113)

Оскiльки 𝐽 — унiтарний оператор з H1 в H1, то:

⟨n, 𝐽Xw⟩ =
⟨︀
𝐽−1n,Xw

⟩︀
=
⟨︀
X𝐽−1n,w

⟩︀
=
⟨︀
𝐽−1n,w

⟩︀
. (А.114)

Далi, застосовуючи (А.5),(А.6) та (А.114), маємо:

X1 [n] 𝐽Xw = ⟨n, 𝐽Xw⟩n = 𝐽
⟨︀
𝐽−1n,w

⟩︀
𝐽−1n = 𝐽X1

[︀
𝐽−1n

]︀
w; (А.115)

X⊥1 [n] 𝐽Xw = (X−X1 [n]) 𝐽Xw = X𝐽Xw − 𝐽X1

[︀
𝐽−1n

]︀
w =

= 𝐽
(︀
Xw −X1

[︀
𝐽−1n

]︀
w
)︀

= 𝐽X⊥1
[︀
𝐽−1n

]︀
w. (А.116)

Пiдставляючи замiсть виразiв ⟨n, 𝐽Xw⟩, X1 [n] 𝐽Xw, X⊥1 [n] 𝐽Xw правi частини

рiвностей (А.114), (А.115) та (А.116) у рiвнiсть (А.113), при цьому враховуючи рiв-
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нiсть (А.75) отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ̃︀𝐽w =

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃)

⟨𝐽−1n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w)n− 𝑠𝜙0 (𝜃) 𝐽X1

[︀
𝐽−1n

]︀
w + 𝐽X⊥1

[︀
𝐽−1n

]︀
w =

=

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃)

⟨𝐽−1n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝐽
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w) 𝐽−1n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1

[︀
𝐽−1n

]︀
w + X⊥1

[︀
𝐽−1n

]︀
w
)︀

=

= U𝜃,𝑐

[︀
𝑠, 𝐽−1n, 𝐽

]︀
w (∀w ∈ℳ (H)) .

Наслiдок А.35. Нехай U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐) (𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜃 ∈ R∖{0}, n ∈ B1 (H1),

𝐽 ∈ U (H1)) i 𝐽1 ∈ U (H1).

Тодi ̃︀𝐽1U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ,U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ̃︀𝐽1 ∈ OT (H, 𝑐), причому:

̃︀𝐽1U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽1𝐽 ] ; (А.117)

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ̃︀𝐽1 = U𝜃,𝑐

[︀
𝑠, 𝐽−11 n, 𝐽𝐽1

]︀
. (А.118)

Доведення. Рiвнiсть (А.117) випливає з рiвностi (А.111) та леми А.34. Доведемо

рiвнiсть (А.118). Використовуючи лему А.34 та рiвнiсть (А.117) отримуємо:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ̃︀𝐽1 = ̃︀𝐽E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ̃︀𝐽1 = ̃︀𝐽U𝜃,𝑐

[︀
𝑠, 𝐽−11 n, 𝐽1

]︀
= U𝜃,𝑐

[︀
𝑠, 𝐽−11 n, 𝐽𝐽1

]︀
.

З леми А.34 i наслiдку А.35 випливає, що питання про належнiсть добутку (ком-

позицiї) будь-яких узагальнених перетворень Лоренца до вихiдного класу OT (H, 𝑐)

може бути зведене до питання про належнiсть до OT (H, 𝑐) добутку елементарних

узагальнених перетворень Лоренца, яке розглядатиметься в наступних параграфах.

А.2.1. Композицiя узагальнених перетворень Лоренца з пара-

лельними напрямками руху Спочатку дослiдимо композицiю елементар-

них узагальнених перетворень Лоренца з однаковим напрямним вектором.

Введемо наступнi позначення:

S (𝜉, 𝜂) : =
1

2
(sign 𝜉 + 1) (sign 𝜂 + 1)− 1

=

⎧⎨⎩1, 𝜉, 𝜂 > 0

−1, 𝜉 < 0 або 𝜂 < 0
, 𝜉, 𝜂 ∈ R ∖ {0} ; (А.119)

I𝜎,𝜇 [n] 𝑥 : = 𝜎X1 [n]𝑥+ 𝜇X⊥1 [n]𝑥 = 𝜎 ⟨n, 𝑥⟩n + 𝜇X⊥1 [n]𝑥 (𝑥 ∈ H1) (А.120)

(n ∈ B1 (H1) , 𝜎, 𝜇 ∈ {−1, 1}).

Очевидно, що I𝜎,𝜇 [n] ∈ U (H1) (для довiльних n ∈ B1 (H1) i 𝜎, 𝜇 ∈ {−1, 1}).
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Лема А.36. Нехай E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ,E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n] (n ∈ B1 (H1) , 𝜃, 𝜃1 ∈ R ∖ {0} , 𝑠, 𝑠1 ∈
{−1, 1}) — елементарнi узагальненi перетворення Лоренца з однаковим напрямним

вектором n. Тодi:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n] = U
𝜃𝜃

−𝑠𝑠1
1 , 𝑐

[𝑠′,−𝑠𝑠′n, I−1,1 [n]] , де 𝑠′ = S (𝑠𝑠1, 𝜃1) .

Доведення. Зафiксуємо довiльний вектор w ∈ℳ (H). Покладемо: w′ := E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n] w.

Використовуючи формули (А.75),(А.110) та рiвностi (А.6) отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n] w = E𝜃,𝑐 [𝑠,n] w′ =

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w′)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n,w′⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w′)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] w′ + X⊥1 [n] w′; (А.121)

w′ =

(︂
𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n − 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n] w + X⊥1 [n] w;

𝒯 (w′) = 𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)
⟨n,w⟩
𝑐

; (А.122)

X1 [n] w′ = 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n− 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n] w; (А.123)

⟨n,w′⟩ = ⟨X1 [n]n,w′⟩ = ⟨n,X1 [n] w′⟩ =

= ⟨n, 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n− 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n] w⟩ =

= 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝑠1𝜙0 (𝜃1) ⟨n,w⟩ ; (А.124)

X⊥1 [n] w′ = X⊥1 [n] w. (А.125)

Пiдставляючи значення 𝒯 (w′), X1 [n] w′, ⟨n,w′⟩, X⊥1 [n] w′ з

(А.122),(А.123),(А.124) та (А.125) в (А.121) одержуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n] w =

(︃
𝑠𝜙0 (𝜃)

(︂
𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
−

− 𝜙1 (𝜃)
𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝑠1𝜙0 (𝜃1) ⟨n,w⟩

𝑐

)︃
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃)

(︂
𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
n−

− 𝑠𝜙0 (𝜃) (𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n− 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n] w) + X⊥1 [n] w =

=

(︃
(𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)− 𝜙1 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)) 𝒯 (w) +

+ 𝑠 (𝑠𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)− 𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1))
⟨n,w⟩
𝑐

)︃
e0+
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+ 𝑐𝑠 (𝑠𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)− 𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)) 𝒯 (w)n+

+ (𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)− 𝜙1 (𝜃)𝜙1 (𝜃1))X1 [n] w + X⊥1 [n] w. (А.126)

Використовуючи означення функцiй 𝜙0 (·), 𝜙1 (·) (див. (А.70)) отримуємо:

𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)− 𝜙1 (𝜃)𝜙1 (𝜃1) =

= 𝑠𝑠1
1

2

(︂
1

|𝜃|
+ 𝜃

)︂
1

2

(︂
1

|𝜃1|
+ 𝜃1

)︂
− 1

2

(︂
1

|𝜃|
− 𝜃
)︂

1

2

(︂
1

|𝜃1|
− 𝜃1

)︂
=

=
1

4

(︂
𝑠𝑠1

(︂
1

|𝜃|
1

|𝜃1|
+ 𝜃

1

|𝜃1|
+

1

|𝜃|
𝜃1 + 𝜃𝜃1

)︂
−
(︂

1

|𝜃|
1

|𝜃1|
− 𝜃 1

|𝜃1|
− 1

|𝜃|
𝜃1 + 𝜃𝜃1

)︂)︂
=

=

⎧⎨⎩
1
2

(︁
𝜃
|𝜃1| + 𝜃1

|𝜃|

)︁
, 𝑠𝑠1 = 1

−1
2

(︁
1
|𝜃𝜃1| + 𝜃𝜃1

)︁
, 𝑠𝑠1 = −1

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙0

(︁
𝜃
𝜃1

)︁
, 𝑠𝑠1 = 1, 𝜃1 > 0

−𝜙0

(︁
𝜃
𝜃1

)︁
, 𝑠𝑠1 = 1, 𝜃1 < 0

−𝜙0 (𝜃𝜃1) , 𝑠𝑠1 = −1

=

= S (𝑠𝑠1, 𝜃1)𝜙0

(︀
𝜃𝜃−𝑠𝑠11

)︀
= 𝑠′𝜙0 (𝜃′) , (А.127)

де 𝑠′ = S (𝑠𝑠1, 𝜃1); 𝜃
′ = 𝜃𝜃−𝑠𝑠11 . Аналогiчно знаходимо:

𝑠𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)− 𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1) = 𝑠′𝜙1 (𝜃′) . (А.128)

Пiдставляючи правi частини рiвностей (А.127), (А.128) замiсть вiдповiдних вира-

зiв у формулi (А.126), отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n] w =

(︂
𝑠′𝜙0 (𝜃′) 𝒯 (w) + 𝑠𝑠′𝜙1 (𝜃′)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝑠𝑠′𝜙1 (𝜃′) 𝒯 (w)n + 𝑠′𝜙0 (𝜃′)X1 [n] w + X⊥1 [n] w.

Враховуючи рiвностi (А.6) останню формулу можна переписати у виглядi:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n] w =

(︂
𝑠′𝜙0 (𝜃′) 𝒯 (w) + 𝜙1 (𝜃′)

⟨𝑠𝑠′n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃′) 𝒯 (w) (𝑠𝑠′n) + 𝑠′𝜙0 (𝜃′)X1 [𝑠𝑠′n] w + X⊥1 [𝑠𝑠′n] w =

= U
𝜃𝜃

−𝑠𝑠1
1 ,𝑐

[𝑠′,−𝑠𝑠′n, I−1,1 [n]] w.

Тепер розглянемо композицiю елементарних узагальнених перетворень Лоренца

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] та E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] з паралельними напрямними векторами n ‖ n1 (що рiвно-

сильно n = 𝜎n1, де 𝜎 ∈ {−1, 1}).

Лема А.37. Нехай E𝜃,𝑐 [𝑠,n] , E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎n] (n ∈ B1 (H1) , 𝜃, 𝜃1 ∈ R ∖ {0} , 𝜎, 𝑠, 𝑠1 ∈
{−1, 1}) — елементарнi узагальненi перетворення Лоренца з паралельними напрям-

ками руху. Тодi справедлива наступна рiвнiсть:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎n] = U
𝜃𝜃

−𝜎𝑠𝑠1
1 ,𝑐

[𝜎𝑠′,−𝜎𝑠𝑠′n, I−1,1 [n]], де 𝑠′ = S (𝜎𝑠𝑠1, 𝜃1).
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Доведення. Розглянемо довiльнi елементарнi узагальненi перетворення Лоренца з

паралельними напрямками руху E𝜃,𝑐 [𝑠,n] , E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎n] ∈ OT (H, 𝑐). Використовуючи

формули (А.75),(А.110) та рiвностi (А.6) отримуємо:

E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎n] w =

(︂
𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨𝜎n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)𝜎n− 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [𝜎n] w + X⊥1 [𝜎n] w =

=

(︂
𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨𝜎n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)𝜎n− 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n] w + X⊥1 [n] w =

= 𝜎

(︂
𝜎𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨n,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝜎
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n− 𝜎𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n] w + 𝜎X⊥1 [n] w

)︀
=

= 𝜎U𝜃1,𝑐 [𝜎𝑠1,n, I1,𝜎 [n]] w (w ∈ℳ (H)) .

Звiдси, враховуючи, що (I1,𝜎 [n])−1 n = n i застосовуючи лему А.34, маємо:

E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎n] = 𝜎U𝜃1,𝑐 [𝜎𝑠1,n, I1,𝜎 [n]] = 𝜎E𝜃1,𝑐 [𝜎𝑠1,n] ̃︁I1,𝜎 [n] (А.129)

(n ∈ B1 (H1) , 𝜃1 ∈ R ∖ {0} , 𝜎, 𝑠1 ∈ {−1, 1}).

Отже, скориставшись лемою А.36 та лемою А.34, отримаємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎n] = 𝜎E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝜎𝑠1,n] ̃︁I1,𝜎 [n] =

= 𝜎U
𝜃𝜃

−𝜎𝑠𝑠1
1 ,𝑐

[𝑠′,−𝑠𝑠′n, I−1,1 [n]] ̃︁I1,𝜎 [n] =

= ̃︂I−1,1 [n]
(︁
𝜎E

𝜃𝜃
−𝜎𝑠𝑠1
1 ,𝑐

[𝑠′,−𝑠𝑠′n] ̃︁I1,𝜎 [n]
)︁
, (А.130)

де 𝑠′ = S (𝜎𝑠𝑠1, 𝜃1) . Згiдно з рiвностями (А.120) та (А.6), I1,𝜎 [n] = I1,𝜎 [−𝑠𝑠′n]. Отже,

рiвнiсть (А.130) можна переписати у виглядi:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎n] = ̃︂I−1,1 [n]
(︁
𝜎E

𝜃𝜃
−𝜎𝑠𝑠1
1 ,𝑐

[𝜎(𝜎𝑠′),−𝑠𝑠′n] ̃︁I1,𝜎 [−𝑠𝑠′n]
)︁
.

I, скориставшись рiвнiстю (А.129), отримаємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎n] = ̃︂I−1,1 [n]
(︁
E
𝜃𝜃

−𝜎𝑠𝑠1
1 ,𝑐

[𝜎𝑠′,−𝜎𝑠𝑠′n]
)︁

=

= U
𝜃𝜃

−𝜎𝑠𝑠1
1 ,𝑐

[𝜎𝑠′,−𝜎𝑠𝑠′n, I−1,1 [n]] .

Наступне твердження показує, що композицiя довiльних узагальнених перетво-

рень Лоренца з паралельними напрямками руху завжди є узагальненим перетворе-

нням Лоренца.

Твердження А.38. Нехай, U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ,U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1] ∈ OT (H, 𝑐).

Тодi U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1]U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐), причому:
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U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1]U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = U𝜃1𝜃−𝜎𝑠1𝑠,𝑐 [𝜎𝑠′,−𝑠1𝑠′n, 𝐽1𝐽I−1,1 [n]], де 𝑠′ = S (𝜎𝑠1𝑠, 𝜃).

Доведення. Згiдно з лемою А.34, маємо:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = E𝜃,𝑐 [𝑠, 𝐽n] ̃︀𝐽 ; U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1] = ̃︀𝐽1E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n] .

Далi, скориставшись лемою А.37, отримуємо:

U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1]U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = ̃︀𝐽1E𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n]E𝜃,𝑐 [𝑠, 𝐽n] ̃︀𝐽 =

= ̃︀𝐽1U𝜃1𝜃−𝜎𝑠1𝑠,𝑐 [𝜎𝑠′,−𝜎𝑠1𝑠′(𝜎𝐽n), I−1,1 [𝜎𝐽n]] ̃︀𝐽 =

= ̃︀𝐽1U𝜃1𝜃−𝜎𝑠1𝑠,𝑐 [𝜎𝑠′,−𝑠1𝑠′𝐽n, I−1,1 [𝐽n]] ̃︀𝐽,
де 𝑠′ = S (𝜎𝑠1𝑠, 𝜃). Застосовуючи до правої частини останньої формули наслiдок А.35,

маємо:

U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1]U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = ̃︀𝐽1U𝜃1𝜃−𝜎𝑠1𝑠,𝑐 [𝜎𝑠′,−𝑠1𝑠′n, I−1,1 [𝐽n] 𝐽 ] =

= U𝜃1𝜃−𝜎𝑠1𝑠,𝑐 [𝜎𝑠′,−𝑠1𝑠′n, 𝐽1I−1,1 [𝐽n] 𝐽 ] . (А.131)

Використовуючи рiвнiсть (А.120) та унiтарнiсть оператора 𝐽 для довiльного 𝑥 ∈ H1

отримуємо:

I−1,1 [𝐽n] 𝐽𝑥 = −X1 [𝐽n] 𝐽𝑥+ X⊥1 [𝐽n] 𝐽𝑥 =

= −X1 [𝐽n] 𝐽𝑥+ (X−X1 [𝐽n]) 𝐽𝑥 = −⟨𝐽n, 𝐽𝑥⟩ 𝐽n + X𝐽𝑥− ⟨𝐽n, 𝐽𝑥⟩ 𝐽n =

= −⟨n, 𝑥⟩ 𝐽n + 𝐽𝑥− ⟨n, 𝑥⟩ 𝐽n = 𝐽 (−⟨n, 𝑥⟩n + X𝑥− ⟨n, 𝑥⟩n) =

= 𝐽 (−X1 [n]𝑥+ (X−X1 [n])𝑥) = 𝐽I−1,1 [n]𝑥.

Отже, згiдно з формулою (А.131) маємо:

U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1]U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = U𝜃1𝜃−𝜎𝑠1𝑠,𝑐 [𝜎𝑠′,−𝑠1𝑠′n, 𝐽1𝐽I−1,1 [n]] .

Зауваження А.39. Оператори перетворення координат U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] та

U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1] у твердженнi А.38 справдi мають паралельнi напрямки руху.

Щоб пояснити останню тезу для прикладу розглянемо випадок 𝜃 ̸= −1. Тодi,

згiдно з теоремою А.18, перетворення координат U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] є v-детермiнованим,

причому 𝒱 (U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]) = 𝑐𝑠1−𝜃|𝜃|
1+𝜃|𝜃|n. Тому згiдно з формулою (А.55), оператор

лiнiйного перетворення координат (U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ])−1 також є v-детермiнованим,

причому 𝒱
(︀
(U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ])−1

)︀
= 𝐽𝒱 (U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]) = 𝑐𝑠1−𝜃|𝜃|

1+𝜃|𝜃|𝐽n. Припустимо, що

(v-детермiнований) оператор перетворення координат U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] вiдображає

координати довiльної точки в нерухомiй системi вiдлiку 𝑙 в координати цiєї ж точки

в iншiй системi вiдлiку А.2 𝑙′, що рухається зi швидкiстю 𝒱 (U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]) = 𝑐𝑠1−𝜃|𝜃|
1+𝜃|𝜃|n

вiдносно системи вiдлiку 𝑙. Тодi, система вiдлiку 𝑙′ буде рухатись вiдносно системи

А.2 В цьому зауваженнi системи вiдлiку 𝑙 та 𝑙′ слiд розумiти в звичайному фiзичному сенсi.
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вiдлiку 𝑙 iз швидкiстю 𝒱
(︀
(U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ])−1

)︀
= 𝑐𝑠1−𝜃|𝜃|

1+𝜃|𝜃|𝐽n. Отже, напрямний вектор

руху системи вiдлiку 𝑙 вiдносно 𝑙′ паралельний вектору 𝐽n. Таким чином, система

вiдлiку 𝑙′′, пов’язана з перетворенням координат U𝜃1 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1] має напрямний

вектор руху 𝜎𝐽n, паралельний вектору 𝐽n.

Наслiдок А.40. Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр такий, що dim (H) = 1.

Тодi для довiльних операторiв 𝐿,𝐿1 ∈ OT (H, 𝑐) маємо 𝐿1𝐿 ∈ OT (H, 𝑐).

Доведення. Нехай, 𝐿,𝐿1 ∈ OT (H, 𝑐), де H — дiйсний гiльбертовий простiр такий, що

dim (H) = 1. Тодi, згiдно з формулою (А.78), оператори 𝐿,𝐿1 можна подати у виглядi:

𝐿 = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] , 𝐿1 = U𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1, 𝐽1] ,

де 𝑠, 𝑠1 ∈ {−1, 1}, 𝜃, 𝜃1 ∈ R∖{0}, n,n1 ∈ B1 (H1), 𝐽, 𝐽1 ∈ U (H1). Оскiльки пiдпростiр H1

просторуℳ (H) iзоморфний простору H, то dim (H1) = dim (H) = 1. Тому iснує число

𝜎 ∈ {−1, 1} таке, що n1 = 𝜎n. Оскiльки оператор 𝐽 є унiтарним в одновимiрному

просторi H1, то iснує число 𝜎
′ ∈ {−1, 1} таке, що 𝐽n = 𝜎′n. Отже, n1 = 𝜎n = 𝜎𝜎′𝐽n =̃︀𝜎𝐽n, де ̃︀𝜎 = 𝜎𝜎′ ∈ {−1, 1}. Тобто, U𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1, 𝐽1] = U𝜃1,𝑐 [𝑠1, ̃︀𝜎𝐽n, 𝐽1]. I, згiдно з

твердженням А.38, маємо, 𝐿1𝐿 = U𝜃1,𝑐 [𝑠1, ̃︀𝜎𝐽n, 𝐽1] U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐).

Наступний наслiдок показує, що операцiя взяття оберненого оператора не виво-

дить за межi класу узагальнених перетворень Лоренца OT (H, 𝑐).

Наслiдок А.41. Нехай, U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐). Тодi U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 ∈ OT (H, 𝑐),

причому:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 = U𝜃𝑠,𝑐

[︀
𝑠𝜃, 𝑠𝜃𝐽n, 𝐽

−1]︀ , де 𝑠𝜃 = S(𝑠, 𝜃). (А.132)

Доведення. Розглянемо довiльний оператор U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ OT (H, 𝑐). Покладемо:

𝜃1 := 𝜃𝑠, 𝑠1 := 𝜎 := 𝑠𝜃 = S(𝑠, 𝜃), 𝐽1 := 𝐽−1.

Згiдно з твердженням А.38 маємо:

U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1]U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = U𝜃1𝜃−𝜎𝑠1𝑠,𝑐 [𝜎𝑠′,−𝑠1𝑠′n, 𝐽1𝐽I−1,1 [n]] =

= U𝜃𝑠𝜃−𝑠𝜃 ·𝑠𝜃 ·𝑠,𝑐

[︀
𝑠𝜃𝑠
′,−𝑠𝜃𝑠′n, 𝐽−1𝐽I−1,1 [n]

]︀
=

= U1,𝑐 [𝑠𝜃𝑠
′,−𝑠𝜃𝑠′n, I−1,1 [n]] ,

де 𝑠′ = S (𝜎𝑠1𝑠, 𝜃) = S (𝑠𝜃𝑠𝜃𝑠, 𝜃) = S(𝑠, 𝜃) = 𝑠𝜃. Отже:

U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1]U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = U1,𝑐 [𝑠𝜃𝑠𝜃, −𝑠𝜃𝑠𝜃n, I−1,1 [n]] =

= U1,𝑐 [1,−n, I−1,1 [n]] .

Використовуючи (А.75), (А.120) та (А.6), неважко переконатись, що для будь-

якого w ∈ ℳ (H) виконується рiвнiсть U1,𝑐 [1,−n, I−1,1 [n]] w = w. Отже,

U1,𝑐 [1,−n, I−1,1 [n]] = I. Таким чином, U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1]U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] = I. Звiдси:
U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 = U𝜃1,𝑐 [𝑠1, 𝜎𝐽n, 𝐽1] = U𝜃𝑠,𝑐 [𝑠𝜃, 𝑠𝜃𝐽n, 𝐽

−1] .
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Зауваження А.42. Застосовуючи формули (А.76) та (А.119), спiввiдношення

(А.132) можна переписати у виглядi:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 = U𝜃,𝑐

[︀̃︀𝑠𝜃, 𝑠̃︀𝑠𝜃𝐽n, 𝐽−1]︀ , де ̃︀𝑠𝜃 = 𝑠 sign 𝜃. (А.133)

Справдi, нехай 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝜃 ∈ R ∖ {0}, n ∈ B1 (H1) i 𝐽 ∈ U (H1). Позначимо,

𝑠𝜃 := S(𝑠, 𝜃), ̃︀𝑠𝜃 := 𝑠 sign 𝜃. Тодi отримаємо наступне:

1) У випадку 𝑠 = 1 маємо, 𝑠𝜃 = S(1, 𝜃) = sign 𝜃, ̃︀𝑠𝜃 = sign 𝜃. Отже, за формулою

(А.132), в цьому випадку одержуємо:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 = U𝜃𝑠,𝑐

[︀
𝑠𝜃, 𝑠𝜃𝐽n, 𝐽

−1]︀ = U𝜃,𝑐

[︀
sign 𝜃, sign 𝜃𝐽n, 𝐽−1

]︀
=

= U𝜃,𝑐

[︀̃︀𝑠𝜃, 𝑠̃︀𝑠𝜃𝐽n, 𝐽−1]︀ .
2) У випадку 𝑠 = −1 маємо, 𝑠𝜃 = S(−1, 𝜃) = −1, ̃︀𝑠𝜃 = −sign 𝜃. Отже, використо-

вуючи (А.132) i (А.76), дiстаємо:

U𝜃,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ]−1 = U𝜃−1,𝑐

[︀
−1,−𝐽n, 𝐽−1

]︀
=

= U(𝜃−1)−1,𝑐

[︀
(−1)sign

(︀
𝜃−1
)︀
,−sign

(︀
𝜃−1
)︀

(−𝐽n) , 𝐽−1
]︀

=

= U𝜃,𝑐

[︀
−sign (𝜃) , sign 𝜃𝐽n, 𝐽−1

]︀
= U𝜃,𝑐

[︀̃︀𝑠𝜃, 𝑠̃︀𝑠𝜃𝐽n, 𝐽−1]︀ .
Наслiдок А.41 показує, що клас операторiв OT (H, 𝑐) є iнварiантним вiдносно

операцiї взяття оберненого оператора. Класи операторiв O (H, 𝑐) та O+ (H, 𝑐) також є

iнварiантним вiдносно зазначеної вище операцiї (це випливає з тверджень А.5 i А.22

вiдповiдно). Проте, виявляється, що клас OT+ (H, 𝑐) не є iнварiантним вiдносно опе-

рацiї взяття оберненого оператора.

Наслiдок А.43. Якщо 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐) ∖ (O+ (H, 𝑐) ∪ OT∞ (H, 𝑐)) то 𝐿−1 /∈
OT+ (H, 𝑐).

Доведення. Нехай, 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐) ∖ (O+ (H, 𝑐) ∪ OT∞ (H, 𝑐)). Тодi 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐)

i 𝐿 /∈ O+ (H, 𝑐) ∪ OT∞ (H, 𝑐). Оскiльки 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐), то, за формулою (А.98),

оператор 𝐿 можна подати у виглядi, 𝐿 = U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ], де 𝜃 ∈ [−1, 1] ∖ {0},
n ∈ B1 (H1), 𝐽 ∈ U (H1). Оскiльки 𝐿 /∈ O+ (H, 𝑐) ∪ OT∞ (H, 𝑐), то, згiдно з фор-

мулами (А.96) та (А.85), маємо, 𝜃 < 0 i 𝜃 ̸= −1. Отже, за рiвнiстю (А.133),

маємо, 𝐿−1 = (U𝜃,𝑐 [1,n, 𝐽 ])−1 = U𝜃,𝑐 [−1,−𝐽n, 𝐽−1], Тому, за формулою (А.100),

𝐿−1 ∈ OT− (H, 𝑐). I, враховуючи, що 𝜃 ̸= −1, згiдно з формулою (А.84), отри-

муємо, 𝐿−1 = U𝜃,𝑐 [−1,−𝐽n, 𝐽−1] ∈ OTf in (H, 𝑐). Отже, згiдно з (А.83), маємо

𝐿−1 /∈ OT∞ (H, 𝑐). Таким чином, 𝐿−1 ∈ OT− (H, 𝑐) i 𝐿−1 /∈ OT∞ (H, 𝑐). Звiдси, за-

стосовуючи твердження А.24, отримуємо 𝐿−1 /∈ OT+ (H, 𝑐).

Довiльний оператор виду 𝐿 = W𝜆,𝑐 [1,n, 𝐽 ], де 𝑐 < 𝜆 < ∞, n ∈ B1 (H1) i

𝐽 ∈ U (H1) задовольняє умову 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐) ∖ (O+ (H, 𝑐) ∪ OT∞ (H, 𝑐)). Справдi,

за формулою (А.97), маємо 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐). Згiдно з (А.84), маємо, 𝐿 ∈ OTf in (H, 𝑐).

А тому, згiдно (А.83), отримуємо 𝐿 /∈ OT∞ (H, 𝑐). Оскiльки 𝑐 < 𝜆 < ∞ то, згiдно
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з твердженням А.16, маємо, ‖𝒱 (𝐿)‖ = |𝜆| > 𝑐. Отже, використовуючи тверджен-

ня А.6, отримуємо, 𝐿 /∈ O (H, 𝑐). Тому, за формулою (А.87), маємо, 𝐿 /∈ O+ (H, 𝑐).

Таким чином, 𝐿 ∈ OT+ (H, 𝑐), 𝐿 /∈ OT∞ (H, 𝑐) i 𝐿 /∈ O+ (H, 𝑐). Отже, клас операто-

рiв OT+ (H, 𝑐)∖ (O+ (H, 𝑐) ∪ OT∞ (H, 𝑐)) — непорожнiй. Тому, використовуючи наслi-

док А.43, отримуємо такий наслiдок:

Наслiдок А.44. Клас операторiв OT+ (H, 𝑐) не утворює групу операторiв над про-

сторомℳ (H).

Безпосередньо з наслiдкiв А.40 та А.41 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок А.45. Нехай, H — дiйсний гiльбертовий простiр такий, що dim (H) = 1.

Тодi клас операторiв OT (H, 𝑐) є групою операторiв над просторомℳ (H).

А.2.2. Композицiя узагальнених перетворень Лоренца з пер-

пендикулярними напрямками руху

Лема А.46. Нехай, E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ,E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] ∈ OT (H, 𝑐) — елементарнi узагальне-

нi перетворення Лоренца з перпендикулярними напрямними векторами, тобто

⟨n,n1⟩ = 0. Тодi для довiльного вектора w ∈ℳ (H) справедлива рiвнiсть:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w =

(︃
𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)−

−
(︂
𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)

⟨n1,w⟩
𝑐

+ 𝜙1 (𝜃)
⟨n,w⟩
𝑐

)︂)︃
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃)

(︂
𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨n1,w⟩
𝑐

)︂
n− (𝑠𝜙0 (𝜃) + 1)X1 [n] w+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n1 − 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n1] w + X⊥1 [n1] w. (А.134)

Доведення. Зафiксуємо довiльний вектор w ∈ ℳ (H). Покладемо: w′ :=

E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w. Тодi, використовуючи формули (А.75),(А.110), рiвностi (А.6) i вра-

ховуючи той факт, що ⟨n,n1⟩ = 0, отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w = E𝜃,𝑐 [𝑠,n] w′ =

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃) 𝒯 (w′)− 𝜙1 (𝜃)

⟨n,w′⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃) 𝒯 (w′)n− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] w′ + X⊥1 [n] w′; (А.135)

w′ =

(︂
𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨n1,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n1 − 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n1] w + X⊥1 [n1] w;

𝒯 (w′) = 𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)
⟨n1,w⟩
𝑐

; (А.136)
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X1 [n] w′ = X1 [n]
(︁̂︀Tw′ + Xw′

)︁
= X1 [n]Xw′ =

= X1 [n]
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n1 − 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n1] w + X⊥1 [n1] w

)︀
=

= 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)X1 [n]n1 − 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n]X1 [n1] w + +X1 [n]X⊥1 [n1] w. (А.137)

Оскiльки ⟨n,n1⟩ = 0, то:

X1 [n]n1 = ⟨n,n1⟩n = 0; X1 [n]X1 [n1] = O;

X1 [n]X⊥1 [n1] = X1 [n] (X−X1 [n1]) = X1 [n]X = X1 [n] .

Отже, згiдно з (А.137), отримуємо:

X1 [n] w′ = X1 [n] w; (А.138)

⟨n,w′⟩ = ⟨X1 [n]n,w′⟩ = ⟨n,X1 [n] w′⟩ = ⟨n,X1 [n] w⟩ =

= ⟨X1 [n]n,w⟩ = ⟨n,w⟩ . (А.139)

Далi, використовуючи (А.138), маємо:

X⊥1 [n] w′ = (X−X1 [n]) w′ = Xw′ −X1 [n] w =

= 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n1 − 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n1] w + X⊥1 [n1] w −X1 [n] w. (А.140)

Пiдставляючи значення 𝒯 (w′), X1 [n] w′, ⟨n,w′⟩, X⊥1 [n] w′ з формул

(А.136),(А.138),(А.139),(А.140) в (А.135), отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w = E𝜃,𝑐 [𝑠,n] w′ =

=

(︃
𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)−

(︂
𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)

⟨n1,w⟩
𝑐

+ 𝜙1 (𝜃)
⟨n,w⟩
𝑐

)︂)︃
e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃)

(︂
𝑠1𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃1)

⟨n1,w⟩
𝑐

)︂
n−

− 𝑠𝜙0 (𝜃)X1 [n] w + 𝑐𝜙1 (𝜃1) 𝒯 (w)n1−
− 𝑠1𝜙0 (𝜃1)X1 [n1] w + X⊥1 [n1] w −X1 [n] w,

що й необхiдно було довести.

Лема А.47. Нехай, E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ,E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] ∈ OT (H, 𝑐) — елементарнi узагальненi

перетворення Лоренца, причому ⟨n,n1⟩ = 0. Тодi:

1. Оператор лiнiйного перетворення координат E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] є

v-детермiнованим тодi i тiльки тодi, коли 𝜃, 𝜃1 ̸= −1 (тобто 𝜃 ̸= −1 i
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𝜃1 ̸= −1), причому у випадку 𝜃, 𝜃1 ̸= −1 справедлива рiвнiсть:

‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])‖ = 𝑐

√︃
1 +

1− sign 𝜃1
𝜙2
0 (𝜃1)

− sign 𝜃

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)
. (А.141)

2. Для 𝜃, 𝜃1 ̸= −1 нерiвнiсть ‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])‖ < 𝑐 має мiсце тодi i

тiльки тодi, коли 𝜃, 𝜃1 > 0.

Доведення. 1. Застосовуючи наслiдок А.41, лему А.34 та рiвнiсть (А.120) отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]−1 = U𝜃,𝑐 [𝑠,n, I1]−1 = U𝜃𝑠,𝑐

[︀
𝑠𝜃, 𝑠𝜃n, I−11

]︀
=

= U𝜃𝑠,𝑐 [𝑠𝜃, 𝑠𝜃n, I1] = E𝜃𝑠,𝑐 [𝑠𝜃, 𝑠𝜃n] ;

E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1]
−1 = E𝜃

𝑠1
1 ,𝑐

[︀
(𝑠1)𝜃1 , (𝑠1)𝜃1 n1

]︀
,

де 𝑠𝜃 = S(𝑠, 𝜃), (𝑠1)𝜃1 = S (𝑠1, 𝜃1). Звiдси:

(E𝜃,𝑐 [𝑠,n] E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])
−1 = E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1]

−1E𝜃,𝑐 [𝑠,n]−1 =

= E𝜃
𝑠1
1 ,𝑐

[︀
(𝑠1)𝜃1 , (𝑠1)𝜃1 n1

]︀
E𝜃𝑠,𝑐 [𝑠𝜃, 𝑠𝜃n] . (А.142)

Пiдставимо в (А.142) вектор w = e0 i скористаємося рiвнiстю (А.134):

(E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])
−1 e0 = E𝜃

𝑠1
1 ,𝑐

[︀
(𝑠1)𝜃1 , (𝑠1)𝜃1 n1

]︀
E𝜃𝑠,𝑐 [𝑠𝜃, 𝑠𝜃n] e0 =

= (𝑠1)𝜃1 𝑠𝜃𝜙0 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠) 𝒯 (e0) e0+

+ 𝑐𝜙1 (𝜃𝑠11 ) 𝑠𝜃𝜙0 (𝜃𝑠) 𝒯 (e0) (𝑠1)𝜃1 n1 + 𝑐𝜙1 (𝜃𝑠) 𝒯 (e0) (𝑠𝜃n) =

= (𝑠1)𝜃1 𝑠𝜃𝜙0 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠) e0+

+ 𝑐𝑠𝜃 (𝑠1)𝜃1 𝜙1 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠)n1 + 𝑐𝑠𝜃𝜙1 (𝜃𝑠)n. (А.143)

З рiвностi (А.143) випливає, що 𝒯
(︀
(E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])

−1 e0
)︀

=

(𝑠1)𝜃1 𝑠𝜃𝜙0 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠) (де (𝑠1)𝜃1 , 𝑠𝜃 ∈ {−1, 1}). Отже, нерiвнiсть

𝒯 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] e0) ̸= 0 справедлива тодi i тiльки тодi, коли

𝜙0 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠) ̸= 0, тобто тодi i тiльки тодi, коли 𝜃, 𝜃1 ̸= −1. Отже, за означе-

нням А.2, оператор перетворення координат E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1 [𝑠1,n1] є v-детермiнованим

тодi i тiльки тодi, коли 𝜃, 𝜃1 ̸= −1.

Розглянемо тепер випадок 𝜃, 𝜃1 ̸= −1. За означенням А.2, на основi рiвностi

(А.143), отримуємо:

𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1]) =
X (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])

−1 e0

𝒯
(︀
(E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])

−1 e0
)︀ =

=
𝑐𝑠𝜃 (𝑠1)𝜃1 𝜙1 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠)n1 + 𝑐𝑠𝜃𝜙1 (𝜃𝑠)n

(𝑠1)𝜃1 𝑠𝜃𝜙0 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠)
=

= 𝑐
𝜙1 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠)n1 + S (𝑠1, 𝜃1)𝜙1 (𝜃𝑠)n

𝜙0 (𝜃𝑠11 )𝜙0 (𝜃𝑠)
.
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Оскiльки ⟨n,n1⟩ = 0, то:

‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])‖ = 𝑐

√︂
(𝜙1(𝜃𝑠11 )𝜙0(𝜃𝑠))

2
+(𝜙1(𝜃𝑠))

2

𝜙2
0(𝜃

𝑠1
1 )𝜙2

0(𝜃
𝑠)

.

Згiдно з двома нижнiми рiвностями (А.71) при 𝑠 ∈ {−1, 1} маємо, |𝜙0 (𝜃𝑠)| = |𝜙0 (𝜃)|,
|𝜙1 (𝜃𝑠)| = |𝜙1 (𝜃)|. Отже:

‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])‖ = 𝑐
√︁

𝜙2
1(𝜃1)𝜙

2
0(𝜃)+𝜙

2
1(𝜃)

𝜙2
0(𝜃1)𝜙

2
0(𝜃)

.

Звiдси, використовуючи рiвностi (А.71), маємо:

‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])‖ = 𝑐

√︃
𝜙2
0 (𝜃1)− sign 𝜃1

𝜙2
0 (𝜃1)

+
𝜙2
0 (𝜃)− sign 𝜃

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)
=

= 𝑐

√︃
1 +

1− sign 𝜃1
𝜙2
0 (𝜃1)

− sign 𝜃

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)
.

2. Нехай 𝜃, 𝜃1 ̸= −1.

а) У випадку 𝜃, 𝜃1 > 0 (sign 𝜃 = sign 𝜃1 = 1), згiдно з рiвнiстю (А.141), маємо:

‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])‖ = 𝑐
√︁

1− 1
𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)

< 𝑐.

б) Аналогiчно випадках 𝜃 < 0, 𝜃1 > 0 (sign 𝜃 = −1, sign 𝜃1 = 1) та 𝜃1 < 0 (sign 𝜃1 =

−1), скориставшись рiвностями (А.71) отримуємо вiдповiдно:

‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])‖ = 𝑐

√︃
1 +

1

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)
> 𝑐;

‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1])‖ = 𝑐

√︃
1 +

2

𝜙2
0 (𝜃1)

− sign 𝜃

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)
=

= 𝑐

√︃
1 +

𝜙2
0 (𝜃) + (𝜙2

0 (𝜃)− sign 𝜃)

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)
= 𝑐

√︃
1 +

𝜙2
0 (𝜃) + 𝜙2

1 (𝜃)

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)
> 𝑐.

Лема А.48. Нехай, для елементарних узагальнених перетворень Лоренца

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ,E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] ∈ OT (H, 𝑐) з перпендикулярними напрямними векторами

⟨n,n1⟩ = 0 має мiсце рiвнiсть:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] = U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′] ,

де 𝑠′ ∈ {−1, 1}, 𝜃′ ∈ [−1, 1] ∖ {0}, n′ ∈ B1 (H1), 𝐽
′ ∈ U (H1). Тодi:

1. sign 𝜃′ = S (𝜃, 𝜃1) ;

2. 𝜙0 (𝜃′) = |𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)| ;
3. якщо 𝜃, 𝜃1 ̸= −1, то 𝑠′ = 𝑠𝑠1sign (𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)) ;

4. 𝜙1 (𝜃′) =
√︁
𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1);

якщо, додатково, 𝜃, 𝜃1 ̸= 1, то:
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5. n′ =
𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)n1 + 𝜙1 (𝜃)n

𝜙1 (𝜃′)
=
𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)n1 + 𝜙1 (𝜃)n√︀
𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1)
;

6. 𝐽 ′n′ =
𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)n + 𝜙1 (𝜃1)n1√︀

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1)
.

Доведення. 1. Нехай 𝜃, 𝜃1 ̸= −1. Тодi, згiдно з лемою А.47, оператор лi-

нiйного перетворення координат U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′] = E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] є v-

детермiнованим, причому нерiвнiсть ‖𝒱 (U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′])‖ < 𝑐 має мiсце тодi i

тiльки тодi, коли 𝜃, 𝜃1 > 0. За теоремою А.18 та наслiдком А.19, маємо,

‖𝒱 (U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′])‖ = 𝑐
⃒⃒⃒
1−𝜃′|𝜃′|
1+𝜃′|𝜃′|

⃒⃒⃒
‖n′‖ = 𝑐

⃒⃒⃒
1−𝜃′|𝜃′|
1+𝜃′|𝜃′|

⃒⃒⃒
. Звiдси видно, що нерiвнiсть 𝜃′ > 0

має мiсце тодi i тiльки тодi, коли ‖𝒱 (U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′])‖ < 𝑐, тобто тодi i тiльки тодi,

коли 𝜃, 𝜃1 > 0. У випадку, коли 𝜃 = −1 або 𝜃1 = −1, за лемою А.47, оператор пе-

ретворення координат U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′] не є v-детермiнованим. А це, за теоремою А.18,

можливо лише коли 𝜃′ = −1. Отже i у випадку 𝜃 = −1 або 𝜃1 = −1 нерiвнiсть

sign 𝜃′ = S (𝜃, 𝜃1) також залишається iстинною.

2,3. Згiдно з умовою леми i теоремою А.18, для довiльного w ∈ℳ (H) маємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w = U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′] w =

=

(︂
𝑠′𝜙0 (𝜃′) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃′)

⟨n′,w⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝐽 ′
(︀
𝑐𝜙1 (𝜃′) 𝒯 (w)n′ − 𝑠′𝜙0 (𝜃′)X1 [n′] w + X⊥1 [n′] w

)︀
. (А.144)

Прирiвнюючи в правих частинах рiвностей (А.134) i (А.144) коефiцiєнти при ве-

кторi e0 отримуємо рiвнiсть:

𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1) 𝒯 (w)−
(︂
𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)

⟨n1,w⟩
𝑐

+ 𝜙1 (𝜃)
⟨n,w⟩
𝑐

)︂
=

= 𝑠′𝜙0 (𝜃′) 𝒯 (w)− 𝜙1 (𝜃′)
⟨n′,w⟩
𝑐

(w ∈ℳ (H)) . (А.145)

Пiдставимо в останню рiвнiсть вектор виду w0 = e0. Тодi отримаємо:

𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1) = 𝑠′𝜙0 (𝜃′) .

Отже з рiвностi (А.145) випливає, що, 𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)
⟨n1,w⟩
𝑐

+𝜙1 (𝜃) ⟨n,w⟩
𝑐

= 𝜙1 (𝜃′) ⟨n
′,w⟩
𝑐

(w ∈ℳ (H)), тобто: ⟨𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)n1 + 𝜙1 (𝜃)n,w⟩ = ⟨𝜙1 (𝜃′)n′,w⟩ (∀w ∈ℳ (H)).

Звiдси, 𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)n1 + 𝜙1 (𝜃)n = 𝜙1 (𝜃′)n′. Таким чином, справедливi наступнi

рiвностi:

𝑠′𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1) = 𝜙0 (𝜃′)

𝑠𝜙0 (𝜃)𝜙1 (𝜃1)n1 + 𝜙1 (𝜃)n = 𝜙1 (𝜃′)n′

}︃
(А.146)
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За умовою леми, маємо 𝜃′ ∈ [−1, 1] ∖ {0}, а отже 𝜙0 (𝜃′) = 1+𝜃′|𝜃′|
2|𝜃′| ≥ 0. Тому

з першої рiвностi (А.146) випливає рiвнiсть, 𝜙0 (𝜃′) = |𝜙0 (𝜃′)| = |𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)|. I,
беручи до уваги умову 𝜃, 𝜃1 ̸= −1 (з якої випливає, що 𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1) ̸= 0), отримуємо

рiвнiсть, 𝑠′𝑠𝑠1 = sign (𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)).

4. Використовуючи рiвностi (А.71), а також перший i другий пункти даної леми

отримуємо, 𝜙2
1 (𝜃′) = 𝜙2

0 (𝜃′)−sign 𝜃′ = 𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1). Оскiльки, за умовою ле-

ми, 𝜃′ ∈ [−1, 1]∖{0}, то 𝜙1 (𝜃′) = 1−𝜃′|𝜃′|
2|𝜃′| ≥ 0. Отже, 𝜙1 (𝜃′) =

√︀
𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1).

5. Нехай, 𝜃 ̸= 1 i 𝜃1 ̸= 1. Легко перевiрити, що тодi
√︀
𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1) > 0.

Отже, п’ятий пункт леми випливає з її четвертого пункту та другої рiвностi (А.146).

6. Пiдставляючи в рiвностi (А.134) та (А.144) w = e0, та враховуючи, що ⟨n, e0⟩ =

⟨n1, e0⟩ = 0 i X1 [n] e0 = X1 [n] e0 = 0, отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] e0 =

= 𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1) e0 + 𝑐𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)n + 𝑐𝜙1 (𝜃1)n1; (А.147)

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] e0 =

(︂
𝑠′𝜙0 (𝜃′) 𝒯 (e0)− 𝜙1 (𝜃′)

⟨n′, e0⟩
𝑐

)︂
e0+

+ 𝐽 ′ (𝑐𝜙1 (𝜃′) 𝒯 (e0)n
′ − 𝑠′𝜙0 (𝜃′)X1 [n′] e0 +

+X⊥1 [n′] e0
)︀

= 𝑠′𝜙0 (𝜃′) e0 + 𝑐𝜙1 (𝜃′) 𝐽 ′n′ (А.148)

Прирiвнюючи правi частини рiвностей (А.147) i (А.148) отримуємо:

𝑠′𝜙0 (𝜃′) e0 + 𝑐𝜙1 (𝜃′) 𝐽 ′n′ = 𝑠𝑠1𝜙0 (𝜃)𝜙0 (𝜃1) e0 + 𝑐𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)n + 𝑐𝜙1 (𝜃1)n1.

Звiдси, враховуючи першу рiвнiсть (А.146) та пункт 4 даної леми маємо:

𝑐𝜙1 (𝜃′) 𝐽 ′n′ = 𝑐𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)n + 𝑐𝜙1 (𝜃1)n1;

𝐽 ′n′ =
𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)n + 𝜙1 (𝜃1)n1

𝜙1 (𝜃′)
=
𝑠1𝜙1 (𝜃)𝜙0 (𝜃1)n + 𝜙1 (𝜃1)n1√︀

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1)
.

Теорема А.49. Нехай, E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ,E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] ∈ OT (H, 𝑐) — елементарнi узагальненi

перетворення Лоренца з перпендикулярними напрямними векторами (⟨n,n1⟩ = 0).

Добуток перетворень E𝜃,𝑐 [𝑠,n] i E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] належить до класу OT (H, 𝑐) тодi i

тiльки тодi, коли виконується хоч одна з умов:

1) 𝜃, 𝜃1 > 0, 2) 𝜃 = 1 або 𝜃1 = 1, 3) 𝜃 = 𝜃1 = −1.

Доведення. Доведення теореми розiб’ємо на наступнi випадки.

Випадок 1: 𝜃, 𝜃1 > 0. В цьому випадку, згiдно з теоремою А.18, ‖𝒱 (E𝜃,𝑐 [𝑠,n])‖ =

𝑐
⃒⃒⃒
1−𝜃|𝜃|
1+𝜃|𝜃|

⃒⃒⃒
< 𝑐 i 𝒱 (E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1]) < 𝑐. Отже, за лемою А.20, E𝜃,𝑐 [𝑠,n] ,E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] ∈

O (H, 𝑐). Оскiльки (згiдно з твердженням А.5) множина операторiв O (H, 𝑐) є групою

операторiв, то E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] ∈ O (H, 𝑐) ⊆ OT (H, 𝑐).
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Випадок 2: 𝜃 = 1 або 𝜃1 = 1. Спочатку розглянемо пiдвипадок, коли, 𝜃 = 1.

Тодi, перетворення координат E𝜃,𝑐 [𝑠,n] має вигляд:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] w = E1,𝑐 [𝑠,n] w = 𝑠𝒯 (w) e0 − 𝑠X1 [n] w + X⊥1 [n] w =

= 𝑠
(︀
𝒯 (w) e0 −X1 [n] w + 𝑠X⊥1 [n] w

)︀
=

= 𝑠
(︀
𝒯 (w) e0 + I−1,𝑠 [n]

(︀
X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︀)︀
.

Отже, використовуючи формулу (А.22), отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] w = 𝑠 (I−1,𝑠 [n])∼
(︀
𝒯 (w) e0 + X1 [n] w + X⊥1 [n] w

)︀
= 𝑠 (I−1,𝑠 [n])∼w.

Отже, E1,𝑐 [𝑠,n] = 𝑠 (I−1,𝑠 [n])∼. Аналогiчно отримуємо, E1,𝑐 [𝑠,n1] = 𝑠 (I−1,𝑠 [n1])
∼.

Далi, згiдно з (А.111) та (А.120), маємо ((I−1,𝑠 [n1])
∼)2 =

(︀
(I−1,𝑠 [n1])

2)︀∼ = ̃︀I1 = I.
Тому, застосовуючи лему А.34, отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] = 𝑠 (I−1,𝑠 [n])∼ = 𝑠 ((I−1,𝑠 [n])∼ (I−1,𝑠 [n1])
∼) (I−1,𝑠 [n1])

∼ =

= (I−1,𝑠 [n] I−1,𝑠 [n1])
∼E1,𝑐 [𝑠,n1] = U1,𝑐 [𝑠,n1, I−1,𝑠 [n] I−1,𝑠 [n1]] .

Отже, у випадку 𝜃 = 1 оператори перетворення координат E𝜃,𝑐 [𝑠,n] i E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1]

насправдi мають паралельнi напрямки руху. Тому, згiдно з твердженням А.38, маємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] = U1,𝑐 [𝑠, I1n1, I−1,𝑠 [n] I−1,𝑠 [n1]] U𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1, I1] ∈ OT (H, 𝑐) .

Аналогiчно коли 𝜃1 = 1 маємо:

E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] = U1,𝑐 [𝑠1,n, I−1,𝑠1 [n1] I−1,𝑠1 [n]] .

Оскiльки ⟨n,n1⟩ = 0, то I−1,𝑠1 [n1] I−1,𝑠1 [n]n = −𝑠1n. Тому, згiдно з тверджен-

ням А.38, одержуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] =

= U𝜃,𝑐 [𝑠,−𝑠1I−1,𝑠1 [n1] I−1,𝑠1 [n]n, I1] U1,𝑐 [𝑠1,n, I−1,𝑠1 [n1] I−1,𝑠1 [n]] ∈ OT (H, 𝑐) .

Випадок 3: 𝜃 = 𝜃1 = −1. Оскiльки 𝜙0 (−1) = 0, 𝜙1 (−1) = 1, то у цьому випадку

оператори E𝜃,𝑐 [𝑠,n] i E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] можна подати у виглядi:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n] w = −⟨n,w⟩
𝑐

e0 + 𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [n] w,

E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w = −⟨n1,w⟩
𝑐

e0 + 𝑐𝒯 (w)n1 + X⊥1 [n1] w.

Отже, враховуючи, що ⟨n,n1⟩ = 0, для довiльного вектора w ∈ℳ (H) отримуємо:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w =

= −

⟨
n,− ⟨n1,w⟩

𝑐
e0 + 𝑐𝒯 (w)n1 + X⊥1 [n1] w

⟩
𝑐

e0+
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+ 𝑐𝒯
(︂
−⟨n1,w⟩

𝑐
e0 + 𝑐𝒯 (w)n1 + X⊥1 [n1] w

)︂
n+

+ X⊥1 [n]

(︂
−⟨n1,w⟩

𝑐
e0 + 𝑐𝒯 (w)n1 + X⊥1 [n1] w

)︂
=

= −
⟨︀
n,X⊥1 [n1] w

⟩︀
𝑐

e0 − 𝑐
⟨n1,w⟩
𝑐

n + X⊥1 [n]
(︀
𝑐𝒯 (w)n1 + X⊥1 [n1] w

)︀
=

= −
⟨︀
X⊥1 [n1]n,w

⟩︀
𝑐

e0 − ⟨n1,w⟩n + X⊥1 [n]
(︀
𝑐𝒯 (w)n1 + X⊥1 [n1] w

)︀
. (А.149)

Оскiльки ⟨n,n1⟩ = 0, то, використовуючи формули (А.6) маємо:

X⊥1 [n1]n = Xn−X1 [n1]n = n− ⟨n1,n⟩n1 = n, X⊥1 [n]n1 = n1.

Пiдставивши отриманi значення в формулу (А.149) будемо мати:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w = −⟨n,w⟩
𝑐

e0 + 𝑐𝒯 (w)n1 − ⟨n1,w⟩n+

+ X⊥1 [n]X⊥1 [n1] w (w ∈ℳ (H)). (А.150)

(пiдкреслимо, що, оскiльки ⟨n,n1⟩ = 0, то X1 [n]X1 [n1] = X1 [n1]X1 [n] = O, а отже,
згiдно (А.6), оператори X⊥1 [n] = X−X1 [n] i X⊥1 [n1] = X−X1 [n1] комутують).

Покладемо:

𝒥n,n1𝑥 = ⟨n, 𝑥⟩n1 − ⟨n1, 𝑥⟩n + X⊥1 [n1]X
⊥
1 [n]𝑥, 𝑥 ∈ H1.

Використовуючи оператор 𝒥n,n1 , а також спiввiдношення (А.6), рiвнiсть (А.150) мо-

жна переписати у виглядi:

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] w =

= −⟨n,w⟩
𝑐

e0 + 𝒥n,n1

(︀
𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [n] w

)︀
(w ∈ ℳ (H)). (А.151)

Доведемо, що 𝒥n,n1 ∈ U (H1). Оскiльки ⟨n,n1⟩ = 0 i оператори X⊥1 [n], X⊥1 [n1]

комутують, то для довiльного 𝑥 ∈ H1 вектори n,n1 i X
⊥
1 [n1]X

⊥
1 [n]𝑥 — попарно орто-

гональнi. Отже, за означенням оператора 𝒥n,n1 , для довiльного 𝑥 ∈ H1 справедлива

рiвнiсть:

‖𝒥n,n1𝑥‖
2 = ⟨n, 𝑥⟩2 + ⟨n1, 𝑥⟩2 +

⃦⃦
X⊥1 [n1]X

⊥
1 [n]𝑥

⃦⃦2
.

Далi, враховуючи (А.6), маємо:

X⊥1 [n]X⊥1 [n1] = (X−X1 [n]) (X−X1 [n1]) = X−X1 [n1]−X1 [n] . (А.152)

Тому, для будь-якого вектора 𝑥 ∈ H1 отримуємо:

‖𝒥n,n1𝑥‖
2 = ⟨n, 𝑥⟩2 + ⟨n1, 𝑥⟩2 +

⃦⃦
X⊥1 [n1]X

⊥
1 [n]𝑥

⃦⃦2
=
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=
⃦⃦
⟨n, 𝑥⟩n + ⟨n1, 𝑥⟩n1 + X⊥1 [n1]X

⊥
1 [n]𝑥

⃦⃦2
=

=
⃦⃦
X1 [n]𝑥+ X1 [n1]𝑥+ X⊥1 [n1]X

⊥
1 [n]𝑥

⃦⃦2
=

= ‖X1 [n]𝑥+ X1 [n1]𝑥+ (X−X1 [n1]−X1 [n])𝑥‖2 = ‖X𝑥‖2 = ‖𝑥‖2 .

Отже, оператор 𝒥n,n1 є iзометричним. Використовуючи означення оператора 𝒥n,n1 ,

комутування операторiв X⊥1 [n] та X⊥1 [n1], а також рiвнiсть (А.152), неважко пе-

реконатися, що 𝒥n,n1𝒥n1,n𝑥 = 𝒥n1,n𝒥n,n1𝑥 = 𝑥 (𝑥 ∈ H1). Тому, оператор 𝒥n,n1 має

обернений оператор 𝒥n1,n на H1. Тобто, 𝒥n,n1 ∈ U (H1).

Таким чином, згiдно з рiвнiстю (А.151), маємо, E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] =

U−1,𝑐 [1,n,𝒥n,n1 ] ∈ OT (H, 𝑐).

Випадок 4: 𝜃1 < 0, 𝜃 /∈ {−1, 1}. Припустимо, що в цьому випадку добуток

операторiв E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] належить до класу OT (H, 𝑐). Тодi, за теоремою А.18,

iснують числа 𝑠′ ∈ {−1, 1}, 𝜃′ ∈ [−1, 1] ∖ {0}, вектор n′ ∈ B1 (H1) i оператор 𝐽 ′ ∈
U (H1) такi, що E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] = U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′]. Звiдси, за лемою А.48, маємо

n′ = 𝑠𝜙0(𝜃)𝜙1(𝜃1)n1+𝜙1(𝜃)n√
𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)−S(𝜃,𝜃1)

. Тому, враховуючи, що ⟨n,n1⟩ = 0 i використовуючи формули

(А.71), отримуємо:

‖n′‖ =

√︃
𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

1 (𝜃1) + 𝜙2
1 (𝜃)

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1)
=

=

√︃
𝜙2
0 (𝜃) (𝜙2

0 (𝜃1)− sign 𝜃1) + (𝜙2
0 (𝜃)− sign 𝜃)

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1)
=

=

√︃
𝜙2
0 (𝜃) (𝜙2

0 (𝜃1) + 1) + (𝜙2
0 (𝜃)− sign 𝜃)

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1) + 1
=

=

√︃
1 +

2𝜙2
0 (𝜃)− 1− sign 𝜃

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1) + 1
. (А.153)

Оскiльки 𝜃 /∈ {−1, 1}, то 𝜙0 (𝜃) = 1+𝜃|𝜃|
2|𝜃| ̸= 0, 𝜙1 (𝜃) = 1−𝜃|𝜃|

2|𝜃| ̸= 0. Отже, у випадку

𝜃 < 0 на основi рiвностi (А.153) маємо:

‖n′‖ =
√︁

1 +
2𝜙2

0(𝜃)−1−(−1)
𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)+1

=
√︁

1 +
2𝜙2

0(𝜃)

𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)+1

> 1,

а у випадку 𝜃 > 0 маємо:

‖n′‖ =
√︁

1 +
2𝜙2

0(𝜃)−2
𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)+1

=
√︁

1 +
2𝜙2

1(𝜃)

𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)+1

> 1.

Таким чином, в обох випадках виконується нерiвнiсть ‖n′‖ > 1, що супере-

чить умовi n′ ∈ B1 (H1). Остання суперечнiсть доводить, що добуток операторiв

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] не може належати до класу OT (H, 𝑐).

Випадок 5: 𝜃 < 0, 𝜃1 /∈ {−1, 1}. Припустимо, що в цьому випадку оператор

E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] належить до класу OT (H, 𝑐). Тодi, за теоремою А.18, iснують
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числа 𝑠′ ∈ {−1, 1}, 𝜃′ ∈ [−1, 1] ∖ {0}, вектор n′ ∈ B1 (H1) i оператор 𝐽 ′ ∈ U (H1)

такi, що E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] = U𝜃′,𝑐 [𝑠′,n′, 𝐽 ′]. Звiдси, за лемою А.48, маємо, 𝐽 ′n′ =
𝑠1𝜙1(𝜃)𝜙0(𝜃1)n+𝜙1(𝜃1)n1√

𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)−S(𝜃,𝜃1)

. Тому, враховуючи, що ⟨n,n1⟩ = 0 i використовуючи формули

(А.71), аналогiчно до попереднього випадку, отримуємо:

‖𝐽 ′n′‖ =

√︃
𝜙2
0 (𝜃1)𝜙2

1 (𝜃) + 𝜙2
1 (𝜃1)

𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1)−S (𝜃, 𝜃1)
=

√︃
1 +

2𝜙2
0 (𝜃1)− 1− sign 𝜃1
𝜙2
0 (𝜃)𝜙2

0 (𝜃1) + 1
. (А.154)

Оскiльки 𝜃1 /∈ {−1, 1}, то 𝜙0 (𝜃1) ̸= 0, 𝜙1 (𝜃1) ̸= 0. Отже, у випадку 𝜃1 < 0 на

основi рiвностi (А.154) маємо, ‖𝐽 ′n′‖ =
√︁

1 +
2𝜙2

0(𝜃1)−1−(−1)
𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)+1

=
√︁

1 +
2𝜙2

0(𝜃1)

𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)+1

> 1, а

у випадку 𝜃1 > 0 маємо, ‖𝐽 ′n′‖ =
√︁

1 +
2𝜙2

0(𝜃1)−2
𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)+1

=
√︁

1 +
2𝜙2

1(𝜃1)

𝜙2
0(𝜃)𝜙

2
0(𝜃1)+1

> 1. Таким

чином, в обох випадках справедлива нерiвнiсть ‖𝐽 ′n′‖ > 1. Але, оскiльки 𝐽 ′ — унi-

тарний оператор i n′ ∈ B1 (H1), то мусить виконуватись рiвнiсть ‖𝐽 ′n′‖ = 1. Остання

суперечнiсть доводить, що i в цьому випадку E𝜃,𝑐 [𝑠,n]E𝜃1,𝑐 [𝑠1,n1] /∈ OT (H, 𝑐).

Наступний наслiдок випливає безпосередньо з теореми А.49.

Наслiдок А.50. Нехай, H — дiйсний гiльбертовий простiр такий, що dim (H) > 1.

Тодi клас операторiв OT (H, 𝑐) не утворює групи операторiв над просторомℳ (H).

Доведення. Справдi, у випадку, коли dim (H) > 1, iснують вектори n,n1 ∈ B1 (H1)

такi, що ⟨n,n1⟩ = 0.

А.2.3. Деякi зауваження щодо перетворень Галiлея в гiльберто-

вому просторi В формулi (А.65) для довiльних фiксованих значень 𝑐 ∈ (0,∞),

𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) було введено оператори узагаль-

нених перетворень Лоренца виду W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ ℒ (ℳ (H)). В наступнiй формулi

означення перетворень W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] поширено на випадок 𝑐 =∞:

W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] w := 𝑠𝒯 (w)e0 + 𝐽
(︀
(𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨n,w⟩)n + X⊥1 [n] w

)︀
(∀w ∈ℳ (H)) ,

Таким чином, для довiльних фiксованих 𝑐 ∈ (0,∞], 𝜆 ∈ [0,∞] ∖ {𝑐}, 𝑠 ∈ {−1, 1},
𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) i w ∈ℳ (H) маємо:

W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] w =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑠𝒯 (w)− 𝜆
𝑐2
⟨n,w⟩)√︂⃒⃒⃒

1−𝜆2
𝑐2

⃒⃒⃒ e0 + 𝐽

⎛⎝𝜆𝒯 (w)−𝑠⟨n,w⟩√︂⃒⃒⃒
1−𝜆2

𝑐2

⃒⃒⃒ n + X⊥1 [n] w

⎞⎠ , 𝜆 <∞, 𝑐 <∞;

− ⟨n,w⟩
𝑐

e0 + 𝐽
(︀
𝑐𝒯 (w)n + X⊥1 [n] w

)︀
, 𝜆 =∞, 𝑐 <∞;

𝑠𝒯 (w)e0 + 𝐽
(︀
(𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨n,w⟩)n + X⊥1 [n] w

)︀
, 𝜆 <∞, 𝑐 =∞.

(А.155)



386

У випадку H = R3 оператори видуW𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] (𝜆 <∞) являють собою перетво-

рення Галiлея для систем вiдлiку, якi “стартували” в нульовий момент часу з початку

з початку координат. Неважко довести, що W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] = lim𝑐→∞W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ], де

границя iснує у рiвномiрнiй операторнiй топологiї.

Твердження А.51. Для довiльних фiксованих 𝜆 ∈ [0,∞), 𝑠 ∈ {−1, 1},
𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) оператор W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] є оператором лiнiйного пе-

ретворення координат (тобто оператор W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] має обернений оператор

W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ]−1 ∈ ℒ (ℳ (H))). При цьому:

W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ]−1 = W𝜆,∞ [𝑠, 𝐽n, 𝐽−1] .

Доведення. Легко перевiрити, що W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ ℒ (ℳ (H)). Доведемо рiвнiсть:

W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ]W𝜆,∞
[︀
𝑠, 𝐽n, 𝐽−1

]︀
= I, (А.156)

де I = Iℳ(H) — одиничний (тотожний) оператор на просторi ℳ (H). Зафiксуємо до-

вiльний вектор w ∈ℳ (H). Згiдно з (А.155) маємо:

W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ]W𝜆,∞
[︀
𝑠, 𝐽n, 𝐽−1

]︀
w = W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] ̃︀w, де (А.157)̃︀w = W𝜆,∞

[︀
𝑠, 𝐽n, 𝐽−1

]︀
w = 𝑠𝒯 (w)e0+

+ 𝐽−1
(︀
(𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨𝐽n,w⟩) 𝐽n + X⊥1 [𝐽n] w

)︀
.

Далi, застосовуючи спiввiдношення (А.2), (А.5) i беручи до уваги той факт, що 𝐽 є

унiтарним оператором на пiдпросторi H1 ⊆ℳ (H), отримуємо:

𝒯 (̃︀w) = 𝑠𝒯 (w);

⟨n, ̃︀w⟩ = (𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨𝐽n,w⟩) ⟨n,n⟩+
⟨︀
n, 𝐽−1X⊥1 [𝐽n] w

⟩︀
=

= (𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨𝐽n,w⟩) +
⟨︀
𝐽n,X⊥1 [𝐽n] w

⟩︀
= 𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨𝐽n,w⟩ ;

X⊥1 [n] ̃︀w = (X−X1 [n]) ̃︀w =

= 𝐽−1
(︀
(𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨𝐽n,w⟩) 𝐽n + X⊥1 [𝐽n] w

)︀
− ⟨n, ̃︀w⟩n =

= 𝐽−1
(︀
⟨n, ̃︀w⟩ 𝐽n + X⊥1 [𝐽n] w

)︀
− ⟨n, ̃︀w⟩n = 𝐽−1X⊥1 [𝐽n] w.

Звiдси, використовуючи формули (А.157), (А.155) i (А.6) дiстаємо:

W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ]W𝜆,∞
[︀
𝑠, 𝐽n, 𝐽−1

]︀
w =

= 𝑠𝒯 (̃︀w)e0 + 𝐽
(︀
(𝜆𝒯 (̃︀w)− 𝑠 ⟨n, ̃︀w⟩)n + X⊥1 [n] ̃︀w)︀ =

= 𝑠 (𝑠𝒯 (w)) e0 + 𝐽
(︀
(𝜆 (𝑠𝒯 (w))− 𝑠 (𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨𝐽n,w⟩))n + 𝐽−1X⊥1 [𝐽n] w

)︀
=

= 𝒯 (w)e0 + ⟨𝐽n,w⟩ 𝐽n + X⊥1 [𝐽n] w = ̂︀Tw + X1 [𝐽n] w + X⊥1 [𝐽n] w = w.
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Отже, рiвнiсть (А.156) — доведена. Застосовуючи рiвнiсть (А.156) до оператора

W𝜆,∞ [𝑠, 𝐽n, 𝐽−1], отримуємо рiвнiсть: W𝜆,∞ [𝑠, 𝐽n, 𝐽−1]W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] = I.
Таким чином, W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ]−1 = W𝜆,∞ [𝑠, 𝐽n, 𝐽−1] ∈ ℒ (ℳ (H)).

Нехай, 𝐽 ∈ U (H1), 𝑠 ∈ {−1, 1}, n ∈ B1 (H1). Позначимо:

𝐽(𝑠,n) := 𝐽 I−𝑠,1 [n] , (А.158)

де оператор I−𝑠,1 [n] введений в формулi (А.120) (див. додаток А.2). Використовуючи

оператори виду (А.158) перепишемо зображення (А.155) для операторiвW𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ]

в дещо iншому виглядi. Застосовуючи рiвнiсть (I−𝑠,1 [n])2 = I, а також рiвностi

(А.155), (А.120) i (А.5) для довiльних 𝜆 ∈ [0,∞), 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1)

i w ∈ℳ (H) отримуємо:

W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] w = 𝑠𝒯 (w)e0 + 𝐽(𝑠,n)I−𝑠,1 [n]
(︀
(𝜆𝒯 (w)− 𝑠 ⟨n,w⟩)n + X⊥1 [n] w

)︀
=

= 𝑠𝒯 (w)e0 + 𝐽(𝑠,n)
(︀
(⟨n,w⟩ − 𝜆𝑠𝒯 (w))n + X⊥1 [n] w

)︀
=

= 𝑠𝒯 (w)e0 + 𝐽(𝑠,n) ((⟨n,w⟩ − 𝜆𝑠𝒯 (w))n + Xw − ⟨n,w⟩n) =

= 𝑠𝒯 (w)e0 + 𝐽(𝑠,n) (Xw − 𝜆𝑠𝒯 (w)n) .

Отже, для довiльних 𝜆 ∈ [0,∞), 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) i w ∈ ℳ (H)

маємо:

W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] w = 𝑠𝒯 (w)e0 + 𝐽(𝑠,n) (Xw − 𝜆𝑠𝒯 (w)n) ; (А.159)

𝒯 (W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] w) = 𝑠𝒯 (w) ; (А.160)

XW𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] w = 𝐽(𝑠,n) (Xw − 𝜆𝑠𝒯 (w)n) . (А.161)

Позначимо через O (H,∞) наступний клас операторiв:

O (H,∞) :=
{︁
W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] | 𝜆 ∈ [0,∞), 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1) , n ∈ B1 (H1)

}︁
.

Використовуючи спiввiдношення (А.159), (А.160), (А.161) для довiльних опера-

торiв виду 𝐿 = W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ O (H,∞), 𝐿1 = W𝜆1,∞ [𝑠1,n1, 𝐽1] ∈ O (H,∞) (де

𝜆, 𝜆1 ∈ [0,∞), 𝑠, 𝑠1 ∈ {−1, 1}, 𝐽, 𝐽1 ∈ U (H1), n,n1 ∈ B1 (H1)) i довiльного вектора

w ∈ℳ (H) отримуємо:

𝐿1𝐿w = W𝜆1,∞ [𝑠1,n1, 𝐽1]W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] w =

= 𝑠1 (𝑠𝒯 (w)) e0 + (𝐽1)(𝑠1,n1)

(︀
𝐽(𝑠,n) (Xw − 𝜆𝑠𝒯 (w)n)− 𝜆1𝑠1 (𝑠𝒯 (w))n1

)︀
=

= 𝑠𝑠1𝒯 (w) e0 + (𝐽1)(𝑠1,n1)
𝐽(𝑠,n)

(︁
Xw − 𝜆𝑠𝒯 (w)n− 𝜆1𝑠1𝑠𝒯 (w) 𝐽−1(𝑠,n)n1

)︁
=
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= 𝑠𝑠1𝒯 (w) e0 + (𝐽1)(𝑠1,n1)
𝐽(𝑠,n)

(︁
Xw − 𝑠𝑠1𝒯 (w)

(︁
𝜆𝑠1n− 𝜆1𝐽−1(𝑠,n)n1

)︁)︁
=

= 𝑠𝑠1𝒯 (w) e0 + (𝐽2)(𝑠𝑠1,n2)
(Xw − 𝜆2𝑠𝑠1𝒯 (w)n2) = W𝜆2,∞ [𝑠𝑠1,n2, 𝐽2] w,

де 𝜆2 =
⃦⃦⃦
𝜆𝑠1n− 𝜆1𝐽−1(𝑠,n)n1

⃦⃦⃦
; n2 =

⎧⎨⎩
𝜆𝑠1n−𝜆1𝐽−1

(𝑠,n)
n1

𝜆2
, 𝜆2 ̸= 0

n, 𝜆2 = 0
;

𝐽2 = (𝐽1)(𝑠1,n1)
𝐽(𝑠,n)I−𝑠𝑠1,1 [n2] . Неважко переконатись, що 𝜆2 ∈ [0,∞), n2 ∈ B1 (H1) i

𝐽2 ∈ U (H1). Тому добуток операторiв W𝜆1,∞ [𝑠1,n1, 𝐽1]W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] можна подати у

виглядi:

W𝜆1,∞ [𝑠1,n1, 𝐽1]W𝜆,∞ [𝑠,n, 𝐽 ] = W𝜆2,∞ [𝑠𝑠1,n2, 𝐽2] , (А.162)

де 𝜆2 ∈ [0,∞), 𝑠𝑠1 ∈ {−1, 1}, n2 ∈ B1 (H1), 𝐽2 ∈ U (H1). Таким чином, ми бачи-

мо, що для довiльних операторiв 𝐿1, 𝐿 ∈ O (H,∞) оператор 𝐿1𝐿 належить до класу

O (H,∞). Використовуючи отриманий результат, а також твердження А.51 приходи-

мо до наступного висновку:

Наслiдок А.52. Клас операторiв O (H,∞) є групою операторiв над простором Мiн-

ковськогоℳ (H), породженим гiльбертовим простором H.

По аналогiї з формулою (А.88) введемо клас операторiв O+ (H,∞) (для випадку,

коли швидкiсть свiтла — нескiнченна):

O+ (H,∞) = {W𝜆,𝑐 [𝑠,n, 𝐽 ] ∈ O (H,∞) | 𝑠 = 1} .

Застосовуючи твердження А.51 та формулу (А.162) отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок А.53. Множина операторiв O+ (H,∞) є групою операторiв над просто-

ромℳ (H).

Основнi результати пiдроздiлу А.2 були опублiкованi в [111], а також були пред-

ставленi на конференцiях [241,242,244]. Окремi результати даного пiдроздiлу опублi-

кованi в [100].
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Додаток Б

Побудова тахiонових кiнематик в сенсi

M. Hassani

Цiкавий варiант узагальнених перетворень Лоренца було запропоновано в роботах

M.E. Hassani (див, наприклад, [59]), для спецiального випадку, коли обидвi системи

вiдлiку рухаються вздовж спiльної осi абсцис “𝑥” в тривимiрному просторi i мають

паралельнi напрямки вiдповiдних осей “𝑦” та “𝑧”. В зазначеному спецiальному ви-

падку цi перетворення можна подати у виглядi:

𝑡′ =
𝑡− 𝑉 𝑥

𝜗(|𝑉 |)2√︁
1− 𝑉 2

𝜗(|𝑉 |)2

; 𝑥′ =
𝑥− 𝑉 𝑡√︁
1− 𝑉 2

𝜗(|𝑉 |)2

; 𝑦′ = 𝑦, 𝑧′ = 𝑧, де: (Б.1)

� 𝑉 — швидкiсть рухомої системи вiдлiку l′, яка рухається вiдносно нерухомої

системи l зi сталою швидкiстю 𝑉 ;

� (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) — просторово-часовi координати довiльної точки M в сис. вiдлiку l;

� (𝑡′, 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) — координати цiєї ж точки M в рухомiй системi вiдлiку l′;

� 𝜗 : — довiльна функцiя [0,∞)→ R, що має такi властивостi:

𝜗(𝑉 ) = 𝑐 при 0 ≤ 𝑉 < 𝑐;

𝜗(𝑉 ) > 𝑉 при 𝑐 ≤ 𝑉 <∞;

}︃
(Б.2)

(Нагадаємо, що в данiй роботi число 𝑐 означає фiксовану додатну дiйсну константу,

яка має фiзичний змiст швидкостi свiтла в вакуумi.) Зазначимо, що у частинному

випадку, коли функцiя 𝜗(𝑉 ) при 𝑉 > 𝑐 задається формулою 𝜗(𝑉 ) = 𝑐
√︁

1 + 𝑉 2

𝑐2
, пере-

творення (Б.1) були отриманi в роботах [245,246] Б.1.

В цьому додатку наведенi вище узагальненi перетворення Лоренца в сенсi

M. Hassani буде записано для абстрактного випадку простору Мiнковського над до-

Б.1На думку автора даної дисертацiйної роботи, бiльш цiкавим i змiстовним був-би частинний

випадок, коли 𝜗(𝑉 ) = 𝑐

√︁
1 + (𝑉−𝑐)2

𝑐2 при 𝑉 > 𝑐.
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вiльним дiйсним гiльбертовим простором i для систем вiдлiку з довiльною орiєнтацi-

єю осей. Крiм цього, на основi отриманих перетворень будуть побудованi вiдповiднi

унiверсальнi кiнематики.

Перш за все зауважимо, що умови (Б.2) на функцiю 𝜗 можна послабити. Позна-

чимо через ϒ клас функцiй 𝜗 : [0,∞)→ R, що задовольняють такi умови:

1) 𝜗(𝜆) ≥ 𝜆 при 𝜆 ∈ [0,∞); 2) ∃ 𝜂 > 0 ∀𝜆 ∈ [0, 𝜂) (𝜗(𝜆) > 𝜆) . (Б.3)

Для довiльної функцiї 𝜗 ∈ ϒ покладемо:

D* [𝜗] := {𝜆 ∈ [0,∞) | 𝜗(𝜆) > 𝜆} .

Згiдно з умовами (Б.3) маємо, D* [𝜗] ̸= ∅, крiм того [0, 𝜂) ⊆ D* [𝜗] для деякого 𝜂 > 0.

Нехай (H, ‖·‖ , ⟨·, ·⟩) — дiйсний гiльбертовий простiр. Тодi, згiдно з формулами

(А.155) i (2.17) для довiльних значень 𝜗 ∈ ϒ, 𝜆 ∈ D* [𝜗], 𝑠 ∈ {−1, 1}, 𝐽 ∈ U (H1),

n ∈ B1 (H1) i a ∈ ℳ (H) визначений оператор афiнного перетворення координат

W𝜆,𝜗(𝜆) [𝑠,n, 𝐽 ; a] w := W𝜆,𝜗(𝜆) [𝑠,n, 𝐽 ] (w + a). Для 𝜗 ∈ ϒ введемо наступнi класи

операторiв (афiнного) перетворення координат:

P (H, [𝜗]) :=
{︀
W𝜆,𝜗(𝜆) [𝑠,n, 𝐽 ; a] | 𝑠 ∈ {−1, 1} , 𝜆 ∈ D* [𝜗] ,

n ∈ B1 (H1) , 𝐽 ∈ U (H1) , a ∈ℳ (H)} ;

P+ (H, [𝜗]) :=
{︀
W𝜆,𝜗(𝜆) [𝑠,n, 𝐽 ; a] ∈ P (H, [𝜗]) | 𝑠 = 1

}︀
;

Нехай, ℬ — базова мiнлива множина така, що Bs(ℬ) ⊆ H i Tm(ℬ) = (R,≤), де ≤ —

стандартний порядок на полi дiйсних чисел R (див. примiтку 2.1 внизу сторiнки 152).

Введемо наступнi унiверсальнi кiнематики:

Uℋ0 (H,ℬ, 𝜗) := Ku (P (H, [𝜗]) ,ℬ; H) ; Uℋ (H,ℬ, 𝜗) := Ku (P+ (H, [𝜗]) ,ℬ; H) .

Зокрема у випадку 𝜗(𝜆)=𝜗𝑐(𝜆)=

⎧⎨⎩𝑐, 0 ≤ 𝜆 < 𝑐

𝜆, 𝜆 ≥ 𝑐
(𝜆 ≥ 0) (де 𝑐 ∈ (0,∞)), має-

мо D* [𝜗𝑐] = [0, 𝑐), P (H, [𝜗𝑐]) = P (H, 𝑐), P+ (H, [𝜗𝑐]) = P+ (H, 𝑐), а отже

Uℋ0 (H,ℬ, 𝜗𝑐) = UP0 (H,ℬ, 𝑐), Uℋ (H,ℬ, 𝜗𝑐) = UP (H,ℬ, 𝑐).
Кiнематики типу Uℋ0 (H,ℬ, 𝜗) та Uℋ (H,ℬ, 𝜗) будемо називати кiнематиками в

сенсi M. Hassani. Можна довести, що (подiбно до кiнематик типу UPT (H,ℬ, 𝑐) та

UPT0 (H,ℬ, 𝑐)) кiнематики типу Uℋ0 (H,ℬ, 𝑐, 𝜗) та Uℋ (H,ℬ, 𝑐, 𝜗), не задовольняють

умовам принципу вiдносностi при умовi, якщо не iснує числа 𝑐 > 0 такого, що

𝜗(𝜆) = 𝜗𝑐(𝜆) при 𝜆 > 0, оскiльки при зазначенiй умовi класи операторiв P (H, [𝜗])

та P+ (H, [𝜗]) не утворюють груп в просторi Мiнковськогоℳ (H) (див. [247] або пре-
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принт [248]).

У випадку, коли dim (H) = 3, 𝜗(𝜆) = 𝑐 при 0 ≤ 𝜆 < 𝑐 (де 𝑐 > 0) i 𝜗(𝜆) > 𝜆 при

𝜆 > 𝑐 кiнематика типу Uℋ (H,ℬ, 𝜗) є розширенням класичної кiнематики Лоренца-

Пуанкаре UP (H,ℬ, 𝑐) за межi свiтлового бар’єру.
Цiкавим, також, є випадок, коли функцiя 𝜗 ∈ ϒ задовольняє такi умови:

а) 𝜗(𝜆) > 𝜆 (𝜆 > 0) , б) |𝜗(𝜆)− 𝑐| < 𝜀 (0 ≤ 𝜆 < 𝑐− 𝜀1) .

де 0 < 𝜀, 𝜀1 < 𝑐. В зазначеному випадку кiнематика типу Uℋ (H,ℬ, 𝜗) є прикладом

кiнематики з перехiдним (хоча при достатньо малих значеннях 𝜀 i 𝜀1 важко пере-

хiдним) свiтловим бар’єром, яка в досвiтловому дiапазонi може як завгодно мало

вiдрiзнятись вiд класичної кiнематики Лоренца-Пуанкаре.

Зауваження Б.1. Використовуючи теорему 3.101 можна довести, що довiльна уза-

гальнена кiнематика Хассанi виду Uℋ (H,ℬ, 𝜗) (“з позитивним напрямком часу”) є

безумовно часонезворотною. Детально доведення останнього факту викладено в стат-

тi [249] (див. також препринт [250]). Математично строге означення безумовної ча-

сонезворотностi для унiверсальних кiнематик дано в роздiлi 3.9 даної дисертацiї.

Основнi результати даного додатку були опублiкованi в [247–250], а також пред-

ставленi на конференцiях [251,252].



392

Додаток В

Доведення теореми про еволюцiйне

розширення

Для доведення теореми 3.61 необхiдно довести деякi допомiжнi леми.

Лема В.1. Нехай, Q — довiльний координатний простiр i ℛ — система абстра-

ктних траєкторiй з T = (T,≤) в множину 𝑀 ⊆ Zk(Q).

Тодi для довiльної множини 𝒦 iснує базова кiнематична множина Cb
𝒦 така, що:

1. Tm
(︀
Cb
𝒦
)︀

= T. 2. BG
(︀
Cb
𝒦
)︀

= Q. 3. Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∩ 𝒦 = ∅.

4. Всi траєкторiї 𝑟 ∈ ℛ є траєкторiями лiнiй долi Cb
𝒦 (тобто ∀ 𝑟 ∈ ℛ∃𝐿 ∈

L𝑑
(︀
Cb
𝒦
)︀ (︁

𝑟 = trjCb
𝒦

[𝐿]
)︁
).

Доведення. Очевидно досить довести лему лише для випадку непорожньої множини

𝒦. Отже, надалi вважатимемо, що 𝒦 ̸= ∅.
Нехай, 𝜉 — довiльна множина, що має наступну властивiсть:

∀𝑥 ∈ 𝒦 ({𝜉} /∈ 𝑥) . (В.1)

Така множина 𝜉 iснує. Справдi, покладемо:

𝑌 := {𝑦 | ∃𝑥 ∈ 𝒦 (𝑦 ∈ 𝑥)} =
⋃︀
𝑋∈𝒦

𝑋; 𝑌1 :=
{︀
{𝑢} | 𝑢 ∈ 2𝑌

}︀
.

Зауважимо, що в данiй роботi ми дотримуємося (канонiчної) класичної аксiоматиза-

цiї теорiї множин [74] або ж близької до класичної [253], тобто жодна множина не мi-

стить урелементiв (атомiв). Тому застосування операцiї
⋃︀
𝑋∈K

𝑋 є коректним для будь-

якої непорожньої множиниK. За теоремою Кантора, маємо card(𝑌 ) < card (𝑌1). От-

же, 𝑌1 ∖𝑌 ̸= ∅. Тому, довiльна множина 𝜉 ∈ 2𝑌 така, що {𝜉} ∈ 𝑌1 ∖𝑌 задовольнятиме

умову (В.1). Отже, зафiксуємо довiльну множину 𝜉, що задовольняє (В.1).

Для довiльної траєкторiї 𝑟 ∈ ℛ покладемо:

𝑟#(𝑡) := (𝜉, 𝑟, 𝑟(𝑡)) , 𝑡 ∈ D(𝑟)
(︀
D
(︀
𝑟#
)︀

= D(𝑟) ⊆ T
)︀

(В.2)

ℛ# :=
{︀
𝑟# | 𝑟 ∈ ℛ

}︀
.
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Пiдкреслимо, що в формулi (В.2) довiльна упорядкована пара трактується стандар-

тним чином як множина (𝑎, 𝑏) = {{𝑎} , {𝑎, 𝑏}}, а упорядкована трiйка — як множина

виду (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑎, (𝑏, 𝑐)) = {{𝑎} , {𝑎, (𝑏, 𝑐)}}.
Доведемо, щоℛ# є системою iндивiдуальних траєкторiй з T у

⋃︀
𝑟∈ℛR

(︀
𝑟#
)︀
. Тобто

необхiдно довести, що для довiльних 𝑟#1 , 𝑟
#
2 ∈ ℛ# з умови 𝑟#1 ̸= 𝑟#2 випливає рiвнiсть,

𝑟#1 ∩𝑟
#
2 = ∅. Розглянемо довiльнi, 𝑟#1 , 𝑟

#
2 ∈ ℛ# такi, що 𝑟#1 ̸= 𝑟#2 . Припустимо, що iснує

пара
(︀
𝑡, 𝑥#

)︀
∈ 𝑟#1 ∩ 𝑟

#
2 (де 𝑡 ∈ T). Тодi маємо, 𝑡 ∈ D (𝑟1) ∩D (𝑟2) i 𝑥

# = 𝑟#1 (𝑡) = 𝑟#2 (𝑡).

Оскiльки 𝑟#1 (𝑡) = 𝑟#2 (𝑡), то, згiдно з (В.2), отримуємо, 𝑟1 = 𝑟2, а отже 𝑟
#
1 = 𝑟#2 , що

суперечить початковiй умовi 𝑟#1 ̸= 𝑟#2 . Отже, зроблене припущення — помилкове, а

тому рiвнiсть 𝑟#1 ∩𝑟
#
2 = ∅ виконується для будь-яких 𝑟#1 , 𝑟

#
2 ∈ ℛ# таких, що 𝑟#1 ̸= 𝑟#2 .

Таким чином, ℛ# є системою iндивiдуальних траєкторiй. Покладемо:

ℬ := 𝒜𝑡
(︀
T,ℛ#

)︀
.

Застосовуючи теорему 1.63 та теорему 1.82, отримуємо:

Tm(ℬ) = T. (В.3)

L𝑑(ℬ) = L𝑑
(︀
𝒜𝑡
(︀
T,ℛ#

)︀)︀
= ℛ#; (В.4)

Доведемо, що:

Bs(ℬ) ∩ 𝒦 = ∅. (В.5)

Згiдно з властивiстю 1.60(9), справедлива рiвнiсть:

Bs(ℬ) = {bs (𝜔) |𝜔 ∈ Bs(ℬ)} . (В.6)

За теоремою 1.63, маємо:

Bs(ℬ) =
⋃︁

𝑟#∈ℛ#

𝑟#. (В.7)

Комбiнуючи формули (В.6) i (В.7), отримуємо:

Bs(ℬ) =

{︃
bs (𝜔) |𝜔 ∈

⋃︁
𝑟#∈ℛ#

𝑟#

}︃
=
{︀
bs (𝜔) | ∃𝑟# ∈ ℛ#

(︀
𝜔 ∈ 𝑟#

)︀}︀
=

=
{︀
bs (𝜔) | ∃𝑟# ∈ ℛ#

(︀
bs (𝜔) = 𝑟# (tm (𝜔))

)︀}︀
=

⋃︁
𝑟#∈ℛ#

R
(︀
𝑟#
)︀

(В.8)

(нагадаємо, що через R
(︀
𝑟#
)︀
позначається область значень траєкторiї 𝑟#). Розгля-

немо довiльний елемент 𝑦 ∈ Bs(ℬ). Згiдно з рiвнiстю (В.8), iснують траєкторiя

𝑟# ∈ ℛ# i момент часу 𝑡 ∈ T такi, що 𝑡 ∈ D
(︀
𝑟#
)︀
i 𝑦 = 𝑟#(𝑡). Припустимо,

що 𝑦 ∈ 𝒦. Тодi отримаємо, 𝑟#(𝑡) ∈ 𝒦, тобто, згiдно (В.2), (𝜉, 𝑟, 𝑟(𝑡)) ∈ 𝒦. Але,
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(𝜉, 𝑟, 𝑟(𝑡)) = {{𝜉} , {𝜉, (𝑟, 𝑟(𝑡))}}. Отже, для елемента 𝑦 = {{𝜉} , {𝜉, (𝑟, 𝑟(𝑡))}} ∈ 𝒦 ма-

ємо спiввiдношення {𝜉} ∈ 𝑦, яке суперечить спiввiдношенню (В.1). Отже, зроблене

припущення — помилкове. Тому жоден елемент 𝑦 ∈ Bs(ℬ) не може належати до 𝒦.
Рiвнiсть (В.5) доведено.

Нагадаємо, що, згiдно з (В.8), Bs(ℬ) =
⋃︀

𝑟#∈ℛ#

R
(︀
𝑟#
)︀
. Тому, для 𝑥 ∈ Bs(ℬ) =⋃︀

𝑟#∈ℛ#

R
(︀
𝑟#
)︀
покладемо:

𝑘(𝑥) := 𝑟(𝑡)
(︀
де 𝑟# ∈ ℛ#, 𝑥 ∈ R

(︀
𝑟#
)︀
, 𝑥 = 𝑟#(𝑡)

)︀
. (В.9)

Згiдно iз спiввiдношенням (В.2), для довiльних 𝑟#, 𝑟#1 ∈ ℛ#, 𝑡 ∈ D(𝑟) i 𝑡1 ∈ D (𝑟1)

з умови 𝑥 = 𝑟#(𝑡) = 𝑟#1 (𝑡1) випливає, що 𝑟(𝑡) = 𝑟1 (𝑡1). Отже, вiдображення 𝑘 :

Bs (ℬ)→ Zk (Q) у формулi (В.9) визначено коректно. Тому, пара:

Cb
𝒦 = (ℬ, (Q, 𝑘)) (В.10)

є базовою кiнематичною множиною. При цьому:

BE
(︀
Cb
𝒦
)︀

= ℬ, BG
(︀
Cb
𝒦
)︀

= Q, qCb
𝒦

= 𝑘, L𝑑
(︀
Cb
𝒦
)︀

= L𝑑(ℬ). (В.11)

Згiдно з (В.10), (В.3), (В.5) та позначеннями, прийнятими в теорiї кiнематичних

мiнливих множин (див. параграф 2.2.3), маємо:

Tm
(︀
Cb
𝒦
)︀

= Tm (ℬ) = T; Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∩ 𝒦 = Bs(ℬ) ∩ 𝒦 = ∅.

Отже, базова кiнематична множина Cb
𝒦 задовольняє першi три умови леми В.1. Пе-

ревiримо виконання четвертої умови цiєї леми для Cb
𝒦.

Розглянемо довiльну траєкторiю 𝑟 ∈ ℛ. Тодi, очевидно, 𝑟# ∈ ℛ#. Отже, згiдно

з (В.4) i (В.11), отримуємо, 𝑟# ∈ L𝑑(ℬ) = L𝑑
(︀
Cb
𝒦
)︀
. Згiдно з (В.2), маємо, D

(︀
𝑟#
)︀

=

D(𝑟). Тому, використовуючи означення координат Мiнковського (див. (2.2)), а також

формули (2.7), (В.11) i (В.9) отримуємо:

trjCb
𝒦

[︀
𝑟#
]︀

=
{︁
Q⟨Cb

𝒦⟩(𝜔) | 𝜔 ∈ 𝑟#
}︁

=
{︁
Q⟨Cb

𝒦⟩ (︀(︀𝑡, 𝑟#(𝑡)
)︀)︀
| 𝑡 ∈ D

(︀
𝑟#
)︀}︁

=

=
{︁
Q⟨Cb

𝒦⟩ (︀(︀𝑡, 𝑟#(𝑡)
)︀)︀
| 𝑡 ∈ D (𝑟)

}︁
=
{︁(︁
𝑡, qCb

𝒦

(︀
𝑟#(𝑡)

)︀)︁
| 𝑡 ∈ D (𝑟)

}︁
=

=
{︀(︀
𝑡, 𝑘
(︀
𝑟#(𝑡)

)︀)︀
| 𝑡 ∈ D (𝑟)

}︀
= {(𝑡, 𝑟(𝑡)) | 𝑡 ∈ D (𝑟)} = 𝑟.

Отже, для довiльної траєкторiї 𝑟 ∈ ℛ iснує лiнiя долi 𝑟# ∈ L𝑑
(︀
Cb
𝒦
)︀
така, що

trjCb
𝒦

[︀
𝑟#
]︀

= 𝑟. тобто четверта умова даної леми для Cb
𝒦 також виконується.

Наслiдок В.2. Нехай, Q – довiльний координатний простiр i ℛ — система аб-

страктних траєкторiй з T = (T,≤) в множину 𝑀 ⊆ Zk(Q).
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Тодi для довiльної множини 𝒦 iснує базова кiнематична множина Cb
𝒦, що задо-

вольняє умови 1,2,4 леми В.1, а також умову:

3 ′.
(︀
Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∪Bs

(︀
Cb
𝒦
)︀)︀
∩ 𝒦 = ∅.

Доведення. Покладемо, 𝒦1 :=
⋃︀
𝑊∈𝒦𝑊 ; 𝒦2 :=

⋃︀
𝑊1∈𝒦1

𝑊1. Згiдно з лемою В.1, iснує

базова кiнематична множина Cb
𝒦, що задовольняє такi умови:

1. Tm
(︀
Cb
𝒦
)︀

= T; 2. BG
(︀
Cb
𝒦
)︀

= Q;

3. Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∩ (𝒦2 ∪ 𝒦) = ∅; 4. ∀𝑟 ∈ ℛ∃𝐿 ∈ L𝑑

(︀
Cb
𝒦
)︀ (︁

𝑟 = trjCb
𝒦

[𝐿]
)︁
.

З умови 3 випливає рiвнiсть Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∩𝒦 = ∅. Отже, для доведення наслiдку лишає-

ться показати, що Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∩𝒦 = ∅. Припустимо супротивне. Тодi iснує елементарно-

часовий стан 𝜔 = (𝑡, 𝑥) ∈ Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
такий, що 𝜔 ∈ 𝒦 (де 𝑥 ∈ Bs

(︀
Cb
𝒦
)︀
). Оскiльки

𝜔 = (𝑡, 𝑥) = {{𝑡} , {𝑡, 𝑥}} ∈ 𝒦 i {𝑡, 𝑥} ∈ 𝜔, то, {𝑡, 𝑥} ∈
⋃︀
𝑊∈𝒦𝑊 = 𝒦1. Оскiльки

𝑥 ∈ {𝑡, 𝑥}, де {𝑡, 𝑥} ∈ 𝒦1, то 𝑥 ∈
⋃︀
𝑊1∈𝒦1

𝑊1 = 𝒦2. Отже, 𝑥 ∈ 𝒦2, що суперечить умовi

3 (тобто умовi Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∩ (𝒦2 ∪ 𝒦) = ∅). Отримана суперечнiсть доводить рiвнiсть

Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∩ 𝒦 = ∅. Таким чином,

(︀
Bs
(︀
Cb
𝒦
)︀
∪Bs

(︀
Cb
𝒦
)︀)︀
∩ 𝒦 = ∅.

Лема В.3. Нехай, ℱ — довiльна унiверсальна кiнематика i l0 ∈ ℒ𝑘 (ℱ) — довiльна

система вiдлiку ℱ . Нехай ℛ — довiльна система абстрактних траєкторiй з Tm (l0)

в множину 𝑀 ⊆ Zk (l0).

Тодi iснує еволюцiйно видима унiверсальна кiнематика ℱ1 така, що:

1. ℱ1 диз’юнктна з ℱ ;

2. всi траєкторiї 𝑟 ∈ ℛ є траєкторiями лiнiй долi системи вiдлiку l0 ⇂ ℱ1 (тобто

∀ 𝑟 ∈ ℛ ∃𝐿 ∈ L𝑑 (l0 ⇂ ℱ1) (𝑟 = trj l0⇂ℱ1 [𝐿,ℱ1])).

Доведення. Оскiльки ℱ ↾ l0 є базовою кiнематичною множиною i Zk (l0) =

Zk (ℱ ↾ l0) = Zk (BG (ℱ ↾ l0)), то, за наслiдком В.2, iснує базова кiнематична мно-

жина C(0), що задовольняє такi умови:

(C1
0): Tm

(︀
C(0)
)︀

= Tm (ℱ ↾ l0) = Tm (l0);

(C2
0): BG

(︀
C(0)
)︀

= BG (ℱ ↾ l0) = BG (l0,ℱ);

(C3
0):

(︀
Bs
(︀
C(0)
)︀
∪Bs

(︀
C(0)
)︀)︀
∩
(︁⋃︀

l∈ℒ𝑘(ℱ) Bs(l)
)︁

= ∅ ;

(C4
0): ∀𝑟 ∈ ℛ ∃𝐿 ∈ L𝑑

(︀
C(0)
)︀

(𝑟 = trjC(0) [𝐿]) .

З умов (C1
0), (C2

0) випливає, що:

M𝑘
(︀
C(0)
)︀

= Tm
(︀
C(0)
)︀
× Zk

(︀
C(0)
)︀

= Tm
(︀
C(0)
)︀
× Zk

(︀
BG
(︀
C(0)
)︀)︀

=

= Tm (l0)× Zk (BG (l0,ℱ)) = Tm (l0)× Zk (l0,ℱ) = M𝑘 (l0,ℱ) . (В.12)
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1. Для довiльних iндекса 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) i 𝜔 ∈ Bs
(︀
C(0)
)︀
покладемо:

𝒰𝛼(𝜔) :=

⎧⎨⎩
(︁
tm
(︁

[lk𝛼 (ℱ)← l0, ℱ ]Q⟨C(0)⟩(𝜔)
)︁
, 𝜔
)︁
, 𝛼 ̸= 𝛼0

𝜔, 𝛼 = 𝛼0,
(В.13)

де 𝛼0 = ind (l0). 𝒰𝛼 є iн’єктивним вiдображенням з множини Bs
(︀
C(0)
)︀
в множину

Tm (lk𝛼 (ℱ))×𝒳𝛼, де

𝒳𝛼 =

⎧⎨⎩Bs
(︀
C(0)
)︀
, 𝛼 ̸= 𝛼0

Bs
(︀
C(0)
)︀
, 𝛼 = 𝛼0.

(В.14)

Для довiльних 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) i w ∈M𝑘
(︀
C(0)
)︀

= M𝑘 (l0,ℱ) покладемо:

𝒦𝛼(w) := [lk𝛼 (ℱ)← l0, ℱ ] w. (В.15)

2. Зафiксуємо довiльний iндекс 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ). Доведемо, що п’ятiрка

(Tm (lk𝛼 (ℱ)) ,𝒳𝛼,𝒰𝛼,BG (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ) ,𝒦𝛼) є унiверсальним кiнематичним проекто-

ром для C(0).

2.1) Оскiльки 𝒰𝛼 є iн’єктивним вiдображенням з Bs
(︀
C(0)
)︀

= Bs
(︀
BE
(︀
C(0)
)︀)︀

в

Tm (lk𝛼 (ℱ)) × 𝒳𝛼, то, згiдно з означеннями 1.132 i 1.138, упорядкована трiйка

(Tm (lk𝛼 (ℱ)) ,𝒳𝛼,𝒰𝛼) є iн’єктивним еволюцiйним проектором для базової мiнливої

множини BE
(︀
C(0)
)︀
.

2.2) Згiдно з означенням 3.1 i системою позначень теорiї унiверсальних кiнематик

(див. параграф 3.2.2), BG (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ) є координатним простором.

2.3) За означенням 3.1 i системою позначень теорiї унiверсальних кiнематик,

вiдображення 𝒦𝛼, що задається формулою (В.15), є бiєкцiєю з M𝑘 (l0,ℱ)

на M𝑘 (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ) = Tm (lk𝛼 (ℱ)) × Zk (BG (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ)), де M𝑘 (l0,ℱ) = M𝑘
(︀
C(0)
)︀

(згiдно з (В.12)). При цьому, використовуючи (В.15), а також рiвностi (3.3) i (3.4),

для довiльного w ∈M𝑘 (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ) отримуємо:

𝒦[−1]
𝛼 (w) = [l0← lk𝛼 (ℱ) , ℱ ] w (В.16)

2.4) Нехай 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs
(︀
C(0)
)︀

i bs (𝒰𝛼 (𝜔1)) = bs (𝒰𝛼 (𝜔2)). Тодi при

𝛼 ̸= 𝛼0 використовуючи (В.13) отримуємо рiвнiсть, 𝜔1 = 𝜔2, а отже i рiвнiсть

bs
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩ (𝜔1)

)︁)︁
= bs

(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩ (𝜔2)

)︁)︁
.

У випадку 𝛼 = 𝛼0, згiдно з (В.13), маємо:

bs (𝜔1) = bs (𝜔2) . (В.17)

Оскiльки 𝛼0 = ind (l0), то lk𝛼 (ℱ) = lk𝛼0 (ℱ) = l0. Отже, використовуючи (В.15) i
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(3.3), одержуємо:

𝒦𝛼(w) = 𝒦𝛼0(w) = [l0← l0,ℱ ] w = w, (w ∈M𝑘 (l0,ℱ)). (В.18)

Тому, використовуючи означення координат Мiнковського для базових кiнематичних

множин (див. формулу (2.2)), для довiльного 𝜔 ∈ Bs
(︀
C(0)
)︀
маємо:

bs
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩ (𝜔)

)︁)︁
=bs

(︁
Q⟨C(0)⟩ (𝜔)

)︁
=bs ((tm (𝜔) , qC(0) (bs (𝜔))))=qC(0) (bs (𝜔)).

Звiдси, враховуючи (В.17), отримуємо, bs
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩ (𝜔1)

)︁)︁
=bs

(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩ (𝜔2)

)︁)︁
.

Отже, в обох випадках для 𝜔1, 𝜔2 ∈ Bs
(︀
C(0)
)︀
з умови bs (𝒰𝛼 (𝜔1)) = bs (𝒰𝛼 (𝜔2))

випливає рiвнiсть, bs
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩ (𝜔1)

)︁)︁
= bs

(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩ (𝜔2)

)︁)︁
.

2.5) У випадку 𝛼 ̸= 𝛼0, використовуючи (В.13), (В.15), для довiльного елемента

𝜔 ∈ Bs
(︀
C(0)
)︀
отримуємо:

tm (𝒰𝛼 (𝜔)) = tm
(︁

[lk𝛼 (ℱ)← l0, ℱ ]Q⟨C(0)⟩(𝜔)
)︁

= tm
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩(𝜔)

)︁)︁
.

Тепер розглянемо випадок 𝛼 = 𝛼0. Тодi, згiдно з (В.13), маємо, 𝒰𝛼 (𝜔) = 𝜔 (∀𝜔 ∈
Bs
(︀
C(0)
)︀
). Тому, використовуючи (В.18) для кожного 𝜔 ∈ Bs

(︀
C(0)
)︀
отримуємо:

tm (𝒰𝛼 (𝜔)) = tm (𝜔) = tm
(︁
Q⟨C(0)⟩(𝜔)

)︁
= tm

(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩(𝜔)

)︁)︁
.

Таким чином, рiвнiсть tm (𝒰𝛼 (𝜔)) = tm
(︁
𝒦𝛼
(︁
Q⟨C(0)⟩(𝜔)

)︁)︁
(∀𝜔 ∈ Bs

(︀
C(0)
)︀
) виконує-

ться в обох випадках.

З результатiв, отриманих в пунктах 2.1)–2.5), за означенням 3.4, випливає, що

п’ятiрка (Tm (lk𝛼 (ℱ)) ,𝒳𝛼,𝒰𝛼,BG (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ) ,𝒦𝛼) є унiверсальним кiнематичним

проектором для базової кiнематичної множини C(0) (при довiльному значеннi iндекса

𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ)). Отже, згiдно з означенням 3.4 (пункт 2), наступна iндексована сiм’я є

унiверсальним кiнематичним мультипроектором для C(0):

P = ((Tm (lk𝛼 (ℱ)) ,𝒳𝛼,𝒰𝛼,BG (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ) ,𝒦𝛼) | 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ)) .

3. Враховуючи означення 3.6 i теорему 3.5, можна покласти:

ℱ1 := Ku
[︀
P,C(0)

]︀
, (В.19)

3.1) Спочатку доведемо, що ℱ1 [≡]ℱ .
3.1.1) Згiдно з властивiстю 3.7(2) маємо, ℐ𝑛𝑑 (ℱ1)=ℐ𝑛𝑑

(︀
Ku
[︀
P,C(0)

]︀)︀
=ℐ𝑛𝑑 (ℱ).

3.1.2) Використовуючи властивiсть 3.7(1) отримуємо:

ℒ𝑘 (ℱ1) = ℒ𝑘
(︀
Ku
[︀
P,C(0)

]︀)︀
=

=
{︀(︀
𝛼, 𝒰𝛼

[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm (lk𝛼 (ℱ))

]︀)︀ ⃒⃒
𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ)

}︀
. (В.20)

Застосовуючи формулу (В.20), для довiльного iндекса 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ) отри-
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муємо рiвнiсть:

lk𝛼 (ℱ1) =
(︀
𝛼, 𝒰𝛼

[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm (lk𝛼 (ℱ))

]︀)︀
. (В.21)

Отже, в силу теореми 1.133, маємо:

Tm (lk𝛼 (ℱ1)) = Tm
(︀
𝒰𝛼
[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm (lk𝛼 (ℱ))

]︀)︀
= Tm (lk𝛼 (ℱ)) ,

а, в силу теореми 3.5 (пункт 2) одержуємо:

BG (lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1) = BG (lk𝛼 (ℱ) ,ℱ) .

3.1.3) Розглянемо довiльнi iндекси 𝛼, 𝛽 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ1) = ℐ𝑛𝑑 (ℱ). Враховуючи фор-

мулу (В.21), покладемо:

l := lk𝛼 (ℱ1) =
(︀
𝛼, 𝒰𝛼

[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm (lk𝛼 (ℱ))

]︀)︀
;

m := lk𝛽 (ℱ1) =
(︀
𝛽, 𝒰𝛽

[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm (lk𝛽 (ℱ))

]︀)︀
.

Використовуючи властивiсть 3.7(7), а також рiвностi (В.15), (В.16) i (3.4), для ко-

жного 𝜔 ∈M𝑘 (l,ℱ1) = M𝑘 (lk𝛼 (ℱ1) ,ℱ1) отримуємо:

[lk𝛽 (ℱ1)← lk𝛼 (ℱ1) , ℱ1] w = [m← l, ℱ1] w = 𝒦𝛽
(︀
𝒦[−1]
𝛼 (w)

)︀
=

= [lk𝛽 (ℱ)← l0, ℱ ] [l0← lk𝛼 (ℱ) , ℱ ] w = [lk𝛽 (ℱ)← lk𝛼 (ℱ) , ℱ ] w.

3.1.4) За означенням 3.12, з результатiв, отриманих в пiдпунктах 3.1.1)–3.1.3),

випливає спiввiдношення ℱ [≡]ℱ1.

3.2) Доведемо, що унiверсальна кiнематика ℱ1 — диз’юнктна з ℱ . Враховуючи
рiвнiсть (В.21) i теорему 1.133 для довiльного iндекса 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) отримуємо:

Bs (lk𝛼 (ℱ1)) = Bs
(︀
𝒰𝛼
[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm (lk𝛼 (ℱ))

]︀)︀
=

= 𝒰𝛼
(︀
Bs
(︀
BE
(︀
C(0)
)︀)︀)︀

= 𝒰𝛼
(︀
Bs
(︀
C(0)
)︀)︀

=
{︀
𝒰𝛼(𝜔) | 𝜔 ∈ Bs

(︀
C(0)
)︀}︀
.

Оскiльки 𝒰𝛼 є вiдображенням з Bs
(︀
C(0)
)︀

в Tm (lk𝛼 (ℱ)) × 𝒳𝛼, то, врахо-

вуючи останню рiвнiсть та властивiсть 1.60(9), одержуємо, Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ={︀
bs (𝒰𝛼(𝜔)) | 𝜔 ∈ Bs

(︀
C(0)
)︀}︀
⊆ 𝒳𝛼, де, згiдно з формулою (В.14), 𝒳𝛼 ⊆ Bs

(︀
C(0)
)︀
∪

Bs
(︀
C(0)
)︀
. Тому, з умови (C3

0) отримуємо, спiввiдношення, 𝒳𝛼 ∩ Bs (lk𝛼 (ℱ)) = ∅
(∀𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ)). Таким чином, для довiльного 𝛼 ∈ ℐ𝑛𝑑 (ℱ) маємо:

Bs (lk𝛼 (ℱ1)) ∩Bs (lk𝛼 (ℱ)) ⊆ 𝒳𝛼 ∩Bs (lk𝛼 (ℱ)) = ∅. (В.22)

Звiдси, враховуючи, що, згiдно з пунктом 3.1), ℱ1 [≡]ℱ , за означенням 3.41, отриму-

ємо, що унiверсальна кiнематика ℱ1 — диз’юнктна з ℱ .
3.3) Оскiльки 𝛼0 = ind (l0), то, використовуючи формули (3.64), (В.21) та умову
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(C1
0), отримуємо:

l0 ⇂ℱ1 = lk𝛼0 (ℱ1) =
(︀
𝛼0, 𝒰𝛼0

[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm (lk𝛼0 (ℱ))

]︀)︀
=

=
(︀
𝛼0, 𝒰𝛼0

[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm (l0)

]︀)︀
=
(︀
𝛼0, 𝒰𝛼0

[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm

(︀
C(0)
)︀]︀)︀

. (В.23)

Оскiльки, згiдно з (В.13), 𝒰𝛼0 є тотожним вiдображенням, то, враховуючи заува-

ження 1.137, маємо 𝒰𝛼0

[︀
BE
(︀
C(0)
)︀
, Tm

(︀
C(0)
)︀]︀

= BE
(︀
C(0)
)︀
. Отже, з рiвностi (В.23),

випливає рiвнiсть, l0 ⇂ℱ1=
(︀
𝛼0, BE

(︀
C(0)
)︀)︀
, з якої отримуємо рiвностi:

Bs (l0 ⇂ℱ1) = Bs
(︀
BE
(︀
C(0)
)︀)︀

= Bs
(︀
C(0)
)︀

; (В.24)

L𝑑 (l0 ⇂ℱ1) = L𝑑
(︀
C(0)
)︀
. (В.25)

Розглянемо довiльну траєкторiю 𝑟 ∈ ℛ. За умовою (C4
0), iснує лiнiя долi 𝐿 ∈

L𝑑
(︀
C(0)
)︀
така, що:

𝑟 = trjC(0) [𝐿] . (В.26)

Використовуючи рiвнiсть (В.23), а також властивiсть 3.7(4) отримуємо:

Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔,ℱ1) = 𝒦𝛼0

(︁
Q⟨C(0)⟩

(︁
𝒰 [−1]
𝛼0 (𝜔)

)︁)︁
(∀ 𝜔 ∈ Bs (l0 ⇂ℱ1)) ,

де (згiдно з формулою (В.24)) Bs (l0 ⇂ℱ1) = Bs
(︀
C(0)
)︀
. З рiвностей (В.13) та (В.18)

випливає, що вiдображення 𝒰𝛼0 i 𝒦𝛼0 є тотожними вiдображеннями. Тому:

Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔,ℱ1) = Q⟨C(0)⟩(𝜔)
(︀
∀ 𝜔 ∈ Bs (l0 ⇂ℱ1) = Bs

(︀
C(0)
)︀)︀
.

Отже, з рiвностi (В.26), використовуючи рiвностi (3.111) та (2.7), отримуємо:

𝑟 = trjC(0) [𝐿] =
{︁
Q⟨C(0)⟩(𝜔) | 𝜔 ∈ 𝐿

}︁
=

=
{︁
Q⟨l0⇂ℱ1⟩ (𝜔,ℱ1) | 𝜔 ∈ 𝐿

}︁
= trjl0⇂ℱ1

[𝐿,ℱ1] ,

де, 𝐿 ∈ L𝑑 (l0 ⇂ℱ1) (за формулою (В.25)). Таким чином, вище було доведено, що:

∀𝑟 ∈ ℛ∃𝐿 ∈ L𝑑 (l0 ⇂ℱ1)
(︀
𝑟 = trjl0⇂ℱ1

[𝐿,ℱ1]
)︀
.

З результатiв, отриманих вище в пунктах пунктiв 3.2), 3.3) випливає, що унiвер-

сальна кiнематика ℱ1 задовольняє умови 1,2 даної леми. При цьому, згiдно з рiвнiстю

(В.19) i наслiдком 3.59, унiверсальна кiнематика ℱ1 є еволюцiйно видимою.

Доведення теореми 3.61. Нехай, ℱ — унiверсальна кiнематика, l ∈ ℒ𝑘 (ℱ) i ℛ —

система абстрактних траєкторiй з Tm (l) в множину 𝑀 ⊆ Zk (l). За лемою В.3, iснує

еволюцiйно видима унiверсальна кiнематика ℱ∼1 така, що:

1) ℱ ∼1 диз’юнктна з ℱ ; (В.27)

2) ∀ 𝑟 ∈ ℛ ∃ 𝐿 ∈ L𝑑 (l ⇂ ℱ ∼1 )
(︀
𝑟 = trj l⇂ℱ∼

1
[𝐿,ℱ ∼1 ]

)︀
. (В.28)
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Покладемо: ℱ1 := ℱ ∼1
←
⊔ ℱ . (В.29)

Оскiльки, згiдно (В.27), кiнематика ℱ∼1 диз’юнктна з ℱ , то диз’юнктне еволюцiй-

не об’єднання в правiй частинi (В.29) iснує (згiдно з теоремою 3.51). Доведемо, що

унiверсальна кiнематика ℱ1 задовольняє умови теореми 3.61.

1. Розглянемо довiльну траєкторiю 𝑟 ∈ ℛ. За умовою (В.28), iснує лiнiя долi

𝐿 ∈ L𝑑 (l ⇂ ℱ∼1 ) така, що:

𝑟 = trj l⇂ℱ∼
1

[𝐿,ℱ ∼1 ] . (В.30)

Оскiльки ℱ1 = ℱ ∼1
←
⊔ ℱ , то, згiдно з твердженням 3.48, пункт 1, маємо, ℱ ∼1 <−→ℱ1.

Отже, згiдно з твердженням 3.38, пункт 4, отримуємо:

L𝑑 (l ⇂ ℱ ∼1 ) = L𝑑
(︀
lkind(l) (ℱ ∼1 )

)︀
⊆ L𝑑

(︀
lkind(l) (ℱ1)

)︀
= L𝑑 (l ⇂ ℱ1) .

Звiдси, оскiльки 𝐿 ∈ L𝑑 (l ⇂ ℱ ∼1 ), маємо 𝐿 ∈ L𝑑 (l ⇂ ℱ1). При цьому, використовуючи

рiвностi (В.30) та (3.111), а також твердження 3.38, пункт 6 отримуємо:

𝑟 = trj l⇂ℱ∼
1

[𝐿,ℱ ∼1 ] =
{︁
Q⟨l⇂ℱ∼

1 ⟩ (𝜔,ℱ ∼1 ) | 𝜔 ∈ 𝐿
}︁

=

=
{︀
Q⟨l⇂ℱ1⟩ (𝜔,ℱ1) | 𝜔 ∈ 𝐿

}︀
= trj l⇂ℱ1 [𝐿,ℱ1] .

Отже, перший пункт теореми 3.61 для унiверсальної кiнематики ℱ1 виконується.

2. Нехай, додатково, кiнематика ℱ є еволюцiйно видимою. Нагадаємо, що унi-

версальна кiнематика ℱ ∼1 є еволюцiйно видимою також (згiдно з першим абзацом

доведення даної теореми). Тому унiверсальна кiнематика ℱ1 = ℱ ∼1
←
⊔ℱ є еволюцiйно

видимою також (за теоремою 3.60).
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and Székely G. // Hungarian Philosophical Review. — 2010. — Vol. 54, no. 4. —

P. 204–222. —Access mode: https://arxiv.org/abs/1105.0885.
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