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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Íåçâàæàþ÷è íà âåëè÷åçíi óñïiõè ñó÷àñíî¨
òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè i ïîòóæíiñòü ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó, ÿêèé âîíà
çàñòîñîâó¹, îñíîâè öi¹¨ íàóêè çàëèøàþòüñÿ íå÷iòêèìè. Âiäîìó øîñòó
ïðîáëåìó Ãiëüáåðòà ñòîñîâíî ìàòåìàòè÷íî ñòðîãîãî îá ðóíòóâàííÿ
îñíîâ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè, ïîñòàâëåíó ùå 1900 ðîêó, íà ñüîãîäíi íå
ìîæíà ââàæàòè îñòàòî÷íî ðîçâ'ÿçàíîþ. Íà ñüîãîäíi iñíó¹ âåëè÷å-
çíà êiëüêiñòü íàóêîâèõ ïóáëiêàöié, ÿêi ìîæíà ââàæàòè òàê ÷è iíàê
ïîâ'ÿçàíèìè iç øîñòîþ ïðîáëåìîþ Ãiëüáåðòà.

Íàÿâíi íàóêîâi äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç øîñòîþ ïðîáëåìîþ Ãiëü-
áåðòà óìîâíî ìîæíà ïîäiëèòè íà äâà íàïðÿìêè:

� Ó ðîáîòàõ ïåðøîãî íàïðÿìêó çäiéñíþþòü ñïðîáè ôîðìàëiçàöi¨
÷è àêñiîìàòèçàöi¨ òèõ àáî iíøèõ ôiçè÷íèõ òåîðié;

� Ó ðîáîòàõ äðóãîãî íàïðÿìêó àâòîðè íàìàãàþòüñÿ ïîñòàâèòè i
ðîçâ'ÿçàòè ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèìè ìåòîäàìè òó ÷è iíøó ìàòå-
ìàòè÷íó çàäà÷ó, ÿêà âèíèêà¹ ó òåîðåòè÷íié ôiçèöi, ÷è ïðèíàéì-
íi ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Îòæå, òåìàòèêà, ïîâ'ÿçàíà ç çàñòîñóâàííÿì ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèõ ìå-
òîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíêðåòíèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷ i ìàòåìàòè÷íî¨
ôîðìàëiçàöi¨ ôiçè÷íèõ òåîðié íà ñüîãîäíi âåëüìè àêòóàëüíà. I ñàìå
öié òåìàòèöi ïðèñâÿ÷åíà íàøà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà.

×åðåç ñêëàäíiñòü i áàãàòîãðàííiñòü ñó÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè
øîñòó ïðîáëåìó Ãiëüáåðòà íåìîæëèâî ðîçâ'ÿçàòè �îäíèì óäàðîì�.
Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó ïåðåäóñiì ïîòðiáíà íàïðóæåíà ïðàöÿ íå îäíîãî ïî-
êîëiííÿ ìàòåìàòèêiâ i ôiçèêiâ-òåîðåòèêiâ. Ñàìå òîìó îáèäâà çàçíà÷å-
íi âèùå íàïðÿìêè íàóêîâèõ äîñëiäæåíü íà ñüîãîäíi äóæå àêòóàëüíi
i âàæëèâi, îñêiëüêè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, íàïðàöüîâàíèé ó ðîáîòàõ,
ïîâ'ÿçàíèõ iç äðóãèì íàïðÿìêîì, ìîæå âèÿâèòèñü êîðèñíèì i äëÿ
ïåðøîãî íàïðÿìêó.

Ïåðøi òðè ðîçäiëè öi¹¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïîâ'ÿçàíi ñàìå ç ïåð-
øèì íàïðÿìêîì äîñëiäæåíü, òîäi ÿê îñòàííié, ÷åòâåðòèé, � iç äðó-
ãèì. Ó ïåðøèõ òðüîõ ðîçäiëàõ ïîáóäîâàíî íîâèé ìàòåìàòè÷íèé àïà-
ðàò, ïðèçíà÷åíèé äëÿ ôîðìàëiçàöi¨ äåÿêèõ ôiçè÷íèõ òåîðié (ïåðø çà
âñå òåîðié, ïîâ'ÿçàíèõ iç ôiçèêîþ ìàêðîñâiòó). Çàçíà÷åíèé ìàòåìà-
òè÷íèé àïàðàò áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí. Iç ôîðìàëüíãî
ïîãëÿäó òåîðiÿ ìiíëèâèõ ìíîæèí öå íàäáóäîâà íàä êëàñè÷íîþ òåî-
ði¹þ ìíîæèí. Ìiíëèâi ìíîæèíè öå íîâèé àáñòðàêòíèé êëàñ ìàòåìà-
òè÷íèõ îá'¹êòiâ (ñõîæèé íà ãðóïè, êiëüöÿ, ïîëÿ, ðåøiòêè, áàíàõîâi
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ïðîñòîðè òîùî). Íà îñíîâi òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí ïîáóäîâàíî i¹-
ðàðõiþ íîâèõ àáñòðàêòíèõ êëàñiâ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ó ðàìêàõ
ÿêî¨ ìîæíà ìàòåìàòè÷íî ñòðîãî ôîðìóëþâàòè ïåâíi ôiçè÷íi òåîði¨, à
òàêîæ ïîêàçàíî, ùî íàïðàöüîâàíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò ìîæå áó-
òè çàñòîñîâàíèé äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôîðìàëiçàöi¨ ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨
âiäíîñíîñòi é äåÿêèõ ¨¨ óçàãàëüíåíü. Â îñòàííüîìó ðîçäiëi äèñåðòà-
öi¨ ðîçâèíóòî ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, ïðèçíà÷åíèé äëÿ îïèñó åâîëþ-
öi¨ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ çi
òðàíñëÿöiéíî iíâàðiàíòíèì ÿäðîì, çîêðåìà ïîáóäîâàíî ïðîñòið óçà-
ãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ iç îáìåæåíèì ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì íàä çàäàíèì
ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè,
òåìàìè. Ðîáîòó íàä äèñåðòàöi¹þ ðîçïî÷àòî ó âiääiëi äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à çàâåðøåíî ó âiääiëi íåëiíié-
íîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. Äèñåðòàöiþ áóëî
âèêîíàíî â ðàìêàõ òàêèõ òåì i ïðîãðàì: �Åâîëþöiéíi òà ñïåêòðàëü-
íi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði� (íî-
ìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0111U001027), �Ðîçðîáêà îïåðàòîðíèõ ïiäõîäiâ
äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ åâîëþöiéíèõ i ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0116U000032), �Ñïåêòðàëü-
íi çàäà÷i, äðîáîâî-äèôåðåíöiàëüíi òà íåàðõiìåäîâi ìîäåëi ñó÷àñíî¨
ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0120U100169), öiëüî-
âà íàóêîâà ïðîãðàìà Âiääiëåííÿ ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè �Ðîç-
ðîáêà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ñó-
÷àñíèõ çàäà÷ ôiçèêî-òåõíi÷íèõ i ìåäèêî-áiîëîãi÷íèõ íàóê i iíôîðìà-
öiéíèõ òåõíîëîãié� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0112U002104) òà öiëüîâà
ïðîãðàìà íàóêîâèõ äîñëiäæåíü Âiääiëåííÿ ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-
¨íè �Ðîçðîáêà òà äîñëiäæåííÿ ñó÷àñíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó
ãàëóçi ôiçèêî-òåõíi÷íèõ òà ìåäèêî-áiîëîãi÷íèõ íàóê� (íîìåð äåðæ-
ðå¹ñòðàöi¨ 0117U002119).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè öå
ñòâîðåííÿ íîâîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó äëÿ ôîðìàëiçàöi¨ ïåâíèõ
ôiçè÷íèõ òåîðié (ïåðåäîâñiì ðåëÿòèâiñòñüêî¨ êiíåìàòèêè), à òàêîæ
îïèñó åâîëþöi¨ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � ìiíëèâi ìíîæèíè i ïîðîäæåíi íèìè ìàòå-
ìàòè÷íi îá'¹êòè (à ñàìå êiíåìàòè÷íi ìíîæèíè é óíiâåðñàëüíi êiíå-
ìàòèêè), à òàêîæ ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ iç îáìåæåíèì
ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì íàä çàäàíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ � öå âëàñòèâîñòi ìiíëèâèõ ìíîæèí, êiíå-
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ìàòè÷íèõ ìíîæèí i óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê (çîêðåìà ìîæëèâiñòü
¨õíüîãî çàñòîñóâàííÿ äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôîðìàëiçàöi¨ ñïåöiàëüíî¨ òå-
îði¨ âiäíîñíîñòi é äåÿêèõ ¨¨ óçàãàëüíåíü), à òàêîæ ñòðóêòóðà ïðîñòî-
ðiâ óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ iç îáìåæåíèì ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì íàä
çàäàíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì i ¨õíi âëàñòèâîñòi (çîêðåìà ïîâíî-
òà, iñíóâàííÿ ïðî¹êöiéíîãî ñëiäó, ìîæëèâiñòü âèçíà÷åííÿ ãðóï îïå-
ðàòîðiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç îïèñîì åâîëþöi¨ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ êâàíòîâèõ
ñèñòåì).

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòàíi ìåòîäè çàãàëüíî¨
òåîði¨ ìíîæèí, òåîði¨ ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ëiíiéíî¨ àëãå-
áðè, çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨, ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîði¨ îïåðàòîðiâ
íàä áàíàõîâèìè é ãiëüáåðòîâèìè ïðîñòîðàìè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëü-
òàòè, ÿêi âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó é âèíåñåíi íà çàõèñò, òàêi:

1. Ñôîðìóëüîâàíi îçíà÷åííÿ i äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi áàçîâèõ
ìiíëèâèõ ìíîæèí i ìiíëèâèõ ìíîæèí.

2. Äîâåäåíî, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié ïîðî-
äæó¹ ïåâíó áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó, i íàâïàêè, äîâiëüíà áà-
çîâà ìiíëèâà ìíîæèíà ìîæå áóòè ïîðîäæåíà ñèñòåìîþ àáñòðà-
êòíèõ òðà¹êòîðié, � ¨¨ ëiíié äîëi, òîáòî ìàêñèìàëüíõ ëàíöþãiâ
íà ìíîæèíi ¨¨ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ.

3. Ââåäåíî àíàëîãè âiäíîøåííÿ âêëþ÷åííÿ é îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ
äëÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí. Äîâåäåíî, ùî îïåðàöiÿ åâîëþ-
öiéíîãî îá'¹äíàííÿ ìà¹ áàãàòî âëàñòèâîñòåé, ñõîæèõ íà âëàñòè-
âîñòi îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ çâè÷àéíèõ ìíîæèí.

4. Ââåäåíî êëàñèôiêàöiþ âèäèìîñòi ñèñòåì âiäëiêó â ìiíëèâèõ
ìíîæèíàõ. Ïîíÿòòÿ âèäèìîñòi õàðàêòåðèçó¹, íàñêiëüêè àäåêâà-
òíèìè îäèí äî îäíîãî ìîæóòü áóòè îïèñè ïðîöåñiâ i ïîäié ó ði-
çíèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó. Äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ ìíîæèíà
ñèñòåì âiäëiêó ìiíëèâî¨ ìíîæèíè ìîæå ðîçïàäàòèñü íà êëàñè
âèäèìîñòi, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i áóäü-ÿêèé êëàñ âè-
äèìîñòi öiëêîì íåâèäèìé ç iíøèõ êëàñiâ âèäèìîñòi.

5. Äîâåäåíî, ùî â ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ, óñi êîìïîíåíòè ÿêèõ öië-
êîì âèäèìi â êîæíié ñèñòåìi âiäëiêó, âiäîáðàæåííÿ óíiôiêàöi¨
ïîðîäæóþòüñÿ ái¹êòèâíèìè âiäîáðàæåííÿìè ìiæ ìíîæèíàìè
åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ âiäïîâiäíèõ ñèñòåì âiäëiêó.

6. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí, òîáòî ìiíëèâèõ
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ìíîæèí, îñíàùåíèõ ðiçíîìàíiòíèìè ãåîìåòðè÷íèìè é òîïîëî-
ãi÷íèìè ñòðóêòóðàìè.

7. Äîâåäåíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ îçíàêó iñíóâàííÿ óíiâåðñàëüíî-
ãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ìiæ ñèñòåìàìè âiäëiêó êiíåìàòè-
÷íèõ ìíîæèí.

8. Ïîáóäîâàíi é äîñëiäæåíi êîíêðåòíi êiíåìàòè÷íi ìiíëèâi ìíî-
æèíè, ÿêi âèíèêàþòü ó ñïåöiàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi, à òàêîæ
ó ¨¨ òàõiîííîìó ðîçøèðåííi. Äëÿ íèõ äîâåäåíî iñíóâàííÿ óíi-
âåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Íàòîìiñòü, äîâåäåíî, ùî
êiíåìàòè÷íi ìiíëèâi ìíîæèíè, â ÿêèõ äîçâîëåíà ÷àñòèíêîâî-
çàëåæíà øâèäêiñòü ñâiòëà, íå äîïóñêàþòü óíiâåðñàëüíîãî ïåðå-
òâîðåííÿ êîîðäèíàò.

9. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, òîáòî êiíå-
ìàòè÷íèõ ìíîæèí iç çàäàíèì óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êî-
îðäèíàò. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ìóëüòèîáðàç, ÿêà ïîêàçó¹, ÿê iç
óçãîäæåíîãî íàáîðó áàçîâèõ êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí iç ôiêñî-
âàíèìè óíiâåðñàëüíèìè êiíåìàòè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè áóäó-
¹òüñÿ óíiâåðñàëüíà êiíåìàòèêà.

10. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê � ìàòåìàòè÷íî
ñòðîãèõ ìîäåëåé åâîëþöi¨ ôiçè÷íèõ ñèñòåì ó ðàìêàõ êiíåìàòè-
êè Ëîðåíöà-Ïóàíêàðå ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi i ¨¨ òàõiî-
íîâèõ ðîçøèðåíü ó ðîçóìiííi Ðåêàìi, Îëüõîâñüêîãî é Ãîëüäîíi,
à òàêîæ Õàññàíi.

11. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ åâîëþöiéíîãî ðîçøèðåííÿ é îïåðàöiþ åâîëþ-
öiéíîãî îá'¹äíàííÿ äëÿ êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí i óíiâåðñàëüíèõ
êiíåìàòèê. Äîâåäåíî òåîðåìó òåîðåìó ïðî åâîëþöiéíå ðîçøè-
ðåííÿ äëÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê.

12. Ìåòîäàìè òåîði¨ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê äîñëiäæåíî ïèòàí-
íÿ ïðî iñíóâàííÿ �÷àñîâèõ ïàðàäîêñiâ�. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi
îçíàêè óìîâíî¨ ÷àñîçâîðîòíîñòi é áåçóìîâíî¨ ÷àñîíåçâîðîòíî-
ñòi. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî íåïîâåðíåííÿ, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî
ÿêùî ïåðåõiä ïðèíàéìíi ç îäíi¹¨ ñèñòåìè âiäëiêó äî êîæíî¨ ií-
øî¨ çáåðiãà¹ íàïðÿìîê ÷àñó â óñiõ ïðîöåñàõ, òî óíiâåðñàëüíà
êiíåìàòèêà ÷àñîíåçâîðîòíà. Îòæå, â íié íå ìîæóòü âèíèêíó-
òè ¾÷àñîâi ïàðàäîêñè¿, êîëè âèíèêà¹ ìîæëèâiñòü âïëèâàòè íà
âëàñíå ìèíóëå.

13. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíèõ ñèñòåì âiä-
ëiêó ó âåêòîðíèõ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèêàõ. Âñòàíîâëåíî íå-
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îáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó îäíîñòàéíî¨ ïîñòóïàëüíîñòi îäíi¹¨ ñè-
ñòåìè âiäëiêó âiäíîñíî iíøî¨. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê îäíîñòàéíî¨
ïîñòóïàëüíîñòi ç ÷àñîçíàêîâèçíà÷åííiñòþ, òîáòî ç ìîíîòîííi-
ñòþ ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó.

14. Ïîáóäîâàíî ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ iç îáìåæåíèì
ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì íàä çàäàíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì i
âñòàíîâëåíî éîãî âëàñòèâîñòi.

15. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ïðî¹êöiéíîãî ñëiäó äëÿ äîâiëüíîãî óçàãàëü-
íåíîãî îïåðàòîðà ç îáìåæåíèì ïðîåêöiéíèì ñëiäîì íàä çàäà-
íèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðîñòið óçàãàëü-
íåíèõ îïåðàòîðiâ iç îáìåæåíèì ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì âêëàäà¹-
òüñÿ â øèðøèé áàíàõîâèé ïðîñòið ïñåâäîîïåðàòîðiâ, íàä ÿêèì
ïîáóäîâàíî ãðóïó óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ, ïîâ'ÿçàíó ç îïèñîì
åâîëþöi¨ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-
áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè é ðîçâèíóòi
ìåòîäè ìîæíà âèêîðèñòàòè ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ àáñòðàêòíèõ
êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí i óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, à òàêîæ ìîäåëåé
ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ é òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè (çîêðåìà àñòðîôiçèêè).

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ
íà çàõèñò çäîáóâà÷ îäåðæàâ ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-
ïîâiäàëèñü íà òàêèõ ìiæíàðîäíèõ i âñåóêðà¨íñüêèõ êîíôåðåíöiÿõ:

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ äî 100-ði÷÷ÿ Ì.Ì. Áîãîëþáîâà òà 70-
ði÷÷ÿ Ì.I. Íàãíèáiäè (×åðíiâöi, 8-13 ÷åðâíÿ, 2009).

� Óêðà¨íñüêèé Ìàòåìàòè÷íèé Êîíãðåñ � 2009 (äî 100-ði÷÷ÿ âiä
äíÿ íàðîäæåííÿ Ì.Ì. Áîãîëþáîâà) (Êè¨â, 27-29 ñåðïíÿ, 2009).

� Bogolubov Kyiv Conference �Modern Problems of Theoretical and
Mathematical Physics� (Kyiv, September 15-18, 2009).

� Humboldt-Kolleg for Research Fellows and Awardees �Humboldt
Cosmos: Science and Society� (Kyiv, November 19-22, 2009).

� Humbolt-Kolleg �Mathematics and Life Sciencies� (Kyiv, August
05-08, 2010).

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè àíàëiçó� (×åðíiâ-
öi, 30 âåðåñíÿ � 3 æîâòíÿ, 2010).

� II âñåóêðà¨íñüêèé ñåìiíàð �Óêðà¨íñüêà øêîëà ãðóïîâîãî àíàëiçó
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü� (Ïîëòàâà, 19-20 æîâòíÿ, 2011).
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� Workshop on Mathematics for Life Sciences (Kyiv, September 3
-14, 2012).

� International Conference dedicated to 120-th anniversary of Stefan
Banach (Lviv, September 17-21, 2012).

� ×åòâåðòà Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ ç äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàíü, ïðèñâÿ÷åíà ß.Á. Ëî-
ïàòèíñüêîìó (Äîíåöüê, 14-17 ëèñòîïàäà 2012).

� 2nd EUMLS Conference �Mathematics for Life Sciences� (Crimea,
Olenivka, September 5-10, 2013).

� Êðèìñüêà ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ÊÌÌÊ-2013
(Êðèì, Ñóäàê, 23 âåðåñíÿ � 4 æîâòíÿ, 2013).

� Ï'ÿòíàäöÿòà ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà
Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 15-17 òðàâíÿ 2014).

� Humboldt Kolleg "The Education and Science and their Role in
Social and Industrial Progress of Society" (Kyiv, 12-15 June, 2014).

� IV Ìiæíàðîäíà Ãàíñüêà êîíôåðåíöiÿ (×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ � 5
ëèïíÿ 2014 ðîêó).

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðî-
äæåííÿ Ê.Ì.Ôiøìàíà òà Ì.Ê.Ôà å (×åðíiâöi, 1-4 ëèïíÿ, 2015).

� 3rd EUMLS Conference �Mathematics for Life Sciences� (Rivne,
September 15-19, 2015).

� Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨
éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (ì. Âîðîõòà Iâàíî-
Ôðàíêiâñüêî¨ îáëàñòi, 24-27 ëþòîãî, 2016).

� International Conference on Di�erential Equations Dedicated to
the 110th Anniversary of Ya.B. Lopatynsky (Lviv, September 20-
24, 2016).

� International conference dedicated to the 120th anniversary of
Kazimierz Kuratowski (Lviv, September 27 � October 1, 2016).

� Ìiæíàðîäíèé ñåìiíàð "Ñèìåòðiÿ òà iíòåãðîâíiñòü ðiâíÿíü ìà-
òåìàòè÷íî¨ ôiçèêè", ïðèñâÿ÷åíèé Âiëüãåëüìó Iëëi÷ó Ôóùè÷ó
(Êè¨â, 17-20 ãðóäíÿ, 2016).

� Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨
éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (ì. Âîðîõòà Iâàíî-
Ôðàíêiâñüêî¨ îáëàñòi, 22-25 ëþòîãî 2017).

� XII-òà ëiòíÿ øêîëà �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ, àíàëiç� (ñåëî Êîëî÷àâà
Çàêàðïàòñüêî¨ îáë. Ìiæãiðñüêîãî ðàéîíó, 10-23 ëèïíÿ, 2017).



� 7 �

� International Conference �Di�erential Equations, Mathematical
Physics and Applications� (Cherkasy, October 17-19, 2017).

� 3rd International Conference �Logic, Relativity and Beyond�
(Budapest, August 23-27, 2017).

� Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨
éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (ì. Âîðîõòà Iâàíî-
Ôðàíêiâñüêî¨ îáëàñòi, 27 ëþòîãî � 2 áåðåçíÿ 2018).

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè
òà ìàòåìàòèêè�, ïðèñâÿ÷åíà 90-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ àêàä.
ÍÀÍ Óêðà¨íè ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à (Ëüâiâ, 22-25 òðàâíÿ, 2018).

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìà-
òèêè òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ â ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ i iíôîðìàöiéíèõ
òåõíîëîãiÿõ� (×åðíiâöi, 17-19 âåðåñíÿ, 2018).

� Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨
éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (Âîðîõòà, 25 ëþòîãî
� 1 áåðåçíÿ, 2019).

� XII International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to
the 215th anniversary of V. Bunyakovsky (Vinnytsia, July 02-06,
2019).

� Winter School in Abstract analysis � WS2020 (Czech Republic,
Prague-Hejnice, Jan 25 � Feb 1, 2020).

� Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨
éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (Âîðîõòà, 26 ëþòîãî
� 1 áåðåçíÿ, 2020).

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà òà
iíôîðìàöiéíi òåõíîëîãi¨� (×åðíiâöi, 22 � 24 âåðåñíÿ, 2022).

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Có÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè
òà ìàòåìàòèêè � 2023� (Ëüâiâ, 23�25 òðàâíÿ, 2023).

� 18th Triennial Conference of the International Society for the
Study of Time (ISST) (Japan, Yamaguchi, July 2 � 7, 2023).

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ìàòåìàòèêà òà iíôîðìàöié-
íi òåõíîëîãi¨� (×åðíiâöi, 28�30 âåðåñíÿ, 2023).

Òàêîæ ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îáãîâîðþâàëè íà çàñiäàííÿõ Êè¨â-
ñüêîãî ñåìiíàðó ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó 30.03.2011, 15.11.2017,
29.11.17 é 10.05.2018 (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ
Óêðà¨íè Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé, ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè
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À.Í. Êî÷óáåé, àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ñ. Ñàìîéëåíêî), ñåìiíà-
ði âiääiëó ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-
íè 29.05.2018 (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà-
¨íè, ïðîôåñîð À.Ã. Íiêiòií), ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçè-
êè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà
06.06.2018 (êåðiâíèêè ñåìiíàðó � ïðîôåñîð Ò.À. Ìåëüíèê, ïðîôåñîð
Â.Ã. Ñàìîéëåíêî), ñåìiíàði ëàáîðàòîði¨ òîïîëîãi¨ Iíñòèòóòó ìàòåìà-
òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè 12.12.2018, 26.12.2018, 23.01.2019, 03.11.2023 (êå-
ðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè Ñ.I. Ìàêñèìåí-
êî), ñåìiíàði �×èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà òà éîãî çàñòîñóâàííÿ� Iíñòèòóòó
ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò
ÍÀÍ Óêðà¨íè À.À. Äîðîãîâöåâ), Àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði Iíñòèòóòó
ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò
ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.À. Äðîçä).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â ðî-
áîòàõ [1�38]. Óñi ðîáîòè îïóáëiêîâàíî áåç ñïiâàâòîðiâ. Ïîâíi òåêñ-
òè áiëüøîñòi íàâåäåíèõ íèæ÷å íàóêîâèõ ðîáiò (çà âèíÿòêîì äå-
ÿêèõ òåç êîíôåðåíöié) ìîæíà çíàéòè íà web-ñòîðiíöi: https://www.
researchgate.net/profile/Yaroslav_Grushka/contributions.

� Ðîáîòè [1�27], [29] âiäïîâiäàþòü âèìîãàì äî ïóáëiêàöi¨ ðå-
çóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíèõ ðîáiò ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ iç ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê.

� Ðîáîòè [1�7] íàäðóêîâàíi ó âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî íàóêîìåòðè-
÷íèõ áàç Scopus àáî Web of Science.

� Ðîáîòè [1�32] íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ, ÿêi íàëåæàòü äî
iíøèõ ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç (MathSciNet,
Zentralblatt MATH, Google Scholar òà ií.).

� Ðîáîòè [33�38] � ïóáëiêàö¨i ó çáiðíèêàõ ïðàöü êîíôåðåíöié i
ïðåïðèíòè.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiþ ñòàíîâëÿòü çìiñò,
âñòóï, ÷îòèðè ðîçäiëè, âèñíîâêè, ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé
ìiñòèòü 253 íàéìåíóâàííÿ. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 425
ñòîðiíîê.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Îñíîâíó ÷àñòèíó ðîáîòè ñòàíîâëÿòü 4 ðîçäiëè. Íà ïî÷àòêó ïåð-
øîãî, äðóãîãî i ÷åòâåðòîãî ðîçäiëiâ ïîäàíî ñòèñëèé îãëÿä ëiòåðàòóðè

https://www.researchgate.net/profile/Yaroslav_Grushka/contributions 
https://www.researchgate.net/profile/Yaroslav_Grushka/contributions 
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é îïèñ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ, âèêëàäåíèõ ó íèõ. Òðåòié � öå ðîçäië
ôàêòè÷íî ïðîäîâæåííÿ äðóãîãî ðîçäiëó, à òîìó öåé ðîçäië ïî÷èíà¹-
òüñÿ ëèøå ç êîðîòåíüêîãî ìîòèâàöiéíîãî âñòóïó.

Ïåðøèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî âèêëàäó òåîði¨ ìiíëèâèõ
ìíîæèí. Íà ïî÷àòêó ðîçäiëó ïðîâåäåíî äåòàëüíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè
ç öüîãît é ñóìiæíèõ ïèòàíü. Çîêðåìà íà îñíîâi àíàëiçó ïåðåâàã i
íåäîëiêiâ íàÿâíèõ íèíi ïiäõîäiâ äî ôîðìàëiçàöi¨ ôiçè÷íèõ òåîðié
ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷íî ñòðîãîãî îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ
ìiíëèâî¨ ìíîæèíè ÿê ìíîæèíè îá'¹êòiâ, çäàòíèõ åâîëþöiîíóâàòè
äîâiëüíèì ÷èíîì, ÷èÿ êàðòèíà åâîëþöi¨ ìîæå çàëåæàòè âiä ñïîñîáó
ñïîñòåðåæåííÿ, òîáòî âiä ñèñòåìè âiäëiêó.

Äàëi ïîáóäîâàíî i¹ðàðõiþ äîïîìiæíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü i
îá'¹êòiâ, ïîòðiáíèõ äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ìàòåìàòè÷íî ñòðîãîãî îçíà-
÷åííÿ ìiíëèâèõ ìíîæèí, à òàêîæ äîñëiäæåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi
çàçíà÷åíèõ îá'¹êòiâ. Çîêðåìà ó ïiäðîçäiëi 1.2 çà äîïîìîãîþ îçíà÷å-
ííÿ îði¹íòîâàíî¨ ìíîæèíè îïèñàíî íàéïðèìiòèâíiøó ìàòåìàòè÷íó
ìîäåëü ñóêóïíîñòi ìiíëèâèõ îá'¹êòiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé M ̸= ∅ � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà.

Äîâiëüíå ðåôëåêñèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ◁−− íà M (òîáòî òà-
êå, ùî ∀x ∈ M (x◁−−x)) íàçèâàòèìåìî îði¹íòàöi¹þ, à ïàðó M =
(M,◁−−) íàçèâàòèìåìî îði¹íòîâàíîþ ìíîæèíîþ. Ïðè öüîìó ìíî-
æèíó M íàçèâàòèìåìî áàçîâîþ, àáî ìíîæèíîþ âñiõ åëåìåíòàð-
íèõ ñòàíiâ îði¹íòîâàíî¨ ìíîæèíè M, i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç
Bs(M), à âiäíîøåííÿ ◁−− íàçèâàòèìåìî íàïðÿìíèì âiäíîøåí-
íÿì çìií (òðàíñôîðìàöié) M, i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç ←

M
.

Åëåìåíòè ìíîæèíè Bs(M) íàçèâàòèìåìî åëåìåíòàðíèìè ñòàíà-
ìè îði¹íòîâàíî¨ ìíîæèíèM.

Ó ðàçi, êîëè âiäîìî, ïðî ÿêó îði¹íòîâàíó ìíîæèíó M iäåòüñÿ, â
ïîçíà÷åííi ←

M
ñèìâîëM îïóñêàòèìåìî, âæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿ �←�.

Äëÿ åëåìåíòiâ x, y ∈ Bs(M) çàïèñ y←x òðåáà ðîçóìiòè ÿê �åëåìåí-
òàðíèé ñòàí y � öå ðåçóëüòàò òðàíñôîðìàöié, àáî �òðàíñôîðìàöié-
íèé íàùàäîê� åëåìåíòàðíîãî ñòàíó x�.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà N ⊆ Bs(M) íàçèâà¹òüñÿ
òðàíçèòèâíîþ âM, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ N ç óìîâ z← y i
y←x âèïëèâà¹ óìîâà z←x. Òðàíçèòèâíà ïiäìíîæèíà L ⊆ Bs(M)
íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì â M, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L ìà¹ ìi-
ñöå õî÷ îäíå çi ñïiââiäíîøåíü y←x àáî x← y. Ëàíöþã L ⊆ Bs(M)
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íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì ëàíöþãîì âM, ÿêùî íå iñíó¹ òàêîãî
ëàíöþãà L1 ⊆ Bs(M), ùî L ⊂ L1.

Òâåðäæåííÿ 1.6. Äëÿ äîâiëüíîãî ëàíöþãà L ó äîâiëüíié îði¹íòî-
âàíié ìíîæèíi M iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé ëàíöþã Lmax, òàêèé, ùî
L ⊆ Lmax.

Çàóâàæèìî, ùî íà òâåðäæåííÿ 1.6 ìîæíà äèâèòèñÿ, ÿê íà ïåâíå
óçàãàëüíåííÿ ïðèíöèïó ìàêñèìàëüíîñòi Ãàóñäîðôà.

Ó ïiäðîçäiëi 1.3 äàíå îçíà÷åííÿ ÷àñó íà îði¹íòîâàíèõ ìíîæèíàõ,
à òàêîæ ââåäåíå ïîíÿòòÿ ïðèìiòèâíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè, òîáòî îði-
¹íòîâàíî¨ ìíîæèíè ç çàäàíèì íà íié ÷àñîì (õðîíîëîãiçàöi¹þ).

Îçíà÷åííÿ 1.9. Íåõàé M � îði¹íòîâàíà ìíîæèíà i T = (T,≤)
� ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Âiäîáðàæåííÿ ψ : T → 2Bs(M)

íàçèâà¹òüñÿ ÷àñîì íàM, ÿêùî âèêîíàíi òàêi óìîâè:

1) Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòàðíîãî ñòàíó x ∈ Bs(M) iñíó¹ åëåìåíò
t ∈ T, òàêèé, ùî x ∈ ψ(t).

2) ßêùî x1, x2 ∈ Bs(M), x2←x1 i x1 ̸= x2, òî iñíóþòü åëåìåíòè
t1, t2 ∈ T òàêi, ùî x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2 (òîáòî íàÿâíà
÷àñîâà ðîçäiëüíiñòü ïîñëiäîâíèõ íåîäíàêîâèõ åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ).

Ïðè öüîìó åëåìåíòè t ∈ T íàçèâàòèìåìî ìîìåíòàìè ÷àñó, ïà-
ðó H = (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) íàçèâàòèìåìî õðîíîëîãiçàöi¹þ M, à
òðiéêó P = (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ) íàçèâàòèìåìî ïðèìiòèâíîþ
ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî ìîæëèâîñòåé âèçíà÷èòè ÷àñ íà äîâiëüíié îði-
¹íòîâàíié ìíîæèíi (òîáòî ¨¨ õðîíîëîãiçóâàòè) iñíó¹ íåñêií÷åííî
áàãàòî. Òîìó, ó ïiäðîçäiëi 1.4 äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ
÷àñó ç çàäàíèìè äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Íåõàé (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ) � ïðèìiòèâíà
ìiíëèâà ìíîæèíà.

1) ×àñ ψ íàçèâàòèìåìî êâàçiòî÷êîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
t ∈ T ìíîæèíà ψ(t) îäíîåëåìåíòíà.

2) ×àñ ψ íàçèâàòèìåìî òî÷êîâèì, ÿêùî ÷àñ ψ êâàçiòî÷êîâèé i
äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ Bs(M) ç óìîâ x1 ∈ ψ(t1), x2 ∈ ψ(t2) i t1 ≤ t2,
âèïëèâà¹ x2←x1.

ßêùî ÷àñ ψ êâàçiòî÷êîâèé (òî÷êîâèé), òî âiäïîâiäíó õðîíîëîãi-
çàöiþ (T, ψ) îði¹íòîâàíî¨ ìíîæèíèM íàçèâàòèìåìî êâàçiòî÷êîâîþ
(òî÷êîâîþ) âiäïîâiäíî.



� 11 �

Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêèé òî÷êîâèé ÷àñ ¹ êâàçiòî÷êîâèì. Îáåðíå-
íå òâåðäæåííÿ, âçàãàëi êàæó÷è, íåïðàâèëüíå.

Îði¹íòîâàíó ìíîæèíóM íàçèâàòèìåìî ëàíöþãîâîþ, ÿêùî âñÿ
ìíîæèíà Bs(M) � öå ëàíöþãM, òîáòî ÿêùî âiäíîøåííÿ ← òðàí-
çèòèâíå íà Bs(M) i äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ Bs(M) âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á
îäíà ç óìîâ x← y àáî y←x.

Òåîðåìà 1.19. Áóäü-ÿêó ëàíöþãîâó îði¹íòîâàíó ìíîæèíó ìîæíà
òî÷êîâî õðîíîëîãiçóâàòè (òîáòî âèçíà÷èòè íà íié òî÷êîâèé ÷àñ).

Òåîðåìà 1.22. Áóäü-ÿêó îði¹íòîâàíó ìíîæèíó ìîæíà õðîíîëîãi-
çóâàòè êâàçiòî÷êîâî.

Ó ïiäðîçäiëi 1.5 äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ÷àñó íà
îði¹íòîâàíèõ ìíîæèíàõ iç äîäàòêîâî çàäàíîþ ñèíõðîíiçàöi¹þ (îäíî-
÷àñíiñòþ).

Îçíà÷åííÿ 1.24. Íåõàé (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ) � ïðèìiòèâíà
ìiíëèâà ìíîæèíà. Ìíîæèíó Yψ = {ψ(t) | t ∈ T} íàçèâàòèìåìî ìíî-
æèíîþ îäíî÷àñíèõ ñòàíiâ, ïîðîäæåíîþ ÷àñîì ψ.

Íåõàé (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ) � ïðèìiòèâíà ìiíëèâà ìíîæè-
íà, à Yψ � ìíîæèíà îäíî÷àñíèõ ñòàíiâ, ïîðîäæåíà ÷àñîì ψ. Òîäi çà
îçíà÷åííÿì 1.9 ìà¹ìî,

⋃
A∈Yψ A = Bs(M).

Îçíà÷åííÿ 1.26. ÍåõàéM � îði¹íòîâàíà ìíîæèíà. Äîâiëüíó ñiì'þ
ìíîæèí Y ⊆ 2Bs(M), òàêó, ùî

⋃
A∈Y A = Bs(M) íàçèâàòèìåìî

îäíî÷àñíiñòþ íàM.

Òåîðåìà 1.28. ÍåõàéM � îði¹íòîâàíà ìíîæèíà i Y ⊆ 2Bs(M) �
îäíî÷àñíiñòü íàM. Òîäi íà îði¹íòîâàíié ìíîæèíiM iñíó¹ òàêèé
÷àñ ψ, ùî Y = Yψ, äå Yψ � ìíîæèíà îäíî÷àñíèõ ñòàíiâ, ïîðîäæåíà
÷àñîì ψ.

Òàêîæ ó ïiäðîçäiëi 1.5 äëÿ ïåâíîãî êëàñó ñèíõðîíiçàöié îði¹íòîâà-
íèõ ìíîæèí îòðèìàíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü âíóòðiøíüî-
ãî ÷àñó (òîáòî ÷àñó, ÿêèé, íåñòðîãî êàæó÷è, ìîæíà �ñïîñòåðiãàòè i
ôiêñóâàòè âñåðåäèíi� îði¹íòîâàíî¨ ìíîæèíè), ùî ïîðîäæó¹ âiäïîâiä-
íó ñèíõðîíiçàöiþ (äèâ. òåîðåìó 1.47).

Ó ïiäðîçäiëi 1.6 äëÿ äîâiëüíî¨ ïðèìiòèâíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè P =
(M,T, ϕ) (äå T = (T,⊴) � ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà) ââåäåíî
òàêi ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ:

Bs(P) := Bs(M); ←
P

:=←
M
; Tm(P) := T;

≤P :=⊴; ψP := ϕ; Tm (P) := (Tm(P),≤P) = (T,⊴).
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Òàêîæ ÷åðåç <P ïîçíà÷åíå âiäíîøåííÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêó, ïîðîäæåíå
âiäíîøåííÿì ≤P (òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2 ∈ Tm(P) ñïiââiäíîøå-
ííÿ t1 <P t2 âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè t1 ≤P t2 i t1 ̸= t2).

Ó ïiäðîçäiëi 1.7 ôîðìóëþ¹òüñÿ îçíà÷åííÿ ñèñòåìè àáñòðàêòíèõ
òðà¹êòîðié.

Îçíà÷åííÿ 1.49. Íåõàé M � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà i T =
(T,≤) � äîâiëüíà ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Âiäîáðàæåííÿ r :
D(r)→M íàçèâàòèìåìî àáñòðàêòíîþ òðà¹êòîði¹þ ç T âM , ÿêùî
D(r) ⊆ T i D(r) ̸= ∅. Ñèñòåìîþ àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié ç T â
M íàçèâàòèìåìî äîâiëüíó ìíîæèíó R, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ àáñòðàêòíi
àáñòðàêòíi òðà¹êòîði¨ ç T â M òàêó, ùî

⋃
r∈RR (r) = M (òóò D(r) i

R(r) � âiäïîâiäíî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i îáëàñòü çíà÷åíü àáñòðàêòíî¨
òðà¹êòîði¨ r).

Äàëi äîâåäåíî, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié ïðè-
ðîäíèì ÷èíîì ïîðîäæó¹ ïðèìiòèâíó ìiíëèâó ìíîæèíó.

Ó ïiäðîçäiëi 1.8 ââåäåíå ïîíÿòòÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ïðè-
ìiòèâíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè i íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi ïîêàçàíî, ùî
äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè åâîëþöiþ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ ó ïðè-
ìiòèâíèõ ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ, ùî ìîäåëþþòü ïåâíi ôiçè÷íi ïðîöåñè,
íåäîñòàòíüî iíôîðìàöi¨ ïðî åâîëþöiþ ¨¨ åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ, çàäà-
íî¨ íàïðÿìíèì âiäíîøåííÿì çìií. Ó çâ'ÿçêó ç çàçíà÷åíèì ôàêòîì
ââåäåíi ïîíÿòòÿ áàçè åëåìåíòàðíèõ ïðîöåñiâ i ïîíÿòòÿ áàçîâî¨ ìií-
ëèâî¨ ìíîæèíè, òîáòî ïðèìiòèâíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè ç çàäàíîþ íà
íié áàçîþ åëåìåíòàðíèõ ïðîöåñiâ. Iç iíòó¨òèâíîãî ïîãëÿäó äîâiëüíà
áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà � öå ñóêóïíiñòü ìiíëèâèõ îá'¹êòiâ, ñïîñòå-
ðåæåííÿ çà ÿêîþ ïðîâîäèòüñÿ â ðàìêàõ îäíi¹¨ (ôiêñîâàíî¨) ñèñòåìè
âiäëiêó.

Îçíà÷åííÿ 1.52. Íåõàé P � ïðèìiòèâíà ìiíëèâà ìíîæèíà. Ïà-
ðó (t, x) (x ∈ Bs(P), t ∈ Tm(P)) íàçèâàòèìåìî åëåìåíòàðíî -
÷àñîâèì ñòàíîì P, ÿêùî x ∈ ψ(t).

Ìíîæèíó âñiõ åëåìåíòàðíî -÷àñîâèõ ñòàíiâ P ïîçíà÷àòèìåìî ÷å-
ðåç Bs(P), Bs(P) := {ω | ω = (t, x) , äå t ∈ Tm(P), x ∈ ψ(t)} .

Ç îçíà÷åíü 1.1 i 1.9 âèïëèâà¹, ùî Bs(P) ̸= ∅ äëÿ äîâiëüíî¨ ïðè-
ìiòèâíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè P. Çà îçíà÷åííÿì 1.9, äëÿ äîâiëüíîãî
t ∈ Tm(P) ìà¹ìî, ψ(t) ⊆ Bs(P). Òîìó Bs(P) ⊆ Tm(P)×Bs(P) äëÿ
äîâiëüíî¨ ïðèìiòèâíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè P.

Íåõàé T = (T ≤) � äîâiëüíà ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, à X
� äîâiëüíà ìíîæèíà. Äëÿ äîâiëüíî¨ óïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè ω = (τ, ξ) ∈
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T×X ââåäiìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: bs (ω) := ξ, tm (ω) := τ .

Îçíà÷åííÿ 1.59. Íåõàé P � ïðèìiòèâíà ìiíëèâà ìíîæèíà.
1. Âiäíîøåííÿ ◁−− íà Bs(P) íàçèâàòèìåìî áàçîþ åëåìåíòàðíèõ
ïðîöåñiâ íà P, ÿêùî:

(1) ∀ω ∈ Bs(P) ω◁−−ω
(2) ßêùî ω1, ω2 ∈ Bs(P) i ω2 ◁−−ω1, òî ω1 = ω2 àáî bs (ω2)←

P
bs (ω1)

i tm (ω1) <P tm (ω2)

(3) Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ Bs(P), òàêèõ, ùî x2←x1, iñíóþòü
ω1, ω2 ∈ Bs(P), òàêi, ùî bs (ω1) = x1, bs (ω2) = x2 i ω2 ◁−−ω1.

2. ßêùî P � ïðèìiòèâíà ìiíëèâà ìíîæèíà i ◁−− � áàçà åëåìåíòàð-
íèõ ïðîöåñiâ íà P, òî ïàðó B = (P,◁−−) íàçèâàòèìåìî áàçîâîþ
ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B = (P,◁−−) âèêîðèñòî-
âóâàòèìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Bs(B) := Bs(P);

Tm(B) := Tm(P);

Bs(B) := Bs(P);
Bs←
B

:= ◁−−;

≤B :=≤P ;

←
B

:=←
P
;

Tm(B) := Tm(P);
<B :=<P .

Êîëè âiäîìî, ïðî ÿêó áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó B éäåòüñÿ, â ïîçíà-

÷åííÿõ ←
B
,
Bs←
B
≤B, <B ñèìâîë B ïðîïóñêàòèìåìî, âæèâàþ÷è çàìiñòü

íèõ ïîçíà÷åííÿ ←,
Bs←, ≤, < âiäïîâiäíî.

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ ω1, ω2 ∈
Bs(B) ÷àñòî âæèâàòèìåìî ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ ω2←

B
ω1 àáî ω2←ω1

çàìiñòü, âiäïîâiäíî, ω2
Bs←
B
ω1 àáî ω2

Bs←ω1 (ó âèïàäêàõ, êîëè öå íå ïðè-

çâîäèòü äî íåïîðîçóìiíü).

Òåîðåìà 1.63. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié
R ç T = (T,≤) â M iñíó¹ (ïðè÷îìó ¹äèíà) òàêà áàçîâà ìiíëèâà
ìíîæèíà B = At(T,R), ùî:

1) Tm (At(T,R)) = T (òîáòî Tm (At(T,R)) = T, ≤At(T,R)=≤);
2) Bs(At(T,R)) =

⋃
r∈R r;
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3) äëÿ äîâiëüíèõ ω1, ω2 ∈ Bs(At(T,R)) óìîâà ω2 ←
At(T,R)

ω1 âèêîíó¹-

òüñÿ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè tm (ω1) ≤ tm (ω2) é iñíó¹ òàêà
òðà¹êòîðiÿ r ∈ R, ùî ω1, ω2 ∈ r.

Ó ïiäðîçäiëi 1.9 äîâåäåíî, ùî äîâiëüíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà
ìîæå áóòè ïîðîäæåíà ñèñòåìîþ àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié, ÿêi óòâî-
ðåíi ¨¨ ëiíiÿìè äîëi, òîáòî ìàêñèìàëüíèìè ëàíöþãàìè íà ìíîæèíi ¨¨
åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.69. Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà. Òîäi ïàðà

QB =
(
Bs(B), Bs←

B

)
= (Bs(B),←)

¹ îði¹íòîâàíîþ ìíîæèíîþ, à âiäîáðàæåííÿ ψ̃(t) = ψ̃B(t) :=
{ω ∈ Bs(B) | tm (ω) = t} ∈ 2Bs(B) (t ∈ Tm(B)) ¹ ÷àñîì íà QB.

ßê i â äîâiëüíié îði¹íòîâàíié ìíîæèíi, â (Bs(B),←) ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè òðàíçèòèâíi ìíîæèíè i ëàíöþãè. Íàäàëi ÷åðåç Ll(B) ïîçíà-
÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ ëàíöþãiâ ó ìíîæèíi åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ
ñòàíiâ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B, òîáòî ìíîæèíó âñiõ ëàíöþãiâ
îði¹íòîâàíî¨ ìíîæèíè (Bs(B),←).

Îçíà÷åííÿ 1.72. Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà. Äîâiëüíèé
ìàêñèìàëüíèé ëàíöþã L ⊆ Bs(B) îði¹íòîâàíî¨ ìíîæèíè (Bs(B),←)
íàçèâàòèìåìî ëiíi¹þ äîëi B. Ïðè öüîìó ìíîæèíó âñiõ ëiíié äîëi B
ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Ld(B): Ld(B)={L ∈ Ll(B) | L� ëiíiÿ äîëi B} .
Îçíà÷åííÿ 1.73. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè
ω1, ω2 ∈ Bs(B) îá'¹äíàíi äîëåþ, ÿêùî iñíó¹ õî÷ îäíà ëiíiÿ äîëi
L ∈ Ld(B), òàêà, ùî ω1, ω2 ∈ L.
Òâåðäæåííÿ 1.74. Äëÿ òîãî, ùîá åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè
ω1, ω2 ∈ Bs(B) áàçîâi¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B áóëè îá'¹äíàíi äî-
ëåþ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü õî÷ îäíà ç óìîâ,
ω2←ω1 àáî ω1←ω2.

Íåõàé R � ñèñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié iç T = (T,≤) â M .
Òðà¹êòîðiþ r ∈ R ñèñòåìè àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié R íàçèâàòèìå-
ìî ìàêñèìàëüíîþ (âiäíîñíî R), ÿêùî íå iñíó¹ òðà¹êòîði¨ ρ ∈ R
(ρ ̸= r), òàêî¨, ùî D (r) ⊂ D (ρ) i r(t) = ρ(t), t ∈ D (r), òîáòî òàêî¨,
ùî r ⊂ ρ. Ñèñòåìó àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié R íàçèâàòèìåìî ñèñòå-
ìîþ ìàêñèìàëüíèõ òðà¹êòîðié, ÿêùî êîæíà òðà¹êòîðiÿ r ∈ R
ìàêñèìàëüíà (âiäíîñíî R).
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Òâåðäæåííÿ 1.77. Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà. Òîäi:
1) Äîâiëüíèé ëàíöþã L ∈ Ll(B) ¹ àáñòðàêòíîþ òðà¹êòîði¹þ ç

Tm(B) â Bs(B), ïðè öüîìó ìíîæèíà Ll(B) ¹ ñèñòåìîþ àáñòðà-
êòíèõ òðà¹êòîðié iç Tm(B) â Bs(B).

2) Äîâiëüíà ëiíiÿ äîëi L ∈ Ld(B) ⊆ Ll(B) ¹ ìàêñèìàëüíîþ òðà¹-
êòîði¹þ (âiäíîñíî ñèñòåìè àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié Ll(B)), ïðè÷î-
ìó Ld(B) ¹ ñèñòåìîþ ìàêñèìàëüíèõ òðà¹êòîðié iç Tm(B) â Bs(B).

Ïîäàëüøà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî äîâiëüíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà
ìîæå áóòè ïîðîäæåíà ïåâíîþ ñèñòåìîþ ìàêñèìàëüíèõ òðà¹êòîðié.

Òåîðåìà 1.79. Äëÿ äîâiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B âèêîíó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü, At (Tm(B), Ld(B)) = B.

Ó ïiäðîçäiëi 1.10 ââåäåíå ïîíÿòòÿ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè áàçîâî¨ ìií-
ëèâî¨ ìíîæèíè B.
Îçíà÷åííÿ 1.84. Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà. Áóäü-ÿêó
ïiäìíîæèíó S ⊆ Bs(B) áóäåìî íàçèâàòè ìiíëèâîþ ñèñòåìîþ áà-
çîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B.

Ç iíòó¨òèâíîãî ïîãëÿäó íà ïîíÿòòÿ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè ìîæíà äèâè-
òèñü ÿê íà àáñòðàêòíå óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ôiçè÷íîãî òiëà, ñêëàä
ÿêîãî, âçàãàëi êàæó÷è, íå ïîñòiéíèé i ìîæå çìiíþâàòèñü äîâiëüíèì
÷èíîì óïðîäîâæ åâîëþöi¨ öüîãî òiëà.

Ó ïiäðîçäiëi 1.11 ââåäåíî àíàëîãè òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ âiäíîøå-
ííÿ âêëþ÷åííÿ é îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ äëÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí
(à ñàìå âiäíîøåííÿ åâîëþöiéíîãî é ñóïåðåâîëþöiéíîãî âêëþ÷åííÿ òà
îïåðàöi¨ åâîëþöiéíîãî é ñóïåðåâîëþöiéíîãî îá'¹äíàííÿ). Òàêîæ äî-
âåäåíî, ùî îïåðàöiÿ åâîëþöiéíîãî îá'¹äíàííÿ ìà¹ áàãàòî âëàñòèâî-
ñòåé, ñõîæèõ íà âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ çâè÷àéíèõ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 1.92. Áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó B1 íàçèâàòèìåìî åâî-
ëþöiéíèì ðîçøèðåííÿì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B0, ÿêùî:

1. B0 i B1 õðîíîëîãi÷íî ñïîðiäíåíi, òîáòî Tm (B0) = Tm (B1);
2. Bs (B0) ⊆ Bs (B1) i äëÿ äîâiëüíèõ ω1, ω2 ∈ Bs (B0) ç óìîâè

ω2←
B0

ω1 âèïëèâà¹, ùî ω2←
B1

ω1

(
òîáòî

Bs←
B0

⊆ Bs←
B1

)
.

ßêùî áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B1 ¹ åâîëþöiéíèì ðîçøèðåííÿì áà-
çîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B0, òî ãîâîðèòèìåìî òàêîæ, ùî B0 åâîëþ-
öiéíî âêëþ÷à¹òüñÿ â B1 i ïîçíà÷àòèìåìî öåé ôàêò ÷åðåç B0⊂−→B1.
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Òâåðäæåííÿ 1.97. Åâîëþöiéíå âêëþ÷åííÿ ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
1) B⊂−→B äëÿ äîâiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B.
2) ßêùî B1⊂−→B2 i B2⊂−→B1 òî B1 = B2.
3) ßêùî B1⊂−→B2 i B2⊂−→B3 òî B1⊂−→B3.
Òâåðäæåííÿ 1.99. ßêùî Ri (i ∈ {1, 2}) � ñèñòåìè àáñòðà-
êòíèõ òðà¹êòîðié iç T â Mi i ïðè öüîìó R1 ⊆ R2, òî
At (T,R1) ⊂−→At (T,R2).

Îçíà÷åííÿ 1.103. Íåõàé (Bα)α∈A (A ≠ ∅) � äîâiëüíà iíäåêñîâàíà
ñiì'ÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí. Áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó B áóäåìî
íàçèâàòè åâîëþöiéíèì îá'¹äíàííÿì ñiì'¨ (Bα)α∈A, ÿêùî:

(EO1) Bα⊂−→B äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ A
(EO2) ßêùî Bα⊂−→B

′ ïðè âñiõ α ∈ A (äå B′ � áàçîâà ìiíëèâà
ìíîæèíà), òî B⊂−→B

′.

Ç îçíà÷åííÿ 1.103 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíà ñiì'ÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ
ìíîæèí (Bα)α∈A (A ≠ ∅) ìîæå ìàòè íå áiëüø ÿê îäíå åâîëþöiéíå
îá'¹äíàííÿ. Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, åâîëþöiéíå îá'¹äíàííÿ B ñiì'¨ áà-
çîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí (Bα)α∈A ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç B =

←−⋃
α∈A

Bα.

Çîêðåìà, ÿêùî A = {1, ..., n} (n ∈ N), òî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

ïîçíà÷åííÿ: B1
←
∪ · · ·

←
∪ Bn :=

n←−⋃
k=1

Bk :=
←−⋃
α∈A

Bα.

Ç îçíà÷åíü 1.103 é 1.92 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî B =
←−⋃
α∈A
Bα, òî ñiì'ÿ

áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí (Bα)α∈A ¹ õðîíîëîãi÷íî ñïîðiäíåíîþ, ïðè-
÷îìó Tm(B) = Tm (Bα) (∀α ∈ A).

Íåõàé T = (T,≤) � äîâiëüíà ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, A
� äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà iíäåêñiâ, i äëÿ äîâiëüíîãî iíäåêñó
α ∈ A âèçíà÷åíà ñèñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié Rα ç T âMα. Ó òà-
êîìó ðàçi iíäåêñîâàíó ñiì'þ ñèñòåì àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié (Rα)α∈A
íàçèâàòèìåìî T-õðîíîëîãi÷íî ñïîðiäíåíîþ. Òîäi ëåãêî äîâåñòè,
ùî (At (T,Rα))α∈A � õðîíîëîãi÷íî ñïîðiäíåíà ñiì'ÿ áàçîâèõ ìiíëè-
âèõ ìíîæèí.
Òâåðäæåííÿ 1.106. Íåõàé (Rα)α∈A � T-õðîíîëîãi÷íî ñïîði-
äíåíà ñiì'ÿ ñèñòåì àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié. Òîäi iñíó¹ åâî-

ëþöiéíå îá'¹äíàííÿ
←−⋃
α∈AAt (T,Rα), ïðè÷îìó:

←−⋃
α∈A
At (T,Rα) =

At
(
T,

⋃
α∈A
Rα

)
.
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Íàñëiäîê 1.107. Äîâiëüíà õðîíîëîãi÷íî ñïîðiäíåíà ñiì'ÿ áàçîâèõ
ìiíëèâèõ ìíîæèí (Bα)α∈A (A ̸= ∅) ìà¹ åâîëþöiéíå îá'¹äíàííÿ
←−⋃
α∈A Bα, ïðè÷îìó:
←−⋃
α∈A
Bα = At

(
T,

⋃
α∈A

Ld (Bα)
)
, äå T = Tm (Bα) (α ∈ A).

Îñòàííié íàñëiäîê äà¹ çìîãó âèðàçèòè îïåðàöiþ åâîëþöiéíîãî
îá'¹äíàííÿ ÷åðåç îïåðàöiþ çâè÷àéíîãî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí. Íàïðè-
êiíöi ðîçäiëó äîâåäåíî òàêi äâi òåîðåìè ïðî åâîëþöiéíå ðîçøèðåííÿ.

Òåîðåìà 1.122. Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà, i R � ñè-
ñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié iç Tm(B) â M . Òîäi áàçîâà ìiíëè-

âà ìíîæèíà B̃ = B
←
∪ At (Tm(B),R) ¹ åâîëþöiéíèì ðîçøèðåííÿì B

òàêèì, ùî R ⊆ Ll
(
B̃
)
.

Òåîðåìà 1.123. Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà, i R � ñèñòå-
ìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié iç Tm(B) â M , òàêà, ùî

(⋃
r∈R r

)
∩

Bs(B) = ∅. Òîäi áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B̃ = B
←
∪ At (Tm(B),R) ¹

åâîëþöiéíèì ðîçøèðåííÿì B òàêèì, ùî R ⊆ Ld
(
B̃
)
.

Ó ôiçèöi ÷àñòî áóâàþòü ìiðêóâàííÿ, êîëè äî ôiçè÷íî¨ ìîäåëi ïî-
äóìêè äîëó÷àþòü äîäàòêîâi, íå iñíóþ÷i â íié, êîìïîíåíòè. Íà-
ïðèêëàä, ïiä ÷àñ âèâåäåííÿ ôîðìóë ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà äëÿ ñè-
ñòåì âiäëiêó ç ïàðàëåëüíèìè îñÿìè âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä �ñâiòëîâî¨
ñôåðè�, òîáòî ïðèïóñêàþòü, ùî â íóëüîâèé ìîìåíò ÷àñó íà ïî÷àòêó
âiäëiêó �ñïàëàõíóëî ñâiòëî� i ñâiòëîâi ïðîìåíi ðîçõîäÿòüñÿ âiä ïî-
÷àòêó âiäëiêó ó âñiõ íàïðÿìêàõ, òîáòî äî íàÿâíî¨ ìîäåëi (ó ðàìêàõ
ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi) ïîäóìêè äîëó÷àþòü ñâiòëîâó ñôåðó.
I òåîðåìà 1.123 ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê îá ðóíòóâàííÿ ïðîöåäóðè
äîëó÷åííÿ äî âèõiäíî¨ ìîäåëi íîâèõ �âiðòóàëüíèõ� åâîëþöiîíóþ÷èõ
åëåìåíòiâ çà ïðèïóùåííÿ, ùî åâîëþöiÿ öèõ íîâèõ îá'¹êòiâ íå âïëè-
âà¹ íà åâîëþöiþ âèõiäíî¨ ñèñòåìè (â ðàìêàõ òåîði¨ áàçîâèõ ìiíëèâèõ
ìíîæèí). Çàóâàæèìî, ùî ó ïiäðîçäiëi 1.10 ïîêàçàíî, ùî ïîíÿòòÿ ëi-
íi¨ äîëi ìîæå áóòè àíàëîãîì ïîíÿòòÿ åëåìåíòà çâè÷àéíî¨ (ñòàòè÷íî¨)
ìíîæèíè.

Ó ïiäðîçäiëi 1.12 ââåäåíå ïîíÿòòÿ (çàãàëüíî¨) ìiíëèâî¨ ìíîæèíè
òà ñèñòåìè âiäëiêó äîâiëüíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè, à òàêîæ ââåäåíà ñè-
ñòåìà ñòàíäàðòíèõ ïîçíà÷åíü òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí.
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Îçíà÷åííÿ 1.124. Íåõàé
←−
B = (Bα | α ∈ A) iíäåêñîâàíà � ñiì'ÿ áà-

çîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí, äå A ≠ ∅ � ïåâíà (íåïîðîæíÿ) ìíîæèíà

iíäåêñiâ. Ñèñòåìó âiäîáðàæåíü
←−
U = (Uβα | α, β ∈ A) âèãëÿäó:

Uβα : 2Bs(Bα) −→ 2Bs(Bβ) (α, β ∈ A)
íàçèâà¹ìî óíiôiêàöi¹þ ñïðèéìàííÿ íà

←−
B , ÿêùî âèêîíàíi òàêi

óìîâè:

1. UααA ≡ A äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ A i A ⊆ Bs (Bα).
(Òóò i íàäàëi ÷åðåç UβαA ïîçíà÷àòèìåìî äiþ âiäîáðàæåííÿ
Uβα íà ìíîæèíó A ⊆ Bs (Bα), òîáòî UβαA := Uβα(A).)

2. Áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ Uβα ¹ ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì ìíî-
æèí, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ A i A,B ⊆ Bs (Bα) ç óìîâè
A ⊆ B âèïëèâà¹, ùî UβαA ⊆ UβαB.

3. Äëÿ äîâiëüíèõ α, β, γ ∈ A i A ⊆ Bs (Bα) ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ,
UγβUβαA ⊆ UγαA .

Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ Uαβ (α, β ∈ A) íàçèâàòèìåìî âiäîáðàæå-

ííÿìè óíiôiêàöi¨, à òðiéêó âèäó, Z =
(
A,
←−
B ,
←−
U
)

áóäåìî íàçèâàòè

ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Âiäîáðàæåííÿ óíiôiêàöi¨ â îçíà÷åííi ìiíëèâî¨ ìíîæèíè âèçíà-
÷àþòü, ÿêîþ ìè �ïîáà÷èìî� åâîëþöiþ äîâiëüíî¨ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè â
iíøié ñèñòåìi âiäëiêó.

Íåõàé Z =
(
A,
←−
B ,
←−
U
)
� ìiíëèâà ìíîæèíà, äå

←−
B = (Bα | α ∈ A) �

öå iíäåêñîâàíà ñiì'ÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí i
←−
U = (Uβα | α, β ∈ A)

� óíiôiêàöiÿ ñïðèéìàííÿ íà
←−
B . Íàäàëi âæèâàòèìåìî íàñòóïíi òåð-

ìiíè é ïîçíà÷åííÿ:

1) Ìíîæèíó A áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ iíäåêñiâ ìiíëèâî¨
ìíîæèíè Z i áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç Ind (Z).

2) Äëÿ äîâiëüíîãî iíäåêñó α ∈ Ind (Z) ïàðó (α,Bα) íàçèâàòèìåìî
ñèñòåìîþ âiäëiêó ìiíëèâî¨ ìíîæèíè Z.

3) Ìíîæèíó âñiõ ñèñòåì âiäëiêó ìiíëèâî¨ ìíîæèíè Z áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ÷åðåç Lk (Z) (Lk (Z) := {(α,Bα) | α ∈ Ind (Z)}). Ñèñòåìè
âiäëiêó ìiíëèâèõ ìíîæèí áóäåìî ïîçíà÷àòè çàçâè÷àé ìàëèìè ãîòè-
÷íèìè áóêâàìè (l,m, k, p òîùî).
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4) Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l = (α,Bα) ∈ Lk (Z) ââå-

äåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: ind (l) := α; l� := Bα . Îòæå, äëÿ äîâiëü-

íî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (Z) ìàòåìàòè÷íèé îá'¹êò l� � öå áà-
çîâà ìiíëèâà ìíîæèíà. Íàäàëi, êîëè öå íå ñïðè÷èíÿ¹ íåïîðî-
çóìiíü, äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (Z) â ïîçíà÷åííÿõ:

Bs (l�) , Bs (l�) , Tm (l�) , Tm (l�) , ≤l�, <l� ,←
l�
,
Bs←
l�
, Ld (l�) òà ií. ñèì-

âîë � �� áóäåìî ïðîïóñêàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiñòü íèõ ïîçíà÷åííÿ:

Bs (l) , Bs (l) , Tm (l) , Tm (l) , ≤l, <l, ←
l
,

Bs←
l
, Ld (l) âiäïîâiäíî.

5) Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈ Lk (Z) âiäîáðàæåííÿ óíi-
ôiêàöi¨ Uind(m),ind(l) ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ⟨m← l,Z⟩, òîáòî:

⟨m← l,Z⟩ = Uind(m),ind(l).

ßêùî âiäîìî, ïðî ÿêó ìiíëèâó ìíîæèíó Z éäåòüñÿ, òî ñèìâîë Z ó
çàçíà÷åíîìó âèùå ïîçíà÷åííi áóäåìî ïðîïóñêàòè, âæèâàþ÷è çàìiñòü
íüîãî ïîçíà÷åííÿ �⟨m← l⟩�. Òàêîæ, êîëè öå íå ñïðè÷èíÿ¹ íåïîðî-

çóìiíü, ó ïîçíà÷åííÿõ �≤l, <l, ←
l
,

Bs←
l�
� ñèìâîë �l� ïðîïóñêàòèìåìî,

çàñòîñîâóþ÷è çàìiñòü íèõ ïîçíà÷åííÿ �≤, <, ←,
Bs←�. Êðiì òîãî, äëÿ

åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ ω1, ω2 ∈ Bs(l) ìè, çàçâè÷àé, âèêîðèñòîâó-
âàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ ω2←ω1 àáî ω2←

l
ω1 çàìiñòü ïîçíà÷åíü ω2

Bs←ω1

àáî ω2
Bs←
l
ω1 âiäïîâiäíî (ó âèïàäêàõ, êîëè öå íå ñïðè÷èíÿ¹ íåïîðîçó-

ìiíü).
Ó ïiäðîçäiëi 1.13 íàâåäåíi ïåâíi ïðèêëàäè ìiíëèâèõ ìíîæèí, ÿêi

äåìîíñòðóþòü, ùî ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò âiäïîâiäíî¨ òåîði¨ ìà¹ äî-
ñòàòíié çàïàñ ãíó÷êîñòi. Âàæëèâó ðîëü äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî
ñòðîãèõ ìîäåëåé åâîëþöi¨ ñèñòåì ó ðàìêàõ êiíåìàòèêè ñïåöiàëüíî¨
òåîði¨ âiäíîñíîñòi âiäiãðàþòü ìiíëèâi ìíîæèíè, ïîðîäæåíi ìóëüòèî-
áðàçîì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè.
Îçíà÷åííÿ 1.132. Óïîðÿäêîâàíó òðiéêó (T,X , U) áóäåìî íàçèâàòè
åâîëþöiéíèì ïðî¹êòîðîì äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B, ÿêùî:

1. T = (T,≤) � ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà;
2. X � äîâiëüíà ìíîæèíà;
3. U � âiäîáðàæåííÿ âèäó U : Bs(B)→ T×X .

Òåîðåìà 1.133 (ïðî îáðàç áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè). Íåõàé
(T,X , U) � åâîëþöiéíèé ïðî¹êòîð äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè
B. Òîäi iñíó¹ (ïðè÷îìó ¹äèíà) áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà U [B,T], ùî
çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
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1. Tm (U [B,T]) = T;
2. Bs(U [B,T]) = U(Bs(B)) = {U(ω) | ω ∈ Bs(B)};
3. ßêùî ω̃1, ω̃2 ∈ Bs(U [B,T]) i tm (ω̃1) ̸= tm (ω̃2), òî ω̃1 i ω̃2

îá'¹äíàíi äîëåþ â U [B,T] òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü
îá'¹äíàíi äîëåþ â B åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè ω1, ω2 ∈ Bs(B),
òàêi, ùî ω̃1 = U (ω1), ω̃2 = U (ω2).

Áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó U [B,T], ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1,2,3 òå-
îðåìè 1.133 áóäåìî íàçèâàòè îáðàçîì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè
B âiäíîñíî (òðàíñôîðìóþ÷îãî) âiäîáðàæåííÿ U i ÷àñîâî¨ øêàëè T.
Ó ðàçi, êîëè T = Tm(B), çàìiñòü ïîçíà÷åííÿ U [B,T] áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ U [B], U [B] := U [B,Tm(B)] .
Îçíà÷åííÿ 1.138. 1. Åâîëþöiéíèé ïðî¹êòîð (T,X , U) (äå T =

(T,≤)) äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B áóäåìî íàçèâàòè
ií'¹êòèâíèì, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ U ¹ ií'¹êöi¹þ ç Bs(B) â T×X
(òîáòî ái¹êöi¹þ ç Bs(B) íà ìíîæèíó R(U) ⊆ T×X ).

2. Äîâiëüíó iíäåêñîâàíó ñiì'þ ií'¹êòèâíèõ åâîëþöiéíèõ ïðî-
¹êòîðiâ äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B âèãëÿäó P =
((Tα,Xα, Uα) | α ∈ A) (äå A ≠ ∅) íàçèâàòèìåìî åâîëþöiéíèì
ìóëüòèïðî¹êòîðîì äëÿ B.

Òåîðåìà 1.139 (ïðî ìóëüòèîáðàç äëÿ ìiíëèâèõ ìíîæèí). Íåõàé
P = ((Tα,Xα, Uα) | α ∈ A) � åâîëþöiéíèé ìóëüòèïðî¹êòîð äëÿ áà-
çîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B. Òîäi iñíó¹ (ïðè÷îìó ¹äèíà) ìiíëèâà ìíî-
æèíà Z, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1. Lk (Z) = {(α,Uα [B,Tα]) | α ∈ A}.
2. Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l = (α,Uα [B,Tα]) ∈ Lk (Z), m =

(β, Uβ [B,Tβ ]) ∈ Lk (Z) (α, β ∈ A) i äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆
Bs(l) = Uα(Bs(B)) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ðiâíiñòü:
⟨m← l,Z⟩A = Uβ

(
U

[−1]
α (A)

)
=

{
Uβ

(
U

[−1]
α (ω)

)
| ω ∈ A

}
,

äå U
[−1]
α � âiäîáðàæåííÿ, îáåðíåíå äî Uα.

Íåõàé P = ((Tα,Xα, Uα) | α ∈ A) � åâîëþöiéíèé ìóëüòèïðî¹êòîð
äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B. Ìiíëèâó ìíîæèíó Z, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè 1, 2 òåîðåìè 1.139, áóäåìî íàçèâàòè åâîëþöiéíèì
ìóëüòèîáðàçîì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B âiäíîñíî åâîëþöiéíî-
ãî ìóëüòèïðî¹êòîðà P i áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç Z im [P,B]:

Z im [P,B] := Z.
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Íåõàé B � äîâiëüíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà, X � äîâiëüíà ìíî-
æèíà, ùî ìiñòèòü Bs(B) (Bs(B) ⊆ X). Ìíîæèíà ái¹êöié U, çàäàíèõ
íà Tm(B)×X:

U : Tm(B)×X −→ Tm(B)×X (∀U ∈ U), (1)

íàçèâà¹òüñÿ òðàíñôîðìóþ÷îþ ìíîæèíîþ ái¹êöié âiäíîñíî
áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B íà X. Íåõàé U � òðàíñôîðìóþ-
÷à ìíîæèíà ái¹êöié âiäíîñíî B íà X. Òîäi, çà îçíà÷åííÿì 1.132,
êîæíå âiäîáðàæåííÿ U ∈ U ïîðîäæó¹ ií'¹êòèâíèé åâîëþöié-
íèé ïðî¹êòîð,

(
Tm(B), X, U↾Bs(B)

)
, äå U↾Bs(B) � çâóæåííÿ âiäîáðà-

æåííÿ U íà ìíîæèíó Bs(B) ⊆ Tm(B) × X (íàäàëi, êîëè íå
âèíèêà¹ íåïîðîçóìiíü, âiäîáðàæåííÿ U↾Bs(B) áóäåìî îòîòîæíþâà-
òè ç âiäîáðàæåííÿì U ; ïðè òàêîìó îòîòîæíåííi ìîæíà ââàæà-
òè, ùî

(
Tm(B), X, U↾Bs(B)

)
= (Tm(B), X, U)). Îòæå, iíäåêñîâàíà

ñiì'ÿ PB [U] = ((Tm(B), X, U) | U ∈ U) ¹ åâîëþöiéíèì ìóëüòèïðî-
¹êòîðîì äëÿ B. Ó öüîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêîâi îòðèìó¹ìî ìiíëèâó
ìíîæèíó:

Z im (U,B) = Z im [PB [U] ,B] . (2)

Ìiíëèâó ìíîæèíó Z im (U,B) áóäåìî íàçèâàòè áàãàòîëèêèì îáðà-
çîì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B âiäíîñíî òðàíñôîðìóþ÷î¨ ìíîæèíè
ái¹êöié U.
Ïðèêëàä 1.148. Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà, òàêà, ùî

Bs(B) ⊆ R3, Tm(B) = Rord = (R,≤) ,
äå ≤ � ñòàíäàðòíå âiäíîøåííÿ ëiíiéíîãî ïîðÿäêó íà ïîëi äiéñíèõ
÷èñåë. Òàêà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹, îñêiëü-
êè, íàïðèêëàä, ìîæíà ïîêëàñòè, B := At (Rord,R), äå R � ñèñòå-
ìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié iç Rord ó ïåâíó ïiäìíîæèíó M ⊆ R3.
Ðîçãëÿíüìî ãðóïó Ïóàíêàðå U = P (1, 3, c) iç çàäàíîþ ôiêñîâàíîþ
øâèäêiñòþ ñâiòëà c ∈ (0,∞), âèçíà÷åíó íà 4-ìiðíîìó ïðîñòîði ÷àñó
R4 = R × R3 ⊇ Tm(B) × Bs(B). Ãðóïà Ïóàíêàðå U = P (1, 3, c) ¹
òðàíñôîðìóþ÷îþ ìíîæèíîþ ái¹êöié âiäíîñíî áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíî-
æèíè B íà R3. Îòæå, îòðèìó¹ìî ìiíëèâó ìíîæèíó Z im (P (1, 3),B),
ÿêà ¹ ìàòåìàòè÷íî ñòðîãîþ ìîäåëëþ êiíåìàòèêè ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨
âiäíîñíîñòi â iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó.

Ïðèêëàä 1.149. Íåõàé
←−
B = (Bα | α ∈ A) � äîâiëüíà iíäåêñîâàíà

ñiì'ÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí. Ïîêëàäåìî: UβαA :=

{
A, α = β

∅, α ̸= β
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(α, β ∈ A, A ⊆ Bs (Bα)). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü
←−
U = (Uβα | α, β ∈ A) çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè îçíà÷åííÿ 1.124. Òîìó

òðiéêà Znv
(←−
B
)
=

(
A,
←−
B ,
←−
U
)
¹ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 1.14 ââåäåíî êëàñèôiêàöiþ âèäèìîñòi ñèñòåì âiäëiêó
ó ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ, çîêðåìà äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ ìíî-
æèíà ñèñòåì âiäëiêó ìiíëèâî¨ ìíîæèíè ìîæå ðîçïàäàòèñü íà êëàñè
âèäèìîñòi, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i áóäü-ÿêèé êëàñ âèäèìî-
ñòi ¹ öiëêîì íåâèäèìèì ç iíøèõ êëàñiâ âèäèìîñòi. Òàêîæ äîñëiäæåíî
÷iòêî âèäèìi ìiíëèâi ìíîæèíè, òîáòî ìiíëèâi ìíîæèíè, âñi êîìïî-
íåíòè ÿêèõ ¹ öiëêîì âèäèìèìè ó êîæíié ñèñòåìi âiäëiêó.

Îçíà÷åííÿ 1.155. Íåõàé Z � äîâiëüíà ìiíëèâà ìíîæèíà i l,m ∈
Lk (Z) � äîâiëüíi ñèñòåìè âiäëiêó Z. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà
âiäëiêó l ¹:

� Âèäèìîþ ç ñèñòåìè âiäëiêó m, ÿêùî iñíó¹ ìiíëèâà ñèñòåìà
A ⊆ Bs(l), òàêà, ùî ⟨m← l⟩A ̸= ∅, òîáòî ÿêùî ⟨m← l⟩Bs(l) ̸= ∅.
Ïîçíà÷åííÿ: l ≻ m.

� Íîðìàëüíî âèäèìîþ ç ñèñòåìè âiäëiêó m, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íî¨ íåïîðîæíüî¨ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè A ⊆ Bs(l) (A ̸= ∅) âèêîíó¹-
òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ⟨m← l⟩A ̸= ∅. Ïîçíà÷åííÿ: l ≻! m.

� ×iòêî âèäèìîþ ç ñèñòåìè âiäëiêó m, ÿêùî l ¹ íîðìàëüíî âè-
äèìîþ ç ñèñòåìè âiäëiêó m i äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìií-
ëèâî¨ ñèñòåìè A ⊆ Bs(l) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: ⟨m← l⟩A =⊔
ω∈A
⟨m← l⟩ {ω}. Ïîçíà÷åííÿ: l ≻!! m.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìiíëèâà ìíîæèíà Z ¹ âèäèìîþ / íîð-
ìàëüíî âèäèìîþ / ÷iòêî âèäèìîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì
âiäëiêó l,m ∈ Lk (Z) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ l ≻ m / l ≻! m /
l ≻!! m âiäïîâiäíî.

Çàóâàæåííÿ 1.156. Íåõàé Z � äîâiëüíà ìiíëèâà ìíîæèíà. Òîäi
äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈ Lk (Z) ñïðàâåäëèâi òàêi òâåð-
äæåííÿ:

• ÿêùî l ≻!! m, òî l ≻! m; • ÿêùî l ≻! m, òî l ≻ m.

Ó äèñåðòàöi¨ íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ äîâåäåíî, ùî iìïëiêàöi¨,
îáåðíåíi äî çàçíà÷åíèõ âèùå òâåðäæåíü, âçàãàëi êàæó÷è, õèáíi.
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Íàñëiäîê 1.169. Íåõàé P � åâîëþöiéíèé ìóëüòèïðî¹êòîð äëÿ áà-
çîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B. Òîäi ìiíëèâà ìíîæèíà Z = Z im [P,B]
¹ ÷iòêî âèäèìîþ.

Íàñëiäîê 1.170. Íåõàé U � òðàíñôîðìóþ÷à ìíîæèíà ái¹êöié âiä-
íîñíî áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B íà X. Òîäi ìiíëèâà ìíîæèíà
Z = Z im (U,B) ¹ ÷iòêî âèäèìîþ.
Òâåðäæåííÿ 1.171. Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈ Lk (Z)
äîâiëüíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè Z íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

(I) l ≻! m i m ≻! l; (II) l ≻!! m i m ≻!! l.

Ìiíëèâà ìíîæèíà Znv
(←−
B
)
(äå
←−
B = (Bα | α ∈ A)) iç ïðèêëà-

äó 1.149 çà óìîâè card(A) ≥ 2 íå ¹ âèäèìîþ. (Òóò card(A) � ïîòó-
æíiñòü ìíîæèíè A.) Iç çàóâàæåííÿ 1.156 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ìiíëèâà
ìíîæèíà Z ¹ íîðìàëüíî âèäèìîþ, òî âîíà ¹ âèäèìîþ. Â äèñåðòàöi¨
äîâåäåíî, ùî òâåðäæåííÿ, îáåðíåíå äî âèäiëåíîãî êóðñèâîì, âçàãà-
ëi êàæó÷è íå ñïðàâåäëèâå. Âîäíî÷àñ, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî, çãiäíî
ç çàóâàæåííÿì 1.156, íà ðiâíi ñèñòåì âiäëiêó ïîíÿòòÿ íîðìàëüíî¨ i
÷iòêî¨ âèäèìîñòi íå åêâiâàëåíòíi, iç òâåðäæåííÿ 1.171 âèïëèâà¹:

Íàñëiäîê 1.172. Ìiíëèâà ìíîæèíà Z ¹ ÷iòêî âèäèìîþ òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ íîðìàëüíî âèäèìîþ.

Òåîðåìà 1.182. Ìiíëèâà ìíîæèíà Z ¹ ÷iòêî âèäèìîþ òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ l,m, p ∈ Lk (Z) ñïðàâåäëèâà ðiâ-
íiñòü: ⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩ = ⟨p← l⟩ .
Òâåðäæåííÿ 1.183. Íåõàé Z � ÷iòêî âèäèìà ìiíëèâà ìíîæèíà
i l,m ∈ Lk (Z) � äîâiëüíi ñèñòåìè âiäëiêó Z. ßêùî ìiíëèâà ñèñòå-
ìà A ⊆ Bs(l) ¹ îäíîåëåìåíòíîþ (òîáòî card(A) = 1), òî ìiíëèâà
ñèñòåìà ⟨m← l⟩A òàêîæ îäíîåëåìåíòíà.

Îçíà÷åííÿ 1.184. Íåõàé Z � ÷iòêî âèäèìà ìiíëèâà ìíîæèíà,
l,m ∈ Lk (Z) i ω ∈ Bs(l). Åëåìåíòàðíî-÷àñîâèé ñòàí ω′ ∈ Bs(m),
òàêèé, ùî {ω′} = ⟨m← l⟩ {ω}, áóäåìî íàçèâàòè âèäèìèì îáðàçîì
åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈ Bs(l) â ñèñòåìi âiäëiêó m i áóäåìî

ïîçíà÷àòè éîãî ÷åðåç ⟨!m← l, Z⟩ω ( ⟨!m← l, Z⟩ω = ω′ ) . Âiäîáðà-

æåííÿ ⟨!m← l, Z⟩ : Bs(l) → Bs(m) áóäåìî íàçèâàòè âiäîáðàæåííÿì
÷iòêî¨ óíiôiêàöi¨ ìiæ ñèñòåìàìè âiäëiêó l i m (iç ñèñòåìè âiäëiêó
l â ñèñòåìó âiäëiêó m). Ó ðàçi, êîëè íàïåðåä âiäîìî ïðî ÿêó ìií-
ëèâó ìíîæèíó Z éäå ìîâà, çàìiñòü ïîçíà÷åííÿ ⟨!m← l, Z⟩ áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ⟨!m← l⟩ .
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Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.183, äîâiëüíèé åëåìåíòàðíî-÷àñîâèé ñòàí
ω ∈ Bs(l) çàâæäè ìà¹ âèäèìèé îáðàç ω′ = ⟨!m← l⟩ω (â iíøié ñèñòåìi
âiäëiêó äîâiëüíî¨ ÷iòêî âèäèìî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè).

Òåîðåìà 1.185. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè A ⊆
Bs(l) ó ñèñòåìi âiäëiêó l ∈ Lk (Z) ÷iòêî âèäèìî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè
Z ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü:
⟨m← l⟩A =

⊔
ω∈A {⟨!m← l⟩ω} = {⟨!m← l⟩ω | ω ∈ A} (m ∈ Lk (Z)).

Íàñëiäîê 1.186. Íåõàé Z � ÷iòêî âèäèìà ìiíëèâà ìíîæèíà i
l,m ∈ Lk (Z) � ¨¨ äîâiëüíi ñèñòåìè âiäëiêó. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìií-
ëèâî¨ ñèñòåìè A ⊆ Bs(l) ìíîæèíè A i ⟨m← l⟩A ¹ ðiâíîïîòóæíèìè.
Ïðè öüîìó ó âèïàäêó A ̸= ∅ âiäîáðàæåííÿ: f(ω) = ⟨!m← l⟩ω (ω ∈
Bs(l)) ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ìíîæèíàìè A òà ⟨m← l⟩A. Çîêðåìà ðiâíîïî-
òóæíèìè ¹ ìíîæèíè Bs(l) òà Bs(m) i âiäîáðàæåííÿ f(·) ¹ ái¹êöi¹þ
ìiæ öèìè ìíîæèíàìè.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ êiíåìàòè÷íi ìiíëèâi ìíîæè-
íè, òîáòî ìiíëèâi ìíîæèíè, êîæíà ñèñòåìà âiäëiêó ÿêèõ îñíàùåíà
ñâî¨ì âëàñíèì ãåîìåòðè÷íèì îòî÷åííÿì, ÿêå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëå-
íå òîïîëîãi÷íèì, ëiíiéíèì àáî òîïîëîãi÷íèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâåäåíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìàòèêîþ ðîçäi-
ëó, ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi çàâäàííÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü i àíîí-
ñîâàíi íàéâàãîìiøi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó äðóãîìó ðîçäiëi.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 äàíå ìàòåìàòè÷íî ñòðîãå îçíà÷åííÿ êiíåìàòè-
÷íèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí (êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí), à òàêîæ ââåäåíà
ñèñòåìà ñòàíäàðòíèõ ïîçíà÷åíü òåîði¨ êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ïiä êîîðäèíàòíèì ïðîñòîðîì Q áóäåìî ðîçó-
ìiòè ìàòåìàòè÷íó ñòðóêòóðó îäíîãî ç íàñòóïíèõ òðüîõ òèïiâ:

à) Q = (X, T ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (òîáòî T � òîïîëîãiÿ íà X).

á) Q = (X,⊕,⊗) � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R
(òîáòî ⊕ i ⊗ � ëiíiéíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ iç ìíîæèíè X
i ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè X íà åëåìåíòè ïîëÿ R âiäïîâiäíî).

â) Q = (X, T ,⊕,⊗) � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið.

Ó âñiõ òðüîõ âèïàäêàõ ìíîæèíó ìíîæèíó Zk(Q) := X áóäåìî íàçè-
âàòè ìíîæèíîþ çíà÷åíü êîîðäèíàò êîîðäèíàòíîãî ïðîñòîðó
Q. Åëåìåíòè x ∈ Zk(Q) íàçèâàòèìåìî êîîðäèíàòàìè Q.

Îçíà÷åííÿ 2.2. 1. Ïàðó G0 = (Q, k) áóäåìî íàçèâàòè ãåîìå-
òðè÷íèì îòî÷åííÿì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B, ÿêùî Q
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� êîîðäèíàòíèé ïðîñòið i k : Bs(B)→ Zk(Q) � âiäîáðàæåííÿ
ç Bs(B) â Zk(Q). Ïðè öüîìó ïàðó Cb = (B,G0) = (B, (Q, k)) áó-
äåìî íàçèâàòè áàçîâîþ êiíåìàòè÷íîþ ìiíëèâîþ ìíîæè-
íîþ, ÷è, ñêîðî÷åíî � áàçîâîþ êiíåìàòè÷íîþ ìíîæèíîþ.

2. Íåõàé Z � äîâiëüíà ìiíëèâà ìíîæèíà. Iíäåêñîâàíó ñiì'þ ïàð
G = ((Ql, kl) | l ∈ Lk (Z)) áóäåìî íàçèâàòè ãåîìåòðè÷íèì
îòî÷åííÿì ìiíëèâî¨ ìíîæèíè Z, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè
âiäëiêó l ∈ Lk (Z) ïàðà (Ql, kl) ¹ ãåîìåòðè÷íèì îòî÷åííÿì áà-
çîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè l�, ïîðîäæåíî¨ ñèñòåìîþ âiäëiêó l, òîá-
òî ÿêùî ïàðà (l�, (Ql, kl)) ¹ áàçîâîþ êiíåìàòè÷íîþ ìíîæèíîþ.
Ïðè öüîìó ïàðó C = (Z,G) áóäåìî íàçèâàòè êiíåìàòè÷íîþ
ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ, ÷è, ñêîðî÷åíî � êiíåìàòè÷íîþ ìíî-
æèíîþ.

Íåõàé C = (Z,G), äå G =
(
(Ql, kl)

∣∣ l ∈ Lk (Z)
)
� êiíåìàòè÷íà ìíî-

æèíà.

� Ìiíëèâó ìíîæèíó BE (C) := Z áóäåìî íàçèâàòè áàçîþ åâî-
ëþöi¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C.

� Ìíîæèíè Ind (C) := Ind (Z) = Ind (BE (C)) i
Lk (C) := Lk (Z) = Lk (BE (C))

áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ iíäåêñiâ i ìíîæèíîþ ñè-
ñòåì âiäëiêó êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C (âiäïîâiäíî).

� Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (C) = Lk (Z) çáåðiãàþ-
òüñÿ âñi ïîçíà÷åííÿ, ââåäåíi äëÿ ñèñòåì âiäëiêó â òåîði¨ ìiíëè-
âèõ ìíîæèí (à ñàìå, öå ñòîñó¹òüñÿ ïîçíà÷åíü: ind (l), Bs(l),←

l
,

Bs(l), Bs←
l
, Tm(l), Tm(l), Ll (l), Ld (l), ≤l, <l). Òàê ñàìî çáåðiãà-

þòüñÿ âñi ñêîðî÷åíi âàðiàíòè öèõ ïîçíà÷åíü.
� Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈ Lk (C) iíäóêóþòüñÿ ïî-
çíà÷åííÿ äëÿ âiäîáðàæåíü óíiôiêàöi¨ ⟨m← l, C⟩ := ⟨m← l, Z⟩ .
Çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè ìiíëèâà ìíîæèíà Z ¹ ÷iòêî âèäèìîþ
âèïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà C ¹ ÷iòêî
âèäèìîþ i âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ:

⟨!m← l,C⟩ := ⟨!m← l,Z⟩ .
� Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (C) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Zk(l; C) := Zk (Ql) ; BG(l; C) := Ql;
ql (x; C) := kl(x) (x ∈ Bs (l)) .
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� Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íàïåðåä âiäîìî, ïðî ÿêó êiíåìàòè÷íó
ìíîæèíó C éäå ìîâà çàìiñòü ïîçíà÷åíü ⟨m← l, C⟩, ⟨!m← l, C⟩ ,
Zk(l; C), BG(l; C), ql (x; C) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ,
⟨m← l⟩, ⟨!m← l⟩ , Zk(l), BG(l), ql (x) âiäïîâiäíî.

� Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (C) ââîäèìî ïîçíà÷åííÿ:
Mk(l;C) := Tm(l)× Zk(l) i
Q⟨l⟩(ω;C) := (tm (ω) , ql(bs (ω))) ∈Mk(l;C) (ω ∈ Bs(l)) .

Ìíîæèíó Mk(l;C) áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ Ìiíêîâ-
ñüêîãî ñèñòåìè âiäëiêó l â êiíåìàòè÷íié ìíîæèíi C. Çíà÷åí-
íÿQ⟨l⟩(ω;C) áóäåìî íàçèâàòè êîîðäèíàòàìè Ìiíêîâñüêîãî
åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈ Bs (l) ó ñèñòåìi âiäëiêó l.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ñôîðìóëüîâàíi îçíà÷åííÿ ðåàëüíîãî é óíiâåðñàëüíî-
ãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ó êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèíàõ.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Íåõàé C � ÷iòêî âèäèìà êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà i
l,m ∈ Lk (C) � äîâiëüíi ñèñòåìè âiäëiêó C.

1. Âiäîáðàæåííÿ Q⟨m← l⟩ ( · ;C) : Bs(l)→Mk(m), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
çà ôîðìóëîþ:

Q⟨m← l⟩(ω;C) = Q⟨m⟩(⟨!m← l⟩ω) (ω ∈ Bs(l)),
áóäåìî íàçèâàòè ðåàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò iç
l â m. (Äëÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈ Bs (l) çíà÷åííÿ
Q⟨m← l⟩(ω;C) ìîæíà íàçâàòè êîîðäèíàòàìè Ìiíêîâñüêîãî ω â
(iíøié) ñèñòåìi âiäëiêó m ∈ Lk (C).)

2. Âiäîáðàæåííÿ Q̃ : Mk(l) → Mk(m) áóäåìî íàçèâàòè óíiâåð-
ñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò iç l â m, ÿêùî Q̃ ¹
ái¹êöi¹þ (âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì) ìiæ Mk(l) òà
Mk(m) i ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó
ω ∈ Bs(l) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü Q⟨m← l⟩(ω;C) = Q̃

(
Q⟨l⟩(ω)

)
.

3. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìè âiäëiêó l,m ∈ Lk (C) äîïóñêà-
þòü óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, ÿêùî iñíó¹
õî÷ îäíå óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò Q̃ ç l â m.

4. Iíäåêñîâàíó ñiì'þ âiäîáðàæåíü
(
Q̃m,l

)
l,m∈Lk(C)

áóäåìî íàçèâà-

òè óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò äëÿ êiíå-
ìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó
l,m ∈ Lk (C) âiäîáðàæåííÿ Q̃m,l ¹ óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðåí-
íÿì êîîðäèíàò iç l â m, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíèõ l,m, p ∈ Lk (C)
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i w ∈Mk(l) ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi:

Q̃l,l(w) = w; Q̃p,m

(
Q̃m,l(w)

)
= Q̃p,l(w).

5. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà C äîïóñêà¹ óíi-
âåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, ÿêùî iñíó¹ õî÷ îäíå

óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
(
Q̃m,l

)
l,m∈Lk(C)

äëÿ C.

Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íàïåðåä âiäîìî, ïðî ÿêó êiíåìàòè÷íó ìíî-
æèíó C éäåòüñÿ, çàìiñòü ïîçíà÷åííÿQ⟨m← l⟩(ω;C) áóäåìî âèêîðèñòî-
âóâàòè ïîçíà÷åííÿ Q⟨m← l⟩(ω).

Òâåðäæåííÿ 2.9. Äëÿ äîâiëüíî¨ ÷iòêî âèäèìî¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíî-
æèíè C íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

1. C äîïóñêà¹ óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

2. Äîâiëüíi ñèñòåìè âiäëiêó l,m ∈ Lk (C) äîïóñêàþòü óíiâåðñàëü-
íå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

3. Iñíó¹ òàêà ñèñòåìà âiäëiêó l ∈ Lk (C), ùî ñèñòåìè âiäëiêó
l,m ∈ Lk (C) äîïóñêàþòü óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäè-
íàò äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó m ∈ Lk (C).

Òàêîæ ó ïiäðîçäiëi 2.3 äîâåäåíà íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ îçíàêà
iñíóâàííÿ óíiâåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ó êiíåìàòè÷íié
ìíîæèíi. Íåõàé C � äîâiëüíà êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà. Äëÿ äîâiëüíî¨
ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (C) ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:
Trj(l) :=

{
Q⟨l⟩(ω) | ω ∈ Bs(l)

}
; Trj(l) := Mk(l) \ Trj(l).

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé C � ÷iòêî âèäèìà êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà.
Ñèñòåìè âiäëiêó l,m ∈ Lk (C) äîïóñêàþòü óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðå-
ííÿ êîîðäèíàò òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1. card
(
Trj(l)

)
= card

(
Trj(m)

)
.

2. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ ω1, ω2 ∈ Bs(l) ðiâ-
íiñòü Q⟨m← l⟩ (ω1) = Q⟨m← l⟩ (ω2) ñïðàâåäëèâà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè Q⟨l⟩ (ω1) = Q⟨l⟩ (ω2).

Çàóâàæåííÿ 2.11. ßêùî óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ó
êiíåìàòè÷íié ìíîæèíi C iñíó¹, òî âîíî, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹äèíå.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ìóëüòèîáðàç äëÿ êiíåìà-
òè÷íèõ ìíîæèí, à ó ïiäðîçäiëi 2.5, âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òåîðåìó,
ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí, ÿêi ¹ ìàòåìàòè÷íî
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ñòðîãèìè ìîäåëÿìè åâîëþöi¨ ôiçè÷íèõ ñèñòåì â ðàìêàõ êiíåìàòè-
êè Ëîðåíöà-Ïóàíêàðå òà ¨¨ òàõiîíîâèõ ðîçøèðåíü (òîáòî ðîçøè-
ðåíü, ó ÿêèõ äîçâîëÿ¹òüñÿ íàäñâiòëîâèé ðóõ äëÿ ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê
òà iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó) íà îñíîâi óçàãàëüíåíèõ ïåðåòâîðåíü
Ëîðåíöà-Ïóàíêàðå â ñåíñi Å. Ðåêàìi, Â.Îëüõîâñüêîãî é Ð. Ãîëäîíi.

Îçíà÷åííÿ 2.12. 1. Óïîðÿäêîâàíó ï'ÿòiðêó (T,X , U,Q, k) áóäåìî
íàçèâàòè êiíåìàòè÷íèì ïðî¹êòîðîì äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæè-
íè B, ÿêùî (T,X , U) � åâîëþöiéíèé ïðî¹êòîð äëÿ B, Q � êîîðäèíà-
òíèé ïðîñòið, à k � âiäîáðàæåííÿ ç X â Zk(Q) (k : X → Zk(Q)). Ó
âèïàäêó, êîëè (T,X , U) ¹ ií'¹êòèâíèì åâîëþöiéíèì ïðî¹êòîðîì äëÿ
B, âiäïîâiäíèé êiíåìàòè÷íèé ïðî¹êòîð (T,X , U,Q, k) áóäåìî íàçèâà-
òè ií'¹êòèâíèì.

2. Äîâiëüíó iíäåêñîâàíó ñiì'þ P = ((Tα,Xα, Uα,Qα, kα) | α ∈ A)
(äå A ̸= ∅), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ií'¹êòèâíèõ êiíåìàòè÷íèõ ïðî¹êòîðiâ
äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B áóäåìî íàçèâàòè êiíåìàòè÷íèì
ìóëüòèïðî¹êòîðîì äëÿ B.

Íåõàé P = ((Tα,Xα, Uα,Qα, kα) | α ∈ A) � êiíåìàòè÷íèé ìóëüòè-
ïðî¹êòîð äëÿ B. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi P[e] := ((Tα,Xα, Uα) | α ∈ A)
¹ åâîëþöiéíèì ìóëüòèïðî¹êòîðîì äëÿ B.

Òåîðåìà 2.14. Íåõàé P = ((Tα,Xα, Uα,Qα, kα) | α ∈ A) � êiíåìà-
òè÷íèé ìóëüòèïðî¹êòîð äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B. Òîäi:
À) Iñíó¹ (ïðè÷îìó ¹äèíà) êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà C, ùî çàäîâîëüíÿ¹
òàêi óìîâè:

1. BE (C) = Z im
[
P[e],B

]
. 2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l =

(α,Uα [B,Tα]) ∈ Lk (C) (äå α ∈ A) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

2.1) BG(l) = Qα; 2.2) ql(x) = kα(x) (x ∈ Bs(l)).

Á) Êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà C, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1,2, ¹ ÷iòêî
âèäèìîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.15. Êiíåìàòè÷íó ìíîæèíó C, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âè 1,2 òåîðåìè 2.14, áóäåìî íàçèâàòè êiíåìàòè÷íèì ìóëüòèîáðà-
çîì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B âiäíîñíî êiíåìàòè÷íîãî ìóëüòèïðî-
¹êòîðà P i áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç Kim [P,B] .

Íåõàé Q � êîîðäèíàòíèé ïðîñòið, à B � áàçîâà ìiíëèâà ìíî-
æèíà, òàêà, ùî Bs(B) ⊆ Zk(Q) (òàêà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà
B îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹, îñêiëüêè, íàïðèêëàä, ìîæíà ïîêëàñòè B :=
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At (T,R), äå R � ñèñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié iç ëiíiéíî âïî-
ðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè T ó ìíîæèíó M ⊆ Zk(Q)). Íåõàé U � äî-
âiëüíà òðàíñôîðìóþ÷à ìíîæèíà ái¹êöié âiäíîñíî B íà Zk(Q) (â
ñåíñi (1)). Òîäi U ïîðîäæó¹ êiíåìàòè÷íèé ìóëüòèïðî¹êòîð Û :=((
Tm(B),Zk(Q),U,Q, IZk(Q)

)
|U ∈ U

)
äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæè-

íè B, äå IZk(Q) � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ íà Zk(Q). Ïîçíà÷èìî:

Kim (U,B,Q) := Kim
[
Û,B

]
. (3)

Òåîðåìà 2.17. Äîâiëüíà êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà âèäó C =
Kim (U,B,Q) äîïóñêà¹ óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Iç ðåçóëüòàòiâ, ñôîðìóëüîâàíèõ äàëi áóäå âèäíî, ùî çàãàëüíi êiíå-
ìàòè÷íi ìóëüòèîáðàçè âèäó Kim [P,B] (÷àñòèííèìè âèïàäêàìè ÿêèõ
¹ êiíåìàòè÷íi ìíîæèíè âèäó Kim (U,B,Q)) ìîæóòü i íå äîïóñêàòè
óíiâåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Íåõàé (H, ∥·∥ , ⟨·, ·⟩) � äiéñíèé ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið. Òîäi H ïîðî-
äæó¹ êîîðäèíàòíèé ïðîñòið Ĥ = (H, TH,⊕H,⊗H), äå TH � òîïîëîãiÿ,
ïîðîäæåíà íîðìîþ ∥·∥ íà H, à (⊕H,⊗H) � ïðèðîäíà ëiíiéíà ñòðó-
êòóðà ïðîñòîðó H.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L (H) ïðîñòið ëiíiéíèõ (îäíîðiäíèõ) íåïåðåðâ-
íèõ îïåðàòîðiâ íàä H, à ÷åðåç L× (H) ïðîñòið âñiõ îïåðàòîðiâ àôiííèõ
ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó H, òîáòî L× (H) =

{
A[a] | A ∈ L (H) , a ∈ H

}
,

äå A[a]x = Ax+ a, x ∈ H. Ïðîñòîðîì Ìiíêîâñüêîãî íàä H íàçèâà-
¹òüñÿ ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið M (H) = R × H = {(t, x) | t ∈ R, x ∈ H},
îñíàùåíèé ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i íîðìîþ: ⟨w1,w2⟩ = ⟨w1,w2⟩M(H) =

t1t2 + ⟨x1, x2⟩, ∥w1∥ = ∥w1∥M(H) =
(
t21 + ∥x1∥

2
)1/2

(äå wi = (ti, xi) ∈
M (H) , i ∈ {1, 2}). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pk (H) ìíîæèíó âñiõ îïåðà-
òîðiâ S ∈ L× (M (H)), ùî ìàþòü íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé îïåðà-
òîð S−1 ∈ L× (M (H)). Îïåðàòîðè S ∈ Pk (H) áóäåìî íàçèâàòè
îïåðàòîðàìè (àôiííîãî) ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò . Ó ïðî-
ñòîði M (H) âèäiëèìî íàñòóïíi ïiäïðîñòîðè: H0 = {(t,0) | t ∈ R},
H1 = {(0, x) |x ∈ H}. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U (H1) ìíîæèíó âñiõ óíiòàð-
íèõ îïåðàòîðiâ íà ïiäïðîñòîði H1, òîáòî ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ îïå-
ðàòîðiâ J ∈ L (H1), òàêèõ, ùî ∥Jx∥ = ∥x∥ (∀x ∈ H1) i JH1 = H1.
Ïîêëàäåìî: B1 (H1) := {n ∈ H1 | ∥n∥ = 1}, à òàêîæ äëÿ äîâiëüíèõ
n ∈ B1 (H1) i w = (t, x) ∈M (H) ïîêëàäåìî X⊥1 [n] w := x− ⟨n,w⟩n.

Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü c ∈ (0,∞), λ ∈ [0,∞] \ {c},
s ∈ {−1, 1}, J ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) i a ∈ M (H) ââåäåìî íàñòóïíi
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îïåðàòîðè:

Wλ,c [s,n, J ] w :=

=


st− λ

c2
⟨n,w⟩√∣∣∣1−λ2
c2

∣∣∣ e0 + J

λt−s⟨n,w⟩√∣∣∣1−λ2
c2

∣∣∣ n+X⊥1 [n] w

 , λ <∞

− ⟨n,w⟩c e0 + J
(
ctn+X⊥1 [n] w

)
; λ =∞

(4)

Wλ,c [s,n, J ;a] w := Wλ,c [s,n, J ] (w + a) (w = (t, x) ∈M (H)). (5)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Wλ,c [s,n, J ] = Wλ,c [s,n, J,0], äå 0 � íóëüîâèé
âåêòîð ïðîñòîðóM (H). Ìîæíà äîâåñòè, ùî Wλ,c [s,n, J ;a] ∈ Pk (H)
(ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ c ∈ (0,∞), λ ∈ [0,∞] \ {c},
s ∈ {−1, 1}, J ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1) i a ∈M (H)).

Äëÿ 0 < c <∞ ââåäåìî íàñòóïíi êëàñè îïåðàòîðiâ:

PT (H, c) :=
{
Wλ,c [s,n, J ;a] | s ∈ {−1, 1} , λ ∈ [0,∞] \ {c},

n ∈ B1 (H1) , J ∈ U (H1) , a ∈M (H)
}
;

PT+ (H, c) := {Wλ,c [s,n, J ;a] ∈ PT (H, c) | s = 1} ;
P (H, c) := {Wλ,c [s,n, J ;a] ∈ PT (H, c) | λ < c} ;

P+ (H, c) := {Wλ,c [s,n, J ;a] ∈ P (H, c) | s = 1} .


(6)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåíi âèùå êëàñè îïåðàòîðiâ i ôîðìóëó (3), ìî-
æåìî âèçíà÷èòè òàêi êiíåìàòè÷íi ìíîæèíè:

KPT0 (H,B, c) := Kim
(
PT (H, c) ,B, Ĥ

)
;

KPT (H,B, c) := Kim
(
PT+ (H, c) ,B, Ĥ

)
;

KP0 (H,B, c) := Kim
(
P (H, c) ,B, Ĥ

)
;

KP (H,B, c) := Kim
(
P+ (H, c) ,B, Ĥ

)
.

Ó âèïàäêó dim(H) = 3 êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà KP (H,B, c) ÿâ-
ëÿ¹ ñîáîþ íàéïðîñòiøó ìàòåìàòè÷íî ñòðîãó ìîäåëü êiíåìàòèêè ñïå-
öiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi â iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó. Êiíåìà-
òè÷íà ìíîæèíà KP0 (H,B, c) ïîáóäîâàíà íà îñíîâi çàãàëüíî¨ ãðóïè
Ëîðåíöà-Ïóàíêàðå i ìiñòèòü îêðiì çâè÷àéíèõ ñèñòåì âiäëiêó (ç äî-
äàòíèì íàïðÿìêîì ÷àñó), ÿêi ìàþòü çðîçóìiëó ôiçè÷íó iíòåðïðåòà-
öiþ, òàêîæ ñèñòåìè âiäëiêó ç âiä'¹ìíèì íàïðÿìêîì ÷àñó. Êiíåìàòè-
÷íi ìíîæèíè KPT (H,B, c) i KPT0 (H,B, c) ìiñòÿòü êðiì ñòàíäàðòíèõ
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(�òàðäiîííèõ�) ñèñòåì âiäëiêó òàêîæ i �òàõiîííi� ñèñòåìè âiäëiêó, ÿêi
ðóõàþòüñÿ âiäíîñíî �òàðäiîííèõ� ñèñòåì âiäëiêó çi øâèäêiñòþ áiëü-
øîþ çà øâèäêiñòü ñâiòëà c. Ç òåîðåìè 2.17 âèïëèâà¹, ùî êiíåìàòè-
÷íi ìíîæèíè òèïiâ KPT0 (H,B, c), KPT (H,B, c), KP0 (H,B, c) òà
KP (H,B, c) äîïóñêàþòü óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 ïîáóäîâàíî îäèí öiêàâèé êëàñ êiíåìàòè÷íèõ ìíî-
æèí, â ÿêèõ êîæíà ÷àñòèíêà â êîæåí ìîìåíò ÷àñó ìîæå ìàòè ñâîþ
âëàñíó �øâèäêiñòü ñâiòëà� i äîâåäåíî, ùî â òàêèõ êiíåìàòè÷íèõ
ìíîæèíàõ íå iñíó¹ óíiâåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò â íå-
òðèâiàëüíèõ âèïàäêàõ. Íåõàé ìíîæèíà Vf ⊆ (0,∞) òàêà, ùî Vf ̸= ∅
i (0,∞) \Vf ̸= ∅. Ïîêëàäåìî:

HVf
:= H×Vf = {(x, c) | x ∈ H, c ∈ Vf} ;

M
(
HVf

)
:= R× HVf

.

Ìíîæèíó M
(
HVf

)
áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòîðîì Ìiíêîâñüêîãî iç

ìíîæèíîþ çàáîðîíåíèõ øâèäêîñòåé Vf íàä H. Ìíîæèíó
Ṽf := [0,∞] \Vf áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ äîçâîëåíèõ øâèä-

êîñòåé äëÿ ïðîñòîðó M
(
HVf

)
. Ìíîæèíà Ṽf çàâæäè ¹ íåïîðî-

æíüîþ, îñêiëüêè, çà âèçíà÷åííÿì Ṽf, ãàðàíòîâàíî ìà¹ìî 0 ∈ Ṽf.
Ââåäåìîìíîæèíó ñêií÷åííèõ íåíóëüîâèõ äîçâîëåíèõ øâèä-
êîñòåé äëÿ ïðîñòîðóM

(
HVf

)
:

Ṽf

fin+
:= Ṽf \ {0,∞} = (0,∞) \Vf.

Äëÿ äîâiëüíîãî ω = (t, (x, c)) ∈ M
(
HVf

)
ïîêëàäåìî, ω∗ := (t, x) ∈

M (H), à äëÿ äîâiëüíèõ w = (t, x) ∈ M (H) i c ∈ (0,∞) ïîêëàäåìî,
w[c] := (t, (x, c)) ∈ M

(
HVf

)
. Äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ Ṽf, s ∈ {−1, 1},

J ∈ U (H1), n ∈ B1 (H1), a ∈M (H) i ω = (t, (x, c)) ∈M
(
HVf

)
ââåäåìî

òàêå ïîçíà÷åííÿ:

Wλ;Vf
[s,n, J ;a]ω := (Wλ,c [s,n, J ;a]ω

∗)[c] .

Òâåðäæåííÿ 2.25. Äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ Ṽf, s ∈ {−1, 1}, J ∈ U (H1),
n ∈ B1 (H1), a ∈ M (H) âiäîáðàæåííÿ Wλ;Vf

[s,n, J ;a] ¹ ái¹êöi¹þ íà
M

(
HVf

)
.

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

PT (H;Vf) :=
{
Wλ;Vf

[s,n, J ;a] | λ ∈ Ṽf, s ∈ {−1, 1},

J ∈ U (H1) , n ∈ B1 (H1) , a ∈M (H)
}
;

PT+ (H;Vf) :=
{
Wλ;Vf

[s,n, J ;a] ∈ PT (H;Vf) | s = 1
}
.
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Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà òàêà, ùî Bs(B) ⊆ HVf
,

Tm(B) = (R,≤). Òîäi Bs(B) ⊆ R× HVf
=M

(
HVf

)
. Ðîçãëÿíåìî òàêi

êiíåìàòè÷íi ìóëüòèïðî¹êòîðè äëÿ B:

PT (H;Vf)
∧
=

((
(R,≤) ,HVf

,S, Ĥ,q
)
| S ∈ PT (H;Vf)

)
;

PT+ (H;Vf)
∧
=

((
(R,≤) ,HVf

,S, Ĥ,q
)
| S ∈ PT+ (H;Vf)

)
, äå

q(x̃) = x
(
∀ x̃ = (x, c) ∈ HVf

)
Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè 2.14 òà îçíà÷åííÿ 2.15, ââåäåìî êiíåìàòè÷íi
ìíîæèíè:

KPT0 (H,B;Vf) := Kim
[
PT (H;Vf)

∧
,B

]
;

KPT (H,B;Vf) := Kim
[
PT+ (H;Vf)

∧
,B

]
.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ââåäåíi êiíåìàòè÷íi ìíîæèíè äîïóñêàþòü óíiâåð-
ñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ëèøå òîäi, êîëè â íèõ ðåàëiçó¹òüñÿ
ëèøå îäíà çàáîðîíåíà øâèäêiñòü c ∈ (0,∞), òîáòî êîëè âîíè çâîäÿ-
òüñÿ äî êiíåì. ìíîæèí âèäó KPT0 (H,B, c) àáî KPT (H,B, c) (ç ¹äè-
íîþ, �óíiâåðñàëüíîþ� øâèäêiñòþ ñâiòëà).

Òåîðåìà 2.26. ßêùî ìíîæèíà çàáîðîíåíèõ øâèäêîñòåé Vf ¹ òà-
êîþ, ùî âiäïîâiäíà ìíîæèíà ñêií÷åííèõ íåíóëüîâèõ äîçâîëåíèõ

øâèäêîñòåé Ṽf

fin+
= (0,∞) \Vf ìiñòèòü ùîíàéìåíøå äâà åëåìåí-

òà, òî êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà KPT (H,B;Vf) äîïóñêà¹ óíiâåðñàëüíå
ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íå iñíó¹ åëåìåí-
òàðíèõ ñòàíiâ (x1, c1) , (x2, c2) ∈ Bs(B) òàêèõ, ùî c1 ̸= c2.

Âðàõîâóþ÷è, ùî, çãiäíî iç çàóâàæåííÿì 2.11, óíiâåðñàëüíå ïåðå-
òâîðåííÿ êîîðäèíàò íà êiíåìàòè÷íié ìíîæèíi (ÿêùî âîíî iñíó¹) âè-
çíà÷à¹òüñÿ íåîäíîçíà÷íî, ïðèðîäíèì ¹ ïîíÿòòÿ êiíåìàòè÷íî¨ ìíî-
æèíè ðàçîì iç çàäàíèì (ôiêñîâàíèì) óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì
êîîðäèíàò. Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ óíi-
âåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, òîáòî êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí iç çàäàíèì óíi-
âåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò. Ïiñëÿ êîðîòåíüêîãî âñòóïó,
íàâåäåíîãî â ïiäðîçäiëi 3.1, ó ïiäðîçäiëi 3.2 ôîðìóëþ¹òüñÿ îçíà÷åí-
íÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê òà ââîäèòüñÿ ñèñòåìà ñòàíäàðòíèõ ïî-
çíà÷åíü òåîði¨ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê.

Îçíà÷åííÿ 3.1. ßêùî
←−
Q =

(
Q̃m,l

)
l,m∈Lk(C)

¹ óíiâåðñàëüíèì ïåðå-

òâîðåííÿì êîîðäèíàò äëÿ ÷iòêî âèäèìî¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C,
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òî ïàðó F =
(
C,
←−
Q
)

áóäåìî íàçèâàòè óíiâåðñàëüíîþ êiíåìàòè-

÷íîþ ìíîæèíîþ, àáî, ñêîðî÷åíî, óíiâåðñàëüíîþ êiíåìàòèêîþ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ óíiâåðñàëüíî¨ êiíåìàòèêè F =
(
C,
←−
Q
)

=(
C,

(
Q̃m,l

)
l,m∈Lk(C)

)
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêà ñèñòåìà ïîçíà÷åíü:

À. Àâòîìàòè÷íî ïåðåíîñÿòüñÿ âñi ïîçíà÷åííÿ, ââåäåíi äëÿ êiíåìàòè-
÷íî¨ ìíîæèíè C. Çîêðåìà, Lk (F) = Lk (C), i äëÿ äîâiëüíèõ ñè-
ñòåì âiäëiêó l,m ∈ Lk (F) = Lk (C) ìà¹ìî ðiâíîñòi: ⟨m← l, F⟩ =
⟨m← l,C⟩ ; ⟨!m← l,F⟩ = ⟨!m← l,C⟩ ; Mk(l;F) = Mk (l;C).
ßêùî íàïåðåä âiäîìî ïðî ÿêó óíiâåðñàëüíó êiíåìàòèêó F éäå
ìîâà, ñèìâîë F â çàçíà÷íèõ ïîçíà÷åííÿõ îïóñêà¹òüñÿ, ÿê i â
òåîði¨ êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí.

Á. Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈ Lk (F) áóäåìî âèêîðèñòîâó-
âàòè òàêå ïîçíà÷åííÿ:

[m← l,F ] w = [m← l,F ] (w) := Q̃m,l(w), w ∈Mk(l).
Òàêèì ÷èíîì, [m← l,F ] ¹ âiäîáðàæåííÿì ç Mk(l) := Mk(l;F)
â Mk(m) ([m← l,F ] : Mk (l) → Mk (m)). Êðiì òîãî, êîëè öå
íå âèêëèêà¹ íåïîðîçóìiíü, âèêîðèñòîâó¹ìî ñêîðî÷åíèé âàðiàíò
ïîçíà÷åííÿ [m← l].

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî ìóëüòèîáðàç äëÿ óíiâåð-
ñàëüíèõ êiíåìàòèê. Ó ïiäðîçäiëi 3.4, âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òåîðåìó,
áóäóþòüñÿ ïðèêëàäè óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, ÿêi ¹ ìàòåìàòè÷íî
ñòðîãèìè ìîäåëÿìè åâîëþöi¨ ôiçè÷íèõ ñèñòåì â ðàìêàõ êiíåìàòè-
êè Ëîðåíöà-Ïóàíêàðå òà ¨¨ òàõiîíîâèõ ðîçøèðåíü â ñåíñi Å. Ðåêàìi,
Â. Îëüõîâñüêîãî òà Ð. Ãîëäîíi. Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ââîäèòüñÿ ïîíÿò-
òÿ åêâiâàëåíòíîñòi óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê âiäíîñíî ïåðåòâîðåí-
íÿ êîîðäèíàò òà âñòàíîâëþþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi öüîãî ïîíÿòòÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.6 ââåäåíî âiäíîøåííÿ åâîëþöiéíîãî òà ñóïåðåâî-
ëþöiéíîãî âêëþ÷åííÿ äëÿ êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí òà óíiâåðñàëüíèõ
êiíåìàòèê. Äîâåäåíî, ùî âiäíîøåííÿ åâîëþöiéíîãî òà ñóïåðåâîëþ-
öiéíîãî âêëþ÷åííÿ êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí òà óíiâåðñàëüíèõ êiíåìà-
òèê ìàþòü âëàñòèâîñòi âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó. Ó ïiäðîçäiëi 3.7 ââå-
äåíî îïåðàöi¨ åâîëþöiéíîãî îá'¹äíàííÿ òà äèç'þíêòíîãî åâîëþöié-
íîãî îá'¹äíàííÿ äëÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê. Äîâåäåíî, ùî ÿêùî
äèç'þíêòíå åâîëþöiéíå îá'¹äíàííÿ äâîõ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê
iñíó¹, òî âîíî çáiãà¹òüñÿ ç ¨õíiì åâîëþöiéíèì îá'¹äíàííÿì. Òàêîæ
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äîâåäåíî, ùî äîâiëüíi äâi äèç'þíêòíi óíiâåðñàëüíi êiíåìàòèêè ìà-
þòü äèç'þíêòíå åâîëþöiéíå îá'¹äíàííÿ i ùî äèç'þíêòíå åâîëþöiéíå
îá'¹äíàííÿ åâîëþöiéíî âèäèìèõ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê ¹ åâîëþ-
öiéíî âèäèìèì. Ó ïiäðîçäiëi 3.8 äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî åâîëþöiéíå
ðîçøèðåííÿ äëÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, ÿêà ìàòåìàòè÷íî îá ðóí-
òîâó¹ ïðîöåäóðó äîëó÷åííÿ äî âèõiäíî¨ óíiâåðñàëüíî¨ êiíåìàòèêè íî-
âèõ, �âiðòóàëüíèõ� åâîëþöiîíóþ÷èõ êîìïîíåíòiâ çà ïðèïóùåííÿ, ùî
äîëó÷åííÿ öèõ, íîâèõ, êîìïîíåíòiâ íå âïëèâà¹ íà åâîëþöiþ ñòàðèõ
(âèõiäíèõ) êîìïîíåíòiâ êiíåìàòèêè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.9 ìåòîäàìè òåîði¨ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê äîñëi-
äæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî �÷àñîâi ïàðàäîêñè�, ïîâ'ÿçàíi ç ãiïîòåçîþ ïðî
iñíóâàííÿ ìàòåðiàëüíèõ îá'¹êòiâ òà iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó, ùî ðó-
õàþòüñÿ çi øâèäêiñòþ, áiëüøîþ çà øâèäêiñòü ñâiòëà.

Îçíà÷åííÿ 3.83. Íåõàé F � óíiâåðñàëüíà êiíåìàòèêà. Áóäåìî ãîâî-
ðèòè, ùî ñèñòåìà âiäëiêó m ∈ Lk (F) ¹ ÷àñîäîäàòíîþ â F âiäíîñíî
ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (F) (ïîçíà÷åííÿ m ⇑+F l), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
w1,w2 ∈Mk (l) ç óìîâ bs (w1) = bs (w2) i tm (w1) <l tm (w2) âèïëèâà¹
íåðiâíiñòü, tm ([m← l] w1) <m tm ([m← l] w2).

Çàóâàæåííÿ 3.90. Íåõàé F óíiâåðñàëüíà êiíåìàòèêà i l ∈ Lk (F)
� äîâiëüíà ñèñòåìà âiäëiêó F . Òîäi ç îçíà÷åííÿ 3.83 âèïëèâà¹, ùî
l ⇑+F l. Îòæå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ⇑+F ¹ ðåôëåêñèâíèì íà ìíîæèíi
Lk (F) ñèñòåì âiäëiêó äîâiëüíî¨ óíiâåðñàëüíî¨ êiíåìàòèêè F . Ïðîòå
âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó öå âiäíîøåííÿ íå ¹ íi ñèìå-
òðè÷íèì íi òðàíçèòèâíèì. Îñòàííié ôàêò îá ðóíòîâó¹òüñÿ â äèñåð-
òàöiéíié ðîáîòi ç äîïîìîãîþ êîíòðïðèêëàäiâ.

Îçíà÷åííÿ 3.92. Óíiâåðñàëüíó êiíåìàòèêó F áóäåìî íàçèâàòè
ñëàáêî ÷àñîïîçèòèâíîþ, ÿêùî iñíó¹ õî÷à á îäíà ñèñòåìà âiäëi-
êó l0 ∈ Lk (F) òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (F) ìà¹
ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ, l0 ⇑+F l.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî óíiâåðñàëüíà êiíåìàòèêà F ¹ áåçóìîâíî
÷àñîíåçâîðîòíîþ, ÿêùî æîäåí ïîòåíöiéíèé ìiæñèñòåìíèé ìàí-
äðiâíèê, ùî ïî÷àâ ñâié øëÿõ â äîâiëüíié òî÷öi x äîâiëüíî¨ ñèñòåìè
âiäëiêó l ∈ Lk (F), ïåðåñêàêóþ÷è ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ ç îäíi¹¨
ñèñòåìè âiäëiêó â iíøó, ùî ïðîõîäèòü ïîâç íüîãî, íå ìîæå çàêií÷èòè
ñâié øëÿõ â òié æå ñàìié òî÷öi x òi¹¨ æ ñàìî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ó ìèíó-
ëîìó ÷àñi. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êiíåìàòèêó F áóäåìî íàçèâàòè
óìîâíî ÷àñîçâîðîòíîþ. Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíå îçíà÷åííÿ áåç-
óìîâíî¨ ÷àñîíåçâîðîòíîñòi íå ¹ ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèì. Ñòðîãå îçíà-
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÷åííÿ ïîòðåáó¹ ââåäåííÿ ãðîìiçäêèõ òåõíi÷íèõ ïîíÿòü, i éîãî ìîæíà
çíàéòè áåçïîñåðåäíüî â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi (äèâ. îçíà÷åííÿ 3.98).

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ äîñòàòíþ îçíàêó áåçóìîâíî¨ ÷àñî-
íåçâîðîòíîñòi äëÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê.
Òåîðåìà 3.101. Áóäü-ÿêà ñëàáêî ÷àñîïîçèòèâíà óíiâåðñàëüíà êiíå-
ìàòèêà F ¹ áåçóìîâíî ÷àñîíåçâîðîòíîþ.

Êðiì òîãî âñòàíîâëåíî äîñòàòíþ îçíàêó óìîâíî¨ ÷àñîçâîðîòíîñòi
äëÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê. Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè
ïðîàíàëiçîâàíî íà áåçóìîâíó ÷àñîíåçâîðîòíiñòü óíiâåðñàëüíi êiíåìà-
òèêè, ÿêi ¹ ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèìè ìîäåëÿìè åâîëþöi¨ ôiçè÷íèõ ñè-
ñòåì â ðàìêàõ òàõiîíîâèõ ðîçøèðåíü êiíåìàòèêè Ëîðåíöà-Ïóàíêàðå
â ñåíñi Å. Ðåêàìi, Â. Îëüõîâñüêîãî òà Ð. Ãîëäîíi. Çîêðåìà äîâåäåíî
iñíóâàííÿ ÷àñîíåçâîðîòíèõ òàõiîíîâèõ êiíåìàòèê, â ÿêèõ äîçâîëÿ¹-
òüñÿ ðóõ òië òà iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ,
âiäìiííîþ âiä øâèäêîñòi ñâiòëà.

Ó ïiäðîçäiëi 3.10 äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi îäíîñòàéíî-
ïîñòóïàëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó ó âåêòîðíèõ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòè-
êàõ. Çîêðåìà, âñòàíîâëåíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó îäíîñòàéíî¨
ïîñòóïàëüíîñòi îäíi¹¨ ñèñòåìè âiäëiêó âiäíîñíî iíøî¨ ó âåêòîðíié
óíiâåðñàëüíié êiíåìàòèöi.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ îïåðàòî-
ðiâ ç îáìåæåíèì ïðîåêöiéíèì ñëiäîì íàä çàäàíèì ãiëüáåðòîâèì ïðî-
ñòîðîì i äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi öüîãî ïðîñòîðó. Ó ïiäðîçäiëi 4.1
çðîáëåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìàòèêîþ ðîçäiëó, òà ñôîðìóëüîâàíî
ìåòó äîñëiäæåíü, ðîçìiùåíèõ â ðîçäiëi.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ââåäåíî ïîíÿòòÿ àáñòðàêòíîãî òðàíñëÿöiéíî iíâà-
ðiàíòíîãî îïåðàòîðà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði òà äîâåäåíî, ùî çâè-
÷àéíèé ñëiä âiä òðàíñëÿöiéíî iíâàðiàíòíèõ îïåðàòîðiâ â çàãàëüíîìó
âèïàäêó ðîçáiæíèé. Äàëi ââîäèòüñÿ àíàëîã ñëiäó äëÿ òàêèõ îïåðàòî-
ðiâ � óçàãàëüíåíèé ïðîåêöiéíèé ñëiä. Ïðè öüîìó áóäó¹òüñÿ ëiíiéíèé
íîðìîâàíèé ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ ç îáìåæåíèì
ïðîåêöiéíèì ñëiäîì i äîâîäèòüñÿ éîãî íåïîâíîòà. Â çâ'ÿçêó ç öèì ñòà-
âèòüñÿ çàäà÷à îïèñó ïîïîâíåííÿ çàçíà÷åíîãî ïðîñòîðó ç òåîðåòèêî-
îïåðàòîðíî¨ òî÷êè çîðó.

Â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi 4.3, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä îñíàùåíèõ
ïðîñòîðiâ, ðîçâèíóòèé â ïðàöÿõ àêàäåìiêà Þ.Ì. Áåðåçàíñüêîãî òà
éîãî ó÷íiâ, áóäó¹òüñÿ ïîâíèé ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ ç
îáìåæåíèì ïðîåêöiéíèì ñëiäîì òà âèçíà÷à¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ïðîåêöié-
íîãî ñëiäó äëÿ òàêèõ óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ.
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Ó ïiäðîçäiëi 4.4. äîâîäèòüñÿ, ùî ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ
ç îáìåæåíèì ïðîåêöiéíèì ñëiäîì ìîæíà âêëàñòè â áiëüø øèðîêèé
áàíàõîâèé ïðîñòið ïñåâäîîïåðàòîðiâ ç îáìåæåíèì ïðîåêöiéíèì ñëi-
äîì i âèçíà÷èòè íà öüîìó áiëüø øèðîêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði äåÿêi
âàæëèâi ãðóïè îïåðàòîðiâ, ïîâ'ÿçàíi ç îïèñîì åâîëþöi¨ áàãàòî÷àñòèí-
êîâèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî ðîçðîáöi íîâîãî ìàòåìàòè÷íîãî
àïàðàòó, ïðèçíà÷åíîãî äëÿ ìîäåëþâàííÿ åâîëþöi¨ ñêëàäíèõ ñèñòåì i
ôîðìàëiçàöi¨ ôiçè÷íèõ òåîðié. Öåé àïàðàò áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ ìiíëè-
âèõ ìíîæèí òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Îñíîâíi
ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì:

� Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi áàçîâèõ ìiíëèâèõ òà ìiíëèâèõ ìíî-
æèí. Âñòàíîâëåíî, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòî-
ðié ïîðîäæó¹ ïåâíó áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó i ùî äîâiëüíà áà-
çîâà ìiíëèâà ìíîæèíà ìîæå áóòè ïîðîäæåíà ñèñòåìîþ àáñòðà-
êòíèõ òðà¹êòîðié, óòâîðåíîþ ¨¨ ëiíiÿìè äîëi.

� Ââåäåíî àíàëîãè òåîðåòèêî-ìíîæèííîãî âiäíîøåííÿ âêëþ÷åí-
íÿ é òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ äëÿ áàçîâèõ ìií-
ëèâèõ ìíîæèí (îïåðàöiþ åâîëþöiéíîãî îá'¹äíàííÿ). Äîâåäåíî,
ùî îïåðàöiÿ åâîëþöiéíîãî îá'¹äíàííÿ ìà¹ áàãàòî âëàñòèâîñòåé,
ñõîæèõ íà âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ çâè÷àé-
íèõ ìíîæèí.

� Ââåäåíî êëàñèôiêàöiþ âèäèìîñòi ñèñòåì âiäëiêó â ìiíëèâèõ
ìíîæèíàõ. Äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ ìíîæèíà ñèñòåì âiä-
ëiêó ìiíëèâî¨ ìíîæèíè ìîæå ðîçïàäàòèñü íà êëàñè âèäèìîñòi,
ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i áóäü-ÿêèé êëàñ âèäèìîñòi ¹ öië-
êîì íåâèäèìèì iç iíøèõ êëàñiâ âèäèìîñòi.

� Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ÷iòêî âèäèìèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí, âñi êîìïî-
íåíòè ÿêèõ ¹ öiëêîì âèäèìèìè â êîæíié ñèñòåìi âiäëiêó, i äîâå-
äåíî, ùî â òàêèõ ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ âiäîáðàæåííÿ óíiôiêàöi¨
ïîðîäæóþòüñÿ ái¹êòèâíèìè âiäîáðàæåííÿìè ìiæ ìíîæèíàìè
åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ âiäïîâiäíèõ ñèñòåì âiäëiêó.

� Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi êiíåìàòè÷íèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí (êiíå-
ìàòè÷íèõ ìíîæèí), òîáòî ìiíëèâèõ ìíîæèí, îñíàùåíèõ ðiçíî-
ìàíiòíèìè ãåîìåòðè÷íèìè é òîïîëîãi÷íèìè ñòðóêòóðàìè. Òà-
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êi ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè ìîæóòü âèÿâèòèñü êîðèñíèìè äëÿ ìî-
äåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ òà ií. ïðîöåñiâ, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ â ðàì-
êàõ ïåâíîãî ïðîñòîðîâîãî îòî÷åííÿ i âêëþ÷àþòü â ñåáå ðóõ òië
ó ïðîñòîði, à òàêîæ ìîæóòü áóòè öiêàâèìè äëÿ àñòðîôiçèêè,
îñêiëüêè iñíó¹ ïðèïóùåííÿ, ùî ó âåëèêèõ ìàñøòàáàõ Âñåñâi-
òó çàêîíè ôiçèêè (çîêðåìà, çàêîíè êiíåìàòèêè) ìîæóòü áóòè
âiäìiííèìè âiä òèõ, ÿêi äiþòü â îêîëi íàøî¨ ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè.

� Äîâåäåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ óíiâåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êî-
îðäèíàò ó êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèíàõ.

� Ïîáóäîâàíi é äîñëiäæåíi êîíêðåòíi êiíåìàòè÷íi ìiíëèâi ìíî-
æèíè, ÿêi âèíèêàþòü ó ñïåöiàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi, à òàêîæ
ó ¨¨ òàõiîííîìó ðîçøèðåííi. Äëÿ íèõ äîâåäåíî iñíóâàííÿ óíi-
âåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Äîâåäåíî, ùî êiíåìàòè-
÷íi ìiíëèâi ìíîæèíè, â ÿêèõ äîçâîëÿ¹òüñÿ ÷àñòèíêîâî-çàëåæíà
øâèäêiñòü ñâiòëà, íå äîïóñêàþòü óíiâåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò.

� Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, òîáòî êiíå-
ìàòè÷íèõ ìíîæèí iç çàäàíèì óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êî-
îðäèíàò. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, ÿêi ¹
ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèìè ìîäåëÿìè åâîëþöi¨ ôiçè÷íèõ ñèñòåì â
ðàìêàõ êiíåìàòèêè Ëîðåíöà-Ïóàíêàðå ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiä-
íîñíîñòi, òà ¨¨ òàõiîíîâèõ ðîçøèðåíü â ðîçóìiííi Ðåêàìi, Îëü-
õîâñüêîãî é Ãîëüäîíi, à òàêîæ Õàññàíi.

� Ââåäåíî ïîíÿòòÿ åâîëþöiéíîãî ðîçøèðåííÿ òà îïåðàöiþ åâîëþ-
öiéíîãî îá'¹äíàííÿ äëÿ êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí òà óíiâåðñàëüíèõ
êiíåìàòèê. Äîâåäåíî òåîðåìó òåîðåìó ïðî åâîëþöiéíå ðîçøè-
ðåííÿ. Î÷iêó¹òüñÿ, ùî äîâåäåíà òåîðåìà äàñòü çìîãó àêñiîìà-
òè÷íî ñôîðìóëþâàòè îñíîâè ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi â
ðàìêàõ òåîði¨ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê. � ñïîäiâàííÿ, ùî òàêà
àêñiîìàòèêà âèÿâèòüñÿ áiëüø ïðèðîäíîþ ç ôiçè÷íî¨ òà iíòó¨-
òèâíî¨ òî÷êè çîðó, â ïîðiâíÿííi ç iñíóþ÷èìè ìàòåìàòè÷íèìè
àêñiîìàòèçàöiÿìè òåîði¨ âiäíîñíîñòi.

� Ìåòîäàìè òåîði¨ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê äîñëiäæåíî ïèòàííÿ
ïðî iñíóâàííÿ �÷àñîâèõ ïàðàäîêñiâ� ïðè ïåðåâèùåííi øâèäêî-
ñòi ñâiòëà. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi îçíàêè óìîâíî¨ ÷àñîçâîðîòíî-
ñòi òà áåçóìîâíî¨ ÷àñîíåçâîðîòíîñòi äëÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìà-
òèê. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî íåïîâåðíåííÿ, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî
ÿêùî ïåðåõiä ïðèíàéìíi ç îäíi¹¨ ñèñòåìè âiäëiêó äî êîæíî¨ ií-
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øî¨ çáåðiãà¹ íàïðÿìîê ÷àñó â óñiõ ïðîöåñàõ, òî óíiâåðñàëüíà
êiíåìàòèêà ¹ ÷àñîíåçâîðîòíîþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàçíà÷åíi ðå-
çóëüòàòè äîâåäåíî iñíóâàííÿ ÷àñîíåçâîðîòíèõ òàõiîíîâèõ êiíå-
ìàòèê â ñåíñi Å. Ðåêàìi, Â. Îëüõîâñüêîãî òà Ð. Ãîëäîíi, â ÿêèõ
äîçâîëÿ¹òüñÿ ðóõ òië òà iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó ç äîâiëüíîþ
øâèäêiñòþ, âiäìiííîþ âiä øâèäêîñòi ñâiòëà.

� Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíèõ ñèñòåì âiä-
ëiêó ó âåêòîðíèõ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèêàõ. Òàêi ñèñòåìè âiä-
ëiêó ¹ âàæëèâèìè ç òåîðåòè÷íî¨ òî÷êè çîðó òîìó, ùî ó âèïàäêó
îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ìîæíà äàòè ÷iòêå é îäíîçíà÷íå
îçíà÷åííÿ ïåðåìiùåííÿ, à îòæå i ñåðåäíüî¨ òà ìèòò¹âî¨ øâèä-
êîñòi ñèñòåìè âiäëiêó. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìî-
âó îäíîñòàéíî¨ ïîñòóïàëüíîñòi îäíi¹¨ ñèñòåìè âiäëiêó âiäíîñíî
iíøî¨. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê îäíîñòàéíî¨ ïîñòóïàëüíîñòi iç ÷àñî-
çíàêîâèçíà÷åííiñòþ, òîáòî ç ìîíîòîííiñòþ ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó.

� Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ, ðîçâèíóòèé â
ïðàöÿõ àêàäåìiêà Þ.Ì. Áåðåçàíñüêîãî i éîãî ó÷íiâ, ïîáóäîâà-
íî ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ ç îáìåæåíèì ïðî¹êöiéíèì
ñëiäîì íàä çàäàíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì i âñòàíîâëåíî éîãî
âëàñòèâîñòi.

� Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ïðî¹êöiéíîãî ñëiäó äëÿ äîâiëüíîãî óçàãàëü-
íåíîãî îïåðàòîðà ç îáìåæåíèì ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì íàä çàäà-
íèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðîñòið óçàãàëü-
íåíèõ îïåðàòîðiâ ç îáìåæåíèì ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì âêëàäà¹-
òüñÿ â áiëüø øèðîêèé áàíàõîâèé ïðîñòið ïñåâäîîïåðàòîðiâ, íàä
ÿêèì ìîæíà ïîáóäóâàòè ãðóïó óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ, ïîâ'ÿçàíó
ç îïèñîì åâîëþöi¨ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

Â ìàéáóòíüîìó ðîçïî÷àòi â äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåííÿ ìîæíà ðîçâèâàòè
â òàêèõ íàïðÿìêàõ:

� Ïîáóäîâà àáñòðàêòíèõ êiíåìàòèê äëÿ iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëi-
êó. (Â ðàìêàõ öüîãî íàïðÿìêó ðîçïî÷àòî ëèøå ïåðøèé åòàï �
äîñëiäæåííÿ îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó.)

� Ïîáóäîâà àáñòðàêòíî¨ ïðîöåäóðè ïðîäîâæåííÿ êiíåìàòèêè ç
iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó íà äîâiëüíi. Çà àíàëîãi¹þ ç òåîði¹þ
ìiðè (êîëè ìiðó ñïî÷àòêó çàäàþòü íà ïðîñòiøèõ ìàòåìàòè÷íèõ
îá'¹êòàõ � êiëüöÿõ ÷è íàïiâêiëüöÿõ ìíîæèí, à ïîòiì ïðîäîâæó-
þòü íà ñêëàäíiøi ñèñòåìè ìíîæèí � σ-àëãåáðè) ìîæíà ïðèïó-
ñòèòè, ùî êiíåìàòèêó çðó÷íî ñïî÷àòêó çàäàâàòè äëÿ iíåðöiéíèõ
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ñèñòåì âiäëiêó, à ïîòiì ìà¹ iñíóâàòè ÿêàñü ñòàíäàðòíà ïðîöå-
äóðà ïðîäîâæåííÿ êiíåìàòèêè íà äîâiëüíi ñèñòåìè âiäëiêó. Â
ðåçóëüòàòi òàêî¨ ïðîöåäóðè âèõiäíà óíiâåðñàëüíà êiíåìàòèêà F ,
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç ïîïàðíî iíåðöiéíî ñïîðiäíåíèõ ñèñòåì
âiäëiêó, ìà¹ âêëàñòèñü â ÿêåñü �ââiçóàëüíå ðîçøèðåííÿ� F̃ êi-
íåìàòèêè F ç áiëüøîþ ìíîæèíîþ ñèñòåì âiäëiêó. Âðàõîâóþ-
÷è ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ ãîðèçîíòó âèäèìîñòi â íåiíåðöiéíèõ
ðåëÿòèâiñòñüêèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó, äëÿ ïîáóäîâè òàêîãî ââiçó-
àëüíîãî ðîçøèðåííÿ äîâåäåòüñÿ âèéòè çà ìåæi ïîíÿòòÿ óíiâåð-
ñàëüíî¨ êiíåìàòèêè (â ÿêié, çà îçíà÷åííÿì, âèêîííàíà óìîâà
÷iòêî¨ âèäèìîñòi) i ââåñòè ÿêåñü çàãàëüíiøå ïîíÿòòÿ.

� Ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ �åâîëþöiéíî¨ ãðàíèöi� óíiâåðñàëüíèõ êiíå-
ìàòèê. Ôîðìàëiçàöiÿ ïåðåõîäó âiä îïèñó åâîëþöi¨ äèñêðåòíî-
òî÷êîâèõ (êëàñè÷íèõ òà ðåëÿòèâiñòñüêèõ) ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì
äî îïèñó åâîëþöi¨ äîâiëüíèõ (òîáòî íåïåðåðâíèõ i äèñêðåòíî-
íåïåðåðâíèõ) ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì. Â iñíóþ÷èõ íà äàíèé ÷àñ
ðîáîòàõ, ïîâ'ÿçàíèõ iç øîñòîþ ïðîáëåìîþ Ãiëüáåðòà, ìîæíà
çíàéòè äîñèòü ïðîñòi i ïðèðîäíi ñèñòåìè àêñiîì äëÿ ôîðìà-
ëiçàöi¨ îïèñó çàêîíiâ äèíàìiêè êëàñè÷íèõ òà ðåëÿòèâiñòñüêèõ
äèñêðåòíî-òî÷êîâèõ ñèñòåì. Êîëè æ ïåðåõîäèòè äî íåïåðåðâ-
íèõ òà äèñêðåòíî-íåïåðâíèõ ñèñòåì, òî àêñiîìè â iñíóþ÷èõ íà
äàíèé ÷àñ ðîáîòàõ ïðèéìàþòü äîñèòü ãðîìiçäêèé âèãëÿä, çà-
ñòîñîâóþ÷è ìàòåìàòè÷íi êîíñòðóêöi¨, íåïðèðîäíi äëÿ àêñiîìà-
òè÷íèõ òåîðié. Òîìó îñíîâíà iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äîñòàòíüî
ñôîðìóëþâàòè çàêîíè äèíàìiêè ëèøå äëÿ äèñêðåòíî-òî÷êîâèõ
ñèñòåì, à íà iíøi ñèñòåìè öi çàêîíè ïîøèðèòè çà äîïîìîãîþ
ïåâíî¨ (ïðèðîäíî¨ äëÿ ôiçèêè, àëå ïîêè-ùî ìàòåìàòè÷íî íå ïî-
áóäîâàíî¨) ïðîöåäóðè �åâîëþöiéíî¨ ãðàíèöi�, êîëè ìè âèõiäíó
ñèñòåìó ïîäóìêè ðîçáèâà¹ìî íà ìàëåíüêi äiëÿíêè i çàìiíþ¹ìî
öi äiëÿíêè íà ìàòåðiàëüíi òî÷êè, àïðîêñèìóþ÷è âèõiäíó ñèñòå-
ìó äèñêðåòíî-òî÷êîâîþ.
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Â ðîáîòi äàíî ñòðîãå îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè i äî-
ñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ìiíëèâèõ ìíîæèí. Âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ ñèñòå-
ìè àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié i äîâåäåíî, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà àáñòðà-
êòíèõ òðà¹êòîðié ïîðîäæó¹ ïåâíó áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó. Âñòà-
íîâëåíî, ùî äîâiëüíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà ìîæå áóòè ïîðîäæå-
íà ñèñòåìîþ àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié, ÿêi óòâîðåíi ìàêñèìàëüíèìè
ëàíöþãàìè íà ìíîæèíi ¨¨ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ. Ââåäåíî êëà-
ñèôiêàöiþ âèäèìîñòi ñèñòåì âiäëiêó â ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ. Äîâåäåíî,
ùî çà ïåâíèõ óìîâ ìíîæèíà ñèñòåì âiäëiêó ìiíëèâî¨ ìíîæèíè ìî-
æå ðîçïàäàòèñü íà êëàñè âèäèìîñòi, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ
i áóäü-ÿêèé êëàñ âèäèìîñòi ¹ öiëêîì íåâèäèìèì ç iíøèõ êëàñiâ âè-
äèìîñòi. Äîâåäåíî, ùî â ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ, óñi êîìïîíåíòè ÿêèõ
¹ öiëêîì âèäèìèìè â êîæíié ñèñòåìi âiäëiêó, âiäîáðàæåííÿ óíiôi-
êàöi¨ ïîðîäæóþòüñÿ ái¹êòèâíèìè âiäîáðàæåííÿìè ìiæ ìíîæèíàìè
åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ âiäïîâiäíèõ ñèñòåì âiäëiêó.

Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí, òîáòî ìiíëèâèõ
ìíîæèí, îñíàùåíèõ ðiçíîìàíiòíèìè ãåîìåòðè÷íèìè é òîïîëîãi÷íè-
ìè ñòðóêòóðàìè. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ðåàëüíîãî òà óíiâåðñàëüíîãî ïåðå-
òâîðåííÿ êîîðäèíàò ìiæ ñèñòåìàìè âiäëiêó ó êiíåìàòè÷íèõ ìíîæè-
íàõ. Äîâåäåíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ îçíàêó iñíóâàííÿ óíiâåðñàëüíî-
ãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíèõ
êiíåìàòèê, òîáòî êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí iç çàäàíèì óíiâåðñàëüíèì
ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè óíiâåðñàëüíèõ êi-
íåìàòèê, ÿêi ¹ ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèìè ìîäåëÿìè åâîëþöi¨ ôiçè÷íèõ
ñèñòåì â ðàìêàõ êiíåìàòèêè Ëîðåíöà-Ïóàíêàðå òà ¨¨ òàõiîíîâèõ ðîç-
øèðåíü, à òàêîæ ïîáóäîâàíî íåòðèâiàëüíèé êëàñ êiíåìàòè÷íèõ ìíî-
æèí, ÿêi íå äîïóñêàþòü óíiâåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Ââåäåíî àíàëîãè òåîðåòèêî-ìíîæèííîãî âiäíîøåííÿ âêëþ÷åííÿ
òà îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ äëÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí, êiíåìàòè÷íèõ
ìíîæèí òà óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê. Äîâåäåíî, ùî îïåðàöiÿ åâîëþ-
öiéíîãî îá'¹äíàííÿ ìà¹ áàãàòî âëàñòèâîñòåé, ñõîæèõ iç îïåðàöi¹þ
îá'¹äíàííÿ çâè÷àéíèõ ìíîæèí. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî åâîëþöiéíå
ðîçøèðåííÿ äëÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê. Î÷iêó¹òüñÿ, ùî äîâåäåíà
òåîðåìà äàñòü çìîãó ñòâîðèòè àêñiîìàòèêó ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíî-
ñíîñòi, áiëüø ïðèðîäíó ç iíòó¨òèâíîãî ïîãëÿäó, ïîðiâíÿíî ç iñíóþ÷è-
ìè ìàòåìàòè÷íèìè àêñiîìàòèçàöiÿìè öi¹¨ òåîði¨.

Ìåòîäàìè òåîði¨ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê äîñëiäæåíî ïèòàííÿ
ïðî ïîðóøåííÿ ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòi, ïîâ'ÿçàíå ç ãiïîòåçîþ ïðî
iñíóâàííÿ ìàòåðiàëüíèõ îá'¹êòiâ òà iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó, ùî
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ðóõàþòüñÿ çi øâèäêiñòþ, áiëüøîþ çà øâèäêiñòü ñâiòëà. Âñòàíîâëåíî
äîñòàòíi îçíàêè óìîâíî¨ ÷àñîçâîðîòíîñòi òà áåçóìîâíî¨ ÷àñîíåçâîðî-
òíîñòi. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè áåçóìîâíî ÷àñîíåçâîðîòíèõ òàõiîíîâèõ
óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê íà áàçi óçàãàëüíåíèõ ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà
â ñåíñi Å. Ðåêàìi, Â. Îëüõîâñüêîãî òà Ð. Ãîëäîíi, â ÿêèõ äîçâîëÿ¹òüñÿ
ðóõ ìàòåðiàëüíèõ îá'¹êòiâ òà iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó ç äîâiëüíîþ
øâèäêiñòþ, âiäìiííîþ âiä øâèäêîñòi ñâiòëà.

Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíèõ ñèñòåì âiäëi-
êó ó âåêòîðíèõ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèêàõ. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíó
i äîñòàòíþ óìîâó îäíîñòàéíî¨ ïîñòóïàëüíîñòi îäíi¹¨ ñèñòåìè âiäëiêó
âiäíîñíî iíøî¨ ó âåêòîðíié óíiâåðñàëüíié êiíåìàòèöi.

Ïîáóäîâàíî ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ ç îáìåæåíèì ïðî¹-
êöiéíèì ñëiäîì íàä çàäàíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì i âñòàíîâëåíî
éîãî âëàñòèâîñòi. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ïðî¹êöiéíîãî ñëiäó äëÿ äîâiëü-
íîãî óçàãàëüíåíîãî îïåðàòîðà ç îáìåæåíèì ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì íàä
çàäàíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðîñòið óçàãàëü-
íåíèõ îïåðàòîðiâ ç îáìåæåíèì ïðî¹êöiéíèì ñëiäîì âêëàäà¹òüñÿ â
øèðøèé áàíàõîâèé ïðîñòið ïñåâäîîïåðàòîðiâ. Íàä ïðîñòîðîì ïñåâ-
äîîïåðàòîðiâ ïîáóäîâàíî ãðóïó óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ, ïîâ'ÿçàíó ç
îïèñîì åâîëþöi¨ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.
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The thesis, is devoted to the development of new mathematical
apparatus intended for mathematical formalization of some physical
theories (�rst of all � relativistic kinematics) as well as for mathemati-
cal simulation of the evolution of complex systems (in particular many-
particle systems). The main, basic, notion of this apparatus is the noti-
on of changeable set, that is the set of elements, which can evolve, and,
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which can change their evolution picture in dependence of the way of
observation (that is the reference frame).

In the paper the rigorous de�nition of changeable set notion is gi-
ven and properties of changeable sets are investigated. The notion of
system of abstract trajectories is de�ned and it is proven that every
system of abstract trajectories generates some base changeable set. It
is established that arbitrary base changeable set can be generated by
the system of abstract trajectories, which are created by maximal chains
on the set of its elementary-time states. The classi�cation of visibility
of reference frames in changeable sets is introduced. It is proven that,
under some conditions, the set of all reference frames of changeable set
can be decomposed into the visibility classes, which are pairwise disjoint
and, moreover, every visibility class is fully invisible from each another
class. It is proven that in changeable sets, all components of which are
completely visible in each reference frame, the uni�cation mappings are
generated by bijective mappings between the sets of elementary-time
states of the corresponding reference frames.

The properties of kinematic sets are investigated, where kinematic
sets are changeable sets, equipped by di�erent geometrical or topologi-
cal structures. The notions of actual and universal coordinate transform
between reference frames of kinematic sets are de�ned. The necessary
and su�cient condition of existence of universal coordinate transform
is proven. The properties of universal kinematics (that is kinematic
sets with given universal coordinate transform) are investigated. The
examples of universal kinematics, representing mathematically strict
models of evolution of physical systems in the framework of Lorentz-
Poincare kinematics as well as its tachyon extensions are constructed.
Also it is constructed the non-trivial class of kinematic sets, which do
not allow universal coordinate transform.

The analogues of set-theoretic inclusion relation and set-theoretic
operation of union are introduced for base changeable sets, kinematic sets
and universal kinematics. It is proven that the evolution union operation
has many properties similar with the properties of the union operation
for ordinary sets. Theorem on evolutional extension for universal ki-
nematics is proven. It is expected that this theorem will make it possible
to create axiomatics of the special relativity theory, more natural from
the physical and intuitive point of view, in comparison with the existing
mathematical axiomatizations of this theory.

Using the methods of the theory of universal kinematics, it is investi-
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gated the question of violations of causality principle, connected with
the hypothesis on the existence of material objects and inertial reference
frames moving at speeds greater than the speed of light. The su�cient
conditions of certainly time irreversibility and conditionally time reversi-
bility are established. The examples of certainly time irreversible tachyon
universal kinematics were constructed based on the generalized Lorentz
transforms in the sense of E.Recami, V. Olkhovsky and R. Goldoni. In
these kinematics it is allowed the motion with any velocity, di�erent from
the velocity of light for material objects and inertial reference frames.

The properties of self-consistently translational reference frames in
vector universal kinematics were investigated. The necessary and su�ci-
ent condition of self-consistently translationality of one reference frame
relatively to another is established for vector universal kinematics.

The space of generalized operators with bounded projection trace
over given Hilbert space is constructed and the properties of this space
are investigated. The existence of projection trace for arbitrary generali-
zed operator with bounded projection trace is proven. It is established
that the space of generalized operators with bounded projection trace can
be embedded into more wide space of pseudo-operators. Over the space of
pseudo-operators it is constructed the group of unitary operators related
to the description of the evolution of many-particle quantum systems.

Key words: movement, evolution, time, sixth Hilbert's problem,
changeable sets, relativistic kinematics, inertial reference frames,
tachyons, violation of the principle of causality, irreversibility of time, si-
mulation of the evolution of multiparticle systems, translation-invariant
operators, generalized operators, projection trace.
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