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АНОТАЦIЯ

Мороз М. П. Функцiї з фрактальними властивостями, пов’язанi з пред-

ставленнями чисел рядами Енгеля та Остроградського–Серпiнського–Пiр-

са. —Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 —Математика. — Iнститут математики НАН України, Київ,

2023.

Дисертацiйне дослiдження виконане на межi конструктивної теорiї фун-

кцiй з локально складною структурою та фрактальними властивостями,

теорiї кодування дiйсних чисел засобами нескiнченного алфавiту, метри-

чної та ймовiрнiсної теорiї чисел, i частково торкається теорiї динамiчних

систем. Воно присвячене спецiальним функцiям, що визначенi в термi-

нах представлення дiйсних чисел рядами Остроградського–Серпiнського–

Пiрса, Енгеля, а також рядами Перрона, що є узагальненням рядiв Енгеля,

Люрота, Сильвестера. Важливою складовою роботи є цiлiсна теорiя коду-

вання дiйсних чисел засобами нескiнченного алфавiту, що ґрунтується на

розкладах чисел в ряди Перрона. Метрична теорiя динамiчних систем у ро-

ботi представлена розв’язком аналогу задачi Гауса–Кузьмiна (яка стосува-

лась елементарних ланцюгових дробiв) для рiзницевих зображень чисел

рядами Енгеля та Перрона.

Дана робота є продовженням дослiджень рiзних систем кодування дiй-

сних чисел засобами нескiнченного алфавiту i об’єктiв, з ними пов’язаних,

якi здiйснювали:

1) Gauss C.F., Кузьмiн Р.О., Хiнчин А.Я. (елементарнi ланцюговi дро-

би);
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2) Працьовитий М.В., Лещинський О.Л., Торбiн Г.М., Нiкiфоров Р.О.

(𝑄∞-зображення);

3) Erdős P., Rényi A., Galambos J., Knopfmacher A., Knopfmacher J.,

Працьовитий М.В., Гетьман Б.I., Барановський О.М. (ряди Енгеля);

4) Остроградський М.В., Sierpiński W., Pierce T.A., Shallit J.O., Пра-

цьовитий М.В., Барановський О.М., Торбiн Г.М. (ряди Остроградсь-

кого–Серпiнського–Пiрса);

5) Lüroth J., Жихарєва Ю.I., Хворостiна Ю.В. (додатнi та знакозмiннi

ряди Люрота);

6) Sylvester J.J., Erdős P., Rényi A. (ряди Сильвестера);

7) Perron O. (ряди Перрона).

Традицiйними для систем кодування (зображень) чисел є питання про:

1) iснування та єдинiсть зображення;

2) тополого-метричнi властивостi цилiндричних множин;

3) асимптотичнi частоти цифр зображення;

4) нормальнi властивостi зображень;

5) тополого-метричну структуру множин з умовами на вживання цифр

у зображеннях;

6) властивостi динамiчної системи, породженої оператором лiвосто-

роннього зсуву цифр зображення.

Дисертацiя складається з анотацiї українською та англiйською мова-

ми, перелiку скорочень та умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, що

розбитi на пiдроздiли, висновкiв до роздiлiв та загальних висновкiв, спи-

ску використаних джерел та одного додатку, що мiстить список публiкацiй

автора та вiдомостi про апробацiю результатiв дослiдження.

Основними об’єктами дослiдження є: проєктори одного зображення в iн-

ше; випадковi величини, пов’язанi з рядами Остроградського–Серпiнсько-

го–Пiрса та Енгеля; перетворення простору зображень; динамiчнi системи,

породженi операторами лiвостороннього зсуву цифр зображень чисел.
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Перший роздiл має оглядовий характер. У ньому розглянуто основи

тополого-метричних теорiй представлення та зображення дiйсних чисел

рядами Остроградського–Серпiнського–Пiрса (𝑂-зображення), Енгеля (𝐸-

зображення), Люрота, Сильвестера, елементарними ланцюговими дробами

тощо. Здiйснено огляд результатiв, що стосуються даних систем представ-

лень чисел, зокрема властивостей зображень чисел, що виконуються для

майже всiх чисел в розумiннi мiри Лебега (нормальних властивостей чи-

сел). Також наведено концептуально важливi для даної роботи факти з те-

орiї нескiнченних добуткiв, теорiї функцiй дiйсної змiнної, теорiї ймовiрно-

стей та iн.

Другий роздiл присвячений функцiям зi складною локальною структу-

рою, що визначенi в термiнах зображення дiйсних чисел рядами Енгеля

та Остроградського–Серпiнського–Пiрса. У пiдроздiлi 2.1 розглянуто про-

єктор 𝑂-зображення в 𝐸-зображення — функцiю 𝑓 : (0; 1)∖Q → (0; 1] таку,

що 𝑂-зображення аргумента 𝑥 рiвне 𝐸-зображенню значення функцiї 𝑓(𝑥),

тобто

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ𝑂
𝑞1𝑞2...

) = Δ𝐸
𝑞1𝑞2...

.

Встановлено, що проєктор нiде не монотонний, має неусувнi розриви пер-

шого роду у рацiональних точках та неперервний у iррацiональних точках,

а також є майже скрiзь недиференцiйовним по множинi iррацiональних

чисел. Вивчено множину значень проєктора та знайдено функцiю розпо-

дiлу його значень. Пiдроздiли 2.2 та 2.3 присвяченi функцiям, що визна-

ченi за допомогою функцiональних рядiв, в яких фiгурують вiдповiдно

цифри 𝑂-зображення та 𝐸-зображення аргументу. Цi функцiї є узагаль-

неннями функцiї, яку розглядав J.O. Shallit для рядiв Остроградського–

Серпiнського–Пiрса. У цих пiдроздiлах встановлено вимiрнiсть цих фун-

кцiй, вивчено структуру множини розбiжностi вiдповiдних функцiональ-

них рядiв, зокрема доведено, що вона є континуальною всюди щiльною
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множиною нульової мiри Лебега. Також обчислено математичнi сподiван-

ня та дисперсiї розподiлiв значень цих функцiй. У пiдроздiлi 2.4 розглянуто

оператор лiвостороннього зсуву цифр 𝜔 рiзницевого представлення чисел

рядами Енгеля. Для нього розв’язано задачу, що є аналогом класичної за-

дачi Гауса–Кузьмiна для елементарних ланцюгових дробiв, а саме для по-

слiдовностi множин 𝐸𝑛(𝑎) = {𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1), 𝜔𝑛(𝑥) < 𝑎}, де 𝑎 — фiксований

параметр з (0; 1], доведено, що lim
𝑛→∞

𝜆(𝐸𝑛(𝑎)) = 1, де 𝜆 — мiра Лебега.

Третiй роздiл присвячений представленню та зображенню дiйсних чи-

сел з (0; 1] рядами Перрона:
∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1)𝑝1(𝑝2 − 1)𝑝2 · · · (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛𝑝𝑛+1

,

де (𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть натуральних чисел, (𝑝𝑛)

∞
𝑛=1 — послi-

довнiсть натуральних чисел така, що 𝑝𝑛 ⩾ 𝑟𝑛−1 + 1 для кожного 𝑛 ∈ N.

Ряд Перрона є:

1) рядом Енгеля при 𝑟𝑛 = 𝑝𝑛 − 1, 𝑟0 = 1;

2) модифiкованим рядом Енгеля при 𝑟𝑛 = 𝑝𝑛, 𝑟0 = 1;

3) рядом Люрота при 𝑟𝑛 ≡ 1, 𝑟0 = 1;

4) рядом Сильвестера при 𝑟𝑛 = (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛, 𝑟0 = 1.

Рiзницевою формою ряду Перрона називатимемо ряд:
∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑟0 + 𝑔1 − 1)(𝑟0 + 𝑔1) · · · (𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1)(𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛)(𝑟𝑛 + 𝑔𝑛+1)

,

де 𝑔𝑛 = 𝑝𝑛− 𝑟𝑛−1 та 𝑔𝑛 ∈ N. Основний результат цього роздiлу — тополого-

метрична теорiя представлення та зображення чисел рядами Перрона в

стандартнiй (𝑃 -зображення) та рiзницевiй (𝑃 -зображення) формах. У пiд-

роздiлах 3.2 та 3.3 на основi рядiв Перрона створено нескiнченнi класи 𝑃 та

𝑃 -зображень iз вiдносно простими тополого-метричними властивостями.

Зокрема обґрунтовано iснування та єдинiсть 𝑃 та 𝑃 -зображень для всiх

чисел з (0; 1], з’ясовано структуру цилiндричних множин та знайдено фор-

мули для обчислення їхньої мiри Лебега. Також визначено достатнi умови
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рацiональностi та iррацiональностi числа за його 𝑃 -зображенням. Важли-

вою частиною третього роздiлу є пiдроздiл 3.5, у якому знайдено нормальнi

властивостi рiзних пiдкласiв 𝑃 -зображень, тобто властивостi, якими воло-

дiють майже всiх числа з (0; 1] (в розумiннi мiри Лебега). Знайдено достатнi

умови, при яких для майже всiх чисел з (0; 1] iснують асимптотичнi часто-

ти кожної цифри їхнього 𝑃 -зображення i при цьому цi частоти рiвнi для

майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1]. Також цей пiдроздiл мiстить приклади конкретних 𝑃 -

зображень, до яких застосовано ранiше доведенi теореми та визначено їхнi

нормальнi властивостi. Пiдроздiл 3.4 присвячено функцiям, що визначенi в

термiнах 𝑃 -зображення — проєкторам одного 𝑃 -зображення в iнше та де-

яким перетворенням простору 𝑃 -зображень чисел. Цi функцiї вивчено на

предмет неперервностi, монотонностi, диференцiйовностi. Зокрема знайде-

но умови, за яких цi функцiї є сингулярними. У пiдроздiлi 3.6 розв’язано

аналог задачi Гауса–Кузьмiна для деяких пiдкласiв 𝑃 -зображень.

Ключовi слова: Ряд Енгеля, ряд Остроградського–Серпiнського–Пiрса,

ряд Перрона, ряд Люрота, ряд Сильвестера, задача Гауса–Кузьмiна, син-

гулярна функцiя, нiде не монотонна функцiя, нiде не диференцiйовна фун-

кцiя, сингулярний розподiл ймовiрностей, нормальна властивiсть чисел,

асимптотична частота цифри, оператор лiвостороннього зсуву цифр зо-

браження, проєктор одного зображення в iнше.
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ABSTRACT

Moroz M. P. Functions with fractal properties related to representations

of numbers by Engel and Ostrogradsky–Sierpinski–Pierce series. –– Qualifica-

tion scientific work in the form of manuscript.

Thesis for doctor of philosophy degree in speciality 111 ––Mathematics. ––

Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2023.

The thesis belongs to the field of constructive theory of real functions

with locally complicated structure and fractal properties, theory of encoding

of real numbers using an infinite alphabet, metric and probability theory of

numbers, and partly appertains to the theory of dynamical systems. It is

devoted to special functions defined in terms of representation of real num-

bers by Engel and Ostrogradsky–Sierpiński–Pierce series, as well as Perron

series, which is a generalization of Engel, Lüroth, and Sylvester series. An

important component of the thesis is a comprehensive theory of encoding of

real numbers using an infinite alphabet, which is based on the representation

of numbers by Perron series. The metric theory of dynamical systems in the

thesis is represented by the solution of an analogue of the Gauss–Kuzmin

problem (which concerned elementary continued fractions) for difference rep-

resentations of numbers by Engel and Perron series.

This work is a continuation of research into various coding systems of real

numbers using an infinite alphabet and objects related to them, which were

carried out by

1) Gauss C.F., Kuzmin R.O., Khinchin A.Ya. (elementary continued

fraction);

2) Pratsiovytyi M.V., Leshchynskyi O.L., Torbin G.M., Nikiforov R.O.
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(𝑄∞-representation);

3) Erdős P., Rényi A., Galambos J., Knopfmacher A., Knopfmacher J.,

Pratsiovytyi M.V., Hetman B.I., Baranovskyi O.M. (Engel series);

4) Ostrogradsky M.V., Sierpiński W., Pierce T.A., Shallit J.O., Prat-

siovytyi M.V., Baranovskyi O.M., Torbin G.M. (Ostrogradsky–Sier-

pinski–Pierce series);

5) Lüroth J., Zhykharyeva Yu.I., Khvorostina Yu.V. (positive and alter-

nating Lüroth series);

6) Sylvester J.J., Erdős P., Rényi A. (Sylvester series);

7) Perron O. (Perron series).

Traditional for systems of coding (representation) of numbers are ques-

tions about

1) the existence and unity of the representation;

2) the topological and metric properties of cylindrical set;

3) the asymptotic frequencies of digits;

4) the normal properties of representation;

5) the topological and metric structure of set with conditions for the use

of numbers in representation;

6) the properties of the dynamic system generated by the left-shift op-

erator of digits.

The thesis consists of the abstract in Ukrainian and in English, a list

of notations, introduction, three chapters, divided into sections, conclusions

for each chapter and general conclusions, bibliography, and one appendix

containing the list of publications and information on the approbation of the

research results.

The main objects of the research are projectors of one representation

into another representation, random variables associated with Ostrogradsky–

Sierpiński–Pierce and Engel series, transformation of space of representations,

dynamical systems generated by left-shift operators of digits.
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The first chapter is an overview. It examines the basics of topological-

metric theories of representation of real numbers by Ostrogradsky–Sierpiński–

Pierce (𝑂-representation), Engel (𝐸-representation), Lüroth, Sylvester series,

elementary continued fractions, etc. An overview is provided of the results

related to these systems of number representations, in particular the proper-

ties of number representations that hold for almost all numbers in the sense

of the Lebesgue measure (known as normal properties of numbers). Further-

more, this chapter presents conceptually significant facts derived from the

theory of infinite products, the theory of real functions, probability theory,

and other related fields.

The second chapter is devoted to functions with a complex local structure,

defined in terms of representations of real numbers by Engel and Ostrograd-

sky–Sierpiński–Pierce series. Subsection (2.1) considers the projector of 𝑂-

representation into 𝐸-representation — the function 𝑓 : (0; 1)∖Q → (0; 1] such

that 𝑂-representation of the argument 𝑥 is equal to 𝐸-representation of the

value of the function 𝑓(𝑥), i.e.

𝑓(𝑥) = 𝑓(Δ𝑂
𝑞1𝑞2...

) = Δ𝐸
𝑞1𝑞2...

.

It is established that the projector is nowhere monotonic function, has jump

discontinuity at rational points, but is continuous at irrational points and

almost everywhere non-differentiable at the set of irrational numbers. The

set of values of the projector was studied and the distribution function of

its values was found. Sections 2.2 and 2.3 are devoted to functions defined

by means of functional series, which contain the numbers 𝑂-representation

and 𝐸-representation of the argument, respectively. These functions are

generalizations of the function considered by J.O. Shallit for Ostrogradsky–

Sierpiński–Pierce series. It is established that these functions are measur-

able. The structure of the set on which these functional series diverge is

examined, specifically establishing that it is continual and everywhere dense
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set of Lebesgue measure zero. The expected value and variance of the value

distributions for these functions were also computed. Sections 2.4 deals with

the left-shift operator 𝜔 of the difference representation of numbers by Engel

series. The operator is utilized to solve a problem analogous to the classical

Gauss–Kuzmin problem for elementary continued fractions, namely for the

sequence of sets 𝐸𝑛(𝑎) = {𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1), 𝜔𝑛(𝑥) < 𝑎}, where 𝑎 ∈ (0; 1] is a fixed

parameter, it is proved that lim
𝑛→∞

𝜆(𝐸𝑛(𝑎)) = 1, where 𝜆 is Lebesgue measure.

The third chapter is devoted to the representation of real numbers from

(0; 1] by Perron series:

∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1)𝑝1(𝑝2 − 1)𝑝2 · · · (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛𝑝𝑛+1

,

where (𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 is any sequence of natural numbers, (𝑝𝑛)

∞
𝑛=1 is sequence of

natural numbers such that 𝑝𝑛 ⩾ 𝑟𝑛−1 + 1 for all 𝑛 ∈ N. Perron series is

1) Engel series if 𝑟𝑛 = 𝑝𝑛 − 1, 𝑟0 = 1;

2) modified Engel series if 𝑟𝑛 = 𝑝𝑛, 𝑟0 = 1;

3) Lüroth series if 𝑟𝑛 ≡ 1, 𝑟0 = 1;

4) Sylvester series if 𝑟𝑛 = (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛, 𝑟0 = 1.

The difference form of the Perron series is the series

∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑟0 + 𝑔1 − 1)(𝑟0 + 𝑔1) · · · (𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1)(𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛)(𝑟𝑛 + 𝑔𝑛+1)

,

where 𝑔𝑛 = 𝑝𝑛 − 𝑟𝑛−1 and 𝑔𝑛 ∈ N. The main result of this chapter is a

topological-metric theory of the representation of numbers by Perron series

in standard (𝑃 -representation ) and difference (𝑃 -representation) forms. In

sections 3.2 and 3.3, it is demonstrated how to construct an infinite class of

𝑃 and 𝑃 -representation based on Perron series, which have relatively simple

topological and metric properties. In particular, the existence and unique-

ness of 𝑃 and 𝑃 -representation for all numbers from (0; 1] were substanti-

ated, the structure of cylindrical sets was clarified, formulas for calculating
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of cylindrical sets Lebesgue measure were found. Sufficient conditions for

the rationality and irrationality of a number by its 𝑃 -representation are also

defined. An important part of the third chapter is section 3.5, in which

the normal properties of various subclasses of 𝑃 -representation are found,

namely the properties possessed by almost all numbers from (0; 1] (in the

sense of the Lebesgue measure). Sufficient conditions were also discovered

under which, for almost all numbers from (0; 1], there exist asymptotic fre-

quencies for each digit in their 𝑃 -representations, and these frequencies are

the same for almost all 𝑥 ∈ (0; 1]. Additionally, this section provides exam-

ples of specific 𝑃 -representations, to which previously established theorems

were applied, enabling the determination of their normal properties. Section

3.4 is dedicated to functions defined in terms of 𝑃 -representation. It explores

the projectors of 𝑃 -representation into another 𝑃 -representation, as well as

certain transformations within the space of 𝑃 -representations. These func-

tions were investigated for continuity, monotonicity, and differentiability. In

particular, the conditions under which these functions are singular have been

found. In subsection 3.6, an analogue of the Gauss-Kuzmin problem is solved

for some subclasses of 𝑃 -representations.

Key words : Engel series, Ostrogradsky–Sierpiński–Pierce series, Perron

series, Lüroth series, Sylvester series, Gauss–Kuzmin problem, singular func-

tion, nowhere monotonic function, nowhere differentiable function, singular

distribution, normal properties of numbers, asymptotic frequency of a digit,

left-shift operators of digits, projector of one representation into another rep-

resentation.
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ПЕРЕЛIК СКОРОЧЕНЬ I УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел

N0 — множина цiлих невiд’ємних чисел

Q — множина рацiональних чисел
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𝜆(𝑀) — мiра Лебега множини 𝑀

|𝐸| — дiаметр лiнiйної множини 𝐸, що є рiзницею

sup𝐸 − inf 𝐸

P(𝐴) — ймовiрнiсть подiї 𝐴

M𝜉 — математичне сподiвання випадкової вели-

чини 𝜉

D𝜉 — дисперсiя випадкової величини 𝜉

𝐻𝑛 — 𝑛-не гармонiчне число, рiвне сумi
𝑛∑︀

𝑘=1

1
𝑘

Δ𝑂
𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)...

— 𝑂-зображення числа 𝑥

Δ𝐸
𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥)...

— 𝐸-зображення числа 𝑥

Δ𝐸
𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑥)...

— 𝐸-зображення числа 𝑥 (рiзницева форма

𝐸-зображення)

Δ𝑃
𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥)...

— 𝑃 -зображення числа 𝑥

Δ𝑃
𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑥)...

— 𝑃 -зображення числа 𝑥 (рiзницева форма

𝑃 -зображення)

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

— 𝑂-цилiндр рангу 𝑚 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑚

Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

— 𝐸-цилiндр рангу 𝑚 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑚

Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑚

— 𝑃 -цилiндр рангу 𝑚 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑚

Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑚

— 𝑃 -цилiндр рангу 𝑚 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑚
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ВСТУП

Дисертацiйне дослiдження виконане на межi конструктивної теорiї фун-

кцiй з фрактальними властивостями, метричної теорiї чисел, теорiї кодува-

ння дiйсних чисел засобами нескiнченного алфавiту. Передусiм робота при-

свячена функцiям зi складною локальною структурою (нiде не монотоннi,

нiде не диференцiйовнi, сингулярнi тощо), що визначенi в термiнах пред-

ставлення дiйсних чисел рядами Енгеля та Остроградського–Серпiнського–

Пiрса. Окрему увагу придiлено представленню дiйсних чисел рядами Пер-

рона, що є узагальненням рядiв Енгеля, Люрота, Сильвестера, а також

його застосуванню для конструювання та дослiдження функцiй.

Обґрунтування вибору теми дослiдження. На сьогоднi iснує ба-

гато дослiджень, присвячених математичним об’єктам зi складною локаль-

ною структурою: фрактальним множинам, нiде не монотонним, нiде не ди-

ференцiйовним та сингулярним функцiям, сингулярним розподiлам ймо-

вiрностей, динамiчним системам з фрактальними атракторами. Одним iз

ефективних засобiв задання (конструювання) та вивчення таких об’єктiв є

рiзнi системи представлення чисел, наприклад у виглядi ряду, нескiнчен-

ного добутку, ланцюгового дробу тощо.

Якщо ряд (нескiнченний добуток, ланцюговий дрiб), яким представле-

но число 𝑥, ототожнити з нескiнченною послiдовнiстю елементiв деякого

алфавiту 𝐴 ⊂ N0, то таку послiдовнiсть називають зображенням числа 𝑥.

Таким чином, пiд системою зображення чисел ми розумiємо вiдображення

𝐴× 𝐴× · · · → R.

Особливий iнтерес викликають системи зображення чисел з нескiнчен-

ним алфавiтом, зокрема коли 𝐴 = N0. Такi системи зазвичай мають бiльш
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складну тополого-метричну структуру, нiж системи зображення чисел зi

скiнченним алфавiтом. З одного боку, це породжує труднощi у вивченнi

математичних об’єктiв, що з ними пов’язанi. Проте з iншого боку, це зна-

чно урiзноманiтнює клас цих об’єктiв та розширює клас задач, якi стосовно

них можна сформулювати та розв’язати. Вiдомими та широковживаними

в цьому планi є системи представлення (зображення) дiйсних чисел ряда-

ми Енегеля, Остроградського–Серпiнського–Пiрса, Сильвестера, знакодо-

датними та знакозмiнними рядами Люрота тощо.

Для рiзних систем зображення чисел природно виникає цiлий клас фун-

кцiй: функцiї лiвостороннього та правостороннього зсувiв цифр, проєкто-

ри з одного зображення в iнше, перетворення простору зображень, зокре-

ма перетворення, що зберiгають хвости зображень, частоти цифр, фра-

ктальнi розмiрностi множин тощо. Такi функцiї часто володiють фракталь-

ними властивостями: є нiде не монотонними, нiде не диференцiйновни-

ми, сингулярними, мають фрактальнi множини рiвнiв, самоподiбний гра-

фiк тощо. Для систем зображення чисел зi скiнченним алфавiтом класи-

чною є сингулярна функцiя Салема — проєктор двiйкового зображення в

𝑄2-зображення. Проте випадок нескiнченносимвольних зображень є бiльш

складним як у топологiчному, так i в метричному планi. Зокрема через те,

що такi зображення, взагалi кажучи, не є самоподiбними.

При дослiдженнi подiбних об’єктiв, що пов’язанi з тим чи iншим зобра-

женням, важливо встановити так званi нормальнi властивостi цих зобра-

жень — властивостi, якими володiють зображення майже всiх чисел (в ро-

зумiннi мiри Лебега). Це можуть бути властивостi, що пов’язанi з кiлькiстю

тих чи iнших цифр, що входять у зображення, асимптотичною частотою

цифр, частотою комбiнацiй цифр, швидкiстю росту послiдовностi цифр,

середнiм значенням цифр, значенням спецiальних функцiй, визначених на

просторi зображень тощо. Наприклад, для 𝑠-кового зображення такою вла-

стивiстю є те, що для майже всiх дiйсних чисел асимптотичнi частоти всiх
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цифр рiвнi мiж собою та дорiвнюють 1
𝑠 . Подiбнi властивостi дозволяють

спростити доведення сингулярностi функцiй та розподiлiв ймовiрностей,

нуль-мiрностi числових множин тощо.

Виявляється, що вище згаданi системи зображення чисел рядами Ен-

геля, Люрота та Сильвестера є частковими випадками бiльш загальної си-

стеми зображень чисел рядами Перрона:

∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1)𝑝1(𝑝2 − 1)𝑝2 · · · (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛𝑝𝑛+1

,

де (𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть натуральних чисел, (𝑝𝑛)

∞
𝑛=1 — послi-

довнiсть натуральних чисел така, що 𝑝𝑛 ⩾ 𝑟𝑛−1 + 1 для всiх 𝑛 ∈ N. Кожне

число 𝑥 ∈ (0; 1] має континуальну множину представлень рядом Перрона.

В данiй роботi нами запропоновано принцип, згiдно з яким створено не-

скiнченну множину систем представлень дiйсних чисел, в межах кожної з

яких довiльне число 𝑥 ∈ (0; 1] має єдине представлення рядами Перрона.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами,

грантами. Робота виконана в межах дослiджень математичних об’єктiв

зi складною локальною структурою, що проводяться на кафедрi вищої ма-

тематики Українського державного унiверситету iменi Михайла Драгома-

нова та у лабораторiї фрактального аналiзу Iнституту математики НАН

України. Дослiдження проводилося в межах таких науково-дослiдних тем:

1) «Функцiї з фрактальними властивостями (множини рiвнiв та розпо-

дiли значень) i складнi динамiчнi системи з ними пов’язанi» (Дер-

жавний реєстрацiйний номер 0121U000208);

2) «Статистика сингулярних розподiлiв ймовiрностей i фрактальнi не-

перервнi функцiї випадкових величин» (Державний реєстрацiйний

номер 0119U002582);

3) «Тополого-метричний i фрактальний аналiз функцiй i динамiчних

систем» (Державний реєстрацiйний номер 0121U100499).
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Мета i завдання дослiдження.

Мета дослiдження: дослiдити фрактальнi властивостi деяких функцiй,

що пов’язанi з представленнями дiйсних чисел рядами Енгеля та Остро-

градського–Серпiнського–Пiрса, а також створити загальну теорiю пред-

ставлення та зображення чисел рядами Перрона, що є узагальненням рядiв

Енгеля, Люрота та Сильвестера.

Об’єктами дослiдження є функцiї, що пов’язанi з представленнями дiй-

сних чисел рядами Енгеля та Остроградського–Серпiнського–Пiрса:

1) проєктор 𝑂-зображення в 𝐸-зображення:

𝑓
(︀
Δ𝑂

𝑞1𝑞2...

)︀
= Δ𝐸

𝑞1𝑞2...
;

2) функцiї 𝜉𝑛 та 𝜓𝑛 такi, що

𝜉𝑛
(︀
Δ𝑂

𝑞1𝑞2...

)︀
=

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑞𝑘 + 𝑛
, 𝜓𝑛

(︀
Δ𝐸

𝑝1𝑝2...

)︀
=

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑝𝑘 + 𝑛
,

а також випадковi величини, що ними визначаються;

3) оператор лiвостороннього зсуву цифр 𝐸-зображення:

𝜔
(︁
Δ𝐸

𝑔1𝑔2...

)︁
= Δ𝐸

𝑔2𝑔3...
,

а також динамiчна система, що ним визначається.

Також об’єктом дослiдження є представлення (зображення) дiйсних чисел

рядами Перрона та деякi функцiї, що з ним пов’язанi:

1) проєктор одного 𝑃 -зображення в iнше:

𝑓
(︁
Δ𝑃1

𝑔1𝑔2...

)︁
= Δ𝑃2

𝑔1𝑔2...
;

2) перетворення простору 𝑃 -зображень, що визначенi послiдовнiстю

перетворювачiв цифр 𝑃 -зображення;

3) оператор лiвостороннього зсуву цифр 𝑃 -зображення:

𝜔𝑃

(︁
Δ𝑃

𝑔1𝑔2...

)︁
= Δ𝑃

𝑔2𝑔3...
,

а також динамiчна система, що ним визначається.
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Предмет дослiдження: структурнi, диференцiальнi, фрактальнi вла-

стивостi функцiй, а також тополого-метричнi та нормальнi властивостi зо-

бражень чисел.

Завдання дослiдження:

1) дослiдити функцiї на предмет неперервностi, монотонностi, дифе-

ренцiйовностi, вимiрностi тощо;

2) дослiдити розподiли значень функцiй, зокрема обчислити їхнi ма-

тематичнi сподiвання та дисперсiї;

3) створити загальну теорiю представлення та зображення чисел ряда-

ми Перрона, якi мають нульову надлишковiсть, зокрема встановити

тополого-метричнi властивостi цилiндричних множин та нормальнi

властивостi зображень чисел.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи матема-

тичного аналiзу, теорiї мiри та iнтеграла Лебега, теорiї функцiй, теорiї ймо-

вiрностей, метричної теорiї чисел, фрактального аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв.

1) Описано властивостi проєктора 𝑂-зображення в 𝐸-зображення та

множини його значень;

2) обчислено математичнi сподiвання та дисперсiї випадкових вели-

чин, що пов’язанi iз представленнями дiйсних чисел рядами Енгеля

та Остроградського–Серпiнського–Пiрса;

3) розв’язано аналог задачi Гауса–Кузьмiна для рiзницевого зображе-

ння чисел рядами Енгеля;

4) створено загальну теорiю представлення (зображення) чисел ряда-

ми Перрона (в стандартнiй та рiзницевiй формах) як узагальнення

представлень чисел рядами Енгеля, Люрота, Сильвестера;

5) встановлено нормальнi властивостi зображень чисел рядами Пер-

рона в рiзницевiй формi, що пов’язанi з кiлькiстю цифр та їхньою



24

асимптотичною частотою в цих зображеннях;

6) вивчено диференцiальнi властивостi проєктора одного 𝑃 -зображен-

ня в iнше, зокрема знайдено достатнi умови його сингулярностi;

7) вивчено диференцiальнi властивостi одного класу перетворень про-

стору 𝑃 -зображень (функцiй, що визначенi перетворювачами цифр

𝑃 -зображення), зокрема знайдено достатнi умови сингулярностi та-

ких перетворень.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота в основно-

му має теоретичний характер. Отриманi результати можуть бути викори-

станi для подальших дослiджень, зокрема при розв’язаннi задач для 𝑃 та

𝑃 -зображень, що аналогiчнi до вже розв’язаних задач для зображень чисел

рядами Енгеля, Люрота, Сильвестера.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дослiдження, що ви-

несенi на захист, отриманi автором самостiйно.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Основнi результати дослiджен-

ня доповiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня та наукових семi-

нарах:

1) Шоста Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з мате-

матики i фiзики «Актуальнi проблеми сучасної математики i фiзики

та методики їх навчання» (Київ, 2017);

2) Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики «Актуальнi проблеми сучасної математики i

фiзики та методики їх навчання» (Київ, 2019);

3) Мiжнародна конференцiя «Теорiя наближення функцiй та її засто-

сування», присвячена 80-рiччю з дня народження члена-кореспон-

дента НАН України, проф. О.I. Степанця (1942–2007) (Луцьк, 2022);

4) Всеукраїнська науково-практична конференцiя «Актуальнi пробле-

ми фiзики, математики, iнформатики та методики їх навчання»,
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присвячена 90-рiччю вiд дня народження кандидата фiзико-мате-

матичних наук, проф. Горбачука Iвана Тихоновича (Київ, 2023);

5) ХХI Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська

весна — 2023» (Київ, 2023);

6) XI Всеукраїнська конференцiя молодих математикiв (Київ, 2023);

7) Мiжнародна конференцiя молодих математикiв (Київ, 2023);

8) семiнар з фрактального аналiзу вiддiлу теорiї динамiчних систем та

фрактального аналiзу Iнституту математики НАН України (керiв-

ник: доктор фiз.-мат. наук, проф. М.В. Працьовитий).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в

13 наукових працях. Серед них 6 статей [56, 59, 62, 65, 67, 68] у наукових

виданнях, внесених до перелiку наукових фахових видань України, з яких

2 статтi [56, 67] у виданнях, що iндексуються мiжнародною наукометри-

чною базою Scopus та належать до квартиля Q3 (вiдповiдно до класифiка-

цiї SCImago Journal and Country Rank). Сiм робiт [57,58,60,61,63,64,66] —

матерiали всеукраїнських та мiжнародних конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi всту-

пу, трьох роздiлiв, висновкiв до роздiлiв та загальних висновкiв, списку

використаних джерел (80 найменувань) та одного додатку, що мiстить спи-

сок публiкацiй автора та вiдомостi про апробацiю результатiв дослiдження.

Повний обсяг дисертацiї 145 сторiнок, з них список лiтератури займає 8

сторiнок, додаток - 4 сторiнки.

Подяка. Автор висловлює безмежну вдячнiсть своєму науковому ке-

рiвнику, доктору фiзико-математичних наук, професору Працьовитому

Миколi Вiкторовичу за понад десятирiчне наукове наставництво, яке

розпочалося ще в шкiльнi роки автора та в значнiй мiрi сформувало його

науковi iнтереси.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА КОНЦЕПТУАЛЬНI ОСНОВИ

ДОСЛIДЖЕННЯ

Перший роздiл має оглядовий характер. В ньому розглянуто основи

тополого-метричних теорiй зображення дiйсних чисел засобами нескiнчен-

ного алфавiту; здiйснено огляд результатiв, що стосуються таких систем

зображення чисел (властивостi цилiндричних множин, асимптотичнi вла-

стивостi послiдовностей цифр, фрактальнi властивостi множин з умовами

на використання цифр тощо); наведено концептуально важливi для даної

роботи факти з теорiї нескiнченних добуткiв, теорiї функцiй дiйсної змiн-

ної, теорiї ймовiрностей та iн.

1.1. Системи кодування дiйсних чисел засобами

нескiнченного алфавiту

1.1.1. 𝑄∞-зображення. Нехай 𝑄 = (𝑞0, 𝑞1, . . .) — довiльний вектор,

де 𝑞𝑛 > 0 для кожного 𝑛 ∈ N0 та
∞∑︀
𝑛=0

𝑞𝑛 = 1. Також нехай 𝛽0 = 0 та

𝛽𝑖 =
𝑖−1∑︀
𝑛=0

𝑞𝑛 для кожного 𝑖 ∈ N. У роботi [71, с. 87–89] Працьовитим М.В.

показано, що кожне число 𝑥 ∈ [0; 1) можна єдиним чином представити у

виглядi ряду

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝛽𝛼𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

𝑞𝛼𝑘

)︃
≡ Δ𝑄∞

𝛼1𝛼2...
, 𝛼𝑖 ∈ N0.

Такий розклад числа 𝑥 в ряд називають його 𝑄∞-представленням, а ско-

рочений (символiчний) запис Δ𝑄∞
𝛼1𝛼2...

— його 𝑄∞-зображенням. Зауважимо,

що при рiзних векторах 𝑄 будемо мати рiзнi 𝑄∞-зображення.
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1.1.2. Ряди Люрота.

Означення 1.1 ([27, c. 118]). Рядом Люрота називається ряд

1

𝑝1
+

1

𝑝1(𝑝1 − 1)𝑝2
+ · · ·+ 1

𝑝1(𝑝1 − 1) · · · 𝑝𝑛−1(𝑝𝑛−1 − 1)𝑝𝑛
+ · · · ,

де 𝑝𝑛 ∈ N, 𝑝𝑛 ⩾ 2 для кожного 𝑛 ∈ N.

У роботах [24, 27, 44] доведено, що сума кожного ряду Люрота є дiй-

сним числом з (0; 1] i при цьому будь-яке число 𝑥 з (0; 1] можна єдиним

чином представити у виглядi ряду Люрота. При цьому має мiсце наступна

теорема.

Теорема 1.1 ([27, с. 118]). Сума ряду Люрота є рацiональним числом

тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть (𝑝𝑛)
∞
𝑛=1 є перiодичною, починаючи

з деякого мiсця.

1.1.3. Ряди Енгеля.

Означення 1.2 ([5, 27,73]). Рядом Енгеля називається ряд

1

𝑝1 + 1
+

1

(𝑝1 + 1)(𝑝2 + 1)
+ · · ·+ 1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑛 + 1)
+ · · · , (1.1)

де 𝑝𝑛 ∈ N, 𝑝𝑛+1 ⩾ 𝑝𝑛 для кожного 𝑛 ∈ N.

У роботах [27, 73] доведено, що сума кожного ряду Енгеля є дiйсним

числом з (0; 1]. При цьому будь-яке число 𝑥 з (0; 1] можна єдиним чином

представити у виглядi ряду Енгеля, а саме iснує єдина неспадна послiдов-

нiсть натуральних чисел (𝑝𝑛(𝑥))
∞
𝑛=1 така, що

𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

1

(𝑝1(𝑥) + 1) · · · (𝑝𝑛(𝑥) + 1)
≡ Δ𝐸

𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥)...
.

Скорочений (символiчний) записΔ𝐸
𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥)...

називають 𝐸-зображенням чи-

сла 𝑥, а натуральне число 𝑝𝑛(𝑥) називають 𝑛-ою 𝐸-цифрою числа 𝑥. Кожна

𝐸-цифра є коректно означеною функцiєю числа, що представлене у виглядi

ряду Енгеля, в силу єдиностi такого представлення.
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Теорема 1.2 ([27, c. 118]). Сума ряду Енгеля є рацiональним числом тодi

i тiльки тодi, коли послiдовнiсть (𝑝𝑛)
∞
𝑛=1 є стацiонарною, починаючи з

деякого мiсця.

Означення 1.3 ([73, с. 109]). Цилiндром рангу 𝑚 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑚, що

породжений представленням чисел рядами Енгеля, називають множину

Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

всiх чисел виду Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1𝛼𝑚+2...

, тобто

Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

= {𝑥 ∈ (0; 1] : 𝑝1(𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑝𝑚(𝑥) = 𝑐𝑚} .

Лема 1.1 ([73, с. 110]). Кожен цилiндр Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

є промiжком виду (𝑎; 𝑏],

довжина та точнi межi якого обчислюються за формулами⃒⃒
Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
=

1

(𝑐1 + 1) · · · (𝑐𝑚 + 1)𝑐𝑚
;

inf Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

=
𝑚∑︁
𝑛=1

1

(𝑐1 + 1) · · · (𝑐𝑛 + 1)
;

supΔ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

= inf Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

+
⃒⃒
Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
.

Лема 1.2 ([73, с. 110]). Якщо Δ𝐸
𝑎1...𝑎𝑚

та Δ𝐸
𝑏1...𝑏𝑛

— два рiзнi цилiндри, то

можливi тiльки два наступнi випадки:

— Δ𝐸
𝑎1...𝑎𝑚

∩Δ𝐸
𝑏1...𝑏𝑛

= ∅, якщо iснує натуральне 𝑘 ⩽ min {𝑚,𝑛} таке,

що 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 для всiх 𝑖 < 𝑘 та 𝑎𝑘 ̸= 𝑏𝑘;

— Δ𝐸
𝑏1...𝑏𝑛

⊂ Δ𝐸
𝑎1...𝑎𝑚

, якщо 𝑛 > 𝑚 та 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖 для всiх 𝑖 ⩽ 𝑚.

Наслiдок 1.1. Для цилiндрiв 𝐸-зображення та їхнiх довжин мають мi-

сце спiввiдношення:

(0; 1] =
∞⋃︁
𝑖=1

Δ𝐸
𝑖 ; Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑛
=

∞⋃︁
𝑖=𝑝𝑛

Δ𝐸
𝑝1...𝑝𝑛𝑖

;

∞∑︁
𝑖=1

|Δ𝐸
𝑖 | = 1; |Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑛
| =

∞∑︁
𝑖=𝑝𝑛

|Δ𝐸
𝑝1...𝑝𝑛𝑖

|.

Теорема 1.3 ([33, Theorem 6, p. 30]). Для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1] послiдов-

нiсть (𝑝𝑛(𝑥))
∞
𝑛=1 зростає, починаючи з деякого номера.
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Теорема 1.4 ([33, p. 31]). Мiра Лебега множини чисел 𝑥 ∈ (0; 1], для яких

послiдовнiсть (𝑝𝑛(𝑥))
∞
𝑛=1 є зростаючою, рiвна

1
2.

Теорема 1.5 ([13, Corollary 6.19, p. 101]). Якщо (𝑝𝑛(𝑥))∞𝑛=1 — послiдовнiсть

цифр зображення числа 𝑥 рядом Енгеля, то рiвнiсть

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑝𝑛(𝑥) = 𝑒

виконується для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел 𝑥 ∈ (0; 1].

Теорема 1.6 ([21, Main Theorem, p. 1]). Для кожного 𝛼 ⩾ 1 множина

𝐴𝛼 = {𝑥 ∈ (0; 1] : lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑝𝑛(𝑥) = 𝛼}

має розмiрнiсть Гаусдорфа рiвну 1.

Означення 1.4. Ряд Енгеля (1.1), записаний у виглядi

1

2 + 𝑔1
+

1

(2 + 𝑔1)(2 + 𝑔1 + 𝑔2)
+

+
1

(2 + 𝑔1)(2 + 𝑔1 + 𝑔2)(2 + 𝑔1 + 𝑔2 + 𝑔3)
+ · · · , (1.2)

де 𝑔1 = 𝑝1−1, 𝑔𝑛+1 = 𝑝𝑛+1−𝑝𝑛 для кожного 𝑛 ∈ N, називається рiзницевим

представленням ряду Енгеля.

Зауважимо, що (𝑔𝑛)
∞
𝑛=1 може бути довiльною послiдовнiстю цiлих не-

вiд’ємних чисел. Скорочений запис Δ𝐸
𝑔1𝑔2𝑔3...

ряду (1.2) i його суми назива-

ється їх рiзницевим 𝐸-зображенням.

Теорема 1.7 ([51, Лема 4, Ознака порiвняння чисел за їхнiми 𝐸-зображен-

нями]). Нерiвнiсть 𝑥 < 𝑦 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли iснує число

𝑚 ∈ N таке, що 𝑔𝑚(𝑥) > 𝑔𝑚(𝑦) та 𝑔𝑗(𝑥) = 𝑔𝑗(𝑦) для будь-якого 𝑗 ∈
{1, . . . ,𝑚− 1}. В свою чергу числа 𝑥 та 𝑦 є рiвними тодi i тiльки тодi,

коли 𝑔𝑖(𝑥) = 𝑔𝑖(𝑦) для будь-якого 𝑖 ∈ N.

Наслiдок 1.2 (Ознака порiвняння чисел за їхнiми 𝐸-зображеннями). Не-

рiвнiсть 𝑥 < 𝑦 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли iснує число 𝑚 таке,

що 𝑝𝑚(𝑥) > 𝑝𝑚(𝑦) та 𝑝𝑗(𝑥) = 𝑝𝑗(𝑦) для будь-якого 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚− 1}.
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1.1.4. Модифiкованi ряди Енгеля.

Означення 1.5 ([33, p. 31]). Модифiкованим рядом Енгеля називається

ряд
1

𝑝1
+

1

(𝑝1 − 1)𝑝2
+ · · ·+ 1

(𝑝1 − 1) · · · (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛+1
+ · · · ,

де 𝑝𝑛 ∈ N, 𝑝𝑛+1 > 𝑝𝑛 ⩾ 2 для кожного 𝑛 ∈ N.

У працях [27, 33] показано, що сума модифiкованого ряду Енгеля є чи-

слом з (0; 1]. При цьому кожне число з (0; 1] можна єдиним чином предста-

вити у виглядi модифiкованого ряду Енгеля.

Задача, що приводить до модифiкованих рядiв Енгеля (рекор-

днi моменти випадкового процесу). Нехай {𝑋𝑛}∞𝑛=0 — послiдовнiсть

випадкових величин. Нехай 𝐿0 = 1,

𝐿𝑛+1 = min{𝑗 : 𝑋𝑗 > 𝑋𝐿𝑛
, 𝑗 > 𝐿𝑛}, для всiх 𝑛 ⩾ 0.

Випадковi величини 𝐿𝑛, 𝑛 ∈ N, називаються верхнiми рекордними момен-

тами.

Нехай {𝑋𝑛}∞𝑛=0 — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, що

мають спiльну неперервну функцiю розподiлу 𝐹 (𝑥). Тодi, як зазначено в

[35], розподiл випадкових величин 𝐿𝑛 не залежить вiд функцiї 𝐹 (𝑥).

Нехай 𝑌 — випадкова величина, що рiвномiрно розподiлена на (0; 1],

𝑝𝑛(𝑌 ) — 𝑛-й елемент розкладу випадкової величини 𝑌 в модифiкований

ряд Енгеля. В роботi [35] показано, що випадковi величини 𝐿𝑛 та 𝑝𝑛 мають

однаковий розподiл ймовiрностей при кожному 𝑛 ∈ N.

1.1.5. Ряди Сильвестера.

Означення 1.6 ([6, p. 24]). Рядом Сильвестера називається ряд

1

𝑝1
+

1

𝑝2
+ · · ·+ 1

𝑝𝑛
+ · · · ,

де 𝑝𝑛 ∈ N, 𝑝1 ⩾ 2, 𝑝𝑛+1 ⩾ 𝑝𝑛(𝑝𝑛 − 1) + 1 для кожного 𝑛 ∈ N.
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У роботi [27] доведено, що сума кожного ряду Сильвестера є дiйсним

числом з (0; 1]. При цьому будь-яке число 𝑥 з (0; 1] можна єдиним чином

представити у виглядi ряду Сильвестера.

Теорема 1.8 ([27, p. 119]). Сума ряду Сильвестера є рацiональним чи-

слом тодi i тiльки тодi, коли для всiх 𝑛, починаючи з деякого мiсця,

виконується рiвнiсть 𝑝𝑛+1 = 𝑝𝑛(𝑝𝑛 − 1) + 1.

1.1.6. Елементарнi ланцюговi дроби.

Означення 1.7 ([80, c. 7, c. 19]). Елементарним ланцюговим дробом нази-

вається вираз

𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 + ...

≡ [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] ,

де 𝑎0 ∈ Z, 𝑎𝑛 ∈ N для кожного 𝑛 ∈ N.

Теорема 1.9 ([80, c. 25–28]). Кожне iррацiональне число можна єдиним

чином представити у виглядi елементарного ланцюгового дробу.

Теорема 1.10 ([80, c. 76–78]). Для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1) ∖Q послi-

довнiсть (𝑎𝑛(𝑥))
∞
𝑛=1 є необмеженою.

Теорема 1.11 ([80, Теорема 35, c. 104]). Нехай 𝑓 : N → R — невiд’ємна

функцiя, для якої iснують константи 𝐶, 𝛿 > 0 такi, що 𝑓(𝑟) < 𝐶𝑟
1
2−𝛿 для

всiх 𝑟 ∈ N. Тодi для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1) ∖Q має мiсце рiвнiсть

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝑎𝑘) =
∞∑︁
𝑟=1

𝑓(𝑟)
lg
(︁
1 + 1

𝑟(𝑟+2)

)︁
lg 2

.

Теорема 1.12 ([80, c. 110]). Для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1) ∖Q:

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑎1(𝑥) · · · 𝑎𝑛(𝑥) = 𝐾0 =

∞∏︁
𝑗=1

(︂
1 +

1

𝑗(𝑗 + 2)

)︂log2 𝑗

.

Число 𝐾0 називається константою Хiнчина.
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Теорема 1.13 ([80, c. 110]). Для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1) ∖ Q асим-

птотична частота 𝜈𝑘(𝑥) числа 𝑘 в послiдовностi (𝑎𝑛(𝑥))
∞
𝑛=1 однакова i

дорiвнює

𝜈𝑘(𝑥) = log2

(︂
1 +

1

𝑘(𝑘 + 2)

)︂
.

1.1.7. Ряди Остроградського–Серпiнського–Пiрса.

Означення 1.8 ([48, с. 21]). Рядом Остроградського–Серпiнського–Пiрса

називається ряд виду

1

𝑞1
− 1

𝑞1𝑞2
+ · · ·+ (−1)𝑛−1

𝑞1 · · · 𝑞𝑛
+ · · · ,

де 𝑞𝑛 ∈ N та 𝑞𝑛+1 > 𝑞𝑛 для кожного 𝑛 ∈ N.

Теорема 1.14 ([48, c.22, c.144]). Сума кожного ряду Остроградського–

Серпiнського–Пiрса є iррацiональним числом з (0; 1). При цьому будь-яке

iррацiональне число 𝑥 з (0; 1) можна єдиним чином представити у ви-

глядi ряду Остроградського-Серпiнського-Пiрса, тобто iснує єдина строго

зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел (𝑞𝑛(𝑥))
∞
𝑛=1 така, що

𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑞1(𝑥) . . . 𝑞𝑛(𝑥)
≡ Δ𝑂

𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)...
.

Скорочений (символiчний) запис Δ𝑂
𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)...

називають 𝑂-зображенням

числа 𝑥, а натуральне число 𝑞𝑛(𝑥) називають 𝑛-ою 𝑂-цифрою числа 𝑥.

Кожна 𝑂-цифра є коректно означеною функцiєю числа, що представлене

у виглядi ряду Остроградського–Серпiнського–Пiрса в силу єдиностi тако-

го представлення.

Наслiдок 1.3 (Ознака порiвняння чисел за їхнiми 𝑂-зображеннями). Не-

хай 𝑥1 = Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑎𝑛...

та 𝑥2 = Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑏𝑛...

, причому 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛. Тодi

— якщо 𝑛 — непарне, то 𝑥1 > 𝑥2;

— якщо 𝑛 — парне, то 𝑥1 < 𝑥2.

Означення 1.9 ([48, с. 147]). Цилiндром рангу𝑚 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑚, що по-

роджений представленням чисел рядами Остроградського–Серпiнського–
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Пiрса, називають множину Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

всiх чисел виду Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1𝛼𝑚+2...

, тобто

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

= {𝑥 ∈ (0; 1) ∖Q : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑞𝑚(𝑥) = 𝑐𝑚} .

Лема 1.3 ([48, с. 150–151]). Кожен цилiндр Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

є множиною виду

(𝑎; 𝑏) ∖Q, мiра Лебега якої обчислюється за формулою

𝜆
(︀
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑚

)︀
≡
⃒⃒
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
=

1

𝑐1 · · · 𝑐𝑚(𝑐𝑚 + 1)
.

Лема 1.4 ([48, с. 147]). Якщо 𝑚 — парне, то:

inf Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

=
𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑐1 · · · 𝑐𝑛
;

supΔ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

= inf Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

+
⃒⃒
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
.

Якщо 𝑚 — непарне, то:

supΔ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

=
𝑚∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑐1 · · · 𝑐𝑛
;

inf Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

= supΔ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

−
⃒⃒
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
.

Лема 1.5 ([48, с. 150–151]). Якщо Δ𝑂
𝑎1...𝑎𝑚

та Δ𝑂
𝑏1...𝑏𝑛

— два рiзнi цилiндри,

то можливi тiльки два наступнi випадки:

— Δ𝑂
𝑎1...𝑎𝑚

∩Δ𝑂
𝑏1...𝑏𝑛

= ∅, якщо iснує натуральне 𝑘 ⩽ min {𝑚,𝑛} таке,

що 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 для всiх 𝑖 < 𝑘 та 𝑎𝑘 ̸= 𝑏𝑘;

— Δ𝑂
𝑏1...𝑏𝑛

⊂ Δ𝑂
𝑎1...𝑎𝑚

, якщо 𝑛 > 𝑚 та 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖 для всiх 𝑖 ⩽ 𝑚.

Наслiдок 1.4. Для цилiндрiв 𝑂-зображення та їхнiх довжин мають мi-

сце спiввiдношення:

(0; 1) ∖Q =
∞⋃︁
𝑖=1

Δ𝑂
𝑖 ; Δ𝑂

𝑞1...𝑞𝑛
=

∞⋃︁
𝑖=𝑞𝑛+1

Δ𝑂
𝑞1...𝑞𝑛𝑖

;

∞∑︁
𝑖=1

|Δ𝑂
𝑖 | = 1; |Δ𝑂

𝑞1...𝑞𝑛
| =

∞∑︁
𝑖=𝑞𝑛+1

|Δ𝑂
𝑞1...𝑞𝑛𝑖

|.
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Наслiдок 1.5. Нехай 𝑥0 = Δ𝑂
𝑞1(𝑥0)𝑞2(𝑥0)...

та 𝑥 = Δ𝑂
𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)...

̸= 𝑥0, причому

𝑘(𝑥;𝑥0) = min {𝑛 : 𝑞𝑛(𝑥) ̸= 𝑞𝑛(𝑥0)} .

Тодi 𝑥→ 𝑥0 ⇐⇒ 𝑘(𝑥;𝑥0) → ∞.

Теорема 1.15 ([39, Theorem 16, p. 36]). Для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1) ∖ Q

елементи 𝑞𝑛(𝑥) розкладу 𝑥 в ряд Остроградського–Серпiнського–Пiрса за-

довольняють спiввiдношення

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑞𝑛(𝑥) = 𝑒.

Теорема 1.16 ([39, Theorem 12, p. 32]). Для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1) ∖Q ряд

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑞𝑛(𝑥)

є збiжним, причому математичне сподiвання суми цього ряду рiвне 1.

Множина чисел 𝑥, для яких даний ряд розбiжний, є континуальною та

щiльною в (0; 1).

1.2. Функцiї обмеженої варiацiї та сингулярнi функцiї

Теорема 1.17 ([69, Теорема 4, с. 199]). Монотонна на вiдрiзку функцiя

майже крiзь на цьому вiдрiзку (в розумiннi мiри Лебега) має скiнченну

похiдну.

Нехай функцiя 𝑓 задана на вiдрiзку [𝑎; 𝑏], а також

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏

— деяке розбиття вiдрiзка [𝑎; 𝑏].

Означення 1.10 ([69, с. 202]). Варiацiєю функцiї 𝑓 на вiдрiзку [𝑎; 𝑏] нази-

вається величина

𝑏⋁︁
𝑎

𝑓
def
= sup

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘)| ,

де sup береться по всеможливих розбиттях вiдрiзка [𝑎; 𝑏].
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Якщо
𝑏⋁︀
𝑎
𝑓 < ∞, то функцiя 𝑓 називається функцiєю обмеженої (скiн-

ченої) варiацiї.

Теорема 1.18 ([69, Теорема 6, с. 205]). Функцiя 𝑓 є функцiєю обмеженої

варiацiї тодi i тiльки тодi, коли вона може бути представлена у виглядi

рiзницi двох зростаючих функцiй.

Наслiдок 1.6 ([69, с. 205]). Функцiя обмеженої варiацiї, що визначена на

вiдрiзку, має майже скрiзь на ньому скiнченну похiдну.

Означення 1.11 ([76, с. 385]). Функцiя обмеженої варiацiї, що вiдмiнна вiд

константи, називається сингулярною, якщо вона майже скрiзь (в розумiннi

мiри Лебега) має похiдну рiвну нулю.

Теорема 1.19 ([76, с. 381–385, Критерiй сингулярностi функцiї]). Функцiя

обмеженої варiацiї 𝑓 , вiдмiнна вiд константи та визначена на вiдрiзку

[𝑎; 𝑏], є сингулярною тодi i тiльки тодi, коли для довiльного 𝜀 > 0 iснує

така система iнтервалiв (𝑎𝑘; 𝑏𝑘) ⊂ [𝑎; 𝑏], 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, що одночасно

виконуються нерiвностi

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) < 𝜀 та
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑓(𝑏𝑘)− 𝑓(𝑎𝑘)| >
𝑏⋁︁
𝑎

𝑓 − 𝜀.

Теорема 1.20 ([69, Теореми 1–2, с. 248]). Нехай 𝑓(𝑥) — функцiя обмеженої

варiацiї, що визначена на вiдрiзку [𝑎; 𝑏].

1. Тодi функцiя 𝑓(𝑥) єдиним чином може бути представлена у ви-

глядi суми

𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥) + 𝑟(𝑥),

де 𝜙(𝑥) — абсолютно неперервна функцiя така, що 𝜙(𝑎) = 𝑓(𝑎), а

𝑟(𝑥) — сингулярна функцiя (або нуль).

2. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) зростає (спадає), то обидвi її компоненти 𝜙(𝑥)

та 𝑟(𝑥) також зростають (спадають).
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1.3. Мiра Лебега–Стiлтьєса та сингулярнiсть функцiї

Означення 1.12 ([76, с. 426]). Нехай 𝜈 та 𝜇 — скiнченнi мiри, визначенi на

вiдрiзку [𝑎; 𝑏]. Мiра 𝜈 називається сингулярною (ортогональною) вiдносно

мiри 𝜇, якщо iснує така множина 𝐴 ∈ ℋ, що 𝜈(𝐴) = 0 та 𝜇(𝑋 ∖ 𝐴) = 0.

Нехай ℋ — 𝜎-алгебра пiдмножнин пiввiдрiзка [𝑎; 𝑏), що породжена пiв-

вiдрiзками [𝑥1;𝑥2) ⊂ [𝑎; 𝑏), 𝑓 — неспадна неперервна злiва функцiя, визна-

чена на [𝑎; 𝑏], причому 𝑓(𝑎) = 0, 𝜇𝑓 — мiра Лебега–Стiлтьєса, породжена

функцiєю 𝑓 та визначена на ℋ. Вiдомо, що кожна мiра 𝜇, визначена на

ℋ, є мiрою Лебега–Стiлтьєса 𝜇𝑓 , породженою деякою функцiєю 𝑓 , що за-

довольняє вище згаданi умови. Наступнi факти встановлюють зв’язок мiж

сингулярними функцiями та сингулярними мiрами.

Теорема 1.21 ([76, с. 464]). Нехай 𝜇𝑓 — мiра Лебега–Стiлтьєса, поро-

джена функцiєю 𝑓 . Тодi для того, щоб мiра 𝜇𝑓 була сингулярною вiдносно

мiри Лебега 𝜆, необхiдно i достатньо, щоб функцiя 𝑓 була сингулярною.

Наслiдок 1.7. Для того, щоб зростаюча функцiя 𝑓 була сингулярною на

[𝑎; 𝑏] ⊂ R, необхiдно i достатньо, щоб iснувала така множина 𝐴 ⊂ [𝑎; 𝑏],

що 𝜆(𝐴) = 𝑏− 𝑎 та 𝜆(𝑓(𝐴)) = 0.

1.4. Ряди та нескiнченнi добутки

Теорема 1.22 ([79, с. 265]). Нехай дано два ряди
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 та
∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛, де 𝑎𝑛 ⩾ 0,

𝑏𝑛 > 0 для кожного 𝑛 ∈ N, i при цьому iснує границя lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝑐, де

0 < 𝑐 < +∞. Тодi данi ряди одночасно збiжнi або одночасно розбiжнi.

Означення 1.13 ([79, с. 351]). Нескiнченний добуток
∞∏︀
𝑛=1

𝑎𝑛, де 𝑎𝑛 > 0,

називається збiжним, якщо iснує вiдмiнна вiд нуля границя lim
𝑘→∞

𝑘∏︀
𝑛=1

𝑎𝑛.

Лема 1.6 ([79, с. 353, Необхiдна умова збiжностi нескiнченного добутку]).

Для того, щоб нескiнченний добуток
∞∏︀
𝑛=1

𝑎𝑛, де 𝑎𝑛 > 0, був збiжним, не-

обхiдно, щоб lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 1.
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Теорема 1.23 ([79, с. 355, Критерiй збiжностi нескiнченного добутку]).

Для того, щоб нескiнченний добуток
∞∏︀
𝑛=1

(1+ 𝑎𝑛), де 𝑎𝑛 > 0, був збiжним,

необхiдно i достатньо, щоб ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 був збiжним.

Теорема 1.24 ([79, с. 355, Критерiй збiжностi нескiнченного добутку]).

Для того, щоб нескiнченний добуток
∞∏︀
𝑛=1

(1 − 𝑎𝑛), де 0 < 𝑎𝑛 < 1, був

збiжним, необхiдно i достатньо, щоб ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 був збiжним.

Наслiдок 1.8 (Достатня умова збiжностi нескiнченного добутку). Для то-

го, щоб нескiнченний добуток
∞∏︀
𝑛=1

𝑎𝑛, де 𝑎𝑛 > 0, був збiжним, достатньо,

щоб ряд
∞∑︀
𝑛=1

|1− 𝑎𝑛| був збiжним.

Теорема 1.25 ([79, с. 356, Критерiй розбiжностi нескiнченного добутку

до нуля]). Для того, щоб нескiнченний добуток
∞∏︀
𝑛=1

𝑎𝑛, де 𝑎𝑛 > 0, був

розбiжним до нуля, необхiдно i достатньо, щоб
∞∑︀
𝑛=1

ln 𝑎𝑛 = −∞.

1.5. Нормальнi властивостi чисел

Означення 1.14. Кажуть, що властивiсть дiйсного числа є нормальною,

якщо вона має мiсце для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) дiйсних

чисел (на деякому вiдрiзку чи на всiй числовiй прямiй).

Для доведення того, що деякi властивостi є нормальними, важливими

є лема Бореля–Кантеллi та посилений закон великих чисел.

Нехай (𝐴𝑛)
∞
𝑛=1 — довiльна послiдовнiсть випадкових подiй. Тодi подiя

𝐴 = lim sup
𝑛→∞

(𝐴𝑛) =
∞⋂︁
𝑘=1

(︃ ∞⋃︁
𝑛=𝑘

𝐴𝑛

)︃

складається з тих i тiльки тих елементiв простору Ω, що мiстяться в нескiн-

ченнiй кiлькостi подiй з послiдовностi (𝐴𝑛)
∞
𝑛=1. Iншими словами, подiя 𝐴

полягає в тому, що подiї з послiдовностi (𝐴𝑛)
∞
𝑛=1 вiдбуваються нескiнченно

часто.
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Теорема 1.26 ([53, с. 119, Лема Бореля–Кантеллi]). Нехай (Ω,ℱ ,P) —

ймовiрнiсний простiр, (𝐴𝑛)
∞
𝑛=1 — довiльна послiдовнiсть випадкових по-

дiй. Тодi

1. якщо ряд
∞∑︀
𝑛=1

P(𝐴𝑛) збiгається, то P

(︂
lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛

)︂
= 0;

2. якщо подiї 𝐴𝑛 незалежнi в сукупностi та ряд
∞∑︀
𝑛=1

P(𝐴𝑛) розбiгає-

ться, то P

(︂
lim sup
𝑛→∞

𝐴𝑛

)︂
= 1.

Означення 1.15 ([53, с. 121]). Кажуть, що для послiдовностi випадкових

величин (𝜉𝑛)
∞
𝑛=1 має мiсце посилений закон великих чисел, якщо послiдов-

нiсть їх частинних сум 𝑆𝑛 ≡ 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛 задовольняє граничне спiввiдно-

шення
𝑆𝑛 −M𝑆𝑛

𝑛
−→ 0 при 𝑛→ ∞,

де пiд збiжнiстю розумiється збiжнiсть майже напевне (з ймовiрнiстю 1).

Теорема 1.27 ([53, с. 12, Теорема Колмогорова про посилений закон ве-

ликих чисел]). Нехай (𝜉𝑛)
∞
𝑛=1 — послiдовнiсть незалежних у сукупностi

випадкових величин така, що D𝜉𝑛 < ∞ та
∞∑︀
𝑛=1

D𝜉𝑛
𝑛2 < ∞. Тодi для цi-

єї послiдовностi випадкових величин має мiсце посилений закон великих

чисел.

Нехай на вимiрному просторi з мiрою (𝐴,A, 𝜇) визначено послiдовнiсть

функцiй 𝑓𝑛. Для доведення того, що послiдовнiсть 𝑓𝑛(𝑥) майже скрiзь (в

розумiннi мiри 𝜇) на 𝐴 має скiнченну границю, корисними є наступна те-

орема та наслiдок з неї.

Теорема 1.28 ([55, с. 303, Теорема Б. Левi]). Нехай дано вимiрний простiр

з мiрою (𝐴,A, 𝜇) та послiдовнiсть iнтегровних функцiй 𝑓𝑛(𝑥) : 𝐴 → R

таких, що

𝑓1(𝑥) ⩽ 𝑓2(𝑥) ⩽ · · · ⩽ 𝑓𝑛(𝑥) ⩽ · · ·

та для яких iснує таке число 𝐾 ∈ R, що
∫︀
𝐴

𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝜇 ⩽ 𝐾, ∀𝑛 ∈ N. Тодi
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майже скрiзь на 𝐴 iснує скiнченна границя

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥),

причому функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на 𝐴 та∫︁
𝐴

𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝜇→
∫︁
𝐴

𝑓(𝑥) 𝑑𝜇.

Наслiдок 1.9 ([55, с. 305]). Якщо 𝑔𝑛(𝑥) ⩾ 0 та
∞∑︀
𝑘=1

∫︀
𝐴

𝑔𝑛(𝑥) 𝑑𝜇 < +∞, то

майже скрiзь на 𝐴 збiгається ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑔𝑛(𝑥) та∫︁
𝐴

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑛(𝑥)

)︃
𝑑𝜇 =

∞∑︁
𝑘=1

∫︁
𝐴

𝑔𝑛(𝑥) 𝑑𝜇.

1.6. Задача Гауса–Кузьмiна

Нехай 𝑥 = [0; 𝑎1, 𝑎2, . . .] — представлення дiйсного числа 𝑥 ∈ (0; 1) у

виглядi елементарного ланцюгового дробу, 𝜏𝑛(𝑥) = [0; 𝑎𝑛+1, 𝑎𝑛+2, . . .]. Ви-

значається множина 𝑊𝑛(𝑎) = {𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1), 𝜏𝑛(𝑥) < 𝑎} . Класична задача
Гауса–Кузьмiна полягає в знаходженнi границi lim

𝑛→∞
𝜆 (𝑊𝑛(𝑎)) , де 𝜆 — мiра

Лебега.

Дану задачу вперше сформулював Гаус в одному з листiв до Лапласа

[80, c. 90]. В ньому ж Гаус стверджував (без доведення), що

lim
𝑛→∞

𝜆 (𝑊𝑛(𝑎)) =
lg(1 + 𝑎)

lg(2)
.

У 1928 роцi Р. Кузьмiн [54] навiв повне доведення цього твердження. У

1929 роцi, незалежно вiд Кузьмiна, цю задачу розв’язав П. Левi [19].

Аналогiчна задача для �̃�∞-зображення чисел була розв’язана Працьо-

витим М.В. у роботi [71].

Теорема 1.29 ([71, с. 272]). Нехай 𝑥 = Δ
�̃�∞
𝑏1𝑏2𝑏3...

— �̃�∞-зображення дiйсного

числа 𝑥 ∈ [0; 1), 𝜔𝑛(𝑥) = Δ
�̃�∞
𝑏𝑛+1𝑏𝑛+2...

, 𝑊 ′
𝑛(𝑎) = {𝑥 : 𝑥 ∈ [0; 1), 𝜔𝑛(𝑥) < 𝑎}.

Тодi lim
𝑛→∞

𝜆 (𝑊 ′
𝑛(𝑎)) = 𝑎.
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РОЗДIЛ 2

ОБ’ЄКТИ ЗI СКЛАДНОЮ ЛОКАЛЬНОЮ СТРУКТУРОЮ,

ЩО ПОВ’ЯЗАНI З РЯДАМИ

ОСТРОГРАДСЬКОГО–СЕРПIНСЬКОГО–ПIРСА ТА ЕНГЕЛЯ

Другий роздiл присвячено математичним об’єктам (функцiям, випад-

ковим величинам, множинам, динамiчним системам), що визначенi в термi-

нах представлення дiйсних чисел рядами Остроградського–Серпiнського–

Пiрса та рядами Енгеля. Зокрема для рiзницевого зображення дiйсних

чисел рядами Енгеля розв’язано задачу, що аналогiчна до задачi Гауса–

Кузьмiна для елементарних ланцюгових дробiв.

2.1. Проєктор 𝑂-зображення в 𝐸-зображення

Означення 2.1. Проєктором 𝑂-зображення в 𝐸-зображення будемо нази-

вати функцiю 𝑓 : (0; 1)∖Q → (0; 1], визначену рiвнiстю

𝑓(𝑥) = 𝑓
(︁
Δ𝑂

𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)...

)︁
= Δ𝐸

𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)...
.

Дана функцiя є коректно визначеною, оскiльки:

— кожне число 𝑥 ∈ (0; 1)∖Q має єдине 𝑂-зображення;

— для кожного числа 𝑥 ∈ (0; 1)∖Q послiдовнiсть натуральних чисел

(𝑞𝑛(𝑥))
∞
𝑛=1 є зростаючою, а тому є послiдовнiстю 𝐸-цифр деякого

числа 𝑦 ∈ (0; 1].

2.1.1. Множина значень проєктора. Задача Альфреда Реньї.

Задача про мiру Лебега множини значень проєктора 𝑓 вiдома пiд назвою

задачi Альфреда Реньї [33, 41, 48], початково сформульованої i розв’язаної

у ймовiрнiсних термiнах [33]. Ми пропонуємо iнший метод її розв’язання.
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Теорема 2.1. Множина 𝐸𝑓 значень проєктора 𝑓 є нiде не щiльною мно-

жиною

𝐶 = {𝑥 : 𝑥 = Δ𝐸
𝑞1(𝑥)𝑞2(𝑥)...

, 𝑞𝑛+1(𝑥) > 𝑞𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N}.

Доведення. Зрозумiло, що 𝐸𝑓 = 𝐶, оскiльки кожна зростаюча послi-

довнiсть натуральних чисел (𝑞𝑛)
∞
𝑛=1 є послiдовнiстю 𝑂-цифр деякого числа,

причому такi послiдовностi повнiстю вичерпують послiдовностi 𝑂-цифр.

Покажемо, що 𝐸𝑓 є нiде не щiльною множиною. Розглянемо довiль-

ний iнтервал (𝑎; 𝑏) ⊂ (0; 1). Згiдно з наслiдком 1.2, числа 𝑎 та 𝑏 мають

𝐸-зображення Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛𝑎1𝑎2...

та Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛𝑏1𝑏2...

вiдповiдно, де 𝑏1 < 𝑎1, причому iн-

тервалу (𝑎; 𝑏) повнiстю належить цилiндр Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛𝑏1(𝑏2+1)(𝑏2+1), що не мiстить

жодної точки множини 𝐸𝑓 . Отже, 𝐸𝑓 є нiде не щiльною множиною.

Лема 2.1. Нехай

𝑀(𝑘) =
∑︁

𝑞1<···<𝑞𝑛=𝑘

1

(𝑞1 + 1) · · · (𝑞𝑛 + 1)
,

де 𝑘 ∈ N, (𝑞𝑖)𝑛𝑖=1 — довiльна зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел

нефiксованої довжини, де 𝑞𝑛 = 𝑘. Тодi для кожного 𝑘:

𝑀(𝑘) =
1

2
.

Доведення. Дане твердження доведемо методом математичної iндукцiї.

При 𝑘 = 1 сума 𝑀(1) мiстить один доданок 1
2 , тобто 𝑀(1) = 1

2 .

При 𝑘 = 2 маємо:

𝑀(2) =
1

3
+

1

2 · 3
=

1

2
.

Припустимо, що𝑀(𝑡) = 1
2 для всiх натуральних 𝑘 ⩽ 𝑡. Тодi при 𝑘 = 𝑡+1

маємо:

𝑀(𝑡+ 1) =
1

𝑡+ 2
+

1

𝑡+ 2
· (𝑀(1) +𝑀(2) + · · ·+𝑀(𝑡)) =

=
1

𝑡+ 2
+

1

𝑡+ 2
· 𝑡
2
=

1

2
.

Отже, при 𝑘 = 𝑡 + 1 твердження також виконується. В силу принципу

математичної iндукцiї 𝑀(𝑘) = 1
2 для довiльного 𝑘 ∈ N.
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Теорема 2.2. Мiра Лебега множини 𝐸𝑓 значень проєктора 𝑓 рiвна
1

2
.

Доведення. Знайдемо мiру Лебега доповнення 𝐸𝑓 = (0; 1]∖𝐸𝑓 . Зрозумi-

ло, що 𝐸𝑓 — це множина всiх таких чисел, 𝐸-зображення яких мiстить хоча

б одну пару однакових послiдовних цифр. Тому 𝐸𝑓 є об’єднанням всiх ци-

лiндрiв виду Δ𝐸
𝑖𝑖 та Δ

𝐸
𝑞1...𝑞𝑛𝑖𝑖

, де 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 𝑖 — довiльна скiнченна зростаюча

послiдовнiсть натуральних чисел, тобто

𝐸𝑓 =
∞⋃︁
𝑖=1

Δ𝐸
𝑖𝑖 ∪

⋃︁
𝑞1<···<𝑞𝑛<𝑖

Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛𝑖𝑖

.

Цилiндри, що входить в об’єднання, попарно не перетинаються, тому

мiра Лебега їх об’єднання рiвна сумi мiр Лебега цих цилiндрiв:

𝜆
(︀
𝐸𝑓

)︀
=

∞∑︁
𝑖=1

⃒⃒
Δ𝐸

𝑖𝑖

⃒⃒
+

∞∑︁
𝑘=1

⎛⎝ ∑︁
𝑞1<···<𝑞𝑛=𝑘

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑘+1

⃒⃒
Δ𝐸

𝑞1...𝑞𝑛𝑖𝑖

⃒⃒)︃⎞⎠ .

Для фiксованої зростаючої послiдовностi 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 натуральних чисел
∞∑︁

𝑖=𝑘+1

⃒⃒
Δ𝐸

𝑞1...𝑞𝑛𝑖𝑖

⃒⃒
=

1

(𝑞1 + 1) · · · (𝑞𝑛 + 1)

∞∑︁
𝑖=𝑘+1

1

(𝑖+ 1)2𝑖
,

оскiльки
⃒⃒
Δ𝐸

𝑞1...𝑞𝑛𝑖𝑖

⃒⃒
= 1

(𝑞1+1)···(𝑞𝑛+1)(𝑖+1)2𝑖 .

При фiксованому 𝑘, враховуючи лему 2.1, отримуємо:

𝑆 (𝑘) =
∑︁

𝑞1<···<𝑞𝑛=𝑘

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑘+1

⃒⃒
Δ𝐸

𝑞1...𝑞𝑛𝑖𝑖

⃒⃒)︃
=

=
∑︁

𝑞1<···<𝑞𝑛=𝑘

(︃
1

(𝑞1 + 1) · · · (𝑞𝑛 + 1)
·

∞∑︁
𝑖=𝑘+1

1

(𝑖+ 1)2𝑖

)︃
=

=
∞∑︁

𝑖=𝑞𝑛+1

1

(𝑖+ 1)2𝑖
·

∑︁
𝑞1<···<𝑞𝑛=𝑘

1

(𝑞1 + 1) · · · (𝑞𝑛 + 1)
=

=
∞∑︁

𝑖=𝑞𝑛+1

1

(𝑖+ 1)2𝑖
·𝑀(𝑘) =

1

2

∞∑︁
𝑖=𝑘+1

1

(𝑖+ 1)2𝑖
.

Тодi мiра Лебега множини 𝐸𝑓 дорiвнює

𝜆
(︀
𝐸𝑓

)︀
=

∞∑︁
𝑖=1

1

(𝑖+ 1)2𝑖
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑆(𝑘) =
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=
∞∑︁
𝑖=1

1

(𝑖+ 1)2𝑖
+

1

2
·

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑖=𝑘+1

1

(𝑖+ 1)2𝑖
=

=
∞∑︁
𝑖=1

1

(𝑖+ 1)2𝑖
+

1

2
·
(︂

1

32 · 2
+

2

42 · 3
+

3

52 · 4
+ · · ·

)︂
=

=
1

4
+

∞∑︁
𝑖=2

1

(𝑖+ 1)2𝑖
+

1

2
·

∞∑︁
𝑖=2

𝑖− 1

(𝑖+ 1)2𝑖
=

=
1

4
+

1

2
·

∞∑︁
𝑖=2

𝑖+ 1

(𝑖+ 1)2𝑖
=

1

4
+

1

2
·

∞∑︁
𝑖=2

1

(𝑖+ 1)𝑖
=

1

2
.

Звiдси слiдує, що 𝜆 (𝐸𝑓) = 1− 𝜆
(︀
𝐸𝑓

)︀
= 1

2 .

2.1.2. Властивостi проєктора.

Теорема 2.3. Проєктор 𝑓 є нiде не монотонною функцiєю на всiй областi

визначення.

Доведення. Покажемо, що проєктор 𝑓 не є монотонним на жоднiй мно-

жинi виду (𝑎; 𝑏) ∖Q ⊂ 𝐷𝑓 .

Розглянемо довiльну множину виду (𝑎; 𝑏) ∖ Q ⊂ 𝐷𝑓 , 𝑥1, 𝑥2 ∈ (𝑎; 𝑏) ∖ Q.
Нехай 𝑥1 < 𝑥2. Тодi 𝑥1 = Δ𝑂

𝑞1...𝑞𝑛−1𝑎𝑛𝑎𝑛+1...
та 𝑥2 = Δ𝑂

𝑞1...𝑞𝑛−1𝑏𝑛𝑏𝑛+1...
, причому

𝑎𝑛 ̸= 𝑏𝑛.

Випадок 1: 𝑛 — непарне. Тодi 𝑎𝑛 > 𝑏𝑛. Розглянемо iррацiональне чи-

сло 𝑥* = Δ𝑂
𝑞1...𝑞𝑛−1𝑎𝑛(𝑎𝑛+1+1)(𝑎𝑛+1+2).... Згiдно з наслiдком 1.3, 𝑥1 < 𝑥* < 𝑥2.

Розглянемо значення проєктора в точках 𝑥1, 𝑥2, 𝑥
*. Згiдно з наслiдком 1.2,

число 𝑓(𝑥*) = Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛−1𝑎𝑛(𝑎𝑛+1+1)(𝑎𝑛+1+2)... менше за 𝑓(𝑥1) = Δ𝐸

𝑞1...𝑞𝑛−1𝑎𝑛𝑎𝑛+1...
та

𝑓(𝑥2) = Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛−1𝑏𝑛𝑏𝑛+1...

.

Випадок 2: 𝑛 — парне. Тодi 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛. Розглянемо iррацiональне число

𝑥′ = Δ𝑂
𝑞1...𝑞𝑛−1𝑏𝑛(𝑏𝑛+1+1)(𝑏𝑛+1+2).... Тодi 𝑥1 < 𝑥′ < 𝑥2. Розглянемо значення

проєктора в точках 𝑥1, 𝑥2, 𝑥
′. Число 𝑓(𝑥′) = Δ𝐸

𝑞1...𝑞𝑛−1𝑏𝑛(𝑏𝑛+1+1)(𝑏𝑛+1+2)... менше

за 𝑓(𝑥1) = Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛−1𝑎𝑛𝑎𝑛+1...

та 𝑓(𝑥2) = Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛−1𝑏𝑛𝑏𝑛+1...

.

Отже, проєктор 𝑓 не є монотонним на жоднiй з множин (𝑎; 𝑏) ∖Q.

Зауважимо, що функцiя 𝑓 має розриви в рацiональних точках, оскiльки
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не означена в них. Тому дослiдимо її на неперервнiсть i диференцiйовнiсть

по множинi iррацiональних чисел.

Теорема 2.4. Проєктор 𝑓 неперервний в кожнiй точцi областi визначе-

ння по множинi iррацiональних чисел.

Доведення. Нехай 𝑥0 = Δ𝑂
𝑐1𝑐2...

— довiльне фiксоване число з (0; 1) ∖ Q
i аргумент проєктора 𝑥 → 𝑥0 по множинi iррацiональних чисел. Умова

𝑥 → 𝑥0 рiвносильна умовi 𝑘(𝑥;𝑥0) → ∞, де 𝑘(𝑥;𝑥0) — таке натуральне

число, що 𝑞𝑘(𝑥) ̸= 𝑐𝑘, але 𝑞𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖 при всiх 𝑖 < 𝑘 (наслiдок 1.5). Звiдси

|𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥)| =
⃒⃒⃒
Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑘−1𝑐𝑘...
−Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑘−1𝑞𝑘(𝑥)...

⃒⃒⃒
<
⃒⃒
Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑘−1

⃒⃒
→ 0

при 𝑘 → ∞. Отже, функцiя 𝑓 є неперервною по множинi iррацiональних

чисел в кожнiй точцi областi визначення.

Теорема 2.5. Проєктор 𝑓 має неусувнi розриви першого роду в кожнiй

рацiональнiй точцi iнтервалу (0; 1).

Доведення. У роботi [48] показано, що кожне рацiональне число з (0; 1)

має два представлення у виглядi частинних сум ряду Остроградського–

Серпiнського–Пiрса:

𝑥𝑟 =
1

𝑞1
− 1

𝑞1𝑞2
+ · · ·+ (−1)𝑛−1

𝑞1 · · · 𝑞𝑛
=

=
1

𝑞1
− · · ·+ (−1)𝑛−1

𝑞1 · · · 𝑞𝑛−1(𝑞𝑛 − 1)
+

(−1)𝑛

𝑞1 · · · 𝑞𝑛−1(𝑞𝑛 − 1)𝑞𝑛
.

Зокрема, в достатньо малому околi точки 𝑥𝑟 всi iррацiональнi числа з одно-

го боку вiд 𝑥𝑟 мають 𝑂-зображення виду Δ𝑂
𝑞1...𝑞𝑛𝑎𝑛+1...

, а з iншого боку —

виду Δ𝑂
𝑞1...𝑞𝑛−1(𝑞𝑛−1)𝑞𝑛𝑏𝑛+2...

. Тодi значення проєктора в цьому околi з одно-

го боку вiд 𝑥𝑟 мають вигляд Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛𝑎𝑛+1...

, а з iншого боку мають вигляд

Δ𝐸
𝑞1...𝑞𝑛−1(𝑞𝑛−1)𝑞𝑛𝑏𝑛+2...

.

Оскiльки з 𝑥 → 𝑥𝑟 випливає, що 𝑎𝑛+1 → +∞ та 𝑏𝑛+2 → +∞, то значе-

ння проєктора 𝑓 з одного боку прямують до числа

1

𝑞1 + 1
+

1

(𝑞1 + 1)(𝑞2 + 1)
+ · · ·+ 1

(𝑞1 + 1) · · · (𝑞𝑛 + 1)
,
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а з iншого боку до числа

1

𝑞1 + 1
+ · · ·+ 1

(𝑞1 + 1) · · · (𝑞𝑛−1 + 1)𝑞𝑛
+

1

(𝑞1 + 1) · · · (𝑞𝑛−1 + 1)𝑞𝑛(𝑞𝑛 + 1)
.

Зрозумiло, що цi числа не рiвнi мiж собою, а тому в рацiональнiй точцi 𝑥𝑟

має мiсце неусувний розрив першого роду.

Теорема 2.6. Функцiя 𝑓 є недиференцiйовною майже скрiзь (в розумiннi

мiри Лебега) по множинi iррацiональних чисел.

Доведення. Проєктор 𝑓 є нiде не монотонною функцiєю. Тому якщо вiн

в точцi 𝑥0 ∈ 𝐷𝑓 має скiнченну похiдну по множиннi iррацiональних чисел,

то вона може бути рiвна тiльки нулю.

Покажемо, що майже скрiзь (в розумiннi мiри Лебега), похiдна проєкто-

ра 𝑓 не рiвна нулю. Для цього доведемо, що для майже всiх точок 𝑥0 ∈ 𝐷𝑓

в довiльному їхньому околi iснує така точка 𝑥* ∈ 𝐷𝑓 , що⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

𝑥0 − 𝑥*

⃒⃒⃒⃒
> 𝑑 = 𝑑(𝑥0) > 0.

Звiдси буде слiдувати, що проєктор 𝑓 недиференцiйовний майже скрiзь на

𝐷𝑓 (в розумiннi мiри Лебега) по множинi iррацiональних чисел.

Нехай 𝑥0 = Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛𝑐𝑛+1...

— довiльне фiксоване число, а 𝑂-зображення

числа 𝑥 = Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛𝑎𝑛+1...

вiдрiзняється вiд 𝑂-зображення числа 𝑥0, починаючи

з (𝑛+ 1)-ої 𝑂-цифри, тобто 𝑎𝑛+1 ̸= 𝑐𝑛+1.

Розглянемо вiдношення⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥)

𝑥0 − 𝑥

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑛𝑐𝑛+1...
−Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑛𝑎𝑛+1...

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛𝑐𝑛+1...

−Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛𝑎𝑛+1...

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

1
(𝑐1+1)···(𝑐𝑛+1)

⃒⃒
Δ𝐸

𝑐𝑛+1...
−Δ𝐸

𝑎𝑛+1...

⃒⃒
1

𝑐1···𝑐𝑛

⃒⃒
Δ𝑂

𝑐𝑛+1...
−Δ𝑂

𝑎𝑛+1...

⃒⃒ =

=
𝑐1 · · · 𝑐𝑛

(𝑐1 + 1) · · · (𝑐𝑛 + 1)
·

⃒⃒⃒⃒
⃒Δ𝐸

𝑐𝑛+1...
−Δ𝐸

𝑎𝑛+1...

Δ𝑂
𝑐𝑛+1...

−Δ𝑂
𝑎𝑛+1...

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

В околi точки 𝑥0 вiзьмемо таку точку 𝑥
* = Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑛𝑎𝑛+1...
, що

𝑎𝑛+1 = (𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+2 + 1).
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Оскiльки Δ𝐸
𝑎𝑛+1𝑎𝑛+2...

⩽ 1
𝑎𝑛+1

, то,

Δ𝐸
𝑎𝑛+1𝑎𝑛+2...

⩽
1

(𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+2 + 1)
.

Звiдси отримуємо оцiнку

Δ𝐸
𝑐𝑛+1...

−Δ𝐸
𝑎𝑛+1...

⩾

(︂
1

𝑐𝑛+1 + 1
+

1

(𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+2 + 1)
+ · · ·

)︂
−

− 1

(𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+2 + 1)
>

1

𝑐𝑛+1 + 1
.

Оскiльки Δ𝑂
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

< 1
𝑐𝑛+1

, то маємо оцiнку

0 < Δ𝑂
𝑐𝑛+1...

−Δ𝑂
𝑎𝑛+1...

< Δ𝑂
𝑐𝑛+1...

<
1

𝑐𝑛+1
.

Таким чином, отримуємо оцiнку:

Δ𝐸
𝑐𝑛+1...

−Δ𝐸
𝑎𝑛+1...

Δ𝑂
𝑐𝑛+1...

−Δ𝑂
𝑎𝑛+1...

>

1
𝑐𝑛+1+1

1
𝑐𝑛+1

=
𝑐𝑛+1

𝑐𝑛+1 + 1
.

Звiдси ⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

𝑥0 − 𝑥*

⃒⃒⃒⃒
>

𝑐1 · · · 𝑐𝑛𝑐𝑛+1

(𝑐1 + 1) · · · (𝑐𝑛 + 1)(𝑐𝑛+1 + 1)
.

В свою чергу,

𝑐1 · · · 𝑐𝑛𝑐𝑛+1

(𝑐1 + 1) · · · (𝑐𝑛 + 1)(𝑐𝑛+1 + 1)
>

∞∏︁
𝑖=1

𝑐𝑖
𝑐𝑖 + 1

= 𝑑(𝑥0),

де 𝑑(𝑥) =
∞∏︀
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑥)
𝑞𝑖(𝑥)+1 =

∞∏︀
𝑖=1

(︁
1− 1

𝑞𝑖(𝑥)+1

)︁
. Остаточно отримуємо, що

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

𝑥0 − 𝑥*

⃒⃒⃒⃒
> 𝑑(𝑥0).

Покажемо, що 𝑑(𝑥) > 0 майже скрiзь на множинi (0; 1)∖Q в розумiннi

мiри Лебега. Згiдно з теоремою 1.24, добуток
∞∏︀
𝑖=1

(︁
1− 1

𝑞𝑖(𝑥)+1

)︁
буде мати до-

датне значення тодi i тiльки тодi, коли ряд
∞∑︀
𝑖=1

1
𝑞𝑖(𝑥)+1 буде збiжним. У свою
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чергу, згiдно з ознакою порiвняння рядiв, цей ряд буде збiжним тодi i тiль-

ки тодi, коли збiжним буде ряд
∞∑︀
𝑖=1

1
𝑞𝑖(𝑥)

.

Як вiдомо з класичних результатiв Дж. Шаллiта [39], ряд
∞∑︀
𝑖=1

1
𝑞𝑖(𝑥)

є збi-

жним для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1) ∖ Q в розумiннi мiри Лебега. Тому майже

для всiх 𝑥 ∈ (0; 1) ∖Q: 𝑑(𝑥) > 0.

Отже, майже для всiх 𝑥 ∈ (0; 1)∖Q в довiльному околi точки 𝑥 iснує

точка 𝑥* така, що
⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥*)

𝑥−𝑥*

⃒⃒⃒
> 𝑑(𝑥) > 0, а тому проєктор 𝑓 є майже скрiзь

недиференцiйовним по множинi iррацiональних чисел.

Зауваження 2.1. Вище було показано, що проєктор 𝑓 є недиференцiйовним

по множинi iррацiональних чисел у всiх точках 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 , для яких ряд
∞∑︀
𝑖=1

1
𝑞𝑖(𝑥)

є збiжним, тобто майже скрiзь на (0; 1) ∖ Q. Проте [39] множина

чисел, для яких цей ряд розбiжний, є континуальною та щiльною в (0; 1)∖Q.
Тому природно виникає запитання про диференцiйовнiсть проєктора 𝑓 в

точках множини розбiжностi ряду
∞∑︀
𝑖=1

1
𝑞𝑖(𝑥)

. Наступна теорема частково дає

вiдповiдь на це запитання.

Теорема 2.7. Проєктор 𝑓 є недиференцiйовним по множинi iррацiональ-

них чисел в точках 𝑥 таких, що 𝑞𝑛+1(𝑥) − 𝑞𝑛(𝑥) ⩽ 𝑘 = const для нескiн-

ченної кiлькостi номерiв 𝑛.

Доведення. Нехай 𝑥0 = Δ𝑂
𝑐1𝑐2...

таке, що 𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛 ⩽ 𝑘 для нескiнченної

кiлькостi номерiв 𝑛. Для довiльного як завгодно малого околу точки 𝑥0

iснує таке число 𝑁 , що для кожного 𝑛 ⩾ 𝑁 число 𝑥* = Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

мiститься в цьому околi при довiльних 𝑎𝑛+2, 𝑎𝑛+3, . . . .

Покажемо, що при достатньо великому значеннi 𝑎𝑛+2:⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

𝑥0 − 𝑥*

⃒⃒⃒⃒
>

1

𝑘
> 0.

Аналогiчно до теореми 2.6, цього достатньо щоб стверджувати, що проє-

ктор 𝑓 є недиференцiйовним в точцi 𝑥0.
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Iз мiркувань, використаних при доведеннi теореми 2.6, слiдує⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

𝑥0 − 𝑥*

⃒⃒⃒⃒
=

𝑐1 · · · 𝑐𝑛
(𝑐1 + 1) · · · (𝑐𝑛 + 1)

·

⃒⃒⃒⃒
⃒Δ

𝐸
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝐸
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

Δ𝑂
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝑂
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Очевидно, має мiсце нерiвнiсть

𝑐1 · · · 𝑐𝑛
(𝑐1 + 1) · · · (𝑐𝑛 + 1)

⩾
1 · 2 · . . . · 𝑛

2 · 3 · . . . · (𝑛+ 1)
=

1

𝑛+ 1
.

З ознак порiвняння чисел за їхнiми 𝐸 та 𝑂-зображеннями (наслiдки 1.2 та

1.3 вiдповiдно) слiдує, що

Δ𝐸
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝐸
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

Δ𝑂
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝑂
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

> 0.

Знайдемо бiльш точнi оцiнки для цього дробу. Для цього попередньо оцi-

нимо значення його чисельника та знаменника:

Δ𝐸
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝐸
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

>

>
1

𝑐𝑛+1 + 1
+

1

(𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+2 + 1)
−
(︂

1

𝑐𝑛+1 + 2
+

1

(𝑐𝑛+1 + 2)𝑎𝑛+2

)︂
=

=
1

(𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+1 + 2)
+

1

(𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+2 + 1)
− 1

(𝑐𝑛+1 + 2)𝑎𝑛+2
>

>
2

(𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+2 + 1)
− 1

(𝑐𝑛+1 + 1)𝑎𝑛+2
;

Δ𝑂
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝑂
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

<

<
1

𝑐𝑛+1
− 1

𝑐𝑛+1(𝑐𝑛+2 + 1)
−
(︂

1

𝑐𝑛+1 + 1
− 1

(𝑐𝑛+1 + 1)𝑎𝑛+2

)︂
=

=
𝑐𝑛+2 − 𝑐𝑛+1

𝑐𝑛+1(𝑐𝑛+1 + 1)(𝑐𝑛+2 + 1)
+

1

(𝑐𝑛+1 + 1)𝑎𝑛+2
.

Таким чином отримуємо оцiнку

Δ𝐸
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝐸
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

Δ𝑂
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝑂
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

>

2

𝑐𝑛+2 + 1
−

1

𝑎𝑛+2

𝑐𝑛+2 − 𝑐𝑛+1

𝑐𝑛+1 (𝑐𝑛+2 + 1)
+

1

𝑎𝑛+2

.
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Врахуємо, що

lim
𝑎𝑛+2→∞

2

𝑐𝑛+2 + 1
−

1

𝑎𝑛+2

𝑐𝑛+2 − 𝑐𝑛+1

𝑐𝑛+1(𝑐𝑛+2 + 1)
+

1

𝑎𝑛+2

=
2𝑐𝑛+1

𝑐𝑛+2 − 𝑐𝑛+1
,

причому ця послiдовнiсть прямує до границi знизу. Тому для довiльного

𝜀 > 0 iснує таке 𝑀 , що для всiх 𝑎𝑛+2 > 𝑀 :

Δ𝐸
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝐸
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

Δ𝑂
𝑐𝑛+1𝑐𝑛+2...

−Δ𝑂
(𝑐𝑛+1+1)𝑎𝑛+2...

>
2𝑐𝑛+1

𝑐𝑛+2 − 𝑐𝑛+1
− 𝜀.

Звiдси маємо, що для довiльного 𝜀 > 0 в будь-якому околi точки 𝑥0 для

кожного достатньо великого 𝑛 iснує точка 𝑥* така, що⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

𝑥0 − 𝑥*

⃒⃒⃒⃒
>

1

𝑛+ 1
·
(︂

2𝑐𝑛+1

𝑐𝑛+2 − 𝑐𝑛+1
− 𝜀

)︂
⩾

⩾
1

𝑛+ 1
·
(︂

2(𝑛+ 1)

𝑐𝑛+2 − 𝑐𝑛+1
− 𝜀

)︂
=

2

𝑐𝑛+2 − 𝑐𝑛+1
− 𝜀

𝑛+ 1
.

Але оскiльки 𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛 ⩽ 𝑘 для нескiнченної кiлькостi номерiв, то числа 𝜀

та 𝑥* завжди можна обрати таким чином, що⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

𝑥0 − 𝑥*

⃒⃒⃒⃒
>

2

𝑘
− 𝜀

𝑛+ 1
>

1

𝑘
> 0.

Отже, проєктор 𝑓 є недиференцiйовним в точцi 𝑥0.

2.1.3. Розподiл значень проєктора. Розглянемо проєктор 𝑓 як

функцiю, визначену на ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ , 𝜆), де Ω = (0; 1) ∖Q,
ℱ — 𝜎-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин множини Ω.

Теорема 2.8. Проєктор 𝑓 є випадковою величиною.

Доведення. Для доведення теореми достатньо показати, що множина

{𝑥 : 𝑓(𝑥) < 𝑎} ∈ ℱ для кожного 𝑎 ∈ R. Зрозумiло, що 𝐸𝑓 ⊂ (0; 1). Якщо

𝑎 ⩽ 0, то {𝑥 : 𝑓(𝑥) < 𝑎} = ∅ ∈ ℱ . Якщо 𝑎 ⩾ 1, то {𝑥 : 𝑓(𝑥) < 𝑎} = Ω ∈ ℱ .
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Нехай 0 < 𝑎 < 1, причому 𝑎 = Δ𝐸
𝑐1𝑐2...

. Тодi

{𝑥 : 𝑓 (𝑥) < 𝑎} = {𝑥 : 𝑞1(𝑥) > 𝑐1} ∪ {𝑥 : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, 𝑞2(𝑥) > 𝑐2}∪

∪ {𝑥 : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, 𝑞2(𝑥) = 𝑐2, 𝑞3(𝑥) > 𝑐3} ∪ · · · =

=
∞⋃︁
𝑛=1

{𝑥 : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑞𝑛−1(𝑥) = 𝑐𝑛−1, 𝑞𝑛(𝑥) > 𝑐𝑛}.

Якщо послiдовнiсть 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛−1 не є зростаючою, то

{𝑥 : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑞𝑛−1(𝑥) = 𝑐𝑛−1, 𝑞𝑛(𝑥) > 𝑐𝑛} = ∅ ∈ ℱ .

Якщо послiдовнiсть 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛−1 зростаюча, то

{𝑥 : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑞𝑛−1(𝑥) = 𝑐𝑛−1, 𝑞𝑛(𝑥) > 𝑐𝑛} =
∞⋃︁

𝑘=𝑐𝑛+1

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑘

∈ ℱ .

Таким чином, множина {𝑥 : 𝑓 (𝑥) < 𝑎} є вимiрною, оскiльки є не бiльш
нiж злiченним об’єднанням вимiрних множин. Отже, проєктор 𝑓 є випад-

ковою величиною.

Нехай випадкова величина 𝑋 рiвномiрно розподiлена на (0; 1)∖Q, тобто
P {𝑋 < 𝑎} = 𝑎 для кожного 𝑎 ∈ [0; 1]. Розглянемо випадкову величину 𝑌 ,

що визначена рiвнiстю 𝑌 = 𝑓 (𝑋), та функцiю розподiлу 𝐹𝑌 випадкової

величини 𝑌 .

Теорема 2.9. Значення функцiї розподiлу 𝐹𝑌 випадкової величини 𝑌 у

точцi 𝑎 = Δ𝐸
𝑐1𝑐2...

∈ 𝐸𝑓 обчислюється за формулою

𝐹𝑌 (𝑎) = 𝐹𝑌

(︀
Δ𝐸

𝑐1𝑐2...

)︀
=

1

𝑐1 + 1
+

1

𝑐1(𝑐2 + 1)
+

1

𝑐1𝑐2(𝑐3 + 1)
+ · · · .

Доведення. Нехай 𝑎 = Δ𝐸
𝑐1𝑐2...

∈ 𝐸𝑓 . З доведення теореми 2.8 слiдує, що

подiю {𝑌 < 𝑎} можна записати наступним чином

{𝑌 < 𝑎} =
∞⋃︁
𝑛=1

∞⋃︁
𝑘=𝑐𝑛+1

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑘

.
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Зрозумiло, що всi цилiндри, що входять до цього об’єднання, попарно

не перетинаються. Тому

𝐹𝑌 (𝑎) = P{𝑌 < 𝑎} =
∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑘=𝑐𝑛+1

⃒⃒
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑛−1𝑘

⃒⃒
.

Знайдемо значення внутрiшньої суми:

∞∑︁
𝑘=𝑐𝑛+1

⃒⃒
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑛−1𝑘

⃒⃒
=

∞∑︁
𝑘=𝑐𝑛+1

1

𝑐1 · · · 𝑐𝑛−1𝑘 (𝑘 + 1)
=

=
1

𝑐1 · · · 𝑐𝑛−1
·

∞∑︁
𝑘=𝑐𝑛+1

1

𝑘 (𝑘 + 1)
=

1

𝑐1 · · · 𝑐𝑛−1 (𝑐𝑛 + 1)
.

Таким чином, 𝐹𝑌 (𝑎) = 𝐹𝑌

(︀
Δ𝐸

𝑐1𝑐2...

)︀
=

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑐1 · · · 𝑐𝑛−1 (𝑐𝑛 + 1)
.

Зауваження 2.2. Ряд
∞∑︀
𝑛=1

1
𝑐1···𝑐𝑛−1(𝑐𝑛+1) є модифiкованим рядом Енгеля, еле-

менти якого на 1 бiльшi за елементи ряду Енгеля, яким представлено ар-

гумент функцiї розподiлу 𝐹𝑌 (у випадку 𝑎 ∈ 𝐸𝑓). Таким чином, функцiя

розподiлу 𝐹𝑌 (в певному сенсi) є проєктором з 𝐸-зображення в зображення

чисел модифiкованими рядами Енгеля.

Теорема 2.10. Значення функцiї розподiлу 𝐹𝑌 випадкової величини 𝑌 у

точцi 𝑎 = Δ𝐸
𝑐1𝑐2...

∈ (0; 1)∖𝐸𝑓 обчислюється за формулою

𝐹𝑌 (𝑎) = 𝐹𝑌

(︀
Δ𝐸

𝑐1𝑐2...

)︀
=

𝑘∑︁
𝑛=1

1

𝑐1 · · · 𝑐𝑛−1(𝑐𝑛 + 1)
,

де 𝑘 = min{𝑖 : 𝑐𝑖 = 𝑐𝑖−1}.

Доведення. Нехай 𝑎 = Δ𝐸
𝑐1𝑐2...

/∈ 𝐸𝑓 . Тодi послiдовнiсть (𝑐𝑖)
∞
𝑖=1 не є зро-

стаючою, тобто мiстить рiвнi сусiднi елементи. Нехай 𝑘 = min{𝑖 : 𝑐𝑖 = 𝑐𝑖−1}.
У доведеннi теореми 2.8 було показано, що

{𝑌 < 𝑎} =
∞⋃︁
𝑛=1

{𝑥 : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑞𝑛−1(𝑥) = 𝑐𝑛−1, 𝑞𝑛(𝑥) > 𝑐𝑛}.
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Проте {𝑥 : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑞𝑛−1(𝑥) = 𝑐𝑛−1, 𝑞𝑛(𝑥) > 𝑐𝑛} = ∅ при 𝑛 ⩾ 𝑘 + 1,

оскiльки їхнi елементи мають задовольняти умовi 𝑞𝑘−1 (𝑥) = 𝑞𝑘 (𝑥) = 𝑐𝑘,

якою не володiє жодне число з Ω. Отже,

{𝑌 < 𝑎} =
𝑘⋃︁

𝑛=1

{𝑥 : 𝑞1(𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑞𝑛−1(𝑥) = 𝑐𝑛−1, 𝑞𝑛(𝑥) > 𝑐𝑛} =

=
𝑘⋃︁

𝑛=1

∞⋃︁
𝑘=𝑐𝑛+1

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑘

.

Оскiльки цилiндри з цього об’єднання попарно не перетинаються, то

𝐹𝑌 (𝑎) =
𝑘∑︁

𝑛=1

∞∑︁
𝑘=𝑐𝑛+1

⃒⃒
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑛−1𝑘

⃒⃒
=

𝑘∑︁
𝑛=1

1

𝑐1 · · · 𝑐𝑛−1(𝑐𝑛 + 1)
.

2.2. Випадкова величина, що пов’язана з рядами

Остроградського–Серпiнського–Пiрса

Нехай (Ω,ℱ , 𝜆) — ймовiрнiсний простiр, де Ω = (0; 1) ∖Q, ℱ — 𝜎-алгебра

вимiрних за Лебегом пiдмножин множини Ω, 𝜆 — мiра Лебега.

На множинi збiжностi ряду
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 , 𝑛 ∈ N0, визначимо функцiю

𝜉𝑛(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛
.

Далi доведемо, що функцiї 𝜉𝑛(𝑥) визначенi (набувають скiнченних значень)

майже скрiзь на Ω та є випадковими величинами, обчислимо їхнi матема-

тичнi сподiвання M𝜉𝑛 та дисперсiї D𝜉𝑛.

Зауваження 2.3. Задача про знаходження математичного сподiвання ви-

падкової величини 𝜉0 була розв’язана в роботi [39]. Проте в цiй роботi не

висвiтлено питання вимiрностi функцiї 𝜉0, що є принциповим для насту-

пного дослiдження цiєї функцiї. Також в роботi не висвiтлено питання

щiльностi множини, на якiй вiдповiдний функцiональний ряд розбiжний

(запропоновано довести цей факт читачам). Далi в даному дисертацiйному
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дослiдженнi буде доведено вимiрнiсть функцiй 𝜉𝑛 та запропоновано вла-

сний пiдхiд до обчислення математичного сподiвання M𝜉𝑛, вiдмiнний вiд

того, що застосований у роботi [39].

2.2.1. Функцiя 𝜉𝑛 як випадкова величина.

Теорема 2.11. Функцiї 1
𝑞𝑘(𝑥)

, де 𝑘 ∈ N, є випадковими величинами.

Доведення. Щоб довести, що функцiя 1
𝑞𝑘(𝑥)

є випадковою величиною

(вимiрною на (Ω,ℱ , 𝜆)), достатньо показати, що {𝑥 : 1
𝑞𝑘(𝑥)

⩽ 𝑎} ∈ ℱ для ко-

жного 𝑎 ∈ R. Зрозумiло, що 1
𝑞𝑘(𝑥)

може набувати тiльки злiченну кiлькiсть

значень, причому 0 < 1
𝑞𝑘(𝑥)

⩽ 1.

Якщо 𝑎 ⩽ 0, то {𝑥 : 1
𝑞𝑘(𝑥)

⩽ 𝑎} = ∅ ∈ ℱ .
Якщо 𝑎 ⩾ 1, то {𝑥 : 1

𝑞𝑘(𝑥)
⩽ 𝑎} = Ω ∈ ℱ .

Нехай 𝑎 ∈ (0; 1). Тодi функцiя 1
𝑞𝑘(𝑥)

набуває злiченну кiлькiсть значень,

що не бiльшi 𝑎, а саме значень iз множини { 1
𝑚 ,

1
𝑚+1 , . . .}, де 𝑚 ∈ N∖{1} та

1
𝑚 ⩽ 𝑎 < 1

𝑚−1 . Тодi

{𝑥 : 1

𝑞𝑘(𝑥)
⩽ 𝑎} =

∞⋃︁
𝑝=0

{𝑥 : 1

𝑞𝑘(𝑥)
=

1

𝑚+ 𝑝
} =

∞⋃︁
𝑝=0

{𝑥 : 𝑞𝑘(𝑥) = 𝑚+ 𝑝} =

=
∞⋃︁
𝑝=0

(︃ ⋃︁
𝑐1<···<𝑐𝑘−1<𝑚+𝑝

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑘−1[𝑘+𝑝]

)︃
.

Зрозумiло, що
⋃︀

𝑐1<···<𝑐𝑘−1<𝑚+𝑝
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑘−1[𝑚+𝑝] є скiнченним об’єднанням ци-

лiндрiв, кожен з яких є вимiрною за Лебегом множиною. Тому⋃︁
𝑐1<···<𝑐𝑘−1<𝑚+𝑝

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑘−1[𝑚+𝑝] ∈ ℱ .

Звiдси отримуємо, що {𝑥 : 1
𝑞𝑘(𝑥)

⩽ 𝑎} ∈ ℱ .
Остаточно, {𝑥 : 1

𝑞𝑘(𝑥)
⩽ 𝑎} ∈ ℱ при всiх 𝑎 ∈ R. Тому функцiя 1

𝑞𝑘(𝑥)
є

випадковою величиною для кожного 𝑘 ∈ N.

Наслiдок 2.1. Функцiї 1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝑛 ∈ N0, є випадковими величинами.
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Розглянемо допомiжну величину

𝐵(𝑘, 𝑡) =
∑︁

𝑘<𝑞1<···<𝑞𝑚<𝑘+𝑡

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑚
,

де 𝑡 ∈ N, 𝑘 ∈ N0, а сума обчислюється по всеможливим послiдовностям

натуральних чисел (𝑞𝑖)
𝑚
𝑖=1 таким, що 𝑘 < 𝑞1 < · · · < 𝑞𝑚 < 𝑘 + 𝑡. При

цьому кiлькiсть 𝑚 елементiв таких послiдовностей набуває всеможливих

допустимих значень.

Лема 2.2. 𝐵(𝑘, 𝑡) =
∑︁

𝑘<𝑞1<···<𝑞𝑚<𝑘+𝑡

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑚
=
𝑡− 1

𝑘 + 1
.

Доведення. Для доведення рiвностi скористаємося методом математи-

чної iндукцiї. Нехай 𝑘 — фiксоване цiле невiд’ємне число, а 𝑡 — довiльне

натуральне число.

Якщо 𝑡 = 1, то 𝐵(𝑘, 1) = 0 = 𝑡−1
𝑘+1 , оскiльки в цьому випадку мiж 𝑘 та

𝑘 + 𝑡 не iснує жодного натурального числа.

Якщо 𝑡 = 2, то 𝐵(𝑘, 2) = 1
𝑘+1 =

𝑡−1
𝑘+1 .

Якщо 𝑡 = 3, то

𝐵(𝑘, 3) =
1

𝑘 + 1
+

1

𝑘 + 2
+

1

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
=

2

𝑘 + 1
=
𝑡− 1

𝑘 + 1
.

Припустимо, що при 𝑡 = 𝑠 має мiсце рiвнiсть 𝐵(𝑘, 𝑠) = 𝑠−1
𝑘+1 . Тодi при

𝑡 = 𝑠+ 1 отримаємо

𝐵(𝑘, 𝑠+ 1) = 𝐵(𝑘, 𝑠) +
1

𝑘 + 𝑠
+𝐵(𝑘, 𝑠) · 1

𝑘 + 𝑠
=

=
𝑠− 1

𝑘 + 1
+

1

𝑘 + 𝑠
+
𝑠− 1

𝑘 + 1
· 1

𝑘 + 𝑠
=

𝑠

𝑘 + 1
=
𝑡− 1

𝑘 + 1
.

Отже, в силу принципу математичної iндукцiї, 𝐵(𝑘, 𝑡) = 𝑡−1
𝑘+1 для ко-

жного 𝑡 ∈ N та кожного 𝑘 ∈ N0.

Зауваження 2.4. Вираз для величини𝐵 (𝑘, 𝑡) можна переписати наступним

чином:

𝐵 (𝑘, 𝑡) =
𝑡−1∑︁
𝑚=1

⎛⎝ ∑︁
𝑘<𝑞1<···<𝑞𝑚<𝑘+𝑡

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑚

⎞⎠ ,
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де внутрiшня сума обчислюється по всеможливим послiдовностям фiксо-

ваної довжини 𝑚.

Теорема 2.12. Ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 збiгається майже скрiзь (в сенсi мiри Ле-

бега) на множинi Ω.

Доведення. Покажемо, що ряд
∞∑︀
𝑘=1

∫︀
Ω

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 𝑑𝜆 є збiжним.

∫︁
Ω

1

𝑞1(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗 + 𝑛
· 𝜆(Δ𝑂

𝑗 )

)︂
=

=
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗 + 𝑛
· 1

𝑗(𝑗 + 1)

)︂
=

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
;

∞∑︁
𝑘=2

∫︁
Ω

1

𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑞𝑘=𝑘

(︃
1

𝑞𝑘 + 𝑛
·

∑︁
0<𝑞1<···<𝑞𝑘

𝜆
(︀
Δ𝑂

𝑞1...𝑞𝑘−1𝑞𝑘

)︀)︃
=

=
∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑞𝑘=𝑘

(︃
1

𝑞𝑘 + 𝑛
·

∑︁
0<𝑞1<···<𝑞𝑘

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑘−1𝑞𝑘(𝑞𝑘 + 1)

)︃
=

=
∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑞𝑘=𝑘

(︃
1

𝑞𝑘(𝑞𝑘 + 1)(𝑞𝑘 + 𝑛)
·

∑︁
0<𝑞1<···<𝑞𝑘

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑘−1

)︃
=

=
∞∑︁
𝑗=2

⎛⎝ 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·

𝑗∑︁
𝑘=2

⎛⎝ ∑︁
0<𝑞1<···<𝑞𝑘−1<𝑗

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑘−1

⎞⎠⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑗=2

(︂
1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·𝐵(0, 𝑗)

)︂
=

∞∑︁
𝑗=2

𝑗 − 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
=

=
∞∑︁
𝑗=1

𝑗 − 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
.

Остаточно отримуємо, що

∞∑︁
𝑘=1

∫︁
Ω

1

𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

∫︁
Ω

1

𝑞1(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆+

∞∑︁
𝑘=2

∫︁
Ω

1

𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

=
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
+

∞∑︁
𝑗=1

𝑗 − 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
=

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
.
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Отже, згiдно з наслiдком 1.9, ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 збiгається майже скрiзь на

множинi Ω. При цьому∫︁
Ω

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛

)︃
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑘=1

∫︁
Ω

1

𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
.

Зауважимо, що для кожного 𝑥 ∈ Ω ряди
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 , 𝑛 ∈ N0, або одноча-

сно збiжнi, або одночасно розбiжнi. Це слiдує з теореми 1.22.

Позначимо через Ω* пiдмножину множини Ω, на якiй функцiональнi ря-

ди
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 збiжнi. Згiдно з попередньою теоремою, 𝜆(Ω*) = 𝜆(Ω) = 1. Не-

хай ℱ* — 𝜎-алгебра пiдмножин множини Ω*, вимiрних за Лебегом. Таким

чином маємо, що (Ω*,ℱ*, 𝜆) — ймовiрнiсний простiр. Тодi функцiї 𝜉𝑛(𝑥) є

випадковими величинами на (Ω*,ℱ*, 𝜆), оскiльки є границями послiдовно-

стей вимiрних функцiй
𝑚∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 , що монотонно зростають в кожнiй точцi

областi визначення.

Теорема 2.13. Множина Ω ∖ Ω*, що складається з чисел, в яких ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 розбiжний, є континуальною та щiльною в (0; 1).

Доведення. Не порушуючи загальностi, можемо вважати, що Ω ∖ Ω* є

множиною розбiжностi ряду
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)

. Нехай 𝜀 > 0 та 𝑥0 ∈ (0; 1) — довiльнi

фiксованi числа, 𝑥1 = Δ𝑂
𝑐1𝑐2...

∈ Ω таке, що |𝑥0 − 𝑥1| < 𝜀
2 . Оскiльки⃒⃒

Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
=

1

𝑐1 · · · 𝑐𝑚(𝑐𝑚 + 1)
⩽

1

(𝑚+ 1)!
,

то iснує таке 𝑁 = 𝑁 (𝜀), що
⃒⃒
Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
< 𝜀

2 для кожного 𝑚 ⩾ 𝑁 . Тому при

𝑚 ⩾ 𝑁 цилiндр Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

повнiстю мiститься в 𝜀-околi точки 𝑥0.

Зафiксуємо деяке 𝑚 ⩾ 𝑁 та розглянемо множину

𝐾 =
{︀
𝑥 : 𝑥 = Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑚𝑎1𝑎2...
, 𝑎𝑗 = 𝑐𝑚 + 2𝑗 + 𝑡𝑗, 𝑡𝑗 ∈ {0; 1}

}︀
.

Довiльна послiдовнiсть (𝑡𝑗)
∞
𝑗=1 визначає деяке число 𝑥 з цилiндра Δ𝑂

𝑐1...𝑐𝑚
,

оскiльки 𝑐𝑚 < 𝑎1 < 𝑎2 < · · · . Отже, 𝐾 ⊂ Δ𝑂
𝑐1...𝑐𝑚

, а тому 𝐾 повнiстю мiсти-

ться в 𝜀-околi точки 𝑥0. При цьому множина 𝐾 є континуальною, оскiльки
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має мiсце взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж елементами множини 𝐾

та континуальною множиною послiдовностей (𝑡𝑗)
∞
𝑗=1 нулiв та одиниць.

Для кожного 𝑥 ∈ 𝐾 ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)

розбiжний, оскiльки

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑞𝑘(𝑥)
=

𝑚∑︁
𝑘=1

1

𝑐𝑘
+

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑐𝑚 + 2𝑗 + 𝑡𝑗
,

а ряд
∞∑︀
𝑗=1

1
𝑐𝑚+2𝑗+𝑡𝑗

розбiжний. Для цього достатньо застосувати теорему 1.22

до даного ряду та гармонiчного ряду. Отже, 𝐾 ⊂ Ω ∖Ω*. Звiдси слiдує, що

Ω ∖ Ω* континуальна.

Оскiльки в довiльному 𝜀-околi довiльної точки 𝑥0 ∈ (0; 1) мiстяться

числа з множини Ω ∖ Ω*, то Ω ∖ Ω* щiльна в (0; 1).

Зауваження 2.5. Iдея доведення континуальностi множини Ω ∖ Ω* нале-

жить J.O. Shallit [39]. Проте щiльнiсть цiєї множини в роботi [39] лише

стверджується.

2.2.2. Числовi характеристики випадкової величини 𝜉𝑛.

Теорема 2.14. Математичне сподiвання M𝜉𝑛 випадкової величини 𝜉𝑛 до-

рiвнює
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
.

Доведення. Враховуючи промiжнi результати, одержанi при доведеннi

теореми 2.12, отримуємо:

M𝜉𝑛 =

∫︁
Ω*

𝜉𝑛(𝑥) 𝑑𝜆 =

∫︁
Ω

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛

)︃
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
.

Наслiдок 2.2. При 𝑛 = 0:

M𝜉0 =
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)𝑗
= 1.

Зауважимо, що випадок 𝑛 = 0 повнiстю узгоджується з теоремою 1.16.
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Наслiдок 2.3. При 𝑛 = 1:

M𝜉1 =
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)2
=
𝜋2

6
− 1.

Наслiдок 2.4. При 𝑛 ⩾ 2:

M𝜉𝑛 =
𝐻𝑛 − 1

𝑛− 1
,

де 𝐻𝑛 = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

𝑛 — 𝑛-не гармонiчне число.

Доведення. При 𝑛 ⩾ 2 отримуємо, що

M𝜉𝑛 =
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
=

1

𝑛− 1

∞∑︁
𝑗=1

𝑛− 1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
=

=
1

𝑛− 1

∞∑︁
𝑗=1

𝑗 + 𝑛− 𝑗 − 1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
=

1

𝑛− 1

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗 + 1
− 1

𝑗 + 𝑛

)︂
=

=
1

𝑛− 1
·
(︂
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

𝑛

)︂
=
𝐻𝑛 − 1

𝑛− 1
.

Теорема 2.15. Дисперсiя D𝜉𝑛 випадкової величини 𝜉𝑛 обчислюється за

формулою

D𝜉𝑛 =
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
+

+ 2 ·
∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗+1

1

(𝑢+ 1)(𝑢+ 𝑛)

)︃
− (M𝜉𝑛)

2 .

Доведення. Оскiльки D𝜉𝑛 = M𝜉2𝑛 − (M𝜉𝑛)
2, а математичне сподiвання

M𝜉𝑛 знаходиться за теоремою 2.14, то обчислення дисперсiї D𝜉𝑛 зводиться

до обчислення математичного сподiвання випадкової величини 𝜉2𝑛:

(𝜉𝑛(𝑥))
2 =

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛

)︃2

=

=
∞∑︁
𝑘=1

1

(𝑞𝑘(𝑥) + 𝑛)2
+ 2 ·

∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

1

(𝑞𝑡(𝑥) + 𝑛)(𝑞𝑚(𝑥) + 𝑛)
.
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Кожна з двох сум в останнiй рiвностi є вимiрною функцiєю, яка приймає

на Ω* тiльки скiнченнi значення, а тому вони є випадковими величинами.

При цьому кожен доданок, що входить до цих сум, також є випадковою

величиною. Тому

M𝜉2𝑛 =
∞∑︁
𝑘=1

M
1

(𝑞𝑘 + 𝑛)2
+ 2 ·

∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M
1

(𝑞𝑡 + 𝑛)(𝑞𝑚 + 𝑛)
.

Знайдемо значення суми
∞∑︀
𝑘=1

M 1
(𝑞𝑘+𝑛)2 :

M
1

(𝑞1 + 𝑛)2
=

∞∑︁
𝑞1=1

(︂
1

(𝑞1 + 𝑛)2
· 𝜆
(︀
Δ𝑂

𝑞1

)︀)︂
=

=
∞∑︁

𝑞1=1

(︂
1

(𝑞1 + 𝑛)2
· 1

𝑞1(𝑞1 + 1)

)︂
=

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
;

∞∑︁
𝑘=2

M
1

(𝑞𝑘 + 𝑛)2
=

∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑞𝑘=𝑘

⎛⎝ 1

(𝑞𝑘 + 𝑛)2
·

∑︁
0<𝑞1<···<𝑞𝑘−1<𝑞𝑘

𝜆(Δ𝑂
𝑞1...𝑞𝑘−1𝑞𝑘

)

⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑞𝑘=𝑘

(︃
1

(𝑞𝑘 + 𝑛)2
·

∑︁
0<𝑞1<···<𝑞𝑘

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑘−1𝑞𝑘(𝑞𝑘 + 1)

)︃
=

=
∞∑︁
𝑗=2

⎛⎝ 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
·

𝑗∑︁
𝑘=2

⎛⎝ ∑︁
0<𝑞1<···<𝑞𝑘−1<𝑗

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑘−1

⎞⎠⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑗=2

(︂
1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
·𝐵 (0, 𝑗)

)︂
=

∞∑︁
𝑗=2

𝑗 − 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
.

Тому, як наслiдок,

∞∑︁
𝑘=1

M
1

(𝑞𝑘 + 𝑛)2
= M

1

(𝑞1 + 𝑛)2
+

∞∑︁
𝑘=2

M
1

(𝑞𝑘 + 𝑛)2
=

=
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
+

∞∑︁
𝑗=1

𝑗 − 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
=

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
.
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Тепер знайдемо значення суми
∑︀

𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M 1
(𝑞𝑡+𝑛)(𝑞𝑚+𝑛) :

∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M
1

(𝑞𝑡 + 𝑛)(𝑞𝑚 + 𝑛)
=

=
∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

∑︁
𝑞1<···<𝑞𝑡<···<𝑞𝑚

(︂
1

(𝑞𝑡 + 𝑛)(𝑞𝑚 + 𝑛)
· 𝜆
(︀
Δ𝑂

𝑞1...𝑞𝑡...𝑞𝑚

)︀)︂
=

=
∑︁

0<𝑞𝑡<𝑞𝑚

(︂
1

𝑞𝑡(𝑞𝑡 + 𝑛)𝑞𝑚(𝑞𝑚 + 1)(𝑞𝑛 + 𝑛)
·

·
∑︁

𝑞1<···<𝑞𝑡<···<𝑞𝑚

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑡−1𝑞𝑡+1 · · · 𝑞𝑚−1

)︃
=

=
∑︁

0<𝑞𝑡<𝑞𝑚

(︂
1

𝑞𝑡(𝑞𝑡 + 𝑛)𝑞𝑚(𝑞𝑚 + 1)(𝑞𝑛 + 𝑛)
·

·

(︃
1 +

∑︁
𝑞1<···<𝑞𝑡

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑡−1

)︃
·

(︃
1 +

∑︁
𝑞𝑡<···<𝑞𝑚

1

𝑞𝑡+1 · · · 𝑞𝑚−1

)︃)︃
.

Зауважимо, що пiд сумою виду
∑︀

𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

∑︀
𝑞1<···<𝑞𝑡<···<𝑞𝑚

ми маємо на увазi суму по

всеможливих послiдовностях натуральних чисел 𝑞1 < · · · < 𝑞𝑡 < · · · < 𝑞𝑚,

де номери 𝑡 та 𝑚 зафiксованi першою сумою. В свою чергу, в сумах ви-

ду
∑︀

0<𝑞𝑡<𝑞𝑚

∑︀
𝑞1<···<𝑞𝑡<···<𝑞𝑚

пiдсумовування вiдбувається по всеможливих послi-

довностях 𝑞1 < · · · < 𝑞𝑡 < · · · < 𝑞𝑚, де числа 𝑞𝑡 та 𝑞𝑚 зафiксованi першою

сумою, проте їхнi номери не зафiксованi i можуть набувати довiльних зна-

чень таких, що 𝑡 < 𝑚.

В сумi 1+
∑︀

𝑞1<···<𝑞𝑡

1
𝑞1···𝑞𝑡−1

перший доданок вiдповiдає випадку, коли перед

елементом 𝑞𝑡 не мiститься жодних iнших елементiв, тобто коли 𝑡 = 1. На-

ступнi доданки, що знаходяться пiд знаком суми, вiдповiдають випадкам,

коли перед 𝑞𝑡 мiститься принаймнi один елемент. Згiдно з лемою 2.2:

1 +
∑︁

𝑞1<···<𝑞𝑡

1

𝑞1 · · · 𝑞𝑡−1
= 1 +𝐵 (0, 𝑞𝑡) = 1 + 𝑞𝑡 − 1 = 𝑞𝑡.

В сумi 1 +
∑︀

𝑞𝑡<···<𝑞𝑚

1
𝑞𝑡+1···𝑞𝑚−1

перший доданок вiдповiдає випадку, коли мiж



61

елементами 𝑞𝑡 та 𝑞𝑚 не мiститься жодного елемента, тобто коли 𝑚 = 𝑡+ 1.

Наступнi доданки, що мiстяться пiд знаком суми, вiдповiдають випадкам,

коли мiж 𝑞𝑡 та 𝑞𝑚 мiститься принаймнi один елемент. Згiдно з лемою 2.2:

1 +
∑︁

𝑞𝑡<···<𝑞𝑚

1

𝑞𝑡+1 · · · 𝑞𝑚−1
= 1 +𝐵 (𝑞𝑡, 𝑞𝑚 − 𝑞𝑡) = 1 +

𝑞𝑚 − 𝑞𝑡 − 1

𝑞𝑡 + 1
=

𝑞𝑚
𝑞𝑡 + 1

.

Тому∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M
1

(𝑞𝑡 + 𝑛)(𝑞𝑚 + 𝑛)
=

∑︁
0<𝑞𝑡<𝑞𝑚

1

(𝑞𝑡 + 1)(𝑞𝑡 + 𝑛)(𝑞𝑚 + 1)(𝑞𝑛 + 𝑛)
=

=
∞∑︁

𝑞𝑡=1

(︃
1

(𝑞𝑡 + 1)(𝑞𝑡 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑞𝑚=𝑞𝑡+1

1

(𝑞𝑚 + 1)(𝑞𝑚 + 𝑛)

)︃
=

=
∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗+1

1

(𝑢+ 1)(𝑢+ 𝑛)

)︃
.

Остаточно отримуємо, що

D𝜉𝑛 =
∞∑︁
𝑘=1

M
1

(𝑞𝑘 + 𝑛)2
+ 2 ·

∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M
1

(𝑞𝑡 + 𝑛)(𝑞𝑚 + 𝑛)
− (M𝜉𝑛)

2 =

=
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
+

+ 2 ·
∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗+1

1

(𝑢+ 1)(𝑢+ 𝑛)

)︃
− (M𝜉𝑛)

2 .

Наслiдок 2.5. При 𝑛 = 0:

D𝜉0 = 2− 𝜋2

6
.

Доведення. З теореми 2.15 та наслiдку 2.2 отримуємо:

D𝜉0 =
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗2(𝑗 + 1)
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗 + 1)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗+1

1

𝑢(𝑢+ 1)

)︃
− 1 =

=
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗2(𝑗 + 1)
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)2
− 1 =
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=
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗2
− 1

𝑗(𝑗 + 1)

)︂
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗(𝑗 + 1)
− 1

(𝑗 + 1)2

)︂
− 1 =

=
𝜋2

6
− 1 + 2 ·

(︂
2− 𝜋2

6

)︂
− 1 = 2− 𝜋2

6
.

Наслiдок 2.6. При 𝑛 = 2:

D𝜉2 = 5− 𝜋2

2
.

Доведення. З теореми 2.15 та наслiдку 2.4 отримуємо:

D𝜉2 =
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 2)2
+

+ 2 ·
∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 2)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗+1

1

(𝑢+ 1)(𝑢+ 2)

)︃
−
(︂
𝐻2 − 1

2− 1

)︂2

=

=
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 2)2
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 2)2
−
(︂
1

2

)︂2

=

= 3 ·
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 2)
− 1

(𝑗 + 2)2

)︂
− 1

4
=

= 3 ·
(︂
1

2
+ 1 +

1

4
− 𝜋2

6

)︂
− 1

4
= 5− 𝜋2

2
.

Наслiдок 2.7. При 𝑛 ⩾ 3:

D𝜉𝑛 =
𝑛2 + 5𝑛− 2

𝑛(𝑛+ 1)3
𝐻𝑛 −

3𝐻2
𝑛

(𝑛− 1)2
− 2

𝑛(𝑛− 1)
+

+
𝑛+ 1

(𝑛− 1)2

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
+

2

𝑛− 1

𝑛−1∑︁
𝑟=2

𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)
− 𝑛+ 1

(𝑛− 1)2
· 𝜋

2

6
,

де 𝐻𝑛 = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

𝑛 — 𝑛-не гармонiчне число.

Доведення. З теореми 2.15 та наслiдку 2.4 отримуємо:

D𝜉𝑛 =
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
+

+2 ·
∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗+1

1

(𝑢+ 1)(𝑢+ 𝑛)

)︃
−
(︂
𝐻𝑛 − 1

𝑛− 1

)︂2

.
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Знайдемо значення суми
∞∑︀
𝑗=1

1
(𝑗+1)(𝑗+𝑛)2 :

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
=

1

𝑛− 1

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
− 1

(𝑗 + 𝑛)2

)︂
=

=
1

(𝑛− 1)2

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗 + 1
− 1

𝑗 + 𝑛

)︂
− 1

𝑛− 1

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 𝑛)2
=

=
1

(𝑛− 1)2

(︂
1

2
+ · · ·+ 1

𝑛

)︂
− 1

𝑛− 1

∞∑︁
𝑗=𝑛+1

1

𝑗2
=

=
𝐻𝑛 − 1

(𝑛− 1)2
+

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
− 1

𝑛− 1
· 𝜋

2

6
.

Знайдемо значення суми
∞∑︀
𝑗=1

(︃
1

(𝑗+1)(𝑗+𝑛) ·
∞∑︀

𝑢=𝑗+1

1
(𝑢+1)(𝑢+𝑛)

)︃
:

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗+1

1

(𝑢+ 1)(𝑢+ 𝑛)

)︃
=

=
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)(𝑛− 1)

(︂
1

𝑗 + 2
+ · · ·+ 1

𝑗 + 𝑛

)︂)︂
=

=
1

𝑛− 1

𝑛−1∑︁
𝑟=2

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
+

1

𝑛− 1

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
.

Зауважимо, що

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
=

1

(𝑟 − 1)(𝑛− 1)(𝑗 + 1)
+

+
1

(𝑛− 𝑟)(𝑛− 1)(𝑗 + 𝑛)
− 1

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)(𝑗 + 𝑟)
.

Тодi, оскiльки 1
(𝑟−1)(𝑛−1) +

1
(𝑛−𝑟)(𝑛−1) −

1
(𝑛−𝑟)(𝑟−1) = 0, то

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
=

1

(𝑟 − 1)(𝑛− 1)

(︂
1

2
+ · · ·+ 1

𝑛

)︂
−

− 1

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)

(︂
1

𝑟 + 1
+ · · ·+ 1

𝑛

)︂
=

𝐻𝑛 − 1

(𝑟 − 1)(𝑛− 1)
− 𝐻𝑛 −𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)
;
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𝑛−1∑︁
𝑟=2

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
=

𝑛−1∑︁
𝑟=2

(︂
𝐻𝑛 − 1

(𝑟 − 1)(𝑛− 1)
− 𝐻𝑛 −𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)

)︂
=

=
𝐻𝑛 − 1

𝑛− 1

𝑛−1∑︁
𝑟=2

1

𝑟 − 1
−𝐻𝑛

𝑛−1∑︁
𝑟=2

1

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)
+

𝑛−1∑︁
𝑟=2

𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)
=

=
(𝐻𝑛 − 1)𝐻𝑛−2

𝑛− 1
− 𝐻𝑛

𝑛− 1

𝑛−1∑︁
𝑟=2

(︂
1

𝑟 − 1
+

1

𝑛− 𝑟

)︂
+

𝑛−1∑︁
𝑟=2

𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)
=

=
𝐻𝑛𝐻𝑛−2 −𝐻𝑛−2

𝑛− 1
− 2𝐻𝑛𝐻𝑛−2

𝑛− 1
+

𝑛−1∑︁
𝑟=2

𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)
=

=
−𝐻𝑛𝐻𝑛−2 −𝐻𝑛−2

𝑛− 1
+

𝑛−1∑︁
𝑟=2

𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)
.

Остаточно отримуємо, що

D𝜉𝑛 =
𝐻𝑛 − 1

(𝑛− 1)2
+

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
− 1

𝑛− 1
· 𝜋

2

6
+

+
2

𝑛− 1

(︃
−𝐻𝑛𝐻𝑛−2 −𝐻𝑛−2

𝑛− 1
+

𝑛−1∑︁
𝑟=2

𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)

)︃
+

+
2

𝑛− 1

(︃
𝐻𝑛 − 1

(𝑛− 1)2
+

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
− 1

𝑛− 1
· 𝜋

2

6

)︃
−
(︂
𝐻𝑛 − 1

𝑛− 1

)︂2

.

Якщо врахувати, що 𝐻𝑛−2 = 𝐻𝑛 − 1
𝑛 −

1
𝑛−1 , розкрити дужки та згрупувати

вiдповiднi доданки, отримаємо

D𝜉𝑛 =
𝑛2 + 5𝑛− 2

𝑛(𝑛+ 1)3
𝐻𝑛 −

3𝐻2
𝑛

(𝑛− 1)2
− 2

𝑛(𝑛− 1)
+

+
𝑛+ 1

(𝑛− 1)2

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
+

2

𝑛− 1

𝑛−1∑︁
𝑟=2

𝐻𝑟

(𝑛− 𝑟)(𝑟 − 1)
− 𝑛+ 1

(𝑛− 1)2
· 𝜋

2

6
.

Наслiдок 2.8. При 𝑛 = 3:

D𝜉3 =
27

16
− 𝜋2

6
.
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2.3. Випадкова величина, що пов’язана з рядами Енгеля

Нехай (Ω,ℱ , 𝜆) — ймовiрнiсний простiр, де Ω = (0, 1], 𝜆 — мiра Лебега,

ℱ — 𝜎-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин множини Ω.

На множинi збiжностi ряду
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 , 𝑛 ∈ N0, визначимо функцiю

𝜓𝑛 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑝𝑘 (𝑥) + 𝑛
.

Далi ми доведемо, що функцiї 𝜓𝑛 визначенi (набувають скiнченних зна-

чень) майже скрiзь на Ω та є випадковими величинами, обчислимо їхнi

математичнi сподiвання M𝜓𝑛 та дисперсiї D𝜓𝑛.

2.3.1. Функцiя 𝜓𝑛 як випадкова величина.

Теорема 2.16. Функцiї 1
𝑝𝑘(𝑥)+1, де 𝑘 ∈ N, є випадковими величинами.

Доведення. Щоб довести, що функцiя 1
𝑝𝑘(𝑥)+1 є випадковою величиною

(вимiрною на (Ω,ℱ , 𝜆)), достатньо показати, що
{︁
𝑥 : 1

𝑝𝑘(𝑥)+1 ⩽ 𝑎
}︁
∈ ℱ для

кожного 𝑎 ∈ R. Зрозумiло, що 1
𝑝𝑘(𝑥)+1 може набувати тiльки злiченну кiль-

кiсть значень, причому 0 < 1
𝑝𝑘(𝑥)+1 ⩽

1
2 .

Якщо 𝑎 ⩽ 0, то
{︁
𝑥 : 1

𝑝𝑘(𝑥)+1 ⩽ 𝑎
}︁
= ∅ ∈ ℱ .

Якщо 𝑎 ⩾ 1
2 , то

{︁
𝑥 : 1

𝑝𝑘(𝑥)+1 ⩽ 𝑎
}︁
= Ω ∈ ℱ .

Нехай 0 < 𝑎 < 1
2 . Тодi функцiя

1
𝑝𝑘(𝑥)+1 набуває злiченну кiлькiсть зна-

чень, що не перевищують 𝑎, а саме значень з множини
{︀

1
𝑚 ,

1
𝑚+1 , . . .

}︀
, де

𝑚 ∈ N ∖ {1} та 1
𝑚 ⩽ 𝑎 < 1

𝑚−1 . Тодi{︂
𝑥 :

1

𝑝𝑘(𝑥) + 1
⩽ 𝑎

}︂
=

∞⋃︁
𝑟=0

{︂
𝑥 :

1

𝑝𝑘(𝑥) + 1
=

1

𝑚+ 𝑟

}︂
=

=
∞⋃︁
𝑟=0

{𝑥 : 𝑝𝑘(𝑥) + 1 = 𝑚+ 𝑟} =
∞⋃︁
𝑟=0

⎛⎝ ⋃︁
𝑐1⩽···⩽𝑐𝑘−1⩽𝑚+𝑟−1

Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑘−1[𝑚+𝑟−1]

⎞⎠ .

Зрозумiло, що
⋃︀

𝑐1⩽···⩽𝑐𝑘−1⩽𝑚+𝑟−1
Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑘−1[𝑚+𝑟−1] є злiченним об’єднанням
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цилiндрiв, кожен з яких є вимiрною за Лебегом множиною. Тому⋃︁
𝑐1⩽···⩽𝑐𝑘−1⩽𝑚+𝑟−1

Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑘−1[𝑚+𝑟−1] ∈ ℱ .

Звiдси отримуємо, що
{︁
𝑥 : 1

𝑝𝑘(𝑥)+1 ⩽ 𝑎
}︁
∈ ℱ .

Остаточно,
{︁
𝑥 : 1

𝑝𝑘(𝑥)+1 ⩽ 𝑎
}︁
∈ ℱ при всiх 𝑎 ∈ R. Тому функцiя 1

𝑝𝑘(𝑥)+1

є випадковою величиною для кожного 𝑘 ∈ N.

Наслiдок 2.9. Функцiї 1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛, де 𝑘 ∈ N, 𝑛 ∈ N0, є випадковими величи-

нами.

Розглянемо допомiжну величину

𝐴(𝑘, 𝑡) =
∑︁

𝑘⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑚⩽𝑘+𝑡

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑚 + 1)
,

де 𝑘 ∈ N, 𝑡 ∈ N0, а сума обчислюється по всеможливим скiнченним послi-

довностям (𝑝𝑖)
𝑚
𝑖=1 таким, що 𝑘 ⩽ 𝑝1 ⩽ · · · ⩽ 𝑝𝑚 ⩽ 𝑘+𝑡. При цьому кiлькiсть

𝑚 елементiв цих послiдовностей набуває всеможливих допустимих значень.

Лема 2.3. 𝐴(𝑘, 𝑡) =
∑︁

𝑘⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑚⩽𝑘+𝑡

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑚 + 1)
=
𝑡+ 1

𝑘
.

Доведення. Для доведення рiвностi скористаємося методом математи-

чної iндукцiї. Нехай 𝑘 — фiксоване натуральне число, а 𝑡 — довiльне цiле

невiд’ємне число.

Якщо 𝑡 = 0, то

𝐴 (𝑘, 0) =
1

𝑘 + 1
+

1

(𝑘 + 1)2
+ · · · = 1

𝑘
=
𝑡+ 1

𝑘
,

оскiльки в цьому випадку 𝑝𝑖 = 𝑘 для кожного 𝑖 ∈ N.

Якщо 𝑡 = 1, то 𝑝𝑖 = 𝑘 або 𝑝𝑖 = 𝑘 + 1. Згрупуємо дроби за степенем

входження множника 𝑝𝑖 + 1 = 𝑘 + 2 в знаменники дробiв. Тодi отримаємо:

𝐴(𝑘, 1) =

(︂
1

𝑘 + 1
+

1

(𝑘 + 1)2
+

1

(𝑘 + 1)3
+ · · ·

)︂
+

+

(︂
1

𝑘 + 2
+

1

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
+

1

(𝑘 + 1)2(𝑘 + 2)
+ · · ·

)︂
+
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+

(︂
1

(𝑘 + 2)2
+

1

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)2
+

1

(𝑘 + 1)2(𝑘 + 2)2
+ · · ·

)︂
+ · · · =

= 𝐴(𝑘, 0) +
1

𝑘 + 2
(1 + 𝐴(𝑘, 0)) +

1

(𝑘 + 2)2
(1 + 𝐴(𝑘, 0)) + · · · =

= 𝐴(𝑘, 0) + (1 + 𝐴(𝑘, 0))

(︂
1

𝑘 + 2
+

1

(𝑘 + 2)2
+ · · ·

)︂
=

=
1

𝑘
+
𝑘 + 1

𝑘
· 1

𝑘 + 1
=

2

𝑘
=
𝑡+ 1

𝑘
.

При 𝑡 = 0 та 𝑡 = 1 твердження виконується. Припустимо, що твердже-

ння виконується при 𝑡 = 𝑠, тобто має мiсце рiвнiсть 𝐴(𝑘, 𝑠) = 𝑠+1
𝑘 . Тодi при

𝑡 = 𝑠 + 1, згрупувавши дроби за степенем входження в їхнi знаменники

множника 𝑘 + 𝑠+ 2, аналогiчно з випадком при 𝑡 = 1, отримаємо:

𝐴(𝑘, 𝑠+ 1) = 𝐴(𝑘, 𝑠) +
1

𝑘 + 𝑠+ 2
(1 + 𝐴(𝑘, 𝑠))+

+
1

(𝑘 + 𝑠+ 2)2
(1 + 𝐴(𝑘, 𝑠)) + · · · =

= 𝐴(𝑘, 𝑠) + (1 + 𝐴(𝑘, 𝑠))

(︂
1

𝑘 + 𝑠+ 2
+

1

(𝑘 + 𝑠+ 2)2
+ · · ·

)︂
=

=
𝑠+ 1

𝑘
+
𝑘 + 𝑠+ 1

𝑘
· 1

𝑘 + 𝑠+ 1
=
𝑠+ 1

𝑘
+

1

𝑘
=
𝑠+ 2

𝑘
=
𝑡+ 1

𝑘
.

Отже, в силу принципу математичної iндукцiї, 𝐴(𝑘, 𝑡) = 𝑡+1
𝑘 для довiль-

ного 𝑡 ∈ N0 та довiльного 𝑘 ∈ N.

Зауваження 2.6. Вираз для величини 𝐴 (𝑘, 𝑡) можна переписати наступним

чином:

𝐴 (𝑘, 𝑡) =
∞∑︁

𝑚=1

⎛⎝ ∑︁
𝑘⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑚⩽𝑘+𝑡

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑚 + 1)

⎞⎠ ,

де внутрiшня сума обчислюється по всеможливим послiдовностям фiксо-

ваної довжини 𝑚.

Теорема 2.17. Ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 збiгається майже скрiзь (в сенсi мiри Ле-

бега) на множинi Ω.
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Доведення. Покажемо, що ряд
∞∑︀
𝑘=1

∫︀
Ω

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 𝑑𝜆 є збiжним.

∫︁
Ω

1

𝑝1(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗 + 𝑛
· 𝜆(Δ𝐸

𝑗 )

)︂
=

=
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗 + 𝑛
· 1

(𝑗 + 1)𝑗

)︂
=

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
;

∞∑︁
𝑘=2

∫︁
Ω

1

𝑝𝑘(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑝𝑘=1

⎛⎝ 1

𝑝𝑘 + 𝑛
·

∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘−1⩽𝑝𝑘

𝜆(Δ𝐸
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝𝑘

)

⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑝𝑘=1

⎛⎝ 1

𝑝𝑘 + 𝑛
·

∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘−1⩽𝑝𝑘

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑘 + 1) 𝑝𝑘

⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑝𝑘=1

⎛⎝ 1

𝑝𝑘(𝑝𝑘 + 1)(𝑝𝑘 + 𝑛)
·

∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘−1⩽𝑝𝑘

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑘−1 + 1)

⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑗=1

⎛⎝ 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·

∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘−1⩽𝑗

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑘−1 + 1)

⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑗=1

⎛⎝ 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑘=2

⎛⎝ ∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘−1⩽𝑗

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑘−1 + 1)

⎞⎠⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
· 𝐴 (1, 𝑗 − 1)

)︂
=

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
· 𝑗
)︂

=

=
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
.

Остаточно отримуємо, що

∞∑︁
𝑘=1

∫︁
Ω

1

𝑝𝑘(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

∫︁
Ω

1

𝑝1(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆+

∞∑︁
𝑘=2

∫︁
Ω

1

𝑝𝑘(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

=
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
+

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
=

=
∞∑︁
𝑗=1

1 + 𝑗

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)
=

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
.
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Отже, згiдно з наслiдком 1.9, ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 збiгається майже скрiзь на

множинi Ω. При цьому∫︁
Ω

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑝𝑘(𝑥) + 𝑛

)︃
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑘=1

∫︁
Ω

1

𝑝𝑘(𝑥) + 𝑛
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
.

Зауважимо, що для кожного 𝑥 ∈ Ω ряди
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 , 𝑛 ∈ N0, або одно-

часно збiжнi, або одночасно розбiжнi. Це слiдує з теореми 1.22.

Позначимо через Ω* пiдмножину множини Ω, на якiй функцiональнi

ряди
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 збiжнi. Згiдно з попередньою теоремою, 𝜆(Ω*) = 𝜆(Ω) = 1.

Нехай ℱ* — 𝜎-алгебра пiдмножин множини Ω*, вимiрних за Лебегом. Та-

ким чином, (Ω*,ℱ*, 𝜆) — ймовiрнiсний простiр. Тодi функцiї 𝜓𝑛(𝑥) є ви-

падковими величинами на (Ω*,ℱ*, 𝜆), оскiльки є границями послiдовно-

стей вимiрних функцiй
𝑚∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 , що монотонно зростають в кожнiй точцi

областi визначення.

Теорема 2.18. Множина Ω ∖ Ω*, що складається з чисел, в яких ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 розбiжний, є континуальною та щiльною в (0; 1).

Доведення. Не порушуючи загальностi, можемо вважати, що Ω ∖ Ω* є

множиною розбiжностi ряду
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)

. Нехай 𝜀 > 0 та 𝑥0 = Δ𝐸
𝑐1𝑐2...

∈ (0; 1) —

довiльнi фiксованi числа. Оскiльки⃒⃒
Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
=

1

(𝑐1 + 1) · · · (𝑐𝑚 + 1) 𝑐𝑚
⩽

1

2𝑚
,

то iснує таке 𝑁 = 𝑁 (𝜀), що
⃒⃒
Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒
< 𝜀 для кожного 𝑚 ⩾ 𝑁 . Тому при

𝑚 ⩾ 𝑁 цилiндр Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

повнiстю мiститься в 𝜀-околi точки 𝑥0.

Зафiксуємо деяке 𝑚 ⩾ 𝑁 та розглянемо множину

𝐾 =
{︀
𝑥 : 𝑥 = Δ𝐸

𝑐1...𝑐𝑚𝑎1𝑎2...
, 𝑎𝑗 = 𝑐𝑚 + 2𝑗 + 𝑡𝑗, 𝑡𝑗 ∈ {0; 1}

}︀
.

Зауважимо, що довiльна послiдовнiсть (𝑡𝑗)
∞
𝑗=1 визначає деяке число 𝑥

з цилiндра Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

, оскiльки 𝑐𝑚 < 𝑎1 < 𝑎2 < · · · . Отже, 𝐾 ⊂ Δ𝐸
𝑐1...𝑐𝑚

, а
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тому 𝐾 повнiстю мiститься в 𝜀-околi точки 𝑥0. При цьому множина 𝐾 є

континуальною, оскiльки має мiсце взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж

елементами множини 𝐾 та континуальною множиною всеможливих послi-

довностей (𝑡𝑗)
∞
𝑗=1 нулiв та одиниць.

Для кожного 𝑥 ∈ 𝐾 ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)

розбiжний, оскiльки

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑝𝑘(𝑥)
=

𝑚∑︁
𝑘=1

1

𝑐𝑘
+

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑐𝑚 + 2𝑗 + 𝑡𝑗
,

а ряд
∞∑︀
𝑗=1

1
𝑐𝑚+2𝑗+𝑡𝑗

розбiжний. Для цього достатньо застосувати теорему 1.22

до даного ряду та гармонiчного ряду. Отже, 𝐾 ⊂ Ω ∖Ω*. Звiдси слiдує, що

Ω ∖ Ω* континуальна.

Оскiльки в довiльному 𝜀-околi довiльної точки 𝑥0 ∈ (0; 1) мiстяться

числа з множини Ω ∖ Ω*, то Ω ∖ Ω* щiльна в (0; 1).

2.3.2. Числовi характеристики випадкової величини 𝜓𝑛.

Теорема 2.19. Математичне сподiвання M𝜓𝑛 випадкової величини 𝜓𝑛

дорiвнює
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
.

Доведення. Враховуючи промiжнi результати, одержанi при доведеннi

теореми 2.17, отримуємо:

M𝜓𝑛 =

∫︁
Ω*

𝜓𝑛(𝑥) 𝑑𝜆 =

∫︁
Ω

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑝𝑘(𝑥) + 𝑛

)︃
𝑑𝜆 =

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
.

Наслiдок 2.10. При 𝑛 = 0:

M𝜓0 =
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
=
𝜋2

6
.

Наслiдок 2.11. При 𝑛 = 1:

M𝜓1 =
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)
= 1.
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Наслiдок 2.12. При 𝑛 ⩾ 2:

M𝜓𝑛 =
𝐻𝑛

𝑛
,

де 𝐻𝑛 = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

𝑛 — 𝑛-не гармонiчне число.

Доведення. Згiдно з теоремою 2.19, при 𝑛 ⩾ 2 маємо:

M𝜓𝑛 =
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
=

1

𝑛

∞∑︁
𝑗=1

𝑛

𝑗(𝑗 + 𝑛)
=

1

𝑛

∞∑︁
𝑗=1

(𝑗 + 𝑛)− 𝑗

𝑗(𝑗 + 𝑛)
=

=
1

𝑛

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗
− 1

𝑗 + 𝑛

)︂
=

1

𝑛
·
(︂
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

𝑛

)︂
=
𝐻𝑛

𝑛
.

Теорема 2.20. Дисперсiя D𝜓𝑛 випадкової величини 𝜓𝑛 обчислюється за

формулою

D𝜓𝑛 =
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)2
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗 + 𝑛)

∞∑︁
𝑢=𝑗

1

𝑢(𝑢+ 𝑛)

)︃
− (M𝜓𝑛)

2 .

Доведення. ОскiлькиD𝜓𝑛 = M𝜓2
𝑛−(M𝜓𝑛)

2, а математичне сподiвання

M𝜓𝑛 знаходиться за теоремою 2.18, то обчислення дисперсiїD𝜓𝑛 зводиться

до обчислення математичного сподiвання випадкової величини 𝜓2
𝑛 :

(𝜓𝑛(𝑥))
2 =

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑝𝑘(𝑥) + 𝑛

)︃2

=

=
∞∑︁
𝑘=1

1

(𝑝𝑘(𝑥) + 𝑛)2
+ 2 ·

∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

1

(𝑝𝑡(𝑥) + 𝑛)(𝑝𝑚(𝑥) + 𝑛)
.

Кожна з двох сум в останнiй рiвностi є вимiрною функцiєю, яка набуває

на Ω* тiльки скiнченнi значення, а тому вони є випадковими величинами.

При цьому кожен доданок, що входить до цих сум, також є випадковою

величиною. Тому

M𝜓2
𝑛 =

∞∑︁
𝑘=1

M
1

(𝑝𝑘 + 𝑛)2
+ 2 ·

∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M
1

(𝑝𝑡 + 𝑛)(𝑝𝑚 + 𝑛)
.
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Знайдемо значення суми
∞∑︀
𝑘=1

M 1
(𝑝𝑘+𝑛)2 :

M
1

(𝑝1 + 𝑛)2
=

∞∑︁
𝑝1=1

(︂
1

(𝑝1 + 𝑛)2
· 𝜆
(︀
Δ𝐸

𝑝1

)︀)︂
=

=
∞∑︁

𝑝1=1

1

𝑝1(𝑝1 + 1)(𝑝1 + 𝑛)2
=

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
;

∞∑︁
𝑘=2

M
1

(𝑝𝑘 + 𝑛)2
=

∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑝𝑘=1

⎛⎝ 1

(𝑝𝑘 + 𝑛)2
·

∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘−1⩽𝑝𝑘

𝜆(Δ𝐸
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝𝑘

)

⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑘=2

∞∑︁
𝑝𝑘=1

⎛⎝ 1

(𝑝𝑘 + 𝑛)2
·

∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘−1⩽𝑝𝑘

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑘−1 + 1)(𝑝𝑘 + 1)𝑝𝑘

⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑗=1

⎛⎝ 1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
·

∞∑︁
𝑘=2

⎛⎝ ∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘−1⩽𝑗

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑘−1 + 1)

⎞⎠⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
· 𝐴 (1, 𝑗 − 1)

)︂
=

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
.

Як наслiдок, маємо:

∞∑︁
𝑘=1

M
1

(𝑝𝑘 + 𝑛)2
= M

1

(𝑝1 + 𝑛)2
+

∞∑︁
𝑘=2

M
1

(𝑝𝑘 + 𝑛)2
=

=
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
+

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 1)(𝑗 + 𝑛)2
=

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)2
.

Тепер знайдемо значення наступної суми:∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M
1

(𝑝𝑡 + 𝑛)(𝑝𝑚 + 𝑛)
=

=
∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

∑︁
𝑝1⩽···⩽𝑝𝑚

(︂
1

(𝑝𝑡 + 𝑛)(𝑝𝑚 + 𝑛)
· 𝜆
(︀
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑡...𝑝𝑚

)︀)︂
=

=
∑︁

1⩽𝑝𝑡⩽𝑝𝑚

(︂
1

(𝑝𝑡 + 1)(𝑝𝑡 + 𝑛)𝑝𝑚(𝑝𝑚 + 1)(𝑝𝑚 + 𝑛)
·
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·
∑︁

1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑡⩽···⩽𝑝𝑚

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑡−1 + 1)(𝑝𝑡+1 + 1) · · · (𝑝𝑚−1 + 1)

)︃
=

=
∑︁

1⩽𝑝𝑡⩽𝑝𝑚

(︂
1

(𝑝𝑡 + 1)(𝑝𝑡 + 𝑛)𝑝𝑚(𝑝𝑚 + 1)(𝑝𝑚 + 𝑛)
·

·

(︃
1 +

∑︁
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑘

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑘−1 + 1)

)︃
·

·

(︃
1 +

∑︁
𝑝𝑘⩽···⩽𝑝𝑚

1

(𝑝𝑘+1 + 1) · · · (𝑝𝑚−1 + 1)

)︃)︃
.

Зауважимо, що пiд сумою виду
∑︀

𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

∑︀
𝑝1⩽···⩽𝑝𝑚

ми маємо на увазi суму по

всеможливим послiдовностям натуральних чисел 𝑝1 ⩽ · · · ⩽ 𝑝𝑡 ⩽ · · · ⩽ 𝑝𝑚,

де номери 𝑡 та 𝑚 зафiксованi першою сумою. В свою чергу, в сумах виду∑︀
1⩽𝑝𝑡⩽𝑝𝑚

∑︀
1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑡···⩽𝑝𝑚

пiдсумовування вiдбувається по всеможливих послi-

довностях 𝑝1 ⩽ · · · ⩽ 𝑝𝑡 ⩽ · · · ⩽ 𝑝𝑚, де числа 𝑝𝑡 та 𝑝𝑚 зафiксованi першою

сумою, проте їхнi номери не зафiксованi та можуть набувати довiльних

значень таких, що 𝑡 < 𝑚.

В сумi 1 +
∑︀

1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑡

1
(𝑝1+1)···(𝑝𝑡−1+1) перший доданок вiдповiдає випадку,

коли перед елементом 𝑝𝑡 не мiститься жодного елемента (𝑡 = 1). Наступнi

доданки, що знаходяться пiд знаком суми, вiдповiдають випадкам, коли

перед 𝑝𝑡 мiститься принаймнi один елемент. Згiдно з лемою 2.3:

1 +
∑︁

1⩽𝑝1⩽···⩽𝑝𝑡

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑡−1 + 1)
= 1 + 𝐴 (1, 𝑝𝑡 − 1) = 𝑝𝑡 + 1.

В сумi 1+
∑︀

𝑝𝑡⩽...⩽𝑝𝑚

1
(𝑝𝑡+1+1)···(𝑝𝑚−1+1) перший доданок вiдповiдає випадку, коли

мiж 𝑝𝑡 та 𝑝𝑚 не мiститься жодного елемента (𝑚 = 𝑡+1). Наступнi доданки,

що знаходяться пiд знаком суми, вiдповiдають випадкам, коли мiж 𝑝𝑡 та

𝑝𝑚 мiститься принаймнi один елемент. Згiдно з лемою 2.3:

1 +
∑︁

𝑝𝑡⩽···⩽𝑝𝑚

1

(𝑝𝑡+1 + 1) · · · (𝑝𝑚−1 + 1)
= 1 + 𝐴(𝑝𝑡, 𝑝𝑚 − 𝑝𝑡) =

𝑝𝑚 + 1

𝑝𝑡
.
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Тому

∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M
1

(𝑝𝑡 + 𝑛)(𝑝𝑚 + 𝑛)
=

∑︁
1⩽𝑝𝑡⩽𝑝𝑚

1

𝑝𝑡(𝑝𝑡 + 𝑛)𝑝𝑚(𝑝𝑚 + 𝑛)
=

=
∞∑︁

𝑝𝑡=1

(︃
1

𝑝𝑡(𝑝𝑡 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑝𝑚=𝑝𝑡

1

𝑝𝑚(𝑝𝑚 + 𝑛)

)︃
=

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗

1

𝑢(𝑢+ 𝑛)

)︃
.

Остаточно отримуємо, що

D𝜓𝑛 =
∞∑︁
𝑘=1

M
1

(𝑝𝑘 + 𝑛)2
+ 2 ·

∑︁
𝑡,𝑚∈N
𝑡<𝑚

M
1

(𝑝𝑡 + 𝑛)(𝑝𝑚 + 𝑛)
− (M𝜓𝑛)

2 =

=
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)2
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗 + 𝑛)

∞∑︁
𝑢=𝑗

1

𝑢(𝑢+ 𝑛)

)︃
− (M𝜓𝑛)

2 .

Наслiдок 2.13. При 𝑛 = 1:

D𝜓1 =
𝜋2

6
− 1.

Доведення. З теореми 2.20 та наслiдку 2.11 отримуємо:

D𝜓𝑛 =
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 1)2
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗 + 1)

∞∑︁
𝑢=𝑗

1

𝑢(𝑢+ 1)

)︃
− (M𝜓1)

2 =

=
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗(𝑗 + 1)
− 1

(𝑗 + 1)2

)︂
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗2(𝑗 + 1)

)︂
− 1 =

=1−
(︂
𝜋2

6
− 1

)︂
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗2
− 1

𝑗(𝑗 + 1)

)︂
− 1 =

=1− 𝜋2

6
+ 2 ·

(︂
𝜋2

6
− 1

)︂
=
𝜋2

6
− 1.

Наслiдок 2.14. При 𝑛 ⩾ 2:

D𝜓𝑛 =
𝐻𝑛

𝑛2
− 3𝐻2

𝑛

𝑛2
+

1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
+

2

𝑛
·
𝑛−1∑︁
𝑟=1

𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)
− 𝑛− 2

𝑛2
· 𝜋

2

6
,

де 𝐻𝑛 = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

𝑛 — 𝑛-не гармонiчне число.
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Доведення. З теореми 2.20 та наслiдку 2.12 отримуємо:

D𝜓𝑛 =
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)2
+ 2 ·

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗

1

𝑢(𝑢+ 𝑛)

)︃
−
(︂
𝐻𝑛

𝑛

)︂2

.

Знайдемо значення суми
∞∑︀
𝑗=1

1
𝑗(𝑗+𝑛)2 :

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑛)2
=
1

𝑛
·

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
− 1

(𝑗 + 𝑛)2

)︂
=

=
1

𝑛2
·

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗
− 1

𝑗 + 𝑛

)︂
− 1

𝑛
·

∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑗 + 𝑛)2
=

=
1

𝑛2
·
(︂
1

1
+ · · ·+ 1

𝑛

)︂
− 1

𝑛
·

∞∑︁
𝑗=𝑛+1

1

𝑗2
=

=
𝐻𝑛

𝑛2
+

1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
− 1

𝑛
· 𝜋

2

6
.

Знайдемо значення суми
∞∑︀
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗+𝑛) ·
∞∑︀
𝑢=𝑗

1
𝑢(𝑢+𝑛)

)︃
:

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗

1

𝑢(𝑢+ 𝑛)

)︃
=

=
∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗(𝑗 + 𝑛)𝑛

(︂
1

𝑗
+ · · ·+ 1

𝑗 + 𝑛− 1

)︂)︂
=

=
1

𝑛

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗2(𝑗 + 𝑛)
+

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑟=1

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
;

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗2(𝑗 + 𝑛)
=

1

𝑛

∞∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝑗2
− 1

𝑗(𝑗 + 𝑛)

)︂
=

1

𝑛
· 𝜋

2

6
− 𝐻𝑛

𝑛2
.

Зауважимо, що

1

𝑗(𝑗 + 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
=

1

𝑟𝑛𝑗
+

1

𝑛(𝑛− 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
− 1

𝑟(𝑛− 𝑟)(𝑗 + 𝑟)
.
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Тодi, оскiльки 1
𝑟𝑛 + 1

𝑛(𝑛−𝑟) −
1

𝑟(𝑛−𝑟) = 0, то

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
=

1

𝑟𝑛

(︂
1

1
+ · · ·+ 1

𝑛

)︂
− 1

𝑟(𝑛− 𝑟)

(︂
1

𝑟 + 1
+ · · ·+ 1

𝑛

)︂
=

=
𝐻𝑛

𝑟𝑛
− 𝐻𝑛 −𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)
;

𝑛−1∑︁
𝑟=1

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗(𝑗 + 𝑟)(𝑗 + 𝑛)
=

𝑛−1∑︁
𝑟=1

(︂
𝐻𝑛

𝑟𝑛
− 𝐻𝑛 −𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)

)︂
=

=
𝑛−1∑︁
𝑟=1

(︂
𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)
− 𝐻𝑛

𝑛(𝑛− 𝑟)

)︂
=

𝑛−1∑︁
𝑟=1

𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)
− 𝐻𝑛

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑟=1

1

𝑛− 𝑟
=

=
𝑛−1∑︁
𝑟=1

𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)
− 𝐻𝑛𝐻𝑛−1

𝑛
.

Таким чином

∞∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑗(𝑗 + 𝑛)
·

∞∑︁
𝑢=𝑗

1

𝑢(𝑢+ 𝑛)

)︃
=

=
1

𝑛2
· 𝜋

2

6
− 𝐻𝑛

𝑛3
+

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑟=1

𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)
− 𝐻𝑛𝐻𝑛−1

𝑛2
=

=
1

𝑛2
· 𝜋

2

6
− 𝐻2

𝑛

𝑛2
+

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑟=1

𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)
.

Остаточно отримуємо, що

D𝜓𝑛 =
𝐻𝑛

𝑛2
+

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
− 1

𝑛
· 𝜋

2

6
+

+ 2 ·

(︃
1

𝑛2
· 𝜋

2

6
− 𝐻2

𝑛

𝑛2
+

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑟=1

𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)

)︃
− 𝐻2

𝑛

𝑛2
=

=
𝐻𝑛

𝑛2
− 3𝐻2

𝑛

𝑛2
+

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑗2
+

2

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑟=1

𝐻𝑟

𝑟(𝑛− 𝑟)
− 𝑛− 2

𝑛2
· 𝜋

2

6
.

Наслiдок 2.15. D𝜓2 =
5

16
.



77

2.4. Задача Гауса–Кузьмiна для рiзницевого представлення

дiйсних чисел рядами Енгеля

Означення 2.2. Функцiя 𝜔, означена рiвнiстю

𝜔(𝑥) = 𝜔(Δ𝐸
𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑥)...

) = Δ𝐸
𝑔2(𝑥)𝑔3(𝑥)...

, (2.1)

називається оператором лiвостороннього зсуву цифр 𝐸-зображення чисел.

З означення функцiї 𝜔 та властивостей 𝐸-зображення випливає, що

функцiя 𝜔 є:

— сюр’єктивною;

— зростаючою на кожному 𝐸-цилiндрi;

— неперервною у всiх внутрiшнiх точках кожного 𝐸-цилiндра.

Оператор 𝑛-кратного лiвостороннього зсуву 𝜔𝑛 означується рiвнiстю

𝜔𝑛(𝑥) ≡ 𝜔(𝜔𝑛−1(𝑥)), де 𝜔1(𝑥) = 𝜔(𝑥).

Розглянемо множину 𝐸𝑛(𝑎) таку, що

𝐸𝑛(𝑎) = {𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1] , 𝜔𝑛(𝑥) < 𝑎} .

Задача Гауса–Кузьмiна для рiзницевого зображення дiйсних чисел ря-

дами Енгеля (𝐸-зображення) полягає у знаходженнi границi

lim
𝑛→∞

𝜆 (𝐸𝑛(𝑎)) ,

де 𝜆 — мiра Лебега.

Нехай

𝑀𝑘
𝑛 =

⋃︁
𝑝𝑛−1⩽𝑘
𝑝𝑛>𝑘

Δ𝐸
𝑝1...𝑝𝑛

— множина всiх тих чисел, у яких 𝑛− 1 перших 𝐸-цифр не перевищують

𝑘, а 𝑛-на 𝐸-цифра бiльша за 𝑘. Тодi для кожного 𝑥 ∈ (0; 1) ∖Q та кожного

𝑘 ∈ N iснує єдине 𝑛 = 𝑛(𝑥) ∈ N таке, що 𝑥 ∈𝑀𝑘
𝑛 (наслiдок з теореми 1.2).
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Зрозумiло, що для кожного 𝑘 має мiсце рiвнiсть

∞∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑀𝑘
𝑛) = 1.

Звiдси отримуємо наступнi допомiжнi рiвностi:

lim
𝑛→∞

𝜆(𝑀𝑘
𝑛) = 0;

lim
𝑟→∞

∞∑︁
𝑛=𝑟+1

𝜆(𝑀𝑘
𝑛) = 0;

lim
𝑟→∞

𝑟∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑀𝑘
𝑛) = 1.

Лема 2.4. Для кожного 𝑡 ∈ N має мiсце рiвнiсть

∞∑︁
𝑖=𝑡

𝜆
(︁
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑛[𝑝𝑛+𝑖]

)︁
=

𝑝𝑛
𝑝𝑛 + 𝑡

· 𝜆
(︀
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑛

)︀
.

Доведення. Скориставшись теоремою 1.1, отримуємо

∞∑︁
𝑖=𝑡

𝜆
(︁
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑛[𝑝𝑛+𝑖]

)︁
=

∞∑︁
𝑖=𝑡

1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑛 + 1) (𝑝𝑛 + 𝑖+ 1) (𝑝𝑛 + 𝑖)
=

=
1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑛 + 1)

∞∑︁
𝑖=𝑡

1

(𝑝𝑛 + 𝑖+ 1) (𝑝𝑛 + 𝑖)
=

=
1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑛 + 1)
· 1

𝑝𝑛 + 𝑡
=

=
1

(𝑝1 + 1) · · · (𝑝𝑛 + 1) 𝑝𝑛
· 𝑝𝑛
𝑝𝑛 + 𝑡

=
𝑝𝑛

𝑝𝑛 + 𝑡
· 𝜆
(︀
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑛

)︀
.

Теорема 2.21. Для довiльних 𝜀 ∈ (0; 1) та 𝑡 ∈ N iснує 𝐻 = 𝐻(𝜀, 𝑡) ∈ N

таке, що для всiх натуральних 𝑟 > 𝐻:

𝜆 ({𝑥 : 𝑔𝑟+1(𝑥) ⩾ 𝑡}) > 1− 𝜀. (2.2)

Доведення. Нехай 𝜀 ∈ (0; 1) — довiльна фiксована як завгодно близька

до нуля константа, 𝑡 — довiльне фiксоване натуральне число.
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Оскiльки lim
𝑝𝑛→∞

𝑝𝑛
𝑝𝑛+𝑡 = 1, причому послiдовнiсть дробiв 𝑝𝑛

𝑝𝑛+𝑡 зростаюча,

то iснує натуральне число 𝑁 = 𝑁(𝜀, 𝑡) таке, що для всiх 𝑝𝑛 > 𝑁 виконує-

ться нерiвнiсть
𝑝𝑛

𝑝𝑛 + 𝑡
>

𝑁

𝑁 + 𝑡
>

√
1− 𝜀.

Оскiльки lim
𝑟→∞

𝑟∑︀
𝑛=1

𝜆(𝑀𝑘
𝑛) = 1, то iснує натуральне число 𝐻 = 𝐻(𝜀, 𝑡, 𝑁)

таке, що для всiх 𝑟 > 𝐻 виконується нерiвнiсть

𝑟∑︁
𝑛=1

𝜆(𝑀𝑁
𝑛 ) >

√
1− 𝜀.

Розiб’ємо множину

𝑟⋃︁
𝑛=1

𝑀𝑁
𝑛 = {𝑥 : 𝑝𝑟(𝑥) > 𝑁}

на цилiндри рангу (𝑟+1) та оцiнимо сумарну мiру Лебега 𝜆𝑡 = 𝜆(𝜀, 𝑡, 𝑁, 𝑟)

тих цилiндрiв, для яких 𝑝𝑟+1 ⩾ 𝑝𝑟 + 𝑡 (тобто 𝑔𝑟+1 ⩾ 𝑡):

𝜆𝑡 =
∑︁

1⩽𝑝1⩽...⩽𝑝𝑟
𝑝𝑟>𝑁

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑡

𝜆
(︁
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑟[𝑝𝑟+𝑖]

)︁)︃
=

∑︁
1⩽𝑝1⩽...⩽𝑝𝑟

𝑝𝑟>𝑁

(︂
𝑝𝑟

𝑝𝑟 + 𝑡
· 𝜆
(︀
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑟

)︀)︂
>

>
∑︁

1⩽𝑝1⩽...⩽𝑝𝑟
𝑝𝑟>𝑁

(︂
𝑁

𝑁 + 𝑡
· 𝜆
(︀
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑟

)︀)︂
=

𝑁

𝑁 + 𝑡
·

∑︁
1⩽𝑝1⩽...⩽𝑝𝑟

𝑝𝑟>𝑁

𝜆
(︀
Δ𝐸

𝑝1...𝑝𝑟

)︀
=

=
𝑁

𝑁 + 𝑡
· 𝜆

(︃
𝑟⋃︁

𝑛=1

𝑀𝑁
𝑛

)︃
=

𝑁

𝑁 + 𝑡
·

𝑟∑︁
𝑛=1

𝜆
(︀
𝑀𝑁

𝑛

)︀
>

√
1− 𝜀 ·

√
1− 𝜀 = 1− 𝜀.

Далi очевидно, що 𝜆 ({𝑥 : 𝑔𝑟+1(𝑥) ⩾ 𝑡}) ⩾ 𝜆𝑡 > 1− 𝜀.

Теорема 2.22. Для кожного 𝑎 ∈ (0; 1] має мiсце рiвнiсть

lim
𝑛→∞

𝜆 (𝐸𝑛(𝑎)) = 1.

Доведення. Достатньою умовою для того, щоб 𝑥1 < 𝑥2, є нерiвнiсть

𝑔1(𝑥1) > 𝑔1(𝑥2). Тому (0; 1] ⊃ 𝐸𝑛(𝑎) ⊃ {𝑥 : 𝑔𝑛+1(𝑥) > 𝑔1(𝑎)}. Звiдси

1 = 𝜆 ((0; 1]) ⩾ 𝜆 (𝐸𝑛(𝑎)) ⩾ 𝜆 ({𝑥 : 𝑔𝑛+1(𝑥) > 𝑔1(𝑎)}) .
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З теореми 2.21 при 𝑡 = 𝑔1(𝑎) отримуємо, що для довiльних 𝜀 ∈ (0; 1) та

𝑎 ∈ (0; 1] iснує 𝐻 = 𝐻(𝜀, 𝑎) ∈ N таке, що

𝜆 ({𝑥 : 𝑔𝑟+1(𝑥) ⩾ 𝑔1(𝑎)}) > 1− 𝜀

для всiх 𝑟 > 𝐻. Тодi для кожного 𝑟 > 𝐻 має мiсце нерiвнiсть

1 ⩾ 𝜆 (𝐸𝑟(𝑎)) ⩾ 𝜆 ({𝑥 : 𝑔𝑟+1(𝑥) > 𝑔1(𝑎)}) > 1− 𝜀.

З останньої нерiвностi маємо, що lim
𝑛→∞

𝜆 (𝐸𝑛(𝑎)) = 1.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi розглянуто наступнi об’єкти зi складною локальною

структурою, що пов’язанi з розкладами дiйсних чисел в ряди Енгеля та

ряди Остроградського–Серпiнського–Пiрса: проєктор 𝑂-зображення в 𝐸-

зображення; випадковi величини, що визначенi як функцiональнi ряди,

елементами яких є цифри 𝑂 та 𝐸-зображень чисел; динамiчна система, що

породжена оператором лiвостороннього зсуву цифр 𝐸-зображення чисел.

У пiдроздiлi 2.1 встановлено, що проєктор 𝑂-зображення в 𝐸-зобра-

ження є розривним в кожнiй рацiональнiй точцi та неперервним в кожнiй

iррацiональнiй точцi, є нiде не монотонним та майже скрiзь недиферен-

цiйовним по множинi iррацiональних чисел. Визначено тополого-метричну

структуру множини значень проєктора та знайдено функцiю розподiлу зна-

чень проєктора. Основнi результати цього пiдроздiлу опублiкованi в роботi

[65] та доповiдалися на конференцiї [64].

У пiдроздiлах 2.2 та 2.3, що присвяченi двом випадковим величинам

𝜉𝑛(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=1

1
𝑞𝑘(𝑥)+𝑛 та 𝜓𝑛 (𝑥) =

∞∑︀
𝑘=1

1
𝑝𝑘(𝑥)+𝑛 , вивчено тополого-метричну стру-

ктуру множин розбiжностi вiдповiдних функцiональних рядiв, обчислено

математичнi сподiвання та дисперсiї цих випадкових величин. Основнi ре-

зультати цих пiдроздiлiв опублiкованi в роботах [67,68] та доповiдалися на

конференцiї [63].

У пiдроздiлi 2.4 вивчалася динамiчна система, породжена оператором

лiвостороннього зсуву цифр 𝐸-зображення дiйсних чисел. Стосовно цi-

єї динамiчної системи розв’язано задачу, що аналогiчна до задачi Гауса–

Кузьмiна для елементарних ланцюгових дробiв. Основнi результати цього

пiдроздiлу опублiковано в роботi [56] та доповiдалися на конференцiї [57].

Вiдкритими залишились питання про структуру розподiлу значень про-

єктора 𝑂-зображення в 𝐸-зображення та розподiлiв випадкових величин 𝜉𝑛

та 𝜓𝑛.
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РОЗДIЛ 3

РЯДИ ПЕРРОНА

Оскар Перрон у роботi [27] наводить приклад ряду, що є узагальненням

рядiв Енгеля, Люрота та Сильвестера:

1

𝑝1
+

∞∑︁
𝑛=1

𝑟1𝑟2 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1)𝑝1(𝑝2 − 1)𝑝2 · · · (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛𝑝𝑛+1

, (3.1)

де (𝑟𝑛)
∞
𝑛=1 — довiльна послiдовнiсть натуральних чисел, 𝑝𝑛 ∈ N, 𝑝1 ⩾ 2,

𝑝𝑛+1 ⩾ 𝑟𝑛 + 1 для кожного 𝑛 ∈ N.

У роботi [27] автор доводить, що ряд (3.1) є збiжним, його сума є числом

з (0; 1] i що кожне число з (0; 1] можна представити як суму ряду (3.1).

Проте для кожного 𝑥 ∈ (0; 1] таких рядiв iснує континуальна кiлькiсть.

У даному роздiлi нами запропоновано модифiкацiю ряду (3.1) та умо-

ви, що гарантують єдинiсть розкладу числа в модифiкований ряд (3.1). Цi

умови визначають два класи зображень чисел, що мають вiдносно просту

геометрiю (метричнi та топологiчнi властивостi): 𝑃 -зображення та його рi-

зницеву форму (𝑃 -зображення).

3.1. Ряди Перрона. Означення та приклади

Означення 3.1. Рядом Перрона будемо називати числовий ряд виду

∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1)𝑝1(𝑝2 − 1)𝑝2 · · · (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛𝑝𝑛+1

, (3.2)

де (𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть натуральних чисел, 𝑝𝑛 ∈ N, причому

𝑝𝑛 ⩾ 𝑟𝑛−1 + 1 для кожного 𝑛 ∈ N.

Зауваження 3.1. Надалi пiд дробом 𝑟0𝑟1···𝑟𝑛
(𝑝1−1)𝑝1(𝑝2−1)𝑝2···(𝑝𝑛−1)𝑝𝑛𝑝𝑛+1

при значеннi

𝑛 = 0 будемо розумiти дрiб 𝑟0
𝑝1
.
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Лема 3.1. Для кожної послiдовностi натуральних чисел (𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 має мi-

сце рiвнiсть
∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛
(𝑟0 + 1) · · · (𝑟𝑛 + 1)

= 1.

Доведення. За допомогою методу математичної iндукцiї можна показа-

ти, що для кожного 𝑘 ∈ N має мiсце рiвнiсть

𝑘∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛
(𝑟0 + 1) · · · (𝑟𝑛 + 1)

= 1− 1

(𝑟0 + 1) · · · (𝑟𝑘 + 1)
.

Звiдси випливає, що

1− 1

2𝑘+1
⩽

𝑘∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛
(𝑟0 + 1) · · · (𝑟𝑛 + 1)

< 1.

Дана лема слiдує безпосередньо з останньої нерiвностi.

Лема 3.2. Ряд Перрона (3.2) є збiжним, причому його сума є числом з

промiжку (0; 1].

Доведення. Враховуючи лему 3.1, маємо

0 <
∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1)𝑝1(𝑝2 − 1)𝑝2 · · · (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛𝑝𝑛+1

⩽

⩽
∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
𝑟0(𝑟0 + 1)𝑟1(𝑟1 + 1) · · · 𝑟𝑛−1(𝑟𝑛−1 + 1)(𝑟𝑛 + 1)

=

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛
(𝑟0 + 1) · · · (𝑟𝑛 + 1)

= 1.

Ряд (3.2) є узагальненням рядiв Енгеля, Люрота, Сильвестера, якi, в

свою чергу, є окремим об’єктом дослiджень. Ряд (3.2) буде:

1) рядом Енгеля при 𝑟𝑛 = 𝑝𝑛 − 1, 𝑟0 = 1;

2) модифiкованим рядом Енгеля при 𝑟𝑛 = 𝑝𝑛, 𝑟0 = 1;

3) рядом Люрота при 𝑟𝑛 ≡ 1, 𝑟0 = 1;

4) рядом Сильвестера при 𝑟𝑛 = (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛, 𝑟0 = 1.
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Наведенi приклади рядiв, що утворюють пiдкласи рядiв Перрона, мо-

тивують наступне вивчення рядiв Перрона як їх узагальнень. Адже всi тi

факти, що будуть встановленi для рядiв Перрона загалом, будуть спра-

ведливi i для будь-якого конкретного пiдкласу рядiв Перрона — як вище

згаданих, так i тих, якi ще не вивчалися.

3.2. Представлення дiйсних чисел рядами Перрона

3.2.1. 𝑃 -зображення чисел. Цилiндричнi множини. Нехай ма-

ємо функцiї 𝜙𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : N𝑛 → N для кожного 𝑛 ∈ N, 𝜙0 = const ∈ N.

Через 𝑃 позначатимемо фiксовану послiдовнiсть функцiй (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0.

Означення 3.2. Нехай 𝑥 ∈ (0; 1] є сумою ряду (3.2), причому 𝑟0 = 𝜙0

та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) для кожного 𝑛 ∈ N. Тодi розклад числа 𝑥 в ряд

(3.2) будемо називати його 𝑃 -представленням, а скорочений записΔ𝑃
𝑝1𝑝2...

—

його 𝑃 -зображенням. Число 𝑝𝑖 = 𝑝𝑖(𝑥) будемо називати 𝑖-тою цифрою 𝑃 -

зображення числа 𝑥.

Означення 3.3. 𝑃 -цилiндром рангу 𝑘 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑘 будемо називати

непорожню множинуΔ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

всiх чисел з (0; 1], для яких iснує 𝑃 -зображення

виду Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘𝑝𝑘+1𝑝𝑘+2...

, тобто

Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

=
{︀
𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1], 𝑥 = Δ𝑃

𝑐1...𝑐𝑘𝑝𝑘+1𝑝𝑘+2...

}︀
.

Лема 3.3. Для цилiндра Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

рангу 𝑘 мають мiсце рiвностi

inf Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

=
𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑟0 · · · 𝑟𝑛
(𝑐1 − 1)𝑐1 · · · (𝑐𝑛 − 1)𝑐𝑛𝑐𝑛+1

, (3.3)

supΔ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

= inf Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

+
𝑟0 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑐1 − 1)𝑐1 · · · (𝑐𝑘 − 1)𝑐𝑘
, (3.4)

|Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

| = sup
(︀
Δ𝑃

𝑐1...𝑐𝑘

)︀
− inf

(︀
Δ𝑃

𝑐1...𝑐𝑘

)︀
=

𝑟0 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑐1 − 1)𝑐1 · · · (𝑐𝑘 − 1)𝑐𝑘
, (3.5)

де 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛(𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) для кожного 𝑛 = 1, . . . , 𝑘 − 1.
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Доведення. Доведемо рiвнiсть (3.3) для 𝑘 = 1. Розглянемо цилiндр пер-

шого рангу Δ𝑃
𝑐1
. Зрозумiло, що число 𝑟0

𝑐1
є нижньою межею цилiндра Δ𝑃

𝑐1
.

Покажемо, що число 𝑟0
𝑐1
є точною нижньою межею цилiндра Δ𝑃

𝑐1
. Для цього

достатньо довести, що в цилiндрi Δ𝑃
𝑐1
мiстяться числа як завгодно близькi

до числа 𝑟0
𝑐1
.

Розглянемо ряд Перрона (3.2), у якому послiдовностi (𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 та (𝑝𝑛)

∞
𝑛=1

визначенi рекурентно: 𝑟0 = 𝜙0, 𝑝1 = 𝑐1, 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), 𝑝𝑛+1 = 𝑟𝑛𝑞 + 1

для кожного 𝑛 ∈ N, де 𝑞 ∈ N, 𝑞 ⩾ 2. Позначимо суму такого ряду через 𝑥𝑞.

Очевидно, що 𝑥𝑞 ∈ Δ𝑃
𝑐1
, причому

𝑥𝑞 =
𝑟0
𝑐1

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑐1 − 1) 𝑐1 · 𝑟1𝑞 · (𝑟1𝑞 + 1) · · · 𝑟𝑛−1𝑞 · (𝑟𝑛−1𝑞 + 1) (𝑟𝑛𝑞 + 1)

⩽

⩽
𝑟0
𝑐1

+
𝑟0

(𝑐1 − 1) 𝑐1
·

∞∑︁
𝑛=1

𝑟1 · · · 𝑟𝑛
𝑟21𝑞

2 · · · 𝑟2𝑛−1𝑞
2 · 𝑟𝑛𝑞

=

=
𝑟0
𝑐1

+
𝑟0

(𝑐1 − 1) 𝑐1
·

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑟1 · · · 𝑟𝑛−1𝑞2𝑛−1
⩽
𝑟0
𝑐1

+
𝑟0

(𝑐1 − 1) 𝑐1
·

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑞2𝑛−1
=

=
𝑟0
𝑐1

+
𝑟0

(𝑐1 − 1) 𝑐1
· 𝑞

𝑞2 − 1
⩽
𝑟0
𝑐1

+
𝑟0

(𝑐1 − 1) 𝑐1
· 1

𝑞 − 1
.

Оскiльки 𝑟0
𝑐1
+ 𝑟0

(𝑐1−1)𝑐1
· 1
𝑞−1 → 𝑟0

𝑐1
при 𝑞 → ∞, то 𝑥𝑞 → 𝑟0

𝑐1
при 𝑞 → ∞. Отже,

inf Δ𝑃
𝑐1
= 𝑟0

𝑐1
. Таким чином, рiвнiсть (3.3) доведено для випадку 𝑘 = 1.

Доведемо рiвнiсть (3.4) для 𝑘 = 1. Враховуючи, що 𝑝𝑛 ⩾ 𝑟𝑛−1 + 1, а

також лему 3.1, отримаємо

Δ𝑃
𝑐1𝑝2𝑝3...

=
𝑟0
𝑐1

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑐1 − 1) 𝑐1 (𝑝2 − 1) 𝑝2 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1

⩽

⩽
𝑟0
𝑐1

+
𝑟0

(𝑐1 − 1) 𝑐1
·

∞∑︁
𝑛=1

𝑟1 · · · 𝑟𝑛
𝑟1 (𝑟1 + 1) · · · 𝑟𝑛−1 (𝑟𝑛−1 + 1) (𝑟𝑛 + 1)

=

=
𝑟0
𝑐1

+
𝑟0

(𝑐1 − 1) 𝑐1
·

∞∑︁
𝑛=1

𝑟𝑛
(𝑟1 + 1) · · · (𝑟𝑛 + 1)

= inf Δ𝑃
𝑐1
+

𝑟0
(𝑐1 − 1) 𝑐1

.

При цьому верхня оцiнка завжди досягається i дорiвнює сумi ряду, у

якому послiдовностi (𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 та (𝑝𝑛)

∞
𝑛=1 визначенi рекурентно наступним чи-
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ном: 𝑟0 = 𝜙0, 𝑝1 = 𝑐1, 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), 𝑝𝑛+1 = 𝑟𝑛+1 для кожного 𝑛 ∈ N.

Отже, supΔ𝑃
𝑐1
= inf Δ𝑃

𝑐1
+ 𝑟0

(𝑐1−1)𝑐1
. Таким чином, рiвнiсть (3.4) доведено для

випадку 𝑘 = 1.

Доведення рiвностей (3.3) та (3.4) для 𝑘 ⩾ 2 аналогiчнi до доведень цих

рiвностей при 𝑘 = 1. Рiвнiсть (3.5) випливає з рiвностей (3.3) та (3.4).

Зауваження 3.2. З доведення леми 3.3 випливає, що точна нижня межа

цилiндра йому не належить, а точна верхня межа — належить.

Наслiдок 3.1. Для цилiндра Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

рангу 𝑘 ⩾ 2 мають мiсце рiвностi

inf Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

= inf Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘−1

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑐1 − 1) 𝑐1 · · · (𝑐𝑘−1 − 1) 𝑐𝑘−1𝑐𝑘
, (3.6)

supΔ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

= inf Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘−1

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑐1 − 1) 𝑐1 · · · (𝑐𝑘−1 − 1) 𝑐𝑘−1 (𝑐𝑘 − 1)
, (3.7)

де 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) для кожного 𝑛 = 1, . . . , 𝑘 − 1.

Наслiдок 3.2. Для цилiндрiв рангу 𝑛 та кожного 𝑘 ⩾ 𝑟𝑛−1 + 1 виконує-

ться спiввiдношення inf Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑘

= supΔ𝑃
𝑐1...𝑐𝑛−1[𝑘+1].

Лема 3.4. Для довiльної послiдовностi (𝑝𝑛)
∞
𝑛=1 такої, що 𝑝𝑛 ⩾ 𝑟𝑛−1 + 1,

де 𝑟𝑛−1 = 𝜙𝑛−1(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛−1),

|Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

| → 0 при 𝑛→ ∞.

Доведення. Нехай послiдовнiсть (𝑝𝑛)
∞
𝑛=1 задовольняє умовам даної ле-

ми. Тодi, згiдно з формулою (3.5), маємо

0 < |Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

| = 𝑟0 · · · 𝑟𝑛−1

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛
⩽

⩽
𝑟0 · · · 𝑟𝑛−1

𝑟0 (𝑟0 + 1) · · · 𝑟𝑛−1 (𝑟𝑛−1 + 1)
=

=
1

(𝑟0 + 1) · · · (𝑟𝑛−1 + 1)
⩽

1

2𝑛
→ 0.

Тому |Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

| → 0 при 𝑛→ ∞.

Лема 3.5. Для кожної послiдовностi 𝑃 функцiй 𝜙𝑖, кожного 𝑥 ∈ (0; 1]

та 𝑛 ∈ N iснує єдиний цилiндр Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

рангу 𝑛 такий, що

inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

. (3.8)
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Доведення. Скористаємося методом математичної iндукцiї. Зафiксуємо

послiдовнiсть 𝑃 функцiй 𝜙𝑖 та число 𝑥 ∈ (0; 1].

База iндукцiї. Нехай 𝑛 = 1. Нерiвнiсть inf Δ𝑃
𝑝1
< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃

𝑝1
, врахо-

вуючи рiвностi (3.3) та (3.4), рiвносильна нерiвностi

𝑝1 >
𝑟0
𝑥

⩾ 𝑝1 − 1, 𝑟0 = 𝜙0.

Очевидно, що iснує єдине число 𝑝1 ⩾ 𝑟0 + 1 таке, що виконується остання

нерiвнiсть. Позначимо це число як 𝑝′1. Тодi Δ
𝑃
𝑝′1
— єдиний цилiндр першого

рангу, що задовольняє нерiвнiсть (3.8).

Отже, можемо записати, що 𝑥 = inf Δ𝑃
𝑝′1
+ 𝑥1 =

𝑟0
𝑝′1
+ 𝑥1. При цьому

0 < 𝑥1 ⩽ supΔ𝑃
𝑝′1
− inf Δ𝑃

𝑝′1
=

𝑟0
(𝑝′1 − 1) 𝑝′1

.

Перевiримо твердження для 𝑛 = 2. Нехай Δ𝑃
𝑝1𝑝2

— деякий цилiндр

другого рангу. Оскiльки цилiндр Δ𝑃
𝑝1𝑝2

є пiдмножиною цилiндра Δ𝑃
𝑝1
, то

inf Δ𝑃
𝑝1
⩽ inf Δ𝑃

𝑝1𝑝2
та supΔ𝑃

𝑝1
⩾ supΔ𝑃

𝑝1𝑝2
. Тому з нерiвностi inf Δ𝑃

𝑝1𝑝2
< 𝑥 ⩽

supΔ𝑃
𝑝1𝑝2

випливає нерiвнiсть inf Δ𝑃
𝑝1
< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃

𝑝1
. Тодi, в силу доведеного

вище, 𝑝1 = 𝑝′1, а значить 𝑟1 = 𝜙1 (𝑝
′
1).

Згiдно з рiвностями (3.3) та (3.4), а також попереднiми домовленостями,

нерiвнiсть

inf Δ𝑃
𝑝′1𝑝2

< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃
𝑝′1𝑝2

рiвносильна наступним нерiвностям:

𝑟0
𝑝′1

+
𝑟0𝑟1

(𝑝′1 − 1) 𝑝′1𝑝2
<
𝑟0
𝑝′1

+ 𝑥1 ⩽
𝑟0
𝑝′1

+
𝑟0𝑟1

(𝑝′1 − 1) 𝑝′1𝑝2
+

𝑟0𝑟1
(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 (𝑝2 − 1) 𝑝2

;

𝑟0𝑟1
(𝑝′1 − 1) 𝑝′1𝑝2

< 𝑥1 ⩽
𝑟0𝑟1

(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 (𝑝2 − 1)
;

𝑝2 >
𝑟0𝑟1

(𝑝′1 − 1) 𝑝′1𝑥1
⩾ 𝑝2 − 1 .

Щоб стверджувати iснування та єдинiсть значення 𝑝2 ⩾ 𝑟1 + 1, при якому

виконується остання нерiвнiсть, достатньо показати, що 𝑟0𝑟1
(𝑝′1−1)𝑝′1𝑥1

⩾ 𝑟1. А ця
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умова рiвносильна нерiвностi 𝑥1 ⩽
𝑟0

(𝑝′1−1)𝑝′1
, iстиннiсть якої було встановлено

вище. Тому таке натуральне число 𝑝2 iснує та єдине. Позначимо його як 𝑝
′
2.

ТодiΔ𝑃
𝑝′1𝑝

′
2
— єдиний цилiндр другого рангу, що задовольняє нерiвнiсть (3.8).

Припущення iндукцiї. Припустимо, що при 𝑛 = 𝑘 iснує єдиний ци-

лiндр Δ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘
рангу 𝑘 такий, що

inf Δ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘
< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃

𝑝′1...𝑝
′
𝑘
.

Нехай 𝑥𝑘 = 𝑥− inf Δ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘
. Тодi з припущення iндукцiї випливає, що

0 < 𝑥𝑘 ⩽ supΔ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘
− inf Δ𝑃

𝑝′1...𝑝
′
𝑘
=

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 · · · (𝑝′𝑘 − 1) 𝑝′𝑘
,

де 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑖 = 𝜙𝑖 (𝑝
′
1, . . . , 𝑝

′
𝑖) для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1.

Крок iндукцiї. Нехай 𝑛 = 𝑘 + 1 та Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘𝑝𝑘+1

— деякий цилiндр

(𝑘 + 1)-го рангу. Тодi, аналогiчно до випадку при 𝑛 = 2, з нерiвностi

inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘𝑝𝑘+1

< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘𝑝𝑘+1

випливає нерiвнiсть inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

< 𝑥 ⩽

supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

. Звiдси маємо, що 𝑝1 = 𝑝′1, . . . , 𝑝𝑘 = 𝑝′𝑘, а значить 𝑟0 = 𝜙0 та

𝑟𝑖 = 𝜙𝑖 (𝑝
′
1, . . . , 𝑝

′
𝑖) для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑘

Тепер залишилося довести, що iснує єдине значення 𝑝𝑘+1 ⩾ 𝑟𝑘 + 1 таке,

що

inf Δ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘𝑝𝑘+1

< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘𝑝𝑘+1

.

Враховуючи припущення iндукцiї, а також рiвностi (3.6) та (3.7), оста-

ння нерiвнiсть рiвносильна наступним нерiвностям:

inf Δ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘
+

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘
(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 · · · (𝑝′𝑘 − 1) 𝑝′𝑘𝑝𝑘+1

< 𝑥 ⩽

⩽ inf Δ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘
+

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘
(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 · · · (𝑝′𝑘 − 1) 𝑝′𝑘 (𝑝𝑘+1 − 1)

;

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘
(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 · · · (𝑝′𝑘 − 1) 𝑝′𝑘𝑝𝑘+1

< 𝑥𝑘 ⩽
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘

(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 · · · (𝑝′𝑘 − 1) 𝑝′𝑘 (𝑝𝑘+1 − 1)
;

𝑝𝑘+1 >
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘

(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 · · · (𝑝′𝑘 − 1) 𝑝′𝑘𝑥𝑘
⩾ 𝑝𝑘+1 − 1.
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Щоб стверджувати iснування та єдинiсть значення 𝑝𝑘+1 ⩾ 𝑟𝑘 + 1, при

якому виконується остання нерiвнiсть, достатньо показати, що

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘
(𝑝′1 − 1) 𝑝′1 · · · (𝑝′𝑘 − 1) 𝑝′𝑘𝑥𝑘

⩾ 𝑟𝑘.

А ця умова рiвносильна нерiвностi 𝑥𝑘 ⩽
𝑟0𝑟1···𝑟𝑘−1

(𝑝′1−1)𝑝′1···(𝑝′𝑘−1)𝑝′𝑘
, яка вище виплива-

ла з припущення iндукцiї. Тому таке натуральне число 𝑝𝑘+1 iснує та єдине.

Позначимо його як 𝑝′𝑘+1. Тодi Δ
𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑘𝑝

′
𝑘+1

— єдиний цилiндр (𝑘+1)-го рангу,

що задовольняє нерiвнiсть (3.8).

Тому, в силу принципу математичної iндукцiї, для кожного 𝑛 ∈ N та

довiльного 𝑥 ∈ (0; 1] iснує єдиний цилiндр Δ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑛
рангу 𝑛 такий, що

inf Δ𝑃
𝑝′1...𝑝

′
𝑛
< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃

𝑝′1...𝑝
′
𝑛
.

Теорема 3.1. При довiльнiй послiдовностi 𝑃 функцiй 𝜙𝑛 кожен 𝑥 з про-

мiжку (0; 1] має єдине 𝑃 -представлення, тобто iснує єдина послiдовнiсть

натуральних чисел (𝑝𝑛)
∞
𝑛=1 така, що

𝑥 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1

≡ Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

,

де 𝑟0 = 𝜙0, 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) та 𝑝𝑛 ⩾ 𝑟𝑛−1 + 1 для кожного 𝑛 ∈ N.

Доведення. Iснування. З мiркувань, наведених в доведеннi леми 3.5,

слiдує, що для довiльного набору 𝑃 функцiй 𝜙𝑖, довiльних фiксованих

𝑛 ∈ N та 𝑥 ∈ (0; 1] число 𝑝𝑛 в основах цилiндрiв Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

рангу 𝑘 ⩾ 𝑛,

що задовольняють нерiвнiсть (3.8), є одним i тим же. Таким чином маємо,

що послiдовнiсть функцiй 𝑃 та число 𝑥 породжують деяку послiдовнiсть

(𝑝𝑛)
∞
𝑛=1. Покажемо, що Δ𝑃

𝑝1𝑝2...
= 𝑥.

Припустимо, що Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

̸= 𝑥. Тодi для ∀𝑘 ∈ N маємо Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

∈ Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

,

а значить inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

< Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

⩽ supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

. Враховуючи цю нерiвнiсть та

нерiвнiсть inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

, маємо, що при кожному 𝑘 ∈ N:

0 < |𝑥−Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

| < supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

− inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

= |Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

|.
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Але, в силу леми 3.4, при достатньо великих 𝑘 значення |Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘

| може
бути як завгодно близьким до нуля, а |𝑥−Δ𝑃

𝑝1𝑝2...
| є фiксованою додатною

величиною. Отримали суперечнiсть, а тому припущення хибне.

Отже, Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

= 𝑥. Звiдси слiдує, що для кожного числа 𝑥 ∈ (0; 1] iснує

своє 𝑃 -представлення при довiльнiй послiдовностi функцiй 𝑃 .

Єдинiсть. Припустимо, що для деякої послiдовностi функцiй 𝑃 та де-

якого 𝑥 iснує два рiзних 𝑃 -представлення:

𝑥 = Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

= Δ𝑃
𝑝′1𝑝

′
2...
.

Нехай натуральне число 𝑘 таке, що 𝑝𝑖 = 𝑝′𝑖 для всiх 𝑖 < 𝑘 та 𝑝𝑘 ̸= 𝑝′𝑘.

Тодi маємо, що 𝑥 ∈ Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝𝑘

та одночасно з цим 𝑥 ∈ Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝′𝑘

, а значить

inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝𝑘

< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝𝑘

;

inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝′𝑘

< 𝑥 ⩽ supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝′𝑘

.

Але це суперечить лемi 3.5. Отримали суперечнiсть, а тому припущення

хибне. Отже, кожне число 𝑥 ∈ (0; 1] має єдине 𝑃 -представлення для кожної

послiдовностi функцiй 𝑃 .

Наслiдок 3.3. Цилiндр Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

є промiжком виду (𝑎; 𝑏]. При цьому дов-

жина цього промiжку (мiра Лебега цилiндра Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

) дорiвнює |Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

|.
Наслiдок 3.4. Нехай 𝑥 = Δ𝑃

𝑝1𝑝2...
. Тодi

lim
𝑛→∞

inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

= lim
𝑛→∞

supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

= 𝑥.

Наслiдок 3.5. Якщо Δ𝑃
𝑏1...𝑏𝑛

та Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑚

— два рiзнi 𝑃 -цилiндри, то мо-

жливi тiльки два наступнi випадки:

— Δ𝑃
𝑏1...𝑏𝑛

∩Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑚

= ∅, якщо iснує натуральне 𝑘 ⩽ min {𝑛,𝑚} таке,

що 𝑏𝑖 = 𝑐𝑖 для всiх 𝑖 < 𝑘 та 𝑏𝑘 ̸= 𝑐𝑘;

— Δ𝑃
𝑏1...𝑏𝑛

⊂ Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑚

, якщо 𝑛 > 𝑚 та 𝑏𝑖 = 𝑐𝑖 для всiх 𝑖 ⩽ 𝑚.
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Наслiдок 3.6.

(0; 1] =
∞⋃︁

𝑖=𝑟0+1

Δ𝑃
𝑖 ; (3.9)

Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

=
∞⋃︁

𝑖=𝑟𝑛+1

Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛𝑖

, (3.10)

де 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) для кожного 𝑛 ∈ N.

Наслiдок 3.7.

∞∑︁
𝑖=𝑟0+1

|Δ𝑃
𝑖 | = 1; (3.11)

|Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛

| =
∞∑︁

𝑖=𝑟𝑛+1

|Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛𝑖

|, (3.12)

де 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) для кожного 𝑛 ∈ N.

Наслiдок 3.8. Основне метричне вiдношення. Для всiх 𝑖 ⩾ 𝑟𝑛 + 1:

|Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑛𝑖

|
|Δ𝑃

𝑝1...𝑝𝑛
|
=

𝑟𝑛
(𝑖− 1) 𝑖

,

де 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) для кожного 𝑛 ∈ N.

Теорема 3.2. Нехай 𝑥 = Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

та 𝑥′ = Δ𝑃
𝑝′1𝑝

′
2...
, а число 𝑘 ∈ N таке, що

𝑝𝑖 = 𝑝′𝑖 при всiх 𝑖 < 𝑘 та 𝑝𝑘 ̸= 𝑝′𝑘. Тодi для того, щоб 𝑥 > 𝑥′, необхiдно i

достатньо, щоб 𝑝𝑘 < 𝑝′𝑘.

Доведення. Достатнiсть. Нехай 𝑘 ∈ N таке, що 𝑝𝑖 = 𝑝′𝑖 при всiх 𝑖 < 𝑘

та 𝑝𝑘 < 𝑝′𝑘. Тодi, якщо 𝑘 = 1, то

𝑥 = Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

> inf Δ𝑃
𝑝1
=
𝑟0
𝑝1
; 𝑥′ = Δ𝑃

𝑝′1𝑝
′
2...

⩽ supΔ𝑃
𝑝′1
=

𝑟0
𝑝′1 − 1

.

Звiдси маємо, що 𝑥 > 𝑟0
𝑝1

⩾ 𝑟0
𝑝′1−1 ⩾ 𝑥′.

Якщо 𝑘 ⩾ 2, то, згiдно з рiвностями (3.6) та (3.7), маємо:

𝑥 = Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝𝑘...

> inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝𝑘

=

= inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑘−1 − 1) 𝑝𝑘−1𝑝𝑘
;
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𝑥′ = Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝′𝑘...

⩽ supΔ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝′𝑘

=

= inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑘−1 − 1) 𝑝𝑘−1 (𝑝′𝑘 − 1)
.

Оскiльки 𝑝𝑖 = 𝑝′𝑖 при всiх 𝑖 < 𝑘, то значення 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘−1 для чисел 𝑥 та

𝑥′ однаковi.

Звiдси маємо, що

𝑥 > inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑘−1 − 1) 𝑝𝑘−1𝑝𝑘
⩾

⩾ inf Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑘−1 − 1) 𝑝𝑘−1 (𝑝′𝑘 − 1)
⩾ 𝑥′.

Достатнiсть доведено.

Необхiднiсть. Нехай 𝑥 > 𝑥′, тобто Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝𝑘...

> Δ𝑃
𝑝1...𝑝𝑘−1𝑝′𝑘...

. Припу-

стимо, що при цьому 𝑝𝑘 > 𝑝′𝑘. Але, згiдно з доведеним вище (достатнiсть),

звiдси слiдує, що 𝑥 < 𝑥′. Одержали суперечнiсть, а тому припущення хи-

бне. Отже, з нерiвностi 𝑥 > 𝑥′ слiдує, що 𝑝𝑘 < 𝑝′𝑘.

3.2.2. Алгоритм знаходження 𝑃 -зображення числа. Нехай 𝑃 -

зображення визначене послiдовнiстю 𝑃 функцiй 𝜙𝑛. З доведення теореми

3.5 безпосередньо слiдує наступна теорема.

Теорема 3.3. Для всiх 𝑥 ∈ (0; 1] мають мiсце рекурентнi формули:

𝑟0 = 𝜙0, 𝑝1 (𝑥) =
[︁𝑟0
𝑥

]︁
+ 1;

𝑥𝑘 = 𝑥−
𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑟0 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1

;

𝑟𝑘 = 𝜙𝑘 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘) ;

𝑝𝑘+1 (𝑥) =

[︂
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑘 − 1) 𝑝𝑘𝑥𝑘

]︂
+ 1.

3.2.3. Достатнi умови рацiональностi та iррацiональностi чи-

сла в термiнах 𝑃 -зображення. Встановлення рацiональностi чи iрра-

цiональностi числа за його 𝑃 -зображенням є, взагалi кажучи, нетривiаль-

ною задачею. Для рiзних 𝑃 -зображень умови рацiональностi числа можуть
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принципово вiдрiзнятися. Пiдтвердженням цього є теореми 1.2, 1.1 та 1.8

— критерiї рацiональностi чисел, що представленi рядами Енгеля, Люрота

та Сильвестера вiдповiдно.

Як бачимо, навiть у найпростiших випадках необхiднi та достатнi умо-

ви рацiональностi чисел в термiнах їхнiх 𝑃 -зображень суттєво рiзняться.

Це наштовхує на думку, що загального критерiю рацiональностi числа в

термiнах 𝑃 -зображення або не iснує, або вiн є досить складним. Тому да-

лi ми доведемо лише достатню умову iррацiональностi числа для довiль-

ного 𝑃 -зображення та двi достатнi умови рацiональностi (для довiльного

𝑃 -зображення та 𝑃 -зображення деякого спецiального виду).

Теорема 3.4. Нехай маємо 𝑃 -зображення, що визначене послiдовнiстю

функцiй (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0, та 𝑥 = Δ𝑃

𝑝1𝑝2...
. Тодi якщо lim

𝑛→∞

𝑝𝑛+1

𝑟0 · · · 𝑟𝑛
= ∞, де 𝑟0 = 𝜙0

та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), то число 𝑥 iррацiональне.

Доведення. Доведемо теорему вiд супротивного. Припустимо, що число

𝑥 = Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

= 𝑎
𝑏 рацiональне (𝑎, 𝑏 ∈ N), але lim

𝑛→∞
𝑝𝑛+1

𝑟0···𝑟𝑛 = ∞. Тодi

𝑎

𝑏
=
𝑟0
𝑝1

+
𝑟0𝑟1

(𝑝1 − 1) 𝑝1𝑝2
+ · · ·+ 𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1
+ · · · .

В цiй рiвностi помножимо обидвi частини на (𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛, пе-

ренесемо цiлi доданки з правої частини в лiву та отримаємо

𝐴𝑛

𝑏
=
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
𝑝𝑛+1

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛𝑟𝑛+1

(𝑝𝑛+1 − 1) 𝑝𝑛+1𝑝𝑛+2
+ · · · ⩽ 𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛

𝑝𝑛+1 − 1
;

𝑏 ⩾
𝐴𝑛 (𝑝𝑛+1 − 1)

𝑟0 · · · 𝑟𝑛
⩾
𝑝𝑛+1 − 1

𝑟0 · · · 𝑟𝑛
.

Але оскiльки lim
𝑛→∞

𝑝𝑛+1−1
𝑟0···𝑟𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑝𝑛+1

𝑟0···𝑟𝑛 = ∞, то для кожного рацiонального

числа 𝑎
𝑏 нерiвнiсть 𝑏 ⩾

𝑝𝑛+1−1
𝑟0···𝑟𝑛 перестане виконуватися, починаючи з деякого

номеру 𝑛. Отримали суперечнiсть. Отже, 𝑥 — iррацiональне число.

Теорема 3.5. Нехай маємо 𝑃 -зображення, визначене послiдовнiстю фун-

кцiй (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0, та 𝑥 = Δ𝑃

𝑝1𝑝2...
. Тодi якщо 𝑝𝑛+1 = 𝑟𝑛+1 для всiх 𝑛, починаючи

з деякого мiсця, де 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), то 𝑥 — рацiональне.
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Доведення. Нехай 𝑝𝑛+1 = 𝑟𝑛 + 1 для всiх 𝑛 ⩾ 𝑁 . Тодi

𝑥 = Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1

=

=
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1

+

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑁−1

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑁 − 1) 𝑝𝑁
·

∞∑︁
𝑛=𝑁

𝑟𝑛
(𝑟𝑁 + 1) · · · (𝑟𝑛 + 1)

.

Згiдно з лемою 3.1,
∞∑︀

𝑛=𝑁

𝑟𝑛
(𝑟𝑁+1)···(𝑟𝑛+1) = 1. Отже, 𝑥 — рацiональне число.

Теорема 3.6. Нехай маємо 𝑃 -зображення, що визначене послiдовнiстю

функцiй (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0 таких, що для всiх 𝑛 > 𝑁 функцiї 𝜙𝑛 ≡ 𝑟𝑛 = const,

та 𝑥 = Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

. Тодi якщо послiдовностi (𝑟𝑛)
∞
𝑛=𝑁+1 та (𝑝𝑛)

∞
𝑛=0 перiодичнi,

починаючи з деякого номеру, то число 𝑥 — рацiональне.

Доведення. Нехай послiдовнiсть (𝑟𝑛)
∞
𝑛=𝑁+1 перiодична, починаючи з но-

меру 𝑘1, та має перiод довжини 𝑚1, а послiдовнiсть (𝑝𝑛)
∞
𝑛=0 перiодична,

починаючи з номеру 𝑘2, та має перiод довжини 𝑚2. Тодi можна сказати,

що цi послiдовностi перiодичнi, починаючи з номеру 𝑘 = max {𝑘1, 𝑘2}, та
мають перiод довжини 𝑚 = НСК (𝑚1,𝑚2). Тодi

𝑥 =Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1

=

=
𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1

+

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑘 − 1) 𝑝𝑘
·
(︀
𝑆 + 𝑆 ·𝑄+ 𝑆 ·𝑄2 + · · ·

)︀
,

де

𝑆 =
𝑟𝑘
𝑝𝑘+1

+ · · ·+ 𝑟𝑘 · · · 𝑟𝑘+𝑚−1

(𝑝𝑘+1 − 1) 𝑝𝑘+1 · · · (𝑝𝑘+𝑚−1 − 1) 𝑝𝑘+𝑚−1𝑝𝑘+𝑚
;

𝑄 =
𝑟𝑘 · · · 𝑟𝑘+𝑚−1

(𝑝𝑘+1 − 1) 𝑝𝑘+1 · · · (𝑝𝑘+𝑚 − 1) 𝑝𝑘+𝑚
.

Звiдси
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𝑥 =
𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1) 𝑝𝑛𝑝𝑛+1

+
𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑝1 − 1) 𝑝1 · · · (𝑝𝑘 − 1) 𝑝𝑘
· 𝑆

1−𝑄
,

а тому 𝑥 — рацiональне число.

3.3. Рiзницева форма 𝑃 -зображення (𝑃 -зображення)

Означення 3.4. Рiзницевим представленням ряду Перрона будемо нази-

вати запис ряду (3.2) у наступнiй формi

∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑟0 + 𝑔1 − 1) (𝑟0 + 𝑔1) · · · (𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1) (𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛) (𝑟𝑛 + 𝑔𝑛+1)

, (3.13)

де 𝑔𝑛 = 𝑝𝑛 − 𝑟𝑛−1 та 𝑔𝑛 ⩾ 1 для всiх 𝑛 ∈ N.

Рiзницева форма запису (3.13) ряду Перрона (3.2) є лише перепозна-

ченням його елементiв. Проте вона має одну важливу перевагу. У формi

запису (3.2) на цифри 𝑝𝑛 накладено умови, що залежать вiд числа 𝑟𝑛−1.

Натомiсть у рiзницевiй формi запису (3.13) жодних умов на цифри 𝑔𝑛 не

накладається i вони можуть бути довiльними натуральними числами.

Нехай 𝑃 — послiдовнiсть функцiй (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0. Розглянемо функцiї 𝜙𝑛 такi,

що 𝜙0 = 𝜙0 = const ∈ N та

𝜙𝑛 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ,

де 𝑟0 = 𝜙0, 𝑝𝑛 = 𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛, 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) для кожного 𝑛 ∈ N. Послi-

довнiсть функцiй (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0 позначимо як 𝑃 .

У свою чергу, кожна послiдовнiсть 𝑃 функцiй 𝜙𝑛, де 𝜙0 = const ∈ N,

а 𝜙𝑛 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : N𝑛 → N для кожного 𝑛 ∈ N, породжує послiдовнiсть 𝑃

функцiй 𝜙𝑛 (з точнiстю до значень цих функцiй на допустимих наборах

змiнних 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛):

𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 𝜙𝑛 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) , 𝜙0 = 𝜙0,
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де 𝑔𝑛 = 𝑝𝑛 − 𝑟𝑛−1, 𝑟0 = 𝜙0, 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) для кожного 𝑛 ∈ N. Тому

надалi можемо обирати послiдовностi 𝑃 функцiй 𝜙𝑛 незалежно вiд послi-

довностей 𝑃 функцiй 𝜙𝑛.

Означення 3.5. Нехай 𝑥 ∈ (0; 1] є сумою ряду (3.13), причому 𝑟0 = 𝜙0

та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) для кожного 𝑛 ∈ N, де 𝜙𝑛 ∈ 𝑃 . Тодi розклад числа

𝑥 в ряд (3.13) будемо називати його 𝑃 -представленням, а скорочений за-

пис Δ𝑃
𝑔1𝑔2...

ряду (3.13) будемо називати 𝑃 -зображенням числа 𝑥. Число 𝑔𝑖

називатимемо 𝑖-тою цифрою 𝑃 -зображення числа 𝑥.

Зауваження 3.3. Якщо послiдовнiсть 𝑃 функцiй 𝜙𝑛 породжена послiдовнi-

стю 𝑃 функцiй 𝜙𝑛, то 𝑃 -зображення Δ𝑃
𝑔1𝑔2...

та 𝑃 -зображення Δ𝑃
𝑝1𝑝2...

числа

𝑥 є перекодуваннями один одного, що пов’язанi формулами 𝑝𝑛 = 𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛

для кожного 𝑛 ∈ N, де 𝑟0 = 𝜙0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝜙𝑛 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛).

Теорема 3.7. При довiльнiй послiдовностi 𝑃 функцiй 𝜙𝑛 кожен 𝑥 з про-

мiжку (0; 1] має єдине 𝑃 -представлення, тобто iснує єдина послiдовнiсть

натуральних чисел (𝑔𝑛)
∞
𝑛=1 така, що

∞∑︁
𝑛=0

𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑛
(𝑟0 + 𝑔1 − 1) (𝑟0 + 𝑔1) · · · (𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1) (𝑟𝑛−1 + 𝑔𝑛) (𝑟𝑛 + 𝑔𝑛+1)

,

де 𝑟0 = 𝜙0, 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) для всiх 𝑛 ∈ N

Доведення безпосередньо слiдує з теореми 3.1 та зауваження 3.3.

Означення 3.6. 𝑃 -цилiндром рангу 𝑘 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑘 називають мно-

жину Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

всiх чисел з промiжку (0; 1], для яких iснує 𝑃 -зображення

виду Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘𝑔𝑘+1...

, тобто

Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

=
{︁
𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1] , 𝑥 = Δ𝑃

𝑐1...𝑐𝑘𝑔𝑘+1𝑔𝑘+2...

}︁
.

Як i кожен 𝑃 -цилiндр, всi 𝑃 -цилiндри є числовими промiжками виду

(𝑎; 𝑏]. Всi властивостi 𝑃 -зображення та 𝑃 -цилiндрiв аналогiчнi до вiдповiд-

них властивостей 𝑃 -зображення та безпосередньо слiдують з них, а всi рiв-

ностi лише змiнюють свою форму запису завдяки пiдстановцi 𝑝𝑛 = 𝑟𝑛−1+𝑔𝑛.
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Таким чином, для 𝑃 -цилiндрiв мають мiсце наступнi рiвностi:

|Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘

| = 𝑟0𝑟1 · · · 𝑟𝑘−1

(𝑟0 + 𝑐1 − 1) (𝑟0 + 𝑐1) · · · (𝑟𝑘−1 + 𝑐𝑘 − 1) (𝑟𝑘−1 + 𝑐𝑘)
; (3.14)

(0; 1] =
∞⋃︁
𝑖=1

Δ𝑃
𝑖 ; Δ𝑃

𝑐1...𝑐𝑘
=

∞⋃︁
𝑖=1

Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘𝑖

; (3.15)

∞∑︁
𝑖=1

|Δ𝑃
𝑖 | = 1; |Δ𝑃

𝑐1...𝑐𝑘
| =

∞∑︁
𝑖=1

|Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘𝑖

|, (3.16)

де 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) для кожного 𝑛 = 1, . . . , 𝑘.

Лема 3.6. Основне метричне вiдношення.

|Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑘𝑖

|
|Δ𝑃

𝑐1...𝑐𝑘
|
=

𝑟𝑘
(𝑟𝑘 + 𝑖− 1) (𝑟𝑘 + 𝑖)

,

де 𝑟𝑘 = 𝜙𝑘 (𝑐1, . . . , 𝑐𝑘).

Лема 3.7. Якщо Δ𝑃
𝑏1...𝑏𝑛

та Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑚

— два рiзнi 𝑃 -цилiндри, то можливi

тiльки два випадки їх взаємного розмiщення:

— Δ𝑃
𝑏1...𝑏𝑛

∩Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑚

= ∅, якщо iснує натуральне 𝑘 ⩽ min {𝑛,𝑚} таке,

що 𝑏𝑖 = 𝑐𝑖 для всiх 𝑖 < 𝑘 та 𝑏𝑘 ̸= 𝑐𝑘;

— Δ𝑃
𝑏1...𝑏𝑛

⊂ Δ𝑃
𝑐1...𝑐𝑚

, якщо 𝑛 > 𝑚 та 𝑏𝑖 = 𝑐𝑖 для всiх 𝑖 ⩽ 𝑚.

Наслiдок 3.9. Нехай 𝑥 = Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑛...

та 𝑥′ = Δ𝑃
𝑔′1...𝑔

′
𝑛...
, а 𝑘 ∈ N таке, що

𝑔𝑖 = 𝑔′𝑖 при всiх 𝑖 < 𝑘 та 𝑔𝑘 ̸= 𝑔′𝑘. Тодi для того, щоб 𝑥 > 𝑥′ необхiдно i

достатньо, щоб 𝑔𝑘 < 𝑔′𝑘.

Твердження випливає безпосередньо з теореми 3.2.

3.4. Функцiї, визначенi в термiнах 𝑃 -зображення чисел

3.4.1. Проєктор одного 𝑃 -зображення в iнше.

Означення 3.7. Нехай 𝑃 1 та 𝑃 2 — двi послiдовностi функцiй 𝜙
(1)
𝑛 та 𝜙

(2)
𝑛

вiдповiдно, 𝑥 = Δ𝑃 1
𝑔1𝑔2...

. Функцiю 𝑓 = 𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
: (0; 1] → (0; 1] таку, що

𝑓 (𝑥) = 𝑓
(︁
Δ𝑃 1

𝑔1𝑔2...

)︁
= Δ𝑃 2

𝑔1𝑔2...
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будемо називати проєктором 𝑃 1-зображення у 𝑃 2-зображення.

Лема 3.8. Для довiльних послiдовностей функцiй 𝑃 1 та 𝑃 2 проєктор

𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
є зростаючою на (0; 1] функцiєю.

Доведення. Нехай 𝑥1 = Δ𝑃 1
𝑔1𝑔2...

, 𝑥2 = Δ𝑃 1

𝑔′1𝑔
′
2...
, 𝑥1 > 𝑥2 i 𝑘 ∈ N таке, що

𝑔𝑖 = 𝑔′𝑖 при всiх 𝑖 < 𝑘 та 𝑔𝑘 ̸= 𝑔′𝑘. Тодi, згiдно з наслiдком 3.9, 𝑔𝑘 < 𝑔′𝑘. Але

в силу цього ж наслiдку,

𝑓 (𝑥1) = Δ𝑃 2
𝑔1𝑔2...

> Δ𝑃 2

𝑔′1𝑔
′
2...

= 𝑓 (𝑥2) .

Отже, проєктор 𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
є зростаючою на (0; 1] функцiєю.

Лема 3.9. При довiльних послiдовностях функцiй 𝑃 1 та 𝑃 2 для проєкто-

ра 𝑓 = 𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
має мiсце рiвнiсть lim

𝑥→0+
𝑓 (𝑥) = 0.

Доведення. Нехай (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 — довiльна фiксована послiдовнiсть така, що

𝑥𝑛 = Δ𝑃 1

𝑔
(𝑛)
1 𝑔

(𝑛)
2 ...

та lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0. Оскiльки

𝑥𝑛 = Δ𝑃 1

𝑔
(𝑛)
1 𝑔

(𝑛)
2 ...

> inf Δ𝑃 1

𝑔
(𝑛)
1

=
𝑟
(1)
0

𝑟
(1)
0 + 𝑔

(𝑛)
1

> 0, 𝑟
(1)
0 = 𝜙

(1)
0 ,

то lim
𝑛→∞

𝑟
(1)
0

𝑟
(1)
0 +𝑔

(𝑛)
1

= 0, а тому lim
𝑛→∞

𝑔
(𝑛)
1 = ∞.

Нехай послiдовнiсть (𝑦𝑛)
∞
𝑛=1 така, що 𝑦𝑛 = 𝑓 (𝑥𝑛). Тодi

0 < 𝑦𝑛 = Δ𝑃 2

𝑔
(𝑛)
1 𝑔

(𝑛)
2 ...

< supΔ𝑃 2

𝑔
(𝑛)
1

=
𝑟
(2)
0

𝑟
(2)
0 + 𝑔

(𝑛)
1 − 1

→ 0, 𝑟
(2)
0 = 𝜙

(2)
0 .

Отже, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 0, а значить lim
𝑥→0+

𝑓 (𝑥) = 0.

Теорема 3.8. Для довiльних послiдовностей функцiй 𝑃 1 та 𝑃 2 проєктор

𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
є неперервною функцiєю на всiй областi визначення.

Доведення. Зрозумiло, що проєктор 𝑓 є монотонним сюр’єктивним вiд-

ображенням промiжку (0; 1] на себе. Вiдомо, що монотонна функцiя може

мати розриви тiльки першого роду. Проте наявнiсть такого розриву у про-

єктора 𝑓 суперечить його сюр’єктивностi. Звiдси слiдує, що проєктор 𝑓 є

неперервною на (0; 1] функцiєю.
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3.4.2. Диференцiальнi властивостi проєктора. Умови сингу-

лярностi проєктора.

Лема 3.10. Для довiльних послiдовностей функцiй 𝑃 1 та 𝑃 2 проєктор

𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
має скiнченну похiдну майже скрiзь на (0; 1) (в розумiннi мiри

Лебега).

Доведення. Покладемо 𝑓 (0) = 0. Тодi, враховуючи леми 3.8, 3.9 та тео-

рему 3.8, довизначена таким чином функцiя буде зростаючою та неперерв-

ною на вiдрiзку [0; 1]. Тому ця функцiя, а значить i проєктор 𝑓 , матимуть

скiнченну похiдну майже скрiзь всерединi вiдрiзка [0; 1].

Означення 3.8. Цилiндричною 𝑃 -похiдною C𝑃𝑓 (𝑥0) деякої функцiї 𝑓 в

точцi 𝑥0 = Δ𝑃
𝑔1𝑔2...

називається границя

C𝑃𝑓 (𝑥0) = lim
𝑛→∞

𝑓
(︁
supΔ𝑃

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− 𝑓

(︁
inf Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑛
|

.

Лема 3.11. Якщо деяка функцiя 𝑓 в точцi 𝑥0 ∈ (0; 1) має класичну похi-

дну 𝑓 ′ (𝑥0), то в точцi 𝑥0 iснує цилiндрична 𝑃 -похiдна C𝑃𝑓 (𝑥0), причому

𝑓 ′(𝑥0) = C𝑃𝑓(𝑥0).

Доведення. Легко показати, що коли в точцi 𝑥0 iснує класична похiдна

функцiї 𝑓 , тобто iснує границя lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥0)−𝑓(𝑥)
𝑥0−𝑥 , то iснують також односторон-

нi похiднi в точцi 𝑥0 та границя lim
𝑥′>𝑥0>𝑥′′

𝑥′−𝑥′′→0

𝑓(𝑥′)−𝑓(𝑥′′)
𝑥′−𝑥′′ , причому всi вони рiвнi

класичнiй похiднiй функцiї 𝑓 в точцi 𝑥0.

Нехай 𝑥 = Δ𝑃
𝑔1𝑔2...

∈ (0; 1). Згiдно з лемою 3.4,

lim
𝑛→∞

(︁
supΔ𝑃

𝑔1...𝑔𝑛
− inf Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= 0.

Тодi якщо 𝑥0 є кiнцем цилiндра, то C𝑃𝑓 (𝑥0) рiвна одностороннiй похiднiй.

Якщо ж 𝑥0 не є кiнцем жодного з цилiндрiв, то C𝑃𝑓 (𝑥0) є границею типу

lim
𝑥′>𝑥0>𝑥′′

𝑥′−𝑥′′→0

𝑓(𝑥′)−𝑓(𝑥′′)
𝑥′−𝑥′′ при 𝑥′ = supΔ𝑃

𝑔1...𝑔𝑛
та 𝑥′′ = inf Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑛
.
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Отже, якщо функцiя 𝑓 диференцiйовна в точцi 𝑥0, то в точцi 𝑥0 iснує

цилiндрична 𝑃 -похiдна C𝑃𝑓 (𝑥0), причому 𝑓
′ (𝑥0) = C𝑃𝑓 (𝑥0).

Лема 3.12. Цилiндрична 𝑃 1-похiдна C𝑃 1
𝑓 (𝑥) проєктора 𝑓 = 𝑓

[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
в

точцi 𝑥 = Δ𝑃 1
𝑔1𝑔2...

має вираз

C𝑃 1
𝑓 (𝑥) =

∞∏︁
𝑘=1

𝑟
(2)
𝑘−1

(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁
𝑟
(1)
𝑘−1

(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁ , (3.17)

де 𝑟
(1)
0 = 𝜙

(1)
0 , 𝑟

(2)
0 = 𝜙

(2)
0 , 𝑟

(1)
𝑘 = 𝜙

(1)
𝑘 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) та 𝑟

(2)
𝑘 = 𝜙

(2)
𝑘 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑘).

Доведення. Нехай 𝑓
(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
— образ цилiндра Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
. Зрозумiло, що

тодi 𝑓
(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= Δ𝑃 2

𝑔1...𝑔𝑛
. Оскiльки проєктор є неперервною функцiєю, то

𝑓
(︁
supΔ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= sup 𝑓

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= supΔ𝑃 2

𝑔1...𝑔𝑛
;

𝑓
(︁
inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= inf 𝑓

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= inf Δ𝑃 2

𝑔1𝑔2...𝑔𝑛
.

Тодi

C𝑃 1
𝑓 (𝑥) = lim

𝑛→∞

supΔ𝑃 2
𝑔1...𝑔𝑛

− inf Δ𝑃 2
𝑔1...𝑔𝑛

|Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛|

= lim
𝑛→∞

|Δ𝑃 2
𝑔1...𝑔𝑛

|

|Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛|

=

= lim
𝑛→∞

𝑟
(2)
0 · · · 𝑟(2)𝑛−1 ·

(︁
𝑟
(1)
0 + 𝑔1 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
0 + 𝑔1

)︁
· · ·
(︁
𝑟
(1)
𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
𝑛−1 + 𝑔𝑛

)︁
(︁
𝑟
(2)
0 + 𝑔1 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
0 + 𝑔1

)︁
· · ·
(︁
𝑟
(2)
𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑛−1 + 𝑔𝑛

)︁
· 𝑟(1)0 · · · 𝑟(1)𝑛−1

=

= lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟
(2)
𝑘−1

(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁
𝑟
(1)
𝑘−1

(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁ =
∞∏︁
𝑘=1

𝑟
(2)
𝑘−1

(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁
𝑟
(1)
𝑘−1

(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁ .

Наслiдок 3.10. Якщо проєктор 𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
має в точцi 𝑥0 = Δ𝑃 1

𝑔1𝑔2...
кла-

сичну похiдну 𝑓 ′ (𝑥0), то або 𝑓
′ (𝑥0) = 0, або

lim
𝑘→∞

𝑟
(2)
𝑘−1

(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁
𝑟
(1)
𝑘−1

(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁ = 1. (3.18)

Доведення. Нехай проєктор 𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
має в точцi 𝑥0 класичну похiдну

𝑓 ′ (𝑥0). Тодi 𝑓
′ (𝑥0) = C𝑃 1

𝑓 (𝑥0).
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Припустимо, що 𝑓 ′ (𝑥0) ̸= 0. Тодi C𝑃 1
𝑓 (𝑥0) > 0, оскiльки проєктор

𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
зростає на (0; 1]. Отже, нескiнченний добуток (3.17) є збiжним,

необхiдною умовою чого є виконання рiвностi (3.18).

Теорема 3.9. Достатнi умови сингулярностi проєктора 𝑓 . Не-

хай для послiдовностей функцiй 𝑃 1 та 𝑃 2 iснує число 𝑛0 ∈ N таке, що

𝜙
(1)
𝑖 ≡ 𝑎 = const та 𝜙

(2)
𝑖 ≡ 𝑏 = const для всiх 𝑖 ⩾ 𝑛0, 𝑎 ̸= 𝑏. Тодi проє-

ктор 𝑓 = 𝑓
[︀
𝑃 1;𝑃 2

]︀
є сингулярною функцiєю, тобто має похiдну рiвну 0

майже скрiзь (в розумiннi мiри Лебега).

Доведення. Нехай проєктор 𝑓 має в точцi 𝑥0 = Δ𝑃 1
𝑔1𝑔2...

класичну похiдну

𝑓 ′ (𝑥0). Покажемо, що за вказаних в теоремi умов рiвнiсть (3.18) виконує-

ться для не бiльш нiж злiченної множини точок.

Припустимо, що для для деякої точки 𝑥0 = Δ𝑃 1
𝑔1𝑔2...

виконується рiвнiсть

(3.18). Позначимо

𝑟
(2)
𝑘−1

(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁
𝑟
(1)
𝑘−1

(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁ = 𝑠𝑘.

Тодi lim
𝑘→∞

𝑠𝑘 = 1. Нехай 𝑘 ⩾ 𝑛0 + 1. Тодi, враховуючи припущення в твер-

дженнi теореми, отримаємо, що

𝑏 (𝑎+ 𝑔𝑘 − 1) (𝑎+ 𝑔𝑘)

𝑎 (𝑏+ 𝑔𝑘 − 1) (𝑏+ 𝑔𝑘)
= 𝑠𝑘.

Виразимо 𝑔𝑘 через 𝑎, 𝑏 та 𝑠𝑘:

𝑏 (𝑎+ 𝑔𝑘 − 1) (𝑎+ 𝑔𝑘) = 𝑠𝑘𝑎 (𝑏+ 𝑔𝑘 − 1) (𝑏+ 𝑔𝑘) ;

𝑔2𝑘𝑏+ 𝑔𝑘 (2𝑎𝑏− 𝑏) + 𝑎2𝑏− 𝑎𝑏 = 𝑔2𝑘𝑎𝑠𝑘 + 𝑔𝑘 (2𝑎𝑏− 𝑎) 𝑠𝑘 + 𝑏2𝑎𝑠𝑘 − 𝑎𝑏𝑠𝑘;

𝑔2𝑘 (𝑏− 𝑎𝑠𝑘) + 𝑔𝑘 (2𝑎𝑏 (1− 𝑠𝑘)− 𝑏+ 𝑎𝑠𝑘) + 𝑎𝑏 (𝑎− 𝑏𝑠𝑘 − 1 + 𝑠𝑘) = 0.

Отримали квадратне рiвняння вiдносно 𝑔𝑘. Позначимо через 𝐷𝑘 його дис-

кримiнант. Тодi

𝐷𝑘 = (2𝑎𝑏 (1− 𝑠𝑘)− 𝑏+ 𝑎𝑠𝑘)
2 − 4 (𝑏− 𝑎𝑠𝑘) 𝑎𝑏 (𝑎− 𝑏𝑠𝑘 − 1 + 𝑠𝑘) ;
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lim
𝑘→∞

𝐷𝑘 = (𝑏− 𝑎)2 + 4 (𝑏− 𝑎)2 𝑎𝑏 = (𝑏− 𝑎)2 (1 + 4𝑎𝑏) > 0;

𝑔𝑘 =
− (2𝑎𝑏 (1− 𝑠𝑘)− 𝑏+ 𝑎𝑠𝑘)±

√
𝐷𝑘

2 (𝑏− 𝑎𝑠𝑘)
;

lim
𝑘→∞

𝑔𝑘 =
𝑏− 𝑎±

√︁
(𝑏− 𝑎)2 (1 + 4𝑎𝑏)

2 (𝑏− 𝑎)
=

1

2
± 1

2

√
1 + 4𝑎𝑏 .

Зрозумiло, що можливим є лише варiант lim
𝑘→∞

𝑔𝑘 = 1
2 +

1
2

√
1 + 4𝑎𝑏. Оскiль-

ки послiдовнiсть (𝑔𝑘)
∞
𝑘=1 складається з натуральних чисел, то iснує такий

номер 𝑚0, що для всiх 𝑘 ⩾ 𝑚0:

𝑔𝑘 =
1

2
+

1

2

√
1 + 4𝑎𝑏,

причому число 1 + 4𝑎𝑏 є квадратом непарного натурального числа.

Отже, якщо число 1+ 4𝑎𝑏 не є квадратом непарного натурального чис-

ла, то припущення хибне, а тому проєктор 𝑓 в точцi 𝑥0 має похiдну рiвну

нулю. Звiдси отримуємо, що в кожнiй точцi, в якiй iснує похiдна проєктора

𝑓 , ця похiдна рiвна нулю. А оскiльки похiдна проєктора iснує майже скрiзь

на (0; 1), то проєктор 𝑓 є сингулярною функцiєю.

Нехай число 1 + 4𝑎𝑏 є квадратом непарного натурального числа. Тодi

число 1
2 +

1
2

√
1 + 4𝑎𝑏 є натуральним. Позначимо його як 𝑔*. Тодi 𝑔𝑘 = 𝑔*

для всiх 𝑘 ⩾ 𝑚0. Проте таких чисел 𝑥0 злiченна кiлькiсть. Тому чисел, в

яких похiдна проєктора 𝑓 не рiвна нулю, не бiльш нiж злiченна кiлькiсть.

Отже, в цьому випадку проєктор 𝑓 також є сингулярною функцiєю.

3.4.3. Функцiї, визначенi послiдовнiстю перетворювачiв цифр

𝑃 -зображення чисел.

Означення 3.9. Перетворювачем цифр 𝑃 -зображення чисел будемо нази-

вати кожну функцiю 𝑙 таку, що 𝑙 : N× N× . . .→ N.

Нехай 𝐿 — послiдовнiсть перетворювачiв цифр (𝑙𝑛)
∞
𝑛=1 .

Означення 3.10. Функцiю 𝑓𝑃𝐿 : (0; 1] → (0; 1] таку, що

𝑓𝑃𝐿 (𝑥) = 𝑓𝑃𝐿

(︁
Δ𝑃

𝑔1𝑔2...

)︁
= Δ𝑃

𝑔′1𝑔
′
2...
,
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де 𝑔′𝑛 = 𝑙𝑛 (𝑔1, 𝑔2, . . .), будемо називати функцiєю, що визначена послiдов-

нiстю 𝐿 перетворювачiв цифр 𝑃 -зображення чисел.

Зауваження 3.4. Для довiльного 𝑃 -зображення дiйсних чисел кожна фун-

кцiя 𝑓 : (0; 1] → (0; 1] є функцiєю, що визначена деякою послiдовнiстю пе-

ретворювачiв цифр 𝑃 -зображення чисел.

Справдi, нехай маємо деяку функцiю 𝑓 : (0; 1] → (0; 1]. Оскiльки пе-

ретворювачi цифр 𝑙𝑛 є функцiями вiд всiх цифр 𝑃 -зображення числа, то

значення функцiй 𝑙𝑛 можна визначити окремо для кожного значення 𝑥. То-

дi для кожного 𝑥 = Δ𝑃
𝑔1𝑔2...

потрiбно покласти такi значення функцiй 𝑙𝑛, щоб

𝑓𝑃𝐿

(︁
Δ𝑃

𝑔1𝑔2...

)︁
= Δ𝑃

𝑔′1𝑔
′
2...

= 𝑓
(︁
Δ𝑃

𝑔1𝑔2...

)︁
. Функцiя, що визначена послiдовнiстю

𝐿 перетворювачiв 𝑙𝑛, буде спiвпадати з функцiєю 𝑓 .

В даному роздiлi ми розглянемо клас функцiй, що визначенi перетво-

рювачами цифр 𝑃 -зображення чисел, який мiстить пiдклас сингулярних

функцiй.

Домовимося про те, що до кiнця цього пiдроздiлу 𝑛0 — це фiксований

натуральний параметр. Пiд 𝐿1 будемо розумiти послiдовнiсть перетворю-

вачiв (𝑙𝑛)
∞
𝑛=1 таких, що

— при 𝑛 < 𝑛0 функцiї 𝑙𝑛 залежать тiльки вiд аргументiв 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛0−1;

— при 𝑛 ⩾ 𝑛0 : 𝑙𝑛 = 𝑙𝑛 (𝑔𝑛) — зростаюча функцiя.

Також домовимося, що 𝑃 1 — така послiдовнiсть функцiй 𝜙𝑛, що при всiх

𝑛 ⩾ 𝑛0 значення 𝜙𝑛 залежать тiльки вiд номеру 𝑛. Функцiю, що визначена

послiдовнiстю 𝐿1 перетворювачiв цифр 𝑃 1-зображень дiйсних чисел будемо

позначати 𝑓𝑃 1

𝐿1
.

Зауваження 3.5. Оскiльки 𝑙𝑛 — зростаюча функцiя, то 𝑙𝑛 (𝑔𝑛) ⩾ 𝑔𝑛.

Лема 3.13. Функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
є зростаючою на кожному з цилiндрiв рангу

𝑛0 − 1 при 𝑛0 ⩾ 2 та зростаючою на всiй областi визначення при 𝑛0 = 1.

Доведення. Випадок 1: 𝑛0 ⩾ 2. Розглянемо довiльний цилiндр Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛0−1

рангу 𝑛0 − 1. Оскiльки функцiї 𝑙𝑛 при 𝑛 < 𝑛0 залежать тiльки вiд значень



104

𝑔1, . . . , 𝑔𝑛0−1, то значення цих функцiй фiксованi на даному цилiндрi. Нехай

𝑥1, 𝑥2 ∈ Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛0−1

, а саме 𝑥1 = Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛0−1𝑔
(1)
𝑛0 ...

та 𝑥2 = Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛0−1𝑔
(2)
𝑛0 ...

. Тодi

𝑓𝑃 1

𝐿1
(𝑥1) = Δ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛0−1𝑔

′(1)
𝑛0 𝑔

′(1)
𝑛0+1...

, 𝑓𝑃 1

𝐿1
(𝑥2) = Δ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛0−1𝑔

′(2)
𝑛0 𝑔

′(2)
𝑛0+1...

,

де 𝑔′𝑛 = 𝑙𝑛(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) при 𝑛 < 𝑛0 та 𝑔
′
𝑛 = 𝑙𝑛(𝑔𝑛) при 𝑛 ⩾ 𝑛0. Звiдси, згiдно

з наслiдком 3.9, якщо 𝑥1 > 𝑥2, то 𝑓
𝑃 1

𝐿1
(𝑥1) > 𝑓𝑃 1

𝐿1
(𝑥2). Отже, функцiя 𝑓

𝑃 1

𝐿1

зростаюча на цилiндрi Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛0−1

.

Випадок 2: 𝑛0 = 1. Тодi 𝑔′𝑛 = 𝑙𝑛 (𝑔𝑛) для всiх 𝑛 ∈ N. Далi аналогiчно до

випадку 1.

Наслiдок 3.11. Кожна функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
майже скрiзь на (0; 1) має скiнченну

похiдну.

Лема 3.14. Якщо функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
диференцiйовна в точцi 𝑥0 = Δ𝑃 1

𝑔1𝑔2...
, то

(︁
𝑓𝑃 1

𝐿1

)︁′
(𝑥0) = lim

𝑛→∞

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
.

Доведення. Нехай функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
диференцiйовна в точцi 𝑥0 = Δ𝑃 1

𝑔1𝑔2...
.

Надалi, не порушуючи загальностi, будемо вважати, що 𝑛 ⩾ 𝑛0.

Оскiльки supΔ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

∈ Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

, а функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
зростає на цилiндрiΔ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
,

то 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
supΔ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
, але inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
̸∈ Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
. Проте

inf Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

+ 𝜆𝑛 ∈ Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

при довiльному додатному 𝜆𝑛 < |Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

|.
Розглянемо наступну границю:

lim
𝑛→∞

𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
supΔ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− 𝑓𝑃1

𝐿1

(︁
inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
+ 𝜆𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛| − 𝜆𝑛
. (3.19)

Зрозумiло, що ця границя, аналогiчно до цилiндричної 𝑃 1-похiдної, рiвна

похiднiй функцiї 𝑓𝑃 1

𝐿1
в точцi 𝑥0.

Оскiльки inf Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

̸∈ Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

, а функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
зростає на цилiндрi Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
,

то в довiльному околi точки inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
мiститься безлiч точок iз
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множини 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
. Звiдси, зокрема, слiдує, що при достатньо мало-

му значеннi 𝜆𝑛 величина

𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
+ 𝜆𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
може набувати як завгодно малого додатного значення. Тому для кожного

𝑛 ⩾ 𝑛0 оберемо 𝜆𝑛 таке, що одночасно виконуються нерiвностi

0 < 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
+ 𝜆𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
<

1

𝑛
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
|;

0 < 𝜆𝑛 <
1

𝑛
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
|.

Вираз, що мiститься пiд знаком границi (3.19), запишемо в наступному

виглядi:

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
·

|Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

|

|Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛| − 𝜆𝑛

+

+
inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
+ 𝜆𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛| − 𝜆𝑛
.

Тодi

0 <
inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
+ 𝜆𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛| − 𝜆𝑛
<

1
𝑛 |Δ

𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

|
𝑛−1
𝑛 |Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
=

1

𝑛− 1
.

Звiдси отримуємо, що

lim
𝑛→∞

inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
+ 𝜆𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛| − 𝜆𝑛
= 0.

Оскiльки має мiсце нерiвнiсть

1 <
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
|

|Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛| − 𝜆𝑛

<
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
|

𝑛−1
𝑛 |Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
=

𝑛

𝑛− 1
,

то отримуємо, що
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(︁
𝑓𝑃 1

𝐿1

)︁′
(𝑥0) = lim

𝑛→∞

𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
supΔ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
inf Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
+ 𝜆𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛| − 𝜆𝑛
=

= lim
𝑛→∞

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
.

Лема 3.15. Для функцiї 𝑓𝑃 1

𝐿1
та цилiндра Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛
рангу 𝑛 ⩾ 𝑛0 має мiсце

нерiвнiсть

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
⩽

⩽
𝜙𝑛 · 𝐴

𝜙𝑛 + 𝑙𝑛+1 (1)− 1
·

𝑛∏︁
𝑘=𝑛0+1

(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘)

(𝜙𝑘−1 + 𝑔′𝑘 − 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑔′𝑘)
,

де

𝐴 =

𝑛0∏︁
𝑘=1

𝑟
(2)
𝑘

(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁
𝑟
(1)
𝑘

(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔′𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔′𝑘

)︁ ,
причому 𝑔′𝑘 = 𝑙𝑘(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛0−1), 𝑟

(1)
𝑘 = 𝜙𝑘(𝑔1, . . . , 𝑔𝑘), 𝑟

(2)
𝑘 = 𝜙𝑘(𝑔

′
1, . . . , 𝑔

′
𝑘)

при 𝑘 < 𝑛0 та 𝑔
′
𝑘 = 𝑙𝑘(𝑔𝑘) при 𝑘 ⩾ 𝑛0.

Доведення. Нехай Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛

— довiльний цилiндр рангу 𝑛 ⩾ 𝑛0. Оскiльки

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
supΔ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
= 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛11...

)︁
= Δ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛[𝑙𝑛+1(1)]...

,

то

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
⩽ supΔ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛[𝑙𝑛+1(1)]

.

Зрозумiло, що 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
⊂ Δ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛
. Тому

inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
⩾ inf Δ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛
.

Звiдси отримуємо наступну нерiвнiсть:

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
⩽

supΔ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛[𝑙𝑛+1(1)]

− inf Δ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛

|Δ𝑃 1
𝑔1...𝑔𝑛|



107

Враховуючи формулу (3.7), маємо

supΔ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛[𝑙𝑛+1(1)]

− inf Δ𝑃 1

𝑔′1...𝑔
′
𝑛
=

=
1

𝑟
(2)
𝑛 + 𝑙𝑛+1 (1)− 1

·
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟
(2)
𝑘(︁

𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔′𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔′𝑘

)︁ ,
де 𝑟

(1)
𝑘 = 𝜙𝑘(𝑔1, . . . , 𝑔𝑘), 𝑟

(2)
𝑘 = 𝜙𝑘(𝑔

′
1, . . . , 𝑔

′
𝑘).

Таким чином, отримуємо

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
⩽

⩽
𝑟
(1)
𝑛

𝑟
(2)
𝑛 + 𝑙𝑛+1 (1)− 1

·
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟
(2)
𝑘

(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(1)
𝑘−1 + 𝑔𝑘

)︁
𝑟
(1)
𝑘

(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔′𝑘 − 1

)︁(︁
𝑟
(2)
𝑘−1 + 𝑔′𝑘

)︁ .

Позначимо
𝑛0∏︀
𝑘=1

𝑟
(2)
𝑘 (𝑟(1)𝑘−1+𝑔𝑘−1)(𝑟(1)𝑘−1+𝑔𝑘)
𝑟
(1)
𝑘 (𝑟(2)𝑘−1+𝑔′𝑘−1)(𝑟(2)𝑘−1+𝑔′𝑘)

= 𝐴 = const. Оскiльки при 𝑛 ⩾ 𝑛0

значення 𝑟
(1)
𝑛 = 𝑟

(2)
𝑛 ≡ 𝜙𝑛 = const, то можемо записати

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
⩽

⩽
𝜙𝑛 · 𝐴

𝜙𝑛 + 𝑙𝑛+1 (1)− 1
·

𝑛∏︁
𝑘=𝑛0+1

(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘)

(𝜙𝑘−1 + 𝑔′𝑘 − 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑔′𝑘)
.

Теорема 3.10. Для того, щоб функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
мала похiдну майже скрiзь

рiвну нулю, достатньо, щоб множина значень дробiв
𝑙𝑛+1 (1)

𝜙𝑛

(𝑛 ⩾ 𝑛0)

була необмеженою зверху.

Доведення. Нехай функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
має в точцi 𝑥0 = Δ𝑃 1

𝑔1𝑔2...
класичну похi-

дну. Тодi з нерiвностi (3.4.3) та зауваження 3.5 випливає, що при 𝑛 ⩾ 𝑛0:

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
⩽

𝜙𝑛 · 𝐴
𝜙𝑛 + 𝑙𝑛+1 (1)− 1

.
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Тому має мiсце наступна нерiвнiсть

0 ⩽
(︁
𝑓𝑃 1

𝐿1

)︁′
(𝑥0) ⩽ lim inf

𝑛→∞

𝐴 · 𝜙𝑛

𝜙𝑛 + 𝑙𝑛+1 (1)− 1
= lim inf

𝑛→∞

𝐴

1 +
𝑙𝑛+1 (1)

𝜙𝑛

− 1

𝜙𝑛

.

Тодi, якщо послiдовнiсть 𝑞𝑛 = 𝑙𝑛+1(1)
𝜙𝑛

необмежена згори, то

lim inf
𝑛→∞

𝐴

1 +
𝑙𝑛+1 (1)

𝜙𝑛

− 1

𝜙𝑛

= 0.

Звiдси маємо, що
(︁
𝑓𝑃 1

𝐿1

)︁′
(𝑥0) = 0. Оскiльки 𝑥0 — довiльна точка, в якiй

функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
диференцiйовна, а сама функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
диференцiйовна майже

скрiзь на (0; 1), то функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
майже скрiзь на (0; 1) має похiдну рiвну

нулю.

Наслiдок 3.12. Нехай для 𝑃 1-зображення чисел послiдовнiсть функцiй

𝜙𝑛 така, що при всiх 𝑛 ⩾ 𝑛0 значення 𝜙𝑛 залежать тiльки вiд номеру

𝑛 та утворюють обмежену числову послiдовнiсть. Також нехай 𝐿1 —

така послiдовнiсть функцiй 𝑙𝑛, що

— при 𝑛 < 𝑛0 функцiї 𝑙𝑛 залежать лише вiд аргументiв 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛0−1;

— при 𝑛 ⩾ 𝑛0 функцiї 𝑙𝑛 = 𝑙𝑛(𝑔𝑛) — зростаючi, а послiдовнiсть 𝑙𝑛 (1)

необмежена.

Тодi функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
майже скрiзь на (0; 1) має похiдну рiвну нулю.

Теорема 3.11. Нехай 𝐿1 — така послiдовнiсть функцiй 𝑙𝑛, що при 𝑛 ⩾ 𝑛0:

𝑙𝑛 (𝑔𝑛) = 𝑘𝑛𝑔𝑛 + 𝑐𝑛, де 𝑘𝑛, 𝑐𝑛 ∈ N .

Тодi для того, щоб функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
майже скрiзь на (0; 1) мала похiдну рiвну

нулю, достатньо, щоб виконувалася одна з умов

1. нерiвнiсть 𝑘𝑛 ⩾ 2 та рiвнiсть 𝑐𝑛 = 𝜙𝑛−1 · (𝑘𝑛 − 1) виконуються

одночасно для нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0;

2. нерiвнiсть 𝑘𝑛 ⩾ 2 та рiвнiсть 𝑐𝑛 = (𝜙𝑛−1 − 1) (𝑘𝑛 − 1) виконую-

ться одночасно для нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0.
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Доведення. Нехай функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
диференцiйовна в точцi 𝑥0 = Δ𝑃 1

𝑔1𝑔2...
.

Тодi з нерiвностi (3.4.3) випливає, що

sup 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
− inf 𝑓𝑃 1

𝐿1

(︁
Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛

)︁
|Δ𝑃 1

𝑔1...𝑔𝑛|
⩽ 𝐴 ·

𝑛∏︁
𝑘=𝑛0+1

(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1)(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘)

(𝜙𝑘−1 + 𝑔′𝑘 − 1)(𝜙𝑘−1 + 𝑔′𝑘)
,

де 𝐴 =
𝑛0∏︀
𝑘=1

𝑟
(2)
𝑘 (𝑟(1)𝑘−1+𝑔𝑘−1)(𝑟(1)𝑘−1+𝑔𝑘)
𝑟
(1)
𝑘 (𝑟(2)𝑘−1+𝑔′𝑘−1)(𝑟(2)𝑘−1+𝑔′𝑘)

, причому 𝑔′𝑘 = 𝑙𝑘(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛0−1), 𝑟
(1)
𝑘 =

𝜙𝑘(𝑔1, . . . , 𝑔𝑘), 𝑟
(2)
𝑘 = 𝜙𝑘(𝑔

′
1, . . . , 𝑔

′
𝑘) при 𝑘 < 𝑛0 та 𝑔

′
𝑘 = 𝑙𝑘(𝑔𝑘) при 𝑘 ⩾ 𝑛0.

Розглянемо границю lim
𝑛→∞

𝑛∏︀
𝑘=𝑛0+1

(𝜙𝑘−1+𝑔𝑘−1)(𝜙𝑘−1+𝑔𝑘)

(𝜙𝑘−1+𝑔′𝑘−1)(𝜙𝑘−1+𝑔′𝑘)
. Оскiльки кожен мно-

жник добутку додатний та не перевищує 1, то послiдовнiсть частинних до-

буткiв є незростаючою та обмеженою знизу нулем. Отже, ця границя iснує

та скiнченна.

Для того, щоб ця границя була додатною, необхiдно, щоб

lim
𝑛→∞

(𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1) (𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛)

(𝜙𝑛−1 + 𝑔′𝑛 − 1) (𝜙𝑛−1 + 𝑔′𝑛)
= 1. (3.20)

Покажемо, що коли виконується хоч одна з умов даної теореми, то умова

(3.20) не виконується, а тому перетворювач цифр 𝑓𝑃1

𝐿1
в точцi 𝑥0 має похiдну

рiвну нулю.

Розглянемо умову 1. Легко пересвiдчитися, що коли 𝑘𝑛 ⩾ 2 та 𝑐𝑛 =

𝜙𝑛−1 · (𝑘𝑛 − 1), то при 𝑛 > 𝑛0:

𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛
𝜙𝑛−1 + 𝑔′𝑛

=
1

𝑘𝑛
,

(𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1) (𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛)

(𝜙𝑛−1 + 𝑔′𝑛 − 1) (𝜙𝑛−1 + 𝑔′𝑛)
⩽

1

𝑘𝑛
⩽

1

2
.

Зрозумiло, що коли 𝑘𝑛 ⩾ 2 та 𝑐𝑛 = 𝜙𝑛−1 · (𝑘𝑛 − 1) одночасно для нескiнчен-

ної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0, то умова (3.20) не виконується, а тому

lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=𝑛0+1

(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘)

(𝜙𝑘−1 + 𝑔′𝑘 − 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑔′𝑘)
= 0.

Звiдси слiдує, що
(︁
𝑓𝑃 1

𝐿1

)︁′
(𝑥0) = 0.

Розглянемо умову 2. Коли 𝑘𝑛 ⩾ 2 та 𝑐𝑛 = (𝜙𝑛−1 − 1) (𝑘𝑛 − 1), то

𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1

𝜙𝑛−1 + 𝑔′𝑛 − 1
=

1

𝑘𝑛
,

(𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛 − 1) (𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛)

(𝜙𝑛−1 + 𝑔′𝑛 − 1) (𝜙𝑛−1 + 𝑔′𝑛)
⩽

1

𝑘𝑛
⩽

1

2
.
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Зрозумiло, що коли 𝑘𝑛 ⩾ 2 та 𝑐𝑛 = (𝜙𝑛−1 − 1) (𝑘𝑛 − 1) одночасно для не-

скiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0, то умова (3.20) не виконується, а тому,

аналогiчно до попереднього випадку,
(︁
𝑓𝑃 1

𝐿1

)︁′
(𝑥0) = 0.

Теорема 3.12. Нехай 𝐿1 — така послiдовнiсть функцiй 𝑙𝑛, що при 𝑛 ⩾ 𝑛0:

𝑙𝑛 (𝑔𝑛) = 𝑘𝑛𝑔𝑛 + 𝑐𝑛, де 𝑘𝑛, 𝑐𝑛 ∈ N .

Тодi для того, щоб функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
майже скрiзь на (0; 1) мала похiдну рiвну

нулю, достатньо, щоб виконувалася одна з умов

1. нерiвностi 𝑘𝑛 ⩾ 2 та 𝑐𝑛 < 𝜙𝑛−1 · (𝑘𝑛 − 1) виконуються одноча-

сно для нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0, причому, якщо

𝑛𝑡 — зростаюча послiдовнiсть таких номерiв, то послiдовнiсть
𝑘𝑛𝑡

+ 𝑐𝑛𝑡

𝜙𝑛𝑡−1

не є збiжною до 0;

2. нерiвностi 𝑘𝑛 ⩾ 2 та 𝑐𝑛 < (𝜙𝑛−1 − 1) (𝑘𝑛 − 1) виконуються одно-

часно для нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0, причому, якщо

𝑛𝑡 — зростаюча послiдовнiсть таких номерiв, то послiдовнiсть
𝑘𝑛𝑡

+ 𝑐𝑛𝑡

𝜙𝑛𝑡−1

не є збiжною до 0.

Доведення. Нехай перетворювач цифр 𝑓𝑃 1

𝐿1
диференцiйовний в точцi

𝑥0 = Δ𝑃 1
𝑔1𝑔2...

. Аналогiчно до доведення теореми 3.11, для того, щоб похi-

дна в точцi 𝑥0 була ненульовою, необхiдним є виконання рiвностi (3.20).

Покажемо, що коли виконується хоч одна з умов даної теореми, то умо-

ва (3.20) не виконується, а тому функцiя 𝑓𝑃1

𝐿1
в точцi 𝑥0 має похiдну рiвну

нулю.

Розглянемо умову 1. Введемо допомiжну функцiю

ℎ𝑛 (𝑥) =
𝜙𝑛−1 + 𝑥

𝜙𝑛−1 + 𝑘𝑛𝑥+ 𝑐𝑛
.

Тодi

ℎ′𝑛 (𝑥) =
𝑐𝑛 − 𝜙𝑛−1 · (𝑘𝑛 − 1)

(𝜙𝑛−1 + 𝑘𝑛𝑥+ 𝑐𝑛)
2 .
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Нехай умови 𝑘𝑛 ⩾ 2 та 𝑐𝑛 < 𝜙𝑛−1 · (𝑘𝑛 − 1) виконуються одночасно для

нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0. Позначимо через (𝑛𝑡)
∞
𝑡=1 зростаючу

послiдовнiсть таких номерiв. Тодi для всiх таких 𝑛𝑡 похiдна ℎ
′
𝑛𝑡
(𝑥) < 0 при

𝑥 > 0, а тому ℎ𝑛𝑡
спадає на множинi (0;+∞). Звiдси слiдує, що

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔𝑛𝑡

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔′𝑛𝑡

=
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔𝑛𝑡

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
𝑔𝑛𝑡

+ 𝑐𝑛𝑡

⩽
𝜙𝑛𝑡−1 + 1

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

;(︀
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔𝑛𝑡

− 1
)︀ (︀
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔𝑛𝑡

)︀(︀
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔′𝑛𝑡

− 1
)︀ (︀
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔′𝑛𝑡

)︀ ⩽ 𝜙𝑛𝑡−1 + 1

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

< 1.

Отже, щоб виконувалася умова (3.20), необхiдно, щоб

lim
𝑡→∞

𝜙𝑛𝑡−1 + 1

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

= 1.

Ця умова рiвносильна наступним рiвносильним мiж собою твердженням:

lim
𝑡→∞

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

𝜙𝑛𝑡−1 + 1
= 1 ⇐⇒ lim

𝑡→∞

𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

𝜙𝑛𝑡−1 + 1
= 0 ⇐⇒ lim

𝑡→∞

𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

𝜙𝑛𝑡−1

= 0.

Як бачимо, якщо послiдовнiсть
𝑘𝑛𝑡

+ 𝑐𝑛𝑡

𝑟𝑛𝑡−1
не збiгається до нуля, то умова

(3.20) не виконується, а тому функцiя 𝑓𝑃1

𝐿1
в точцi 𝑥0 має похiдну рiвну

нулю.

Розглянемо умову 2. Введемо допомiжну функцiю

𝑠𝑛 (𝑥) =
𝜙𝑛−1 + 𝑥− 1

𝜙𝑛−1 + 𝑘𝑛𝑥+ 𝑐𝑛 − 1
.

Тодi

𝑠′𝑛 (𝑥) =
𝑐𝑛 − (𝜙𝑛−1 − 1) (𝑘𝑛 − 1)

(𝜙𝑛−1 + 𝑘𝑛𝑥+ 𝑐𝑛)
2 .

Нехай умови 𝑘𝑛 ⩾ 2 та 𝑐𝑛 < (𝜙𝑛−1 − 1) (𝑘𝑛 − 1) виконуються одночасно для

нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0. Позначимо через (𝑛𝑡)
∞
𝑡=1 зростаючу

послiдовнiсть таких номерiв. Тодi для всiх таких 𝑛𝑡 похiдна 𝑠
′
𝑛𝑡
(𝑥) < 0 при

𝑥 > 0, а тому 𝑠𝑛𝑡
спадає на множинi (0;+∞). Звiдси слiдує, що

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔𝑛𝑡
− 1

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔′𝑛𝑡
− 1

=
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔𝑛𝑡

− 1

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
𝑔𝑛𝑡

+ 𝑐𝑛𝑡
− 1

⩽
𝜙𝑛𝑡−1

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

− 1
;
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𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔𝑛𝑡

− 1
)︀ (︀
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔𝑛𝑡

)︀(︀
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔′𝑛𝑡

− 1
)︀ (︀
𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑔′𝑛𝑡

)︀ ⩽ 𝜙𝑛𝑡−1

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

− 1
< 1.

Отже, щоб виконувалася умова (3.20), необхiдно, щоб

lim
𝑡→∞

𝜙𝑛𝑡−1

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

− 1
= 1.

Ця умова рiвносильна наступним рiвносильним мiж собою твердженням:

lim
𝑡→∞

𝜙𝑛𝑡−1 + 𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

− 1

𝜙𝑛𝑡−1

= 1 ⇔ lim
𝑡→∞

𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

− 1

𝜙𝑛𝑡−1

= 0 ⇔ lim
𝑡→∞

𝑘𝑛𝑡
+ 𝑐𝑛𝑡

𝜙𝑛𝑡−1

= 0.

Як бачимо, якщо послiдовнiсть
𝑘𝑛𝑡+𝑐𝑛𝑡
𝜙𝑛𝑡−1

не збiгається до нуля, то умова (3.20)

не виконується, а тому функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
в точцi 𝑥0 має похiдну рiвну нулю.

Отже, якщо функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
диференцiйовна в точцi 𝑥0 та виконується хоча

б одна з умов, вказаних в теоремi, то
(︁
𝑓𝑃 1

𝐿1

)︁′
(𝑥0) = 0. А оскiльки функцiя

𝑓𝑃 1

𝐿1
диференцiйовна майже скрiзь на (0; 1), то майже скрiзь на (0; 1) вона

має похiдну рiвну нулю.

Наслiдок 3.13. Нехай 𝐿1 такий набiр функцiй 𝑙′𝑛, що при 𝑛 > 𝑛0:

𝑙′𝑛 (𝑔𝑛) = 𝑘𝑛𝑔𝑛 + 𝑐𝑛, де 𝑘𝑛, 𝑐𝑛 ∈ N .

Тодi для того, щоб функцiя 𝑓𝑃 1

𝐿1
майже скрiзь на (0; 1) мала похiдну рiвну

нулю, достатньо, щоб нерiвнiсть 𝑘𝑛 ⩾ 2 та одна з нерiвностей 𝑐𝑛 <

𝜙𝑛−1 · (𝑘𝑛 − 1) або 𝑐𝑛 < (𝜙𝑛−1 − 1) (𝑘𝑛 − 1) виконувалися одночасно для

нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 > 𝑛0, при цьому щоб iснувала додатна

границя послiдовностi
𝑘𝑛 + 𝑐𝑛
𝜙𝑛−1

.

3.5. Нормальнi властивостi чисел у термiнах 𝑃 -зображення

3.5.1. Нормальнi властивостi чисел, що пов’язанi з кiлькiстю

рiзних цифр у їхньому 𝑃 -зображеннi. Розглянемо 𝑃 -зображення, що

визначене послiдовнiстю функцiй (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0.
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Теорема 3.13. Якщо ряд
∞∑︀
𝑛=0

1
min𝜙𝑛

збiжний, то для майже всiх чисел з

(0; 1] кожна цифра в їхнiх 𝑃 -зображеннях зустрiчається скiнченну кiль-

кiсть разiв.

Доведення. Використаємо ймовiрнiсний пiдхiд, скориставшись лемою

Бореля–Кантеллi. Для цього розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,ℱ , 𝜆),
де Ω = (0; 1], ℱ — 𝜎-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин множини Ω,

𝜆 — мiра Лебега.

Нехай 𝐴𝑖
𝑘 = {𝑥 : 𝑔𝑘 (𝑥) = 𝑖}. Подiю 𝐴𝑖

𝑘 можна подати у виглядi

𝐴𝑖
𝑘 =

∞⋃︁
𝑔1=1

· · ·
∞⋃︁

𝑔𝑘−1=1

Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1𝑖

.

Оскiльки 𝑃 -цилiндри Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1𝑖

попарно не перетинаються, то

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
=

∞∑︁
𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

|Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1𝑖

|.

Iз рiвностi (3.14) слiдує, що для кожного 𝑖 ∈ N має мiсце нерiвнiсть

|Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1𝑖

| ⩽ |Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−11

|. Тодi, враховуючи лему 3.6, отримаємо

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
⩽ 𝜆

(︀
𝐴1

𝑘

)︀
=

∞∑︁
𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

|Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−11

| =

=
∞∑︁

𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

(︃
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| ·

|Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−11

|
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
|

)︃
=

=
∞∑︁

𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

(︂
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| · 1

𝜙𝑘−1 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑘−1) + 1

)︂
⩽

⩽
∞∑︁

𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

(︂
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| · 1

min𝜙𝑘−1 + 1

)︂
=

=
1

min𝜙𝑘−1 + 1
·

∞∑︁
𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

|Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1

| =

=
1

min𝜙𝑘−1 + 1
<

1

min𝜙𝑘−1

.
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Зрозумiло, що коли ряд
∞∑︀
𝑘=1

1
min𝜙𝑘−1

збiжний, то ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
також

збiжний.

Нехай

𝐴𝑖 = lim sup
𝑘→∞

𝐴𝑖
𝑘 =

∞⋂︁
𝑛=1

(︃ ∞⋃︁
𝑘=𝑛

𝐴𝑖
𝑘

)︃
.

Зрозумiло, що множина 𝐴𝑖 мiстить тi та тiльки тi числа, 𝑃 -зображення

яких мiстять цифру 𝑖 нескiнченну кiлькiсть разiв. Оскiльки ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
збiжний, то, згiдно з лемою Бореля–Кантеллi, 𝜆

(︀
𝐴𝑖
)︀
= 0. Тому кожна

цифра 𝑖 зустрiчається скiнченну кiлькiсть разiв у 𝑃 -зображеннях майже

всiх чисел з (0; 1].

Наслiдок 3.14. Нехай 𝑃 -зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для

всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0: 𝜙𝑘 = const. Тодi якщо ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘

збiжний, то для майже

всiх чисел з (0; 1] кожна цифра в їхнiх 𝑃 -зображеннях зустрiчається

скiнченну кiлькiсть разiв.

Лема 3.16. Якщо для деякого 𝑘 ∈ N функцiя 𝜙𝑘−1 є константою, то

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
=

𝜙𝑘−1

(𝜙𝑘−1 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑖)
. (3.21)

Доведення. Оскiльки 𝐴𝑖
𝑘 =

∞⋃︀
𝑔1=1

· · ·
∞⋃︀

𝑔𝑘−1=1
Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1𝑖
, то

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
=

∞∑︁
𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

|Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1𝑖

| =

=
∞∑︁

𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

(︃
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| ·

|Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1𝑖

|
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
|

)︃
=

=
∞∑︁

𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

(︂
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| · 𝜙𝑘−1

(𝜙𝑘−1 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑖)

)︂
=

=
𝜙𝑘−1

(𝜙𝑘−1 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑖)
·

∞∑︁
𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

|Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1

| =

=
𝜙𝑘−1

(𝜙𝑘−1 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑖)
.
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Теорема 3.14. Нехай 𝑃 -зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для

всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0: 𝜙𝑘 = const. Тодi для кожного 𝑖 ∈ N випадковi подiї

𝐴𝑖
𝑘 = {𝑥 : 𝑔𝑘(𝑥) = 𝑖} ,

де 𝑘 ⩾ 𝑛0 + 1, незалежнi в сукупностi.

Доведення. Нехай 𝑛0 ∈ N таке, що для всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0: 𝜙𝑘 = const. Розгля-

немо довiльний скiнченний набiр випадкових подiй 𝐴𝑖
𝑘𝑗
, де 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛},

𝑘𝑗 ⩾ 𝑛0 + 1. Згiдно з лемою 3.16, маємо

𝜆
(︁
𝐴𝑖

𝑘𝑗

)︁
=

𝜙𝑘𝑗−1(︁
𝜙𝑘𝑗−1 + 𝑖− 1

)︁(︁
𝜙𝑘𝑗−1 + 𝑖

)︁ .
Знайдемо вираз для 𝜆

(︀
𝐴𝑖

𝑘1
∩ · · · ∩ 𝐴𝑖

𝑘𝑛

)︀
. Нехай 𝑡1, . . . , 𝑡𝑠 — зростаюча

послiдовнiсть всiх тих номерiв, що меншi за 𝑘𝑛 та не спiвпадають з жодним

з номерiв 𝑘𝑗. Тодi мiра Лебега 𝑃 -цилiндра Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘𝑛

рангу 𝑘𝑛, в якого 𝑔𝑘𝑗 = 𝑖

при всiх 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, має вираз

𝜆
(︁
Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘𝑛

)︁
=

=
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑟𝑘𝑗−1

(𝑟𝑘𝑗−1 + 𝑖− 1)(𝑟𝑘𝑗−1 + 𝑖)
·

𝑠∏︁
𝑗=1

𝑟𝑡𝑗−1

(𝑟𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗 − 1)(𝑟𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗)
=

=
𝑛∏︁

𝑗=1

𝜆
(︁
𝐴𝑖

𝑘𝑗

)︁
·

𝑠∏︁
𝑗=1

𝑟𝑡𝑗−1

(𝑟𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗 − 1)(𝑟𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗)
,

де 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛), 𝑟0 = 𝜙0. Тому

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘1
∩ · · · ∩ 𝐴𝑖

𝑘𝑛

)︀
=

=
∞∑︁

𝑔𝑡1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑡𝑠=1

⎛⎝ 𝑛∏︁
𝑗=1

𝜆
(︁
𝐴𝑖

𝑘𝑗

)︁
·

𝑠∏︁
𝑗=1

𝜙𝑡𝑗−1(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗 − 1

)︁(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗

)︁
⎞⎠ =

=
𝑛∏︁

𝑗=1

𝜆
(︁
𝐴𝑖

𝑘𝑗

)︁
·

∞∑︁
𝑔𝑡1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑡𝑠=1

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝑗=1

𝜙𝑡𝑗−1(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗 − 1

)︁(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗

)︁
⎞⎠ .
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Помiтимо, що

∞∑︁
𝑔𝑡𝑠=1

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝑗=1

𝜙𝑡𝑗−1(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗 − 1

)︁(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗

)︁
⎞⎠ =

=
𝑠−1∏︁
𝑗=1

𝜙𝑡𝑗−1(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗 − 1

)︁(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗

)︁·
·

∞∑︁
𝑔𝑡𝑠=1

𝜙𝑡𝑠−1(︀
𝜙𝑡𝑠−1 + 𝑔𝑡𝑠 − 1

)︀ (︀
𝜙𝑡𝑠−1 + 𝑔𝑡𝑠

)︀ =
=

𝑠−1∏︁
𝑗=1

𝜙𝑡𝑗−1(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗 − 1

)︁(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗

)︁ .
Виконавши 𝑠 таких перетворень, отримаємо рiвнiсть

∞∑︁
𝑔𝑡1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑡𝑠=1

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝑗=1

𝜙𝑡𝑗−1(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗 − 1

)︁(︁
𝜙𝑡𝑗−1 + 𝑔𝑡𝑗

)︁
⎞⎠ = 1.

Таким чином, 𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘1
∩ · · · ∩ 𝐴𝑖

𝑘𝑛

)︀
=

𝑛∏︀
𝑗=1

𝜆
(︁
𝐴𝑖

𝑘𝑗

)︁
, а тому випадковi подiї 𝐴𝑖

𝑘

незалежнi в сукупностi.

Теорема 3.15. Нехай 𝑃 -зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для

всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0: 𝜙𝑘 = const. Для того, щоб для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] ко-

жна цифра 𝑖 в їхнiх 𝑃 -зображеннях зустрiчалася нескiнченну кiлькiсть

разiв, необхiдно та достатньо, щоб ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘

був розбiжним.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що за умов даної теореми ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘

є збiжним. Тодi, згiдно з наслiдком 3.14, для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1]

рiвнiсть 𝑔𝑛 (𝑥) = 𝑖 виконується для скiнченної кiлькостi номерiв 𝑛. Тому

необхiдно, щоб ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘

був розбiжним.

Достатнiсть. Нехай виконуються умови теореми. Тодi, враховуючи ле-

му 3.16, для всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0 + 1 має мiсце рiвнiсть

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
=

𝜙𝑘−1

(𝜙𝑘−1 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑖)
.
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Нехай

𝐴𝑖 = lim sup
𝑘→∞

𝐴𝑖
𝑘 =

∞⋂︁
𝑛=1

(︃ ∞⋃︁
𝑘=𝑛

𝐴𝑖
𝑘

)︃
.

Множина 𝐴𝑖 мiстить тi та тiльки тi числа, 𝑃 -зображення яких мiстять

цифру 𝑖 нескiнченну кiлькiсть разiв. Подiї 𝐴𝑖
𝑘 (𝑘 ⩾ 𝑛0 + 1) незалежнi в

сукупностi (теорема 3.14). Тому, згiдно з лемою Бореля–Кантеллi, для того,

щоб 𝜆
(︀
𝐴𝑖
)︀
= 1, достатньо, щоб ряд

∞∑︁
𝑘=𝑛0+1

𝜙𝑘−1

(𝜙𝑘−1 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘−1 + 𝑖)
=

∞∑︁
𝑘=𝑛0

𝜙𝑘

(𝜙𝑘 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘 + 𝑖)

був розбiжним. Покажемо, що цей ряд розбiжний тодi i тiльки тодi, коли

розбiжним є ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘
. Для цього розглянемо два випадки.

Якщо 𝜙𝑛 ̸→ ∞, то загальнi члени обох цих рядiв не прямують до 0, а

тому обидва ряди розбiжнi.

Нехай 𝜙𝑛 → ∞. Знайдемо границю вiдношення членiв цих рядiв:

lim
𝑘→∞

(︂
1

𝜙𝑘

:
𝜙𝑘

(𝜙𝑘 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘 + 𝑖)

)︂
= lim

𝑘→∞

(𝜙𝑘 + 𝑖− 1) (𝜙𝑘 + 𝑖)

𝜙2
𝑘

=

= lim
𝑘→∞

(︂
1 +

𝑖− 1

𝜙𝑘

)︂(︂
1 +

𝑖

𝜙𝑘

)︂
= 1.

Згiдно з граничною ознакою порiвняння рядiв, цi ряди або одночасно збi-

жнi, або одночасно розбiжнi. Отже, якщо ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘

розбiжний, то ряд

∞∑︀
𝑘=𝑛0

𝜙𝑘

(𝜙𝑘+𝑖−1)(𝜙𝑘+𝑖) також розбiжний, а значить 𝜆
(︀
𝐴𝑖
)︀
= 1. Звiдси маємо, що

для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] рiвнiсть 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑖 виконується для нескiн-

ченної кiлькостi номерiв 𝑛.

Наслiдок 3.15. Якщо 𝜙𝑛 = 1 для всiх 𝑛 ∈ N, тобто 𝑃 -представлення

чисел є рiзницевим представленням чисел рядами Люрота, то для ко-

жного 𝑖 ∈ N рiвнiсть 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑖 виконується для нескiнченної кiлькостi

номерiв 𝑛 для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1].
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Лема 3.17. Якщо 𝑃 -зображення таке, що

𝜙𝑘 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) ⩾ 𝜙𝑘−1 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑘−1) + 𝑔𝑘

для довiльного набору 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘, то 𝜆
(︀
𝐴1

𝑘+1

)︀
⩽ 1

2𝜆
(︀
𝐴1

𝑘

)︀
.

Доведення. В доведеннi теореми 3.13 було показано, що

𝜆
(︀
𝐴1

𝑘

)︀
=

∞∑︁
𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

(︂
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| · 1

𝜙𝑘−1 (𝑔1, . . . , 𝑔𝑘−1) + 1

)︂
.

Тодi мають мiсце нерiвностi

𝜆
(︀
𝐴1

𝑘+1

)︀
=

∞∑︁
𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

∞∑︁
𝑔𝑘=1

(︂
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1𝑔𝑘
| · 1

𝜙𝑘 + 1

)︂
⩽

⩽
∞∑︁

𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

∞∑︁
𝑔𝑘=1

(︂
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1𝑔𝑘
| · 1

𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 + 1

)︂
=

=
∞∑︁

𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

∞∑︁
𝑔𝑘=1

(︂
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| ·

𝜙𝑘−1

(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1)(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘)(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 + 1)

)︂
.

Знайдемо внутрiшню суму для довiльного фiксованого набору 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘−1:

∞∑︁
𝑔𝑘=1

(︂
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| · 𝜙𝑘−1

(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1)(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘)(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 + 1)

)︂
=

= |Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1

| · 𝜙𝑘−1 ·
∞∑︁

𝑔𝑘=1

(︂
1

(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 − 1)(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘)(𝜙𝑘−1 + 𝑔𝑘 + 1)

)︂
=

= |Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑘−1

| · 𝜙𝑘−1 ·
1

2𝜙𝑘−1 (𝜙𝑘−1 + 1)
=

1

2
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| · 1

𝜙𝑘−1 + 1
.

Таким чином отримуємо нерiвнiсть

𝜆
(︀
𝐴1

𝑘+1

)︀
⩽

∞∑︁
𝑔1=1

· · ·
∞∑︁

𝑔𝑘−1=1

(︂
1

2
|Δ𝑃

𝑔1...𝑔𝑘−1
| · 1

𝜙𝑘−1 + 1

)︂
=

1

2
𝜆
(︀
𝐴1

𝑘

)︀
.

Теорема 3.16. Нехай 𝑃 -зображення таке, що при деякому 𝑛0 для всiх

𝑘 ⩾ 𝑛0 нерiвнiсть 𝜙𝑘(𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) ⩾ 𝜙𝑘−1(𝑔1, . . . , 𝑔𝑘−1) + 𝑔𝑘 виконується для

кожного набору 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘. Тодi для кожного 𝑖 ∈ N рiвнiсть 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑖 для

майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1] виконується для скiнченної кiлькостi номерiв 𝑛.
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Доведення. Нехай виконуються умови теореми. Тодi

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘+1

)︀
⩽ 𝜆

(︀
𝐴1

𝑘+1

)︀
⩽

1

2
𝜆
(︀
𝐴1

𝑘

)︀
;

∞∑︁
𝑘=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
=

𝑛0∑︁
𝑘=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
+

∞∑︁
𝑘=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑛0+𝑘

)︀
⩽

⩽
𝑛0∑︁
𝑘=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
+

∞∑︁
𝑘=1

(︂
1

2𝑘
𝜆
(︀
𝐴1

𝑛0

)︀)︂
=

𝑛0∑︁
𝑘=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
+ 𝜆

(︀
𝐴1

𝑛0

)︀
.

Отже, ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
збiжний, а тому 𝜆

(︀
𝐴𝑖
)︀
= 0. Таким чином, для ко-

жного 𝑖 ∈ N рiвнiсть 𝑔𝑛 (𝑥) = 𝑖 для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1] виконується для

скiнченної кiлькостi номерiв 𝑛.

Наслiдок 3.16. Якщо 𝜙𝑛 = 𝜙𝑛−1 + 𝑔𝑛 для кожного 𝑛 ∈ N, тобто 𝑃 -зо-

браження є рiзницевою формою зображення чисел модифiкованими ряда-

ми Енгеля, то для кожного 𝑖 ∈ N рiвнiсть 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑖 виконується для

скiнченної кiлькостi номерiв 𝑛 для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1].

Наслiдок 3.17. Якщо 𝜙𝑛 = (𝜙𝑛−1+𝑔𝑛−1)(𝜙𝑛−1+𝑔𝑛) для всiх 𝑛 ∈ N, тоб-

то 𝑃 -зображення є рiзницевою формою зображення чисел рядами Сильве-

стера, то для кожного 𝑖 ∈ N рiвнiсть 𝑔𝑛 (𝑥) = 𝑖 виконується для скiнчен-

ної кiлькостi номерiв 𝑛 для майже всiх 𝑥 ∈ (0; 1].

3.5.2. Нормальнi властивостi чисел, що пов’язанi з асимптоти-

чною частотою цифр у їхньому 𝑃 -зображеннi. Нехай 𝑥 = Δ𝑃
𝑔1𝑔2...

.

Через 𝑁𝑃
𝑖 (𝑥, 𝑘) позначимо кiлькiсть номерiв 𝑛 таких, що 𝑔𝑛 = 𝑖 та 𝑛 ⩽ 𝑘.

Означення 3.11. Якщо для числа 𝑥 iснує границя

lim
𝑘→∞

𝑁𝑃
𝑖 (𝑥, 𝑘)

𝑘
= 𝜈𝑃𝑖 (𝑥) ,

то число 𝜈𝑃𝑖 (𝑥) називають асимптотичною частотою цифри 𝑖 в 𝑃 -зображен-

нi числа 𝑥.

Якщо цифра 𝑖 зустрiчається скiнченну кiлькiсть разiв у 𝑃 -зображеннi

числа 𝑥, то 𝜈𝑃𝑖 (𝑥) = 0. Тому цiкавим є лише той випадок, коли цифра 𝑖 в
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𝑃 -зображеннi числа зустрiчається нескiнченну кiлькiсть разiв.

Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,ℱ , 𝜆), де Ω = (0; 1], ℱ — 𝜎-алгебра

вимiрних за Лебегом пiдмножин множини Ω, 𝜆 — мiра Лебега.

Нехай випадковi величини 𝜉𝑖𝑘 такi, що

𝜉𝑖𝑘(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑔𝑘 (𝑥) ̸= 𝑖,

1, якщо 𝑔𝑘 (𝑥) = 𝑖.

Лема 3.18. Нехай 𝑃 -зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для всiх

𝑘 ⩾ 𝑛0: 𝜙𝑘 = const. Тодi для послiдовностi випадкових величин{︀
𝜉𝑖𝑘, 𝑘 ⩾ 𝑛0 + 1

}︀
виконується посилений закон великих чисел.

Доведення. З теореми 3.14 випливає, що випадковi величини 𝜉𝑖𝑘 неза-

лежнi в сукупностi. Тодi, згiдно з теоремою Колмогорова про посилений

закон великих чисел, достатньо показати, що D𝜉𝑖𝑘 < ∞ та ряд
∞∑︀
𝑛=1

D𝜉𝑖𝑛+𝑛0

𝑛2 є

збiжним.

Зрозумiло, що математичне сподiвання M𝜉𝑖𝑘 випадкової величини 𝜉𝑖𝑘

обчислюється за формулою M𝜉𝑖𝑘 = 𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀
. Звiдси одразу слiдує, що для

дисперсiї D𝜉𝑖𝑘 випадкової величини 𝜉
𝑖
𝑘 має мiсце спiввiдношення

D𝜉𝑖𝑘 = 𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀ (︀
1− 𝜆

(︀
𝐴𝑖

𝑘

)︀)︀
< 1 <∞.

Як наслiдок, ряд
∞∑︁
𝑛=1

D𝜉𝑖𝑛+𝑛0

𝑛2
є збiжним.

Отже, для послiдовностi випадкових величин
{︀
𝜉𝑖𝑘, 𝑘 ⩾ 𝑛0 + 1

}︀
викону-

ється посилений закон великих чисел.

Теорема 3.17. Нехай 𝑃 -зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для

всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0: 𝜙𝑘 = const. Тодi якщо iснує границя

lim
𝑘→∞

(︃
1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑛=𝑛0

𝜙𝑛

(𝜙𝑛 + 𝑖− 1) (𝜙𝑛 + 𝑖)

)︃
= 𝜈𝑖, (3.22)
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то для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] iснує i при цьому одна й та ж сама

асимптотична частота цифри 𝑖, що дорiвнює 𝜈𝑖.

Доведення. Для випадкових величин
{︀
𝜉𝑖𝑘, 𝑘 ⩾ 𝑛0 + 1

}︀
виконується по-

силений закон великих чисел, тобто для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1]:

lim
𝑘→∞

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑘∑︀

𝑛=𝑛0+1
𝜉𝑖𝑛 (𝑥)

𝑘 − 𝑛0
−

M

(︂
𝑘∑︀

𝑛=𝑛0+1
𝜉𝑖𝑛

)︂
𝑘 − 𝑛0

⎞⎟⎟⎟⎠ = 0.

Оскiльки
𝑘∑︁

𝑛=𝑛0+1

𝜉𝑖𝑛 (𝑥) = 𝑁𝑃
𝑖 (𝑥, 𝑘)−𝑁𝑃

𝑖 (𝑥, 𝑛0) та

M

(︃
𝑘∑︁

𝑛=𝑛0+1

𝜉𝑖𝑛

)︃
=

𝑘∑︁
𝑛=𝑛0+1

M𝜉𝑖𝑛 =
𝑘∑︁

𝑛=𝑛0+1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑛

)︀
=

𝑘−1∑︁
𝑛=𝑛0

𝜙𝑛

(𝜙𝑛 + 𝑖− 1)(𝜙𝑛 + 𝑖)
,

то цю границю можна переписати наступним чином:

lim
𝑘→∞

(︃
𝑁𝑃

𝑖 (𝑥, 𝑘)

𝑘 − 𝑛0
− 𝑁𝑃

𝑖 (𝑥, 𝑛0)

𝑘 − 𝑛0
− 1

𝑘 − 𝑛0
·

𝑘−1∑︁
𝑛=𝑛0

𝜙𝑛

(𝜙𝑛 + 𝑖− 1)(𝜙𝑛 + 𝑖)

)︃
= 0.

Зрозумiло, що 𝑁𝑃
𝑖 (𝑥,𝑛0)
𝑘−𝑛0

→ 0 при 𝑘 → ∞, а замiна знаменникiв 𝑘 − 𝑛0 на

𝑘 не впливає на значення границi. Тому для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1]:

lim
𝑘→∞

(︃
𝑁𝑃

𝑖 (𝑥, 𝑘)

𝑘
− 1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑛=𝑛0

𝜙𝑛

(𝜙𝑛 + 𝑖− 1)(𝜙𝑛 + 𝑖)

)︃
= 0.

Тодi, якщо iснує границя (3.22), то для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] має

мiсце рiвнiсть

𝜈𝑃𝑖 (𝑥) = lim
𝑘→∞

𝑁𝑃
𝑖 (𝑥, 𝑘)

𝑘
= lim

𝑘→∞

(︃
1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑛=𝑛0

𝜙𝑛

(𝜙𝑛 + 𝑖− 1)(𝜙𝑛 + 𝑖)

)︃
= 𝜈𝑖.

Наслiдок 3.18. Нехай 𝑃 -зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для

всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0: 𝜙𝑘 = const. Тодi якщо lim
𝑘→∞

𝜙𝑘 = ∞, то для майже всiх чисел

𝑥 ∈ (0; 1] та кожного 𝑖 ∈ N має мiсце рiвнiсть 𝜈𝑃𝑖 (𝑥) = 0.
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Доведення. З теореми Штольца слiдує, що для того, щоб iснувала гра-

ниця (3.22) достатньо, щоб iснувала границя lim
𝑘→∞

𝜙𝑘

(𝜙𝑘+𝑖−1)(𝜙𝑘+𝑖) . При цьо-

му цi границi будуть рiвними мiж собою. Тому, якщо lim
𝑘→∞

𝜙𝑘 = ∞, то

lim
𝑘→∞

𝜙𝑘

(𝜙𝑘+𝑖−1)(𝜙𝑘+𝑖) = 0 для кожного натурального 𝑖. Звiдси отримуємо, що

для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] та кожного 𝑖 ∈ N має мiсце рiвнiсть

𝜈𝑃𝑖 (𝑥) = 0.

Зауваження 3.6. Нехай 𝑃 -зображення таке, що з деякого номера 𝑛0 для

всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0: 𝜙𝑘 = const, lim
𝑘→∞

𝜙𝑘 = ∞, але при цьому ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘

розбiжний.

Тодi для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] кожна цифра 𝑖 зустрiчається нескiн-

ченну кiлькiсть разiв в 𝑃 -зображеннi числа 𝑥, але при цьому має нульову

асимптотичну частоту.

Наслiдок 3.19. Якщо функцiї 𝜙𝑘 такi, що починаючи з деякого номеру

𝜙𝑘 ≡ 𝑟, то для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] та кожного 𝑖 ∈ N має мiсце

рiвнiсть

𝜈𝑃𝑖 (𝑥) =
𝑟

(𝑟 + 𝑖− 1)(𝑟 + 𝑖)
.

Наслiдок 3.20. Якщо 𝜙𝑘 ≡ 1 для всiх 𝑘 ∈ N, тобто 𝑃 -зображення є

рiзницевою формою зображення чисел рядами Люрота, то для майже

всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] та кожного 𝑖 ∈ N має мiсце рiвнiсть

𝜈𝑃𝑖 (𝑥) =
1

𝑖(𝑖+ 1)
.

Означення 3.12. Нехай (𝑎𝑛)
∞
𝑛=1 — послiдовнiсть елементiв деякої мно-

жини 𝑋, 𝑎* — деякий елемент цiєї множини, 𝑁𝑎*(𝑘) — кiлькiсть номерiв

𝑛 ⩽ 𝑘 таких, що 𝑎𝑛 = 𝑎*. Якщо для послiдовностi (𝑎𝑛)
∞
𝑛=1 та елемента 𝑎

*

iснує границя

lim
𝑘→∞

𝑁𝑎*(𝑘)

𝑘
= 𝜃(𝑎*),

то число 𝜃(𝑎*) називатимемо асимптотичною частотою елемента 𝑎* в по-

слiдовностi (𝑎𝑛)
∞
𝑛=1.
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Теорема 3.18. Нехай функцiї 𝜙𝑘 такi, що, починаючи з деякого номеру

𝑘0, їхнi значення залежать тiльки вiд номеру 𝑘, 𝜃(𝑛) — асимптотична

частота числа 𝑛 ∈ N в послiдовностi (𝜙′
𝑘)

∞
𝑘=1, де 𝜙

′
𝑘 = 𝜙𝑘+𝑘0−1, причому

∞∑︀
𝑛=1

𝜃(𝑛) = 1. Тодi для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] та кожного 𝑖 ∈ N має

мiсце рiвнiсть

𝜈𝑃𝑖 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝜃(𝑛)

𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)

)︂
.

Доведення. Згiдно з теоремою 3.17, коли iснує границя

lim
𝑘→∞

(︃
1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑚=𝑘0

𝜙𝑚

(𝜙𝑚 + 𝑖− 1)(𝜙𝑚 + 𝑖)

)︃
= 𝜈𝑖,

то для для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] iснує i при цьому одна й та ж сама

асимптотична частота цифри 𝑖, що дорiвнює 𝜈𝑖. Нехай послiдовнiсть (𝜙
′
𝑘)

∞
𝑘=1

така, що для кожного числа 𝑛 ∈ N iснує його асимптотична частота 𝜃(𝑛)

в цiй послiдовностi, а 𝑁𝑛(𝑘) — кiлькiсть разiв, якi число 𝑛 зустрiчається в

цiй послiдовностi до 𝑘-го мiсця включно. Тодi одночасно iснують та рiвнi

(або не iснують) наступнi границi:

lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑚=𝑘0

𝜙𝑚

(𝜙𝑚 + 𝑖− 1)(𝜙𝑚 + 𝑖)
= lim

𝑘→∞

1

𝑘

𝑘∑︁
𝑚=1

𝜙′
𝑚

(𝜙′
𝑚 + 𝑖− 1)(𝜙′

𝑚 + 𝑖)
=

= lim
𝑘→∞

1

𝑘

∞∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑘)
𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
= lim

𝑘→∞

∞∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
.

Доведемо, що остання границя iснує, причому має мiсце рiвнiсть

lim
𝑘→∞

∞∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝜃(𝑛)
𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
.

Звiдси безпосередньо буде слiдувати iснування границi (3.22).

Оскiльки ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝜃(𝑛) збiжний, то для довiльного 𝜀 > 0 iснує таке 𝑡 ∈ N,

що
∞∑︀

𝑛=𝑡+1
𝜃(𝑛) < 𝜀. Оскiльки 𝜃(𝑛) = lim

𝑘→∞
𝑁𝑛(𝑘)

𝑘 , то iснує таке 𝐾 > 𝑡, що для
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всiх 𝑘 ⩾ 𝐾 та всiх 𝑛 ⩽ 𝑡 має мiсце нерiвнiсть⃒⃒⃒⃒
𝜃(𝑛)− 𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

⃒⃒⃒⃒
<
𝜀

𝑡
.

Тодi для всiх 𝑘 ⩾ 𝐾 виконується нерiвнiсть⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

𝜃(𝑛)
𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
−

∞∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒ <

<
𝑡∑︁

𝑛=1

⃒⃒⃒⃒
𝜃(𝑛)− 𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
+

𝑘∑︁
𝑛=𝑡+1

𝜃(𝑛) +
∞∑︁

𝑛=𝑡+1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘
<

<
𝑡∑︁

𝑛=1

⃒⃒⃒⃒
𝜃(𝑛)− 𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

⃒⃒⃒⃒
+ 𝜀+

∞∑︁
𝑛=𝑡+1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘
<
𝜀

𝑡
· 𝑡+ 𝜀+

∞∑︁
𝑛=𝑡+1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘
=

= 2𝜀+
∞∑︁

𝑛=𝑡+1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘
.

Оцiнимо значення суми
∞∑︀

𝑛=𝑡+1

𝑁𝑛(𝑘)
𝑘 . Оскiльки для всiх 𝑘 ⩾ 𝐾 та всiх

𝑛 ⩽ 𝑡 має мiсце нерiвнiсть
⃒⃒⃒
𝜃(𝑛)− 𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

⃒⃒⃒
< 𝜀

𝑡 , то

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘
> 𝜃(𝑛)− 𝜀

𝑡
.

Звiдси слiдує, що
𝑡∑︁

𝑛=1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘
>

𝑡∑︁
𝑛=1

𝜃(𝑛)− 𝜀.

Тодi

∞∑︁
𝑛=𝑡+1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘
= 1−

𝑡∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘
< 1−

𝑡∑︁
𝑛=1

𝜃(𝑛) + 𝜀 =
∞∑︁

𝑛=𝑡+1

𝜃(𝑛) + 𝜀 < 2𝜀.

Таким чином маємо, що для довiльного 𝜀 > 0 iснує таке𝐾, що для кожного

𝑘 ⩾ 𝐾 має мiсце нерiвнiсть⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

𝜃(𝑛)
𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
−

∞∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 4𝜀.
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Оскiльки, згiдно з ознакою порiвняння, ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝜃(𝑛) 𝑛
(𝑛+𝑖−1)(𝑛+𝑖) збiжний,

то з останньої нерiвностi випливає, що iснує також i границя

lim
𝑘→∞

∞∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑘)

𝑘

𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝜃(𝑛)
𝑛

(𝑛+ 𝑖− 1)(𝑛+ 𝑖)
.

Звiдси безпосередньо слiдує твердження даної теореми.

Лема 3.19. Нехай послiдовнiсть (𝑥𝑘)
∞
𝑘=1 елементiв деякої множини перi-

одична, починаючи з деякого номеру 𝑘0, причому цей перiод складається

з чисел 𝑐1, . . . , 𝑐𝑗, що мiстяться в ньому ℎ1, . . . , ℎ𝑗 разiв вiдповiдно. Тодi

iснує асимптотична частота елементiв 𝑐1, . . . , 𝑐𝑗 в данiй послiдовностi,

причому

𝜃(𝑐𝑛) =
ℎ𝑛

ℎ1 + · · ·+ ℎ𝑗
.

Доведення. Нехай ℎ = ℎ1+· · ·+ℎ𝑗, 𝑘 > 𝑘0, причому 𝑘 = (𝑘0−1)+ℎ𝑑+𝑡,

де 𝑑 — кiлькiсть повних перiодiв до номеру 𝑘 включно, 𝑡 ∈ {0, . . . , ℎ− 1}.
Тодi має мiсце наступна оцiнка числа 𝑁𝑐𝑛(𝑘), де 𝑁𝑐𝑛(𝑘) — кiлькiсть чисел

𝑐𝑛 в послiдовностi (𝑥𝑘)
∞
𝑘=1 до 𝑘-го мiсця включно:

𝑁𝑐𝑛(𝑘0 − 1) + ℎ𝑛𝑑 ⩽ 𝑁𝑐𝑛(𝑘) ⩽ 𝑁𝑐𝑛(𝑘0 − 1) + ℎ𝑛(𝑑+ 1).

Звiдси випливає, що

𝜃(𝑐𝑛) = lim
𝑘→∞

𝑁𝑐𝑛(𝑘)

𝑘
= lim

𝑘→∞

ℎ𝑛𝑑

𝑘
=
ℎ𝑛
ℎ

=
ℎ𝑛

ℎ1 + · · ·+ ℎ𝑗
.

Наслiдок 3.21. Нехай функцiї 𝜙𝑘 такi, що, починаючи з деякого номеру

𝑛0, їхнi значення залежать тiльки вiд номеру 𝑘. Також нехай послi-

довнiсть (𝜙𝑘)
∞
𝑘=𝑛0

перiодична, починаючи з деякого номеру, причому цей

перiод складається з чисел 𝑐1, . . . , 𝑐𝑗, що мiстяться в ньому ℎ1, . . . , ℎ𝑗 ра-

зiв вiдповiдно. Тодi для майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] та для кожної цифри

𝑖 має мiсце рiвнiсть

𝜈𝑃𝑖 (𝑥) =

𝑗∑︁
𝑛=1

(︂
ℎ𝑛

ℎ1 + · · ·+ ℎ𝑗
· 𝑐𝑛
(𝑐𝑛 + 𝑖− 1)(𝑐𝑛 + 𝑖)

)︂
.
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3.5.3. Приклади: нормальнi властивостi деяких 𝑃 -зображень.

Наведемо приклади декiлькох 𝑃 -зображень, вiдмiнних вiд класичних зо-

бражень рядами Енгеля, Люрота та Сильвестера, що володiють тими чи

iншими нормальними властивостями згiдно з доведеними вище теоремами.

Приклад 3.1. Нехай 𝑃 -зображення таке, що 𝜙0 = 1 та 𝜙𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ N.

Тодi у 𝑃 -зображеннях майже всiх чисел з (0; 1] кожна цифра зустрiчається

нескiнченну кiлькiсть разiв з нульовою асимптотичною частотою.

Доведення. Оскiльки ряд
∞∑︀
𝑛=1

1
𝜙𝑛

=
∞∑︀
𝑛=1

1
𝑛 розбiжний, то, згiдно з теоре-

мою 3.15, у 𝑃 -зображеннях майже всiх чисел з (0; 1] кожна цифра зустрi-

чається нескiнченну кiлькiсть разiв. Оскiльки lim
𝑛→∞

𝜙𝑛 = ∞, то, згiдно з

наслiдком 3.18, для майже всiх чисел з (0; 1] асимптотична частота кожної

цифри їхнього 𝑃 -зображення рiвна нулю.

Приклад 3.2. Нехай 𝑃 -зображення таке, що 𝜙0 = 1 та 𝜙𝑛 = 𝑟𝑔1+···+𝑔𝑛, де

𝑟 ⩾ 2, 𝑛 ∈ N. Тодi у 𝑃 -зображеннях майже всiх чисел з (0; 1] кожна цифра

зустрiчається скiнченну кiлькiсть разiв.

Доведення. Оскiльки ряд
∞∑︀
𝑛=1

1
min𝜙𝑛

=
∞∑︀
𝑛=1

1
𝑟𝑛 збiжний, то, згiдно з теоре-

мою 3.13, у 𝑃 -зображеннях майже всiх чисел з (0; 1] кожна цифра зустрi-

чається скiнченну кiлькiсть разiв.

Приклад 3.3. Нехай 𝑃 -зображення визначене послiдовнiстю функцiй 𝜙𝑘

таких, що 𝜙3𝑛 = 1, 𝜙3𝑛+1 = 1 та 𝜙3𝑛+2 = 2, 𝑛 ⩾ 0. Тодi у 𝑃 -зображеннях

майже всiх чисел з (0; 1] кожна цифра зустрiчається нескiнченну кiлькiсть

разiв з асимптотичною частотою 𝜈𝑃𝑖 = 4
3𝑖(𝑖+2) .

Доведення. Оскiльки значення функцiй 𝜙𝑛 не залежать вiд значення 𝑛

та утворюють при цьому перiодичну послiдовнiсть з перiодом (1; 1; 2), то,

згiдно з наслiдком 3.21, у 𝑃 -зображеннi майже всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1] кожна

цифра 𝑖 зустрiчається з асимптотичною частотою

𝜈𝑃𝑖 (𝑥) =
2

3
· 1

𝑖(𝑖+ 1)
+

1

3
· 2

(𝑖+ 1)(𝑖+ 2)
=

4

3𝑖(𝑖+ 2)
.
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Приклад 3.4. Нехай 𝑃 -зображення таке, що

𝜙𝑛(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 1 + 𝑔11 + 𝑔22 + · · ·+ 𝑔𝑛𝑛, 𝜙0 = 1.

Тодi у 𝑃 -зображеннях майже всiх чисел з (0; 1] кожна цифра зустрiчається

скiнченну кiлькiсть разiв.

Доведення. Оскiльки

𝜙𝑛(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 1 + 𝑔11 + 𝑔22 + · · ·+ 𝑔𝑛𝑛 =

= 𝜙𝑛−1(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛−1) + 𝑔𝑛𝑛 ⩾ 𝜙𝑛−1(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛−1) + 𝑔𝑛,

то, згiдно з теоремою 3.16, у 𝑃 -зображеннях майже всiх чисел з (0; 1] кожна

цифра зустрiчається скiнченну кiлькiсть разiв.

3.6. Оператор лiвостороннього зсуву цифр 𝑃 -зображення

чисел. Аналог задачi Гауса–Кузьмiна для 𝑃 -зображення

чисел

Означення 3.13. Нехай 𝑥 = Δ𝑃
𝑔1𝑔2...

. Функцiю 𝜔𝑃 : (0; 1] → (0; 1], означену

рiвнiстю

𝜔𝑃 (𝑥) = 𝜔𝑃 (Δ
𝑃
𝑔1𝑔2...

) = Δ𝑃
𝑔2𝑔3...

,

будемо називати оператором лiвостороннього зсуву цифр 𝑃 -зображення

чисел.

Лема 3.20. Функцiя 𝜔𝑃 :

1) є сюр’єктивною;

2) є зростаючою на кожному 𝑃 -цилiндрi першого рангу;

3) є неперервною у всiх внутрiшнiх точках кожного 𝑃 -цилiндра пер-

шого рангу;

4) має скiнчену похiдну майже скрiзь на (0; 1].

Доведення цiєї леми випливає безпосередньо з означення функцiї 𝜔𝑃 та

властивостей 𝑃 -зображення.
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Оператор 𝑛-кратного лiвостороннього зсуву 𝜔𝑛
𝑃
означується рiвнiстю

𝜔𝑛
𝑃
(𝑥) ≡ 𝜔𝑃 (𝜔

𝑛−1
𝑃

(𝑥)), де 𝜔1
𝑃
(𝑥) = 𝜔𝑃 (𝑥).

Для фiксованого 𝑎 ∈ (0; 1] означимо множину 𝐸𝑃
𝑛 (𝑎):

𝐸𝑃
𝑛 (𝑎) =

{︀
𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1], 𝜔𝑛

𝑃
(𝑥) < 𝑎

}︀
.

Задача Гауса–Кузьмiна для рiзницевого 𝑃 -зображення дiйсних чисел по-

лягає у знаходженнi границi

lim
𝑛→∞

𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛 (𝑎)
)︁
,

де 𝜆 — мiра Лебега.

Лема 3.21. Для кожного 𝑃 -зображення та довiльного 𝑎 ∈ (0; 1] множи-

на 𝐸𝑃
𝑛 (𝑎) є вимiрною за Лебегом.

Доведення. Нехай 𝑎 = Δ𝑃
𝑐1𝑐2...

. Тодi

𝐸𝑃
𝑛 (𝑎) =

{︁
𝑥 = Δ𝑃

𝑔1𝑔2...
: Δ𝑃

𝑔𝑛+1𝑔𝑛+2...
< Δ𝑃

𝑐1𝑐2...

}︁
=

=
∞⋃︁

𝑔1=1

· · ·
∞⋃︁

𝑔𝑛=1

(︃ ∞⋃︁
𝑘=1

(︃ ∞⋃︁
𝑖=𝑐𝑘+1

Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑛𝑐1...𝑐𝑘−1𝑖

)︃)︃
=

=
∞⋃︁

𝑔1=1

· · ·
∞⋃︁

𝑔𝑛=1

(︃ ∞⋃︁
𝑖=𝑐1+1

Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑛𝑖

∪
∞⋃︁

𝑖=𝑐2+1

Δ𝑃
𝑔1...𝑔𝑛𝑐1𝑖

∪ · · ·

)︃
.

Таким чином маємо, що множина 𝐸𝑃
𝑛 (𝑎) є об’єднанням злiченної кiлькостi

цилiндрiв, а тому вона є вимiрною за Лебегом множиною.

Теорема 3.19. Нехай 𝑃 -представлення таке, що iснує номер 𝑛0 ∈ N та-

кий, що для всiх 𝑘 ⩾ 𝑛0 значення функцiй 𝜙𝑘 залежать тiльки вiд номеру

𝑘, причому ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘

є збiжним. Тодi для кожного 𝑎 ∈ (0; 1]:

lim
𝑛→∞

𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛 (𝑎)
)︁
= 1.

Доведення. Зрозумiло, що для кожного 𝑃 -зображення

lim
𝑛→∞

𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛 (1)
)︁
= 1.
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Припустимо, що для деякого 𝑃 -зображення, що задовольняє умови да-

ної теореми, при деякому 𝑎 ∈ (0; 1) або lim
𝑛→∞

𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛 (𝑎)
)︁
< 1, або ця границя

не iснує. Тодi iснує 𝛿 ∈ (0; 1) таке, що 𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑘 (𝑎)
)︁

⩽ 𝛿 для нескiнченної

кiлькостi номерiв 𝑘.

Звiдси отримуємо, що для нескiнченної кiлькостi номерiв 𝑘 має мiсце

нерiвнiсть

𝜆
(︀
𝐴1

𝑘+1

)︀
+ · · ·+ 𝜆

(︁
𝐴

𝑔1(𝑎)
𝑘+1

)︁
= 𝜆 ({𝑥 : 𝑔𝑘+1(𝑥) ⩽ 𝑔1(𝑎)}) ⩾

⩾ 𝜆
(︀{︀
𝑥 : 𝜔𝑘

𝑃
(𝑥) ⩾ 𝑎

}︀)︀
⩾ 1− 𝛿 > 0.

Отже, iснує такий номер 𝑡 ⩽ 𝑔1(𝑎), що для нескiнченної кiлькостi номерiв

має мiсце нерiвнiсть 𝜆
(︀
𝐴𝑡

𝑘+1

)︀
⩾ 1−𝛿

𝑔1(𝑎)
> 0, а тому ряд

∞∑︀
𝑘=𝑛0+1

𝜆 (𝐴𝑡
𝑘) розбi-

жний.

Згiдно з теоремою 3.14, подiї 𝐴𝑡
𝑘 при 𝑘 ⩾ 𝑛0+1 незалежнi в сукупностi.

Тому, враховуючи лему Бореля–Кантеллi, отримуємо, що для майже всiх

𝑥 ∈ (0; 1] цифра 𝑡 у їхньому 𝑃 -представленнi зустрiчається нескiнченну

кiлькiсть разiв. Тодi, в силу теореми 3.15, ряд
∞∑︀

𝑘=𝑛0

1
𝜙𝑘

має бути розбiжним,

що суперечить умовi даної теореми. Отже, припущення хибне, а тому для

кожного 𝑎 ∈ (0; 1] має мiсце рiвнiсть lim
𝑛→∞

𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛 (𝑎)
)︁
= 1.

Теорема 3.20. Нехай для 𝑃 -представлення iснує 𝑛0 ∈ N таке, що

𝜙𝑛(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ⩾ 𝜙𝑛−1(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛−1) + 𝑔𝑛

для довiльного набору 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, де 𝑛 > 𝑛0. Тодi для кожного 𝑎 ∈ (0; 1]:

lim
𝑛→∞

𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛 (𝑎)
)︁
= 1.

Доведення. Нехай 𝑛 > 𝑛0. Розглянемо доповнення до множини 𝐸
𝑃
𝑛 (𝑎):

𝐷𝑃
𝑛 (𝑎) = (0; 1] ∖ 𝐸𝑃

𝑛 (𝑎) =
{︀
𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1], 𝜔𝑛

𝑃
(𝑥) ⩾ 𝑎

}︀
.
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Нехай 𝑎 = Δ𝑃
𝑐1𝑐2...

. Тодi

𝐷𝑃
𝑛 (𝑎) ⊂ {𝑥 : 𝑥 ∈ (0; 1], 𝑔𝑛+1(𝑥) ⩽ 𝑐1} =

𝑐1⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖
𝑛+1.

Оскiльки 𝐷𝑃
𝑛 (𝑎) є доповненням до вимiрної за Лебегом множини (лема

3.21), то, враховуючи лему 3.17, маємо

𝜆
(︁
𝐷𝑃

𝑛 (𝑎)
)︁
⩽

𝑐1∑︁
𝑖=1

𝜆
(︀
𝐴𝑖

𝑛+1

)︀
⩽ 𝑐1 · 𝜆

(︀
𝐴1

𝑛+1

)︀
⩽
𝑐1
2
· 𝜆
(︀
𝐴1

𝑛

)︀
.

Таким чином, для кожного 𝑘 має мiсце нерiвнiсть

𝜆
(︁
𝐷𝑃

𝑛+𝑘(𝑎)
)︁
⩽

𝑐1
2𝑘+1

· 𝜆
(︀
𝐴1

𝑛

)︀
.

Тому

𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛+𝑘(𝑎)
)︁
= 1− 𝜆

(︁
𝐷𝑃

𝑛+𝑘(𝑎)
)︁
⩾ 1− 𝑐1

2𝑘+1
· 𝜆
(︀
𝐴1

𝑛

)︀
.

Звiдси слiдує, що

lim
𝑛→∞

𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛 (𝑎)
)︁
= lim

𝑘→∞
𝜆
(︁
𝐸𝑃

𝑛+𝑘(𝑎)
)︁
= 1.
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Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi створено загальну теорiю представлення та зображення

чисел рядами Перрона в стандартнiй та рiзницевiй формах, зокрема:

1) для дiйсного числа з промiжку (0; 1] дано означення його 𝑃 та 𝑃 -

представлення, 𝑃 та 𝑃 -зображення, 𝑃 та 𝑃 -цифри, обґрунтовано

їхнє iснування та єдинiсть;

2) для 𝑃 та 𝑃 -зображень означено цилiндричнi множини, описано їхнi

тополого-метричнi властивостi;

3) для окремих класiв 𝑃 -зображень встановлено нормальнi властиво-

стi чисел за їхнiми 𝑃 -зображеннями; це стосувалось кiлькостi цифр

у 𝑃 -зображеннях чисел та їхньої асимптотичної частоти, у окремих

випадках знайдено формули для обчислення асимптотичних частот

цифр у 𝑃 -зображеннях чисел.

Також у даному роздiлi вивчались функцiї, що визначенi в термiнах 𝑃 -

зображення чисел. Вивчено властивостi проєктора одного 𝑃 -зображення в

iнше, а також знайдено достатнi умови, за яких такi проєктори є сингу-

лярними функцiями. Дослiджено функцiї, що визначенi перетворювачами

цифр 𝑃 -зображень чисел, а також знайдено достатнi умови, за яких цi

функцiї є сингулярними. Також розглянуто оператор лiвостороннього зсу-

ву цифр 𝑃 -зображення числа та динамiчну систему, що ним породжена, а

саме для окремих класiв 𝑃 -зображень чисел розв’язано задачу, що є ана-

логом задачi Гауса–Кузьмiна для елементарних ланцюгових дробiв.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано в роботах [59,62] та до-

повiдалися на конференцiях [58,60,61,66].
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ВИСНОВКИ

Системи представлення та зображення дiйсних чисел засобами нескiн-

ченного алфавiту є ефективними засобами для конструювання та дослi-

дження математичних об’єктiв зi складною локальною структурою. До та-

ких систем належать представлення дiйсних чисел елементарними ланцю-

говими дробами, рядами Люрота, Енгеля, Остроградського–Серпiнського–

Пiрса, Сильвестера тощо.

У данiй роботi було використано такi представлення та зображення чи-

сел для розвитку теорiї структурно фрактальних множин, нiде не моно-

тонних та сингулярних функцiй, локально складних розподiлiв випадко-

вих величин, динамiчних систем, породжених оператором лiвостороннього

зсуву цифр зображення числа. Зокрема у роботi було отримано наступнi

результати:

1) проєктор 𝑂-зображення дiйсних чисел в 𝐸-зображення дослiджено

на предмет неперервностi, монотонностi, диференцiйовностi;

2) знайдено функцiю розподiлу значень проєктора та встановлено її

зв’язок iз представленням дiйсних чисел модифiкованими рядами

Енгеля;

3) для випадкової величини, що є сумою ряду, члени якого є обер-

неними до елементiв випадкового ряду Енгеля (аналогiчно i для

ряду Остроградського–Серпiнського–Пiрса), обчислено математи-

чне сподiвання та дисперсiю, вивчено тополого-метричну структуру

нуль-множин, на яких вiдповiднi функцiональнi ряди, що породжу-

ють вказанi випадковi величини, є розбiжними;

4) створено загальну теорiю представлення та зображення чисел ряда-

ми Перрона в стандартнiй (𝑃 -зображення) та рiзницевiй (𝑃 -зобра-
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ження) формах, зокрема встановлено тополого-метричнi властиво-

стi цилiндричних множин 𝑃 та 𝑃 -зображень, для деяких класiв 𝑃 -

зображень знайдено нормальнi властивостi, що пов’язанi з кiлькi-

стю цифр та їх асимптотичними частотами у 𝑃 -зображеннях чисел;

5) описано властивостi проєктора одного 𝑃 -зображення в iнше та фун-

кцiй, що заданi перетворювачами 𝑃 -цифр числа; показано, що серед

них є сингулярнi функцiї; знайдено достатнi умови сингулярностi

таких функцiй;

6) вивчено асимптотичнi властивостi динамiчної системи, породженої

оператором лiвостороннього зсуву цифр 𝑃 -зображення числа; зба-

гачено метричну теорiю динамiчних систем розв’язком задачi, що є

аналогом вiдомої задачi Гауса–Кузьмiна для елементарних ланцю-

гових дробiв.

Бачимо перспективи продовження дослiдження в таких напрямках:

1) обчислення розмiрностi Гаусдорфа–Безиковича множин розбiжно-

стi функцiональних рядiв, якими визначенi випадковi величини 𝜓𝑛

та 𝜉𝑛;

2) вивчення тополого-метричної структури множин чисел з умовами

на використання цифр у їхнiх 𝑃 та 𝑃 -зображеннях, зокрема множин

чисел iз забороною на вживання цифр, iз заданою частотою цифр,

iз заданою асимптотикою зростання послiдовностi цифр тощо;

3) створення загальної теорiї представлення та зображення дiйсних чи-

сел знакозмiнними рядами Перрона, якi є узагальненням знакозмiн-

них рядiв Люрота та рядiв Остроградського–Серпiнського–Пiрса.
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4. Borel Émile. Les probabilités dénombrables et leurs applications ari-

thmt́iques // Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (1884-1940).

1909. Vol. 27. P. 247–271.

5. Engel F. Entwicklung der Zahlen nach Stammbrüchen // Verhandl. d. 52
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de France. 1929. Tome 57. P. 178–194.

20. Liu J. On some exceptional sets in Engel expansions and Hausdorff di-

mensions // Fractals. 2020. Vol. 28(07). 13 pp.

21. Liu Y.Y., Wu J. Hausdorff dimensions in Engel expansions // Acta Ari-

thmetica. 2001. Vol. 99. P. 79–83.



136

22. Liu Y.Y., Wu J. Some exceptional sets in Engel expansions // Nonlineari-

ty. 2003. Vol. 16(2). P .559–566.
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Arithmetica. 1999. Vol. 91. No 2. P. 107–115.

42. Wang B.-W., Wu, J. A problem of Galambos on Oppenheim series expansi-

ons // Publ. Math. Debrecen. 2007. Vol. 70. No 1–2. P. 45–58.

43. Wu J. A problem of Galambos on Engel expansions // Acta Arithmetica.

2000. Vol. 92(4). P. 383–386.

44. Zhykharyeva Yu., Pratsiovytyi M. Expansions of numbers in positive
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Додаток А

Список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї

та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї

Цей додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї

та вiдомостi про апробацiю результатiв.

А.1. Список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї

1. Мороз М.П. Проектор Δ𝑂-зображення чисел в Δ𝐸-зображення // Зб.

Праць Iн-ту матем. НАН України. 2017. Т. 14. № 4. С. 49–64.

https://trim.imath.kiev.ua/index.php/trim/article/view/404.

2. Мороз М.П. Числовi характеристики випадкової величини, пов’язаної з

представленням дiйсних чисел рядами Остроградського-Серпiнського-

Пiрса // Зб. Праць Iн-ту матем. НАН України. 2019. Т. 16. № 3. С. 160–

173.

https://trim.imath.kiev.ua/index.php/trim/article/view/514.

3. Мороз М.П. Числовi характеристики випадкової величини, пов’язаної

з представленням дiйсних чисел рядами Енгеля // Український мате-

матичний журнал. 2020. Т. 72. № 5. С. 658–666.

https://doi.org/10.37863/umzh.v72i5.2284.

Переклад англiйською мовою:

Moroz M.P. Numerical Characteristics of a Random Variable Related to

the Engel Expansions of Real Numbers. Ukr Math J 72, 759–770 (2020).

https://doi.org/10.1007/s11253-020-01825-7.

https://trim.imath.kiev.ua/index.php/trim/article/view/404
https://trim.imath.kiev.ua/index.php/trim/article/view/514
https://doi.org/10.37863/umzh.v72i5.2284
https://doi.org/10.1007/s11253-020-01825-7


143

4. Мороз М.П. Задача Гаусса–Кузьмiна для рiзницевого зображення дiй-

сних чисел рядами Енгеля // Український математичний журнал. 2022.

Т. 74. № 7. С. 1004–1008.

https://doi.org/10.37863/umzh.v74i7.7159.

Переклад англiйською мовою:

Moroz M.P. Gauss–Kuzmin Problem for the Difference Engel-Series

Representation of Real Numbers. Ukr Math J 74, 1149–1154 (2022).

https://doi.org/10.1007/s11253-022-02126-x.

5. Мороз М.П. Зображення дiйсних чисел рядами Перрона, їхня геометрiя

та деякi застосування // Нелiнiйнi коливання. 2023. Т. 26. № 2. С.246–

260. https://doi.org/10.37863/nosc.v26i2.1417.

6. Мороз М.П. Нормальнi властивостi чисел у термiнах їхнього зображен-

ня рядами Перрона // Український математичний журнал. 2023. Т. 75.

№ 7. С. 920–932. https://doi.org/10.37863/umzh.v75i7.7503.

7. Мороз М.П. Про розподiл значень однiєї нiде не монотонної та майже

скрiзь недиференцiйовної функцiї // Тези доповiдей Шостої Всеукра-

їнської наукової конференцiї молодих вчених з математики i фiзики

«Актуальнi проблеми сучасної математики i фiзики та методики їх на-

вчання», Київ, 2017.

8. Мороз М.П. Про одну випадкову величину, визначену в термiнах пред-

ставлення дiйсних чисел рядами Енгеля // Тези доповiдей Восьмої Все-

української наукової конференцiї молодих вчених з математики та фi-

зики «Актуальнi проблеми сучасної математики i фiзики та методики

їх навчання», Київ, 2019.

9. Мороз М.П. Задача Гаусса–Кузьмiна для рiзницевого представлення

дiйсних чисел рядами Енгеля // Тези доповiдей Мiжнародної конфе-

ренцiї «Теорiя наближення функцiй та її застосування», присвяченої

80-рiччю з дня народження члена-кореспондента НАН України, про-

фесора О.I. Степанця (1942–2007), Луцьк, 2022.

https://doi.org/10.37863/umzh.v74i7.7159
https://doi.org/10.1007/s11253-022-02126-x
https://doi.org/10.37863/nosc.v26i2.1417
https://doi.org/10.37863/umzh.v75i7.7503


144

10. Мороз М.П. Зображення дiйсних чисел рядами Перрона // Тези до-

повiдей Всеукраїнської науково-практичної конференцiї «Актуальнi

проблеми фiзики, математики, iнформатики та методики їх навча-

ння», присвяченої 90-рiччю вiд дня народження кандидата фiзико-

математичних наук, професора Горбачука Iвана Тихоновича, Київ,

2023. https://enpuir.npu.edu.ua/handle/123456789/39397.

11. Мороз М.П. Нормальнi властивостi чисел у термiнах їхнiх 𝑃 -зображень

// Тези доповiдей ХХI Мiжнародної науково–практичної конференцiї

«Шевченкiвська весна — 2023», Київ, 2023.

https://probability.knu.ua/shv2023/ShV_2023.pdf.

12. Мороз М.П. Проєктор одного зображення чисел рядами Перрона (𝑃 -

зображення) в iнше // Тези доповiдей ХI Всеукраїнської конференцiї

молодих математикiв, Київ, 2023.

https://matan.kpi.ua/public/files/2023/young-math-2023-abstracts.pdf.

13. Мороз М.П. Зображення чисел рядами Перрона (𝑃 -зображення) та ча-

стоти цифр у 𝑃 -зображеннях чисел // Тези доповiдей Мiжнародної

конференцiї молодих математикiв, Київ, 2023.

https://www.imath.kiev.ua/∼young/youngconf2023/Abstracts_2023/
PS/Moroz.pdf.

А.2. Вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї

Основнi результати дослiдження доповiдалися на наукових конферен-

цiях рiзного рiвня та наукових семiнарах:

1) Шоста Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з мате-

матики i фiзики «Актуальнi проблеми сучасної математики i фiзики

та методики їх навчання» (Київ, 2017);

2) Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики «Актуальнi проблеми сучасної математики i

https://enpuir.npu.edu.ua/handle/123456789/39397
https://probability.knu.ua/shv2023/ShV_2023.pdf
https://matan.kpi.ua/public/files/2023/young-math-2023-abstracts.pdf
https://www.imath.kiev.ua/~young/youngconf2023/Abstracts_2023/PS/Moroz.pdf
https://www.imath.kiev.ua/~young/youngconf2023/Abstracts_2023/PS/Moroz.pdf


145

фiзики та методики їх навчання» (Київ, 2019);

3) Мiжнародна конференцiя «Теорiя наближення функцiй та її засто-

сування», присвячена 80-рiччю з дня народження члена-кореспон-

дента НАН України, проф. О.I. Степанця (1942–2007) (Луцьк, 2022);

4) Всеукраїнська науково-практична конференцiя «Актуальнi пробле-

ми фiзики, математики, iнформатики та методики їх навчання»,

присвячена 90-рiччю вiд дня народження кандидата фiзико-мате-

матичних наук, проф. Горбачука Iвана Тихоновича (Київ, 2023);

5) ХХI Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська

весна — 2023» (Київ, 2023);

6) XI Всеукраїнська конференцiя молодих математикiв (Київ, 2023);

7) Мiжнародна конференцiя молодих математикiв (Київ, 2023);

8) семiнар з фрактального аналiзу вiддiлу теорiї динамiчних систем та

фрактального аналiзу Iнституту математики НАН України (керiв-

ник: доктор фiз.-мат. наук, проф. М.В. Працьовитий).


	Перелік скорочень і умовних позначень
	Вступ
	Огляд літератури та концептуальні основи дослідження
	Системи кодування дійсних чисел засобами нескінченного алфавіту
	Q∞-зображення
	Ряди Люрота
	Ряди Енгеля
	Модифіковані ряди Енгеля
	Ряди Сильвестера
	Елементарні ланцюгові дроби
	Ряди Остроградського–Серпінського–Пірса

	Функції обмеженої варіації та сингулярні функції
	Міра Лебега–Стілтьєса та сингулярність функції
	Ряди та нескінченні добутки
	Нормальні властивості чисел
	Задача Гауса–Кузьміна

	Об'єкти зі складною локальною структурою, що пов'язані з рядами Остроградського–Серпінського–Пірса та Енгеля
	Проєктор O-зображення в E-зображення
	Множина значень проєктора. Задача Альфреда Реньї
	Властивості проєктора
	Розподіл значень проєктора

	Випадкова величина, що пов'язана з рядами Остроградського–Серпінського–Пірса
	Функція ξn як випадкова величина
	Числові характеристики випадкової величини ξn

	Випадкова величина, що пов'язана з рядами Енгеля
	Функція ψn як випадкова величина
	Числові характеристики випадкової величини ψn

	Задача Гауса–Кузьміна для різницевого представлення дійсних чисел рядами Енгеля
	Висновки до розділу 2

	Ряди Перрона
	Ряди Перрона. Означення та приклади
	Представлення дійсних чисел рядами Перрона
	P-зображення чисел. Циліндричні множини
	Алгоритм знаходження P-зображення числа
	Достатні умови раціональності та ірраціональності числа в термінах P-зображення

	Різницева форма P-зображення (P-зображення)
	Функції, визначені в термінах P-зображення чисел
	Проєктор одного P-зображення в інше
	Диференціальні властивості проєктора. Умови сингулярності проєктора
	Функції, визначені послідовністю перетворювачів цифр P-зображення чисел

	Нормальні властивості чисел у термінах P-зображення
	Нормальні властивості чисел, що пов'язані з кількістю різних цифр у їхньому P-зображенні
	Нормальні властивості чисел, що пов'язані з асимптотичною частотою цифр у їхньому P-зображенні
	Приклади: нормальні властивості деяких P-зображень

	Оператор лівостороннього зсуву цифр P-зображення чисел. Аналог задачі Гауса–Кузьміна для P-зображення чисел
	Висновки до розділу 3

	Висновки
	Список використаних джерел
	Список публікацій здобувача за темою дисертації та відомості про апробацію результатів дисертації
	Список публікацій здобувача за темою дисертації
	Відомості про апробацію результатів дисертації


