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РЕЦЕНЗІЯ 

на дисертаційну роботу Мороза Миколи Петровича на тему: 
«Функцiї з фрактальними властивостями, пов’язанi з представленнями чисел 

рядами Енгеля та Остроградського–Серпiнського–Пiрса», 
подану на здобуття ступеня доктора філософії 

у галузі знань 11 Математика та статистика за спеціальністю 111 Математика 

 

У своєму дисертаційному дослідженні Мороз М.П розглядає задачі, які мають 
стосунок до різних галузей математики (математичних аналіз, теорія чисел, теорія 
ймовірностей, топологія, теорія динамічних систем) і при цьому мають спільний 
об’єкт дослідження – представлення дійсних чисел рядами Енгеля та 
Остроградського–Серпiнського–Пiрса і функції, що з ними пов’язані. Згадані 
представлення є нескінченносимвольними та несамоподібними, через що отримані 
в дисертації результати є особливо важливими і актуальними. Дана дисертація 
виконана в науковій школі фрактального аналізу доктора фізико-математичних 
наук, професора Працьовитого Миколи Вікторовича, який є науковим керівником 
дисертанта. Тому представлена робота природно продовжує дослідження 
Працьовитого М.В., Торбіна Г.М., Барановського О.М., Гетьмана Б.І. та інших. При 
цьому робота має тісний зв’язок із відповідними працями П. Ердеша та А. Реньї. 

Перший розділ дисертації присвячено основам тополого-метричних теорій 
представлення та зображення дійсних чисел засобами нескінченного алфавіту, 
серед яких значну увагу приділено 𝐸𝐸-зображенню та 𝑂𝑂-зображенню, що породжені 
розкладами дійсних чисел в ряди Енгеля та Остроградського–Серпiнського–Пiрса 
відповідно. Також в цьому розділі наведено факти з теорії функцій (зокрема 
сингулярних), теорії рядів та нескінченних добутків, теорії ймовірностей та теорії 
вимірних функцій, що складають методологічну основу досліджень, висвітлених у 
даній роботі. 



У другому розділі дисертації проведено дослідження функцій зі складною 
локальною структурою, що пов’язані з представленнями дійсних чисел рядами 
Енгеля та Остроградського–Серпiнського–Пiрса. Перша з досліджуваних функцій 
– проєктор 𝑂𝑂-зображення в 𝐸𝐸-зображення. В роботі встановлено ряд нетривіальних 
особливостей цієї функції, зокрема її ніде не монотонність та майже скрізь 
недиференційовність. Також висвітлено питання існування границі проєктора 
(одно- та двосторонньої) в раціональних та ірраціональних точках. Друга та третя з 
досліджуваних функцій – це суми функціональних рядів, елементами яких є числа, 
що обернені відповідно до цифр 𝐸𝐸-зображення та 𝑂𝑂-зображення чисел. Ці функції 
є узагальненнями функції, яку означив та частково дослідив J.O. Shallit у своїй 
роботі «Metric theory of Pierce expansions» (1986) для рядів Остроградського–
Серпiнського–Пiрса. Дисертант, як і J.O. Shallit, встановив тополого-метричну 
структуру множини розбіжності цих функціональних рядів, розглянув випадкові 
величини, що породжуються цими функціональними рядами, та обчислив їхні 
математичні сподівання. Проте, окрім математичного сподівання, Миколі Морозу 
також вдалося обчислити дисперсію відповідних випадкових величин. Варто 
відзначити, що підхід дисертанта до обчислення математичного сподівання 
випадкових величин, розглянутих в дисертації, відрізняється від підходу, який 
застосував J.O. Shallit і який ґрунтується на деякій тотожності, яка, взагалі кажучи, 
не виконується в загальній ситуації, що досліджується в дисертації.  

Зауважу, що останнім часом спостерігається зростання уваги математиків до 
функціонального ряду, розглянутого в роботі J.O. Shallit. Так, зовсім недавно у 2023 
році вийшла серія препринтів автора Min Woong Ahn із The State University of New 
Остроградського–Серпiнського–Пiрса, проте розглядаються інші задачі для цих 
рядів. Зокрема, в одному з препринтів Min Woong Ahn розглянув той же 
функціональний ряд, що й J.O. Shallit (1986) та дисертант М.П. Мороз (2019), і 
дослідив задачу про розмірність Гаусдорфа–Безиковича множини розбіжності 
цього ряду. Той факт, що об’єкти, які вивчаються в дисертаційному дослідженні 
М.П. Мороза, викликають інтерес у математиків, вкотре підкреслює актуальність 
дисертаційної роботи. 

Четверта з досліджуваних функцій – оператор лівостороннього зсуву цифр 𝐸𝐸-
зображення чисел (різницева форма 𝐸𝐸-зображення). На її основі визначено 
динамічну систему, для якої розв’язано задачу, що аналогічна задачі Гауса–Кузьміна 
для елементарних ланцюгових дробів. Підхід дисертанта до цієї задачі також 
відмінний від відомих підходів до класичної задачі Гауса–Кузьміна, оскільки 𝐸𝐸-
зображення та представлення чисел елементарними ланцюговими дробами мають 
відмінні тополого-метричні властивості. 





чисел) та наслідку 1.7 (відомий критерій сингулярності функції). Зокрема такий 
підхід дозволяє довести сингулярність для більш широкого класу проєкторів. Проте 
він вимагає зміни порядку підрозділів у третьому розділі дисертації; 
–  деякі викладки технічного характеру виконано занадто детально, через що вони 
виглядають доволі громіздкими. 
 

Дана дисертація є завершеним самостійним дослідженням Мороза М.П., яке 
оформлено згідно з вимогами до кваліфікаційних робіт на здобуття ступеня доктора 
філософії. Порушень академічної доброчесності у дисертації та наукових 
публікаціях М.П. Мороза не виявлено. 

Дисертаційна робота та наукові публікації Миколи Петровича Мороза, а 
також їх апробація повністю відповідають спеціальності 111 Математика та 
задовольняють вимоги постанови № 44 Кабінету Міністрів України від 12 січня 
скасування рішення разової спеціалізованої вченої ради закладу вищої освіти, 
наукової установи про присудження ступеня доктора філософії», а їх автор 
заслуговує на присудження ступеня доктора філософії.  
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