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Анотацiя

Локазюк О.В. Реалiзацiї алгебр Лi на прямiй та групова класи-

фiкацiя диференцiальних рiвнянь.—Квалiфiкацiйна наукова праця

на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спе-

цiальнiстю 111 Математика. – Iнститут математики НАН України, Київ,

2022.

Основою дисертацiйного дослiдження є двi наступнi задачi: групова

класифiкацiя (1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–

Ґордона i групова класифiкацiя нормальних лiнiйних систем звичайних

диференцiальних рiвнянь другого порядку з довiльною кiлькiстю залеж-

них змiнних. Незважаючи на те, що цi задачi мають дуже довгу iсторiю

дослiджень, у роботi отримано новi результати у рамках алгебраїчно-

го пiдходу пiсля детального вивчення трансформацiйних властивостей

розглядуваних класiв та їх пiдкласiв. Об’єднуючим iнструментом в обох

цих задачах стало ефективне використання класичної теореми Лi про

реалiзацiї скiнченновимiрних алгебр Лi векторними полями на прямiй.

Запропонованi у дисертацiї методи i пiдходи дали змогу не лише знач-

но покращити попереднi результати щодо лiївських симетрiй рiвнянь iз

цих класiв, а й iстотно спростити доведення класифiкацiйних результатiв

i перевiрку їх достовiрностi.

У роздiлi 1 проведено повну групову класифiкацiю класу (1+1)-

вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона

𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) з 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0, (1)

з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi. Як суттєве узагальнення результатiв

Лi у параграфi 1.1 доведено, що групоїд контактної еквiвалентностi кла-

су (1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона є
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продовженням першого порядку групоїда точкової еквiвалентностi цьо-

го класу (лема 1.2). Таким чином, проблему дослiдження структури кон-

тактних перетворень для рiвнянь iз даного класу зведено до дослiдження

вiдповiдних точкових перетворень. У лемi 1.4 доведено, що клас (1+1)-

вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона є нормалi-

зованим (вiдносно точкових перетворень), i побудовано його групу еквi-

валентностi 𝐺∼ та вiдповiдну алгебру еквiвалентностi g∼. Вигляд век-

торних полiв лiївських симетрiй та вiдповiдне класифiкацiйне рiвняння

представлено у твердженнi 1.9. Оскiльки клас є нормалiзованим, а йо-

го група еквiвалентностi має специфiчну структуру, то для його пов-

ної групової класифiкацiї використано алгебраїчний метод у поєднаннi

з ефективним залученням класичної теореми Лi про реалiзацiї скiнчен-

новимiрних алгебр Лi векторними полями на прямiй. У класi (1) ви-

окремлено рiвняння Лiувiлля як рiвняння з нескiнченновимiрними ал-

гебрами лiївської iнварiантностi та дослiджено властивостi скiнченно-

вимiрних придатних пiдалгебр проєкцiї 𝜛*g∼ алгебри g∼ на простiр iз

координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢). У лемi 1.12 доведено, що dim g𝑓 = dim𝜋𝑡,𝑥* g𝑓 , i

показано, що dim g𝑓 ⩽ 4, якщо рiвняння з класу допускає скiнченно-

вимiрну алгебру лiївської iнварiантностi. У теоремi 1.14 параграфу 1.2

представлено основний результат групової класифiкацiї у виглядi повно-

го списку 𝐺∼-нееквiвалентних розширень лiївської симетрiї у класi (1).

У параграфi 1.3 наведено повне доведення теореми 1.14. Також у цьо-

му ж параграфi знайдено низку 𝐺∼-iнварiантних цiлочисельних харак-

теристик пiдалгебр алгебри g∼, якi дозволяють повнiстю iдентифiкува-

ти 𝐺∼-нееквiвалентнi випадки розширень лiївської симетрiї у класi (1).

Цi характеристики використано у параграфi 1.4 для розрiзнення, з точ-

нiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, послiдовних розширень лiївської симетрiї

серед знайдених у теоремi 1.14. Таким чином, вичерпно описано струк-

туру частково впорядкованої множини 𝐺∼-нееквiвалентних розширень

лiївської симетрiї у класi (1), яку представлено на рисунку 1.1 у вигля-
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дi дiаграми Хассе. Також проаналiзовано можливi шляхи для групової

класифiкацiї пiдкласiв класу (1). Як приклад, у параграфi 1.5 розгляну-

то повну групову класифiкацiю важливого пiдкласу 𝒦2, що виокремлено

умовою 𝑓𝑥 + 𝑓𝑡 = 0, з точнiстю до еквiвалентностi, породженою групою

еквiвалентностi 𝐺∼2 цього пiдкласу.

У роздiлi 2 дослiджено клас ℒ̄ нормальних лiнiйних систем звичайних

диференцiальних рiвнянь другого порядку:

𝑥𝑡𝑡 = 𝐴(𝑡)𝑥𝑡 +𝐵(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡), (2)

з 𝑛 невiдомими функцiями 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥(𝑡) =
(︀
𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
T, 𝑛 ⩾ 2.

Набiр 𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) довiльних елементiв класу ℒ̄ утворено довiльними

(достатньо гладкими) 𝑛× 𝑛 матричнозначними функцiями 𝐴 та 𝐵 змiн-

ної 𝑡 i довiльною (достатньо гладкою) векторнозначною функцiєю 𝑓 змiн-

ної 𝑡. На початку роздiлу наведено детальний огляд вiдомих результатiв

щодо трансформацiйних властивостей звичайних диференцiальних рiв-

нянь та систем таких рiвнянь. У параграфi 2.1 побудовано групи еквiва-

лентностi та групоїди еквiвалентностi класу ℒ̄ та його вкладених пiдкла-
сiв, що отриманi за допомогою калiбрування набору довiльних елементiв

𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) iз використанням перетворень еквiвалентностi. У результа-

тi отримано ланцюжок класiв ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′. Доведено, що вищена-
веденi класи напiвнормалiзованi у звичайному сенсi, орбiта елементарної

системи 𝑥𝑡𝑡 = 0 у кожному з них пiд дiєю вiдповiдної групи еквiвалент-

ностi є сингулярною частиною цього класу, i є доповненням до орбiти,

яку вважаємо регулярною частиною класу, i яка має кращi властивостi

нормалiзацiї, нiж весь цей клас. Алгебри еквiвалентностi всiх класiв, їх

сингулярних i регулярних частин обчислено у параграфi 2.2 як iнфiнiте-

зимальнi аналоги вiдповiдних груп еквiвалентностi. У параграфi 2.3 по-

казано, що груповi класифiкацiї класу ℒ̄ та калiброваних пiдкласiв мож-
на роздiлити на груповi класифiкацiї їх сингулярних i регулярних час-

тин. Задачi групової класифiкацiї сингулярних частин є тривiальними,

оскiльки їх розв’язання визначено елементарною системою 𝑥𝑡𝑡 = 0 та її
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максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi. Отримано системи ви-

значальних рiвнянь для лiївських симетрiй систем iз регулярних частин

класу i показано, що задачi групової класифiкацiї для цих частин можна

звести до класифiкацiї суттєвих розширень лiївської симетрiї цих регу-

лярних пiдкласiв. Також обчислено ядро групи точкових симетрiй для

всiх класiв, що виникають у цьому розглядi. Властивостi можливих сут-

тєвих розширень лiївської симетрiї у регулярних частинах класу дослi-

джено в параграфi 2.4. Використовуючи отриманi властивостi, запропо-

новано два шляхи класифiкацiї таких розширень у рамках алгебраїчного

пiдходу в залежностi вiд їх структури. Необхiднi та достатнi умови еквi-

валентностi систем, що допускають векторнi поля лiївської симетрiї зi

сталими 𝑡-компонентами, представлено в параграфi 2.5. Отриманi влас-

тивостi суттєвих лiївських розширень у регулярних частинах класу до-

зволили знайти максимальну розмiрнiсть максимальних алгебр лiївської

iнварiантностi систем, яка є пiдмаксимальною для всього класу ℒ̄ та його
калiброваних пiдкласiв, див. параграф 2.6. У цьому параграфi деталь-

но описано структуру суттєвих алгебр лiївської iнварiантностi систем

iз регулярних частин класу та охарактеризовано максимальнi алгебри

лiївської iнварiантностi систем iз сингулярних частин класу. У парагра-

фi 2.7 доведено твердження щодо пониження порядку для нормальних

лiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку та

їх iнтегрування iз використанням вiдомих лiївських симетрiй або пере-

творень еквiвалентностi мiж ними. Методи, якi розроблено в парагра-

фi 2.4, використано в параграфi 2.8 для вичерпного розв’язання задачi

групової класифiкацiї нормальних лiнiйних систем звичайних диферен-

цiальних рiвнянь другого порядку для найнижчого частинного значення

𝑛 = 2.

У додатку А дослiджено нелiнiйнi (1+1)-вимiрнi еволюцiйнi рiвняння

другого порядку та знайдено явний вигляд перетворень, що пов’язують

такi рiвняння з максимальними семивимiрними алгебрами лiївських си-
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метрiй. Додаток Б мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисер-

тацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Ключовi слова: групова класифiкацiя диференцiальних рiвнянь, нелi-

нiйнi рiвняння Клейна–Ґордона, системи лiнiйних звичайних диференцi-

альних рiвнянь другого порядку, лiївськi симетрiї, група еквiвалентнос-

тi, групоїд еквiвалентностi, алгебра еквiвалентностi, алгебраїчний метод

групової класифiкацiї, реалiзацiї алгебр Лi векторними полями, макси-

мальна алгебра iнварiантностi.
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Abstract

Lokaziuk O.V. Realizations of Lie algebras on line and group classi-

fication of differential equations. — Qualifying scientific work on the

rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Philosophy, speciality 111 Mathema-

tics. – Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2022.

The foundation of the dissertation research is the following two problems:

group classification (1+1)-dimensional generalized nonlinear Klein–Gordon

equations and group classification of normal linear systems of ordinary

second-order differential equations. Despite the fact that these problems

have a very long history of research, new results have been obtained in

the framework of the algebraic approach after a detailed study of the

transformational properties of the considered classes and their subclasses.

The unifying tool in both of these problems was the efficient use of the

classical Lie theorem on the realization of finite-dimensional Lie algebras

by vector fields on the line. The methods and approaches proposed in

the dissertation allowed us not only to essentially improve the previous

results on Lie symmetries of equations from these classes, but also to si-

gnificantly simplify the proof of classification results and verification their

correctness.

In Chapter 1 we carried out the complete group classification of class of

(1+1)-dimensional generalized nonlinear Klein–Gordon equations

𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) with 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0, (1′)

up to the 𝐺∼-equivalence. Essentially generalizing Lie’s results, we prove that

the contact equivalence groupoid of the class of (1+1)-dimensional generali-

zed nonlinear Klein–Gordon equations is the first-order prolongation of its

point equivalence groupoid (Lemma 1.2). Thus, the problem of studying the

structure of contact transformations for equations of this class reduced to
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the study of the corresponding point transformations. In Lemma 1.4, we

prove that (1+1)-dimensional generalized nonlinear Klein–Gordon equations

is normalized (with respect to point transformations), and constructed its

equivalence group 𝐺∼ and corresponding equivalence algebra g∼. The form

of the vector fields of Lie symmetries and the corresponding classificati-

on equation are presented in Proposition 1.9. Since the class is normali-

zed, and its equivalence group has the specific structure, so for complete

group classification we used the algebraic method combined with effective

application of the classical Lie theorem on realizations of finite-dimensional

Lie algebras by vector fields on the line. In the class (1′) we singled out

the Liouville equations as equations with infinite-dimensional Lie invari-

ance algebras and investigated the properties of finite-dimensional appropri-

ate subalgebras of projection 𝜛*g∼ of algebra g∼ on space with coordi-

nates (𝑡, 𝑥, 𝑢). In Lemma 1.12, we proved that dim g𝑓 = dim𝜋𝑡,𝑥* g𝑓 , and

shew that dim g𝑓 ⩽ 4 if the class equation admits the finite-dimensional

Lie invariance algebra. In Theorem 1.14, we presented the main result

of the group classification as the complete list of 𝐺∼-inequivalent Lie-

symmetry extensions within the class (1′). We found the number of 𝐺∼-

invariant integer characteristics of subalgebras of algebra g∼ that allowed

us to completely identify 𝐺∼-inequivalent cases of Lie-symmetry extensions

within the class (1′). We used these characteristics to distinguish, modulo

the 𝐺∼-equivalence, successive Lie-symmetry extensions among the found

ones in Theorem 1.14. Thus, we exhaustively described the structure of

partially ordered set of 𝐺∼-inequivalent Lie-symmetry extensions within the

class (1′), that is represented as the Hasse diagram in Figure 1.1. Possi-

ble ways for the group classifications of subclasses of the class (1′) are

also analyzed. As an example, we considered the group classification of

the important subclass 𝒦2 associated with the constraint 𝑓𝑥 + 𝑓𝑡 = 0

up to the equivalence generated by the equivalence group 𝐺∼2 of this

subclass.
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In Chapter 2, we studied the class ℒ̄ of normal linear systems of second-

order ordinary differential equations:

𝑥𝑡𝑡 = 𝐴(𝑡)𝑥𝑡 +𝐵(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡), (2′)

with the 𝑛 unknown functions 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥(𝑡) =
(︀
𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
T, where

𝑛 ⩾ 2. The tuple 𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) of arbitrary elements of the class ℒ̄ consists

of arbitrary (sufficiently smooth) 𝑛 × 𝑛 matrix-valued functions 𝐴 and 𝐵

of 𝑡 and arbitrary (sufficiently smooth) vector-valued function 𝑓 of 𝑡. At

the beginning of the chapter, the detailed review is made of the known

results on the transformational properties of ordinary differential equations

and systems of such equations. Section 2.1 is devoted to the construction of

the equivalence groups and the equivalence groupoids of the class ℒ̄ and

its nested subclasses obtained by gauging of the arbitrary-element tuple

𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) by equivalence transformations. As results we obtained the

chain of classes ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′. We proved that the above classes

are semi-normalized in the usual sense, the orbit of the elementary system

𝑥𝑡𝑡 = 0 in each of them under action of the corresponding equivalence group

is the singular part of this class, and the complement to the orbit, whi-

ch is assumed as the regular class part, has better normalization properties

than this entire class. The equivalence algebras of all the classes and their

singular and regular parts are computed in Section 2.2 as the infinitesimal

counterparts of the respective equivalence groups. In Section 2.3, we shew

that the group classifications of the class ℒ̄ and the gauged subclasses split

into the group classifications of their singular and regular parts. The group

classification problems for the singular parts are trivial since their solutions

are given by the elementary system 𝑥𝑡𝑡 = 0 and its maximal Lie invariance

algebra. We derived the systems of determining equations for Lie symmetries

of the systems from the regular class parts and shew that the group classi-

fication problems for these parts reduce to the classifications of essential

Lie-symmetry extensions within them. We also computed the kernel point

symmetry groups for all the classes arising in this consideration. Properties
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of possible essential Lie-symmetry extensions within the regular class parts

are studied in Section 2.4. Using the obtained properties, we suggested two

ways for classifying such extensions within the framework of the algebraic

approach depending on their structure. Necessary and sufficient conditions for

the similarity of systems possessing Lie-symmetry vector fields with constant

𝑡-components are presented in Section 2.5. The obtained properties of essenti-

al Lie-symmetry extensions within the regular class parts allowed us to find

the maximum dimension of the maximal Lie invariance algebras of systems

from these parts, which is submaximum within the entire class ℒ̄ and its

gauged subclasses, see Section 2.6. Therein, we more thoroughly described the

structure of the essential Lie invariance algebras of systems from the regular

class parts and characterized the maximal Lie invariance algebras of systems

from the singular class parts. In Section 2.7, we proved several assertions

on order reduction for normal linear systems of second-order ordinary di-

fferential equations and their integration using their known Lie symmetries

or equivalence transformations between them. The techniques developed in

Section 2.4 are applied in Section 2.8 to exhaustively solving the problem

of group classification of normal linear systems of second-order ordinary di-

fferential equations for the lowest particular value 𝑛 = 2.

In Appendix А, the nonlinear (1+1)-dimensional evolution equations of

the second order are investigated and an explicit form of transformations

is found that connects such equations with maximal seven-dimensional Lie

symmetries algebras. Appendix Б is contained the list of publications and

information on approbation of the results.

Key words: group classification of differential equations, nonlinear Klein–

Gordon equations, linear systems of second-order ordinary differential equati-

ons, Lie symmetries, equivalence group, equivalence groupoid, equivalence

algebra, algebraic method of group classification, realizations of Lie algebras

by vector fields, maximal Lie invariance algebra.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

g∼𝒦 алгебра еквiвалентностi класу 𝒦
g𝑓 алгебра лiївської iнварiантностi рiвняння 𝐾𝑓

𝒢𝜃 вертексна група в 𝒢∼𝒦
𝐺∼𝒦 група еквiвалентностi класу 𝒦
𝐺∼ℒ група еквiвалентностi класу ℒ
𝒢∼𝒦 групоїд еквiвалентностi класу 𝒦
𝒢𝐺∼

𝒦 групоїд дiї групи 𝐺∼𝒦
𝒯 допустиме перетворення

𝒦, ℒ клас диференцiальних рiвнянь

𝒯1 ⋆ 𝒯2 композицiя допустимих перетворень

Φ, Φ̃ контактнi або точковi перетворення

g⟨ ⟩ лiнiйна оболонка векторних полiв

g𝜃 максимальна алгебра системи 𝐾𝜃

𝜃 набiр довiльних елементiв

𝒦gen надклас класу диференцiальних рiвнянь класу 𝒦
Ng(S) нормалiзатор пiдмножини S в g

s пiдалгебра алгебри g

𝒦𝑁 , 𝒦̂, 𝒦̃ пiдкласи класу 𝒦
ℒ′0, ℒ′1 пiдкласи класу ℒ′
S пiдмножина алгебри g

𝐺𝜃 повна група точкової симетрiї системи 𝐾𝜃

Cg

(︀
Cg(s)

)︀
подвiйний централiзатор пiдалгебри s

𝜛 проєкцiя простору з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓)

на простiр iз координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝜋𝑡,𝑥 проєкцiя простору з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢)

на простiр iз координатами (𝑡, 𝑥)
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𝜋𝑡 проєкцiя простору з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢)

на простiр iз координатою 𝑡

𝜋𝑥 проєкцiя простору з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢)

на простiр iз координатою 𝑥

𝒢𝐺∼
ℒ′|ℒ′

𝑖
обмеження дiї групоїда 𝒢𝐺∼

ℒ′

групи еквiвалентностi 𝐺∼ℒ′ до вiдповiдного пiдкласу

𝛿0𝜆, 𝛿𝑎𝑏 символ Кронекера

𝐿𝑉 , 𝐿
′
𝑉 системи диференцiальних рiвнянь класiв ℒ, ℒ′

St𝐺(s) стабiлiзатор пiдгрупи групи 𝐺 вiдносно s

gess𝑉 суттєва алгебра лiївської iнварiантностi системи 𝐿𝑉

gs∼𝒦 суттєва звичайна алгебра еквiвалентностi класу 𝒦
𝐺s∼
𝒦 суттєва звичайна група еквiвалентностi класу 𝒦

𝐾𝑓 , 𝐾𝑓 рiвняння з класу 𝒦
Cg(S) централiзатор пiдмножини S в алгебрi g

𝒢fℒ′
1

фундаментальний групоїд ℒ′1
g∩ ядро алгебри лiївської iнварiантностi
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Вступ

Актуальнiсть теми. Груповий аналiз диференцiальних рiвнянь бе-

ре свiй початок iз робiт Софуса Лi (див., наприклад, [97–99]), який став

не лише засновником оригiнальної математичної теорiї, а й з його iменем

пов’язана низка математичних об’єктiв названих на його честь, наприк-

лад, група Лi, алгебра Лi, похiдна Лi, дужка Лi, бiалгебра Лi, алгеброїд

Лi, кiльце Лi, лiївська симетрiя та багато iнших. На сьогоднi теорiя Лi є

важливою складовою не лише теорiї диференцiальних рiвнянь, а й ма-

тематичної та теоретичної фiзики, бiльш того, теорiя груп та алгебр Лi

сформувалася як самостiйний роздiл сучасної алгебри, причому актив-

нiсть наукових дослiджень у цих напрямках дуже висока. Слiд зауважи-

ти, що хоча всi вище згаданi напрямки вже давно виокремилися як окре-

мi галузi математики чи фiзики, але їх тiсний взаємозв’язок є важливим

для розвитку кожного з них. Подальший розвиток i популяризацiя групо-

вого аналiзу диференцiальних рiвнянь пов’язанi з iменами Л.В. Овсяннi-

кова [24], Дж. Блумана та С. Кумея [42], П. Олвера [112,113], монографiї

яких на багато рокiв стали настiльними книгами науковцiв-фахiвцiв у цiй

галузi. Беззаперечним тут є також вагомий внесок наукової школи симе-

трiйного аналiзу, що була сформована В.I. Фущичем у 70-х роках мину-

лого столiття, i сьогоднiшнi досягнення якої пов’язанi з iменами А.Г. Нi-

кiтiна, М.I. Сєрова, Р.М. Цифри, Р.З.Жданова, В.I. Лагна, Р.М. Чернiги,

Р.О. Поповича, В.М. Бойка, О.О. Ванєєвої, М.О. Нестеренко та їх учнiв,

див. монографiї [66, 67].

З iншої сторони, класичнi методи групового аналiзу призводять до

досить громiздких обчислень при дослiдженнi складних нелiнiйних мо-

делей, особливо багатовимiрних або з великою кiлькiстю довiльних пара-

метрiв. Тому актуальним є дослiдження не лише рiзних типiв симетрiй
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як то дискретнi, некласичнi, контактнi, а й дослiдження трансформа-

цiйних властивостей i структур пов’язаних iз класами диференцiальних

рiвнянь, зокрема, нормалiзованостi класiв, їх групоїдiв i груп еквiвален-

тностi, а також проблеми контракцiй i реалiзацiй алгебр Лi тощо, що

були започаткованi в роботах Р.О. Поповича та його спiвавторiв, зокре-

ма, у дисертацiях Р.О. Поповича [27], О.А. Почекети [28], В.М. Бойка [5],

О.О. Ванєєвої [9], С.В. Опанасенка [25], М.О. Нестеренко [22]. Напри-

клад, розвинутi в київськiй школi групового аналiзу алгебраїчний ме-

тод групової класифiкацiї та метод розгалуженого розщеплення у по-

єднаннi з глибоким аналiзом трансформацiйних властивостей дослiджу-

ваних класiв продемонстрували свою високу ефективнiсть i дали змогу

вичерпно розв’язати низку задач групової класифiкацiї, якi не вдавало-

ся розв’язати в рамках стандартного лiївського пiдходу, та уточнити або

навiть виправити отриманi ранiше результати.

Основою дисертацiйного дослiдження стали двi задачi: групова кла-

сифiкацiя (1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–

Ґордона та групова класифiкацiя нормальних лiнiйних систем звичайних

диференцiальних рiвнянь другого порядку з довiльною кiлькiстю залеж-

них змiнних. Незважаючи на те, що цi задачi мають дуже довгу iсторiю

дослiджень, їх вдалося вичерпно розв’язати за допомогою алгебраїчно-

го методу пiсля детального вивчення трансформацiйних властивостей

розглядуваних класiв та їх пiдкласiв. Об’єднуючим iнструментом в обох

цих задачах стало ефективне використання класичної теореми Лi про

реалiзацiї скiнченновимiрних алгебр Лi векторними полями на прямiй.

Запропонованi в дисертацiї методи та пiдходи дали змогу не лише знач-

но покращити попереднi результати щодо лiївських симетрiй рiвнянь iз

цих класiв, а й iстотно спростити доведення класифiкацiйних результатiв

i перевiрку їх достовiрностi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту математи-
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ки НАН України у рамках наступних НДР: “Симетрiя, суперсиметрiя та

суперiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (номер держреєстрацiї

0116U003059), “Симетрiя та iнтегровнiсть рiвнянь сучасної математичної

фiзики” (номер держреєстрацiї 0120U100173), “Аналiтичнi та груповi ме-

тоди дослiдження математичних моделей сучасного природознавства”

(номер держреєстрацiї 0117U002119), “Алгебраїчнi та аналiтичнi мето-

ди у теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними” (номер

держреєстрацiї 0121U110543), а також у рамках проєкту Нацiонально-

го фонду дослiджень України 2020.02/0089 “Складнi динамiчнi системи

в природничих науках: теорiя, математичне моделювання, чисельнi ме-

тоди та застосування до передових технологiй” (номер держреєстрацiї

0120U104004).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

дослiдження симетрiйних властивостей та повна групова класифiкацiя

класiв (1+1)-вимiрних нелiнiйних узагальнених рiвнянь Клейна–Ґордона

та нормальних лiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку.

Об’єктом дослiдження є клас (1+1)-вимiрних нелiнiйних узагальне-

них рiвнянь Клейна–Ґордона, клас нормальних лiнiйних систем звичай-

них диференцiальних рiвнянь другого порядку з довiльною кiлькiстю

залежних змiнних.

Предметом дослiдження є групи i групоїди еквiвалентностi класiв

диференцiальних рiвнянь та їх систем, групова класифiкацiя, лiївськi

симетрiї, алгебри лiївської iнварiантностi.

Методи дослiдження. У роботi разом iз вiдомими методами лiнiйної

алгебри, теорiї алгебр Лi та теорiї диференцiальних рiвнянь використову-

валися алгебраїчний метод групової класифiкацiї, метод розгалуженого

розщеплення, розбиття класiв на пiдкласи з кращими нормалiзацiйними

властивостями, вiдображення мiж класами, метод обчислення групоїдiв i

груп еквiвалентностi (точкових та контактних), репараметризацiя класiв
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диференцiальних рiвнянь, процедура калiбрування довiльних елементiв,

реалiзацiї алгебр Лi на прямiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,

якi визначають наукову новизну та винесенi на захист:

1. Доведено, що будь-яке контактне перетворення рiвнянь iз класу

(1+1)-вимiрних нелiнiйних узагальнених рiвнянь Клейна–Ґордона

є першим продовженням його точкового перетворення. Показано,

що клас (1+1)-вимiрних нелiнiйних узагальнених рiвнянь Клейна–

Ґордона є нормалiзованим вiдносно точкових перетворень, i побудо-

вано його групу еквiвалентностi та його алгебру еквiвалентностi.

2. Виконано повну групову класифiкацiю (1+1)-вимiрних нелiнiйних

узагальнених рiвнянь Клейна–Ґордона.

3. Знайдено низку цiлочисельних характеристик, якi дозволяють ви-

черпно описати послiдовнi розширення лiївської симетрiї у класi

(1+1)-вимiрних нелiнiйних узагальнених рiвнянь Клейна–Ґордона.

4. Проведено повний опис допустимих перетворень для класу нормаль-

них лiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого по-

рядку, побудовано групи еквiвалентностi та групоїди еквiвалентностi

розглядуваного класу та його пiдкласiв. Показано, що груповi кла-

сифiкацiї класу лiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь

другого порядку та його калiброваних пiдкласiв можна звести до гру-

пових класифiкацiй їх сингулярних та регулярних частин.

5. Запропоновано два шляхи класифiкацiї суттєвих розширень лiївської

симетрiї у регулярних частинах класу лiнiйних систем звичайних

диференцiальних рiвнянь другого порядку у рамках алгебраїчного

пiдходу. Описано структуру суттєвих алгебр лiївської iнварiантностi

систем iз регулярних частин класу лiнiйних систем звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь другого порядку.
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6. Доведено кiлька тверджень щодо пониження порядку для лiнiйних

систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку та їх

iнтегрування з використанням вiдомих лiївських симетрiй або пере-

творень еквiвалентностi.

7. Виконано повну групову класифiкацiю класу лiнiйних систем зви-

чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку у випадку двох

залежних змiнних.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота має теоретичний характер. Отриманi результати є новими i можуть

бути використанi у подальших дослiдженнях диференцiальних рiвнянь,

зокрема, моделей сучасної математичної й теоретичної фiзики.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що винесено на за-

хист, одержано здобувачем самостiйно. У роботах у спiвавторствi [6, 46,

47], В.М. Бойку та Р.О. Поповичу належить постановка задач, визначен-

ня напрямку дослiдження та перевiрка отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї

доповiдалися й обговорювалися на:

� Мiжнародному семiнарi з нагоди 40-ї рiчницi створення вiддiлу

прикладних дослiджень (зараз вiддiл математичної фiзики) (Київ,

Iнститут математики НАН України, 2018);

� Мiжнароднiй конференцiї молодих вчених (Київ, 2019);

� V Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї “Iнформацiйнi тех-

нологiї в освiтi, науцi i технiцi” IТОНТ (Черкаси, 2020);

� Мiжнароднiй конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читан-

ня – 2021” (Львiв, 2021);

� Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, Iнститут ма-

тематики НАН України, 2021);
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� Мiжнародному онлайн-семiнарi з нагоди 85-ї рiчницi вiд народжен-

ня Вiльгельма Фущича (Київ, Iнститут математики НАН України,

2021);

� Мiжнароднiй конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читан-

ня – 2022” (Львiв, 2022);

� Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Прикладна математика та iн-

формацiйнi технологiї – 2022”, (Чернiвцi, 2022);

� семiнарi вiддiлу математичної фiзики Iнституту математики НАН

України (керiвник семiнару: член-кореспондент НАН України, про-

фесор А.Г. Нiкiтiн).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкова-

но у 12 наукових публiкацiях, двi з них [6, 17] — у наукових видан-

нях, внесених до перелiку наукових фахових видань України, одна стат-

тя [46] — у виданнi з квартиля Q2 (вiдповiдно до класифiкацiї SCImago

Journal and Country Rank), прирiвнюється до двох публiкацiй. Вiсiм ро-

бiт [7, 13–16, 18–20] — матерiали мiжнародних наукових конференцiй та

семiнарiв.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя включає анотацiї

українською й англiйською мовами, список публiкацiй автора, змiст, пе-

релiк умовних позначень, вступ, два роздiли, висновки, список викорис-

таних джерел, що мiстить 140 найменувань, i два додатки. Повний обсяг

дисертацiї становить 195 сторiнок, з них список використаних джерел

займає 16 сторiнок, а додатки — 9 сторiнок.

Подяки. Авторка висловлює щиру вдячнiсть доктору фiзико-ма-

тематичних наук Вячеславу Миколайовичу Бойку, доктору фiзико-

математичних наук, професору Роману Омеляновичу Поповичу, за по-

становку задач, постiйну увагу i допомогу, конструктивнi зауваження до

роботи, а також спiвробiтникам вiддiлу математичної фiзики за плiднi

дискусiї.
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РОЗДIЛ 1

Реалiзацiї алгебр Лi на прямiй

та групова класифiкацiя

(1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних

рiвнянь Клейна–Ґордона

Квазiлiнiйнi гiперболiчнi рiвняння другого порядку моделюють ба-

гато явищ i процесiв у фiзицi та математицi, особливо рiзнi типи роз-

повсюдження хвиль, див., наприклад, [58,65,67,117]. Такi рiвняння навiть

iз двома незалежними змiнними є важливими в рядi областей, включаю-

чи диференцiальну геометрiю, квантову теорiю поля, космологiю, гiдро-

динамiку та газову динамiку, надпровiднiсть, дислокацiю кристалiв, хви-

лi у феромагнiтних матерiалах, нелiнiйну оптику, фiзику низьких темпе-

ратур i т.д. Ось чому цi рiвняння iнтенсивно вивчалися у багатьох галу-

зях математики, зокрема, у рамках теорiї iнтегровностi та симетрiйному

аналiзi диференцiальних рiвнянь.

У дисертацiйнiй роботi проведено вичерпну групову класифiкацiю

класу (1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона

у конусних (характеристичних) координатах вигляду

𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) з 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0, (1.1)

який позначаємо 𝒦 й одночасно називаємо як клас (1.1) i як клас 𝒦.
Тут 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) — невiдома функцiя незалежних змiнних (𝑡, 𝑥), а iн-

декси у функцiй — похiднi за вiдповiдними змiнними, наприклад,
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𝑢𝑡𝑥 := 𝜕2𝑢/𝜕𝑡 𝜕𝑥 та 𝑓𝑢𝑢 := 𝜕2𝑓/𝜕𝑢2. Довiльний елемент 𝑓 класу 𝒦 про-

бiгає множину гладких функцiй змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑢), якi не є лiнiйними вiд-

носно 𝑢. Останнє обмеження накладаємо на функцiю 𝑓 для виключення

лiнiйних рiвнянь iз класу 𝒦, що є природним iз рiзних причин, див. зау-

важення 1.7. Варто зазначити, що задача дослiдження класу 𝒦 у рамках

групового аналiзу диференцiальних рiвнянь була сформульована iще Со-

фусом Лi [95].

Нижче представлено чотири важливi властивостi класу 𝒦, якi до-
зволяють отримати сильнiшi результати нiж звичайна групова класи-

фiкацiя цього класу та спростити всi обчислення. По-перше, доведено,

що клас 𝒦 є нормалiзованим вiдносно його точкової групи еквiвалент-

ностi 𝐺∼. По-друге, показано, що першi продовження його допустимих

точкових перетворень вичерпують всi допустимi контактнi перетворення.

З огляду на цi двi властивостi, класифiкацiя лiївських симетрiй рiвнянь

iз класу 𝒦 з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, грубо кажучи, спiвпадає

з аналогiчною класифiкацiєю з точнiстю до загальної точкової еквiва-

лентностi i з класифiкацiями неперервних контактних симетрiй цих рiв-

нянь iз точнiстю до еквiвалентностi, яка визначена контактною групою

еквiвалентностi та групоїдом класу 𝒦. Бiльш того, цю класифiкацiйну

задачу можна ефективно розв’язати за допомогою алгебраїчного мето-

ду. По-третє, доведено, що розмiрностi максимальних алгебр лiївської

iнварiантностi рiвнянь iз класу 𝒦 не перевищують чотири, за винятком

рiвнянь, якi є 𝐺∼-еквiвалентними до рiвняння Лiувiлля i максимальнi

алгебри лiївської iнварiантностi яких є нескiнченновимiрними. Четверта

властивiсть полягає в тому, що кожне точкове перетворення мiж будь-

якими двома рiвняннями з класу 𝒦 є проєктовним як на простiр iз ко-

ординатою 𝑡, так i на простiр iз координатою 𝑥. Таким чином, всi струк-

тури точкових перетворень, що пов’язанi з класом 𝒦, включаючи групу
еквiвалентностi, алгебру еквiвалентностi i максимальнi алгебри лiївської

iнварiантностi рiвнянь iз цього класу, також є проєктовними на цi ж
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два простори. Ця подвiйна проєктовнiсть дає можливiсть для розшире-

ного застосування пiд час групової класифiкацiї класичної теореми Лi

про реалiзацiї скiнченновимiрних алгебр Лi векторними полями на пря-

мiй [94, параграф 6, с. 455], див. також [113, теорема 2.70], [121] та поси-

лання в цих роботах.

Теорема 1.1 (теорема Лi). Нееквiвалентнi (з точнiстю до локальних

дифеоморфiзмiв прямої) реалiзацiї скiнченновимiрних алгебр Лi вектор-

ними полями на 𝑡-прямiй вичерпують наступнi алгебри:

{0}, ⟨𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡, 𝑡2𝜕𝑡⟩.

Ранiше теорему Лi вже використовували для групової класифiкацiї

класiв еволюцiйних рiвнянь та рiвнянь Шредiнґера [39, 88, 89, 114] i кла-

су лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного фiксованого

порядку 𝑟 ⩾ 2 [49, параграф 3], де iснує аналогiчна проєктовнiсть на

одновимiрний простiр вiдповiдно змiнної часу або незалежної змiнної.

Найважливiший i добре вивчений пiдклас 𝒦9 класу 𝒦 можна виокре-

мити за допомогою допомiжних рiвнянь 𝑓𝑡 = 𝑓𝑥 = 0, тобто цей пiд-

клас утворюють нелiнiйнi рiвняння Клейна–Ґордона вигляду 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑢)

з 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0; див. зауваження 1.15 для обґрунтування позначень. Пiдклас𝒦9

включає низку вiдомих рiвнянь, якi нижче представлено в канонiчнiй

формi (сталi параметри прибрано за допомогою перетворень еквiвалент-

ностi):

� рiвняння Лiувiлля 𝑢𝑡𝑥 = e𝑢,

� рiвняння Цецейки 𝑢𝑡𝑥 = e𝑢 ± e−2𝑢,

� рiвняння синус-Ґордона (або Бонне) 𝑢𝑡𝑥 = sin𝑢,

� рiвняння синус-гiперболiчний-Ґордона 𝑢𝑡𝑥 = sh𝑢,

� рiвняння подвiйного синус-Ґордона 𝑢𝑡𝑥 = sin𝑢+ 𝐶 sin 2𝑢 з 𝐶 ̸= 0,

див. параграф 7.5.1 у довiднику [117] та вiдповiднi посилання там. Кон-

тактнi перетворення симетрiї рiвнянь iз пiдкласу 𝒦9 описано iще Со-

фусом Лi [95]. Зокрема, було доведено, що будь-яке таке перетворення
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є першим продовженням точкового перетворення. Далi Лi видiлив рiв-

няння Лiувiлля, 𝑓(𝑢) = 𝐶e𝜅𝑢 з ненульовими сталими 𝜅 та 𝐶, як єдине

рiвняння в класi 𝒦9, яке допускає нескiнченновимiрну групу точкових

симетрiй. Вiн також показав, що iншi рiвняння допускають лише точко-

вi перетворення симетрiї, де кожна з 𝑡-, 𝑥- та 𝑢-компонент залежить лише

вiд вiдповiдної змiнної, i ця залежнiсть є лiнiйною. У вступi роботи [95]

Лi сформулював гiпотезу, що отриманi результати можна узагальнити

на клас 𝒦. Слiд зауважити, що у дисертацiйному дослiдженнi отримано
декiлька узагальнень результатiв Лi для класу 𝒦.

Фiксованi рiвняння з пiдкласу 𝒦9 та сам пiдклас 𝒦9 iнтенсивно вивча-

лися в рамках симетрiйного аналiзу диференцiальних рiвнянь. Зокрема,

узагальненi симетрiї рiвнянь iз пiдкласу 𝒦9 з характеристиками, що не

залежать вiд змiнних (𝑡, 𝑥), прокласифiковано над комплексним полем

у роботi [10]. Рiвняння Лiувiлля, рiвняння синус-Ґордона та рiвняння

Цецейки виокремлено в пiдкласi 𝒦9 як єдинi рiвняння з нескiнченнови-

мiрними алгебрами таких симетрiй, див. також [79, пункт 21.2]. Цi ж

рiвняння виокремлено в роботi [57] як єдинi рiвняння у пiдкласi 𝒦9, якi

допускають нескiнченновимiрнi простори законiв збереження з так зва-

ними “полiномiальними щiльностями”, а в роботах [56, 102] — як єдинi

рiвняння з властивiстю Пенлеве серед рiвнянь 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑢), де функцiя 𝑓

є лiнiйною комбiнацiєю експоненцiальних функцiй e𝑗𝛼𝑢 для деякої фiк-

сованої ненульової комплекснозначної сталої 𝛼 та 𝑗 ∈ Z. У роботi [138]

прокласифiковано рiвняння з пiдкласу 𝒦9, якi допускають нелiнiйне роз-

дiлення змiнних у стандартних просторово-часових координатах до двох

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку; див. також поси-

лання в [138] i роботу [76] для iнших типiв нелiнiйного роздiлення змiн-

них для цих рiвнянь. Класифiкацiю локальних законiв збереження рiв-

нянь iз пiдкласу 𝒦9 над комплексним полем було розпочато в роботi [65].

Сингулярнi оператори редукцiї [45,87], тобто сингулярнi некласичнi (або

умовнi, або 𝑄-умовнi) симетрiї, усiх рiвнянь вигляду 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑢) вичерпно
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вивчено у роботi [87]. У той же час досi немає повної класифiкацiї уза-

гальнених симетрiй, локальних законiв збереження та регулярних опе-

раторiв редукцiї для рiвнянь iз пiдкласу 𝒦9, а також вiдсутнi вичерпнi

класифiкацiї таких рiвнянь, що допускають нелiнiйне роздiлення змiн-

них або властивiсть Пенлеве, не кажучи вже про весь клас 𝒦. Винятком
є загальний опис регулярних операторiв редукцiї для рiвнянь iз класу 𝒦,
який представлено в роботi [137].

Основа алгебраїчного методу групової класифiкацiї виникла в класи-

фiкацiї Лi звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку [98], але

це стало загальноприйнятим iнструментом групового аналiзу диферен-

цiальних рiвнянь значно пiзнiше, лише у 1990-х роках, хоча його засто-

сування до задач повної групової класифiкацiї все ж неявно включало

властивiсть нормалiзацiї [21,34,68,70,78,92,93,140]. Алгебраїчний метод

при прямому застосуваннi до ненормалiзованих класiв диференцiальних

рiвнянь призводить до так званої попередньої групової класифiкацiї та-

ких класiв [3, 37, 59, 81]. Зазвичай алгебраїчний метод використовують

для розв’язання задач групової класифiкацiї класiв диференцiальних

рiвнянь iз довiльними елементами, що залежать вiд кiлькох аргумен-

тiв i для яких прямий метод групової класифiкацiї, включаючи метод

розгалуженого розщеплення [23,38,115] як його найдосконалiшу версiю,

є неконструктивним. Для групової класифiкацiї класу 𝒦 використовує-

мо вдосконалену версiю алгебраїчного методу, основою якого є норма-

лiзацiя розглядуваного класу диференцiальних рiвнянь [118, 122, 123],

i яка включає в себе класифiкацiю придатних пiдалгебр [37, 59] вiдпо-

вiдної алгебри еквiвалентностi. Цю версiю алгебраїчного методу запро-

поновано в роботах [122, 123] i ефективно використано при розв’язаннi

задач групової класифiкацiї для рiзних класiв диференцiальних рiвнянь

[37,39,49,88,89,114,120,122,123,130].

Статтi [37,92,93,130] особливо доречнi в контекстi даної дисертацiйної

роботи, оскiльки вони використовують алгебраїчний метод для групової
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класифiкацiї класiв квазiлiнiйних гiперболiчних рiвнянь другого поряд-

ку з двома незалежними змiнними. Див. також посилання в цих роботах

щодо групових класифiкацiй iнших класiв таких рiвнянь. Зокрема, за-

дача групової класифiкацiї для надкласу 𝒦̆ класу 𝒦, який утворюють

рiвняння вигляду 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥̌𝑥̌ = 𝑓(𝑡, 𝑥̌, 𝑢, 𝑢𝑥̌) у стандартнiй системi коорди-

нат простiр–час (𝑡, 𝑥̌) = (𝑥 + 𝑡, 𝑥 − 𝑡), дослiджено в новаторських робо-
тах [92, 93]. У цих роботах надклас 𝒦̆ роздiлено на чотири пiдкласи, якi

насправдi є нормалiзованими i якi непов’язанi точковими перетворення-

ми мiж собою; клас 𝒦 є одним iз цих пiдкласiв (при використаннi ко-

нусних змiнних). Таким чином, задачу групової класифiкацiї для всього

надкласу 𝒦̆ роздiлено на чотири задачi групової класифiкацiї для пiдкла-

сiв, кожен з яких дослiджувався окремо у рамках алгебраїчного методу

групової класифiкацiї. На жаль, розгляд класу 𝒦 у вищезазначених ро-

ботах мав певнi недолiки (див. другий абзац параграфа 1.6 нижче), а то-

му лiївськi симетрiї рiвнянь iз цього класу потребували бiльш акуратної

та повної класифiкацiї, що й пророблено у дисертацiйнiй роботi. Задачi

групової класифiкацiї для ненормалiзованого класу квазiлiнiйних гiпер-

болiчних та елiптичних рiвнянь вигляду 𝑢𝑡𝑡 − ℎ(𝑥̌, 𝑢, 𝑢𝑥̌)𝑢𝑥̌𝑥̌ = 𝑓(𝑥̌, 𝑢, 𝑢𝑥̌)

iз точнiстю до еквiвалентностi, визначеною вiдповiдно групою та гру-

поїдом еквiвалентностi, вичерпно розв’язано у роботi [130] з використан-

ням оригiнальної версiї алгебраїчного методу групової класифiкацiї для

ненормалiзованих класiв диференцiальних рiвнянь. Записаний у конус-

них змiнних, цей клас має нетривiальне перекриття з класом 𝒦.
Бiльш детально, роздiл 1 має таку структуру. У параграфi 1.1 до-

ведено, що будь-яке контактне перетворення, що пов’язане з рiвняння-

ми з класу (1.1), є першим продовженням його точкового перетворення,

i це обґрунтовує чому в подальшому розглядi обмежуємося лише точко-

вими перетвореннями. Доведено, що клас (1.1) є нормалiзованим (вiд-

носно точкових перетворень), i побудовано його (точкову) групу еквi-

валентностi 𝐺∼ та його (точкову) алгебру еквiвалентностi g∼. У цьому
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ж параграфi виокремлено рiвняння з класу (1.1) з нескiнченновимiрни-

ми алгебрами лiївської iнварiантностi та дослiджено властивостi скiн-

ченновимiрних придатних пiдалгебр проєкцiї 𝜛*g∼ алгебри g∼ на прос-

тiр iз координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢), якi є важливими для групової класифiкацiї

цього класу. У теоремi 1.14 параграфа 1.2 представлено основний резуль-

тат групової класифiкацiї у виглядi повного списку 𝐺∼-нееквiвалентних

розширень лiївської симетрiї у класi (1.1). Структуру частково впоряд-

кованої множини таких розширень показано на рисунку 1.1 у виглядi

дiаграми Хассе. Також обговорено спiввiдношення мiж розширеннями

лiївської симетрiї та граничними переходами. Параграф 1.3 присвячено

доведенню теореми 1.14 та її аналiзу. Знайдено низку 𝐺∼-iнварiантних

цiлочисельних характеристик пiдалгебр алгебри g∼ або, еквiвалентно,

алгебри проєкцiї 𝜛*g∼, якi дозволяють повнiстю iдентифiкувати 𝐺∼-

нееквiвалентнi випадки розширень лiївської симетрiї у класi (1.1). У па-

раграфi 1.4 використано цi характеристики для розрiзнення, з точнiстю

до 𝐺∼-еквiвалентностi, послiдовних розширень лiївської симетрiї серед

знайдених у теоремi. Таким чином, вичерпно описано структуру частко-

во впорядкованої множини 𝐺∼-нееквiвалентних розширень лiївської си-

метрiї в класi (1.1). Можливi шляхи для групової класифiкацiї пiдкласiв

класу (1.1) проаналiзовано в параграфi 1.5. Як приклад використано ре-

зультати роботи [130] для проведення повної групової класифiкацiї важ-

ливого пiдкласу 𝒦2, що пов’язаний з умовою 𝑓𝑥 + 𝑓𝑡 = 0, з точнiстю до

еквiвалентностi, iндукованою групою еквiвалентностi 𝐺∼2 цього пiдкласу.

У параграфi 1.6 обговорено отриманi результати та розглянуто пов’язанi

з ними проблеми для подальшого дослiдження.

Результати цього роздiлу опублiковано в роботах [7, 16,46].
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1.1. Попереднiй аналiз

У цьому параграфi розглянемо надклас 𝒦gen всiх рiвнянь загального

вигляду 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝒦 ⊂ 𝒦gen. Для фiксованого значення довiльного

елементу 𝑓 позначимо через 𝐾𝑓 рiвняння з класу 𝒦gen iз цим значен-

ням 𝑓 . Розгляд почнемо з дослiдження контактних допустимих перетво-

рень для пiдкласу 𝒦̄ з 𝒦gen, який видiляємо за допомогою умови 𝑓𝑢 ̸= 0,

тобто додаємо до 𝒦 лiнiйнi рiвняння вигляду 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) з 𝑓𝑢𝑢 = 0 i

𝑓𝑢 ̸= 0.

Наступна лема узагальнює результат Софуса Лi з роботи [95].

Лема 1.2. Будь-яке контактне допустиме перетворення в класi 𝒦̄ є

першим продовженням точкового допустимого перетворення в цьому

класi.

Доведення. Наведемо просте доведення за допомогою прямого методу.

Фiксуємо контактне допустиме перетворення 𝒯 = (𝑓,Φ, 𝑓) для кла-

су 𝒦̄. Тут Φ: (𝑡, 𝑥̃, 𝑢̃, 𝑢̃𝑡, 𝑢̃𝑥̃) = (𝑇,𝑋, 𝑈, 𝑈 𝑡, 𝑈𝑥) — контактне перетворення

iз незалежними змiнними (𝑡, 𝑥) i залежною змiнною 𝑢, що вiдображає

рiвняння 𝐾𝑓 : 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) у рiвняння 𝐾𝑓 : 𝑢̃𝑡𝑥̃ = 𝑓(𝑡, 𝑥̃, 𝑢̃). Функ-

цiї 𝑇 , 𝑋, 𝑈 , 𝑈 𝑡 та 𝑈𝑥, якi визначають компоненти перетворення Φ,

є гладкими функцiями змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑡, 𝑢𝑥) з ненульовим якобiаном,⃒⃒
𝜕(𝑇,𝑋, 𝑈, 𝑈 𝑡, 𝑈𝑥)/𝜕(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑡, 𝑢𝑥)

⃒⃒
̸= 0, та задовольняють умову кон-

тактностi

𝑈 𝑡D𝑡𝑇 + 𝑈𝑥D𝑡𝑋 = D𝑡𝑈,

𝑈 𝑡D𝑥𝑇 + 𝑈𝑥D𝑥𝑋 = D𝑥𝑈,
(1.2)

де

D𝑡 = 𝜕𝑡 + 𝑢𝑡𝜕𝑢 + 𝑢𝑡𝑡𝜕𝑢𝑡
+ 𝑢𝑡𝑥𝜕𝑢𝑥

+ · · · ,
D𝑥 = 𝜕𝑥 + 𝑢𝑥𝜕𝑢 + 𝑢𝑡𝑥𝜕𝑢𝑡

+ 𝑢𝑥𝑥𝜕𝑢𝑥
+ · · ·

— оператори повних похiдних вiдповiдно вiдносно змiнних 𝑡 та 𝑥. Пiс-

ля групування коефiцiєнтiв при других похiдних вiд залежної змiнної 𝑢
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в умовi контактностi (1.2) отримаємо систему

𝑈 𝑡𝑇𝑢𝑡
+ 𝑈𝑥𝑋𝑢𝑡

= 𝑈𝑢𝑡
, 𝑈 𝑡D̂𝑡𝑇 + 𝑈𝑥D̂𝑡𝑋 = D̂𝑡𝑈,

𝑈 𝑡𝑇𝑢𝑥
+ 𝑈𝑥𝑋𝑢𝑥

= 𝑈𝑢𝑥
, 𝑈 𝑡D̂𝑥𝑇 + 𝑈𝑥D̂𝑥𝑋 = D̂𝑥𝑈,

(1.3)

де D̂𝑡 = 𝜕𝑡 + 𝑢𝑡𝜕𝑢 та D̂𝑥 = 𝜕𝑥 + 𝑢𝑥𝜕𝑢 — обрiзанi оператори повних по-

хiдних вiдносно змiнних 𝑡 та 𝑥. Умову, що перетворення Φ вiдображає

рiвняння 𝐾𝑓 у рiвняння 𝐾𝑓 , враховуємо шляхом замiни виразу для 𝑢̃𝑡𝑥̃
у термiнах нетильдованих змiнних:⃒⃒⃒⃒

⃒D𝑡𝑈
𝑥 D𝑥𝑈

𝑥

D𝑡𝑋 D𝑥𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒ D𝑡𝑇 D𝑥𝑇

D𝑡𝑈
𝑡 D𝑥𝑈

𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ = (Φ*𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ D𝑡𝑇 D𝑥𝑇

D𝑡𝑋 D𝑥𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (1.4)

Тут Φ* — обернене вiдображення до вiдображення Φ, Φ*𝑓 := 𝑓(𝑇,𝑋,𝑈).

Перше рiвняння в (1.4) є диференцiальним наслiдком системи (1.2). Роз-

щеплення рiвняння (1.4) вiдносно 𝑢𝑡𝑡 та 𝑢𝑥𝑥 приводить, зокрема, до рiв-

нянь⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑈𝑥

𝑢𝑡
𝑈𝑥
𝑢𝑥

𝑋𝑢𝑡
𝑋𝑢𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑇𝑢𝑡

𝑇𝑢𝑥

𝑈 𝑡
𝑢𝑡
𝑈 𝑡
𝑢𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ = (Φ*𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑇𝑢𝑡

𝑇𝑢𝑥

𝑋𝑢𝑡
𝑋𝑢𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (1.5а)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑈𝑥

𝑢𝑡
D̂𝑥𝑈

𝑥

𝑋𝑢𝑡
D̂𝑥𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑇𝑢𝑡

D̂𝑥𝑇

𝑈 𝑡
𝑢𝑡

D̂𝑥𝑈
𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ = (Φ*𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑇𝑢𝑡

D̂𝑥𝑇

𝑋𝑢𝑡
D̂𝑥𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (1.5б)

⃒⃒⃒⃒
⃒ D̂𝑡𝑈

𝑥 𝑈𝑥
𝑢𝑥

D̂𝑡𝑋 𝑋𝑢𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒ D̂𝑡𝑇 𝑇𝑢𝑥

D̂𝑡𝑈
𝑡 𝑈 𝑡

𝑢𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ = (Φ*𝑓)

⃒⃒⃒⃒
⃒ D̂𝑡𝑇 𝑇𝑢𝑥

D̂𝑡𝑋 𝑋𝑢𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (1.5в)

Нехай принаймнi одна з похiдних 𝑇𝑢𝑡
, 𝑇𝑢𝑥

, 𝑋𝑢𝑡
та 𝑋𝑢𝑥

не дорiвнює

тотожно нулю. З точнiстю до перестановок змiнних 𝑡 i 𝑥 та змiнних 𝑡 i 𝑥̃,

якi є перетвореннями еквiвалентностi для класу 𝒦̄, можна вважати, що
𝑇𝑢𝑡
̸= 0. Введемо позначення

Λ :=
𝑈 𝑡
𝑢𝑡
− (Φ*𝑓)𝑋𝑢𝑡

𝑇𝑢𝑡

.

Таким чином, Λ — функцiя змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑡, 𝑢𝑥). З урахуванням цього

позначення i других рiвностей у рiвняннях (1.5а) та (1.5б) отримаємо



33

рiвняння

𝑈 𝑡
𝑢𝑡
= Λ𝑇𝑢𝑡

+ (Φ*𝑓)𝑋𝑢𝑡
,

𝑈 𝑡
𝑢𝑥

= Λ𝑇𝑢𝑥
+ (Φ*𝑓)𝑋𝑢𝑥

,

D̂𝑥𝑈
𝑡 = ΛD̂𝑥𝑇 + (Φ*𝑓)D̂𝑥𝑋,

якi можна представити як єдине рiвняння вигляду

D𝑥𝑈
𝑡 = ΛD𝑥𝑇 + (Φ*𝑓)D𝑥𝑋.

Це рiвняння визначено на всьому просторi струменiв другого поряд-

ку J2(𝑡, 𝑥;𝑢) з незалежними змiнними (𝑡, 𝑥) i залежною змiнною 𝑢. Пiсля

вiднiмання останнього рiвняння вiд рiвностi

D𝑥𝑈
𝑡 = (pr(2)Φ)

*(𝑢̃𝑡𝑡)D𝑥𝑇 + (pr(2)Φ)
*(𝑢̃𝑡𝑥̃)D𝑥𝑋

отримаємо рiвняння(︀
(pr(2)Φ)

*(𝑢̃𝑡𝑡)− Λ
)︀
D𝑥𝑇 + (pr(2)Φ)

*(𝑢̃𝑡𝑥̃ − 𝑓)D𝑥𝑋 = 0 (1.6)

на просторi струменiв другого порядку J2(𝑡, 𝑥;𝑢). Тут pr(2)Φ — друге

продовження контактного перетворення Φ. На многовидi рiвняння 𝐾𝑓

у просторi струменiв J2(𝑡, 𝑥;𝑢), де 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓 та (pr(2)Φ)
*(𝑢̃𝑡𝑥̃ − 𝑓) = 0,

рiвняння (1.6) набуває вигляду(︀
(pr(2)Φ)

*(𝑢̃𝑡𝑡)− Λ
)︀
(D̂𝑥𝑇 + 𝑓𝑇𝑢𝑡

+ 𝑇𝑢𝑥
𝑢𝑥𝑥) = 0.

Оскiльки похiдна 𝑢̃𝑡𝑡 є незв’язною на розв’язках рiвняння 𝐾𝑓 , то

D̂𝑥𝑇 + 𝑓𝑇𝑢𝑡
+ 𝑇𝑢𝑥

𝑢𝑥𝑥 = 0,

i пiсля розщеплення вiдносно 𝑢𝑥𝑥 маємо такi два рiвняння:

𝑇𝑢𝑥
= 0 та D̂𝑥𝑇 + 𝑓𝑇𝑢𝑡

= 0.

Використовуючи перше з цих двох рiвнянь, друге рiвняння можна до-

датково розщепити вiдносно 𝑢𝑥 i як результат отримуємо рiвняння:

𝑇𝑢 = 0 i 𝑇𝑥 + 𝑓𝑇𝑢𝑡
= 0.
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Оскiльки 𝑇𝑢 = 0 i 𝑓𝑢 ̸= 0, то рiвняння 𝑇𝑥 + 𝑓𝑇𝑢𝑡
= 0 можна розщепити

на рiвняння 𝑇𝑥 = 𝑇𝑢𝑡
= 0, що суперечить нерiвностi 𝑇𝑢𝑡

̸= 0.

Таким чином,

𝑇𝑢𝑡
= 𝑇𝑢𝑥

= 𝑋𝑢𝑡
= 𝑋𝑢𝑥

= 0.

Тодi з системи (1.3) прямо випливає, що

𝑈𝑢𝑡
= 𝑈𝑢𝑥

= 0.

Оскiльки 𝑡-, 𝑥- i 𝑢-компоненти контактного перетворення Φ не залежать

вiд похiдних першого порядку 𝑢𝑡 i 𝑢𝑥, то це перетворення є першим про-

довженням точкового перетворення з тими ж 𝑡-, 𝑥- i 𝑢-компонентами.

Узагальнення леми 1.2 для класу рiвнянь 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑡, 𝑢𝑥) дове-

дено у роботi [119]. У силу леми 1.2, всi структури, що пов’язанi з кон-

тактними перетвореннями рiвнянь iз надкласу 𝒦̄ та всi його пiдкласи,

включаючи клас 𝒦, — це першi продовження вiдповiдних структур, що

пов’язанi з точковими перетвореннями рiвнянь iз тих же класiв. Цi струк-

тури включають групоїди еквiвалентностi, групи еквiвалентностi цих

класiв та групи симетрiй рiвнянь iз цих класiв. Таким чином, подальший

розгляд можна обмежити лише точковими перетвореннями в класi 𝒦.
Зауваження 1.3. Нетривiальнi приклади використання контактних пе-

ретворень еквiвалентностi у задачi групової класифiкацiї класу рiвнянь

типу нелiнiйної теплопровiдностi представлено у роботах [6, 13, 14], див.

додаток А.

Наступна лема є очевидним наслiдком леми 1.2 та [84, теорема 4.3c].

Лема 1.4. Клас (1.1) є нормалiзованим у звичайному сенсi як вiднос-

но точкових, так i контактних перетворень, тобто його точковий

та контактний групоїди еквiвалентностi спiвпадають iз групоїдами

дiї вiдповiдно його точкової групи еквiвалентностi 𝐺∼ та першим про-

довженням цiєї групи. Група 𝐺∼ утворена перетвореннями вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝑋(𝑥), 𝑢̃ = 𝐶𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥), 𝑓 =
𝐶𝑓 + 𝑈 0

𝑡𝑥

𝑇𝑡𝑋𝑥
(1.7)
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та дискретним перетворенням еквiвалентностi I0: 𝑡 = 𝑥, 𝑥̃ = 𝑡, 𝑢̃ = 𝑢,

𝑓 = 𝑓 . Тут 𝑇 , 𝑋 та 𝑈 0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв,

𝑇𝑡𝑋𝑥 ̸= 0, 𝐶 — довiльна ненульова стала.

Наслiдок 1.5. Повний список дискретних перетворень еквiвалентнос-

тi класу (1.1), якi є незалежними з точнiстю до композицiй одне

з одним та з неперервними перетвореннями еквiвалентностi цього

класу, вичерпують (𝑡, 𝑥)-перестановка I0 i три перетворення змiни

знаку змiнних,

I𝑡 : (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓) ↦→ (−𝑡, 𝑥, 𝑢,−𝑓), I𝑥 : (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓) ↦→ (𝑡,−𝑥, 𝑢,−𝑓),
I𝑢 : (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓) ↦→ (𝑡, 𝑥,−𝑢,−𝑓).

Фактор-група групи еквiвалентностi 𝐺∼ класу (1.1) вiдносно її одинич-

ної компоненти iзоморфна групi D4 × Z2, де дiедрова група D4 — група

симетрiї квадрата.

Наслiдок 1.6. Рiвняння вигляду 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) з 𝑓𝑢 ̸= 0 не можна

звести за допомогою контактних перетворень до рiвняння такого ж

вигляду з 𝑓𝑢 = 0.

Доведення. Припустимо протилежне, тобто нехай iснує таке контактне

перетворення Φ. Повторюючи доведення леми 1.2 для 𝑓𝑢 ̸= 0 та 𝑓𝑢 = 0,

отримаємо, що перетворення Φ є першим продовженням точкового пере-

творення у просторi з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢). З теореми 4.3c роботи [84]

випливає, що (точкова) група еквiвалентностi надкласу 𝒦gen всiх рiв-

нянь вигляду 𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) спiвпадає з групою 𝐺∼, i будь-яке точкове

допустиме перетворення у класi 𝒦gen визначено деяким елементом гру-

пи 𝐺∼. Умови 𝑓𝑢 ̸= 0 та 𝑓𝑢 = 0 — 𝐺∼-iнварiантнi, а це суперечить при-

пущенню.

З результатiв робiт [95, 96] випливає, що твердження аналогiчнi ле-

мам 1.2 та 1.4 та наслiдку 1.6 можливо були вiдомi ще Софусу Лi. У за-

гальному випадку аналогiчнi твердження є типовими для теорiї кон-

тактної еквiвалентностi рiвнянь Монжа–Ампера, див., наприклад, лему 1
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у роботi [91, с. 205] та лiтературу там. Зокрема, вищезазначений наслi-

док 1.6 випливає iз наслiдку 1 роботи [90, с. 238].

Зауваження 1.7. З наведених вище тверджень випливає, що клас 𝒦gen

та його пiдкласи 𝒦gen ∖ 𝒦̄, 𝒦̄, 𝒦̄ ∖ 𝒦 та 𝒦, якi вiдповiдно виокремлено

допомiжними умовами 𝑓𝑢 = 0, 𝑓𝑢 ̸= 0, 𝑓𝑢 ̸= 0 ∧ 𝑓𝑢𝑢 = 0 та 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0,

мають одну i ту ж точкову групу еквiвалентностi 𝐺∼ i є нормалiзова-

ними вiдносно точкових перетворень. Пiдкласи 𝒦̄, 𝒦̄ ∖ 𝒦 та 𝒦 також є

нормалiзованими вiдносно контактних перетворень. Рiвняння з класу 𝒦
не можна вiдобразити за допомогою контактних перетворень у рiвняння

з класу 𝒦gen ∖𝒦. На сьогоднi групова класифiкацiя класу 𝒦gen ∖𝒦 з точ-

нiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi не виконана, але добре вiдомий розв’язок

Софуса Лi задачi групової класифiкацiї для ширшого класу всiх лiнiйних

гiперболiчних рiвнянь iз двома незалежними змiнними [96]. Бiльш того,

симетрiйнi властивостi лiнiйного та нелiнiйного рiвнянь iз класу 𝒦gen,

якi утворюють вiдповiдно класи 𝒦gen ∖ 𝒦 та 𝒦, повнiстю рiзнi. Останнi

три факти обґрунтовують виключення лiнiйних рiвнянь iз подальшого

розгляду.

З леми 1.4 випливає, що перетворення вигляду (1.7) утворюють пiд-

групу 𝐻 групи 𝐺∼. Будь-яке таке перетворення T можна представити

у виглядi композицiї

T = D𝑡(𝑇 ) ∘D𝑥(𝑋) ∘ Z(𝑈 0) ∘D𝑢(𝐶)

елементарних перетворень еквiвалентностi

D𝑡(𝑇 ) : 𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝑥, 𝑢̃ = 𝑢, 𝑓 = 𝑓/𝑇𝑡,

D𝑥(𝑋) : 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝑋(𝑥), 𝑢̃ = 𝑢, 𝑓 = 𝑓/𝑋𝑥,

D𝑢(𝐶) : 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝑥, 𝑢̃ = 𝐶𝑢, 𝑓 = 𝐶𝑓,

Z(𝑈 0) : 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝑥, 𝑢̃ = 𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥), 𝑓 = 𝑓 + 𝑈 0
𝑡𝑥,

якi вiдповiдно є довiльним перетворенням змiнної 𝑡, довiльним пере-

творенням змiнної 𝑥, масштабуванням змiнної 𝑢 i зсувом за змiнною 𝑢
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з довiльними функцiями змiнних (𝑡, 𝑥). Параметри перетворення описа-

но в лемi 1.4, а їх значення такi ж як у перетвореннi вигляду (1.7). Сiм’ї

елементарних перетворень {D𝑡(𝑇 )}, {D𝑥(𝑋)}, {D𝑢(𝐶)} та {Z(𝑈 0)}, де
вiдповiдна стала або параметр-функцiя не є фiксованими, є пiдгрупа-

ми групи 𝐺∼. Ще одне елементарне перетворення еквiвалентностi кла-

су (1.1) — це перетворення I0, при цьому I𝑡 = D𝑡(−𝑡), I𝑥 = D𝑡(−𝑥) та
I𝑢 = D𝑢(−1). Отже, будь-яке перетворення T з 𝐺∼ ∖𝐻 можна предста-

вити як

T = I0 ∘D𝑡(𝑇 ) ∘D𝑥(𝑋) ∘ Z(𝑈 0) ∘D𝑢(𝐶).

Наслiдок 1.8. Алгеброю еквiвалентностi класу (1.1) є

g∼ :=
⟨︀
𝐷̂𝑡(𝜏), 𝐷̂𝑥(𝜉), 𝐼, 𝑍(𝜂0)

⟩︀
,

де параметр-функцiї 𝜏 = 𝜏(𝑡), 𝜉 = 𝜉(𝑥) та 𝜂0 = 𝜂0(𝑡, 𝑥) пробiгають

множину гладких функцiй своїх аргументiв,

𝐷̂𝑡(𝜏) := 𝜏(𝑡)𝜕𝑡 − 𝜏𝑡(𝑡)𝑓𝜕𝑓 , 𝐷̂𝑥(𝜉) := 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 − 𝜉𝑥(𝑥)𝑓𝜕𝑓 ,
𝐼 := 𝑢𝜕𝑢 + 𝑓𝜕𝑓 , 𝑍(𝜂0) := 𝜂0(𝑡, 𝑥)𝜕𝑢 + 𝜂0𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝜕𝑓 .

За допомогою iнфiнiтезимального критерiю iнварiантностi [41,42,112]

доводимо таке твердження:

Твердження 1.9. Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi g𝑓

рiвняння 𝐾𝑓 iз класу (1.1) утворюють векторнi поля вигляду

𝜏(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 +
(︀
𝜂1𝑢+ 𝜂0(𝑡, 𝑥)

)︀
𝜕𝑢,

де параметр-функцiї 𝜏 = 𝜏(𝑡), 𝜉 = 𝜉(𝑥), 𝜂0 = 𝜂0(𝑡, 𝑥) та стала 𝜂1

задовольняють класифiкацiйне рiвняння

𝜏𝑓𝑡 + 𝜉𝑓𝑥 +
(︀
𝜂1𝑢+ 𝜂0

)︀
𝑓𝑢 =

(︀
𝜂1 − 𝜏𝑡 − 𝜉𝑥

)︀
𝑓 + 𝜂0𝑡𝑥. (1.8)

Розглянемо лiнiйну оболонку g⟨ ⟩ усiх максимальних алгебр лiївської

iнварiантностi рiвнянь iз класу (1.1),

g⟨ ⟩ :=
∑︀

𝑓 g𝑓 =
{︀
𝑄 = 𝜏(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 + (𝜂1𝑢+ 𝜂0(𝑡, 𝑥))𝜕𝑢

}︀
=
⟨︀
𝐷𝑡(𝜏), 𝐷𝑥(𝜉), 𝐼, 𝑍(𝜂0)

⟩︀
̸= ⋃︀𝑓 g𝑓 ,

(1.9)
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де параметри 𝜏 , 𝜉 та 𝜂0 пробiгають множину гладких функцiй своїх ар-

гументiв, 𝜂1 — довiльна стала та

𝐷𝑡(𝜏) := 𝜏(𝑡)𝜕𝑡, 𝐷𝑥(𝜉) := 𝜉(𝑥)𝜕𝑥, 𝐼 := 𝑢𝜕𝑢, 𝑍(𝜂0) := 𝜂0(𝑡, 𝑥)𝜕𝑢.

Очевидно, що будь-яке векторне поле 𝑄 вищезазначеного вигляду

з (𝜏, 𝜉) ̸= (0, 0) з алгебри g𝑓 для будь-якого 𝑓 задовольняє класифiкацiйне

рiвняння з компонентами векторного поля 𝑄, i таке значення довiльно-

го елементу 𝑓 обов’язково iснує. Остання нерiвнiсть у (1.9) завжди має

мiсце, оскiльки векторнi поля з ⟨𝐼, 𝑍(𝜂0)⟩ не належать алгебрi g𝑓 для

будь-якого 𝑓 , в силу умови 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0 для довiльного елементу 𝑓 у кла-

сi (1.1). У той же час такi векторнi поля можна представити як лiнiйнi

комбiнацiї векторних полiв лiнiйної оболонки g⟨ ⟩ з (𝜏, 𝜉) ̸= (0, 0). Таким

чином, також має мiсце друга рiвнiсть у (1.9) i тому алгебра g⟨ ⟩ спiвпадає

з проєкцiєю 𝜛*g∼ алгебри g∼. Бiльш того, лiнiйна оболонка g⟨ ⟩ є алге-

брою Лi, оскiльки вона замкнена вiдносно дужки Лi векторних полiв.

Тут i нижче через 𝜛 позначаємо проєкцiю простору з координата-

ми (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓) на простiр iз координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢). Також використовуємо

позначення 𝜋𝑡,𝑥, 𝜋𝑡 та 𝜋𝑥 для проєкцiй простору з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢)

вiдповiдно на простори з координатами (𝑡, 𝑥), 𝑡 та 𝑥.

Нетотожнi дiї елементарних перетворень еквiвалентностi на вказанi

векторнi поля з лiнiйної оболонки g⟨ ⟩ мають вигляд(︀
𝜛*D

𝑡(𝑇 )
)︀
*𝐷

𝑡(𝜏) = 𝐷𝑡
(︀
𝜏(𝑇 )/𝑇𝑡

)︀
,(︀

𝜛*D
𝑡(𝑇 )

)︀
*𝑍(𝜂

0) = 𝑍
(︀
𝜂0(𝑇 , 𝑥)

)︀
,(︀

𝜛*D
𝑥(𝑋)

)︀
*𝐷

𝑥(𝜉) = 𝐷𝑥
(︀
𝜉(𝑋̂)/𝑋̂𝑥

)︀
,(︀

𝜛*D
𝑥(𝑋)

)︀
*𝑍(𝜂

0) = 𝑍
(︀
𝜂0(𝑡, 𝑋̂)

)︀
,(︀

𝜛*Z(𝑈
0)
)︀
*𝐷

𝑡(𝜏) = 𝐷𝑡(𝜏) + 𝑍(𝜏𝑈 0
𝑡 ),(︀

𝜛*D
𝑢(𝐶)

)︀
*𝑍(𝜂

0) = 𝑍(𝐶𝜂0),(︀
𝜛*Z(𝑈

0)
)︀
*𝐷

𝑥(𝜉) = 𝐷𝑥(𝜉) + 𝑍(𝜉𝑈 0
𝑥),(︀

𝜛*Z(𝑈
0)
)︀
*𝐼 = 𝐼 − 𝑍(𝑈 0),
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де функцiї 𝑇 = 𝑇 (𝑡) та 𝑋̂ = 𝑋̂(𝑥) — вiдповiдно оберненi до функцiй 𝑇

та 𝑋.

Означення 1.10 (див., наприклад, [28, 37]). Пiдалгебру s алгебри g⟨ ⟩

називають придатною, якщо iснує значення довiльного елементу 𝑓 таке,

що s = g𝑓 .

З леми 1.4 випливає, що задачу групової класифiкацiї класу (1.1) мож-

на звести до класифiкацiї придатних пiдалгебр алгебри g⟨ ⟩ = 𝜛*g∼ з точ-

нiстю до 𝜛*𝐺∼-еквiвалентностi.

Пiсля розщеплення класифiкацiйного рiвняння (1.8) вiдносно довiль-

ного елементу 𝑓 та його похiдних отримаємо тривiальну систему: 𝜏 = 0,

𝜉 = 0, 𝜂1 = 0 та 𝜂0 = 0. Таким чином, має мiсце таке твердження:

Лема 1.11. Ядром алгебри лiївської iнварiантностi рiвнянь iз кла-

су (1.1) є g∩ = {0}.
Оскiльки ядро алгебри лiївської iнварiантностi g∩ є нульовим, то умо-

ва необхiдного включення його в кожну придатну алгебру не приводить

до обмежень на такi алгебри. Аналiзуючи класифiкацiйне рiвняння (1.8)

глибше, отримаємо дiйсно суттєвi обмеження на такi алгебри.

Лема 1.12. (i) g𝑓∩
⟨︀
𝐼, 𝑍(𝜂0)

⟩︀
= {0} для будь-якої 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) з 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0

i тому dim g𝑓 = dim𝜋𝑡,𝑥* g𝑓 . Тут 𝜂0 пробiгає множину гладких функцiй

змiнних (𝑡, 𝑥).

(ii) dim g𝑓 =∞ тодi i лише тодi, коли 𝑓 = e𝑢 (mod 𝐺∼).

(iii) Якщо 𝑓 ̸= e𝑢 (mod 𝐺∼), то dim g𝑓 ⩽ 4.

Доведення. Нехай для значення довiльного елементу 𝑓 алгебра g𝑓 вклю-

чає векторне поле 𝜂1𝐼 + 𝑍(𝜂0) з (𝜂1, 𝜂0) ̸= (0, 0). З класифiкацiйного

рiвняння (1.8) випливає, що функцiя 𝑓 задовольняє рiвняння(︀
𝜂1𝑢+ 𝜂0

)︀
𝑓𝑢 = 𝜂1𝑓 + 𝜂0𝑡𝑥.

Розглядаючи окремо випадки 𝜂1 ̸= 0 та 𝜂1 = 0 отримуємо, що в обох

цих випадках функцiя 𝑓 є лiнiйною вiдносно змiнної 𝑢, що суперечить

умовi 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0 для класу (1.1). Це доводить пункт (i) леми.
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Диференцiюємо класифiкацiйне рiвняння (1.8) за змiнною 𝑢. Оскiль-

ки 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0, то результат диференцiювання можна подiлити на 𝑓𝑢𝑢. Далi,

продиференцiювавши отримане рiвняння ще раз за змiнною 𝑢, приходи-

мо до рiвняння

𝜏

(︂
𝑓𝑢𝑡
𝑓𝑢𝑢

)︂
𝑢

+ 𝜉

(︂
𝑓𝑢𝑥
𝑓𝑢𝑢

)︂
𝑢

+ 𝜂1 = −(𝜏𝑡 + 𝜉𝑥)

(︂
𝑓𝑢
𝑓𝑢𝑢

)︂
𝑢

. (1.10)

Необхiдно розглянути два випадки: рiвнiсть чи не рiвнiсть нулю спiввiд-

ношення (𝑓𝑢/𝑓𝑢𝑢)𝑢.

При (𝑓𝑢/𝑓𝑢𝑢)𝑢 ̸= 0 рiвняння (1.10) можна записати у виглядi

𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 = −𝜏
(𝑓𝑢𝑡/𝑓𝑢𝑢)𝑢
(𝑓𝑢/𝑓𝑢𝑢)𝑢

− 𝜉 (𝑓𝑢𝑥/𝑓𝑢𝑢)𝑢
(𝑓𝑢/𝑓𝑢𝑢)𝑢

− 𝜂1 1

(𝑓𝑢/𝑓𝑢𝑢)𝑢
.

При фiксованому значеннi 𝑢 = 𝑢0 останнє рiвняння набуває вигляду

𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 = 𝐴(𝑡, 𝑥)𝜏 +𝐵(𝑡, 𝑥)𝜉 + 𝐶(𝑡, 𝑥),

де коефiцiєнти 𝐴, 𝐵 та 𝐶 очевидно можна виразити через похiднi вiд

функцiї 𝑓 у фiксованiй точцi 𝑢 = 𝑢0. Далi додатково фiксуючи зна-

чення 𝑡 = 𝑡0, отримаємо неоднорiдне лiнiйне звичайне диференцiальне

рiвняння першого порядку

𝜉𝑥 = 𝐵(𝑡0, 𝑥)𝜉 − 𝜏𝑡(𝑡0) + 𝐴(𝑡0, 𝑥)𝜏(𝑡0) + 𝜂1𝐶(𝑡0, 𝑥)

вiдносно функцiї 𝜉, неоднорiднiсть якого включає три сталi парамет-

ри 𝜏(𝑡0), 𝜏𝑡(𝑡0) та 𝜂1. Загальний розв’язок цього рiвняння можна пред-

ставити у виглядi

𝜉 = 𝐶1𝜉
1(𝑥) + 𝜏(𝑡0)𝜉

2(𝑥) + 𝜏𝑡(𝑡0)𝜉
3(𝑥) + 𝜂1𝜉4(𝑥),

де 𝜉𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 4, фiксованi гладкi функцiї змiнної 𝑥. Отже, цей

розв’язок лiнiйно параметризований щонайбiльше чотирма незалежними

довiльними сталими. Iншими словами, dim𝜋𝑥*g𝑓 ⩽ 4. Аналогiчно, пiсля

врахування отриманого спiввiдношення для 𝜉, при фiксованому значен-

нi 𝑥0 для змiнної 𝑥 замiсть 𝑡 отримаємо неоднорiдне лiнiйне звичайне
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диференцiальне рiвняння першого порядку

𝜏𝑡 = 𝐴(𝑡, 𝑥0)𝜏 +𝐵(𝑡, 𝑥0)
(︀
𝐶1𝜉

1(𝑥0) + 𝜏(𝑡0)𝜉
2(𝑥0)

+ 𝜏𝑡(𝑡0)𝜉
3(𝑥0) + 𝜂1𝜉4(𝑥0)

)︀
− 𝐶1𝜉1𝑥(𝑥0)− 𝜏(𝑡0)𝜉2𝑥(𝑥0)− 𝜏𝑡(𝑡0)𝜉3𝑥(𝑥0)− 𝜂1𝜉4𝑥(𝑥0) + 𝐶(𝑡, 𝑥0)

вiдносно функцiї 𝜏 , де неоднорiднiсть включає чотири сталi парамет-

ри 𝜏(𝑡0), 𝜏𝑡(𝑡0), 𝜂1 та 𝐶1. Оскiльки значення 𝜏 у фiксованiй точцi 𝑡 = 𝑡0

серед цих параметрiв, то загальний розв’язок цього рiвняння включає

цi ж параметри, тобто dim𝜋𝑡*g𝑓 ⩽ 4. Таким чином, dim𝜋𝑡,𝑥* g𝑓 ⩽ 4 i з

урахуванням пункту (i) леми отримаємо, що dim g𝑓 ⩽ 4.

Тепер розглянемо другий випадок: (𝑓𝑢/𝑓𝑢𝑢)𝑢 = 0, тобто

𝑓 = 𝛾(𝑡, 𝑥)e𝛼(𝑡,𝑥)𝑢 + 𝛽(𝑡, 𝑥),

де 𝛼𝛾 ̸= 0, оскiльки 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0 для класу (1.1). Крiм того, можна вважати,

що 𝛾 = 1 (mod 𝐺∼). Пiдставивши отриманий вигляд функцiї 𝑓 у кла-

сифiкацiйне рiвняння (1.8), пiсля групування коефiцiєнтiв при лiнiйно

незалежних функцiях 𝑢e𝛼𝑢, e𝛼𝑢 та 1, якi трактуємо як функцiї змiнної 𝑢,

приходимо до системи

𝜏𝛼𝑡 + 𝜉𝛼𝑥 + 𝜂1𝛼 = 0, 𝛼𝜂0 = 𝜂1 − 𝜏𝑡 − 𝜉𝑥,
𝜏𝛽𝑡 + 𝜉𝛽𝑥 =

(︀
𝜂1 − 𝜏𝑡 − 𝜉𝑥

)︀
𝛽 + 𝜂0𝑡𝑥.

(1.11)

Якщо 𝛼𝑥 ̸= 0, то

𝜉 = −
(︀
(𝜏𝛼𝑡 + 𝜂1𝛼)/𝛼𝑥

)︀⃒⃒
𝑡=𝑡0

,

тобто компонента 𝜉 включає не бiльше двох довiльних сталих: 𝜏(𝑡0) та 𝜂1.

Аналогiчно, якщо 𝛼𝑡 ̸= 0, то

𝜏 =
(︀
(𝜉𝛼𝑥 + 𝜂1𝛼)/𝛼𝑡

)︀⃒⃒
𝑥=𝑥0

,

тобто компонента 𝜏 також включає щонайбiльше двi довiльнi сталi: 𝜉(𝑥0)

та 𝜂1. Таким чином, у випадку 𝛼𝑡𝛼𝑥 ̸= 0 компоненти 𝜏 та 𝜉 загалом вклю-

чають щонайбiльше три рiзнi довiльнi сталi. Отже, dim g𝑓 ⩽ 3. Якщо
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лише одна з похiдних 𝛼𝑡 та 𝛼𝑥 є ненульовою, то з точнiстю до перетво-

рення еквiвалентностi I0, можна вважати, що 𝛼𝑥 ̸= 0 та 𝛼𝑡 = 0. Далi

пiсля пiдстановки виразiв

𝜉 = −𝜂1𝛼/𝛼𝑥 та 𝜂0 = (𝜂1 − 𝜏𝑡 − 𝜉𝑥)/𝛼,

якi знайдено з перших двох рiвнянь системи (1.11), в останнє рiвняння

системи (1.11), отримаємо неоднорiдне лiнiйне звичайне диференцiальне

рiвняння другого порядку вигляду

(1/𝛼)𝑥𝜏𝑡𝑡 − (𝛽𝜏)𝑡 = 𝜂1(𝛼𝛽/𝛼𝑥)𝑥 − 𝜂1𝛽

вiдносно функцiї 𝜏 , де старший коефiцiєнт (1/𝛼)𝑥 є ненульовим, а неод-

норiднiсть включає єдиний сталий параметр 𝜂1. Аналогiчно вищенаве-

деному розгляду, отримаємо dim g𝑓 ⩽ 3. Iнакше 𝛼𝑡 = 𝛼𝑥 = 0, а отже

𝛼 = const. Оскiльки 𝛼 ̸= 0, то можна покласти 𝛼 = 1 за допомогою

масштабування змiнної 𝑢 та перетворення I𝑢. Зазначену систему можна

звести до вигляду

𝜂1 = 0, 𝜂0 = −𝜏𝑡 − 𝜉𝑥, 𝜏𝛽𝑡 + 𝜉𝛽𝑥 = −(𝜏𝑡 + 𝜉𝑥)𝛽.

При 𝛽 ̸= 0 трактуємо останнє рiвняння так само як рiвняння (1.10) i

робимо висновок, що в цьому випадку dim g𝑓 ⩽ 3. Якщо 𝛽 = 0, то рiвнян-

ня 𝐾𝑓 спiвпадає з рiвнянням Лiувiлля 𝑢𝑡𝑥 = e𝑢, максимальною алгеброю

лiївської iнварiантностi якого є

g𝑓 = ⟨𝜏(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 − (𝜏𝑡(𝑡) + 𝜉𝑥(𝑥))𝜕𝑢⟩,

де компоненти 𝜏 та 𝜉 пробiгають вiдповiдно множину гладких функ-

цiй змiнних 𝑡 або 𝑥. Таким чином, dim g𝑓 = ∞, i з точнiстю до 𝐺∼-

нееквiвалентностi, це єдиний випадок iз нескiнченною розмiрнiстю алге-

бри dim g𝑓 , що доводить пункт (ii) леми.

Для всiх iнших рiвнянь iз класу (1.1) розмiрностi вiдповiдних макси-

мальних алгебр лiївської iнварiантностi не перевищують чотирьох, що й

приводить до пункту (iii) леми.
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Наслiдок 1.13. Якщо 𝑓 ̸= e𝑢 (mod 𝐺∼), то dim𝜋𝑡*g𝑓 ⩽ 3, dim𝜋𝑥*g𝑓 ⩽ 3.

Доведення. З пункту (iii) леми 1.12 маємо dim g𝑓 ⩽ 4, якщо 𝑓 ̸= e𝑢

(mod 𝐺∼). Тодi dim𝜋𝑡*g𝑓 ⩽ dim g𝑓 ⩽ 4 та dim𝜋𝑥*g𝑓 ⩽ dim g𝑓 ⩽ 4, тобто

𝜋𝑡*g𝑓 та 𝜋
𝑥
*g𝑓 — скiнченновимiрнi алгебри Лi векторних полiв вiдповiдно

на 𝑡- i 𝑥-прямих. Тодi зазначенi нерiвностi безпосередньо випливають iз

теореми Лi про такi алгебри.

1.2. Результат групової класифiкацiї

Основний результат групової класифiкацiї нелiнiйних узагальнених

рiвнянь Клейна–Ґордона представлено у виглядi наступної теореми.

Теорема 1.14. Повний список 𝐺∼-нееквiвалентних (максимальних)

розширень лiївських симетрiй у класi (1.1) вичерпують такi випадки:

0. Загальний випадок 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢): {0};
1. 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑢): ⟨𝜕𝑡⟩;
2. 𝑓 = 𝑓(𝑥− 𝑡, 𝑢): ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥⟩;
3. 𝑓 = e𝑡𝑓(𝑥, e−𝑡𝑢): ⟨𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢⟩;
4. 𝑓 = e𝑥+𝑡𝑓(𝑥− 𝑡, e−𝑥−𝑡𝑢): ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢⟩;
5. 𝑓 = e𝑡𝑓(e−𝑡𝑢): ⟨𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥⟩;
6. 𝑓 = e𝑥+𝑡𝑓(e−𝑥−𝑡𝑢): ⟨𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩;
7. 𝑓 = |𝑥− 𝑡|−𝑞−2𝑓(|𝑥− 𝑡|𝑞𝑢), 𝑞 ̸= 0: ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑞𝑢𝜕𝑢⟩;
8. 𝑓 = |𝑥|−𝑞−2𝑓(|𝑥|𝑞𝑢), 𝑞 ̸= 0: ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑞𝑢𝜕𝑢⟩;
9. 𝑓 = 𝑓(𝑢): ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑥⟩;
10. 𝑓 = (𝑥− 𝑡)−2𝑓(𝑢): ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝑡

2𝜕𝑡 + 𝑥2𝜕𝑥⟩;
11. 𝑓 = e𝑢/𝑥: ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩;
12. 𝑓 = |𝑢|𝑝𝑢, 𝑝 ̸= −1, 0: ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑥, −𝑝𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢⟩;
13. 𝑓 = e𝑢: ⟨𝜏(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 − (𝜏𝑡(𝑡) + 𝜉𝑥(𝑥))𝜕𝑢⟩.
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Тут 𝑓 — довiльна гладка функцiя своїх аргументiв, 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0, 𝑞 та 𝑝 —

довiльнi сталi, якi задовольняють умовам, що зазначенi у вiдповiдних

випадках. У випадку 13 компоненти 𝜏 та 𝜉 пробiгають вiдповiдно мно-

жину гладких функцiй змiнних 𝑡 або 𝑥.

Доведення теореми 1.14 представлено у параграфi 1.3.

Зауваження 1.15. Iснує два способи iнтерпретацiї випадкiв класифi-

кацiї, наведених у теоремi 1.14, у слабкому сенсi й у сильному сенсi.

У рамках слабкої групової класифiкацiї, розглядаємо весь пiдклас 𝒦𝑁

рiвнянь iз класу 𝒦 з функцiями 𝑓 вигляду, що вiдповiдає випадку 𝑁 ,

𝑁 ∈ Γ := {0, . . . , 6, 7𝑞, 8𝑞, 9, 10, 11, 12𝑝, 13 | 𝑞 ̸= 0, 𝑝 ̸= −1, 0},
i тодi вiдповiдна алгебра є ядром алгебри лiївської iнварiантностi g∩𝑁
рiвнянь iз пiдкласу 𝒦𝑁 . Тут використовуємо позначення 7𝑞 := (7, 𝑞),

8𝑞 := (8, 𝑞) та 12𝑝 := (12, 𝑝). Говоримо про випадки 7, 8 та 12 як про

набори вiдповiдно випадкiв 7𝑞, 8𝑞 та 12𝑝 iз фiксованими значеннями 𝑞

або 𝑝. Очевидно, що 𝒦0 = 𝒦.
У рамках сильної групової класифiкацiї випадок 𝑁 включає лише

рiвняння з пiдкласу 𝒦𝑁 для яких g𝑓 = g∩𝑁 . Таким чином, iз обговорен-

ня пiсля рiвняння (1.9) випливає, що g𝑓 = {0}, а отже, 𝐾𝑓 належить

до сильного випадку 0 тодi i лише тодi, коли функцiя 𝑓 не задовольняє

класифiкацiйне рiвняння (1.8) для будь-якої сталої 𝜂1 та будь-яких глад-

ких функцiй 𝜏 = 𝜏(𝑡), 𝜉 = 𝜉(𝑥) та 𝜂0 = 𝜂0(𝑡, 𝑥), причому (𝜏, 𝜉) ̸= (0, 0).

Для отримання розширень максимальних лiївських симетрiй у випад-

ках 1–9 параметр-функцiї 𝑓 мають набувати лише значення, для яких

вiдповiднi значення довiльних елементiв функцiї 𝑓 не є 𝐺∼-еквiвалентнi

iншим перелiченим випадкам iз максимальними алгебрами лiївської iнва-

рiантностi бiльших розмiрностей. Iншими словами, значення параметр-

функцiї 𝑓 призводить до розширення максимальної алгебри лiївських

симетрiй тодi i лише тодi, коли вона не задовольняє жодного рiвняння

серед вiдповiдних випадкiв у твердженнi 1.26 або твердженнi 1.27 ниж-

че. Випадок 10 є особливим, оскiльки g𝑓 = g∩10 для будь-якого 𝐾𝑓 ∈ 𝒦10,
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i вiн не залежить вiд iнтерпретацiї задачi групової класифiкацiї. У бiль-

шостi випадкiв будемо опускати характеристики “слабка” i “сильна”, явно

вказуючи всi мiсця, де використано слабку iнтерпретацiю.

Зауваження 1.16. Випадки 3–6 та 8 можна звести до наступних 𝐺∼-

еквiвалентних випадкiв, для кожного з яких довiльний елемент 𝑓 пробi-

гає множину довiльних гладких функцiй одного або двох аргументiв без

додаткового множника:

3′. 𝑓 = 𝑓
(︀
𝑥, 𝑡−1𝑢

)︀
: g𝑓 = ⟨𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢⟩;

4′. 𝑓 = 𝑓
(︀
𝑡−1𝑥, (𝑡𝑥)−1𝑢

)︀
: g𝑓 = ⟨𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢⟩;

5′. 𝑓 = 𝑓
(︀
𝑡−1𝑢

)︀
: g𝑓 = ⟨𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥⟩;

6′. 𝑓 = 𝑓
(︀
(𝑡𝑥)−1𝑢

)︀
: g𝑓 = ⟨𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩;

8′𝑎. 𝑓 = 𝑓
(︀
|𝑥|𝑞′𝑢

)︀
, 𝑞′ ̸= 0,−1: g𝑓 = ⟨𝜕𝑡, (𝑞′ + 1)𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑥 + 𝑞′𝑢𝜕𝑢⟩;

8′𝑏. 𝑓 = 𝑓
(︀
e−𝑥𝑢

)︀
: g𝑓 = ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩.

Тут випадок 8 роздiлено на два пiдвипадки, 8′𝑎 та 8′𝑏, якi вiдповiдають

значенням 𝑞 ̸= 0,−1 та 𝑞 = −1.
Зауваження 1.17. За допомогою точкового перетворення 𝑡 = 𝑥 + 𝑡,

𝑥̌ = 𝑥−𝑡, 𝑢̌ = 𝑢, 𝑓 = 𝑓 групову класифiкацiю класу (1.1) можна звести до

групової класифiкацiї нелiнiйних рiвнянь Клейна–Ґордона у стандартних

просторово-часових змiнних: 𝑢̌𝑡𝑡 − 𝑢̌𝑥̌𝑥̌ = 𝑓(𝑡, 𝑥̌, 𝑢̌).

Зауваження 1.18. Знайдено вiсiм трiйок 𝐺∼-iнварiантних цiлих харак-

теристик для пiдалгебр s алгебри g⟨ ⟩, якi є достатнiми для розрiзнення

𝐺∼-нееквiвалентних випадкiв розширень лiївських симетрiй, див. заува-

ження 1.25 нижче. Найвагомiшою серед цих восьми трiйок є (𝑟3, 𝑗1, 𝑟2):

𝑟3 = 𝑟3(s) := 3−min
{︀
dim

⟨︀
𝐷𝑡(𝜏), 𝐷𝑥(𝜉)

⟩︀
| ∃ 𝜂0 :

𝐷𝑡(𝜏) +𝐷𝑥(𝜉) + 𝐼 + 𝑍(𝜂0) ∈ s
}︀
,

𝑗1 = 𝑗1(s) := max(dim s1, dim s2),

𝑟2 = 𝑟2(s) := min(dim 𝜋𝑡*s
12, dim𝜋𝑥*s

12),
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де

s1 := s ∩
⟨︀
𝐷𝑡(𝜏), 𝑍(𝜂0)

⟩︀
, s2 := s ∩

⟨︀
𝐷𝑥(𝜉), 𝑍(𝜂0)

⟩︀
,

s12 := s ∩
⟨︀
𝐷𝑡(𝜏), 𝐷𝑥(𝜉), 𝑍(𝜂0)

⟩︀
.

У чотирьох зауваженнях нижче обговоримо слабкi розширення лiївсь-

ких симетрiй, опускаючи характеристику “слабка”.

Зауваження 1.19. Можемо частково впорядкувати набiр розширень

лiївських симетрiй у класi (1.1). Тут “(випадок 𝑁 ≺ випадок 𝑁̄)” iз

𝑁, 𝑁̄ ∈ Γ означає, що випадок 𝑁̄ є подальшим розширенням лiївських

симетрiй випадку 𝑁 з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, тобто iснує

T ∈ 𝐺∼ таке, що s ⊊ (𝜛*T)s̄, де s та s̄ є пiдалгебрами g⟨ ⟩, якi вiдпо-

вiдають випадкам 𝑁 та 𝑁̄ . Для вiдповiдних пiдкласiв 𝒦𝑁 та 𝒦𝑁̄ маємо

iнверсiйне включення, 𝒦𝑁 ⊋ (𝜛*T)𝒦𝑁̄ з тим же T ∈ 𝐺∼.
Зауваження 1.20. Додатково до характеристик iз зауваження 1.18 ви-

дiлимо iще двi 𝐺∼-iнварiантнi цiлi характеристики пiдалгебр s алге-

бри g⟨ ⟩:

𝑛 = 𝑛(s) := dim s, 𝑘 = 𝑘(s) := min(dim 𝜋𝑡*s, dim𝜋𝑥*s),

див. зауваження 1.25 нижче. Таким чином, розглядаємо набори вигля-

ду (𝑛, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗1, 𝑘), елементи яких впорядковано вiдповiдно до їх важ-

ливостi, див. початок параграфа 1.4. Частково впорядкуємо множи-

ну цих наборiв, вважаючи, що (𝑛, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗1, 𝑘) < (𝑛̄, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗̄1, 𝑘), якщо

𝑛 < 𝑛̄, 𝑟3 ⩽ 𝑟3, 𝑟2 ⩽ 𝑟2, 𝑗1 ⩽ 𝑗̄1 та 𝑘 ⩽ 𝑘. Нехай (𝑛, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗1, 𝑘) та

(𝑛̄, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗̄1, 𝑘) вiдповiдають алгебрам s та s̄ вiдповiдно з випадкiв𝑁 та 𝑁̄ .

Тодi вiдношення (випадок 𝑁 ≺ випадок 𝑁̄) є еквiвалентним вiдношенню

(𝑛, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗1, 𝑘) < (𝑛̄, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗̄1, 𝑘).

Зауваження 1.21. Дiаграма Хассе для частково впорядкованої мно-

жини 𝐺∼-нееквiвалентних розширень лiївських симетрiй у класi (1.1)

наведена на рис. 1.1. Вiдповiдно до правила побудови дiаграм Хассе,
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n = 0 Case 0

n = 1 Case 1 Case 2 Case 3 Case 4

n = 2 Case 5 Case 6 Case 7q Case 8q

n = 3 Case 9 Case 10 Case 11

n = 4 Case 12p

n =∞ Case 13

p
=

2/
q

Figure 2. Hasse diagram.

We separately consider the cases with different values of m ∈ {1, 2, 3} in descending order.

m = 3. We change the basis (Q1, . . . , Qn) in such a way that τ1, τ2, τ3 are linearly independent,
and τ i = 0, i = 4, . . . , n. Then πt∗gf = 〈τ1∂t, τ

2∂t, τ
3∂t〉 is a faithful realization of the algebra

sl(2,R) on the line. This fact has several implications. In particular, a := 〈Q1, Q2, Q3〉 is
also a faithful realization of sl(2,R), and πx∗a = 〈ξ1∂x, ξ

2∂x, ξ
3∂x〉 is a (not necessarily faithful)

realization of sl(2,R) as well. The last realization should be either faithful or zero since the
kernel of a homomorphism of a Lie algebra g to a Lie algebra is an ideal of g, and the algebra
sl(2,R) has no proper ideals. In other words, either ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0 or ξ1ξ2ξ3 6= 0. In
view of the Lie theorem, up to linearly combining Q1, Q2 and Q3 with each other, we can set
(τ1, τ2, τ3) = (1, t, t2) (mod πt∗G

∼). Moreover, the derivative [a, a] of the algebra a coincides
with the algebra a itself, and thus η1i = 0, i = 1, 2, 3.

In the case ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0, we have Qi = ti−1∂t+η0i∂u, i = 1, 2, 3, with η01 = 0 (mod G∼),
and τ i = 0, i > 3. The commutator relations of a,

[Q1, Q2] = ∂t + η02
t ∂u = Q1,

[Q1, Q3] = 2t∂t + η03
t ∂u = 2Q2,

[Q2, Q3] = t2∂t + tη03
t ∂u = Q3,

imply the system η02
t = 0, η03

t = 2η02, tη03
t = η03, and thus Q1 = ∂t, Q

2 = t∂t − µ(x)∂u,
Q3 = t2∂t− 2tµ(x)∂u, where µ is a smooth function of x. Successively substituting the obtained

10

Рис. 1.1. Дiаграма Хассе розширень лiївських симетрiй у класi (1.1).

стрiлки на рис. 1.1 зображають лише прямi розширення лiївських си-

метрiй. Пара (випадок 𝑁, випадок 𝑁̄) класифiкацiйних випадкiв таких,

що (випадок 𝑁 ≺ випадок 𝑁̄), є прямим розширенням лiївських симет-

рiй, якщо не iснує 𝑁̌ ∈ Γ такого, що

випадок 𝑁 ≺ випадок 𝑁̌ ≺ випадок 𝑁̄ .

Зауваження 1.22. Серед пар {(випадок 𝑁, випадок 𝑁̄), 𝑁, 𝑁̄ ∈ Γ}
iснує низка пар, якi пов’язанi мiж собою через граничнi переходи, якi

за необхiдностi потрiбно модифiкувати за допомогою перетворень еквi-

валентностi.1.1 Всi цi границi приводять до контракцiй g∩𝑁 → h ⊆ g∩
𝑁̄

1.1Такий граничний перехiд розглядався для класу нелiнiйних рiвнянь дифузiї в [43] та [42, с. 181],

де експоненцiальна нелiнiйнiсть була виключена з класифiкацiйного списку як границя степеневої

нелiнiйностi. Теорiю таких граничних переходiв та низку вiдповiдних прикладiв було розглянуто

в роботах [82,125,131].
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як контракцiї реалiзацiй векторними полями абстрактних алгебр Лi, де

h — пiдалгебра алгебри g∩
𝑁̄
, яка часто спiвпадає з всiєю алгеброю g∩

𝑁̄
.

Найбiльш очевидним граничним переходом є

випадок 7𝑞 → випадок 10 при 𝑞 → 0 з

g∩7,1 ≃ g∩7,𝑞 → ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥⟩ ⊊ g∩10.

Прикладом використання перетворень еквiвалентностi для алгебри, яку

було утворено пiсля контракцiї, є

випадок 8𝑞 → D𝑥(−𝑥−1)*(випадок 9) при 𝑞 → 0 з

g∩8,1 ≃ g∩8,𝑞 → ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥⟩ ⊊
(︀
𝜛*𝐷

𝑥(−𝑥−1)
)︀
*g
∩
9 .

Граничнi переходи

випадок 2→ випадок 1, випадок 4→ випадок 2,

випадок 6→ випадок 5, випадок 7→ випадок 8,

випадок 10→ D𝑥(−𝑥−1)*(випадок 9)

при 𝑞 → 0 iз контракцiями мiж вiдповiдними алгебрами Лi можна реалi-

зувати за допомогою попереднього введення параметра 𝑞 з використан-

ням масштабного перетворення еквiвалентностi. Наприклад, для кожно-

го значення параметр-функцiї 𝑓 у випадку 2, вiзьмемо сiм’ю функцiй

𝑓 𝑞 = 𝑞−1𝑓(𝑥 − 𝑡, 𝑢) з 𝑞 ̸= 0 та дiємо на кожне рiвняння 𝐾𝑓𝑞 перетво-

ренням еквiвалентностi D𝑡(𝑞−1𝑡). Для кожного 𝑞 ̸= 0 отримаємо рiвнян-

ня 𝐾𝑓𝑞 з 𝑓 𝑞 = 𝑓(𝑥̃−𝑞𝑡, 𝑢̃), яке є iнварiантним вiдносно алгебри ⟨𝜕𝑡+𝑞𝜕𝑥̃⟩.
Тодi границя при 𝑞 → 0 дає випадок 1.

Для граничних переходiв

випадок 7→ випадок 6, випадок 8→ (I𝑡 ∘ I0)*(випадок 5),
випадок 12→ випадок 13

використовуємо чудову границю (1+ 𝑞−1)𝑞 → e при 𝑞 → +∞. Першi два

граничнi переходи знову дають контракцiї мiж вiдповiдними алгебрами
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Лi, тодi як останнiй граничний перехiд призводить до контракцiї власної

пiдалгебри. Опишемо в деталях другий граничний перехiд. Для кожного

значення параметр-функцiї 𝑓 у випадку 8 дiємо на рiвняння𝐾𝑓𝑞 iз функ-

цiєю 𝑓 𝑞 = 𝑞|𝑥|−𝑞−2𝑓(|𝑥|𝑞𝑢), 𝑞 ∈ R ̸=0, за допомогою перетворення еквiва-

лентностi D𝑥
(︀
𝑞(𝑥 − 1)

)︀
, у результатi отримаємо рiвняння 𝐾𝑓𝑞 iз функ-

цiєю 𝑓 𝑞 = |1 + 𝑥̃/𝑞|−𝑞−2𝑓(|1 + 𝑥̃/𝑞|𝑞𝑢̃). Алгебра лiївської iнварiантностi

рiвняння 𝐾𝑓𝑞 — ⟨𝑞−1𝑡𝜕𝑡+(1+ 𝑞−1𝑥̃)𝜕𝑥̃− 𝑢̃𝜕𝑢̃⟩. Переходячи до границi при
𝑞 → +∞, отримаємо (I𝑡∘I0)*(випадок 5). Менш стандартним граничним

переходом є випадок 11 → випадок 13, де вводимо параметр 𝑞 за допо-

могою перетворення D𝑡(𝑞𝑡) ∘D𝑥
(︀
𝑞−1(𝑥− 1)

)︀
i обчислюємо границю при

𝑞 → 0. Контрактована алгебра ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡− 𝜕𝑢, 𝜕𝑥⟩ є (власною) пiдалгеброю
нескiнченновимiрної алгебри g∩13.

1.3. Доведення результату групової класифiкацiї

Згiдно леми 1.12(ii) можна виключити з подальшого розгляду випа-

док 13, що вiдповiдає рiвнянню Лiувiлля. Для зручностi позначаємо че-

рез ℒ пiдклас класу 𝒦, який утворюють рiвняння, якi 𝐺∼-еквiвалентнi

рiвнянню Лiувiлля. Рiвняння з класу 𝒦 зi скiнченновимiрними алге-

брами лiївської iнварiантностi, для яких 𝑓 ̸= e𝑢 (mod 𝐺∼), належать

до 𝒦 ∖ ℒ. З урахуванням цього позначення потрiбно прокласифiкувати

лише лiївськi симетрiї рiвнянь iз класу𝒦∖ℒ. Класифiкацiю таких рiвнянь

розщеплюємо на рiзнi випадки залежно вiд таких трьох 𝐺∼-iнварiантних

цiлих значень для пiдалгебр s алгебри g⟨ ⟩:

𝑚 := max(dim𝜋𝑡*s, dim𝜋𝑥*s), 𝑛 := dim s,

𝑘 := min(dim𝜋𝑡*s, dim𝜋𝑥*s),
(1.12)

якi визначаємо залежно вiд функцiї 𝑓 для s = g𝑓 (характеристики на-

ведено у порядку вiдповiдно до їх важливостi при розщепленнi на кла-

сифiкацiйнi випадки). Вiдповiдно до їх означення, вони задовольняють

нерiвнiсть 0 ⩽ 𝑛−𝑚 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛. З леми 1.12(iii) випливає, що 𝑛 ⩽ 4,
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а з наслiдку 1.13 маємо, що 𝑚 ⩽ 3. Бiльш того, з леми 1.12(i) випливає,

що 𝑚 > 0 для будь-якого рiвняння у класi (1.1) iз розширенням лiївської

симетрiї. Iншими словами, для пошуку𝐺∼-нееквiвалентних рiвнянь𝐾𝑓 iз

класу 𝒦∖ℒ з ненульовою максимальною алгеброю лiївської iнварiантнос-

тi g𝑓 , вибираємо придатнi трiйки (𝑚,𝑛, 𝑘) серед тих, що задовольняють

умову

𝑚 ∈ {1, 2, 3}, 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4}, 0 ⩽ 𝑛−𝑚 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛.

Оскiльки клас (1.1) допускає дискретне перетворення еквiвалентнос-

тi I0, яке вiдповiдає перестановцi змiнних 𝑡 та 𝑥, то без обмеження загаль-

ностi, можна вважати, що 𝑚 = dim𝜋𝑡*g𝑓 . Вибираємо початковий базис

алгебри g𝑓 , що мiстить такi векторнi поля

𝑄𝑖 = 𝜏 𝑖(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜉𝑖(𝑥)𝜕𝑥 +
(︀
𝜂1𝑖𝑢+ 𝜂0𝑖(𝑡, 𝑥)

)︀
𝜕𝑢, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 з 𝑛 ⩽ 4,

див. твердження 1.9. Додатково до наслiдку 1.13, застосування теоре-

ми Лi для групової класифiкацiї класу (1.1) можна обґрунтувати на то-

му фактi, що проєкцiї 𝜋𝑡*𝐺
∼ та 𝜋𝑥*𝐺

∼ спiвпадають вiдповiдно з групами

дифеоморфiзмiв на 𝑡- та 𝑥-прямих.

Окремо розглянемо випадки для рiзних значень 𝑚 ∈ {1, 2, 3} у по-

рядку спадання.

𝑚 = 3. Таким чином, 𝑛 ∈ {3, 4}. Змiнюємо базис (𝑄1, . . . , 𝑄𝑛) так,

що 𝜏 1, 𝜏 2 та 𝜏 3 є лiнiйно незалежними i, якщо 𝑛 = 4, 𝜏 4 = 0. Тодi

𝜋𝑡*g𝑓 = ⟨𝜏 1𝜕𝑡, 𝜏 2𝜕𝑡, 𝜏 3𝜕𝑡⟩ є точною реалiзацiєю алгебри sl(2,R) на пря-

мiй. Цей факт має декiлька значень. Зокрема, алгебра f := ⟨𝑄1, 𝑄2, 𝑄3⟩,
з точнiстю до комбiнування 𝑄1, 𝑄2 та 𝑄3 з 𝑄4, якщо 𝑛 = 4, є також

точною реалiзацiєю алгебри sl(2,R) та 𝜋𝑥* f = ⟨𝜉1𝜕𝑥, 𝜉2𝜕𝑥, 𝜉3𝜕𝑥⟩ є також
(не обов’язково точною) реалiзацiєю алгебри sl(2,R).1.2 Остання реалi-

1.2Дiйсно, це твердження є очевидним при 𝑛 = 3. Нехай 𝑛 = 4. Алгебра g𝑓 є нерозв’язною, оскiльки

iнакше обидвi алгебри f та проєкцiя 𝜋𝑡
*g𝑓 = 𝜋𝑡

*f є розв’язними, що не є можливим. Iснує лише двi

чотиривимiрнi нерозв’язнi дiйснi алгебри Лi, а саме sl(2,R) ⊕ a та so(3) ⊕ a, де a — одновимiрна

абелева алгебра Лi. Алгебра g𝑓 не може бути iзоморфною алгебрi so(3)⊕a, оскiльки 𝜋𝑡
*g𝑓 ≃ sl(2,R).

Отже, g𝑓 ≃ sl(2,R)⊕ a та iснування потрiбного базису є очевидним.
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зацiя має бути або точною, або нульовою, оскiльки ядро будь-якого го-

моморфiзму алгебри Лi g в алгебру Лi є iдеалом алгебри g, а алгебра

sl(2,R) не має власних iдеалiв. Iншими словами, або 𝜉1 = 𝜉2 = 𝜉3 = 0,

або 𝜉1𝜉2𝜉3 ̸= 0. З теореми Лi, з точнiстю до лiнiйного комбiнування

𝑄1, 𝑄2 та 𝑄3 одне з одним, можна вважати, що (𝜏 1, 𝜏 2, 𝜏 3) = (1, 𝑡, 𝑡2)

(mod 𝜋𝑡*𝐺
∼). Бiльш того, похiдна алгебра [f, f] алгебри f спiвпадає з ал-

геброю f, а тому 𝜂1𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3.

У випадку 𝜉1 = 𝜉2 = 𝜉3 = 0 маємо, що 𝑄𝑖 = 𝑡𝑖−1𝜕𝑡 + 𝜂0𝑖𝜕𝑢, 𝑖 = 1, 2, 3,

з 𝜂01 = 0 (mod 𝐺∼) i якщо 𝑛 = 4, 𝜏 4 = 0. З комутацiйних спiввiдношень

алгебри f,

[𝑄1, 𝑄2] = 𝜕𝑡 + 𝜂02𝑡 𝜕𝑢 = 𝑄1,

[𝑄1, 𝑄3] = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝜂03𝑡 𝜕𝑢 = 2𝑄2,

[𝑄2, 𝑄3] = 𝑡2𝜕𝑡 + (𝑡𝜂03𝑡 − 𝑡2𝜂02𝑡 )𝜕𝑢 = 𝑄3,

отримаємо систему

𝜂02𝑡 = 0, 𝜂03𝑡 = 2𝜂02, 𝑡𝜂03𝑡 = 𝜂03,

а тому

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝑡𝜕𝑡 − 𝜇(𝑥)𝜕𝑢, 𝑄3 = 𝑡2𝜕𝑡 − 2𝑡𝜇(𝑥)𝜕𝑢,

де 𝜇 — гладка функцiя змiнної 𝑥. Послiдовно пiдставляючи отриманi

векторнi поля 𝑄1, 𝑄2 та 𝑄3 в класифiкацiйне рiвняння (1.8), приходимо

до системи на довiльний елемент 𝑓 :

𝑓𝑡 = 0, 𝜇𝑓𝑢 = 𝑓, 2𝜇𝑡𝑓𝑢 = 2𝑡𝑓 + 𝜇𝑥.

Очевидним наслiдком цiєї системи є умова 𝜇𝑥 = 0, i оскiльки 𝑓 ̸= 0, то та-

кож отримаємо, що 𝜇 ̸= 0 та 𝑓 = 𝜈(𝑥)e𝑢/𝜇. Таким чином, рiвняння 𝐾𝑓 —

𝐺∼-еквiвалентне рiвнянню Лiувiлля (порiвняй доведення леми 1.12), тоб-

то dim g𝑓 =∞, а це суперечить припущенню, що dim g𝑓 ⩽ 4.

Далi розглянемо випадок 𝜉1𝜉2𝜉3 ̸= 0 та, з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалент-

ностi, вважаємо, що 𝜉1 = 1 та 𝜂01 = 0. З комутацiйних спiввiдношень
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алгебри f, пiсля групування коефiцiєнтiв векторних полiв,

[𝑄1, 𝑄2] = 𝜕𝑡 + 𝜉2𝑥𝜕𝑥 + (𝜂02𝑡 + 𝜂02𝑥 )𝜕𝑢 = 𝑄1,

[𝑄1, 𝑄3] = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝜉3𝑥𝜕𝑥 + (𝜂03𝑡 + 𝜂03𝑥 )𝜕𝑢 = 2𝑄2,

[𝑄2, 𝑄3] = 𝑡2𝜕𝑡 + (𝜉2𝜉3𝑥 − 𝜉3𝜉2𝑥)𝜕𝑥
+ (𝑡𝜂03𝑡 + 𝜉2𝜂03𝑥 − 𝑡2𝜂02𝑡 − 𝜉3𝜂02𝑥 )𝜕𝑢 = 𝑄3,

отримаємо систему

𝜉2𝑥 = 1, 𝜂02𝑡 + 𝜂02𝑥 = 0, 𝜉3𝑥 = 2𝜉2, 𝜂03𝑡 + 𝜂03𝑥 = 2𝜂02,

𝜉2𝜉3𝑥 − 𝜉3𝜉2𝑥 = 𝜉3, 𝑡𝜂03𝑡 + 𝜉2𝜂03𝑥 − 𝑡2𝜂02𝑡 − 𝜉3𝜂02𝑥 = 𝜂03.

З першого, третього i п’ятого рiвнянь цiєї системи, з точнiстю до

перетворень еквiвалентностi зсувiв за змiнною 𝑥, маємо 𝜉2 = 𝑥 та

𝜉3 = 𝑥2. З другого i четвертого рiвнянь знаходимо 𝜂02 = 𝜌(𝜔−) та

𝜂03 = 𝜌(𝜔−)𝜔++𝜃(𝜔−), де 𝜔− := 𝑥−𝑡 та 𝜔+ := 𝑥+𝑡. Тодi шосте рiвняння

системи набуває вигляду 𝜔−𝜃𝜔− = 𝜃, розв’язком якого є 𝜃 = 𝜆𝜔−, де 𝜆 —

довiльна стала. Отже,

𝑄1 = 𝜕𝑡 + 𝜕𝑥,

𝑄2 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝜌(𝜔−)𝜕𝑢,

𝑄3 = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑥2𝜕𝑥 +
(︀
(𝑥+ 𝑡)𝜌(𝜔−) + 𝜆(𝑥− 𝑡)

)︀
𝜕𝑢,

де можна покласти параметр-функцiю 𝜌 = 𝜌(𝜔−) рiвною нулю, викорис-

товуючи перетворення

𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝑥, 𝑢̃ = 𝑢−
∫︁

(𝜔−)−1𝜌(𝜔−) d𝜔−,

яке є проєкцiєю перетворення еквiвалентностi. Послiдовно пiдставляємо

коефiцiєнти векторних полiв 𝑄1, 𝑄2 та 𝑄3 в класифiкацiйне рiвнян-

ня (1.8). Отримана система для довiльного елементу 𝑓 ,

𝑓𝑡 + 𝑓𝑥 = 0, 𝑡𝑓𝑡 + 𝑥𝑓𝑥 = −2𝑓,
𝑡2𝑓𝑡 + 𝑥2𝑓𝑥 + 𝜆(𝑥− 𝑡)𝑓𝑢 = −2(𝑥+ 𝑡)𝑓,

буде сумiсною при умовi 𝑓𝑢 ̸= 0 тодi i лише тодi, коли 𝜆 = 0.
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Нехай 𝑛 = 4 та вважаємо, що 𝜏 4 = 0 та 𝜉4 ̸= 0. Оскiль-

ки dim𝜋𝑥*g𝑓 ⩽ 3, то компонента 𝜉4 має належати до лiнiйної обо-

лонки ⟨𝜉1, 𝜉2, 𝜉3⟩ = ⟨1, 𝑥, 𝑥2⟩. Бiльш того, [f, ⟨𝑄4⟩] ⊆ ⟨𝑄4⟩, а тому

[𝜋𝑥* f, ⟨𝜉4𝜕𝑥⟩] ⊆ ⟨𝜉4𝜕𝑥⟩, тобто ⟨𝜉4𝜕𝑥⟩ — iдеал алгебри 𝜋𝑥* f ≃ sl(2,R). Алге-
бра sl(2,R) не має власних iдеалiв. Отже, 𝜉4 = 0, що протирiчить почат-

ковiй умовi 𝜉4 ̸= 0. Таким чином, маємо випадок 10 теореми 1.14. Бiльш

того, випадок 10 не допускає подальших розширень лiївських симетрiй

шляхом подальшої специфiкацiї функцiї 𝑓 ; див. початок параграфа 1.4.

𝑚 = 2. Виконуємо замiну базису (𝑄1, . . . , 𝑄𝑛) так, що 𝜏 1, 𝜏 2 є лiнiй-

но незалежними i 𝜏 𝑖 = 0, 𝑖 = 3, . . . , 𝑛. Тодi 𝜋𝑡*g𝑓 = ⟨𝜏 1𝜕𝑡, 𝜏 2𝜕𝑡⟩ є точ-
ною реалiзацiєю двовимiрної алгебри Лi на 𝑡-прямiй, i згiдно з теоре-

мою Лi з точнiстю до лiнiйного комбiнування 𝑄1 та 𝑄2, можна покласти

(𝜏 1, 𝜏 2) = (1, 𝑡) (mod 𝜋𝑡*𝐺
∼). Можливими значеннями для 𝑛 = dim g𝑓 є

2, 3 та 4.

Нехай 𝑛 = 4. Тодi з леми 1.12(i) випливає, що dim𝜋𝑥*g𝑓 =

dim⟨𝜉3𝜕𝑥, 𝜉4𝜕𝑥⟩ = 2. З точнiстю до лiнiйного комбiнування 𝑄3 та 𝑄4,

можна покласти (𝜉3, 𝜉4) = (1, 𝑥) (mod 𝜋𝑥*𝐺
∼). Оскiльки 𝜉1, 𝜉2 ∈ ⟨𝜉3, 𝜉4⟩,

то можемо далi шляхом лiнiйної комбiнацiї 𝑄1 та 𝑄2 з 𝑄3 та 𝑄4 занулити

коефiцiєнти 𝜉1 та 𝜉2. Отже,

𝑄1 = 𝜕𝑡 + (𝜂11𝑢+ 𝜂01)𝜕𝑢, 𝑄2 = 𝑡𝜕𝑡 + (𝜂12𝑢+ 𝜂02)𝜕𝑢,

𝑄3 = 𝜕𝑥 + (𝜂13𝑢+ 𝜂03)𝜕𝑢, 𝑄4 = 𝑥𝜕𝑥 + (𝜂14𝑢+ 𝜂04)𝜕𝑢,

де 𝜂11, . . . , 𝜂14 — сталi, 𝜂01, . . . , 𝜂04 — гладкi функцiї змiнних (𝑡, 𝑥). З ко-

мутацiйних спiввiдношень [𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1 та [𝑄3, 𝑄4] = 𝑄3 випливає, що

𝜂11 = 𝜂13 = 0. За допомогою перетворення 𝜛*Z(𝑈 0) можна занулити

коефiцiєнт 𝜂01. З комутацiйного спiввiдношення [𝑄1, 𝑄3] = 𝜂03𝑡 𝜕𝑢 = 0

отримаємо 𝜂03𝑡 = 0. Всi перетворення 𝜛*Z(𝑈 0) з 𝑈 0 = 𝑈 0(𝑥) зберiгають

зведений вигляд векторного поля 𝑄1 = 𝜕𝑡, i серед них є перетворення,
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що дозволяє занулити 𝜂03. Врахувавши комутацiйнi спiввiдношення

[𝑄1, 𝑄2] = 𝜕𝑡 + 𝜂02𝑡 𝜕𝑢 = 𝑄1, [𝑄3, 𝑄2] = 𝜂02𝑥 𝜕𝑢 = 0,

[𝑄3, 𝑄4] = 𝜕𝑥 + 𝜂04𝑥 𝜕𝑢 = 𝑄3, [𝑄1, 𝑄4] = 𝜂04𝑡 𝜕𝑢 = 0,

отримаємо

𝜂02𝑡 = 𝜂02𝑥 = 𝜂04𝑡 = 𝜂04𝑥 = 0,

тобто 𝜂02 та 𝜂04 — сталi. Пiдставляючи компоненти векторних полiв 𝑄1,

𝑄2, 𝑄3 та 𝑄4 у класифiкацiйне рiвняння (1.8), приходимо до системи на

довiльний елемент 𝑓 ,

𝑓𝑡 = 𝑓𝑥 = 0, (𝜂12𝑢+ 𝜂02)𝑓𝑢 = 𝑓, (𝜂14𝑢+ 𝜂04)𝑓𝑢 = 𝑓.

Ця система сумiсна тодi i лише тодi, коли 𝜂12 = 𝜂14 та 𝜂02 = 𝜂04. Бiльш

того, 𝜂12 = 𝜂14 ̸= 0, оскiльки в iншому випадку маємо рiвняння Лiувiлля.

З огляду на отриманi умови можемо покласти 𝜂02 = 𝜂04 = 0 за допомогою

зсуву за змiнною 𝑢 на сталу, який зберiгає всi знайденi обмеження на

компоненти векторних полiв 𝑄1, . . . , 𝑄4. Ввiвши позначення 𝑝 := −1/𝜂12,
приходимо до випадку 12, де сталий множник 𝐶 у функцiї 𝑓 можна

прибрати за допомогою перетворення D𝑡(𝐶𝑡).

Нехай 𝑛 = 3, тодi 𝜉3 ̸= 0 та 𝑘 := dim𝜋𝑥*g𝑓 = dim⟨𝜉1, 𝜉2, 𝜉3⟩ ∈ {1, 2}.
Якщо 𝑘 = 2, то з теореми Лi випливає, що 𝜉𝑖 = 𝑎𝑖𝑥 + 𝑏𝑖 з деякими

сталими 𝑎𝑖 та 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3. Таким чином, потрiбно дослiдити випадки

вiдносно коефiцiєнтiв 𝜉𝑖. При 𝑎3 ̸= 0 можна покласти 𝑎3 = 1 та 𝑏3 = 0

вiдповiдно за допомогою масштабування векторного поля 𝑄3 та зсуву за

змiнною 𝑥. Далi з використанням лiнiйного комбiнування 𝑄1 та 𝑄2 з 𝑄3

можна покласти 𝑎1 = 𝑎2 = 0. Отже, базиснi елементи 𝑄1, 𝑄2 та 𝑄3 за-

довольняють комутацiйнi спiввiдношення: [𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1, [𝑄1, 𝑄3] = 0 та

[𝑄2, 𝑄3] = 0. З двох останнiх комутацiйних спiввiдношень випливає, що

𝑏1 = 𝑏2 = 0, а це означає, що 𝑘 = 1. Отримали протирiччя припущенню,

що 𝑘 = 2. При 𝑎3 = 0 умова 𝜉3 ̸= 0 є еквiвалентною умовi 𝑏3 ̸= 0. За

допомогою масштабування 𝑄3 та лiнiйного комбiнування 𝑄1 та 𝑄2 з 𝑄3
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можна покласти 𝑏3 = 1 та 𝑏1 = 𝑏2 = 0. З комутацiйного спiввiдношення

[𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1 отримаємо, що 𝑎1 = 0 та 𝜂11 = 0, а тому 𝑎2 ̸= 0, оскiльки

𝑘 = 2. За допомогою перетворення 𝜛*Z(𝑈 0) можна покласти 𝜂01 = 0.

Базиснi елементи набувають вигляду

𝑄1 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑎2𝑥𝜕𝑥 + (𝜂12𝑢+ 𝜂02)𝜕𝑢,

𝑄3 = 𝜕𝑥 + (𝜂13𝑢+ 𝜂03)𝜕𝑢,

де 𝜂1𝑖 — сталi, 𝜂0𝑖 — гладкi функцiї змiнних (𝑡, 𝑥), 𝑖 = 2, 3. З комутацiйно-

го спiввiдношення [𝑄1, 𝑄3] = 𝜂03𝑡 𝜕𝑢 = 0 знаходимо, що 𝜂03𝑡 = 0. Оскiльки

всi пiдняття векторних полiв 𝜛*Z(𝑈 0) з 𝑈 0 = 𝑈 0(𝑥) зберiгають зведений

вигляд векторного поля 𝑄1 = 𝜕𝑡, то з урахуванням рiвняння 𝜂03𝑡 = 0

можна вважати, що 𝜂03 = 0 з точнiстю до вказаних пiдняттiв векторних

полiв. Додатковi умови на базиснi елементи отримаємо iз комутацiйних

спiввiдношень

[𝑄1, 𝑄2] = 𝜕𝑡 + 𝜂02𝑡 𝜕𝑢 = 𝑄1,

[𝑄3, 𝑄2] = 𝑎2𝜕𝑥 + (𝜂02𝑥 − 𝜂13𝜂02)𝜕𝑢 = 𝑎2𝑄
3,

а саме знаходимо, що 𝜂13 = 0, 𝜂02𝑡 = 0, 𝜂02𝑥 = 0, тобто 𝜂02 = const. Пiд-

ставляючи коефiцiєнти векторних полiв 𝑄1, 𝑄2 та 𝑄3 у класифiкацiйне

рiвняння (1.8), отримаємо систему на довiльний елемент 𝑓 ,

𝑓𝑡 = 𝑓𝑥 = 0, (𝜂12𝑢+ 𝜂02)𝑓𝑢 = (𝜂12 − 𝑎2 − 1)𝑓.

Якщо 𝜂12 = 𝜂02 = 0, то 𝑎2 = −1, оскiльки 𝑓 ̸= 0, i як результат отримаємо

випадок 9. При 𝜂12 = 0 i 𝜂02 ̸= 0 з умови 𝑓𝑢 ̸= 0 випливає, що 𝑎2 ̸= −1, i це
приводить до рiвняння Лiувiлля. Якщо 𝜂12 ̸= 0, то вiдповiднi значення

довiльного елементу 𝑓 , з точнiстю до зсувiв за змiнною 𝑢, мають вигляд

як у випадку 12, де 𝑛 = 4.

Розглянемо випадок 𝑘 = 1. Тодi 𝜉3 ̸= 0 i можна вважати, що 𝜉3 = 1,

𝜉1 = 𝜉2 = 0. Аналогiчно до попереднiх випадкiв iз комутацiйних спiв-

вiдношень [𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1 та [𝑄1, 𝑄3] = 0 маємо 𝜂11 = 0 та за допомогою
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перетворення Z(𝑈 0) можна покласти 𝜂01 = 𝜂03 = 0. Далi з комутацiйних

спiввiдношень

[𝑄1, 𝑄2] = 𝜕𝑡 + 𝜂02𝑡 𝜕𝑢 = 𝑄1,

[𝑄3, 𝑄2] = (𝜂02𝑥 − 𝜂13𝜂02)𝜕𝑢 = 0,

знаходимо, що 𝜂02𝑡 = 0, 𝜂02𝑥 = 𝜂13𝜂02. З класифiкацiйного рiвняння (1.8)

отримаємо систему на довiльний елемент 𝑓 ,

𝑓𝑡 = 0, 𝑓𝑥 + 𝜂13𝑢𝑓𝑢 = 𝜂13𝑓, (𝜂12𝑢+ 𝜂02)𝑓𝑢 = (𝜂12 − 1)𝑓.

Якщо 𝜂13 = 0, то 𝑓𝑡 = 𝑓𝑥 = 0, а тому ⟨𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑥⟩ ∈ g𝑓 , що суперечить

умовi 𝜉2 = 0. Отже, 𝜂13 ̸= 0, i можна покласти 𝜂13 = 1 за допомогою мас-

штабування змiнної 𝑥, а тому 𝜂02 = 𝐶e𝑥 де 𝐶 — довiльна стала. Якщо

додатково 𝜂12 ̸= 0, то можна покласти 𝜂02 = 0, використовуючи перетво-

ренням Z(−𝑝𝐶e𝑥), де 𝑝 := −1/𝜂12 ̸= 0, яке зберiгає 𝑄1 та 𝑄3. Загальний

розв’язок системи на функцiю 𝑓 з урахуванням умови 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0 має ви-

гляд 𝑓 = 𝐶e−𝑝𝑥|𝑢|𝑝𝑢, де 𝐶 — довiльна ненульова стала. Сiм’я перетворень

еквiвалентностi 𝑡 = 𝐶𝑡, 𝑥̃ = −e−𝑝𝑥/𝑝, 𝑢̃ = 𝑢, 𝑓 = e𝑝𝑥𝑓/𝐶 зводить такi

значення функцiї 𝑓 до випадку 12, де 𝑛 = 4. У протилежному випадку

𝜂12 = 0, а тому 𝐶 ̸= 0, оскiльки 𝑓 ̸= 0. За допомогою масштабування

змiнної 𝑢 можна покласти 𝐶 = 1. З системи на функцiю 𝑓 отримаємо,

що 𝑓 = 𝐶e𝑥−e
−𝑥𝑢. У результатi з використанням перетворення еквiвалент-

ностi 𝑡 = −𝐶𝑡, 𝑥̃ = e𝑥, 𝑢̃ = −𝑢, 𝑓 = e−𝑥𝑓/𝐶 приходимо до випадку 11.

Якщо 𝑛 = 2, то 𝑘 ∈ {0, 1, 2}.
Нехай 𝑘 = 2. З комутацiйного спiввiдношення [𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1 отри-

маємо, що 𝜂11 = 0 та, з точнiстю до перетворень 𝜛*D𝑥(𝑋) та 𝜛*Z(𝑈 0),

𝜉1 = 1, 𝜉2 = 𝑥 та 𝜂01 = 0, i тодi 𝜂02𝑡 + 𝜂02𝑥 = 0. Таким чином, 𝜂02 —

функцiя вiд 𝑥 − 𝑡, та додатково за допомогою перетворення 𝜛*Z(𝜃), де

𝜃 — також функцiя вiд 𝑥− 𝑡, можна покласти 𝜂02 = 0. Базиснi векторнi

поля набувають вигляду

𝑄1 = 𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, 𝑄2 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝜂12𝑢𝜕𝑢.
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Пiдставляючи компоненти векторних полiв 𝑄1 та 𝑄2 в класифiкацiйне

рiвняння (1.8), отримаємо систему на довiльний елемент 𝑓 ,

𝑓𝑡 + 𝑓𝑥 = 0, 𝑡𝑓𝑡 + 𝑥𝑓𝑥 + 𝜂12𝑢𝑓𝑢 = (𝜂12 − 2)𝑓.

З цiєї системи випливає, що 𝜂12 ̸= 0, оскiльки iнакше маємо випадок 10

з 𝑛 = 3. Умова 𝜂12 ̸= 0 видiляє випадок 7, де 𝑞 := −𝜂12.
У випадку 𝑘 = 1 з комутацiйного спiввiдношення [𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1 ви-

пливає, що 𝜉1 = 0 та 𝜂11 = 0. Для зручностi, використовуючи перетворен-

ня 𝜛*D𝑥(𝑋), можна вважати, що 𝜉2 = 𝑥. Подiбно до попереднiх випад-

кiв, можна одночасно покласти 𝜂01 = 0 та 𝜂02 = 0 за допомогою перетво-

рення 𝜛*Z(𝑈 0). З класифiкацiйного рiвняння (1.8) отримаємо систему

𝑓𝑡 = 0, 𝑥𝑓𝑥 + 𝜂12𝑢𝑓𝑢 = (𝜂12 − 2)𝑓,

з якої знаходимо, що 𝜂12 ̸= 0, оскiльки iнакше знову маємо випадок 9

з 𝑛 = 3. У результатi приходимо до випадку 8, де 𝑞 := −𝜂12.
Зауваження 1.23. Параметр 𝑞 (ненульовий) у випадках 7 та 8 не може

бути додатково вiдкалiбрований за допомогою перетворень еквiвалент-

ностi. Покажемо це лише для випадку 8, оскiльки викладки для випад-

ку 7 є аналогiчними. Для кожного значення функцiї 𝑓 з випадку 8 похi-

дну алгебри вiдповiдної алгебри g𝑓 iндуковано векторним полем 𝑄1 = 𝜕𝑡.

Звiдси проєкцiя 𝜛*T будь-якого елементу T з групи еквiвалентностi 𝐺∼,

що вiдображає рiвняння 𝐾𝑓 у рiвняння з того ж випадку 8, має зберiга-

ти векторне поле 𝑄1, тобто (𝜛*T)*𝜕𝑡 ∈ ⟨𝜕𝑡⟩. Це означає, що 𝑡-компонента
перетворення T — лiнiйна вiдносно змiнної 𝑡. Таке перетворення не може

змiнити вiдношення коефiцiєнтiв при 𝑡𝜕𝑡 та 𝑢𝜕𝑢 у векторному полi 𝑄2.

Для 𝑘 = 0 маємо 𝜉1 = 𝜉2 = 0, а тому подальший розгляд подiбний

до випадку 𝑘 = 1. З точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi отримаємо з кому-

тацiйного спiввiдношення [𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1, що 𝜂11 = 0 та 𝜂01 = 𝜂02 = 0.

Вiдповiдна система на функцiю 𝑓 набуває вигляду

𝑓𝑡 = 0, 𝜂12𝑢𝑓𝑢 = (𝜂12 − 1)𝑓,
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де 𝜂12 ̸= 0, 1, i тому при такому значеннi 𝑓 система може бути зведена

за допомогою перетворення D𝑥(𝑋) до вигляду з випадку 12, де 𝑛 = 4.

𝑚 = 1. Тодi 𝑛 ⩽ 2.

Якщо 𝑛 = 2, то пiсля лiнiйного комбiнування базисних елементiв

та пiдняття алгебри g𝑓 за допомогою перетворень 𝜛*D𝑡(𝑇 ) та 𝜛*Z(𝑈 0)

можна вважати, що 𝜏 1 = 1, 𝜏 2 = 0 та 𝜂01 = 0. Звiдси 𝜉2 ̸= 0, тобто 𝜉2 = 1

(mod 𝐺∼), i додатково можна покласти 𝜉1 = 0 за допомогою лiнiйного

комбiнування базисних елементiв та 𝜂01 = 0 за допомогою перетворення

𝜛*Z(𝑈 0). З комутацiйного спiввiдношення [𝑄1, 𝑄2] = (𝜂02𝑡 −𝜂11𝜂02)𝜕𝑢 = 0,

отримаємо, що 𝜂02 = e𝜂
11𝑡𝜁(𝑥) для деякої гладкої функцiї 𝜁 змiнної 𝑥.

Таким чином, можна покласти 𝜂02 = 0 за допомогою перетворення

𝜛*Z
(︀
e𝜂

11𝑡𝜃(𝑥)
)︀
, де 𝜃 є розв’язком лiнiйного звичайного диференцiального

рiвняння першого порядку 𝜃𝑥−𝜂12𝜃+𝜁 = 0. Зауважимо, що векторне по-

ле 𝑄1 збережено при такому перетвореннi. Базиснi елементи набувають

вигляду

𝑄1 = 𝜕𝑡 + 𝜂11𝑢𝜕𝑢, 𝑄2 = 𝜕𝑥 + 𝜂12𝑢𝜕𝑢.

Тут (𝜂11, 𝜂12) ̸= (0, 0), оскiльки iнакше отримаємо випадок 9 з 𝑛 = 3.

Якщо обидва коефiцiєнти 𝜂11 та 𝜂12 — ненульовi, то за допомогою мас-

штабування змiнних 𝑡 та 𝑥 можна вважати, що 𝜂11 = 𝜂12 = 1. Вiдповiдна

система на довiльний елемент 𝑓 має вигляд

𝑓𝑡 + 𝑢𝑓𝑢 = 𝑓, 𝑓𝑥 + 𝑢𝑓𝑢 = 𝑓,

яка приводить до випадку 6. Якщо один iз параметрiв 𝜂11 чи 𝜂12 є нену-

льовим, то з точнiстю до дискретного перетворення еквiвалентностi I0,

яке переставляє змiннi 𝑡 та 𝑥, вважаємо, що 𝜂11 ̸= 0, i можемо поклас-

ти 𝜂11 = 1 за допомогою масштабування змiнної 𝑡. З класифiкацiйного

рiвняння (1.8) отримаємо систему

𝑓𝑡 + 𝑢𝑓𝑢 = 𝑓, 𝑓𝑥 = 0,

iнтегрування якої дає випадок 5.
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У випадку 𝑛 = 1, оскiльки 𝜏 1 ̸= 0, то можна покласти 𝜏 1 = 1, 𝜉1 = 𝛿,

𝜂01 = 0 та 𝜂11 = (1 + 𝛿)𝛿′ з 𝛿, 𝛿′ ∈ {0, 1} вiдповiдно з точнiстю до пе-

ретворень 𝜛*D𝑡(𝑇 ), 𝜛*D𝑥(𝑋) та 𝜛*Z(𝑈 0) i одночасного масштабування

змiнних (𝑡, 𝑥). У результатi отримаємо такi 𝐺∼-нееквiвалентнi випадки

для векторного поля 𝑄1:

𝜕𝑡, 𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, 𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑡 + 𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢,

якi вiдповiдають випадкам 1–4.

Зауваження 1.24. Розбиття задачi групової класифiкацiї рiвнянь iз

класу (1.1) зi скiнченновимiрними максимальними алгебрами лiївської

iнварiантностi на рiзнi випадки залежить вiд значень 𝐺∼-iнварiантних

цiлих трiйок (𝑚,𝑛, 𝑘), якi визначенi формулами (1.12). Зрозумiло, що

бiльшiсть значень у Z3 для (𝑚,𝑛, 𝑘) є неможливими. Як попереднiй

крок класифiкацiї це суттєво звужуємо набiр кандидатiв для значень

таких трiйок. Вiдповiдно до леми 1.12, наслiдку 1.13 та означення трiй-

ки (𝑚,𝑛, 𝑘) маємо наступнi обмеження: 𝑚 ∈ {1, 2, 3}, 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4}, та
0 ⩽ 𝑛 − 𝑚 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛. Але навiть (досить обмежена) множина 𝑆

трiйок, що задовольняють цi обмеження, мiстить багато елементiв, якi

не можна реалiзувати для рiвнянь iз класу (1.1). Можливi значення для

трiйок (𝑚,𝑛, 𝑘) є наступними:

(1, 1, 0), (1, 1, 1), (1, 2, 1), (2, 2, 2),

(2, 2, 1), (2, 3, 2), (3, 3, 3), (2, 3, 1), (2, 4, 2),

якi вiдповiдно пов’язанi з парами випадкiв 1 i 3, 2 i 4, 5 i 6, та окремими

випадками 7, 8, 9, 10, 11, 12 теореми 1.14. Тому непридатними трiйками

в множинi 𝑆 є (3, 4, 𝑘) з 𝑘 = 1, 2, 3, (3, 3, 𝑘) з 𝑘 = 0, 1, 2 та (2, 2, 0), i їх

кiлькiсть є значною, але меншою за кiлькiсть можливих трiйок. Єдиною

придатною трiйкою з 𝑚 = 3 є (3, 3, 3), тобто значення 𝑚 = 3 однозначно

визначає можливi значення для 𝑛 та 𝑘. Це цiкаве спостереження можли-

во пов’язане з тим, що при 𝑚 = 3 обидвi проєкцiї 𝜋𝑡*g𝑓 та 𝜋
𝑥
*g𝑓 , а також
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сама алгебра g𝑓 , є обов’язково iзоморфними алгебрi sl(2,R) з огляду на
теорему Лi та простоту алгебри sl(2,R). Вiдокремлення придатних зна-
чень вiд непридатних у множинi 𝑆 не може бути реалiзоване пiд час

попереднього аналiзу лiївських симетрiй рiвнянь iз класу (1.1), оскiль-

ки воно є невiд’ємною частиною задачi групової класифiкацiї для цього

класу.

Зауваження 1.25. Для алгебраїчної перевiрки 𝐺∼-нееквiвалентностi

випадкiв теореми 1.14 необхiдно бiльше значень, що пов’язанi з мак-

симальними алгебрами лiївської iнварiантностi рiвнянь iз класу (1.1),

оскiльки iснують пари 𝐺∼-нееквiвалентних випадкiв iз однаковими трiй-

ками (𝑚,𝑛, 𝑘): випадки 1 та 3 з (𝑚,𝑛, 𝑘) = (1, 1, 0), випадки 2 та 4 з

(𝑚,𝑛, 𝑘) = (1, 1, 1) i випадки 5 та 6 з (𝑚,𝑛, 𝑘) = (1, 2, 1). Для введення

додаткових 𝐺∼-iнварiантних значень для повної iдентифiкацiї випадкiв

класифiкацiї представляємо алгебру g⟨ ⟩ як пряму суму її пiдпросторiв:

g⟨ ⟩ =
⟨︀
𝐷𝑡(𝜏)

⟩︀
∔
⟨︀
𝐷𝑥(𝜉)

⟩︀
∔
⟨︀
𝐼
⟩︀
∔
⟨︀
𝑍(𝜂0)

⟩︀
,

де параметр-функцiї 𝜏 = 𝜏(𝑡), 𝜉 = 𝜉(𝑥) та 𝜂0 = 𝜂0(𝑡, 𝑥) пробiгають

множини гладких функцiй своїх аргументiв. Через P𝑖 позначимо проєк-

цiю алгебри g⟨ ⟩ на 𝑖-ту компоненту у вищевказаному представленнi ал-

гебри g⟨ ⟩, 𝑖 = 1, . . . , 4. Хоча dimP1s = dim𝜋𝑡*s та dimP2s = dim𝜋𝑥*s для

пiдалгебр s алгебри g⟨ ⟩, але можемо визначити новi 𝐺∼-iнварiантнi цiлi

значення

𝑙 = 𝑙(s) := dimP3s,

𝑗1 = 𝑗1(s) := max(dim s1, dim s2),

𝑗2 = 𝑗2(s) := min(dim s1, dim s2),

𝑗12 = 𝑗12(s) := dim s12,

𝑗13 = 𝑗13(s) := max(dim s13, dim s23),

𝑗23 = 𝑗23(s) := min(dim s13, dim s23),

𝑟1 = 𝑟1(s) := max(dim 𝜋𝑡*s
12, dim𝜋𝑥*s

12),
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𝑟2 = 𝑟2(s) := min(dim 𝜋𝑡*s
12, dim𝜋𝑥*s

12),

𝑟3 = 𝑟3(s) := 3−min
{︀
dim

⟨︀
𝐷𝑡(𝜏), 𝐷𝑥(𝜉)

⟩︀
| ∃ 𝜂0 :

𝐷𝑡(𝜏) +𝐷𝑥(𝜉) + 𝐼 + 𝑍(𝜂0) ∈ s
}︀
,

де 𝑟3 := 0, якщо множина у визначеннi 𝑟3 пуста,

s1 := s ∩
⟨︀
𝐷𝑡(𝜏), 𝑍(𝜂0)

⟩︀
, s2 := s ∩

⟨︀
𝐷𝑥(𝜉), 𝑍(𝜂0)

⟩︀
,

s12 := s ∩
⟨︀
𝐷𝑡(𝜏), 𝐷𝑥(𝜉), 𝑍(𝜂0)

⟩︀
,

s13 := s ∩
⟨︀
𝐷𝑡(𝜏), 𝐼, 𝑍(𝜂0)

⟩︀
, s23 := s ∩

⟨︀
𝐷𝑥(𝜉), 𝐼, 𝑍(𝜂0)

⟩︀
.

Значення в наборi (𝑚,𝑛, 𝑘, 𝑙, 𝑗1, 𝑗2, 𝑗12, 𝑗13, 𝑗23, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) для s = g𝑓 рiзнi

для рiзних випадкiв теореми 1.14,

1. (1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0); 2. (1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0);

3. (1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 2); 4. (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1);

5. (1, 2, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 2); 6. (1, 2, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 2);

7. (2, 2, 2, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1); 8. (2, 2, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1);

9. (2, 3, 2, 0, 1, 1, 3, 1, 1, 2, 2, 0); 10. (3, 3, 3, 0, 0, 0, 3, 0, 0, 3, 3, 0);

11. (2, 3, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 2, 0, 2); 12. (2, 4, 2, 1, 1, 1, 3, 2, 1, 2, 2, 2);

13. (∞,∞,∞, 0,∞,∞,∞,∞,∞,∞,∞, 0).

А тому такi випадки є 𝐺∼-нееквiвалентними. У той же час цей цiлий на-

бiр є надмiрним для розрiзнення класифiкацiйних випадкiв. Найважли-

вiший мiнiмальний достатнiй набiр — трiйка (𝑟3, 𝑗1, 𝑟2), де характеристи-

ки впорядковано вiдповiдно до їх важливостi. Iншими достатнiми трiй-

ками є (𝑟3, 𝑗1, 𝑛), (𝑟3, 𝑗1, 𝑘), (𝑟3, 𝑗1, 𝑗12), (𝑟3, 𝑗1, 𝑟1), (𝑟3, 𝑟2, 𝑛), (𝑟3, 𝑟2, 𝑗12),

(𝑟3, 𝑟2, 𝑟1). Тим не менше, у ходi дослiдження послiдовних розширень

у наступному параграфi необхiдно доповнити трiйки iншими значення-

ми серед вищезазначених характеристик, хоча значення 𝑟3, 𝑗1 та 𝑟2 разом

iз 𝑛 все ще мають першочергове значення.
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1.4. Послiдовнi розширення лiївських симетрiй

У цьому параграфi наведенi класифiкацiйнi випадки, якi перелi-

ченi в теоремi 1.14, розумiємо у слабкому сенсi. Визначимо всi пари

(випадок 𝑁, випадок 𝑁̄) випадкiв 𝐺∼-еквiвалентних розширень лiївсь-

ких симетрiй таких, що (випадок 𝑁 ≺ випадок 𝑁̄), тобто, де випадок 𝑁̄

є додатковим розширенням лiївської симетрiї випадку 𝑁 з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi, див. зауваження 1.19. Для цього використаємо технi-

ку аналогiчну класифiкацiї контракцiй низьковимiрних алгебр Лi, див.,

наприклад, [50, 77, 111] та лiтературу там. Нехай s та s̄ — пiдалгебри

алгебри g⟨ ⟩, що пов’язанi з випадками 𝑁 та 𝑁̄ , i

(𝑚,𝑛, 𝑘, 𝑙, 𝑗1, 𝑗2, 𝑗12, 𝑗13, 𝑗23, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) та

(𝑚̄, 𝑛̄, 𝑘, 𝑙̄, 𝑗̄1, 𝑗̄2, 𝑗̄12, 𝑗̄13, 𝑗̄23, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3)

є наборами їх 𝐺∼-iнварiантних характеристик, якi визначенi у зауважен-

нях 1.24 та 1.25. Очевидно, що з вiдношення (випадок 𝑁 ≺ випадок 𝑁̄)

випливає:

𝑛 < 𝑛̄, 𝑚 ⩽ 𝑚̄, 𝑘 ⩽ 𝑘, 𝑙 ⩽ 𝑙̄, 𝑗1 ⩽ 𝑗̄1, 𝑗2 ⩽ 𝑗̄2,

𝑗12 ⩽ 𝑗̄12, 𝑗13 ⩽ 𝑗̄13, 𝑗23 ⩽ 𝑗̄23, 𝑟1 ⩽ 𝑟1, 𝑟2 ⩽ 𝑟2, 𝑟3 ⩽ 𝑟3.

Iншими словами, якщо хоча б одна з наведених нерiвностей не ви-

конана, то (випадок 𝑁 ⊀ випадок 𝑁̄). Аналiзуючи всi пари випадкiв

iз теореми 1.14, виключаємо пари (випадок 𝑁, випадок 𝑁̄) для яких

(випадок 𝑁 ⊀ випадок 𝑁̄). Для такого виключення достатньо викорис-

товувати лише набiр iз п’яти вищезазначених 𝐺∼-iнварiантних цiлих зна-

чень, наприклад, (𝑛, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗1, 𝑘), який є мiнiмально достатнiм. Iншi мiнi-

мально достатнi набори з п’яти характеристик можна отримати за до-

помогою замiни 𝑘 на 𝑚 чи 𝑟1. Характеристики впорядковано вiдповiдно

до їх важливостi у процедурi виключення. Основною характеристикою є

розмiрнiсть 𝑛 всiєї алгебри лiївської iнварiантностi вiдповiдного випадку,

а нерiвнiсть мiж 𝑛 та 𝑛̄ повинна бути строгою лише для впорядкованих
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випадкiв 𝑁 та 𝑁̄ . Характеристики 𝑟3, 𝑟2, 𝑗1, 𝑘, 𝑚 та 𝑟1 визначають нас-

тупнi випадки 𝑛 < 𝑛̄, що не дають розширень:

𝑟3 : випадок 3 ⊀ випадки 7, 8, 9, 10, 13,

випадки 4, 5, 6, 7, 8 ⊀ випадки 9, 10, 13,

випадки 11, 12 ⊀ випадок 13,

𝑟2 : випадок 2 ⊀ випадки 5, 8, 11, випадки 6, 7 ⊀ випадок 11,

𝑗1 : випадок 1 ⊀ випадки 6, 7, 10, випадки 5, 8 ⊀ випадок 10,

випадок 11 ⊀ випадок 12,

𝑘 : випадок 7 ⊀ випадок 11, випадок 10 ⊀ випадок 12,

чи 𝑚, 𝑟1 : випадок 10 ⊀ випадок 12.

Пряма перевiрка показує, що решта пар (випадок 𝑁, випадок 𝑁̄) з умо-

вою 𝑛 < 𝑛̄ є обов’язково впорядкованими, за виключенням пар

(випадок 7, випадок 10) та (випадок 8, випадок 9), якi пов’язанi з гра-

ничними переходами для випадкiв 7 та 8 при 𝑞 → 0. Таким чином, дiа-

грама Хассе на рис. 1.1 представляє структуру частково впорядкованої

множини розширень лiївських симетрiй у класi (1.1), порiвняй iз заува-

женням 1.21. Зазначимо, що характеристики 𝑗2 та 𝑗12 не визначають ви-

падкiв розширень iз 𝑛 < 𝑛̄. Кожна з характеристик 𝑙, 𝑗13 та 𝑗23 вияв-

ляє лише випадки розширень з 𝑛 < 𝑛̄, якi можна визначити за допомо-

гою iнших характеристик. Наприклад, за допомогою характеристики 𝑙

отримаємо: випадки 3, 4, 5, 6, 7, 8 ⊀ випадки 9, 10, 13 та випадки 11, 12 ⊀
випадок 13, якi повнiстю можна визначити характеристикою 𝑟3.

Пiд час дослiдження отримано необхiднi та достатнi умови на па-

раметр-функцiю 𝑓 , за яких рiвняння з випадкiв 1–9 мають ширшi ал-

гебри лiївської iнварiантностi, нiж рiвняння з загальними значеннями

функцiї 𝑓 . Тут опускаємо випадок 10, оскiльки, як було показано в па-

раграфi 1.3, цей випадок не допускає подальших розширень лiївських си-

метрiй. Спочатку розглянемо випадки 1–4, для кожного з яких параметр-

функцiя 𝑓 залежить вiд двох аргументiв i вiдповiдна алгебра лiївської
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iнварiантностi є одновимiрною. Вважаємо, що друга похiдна функцiї 𝑓

вiдносно аргументу, що включає змiнну 𝑢, є ненульовою.

Випадок 1 допускає, з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, три сiм’ї

подальших розширень лiївських симетрiй, якi визначено випадками 5, 8

та 9. Аналiзуючи їх, можна зробити висновок, що для будь-якого подаль-

шого розширення лiївської симетрiї випадку 1, вiдповiдна алгебра iн-

варiантностi включає векторне поле 𝑄2 ∈ g⟨ ⟩, причому 𝜋𝑥*𝑄
2 ̸= 0 та

[𝑄1, 𝑄2] ∈ ⟨𝑄1, 𝑄2⟩. Таким чином, [𝑄1, 𝑄2] ∈ ⟨𝑄1⟩. З точнiстю до мас-

штабування векторного поля 𝑄2 можна вважати, що [𝑄1, 𝑄2] = 𝛿𝑄1,

де 𝛿 ∈ {0, 1}. Розщеплюємо останнє комутацiйне спiввiдношення поком-
понентно та iнтегруємо отриманi рiвняння для компонент векторного

поля 𝑄2. За необхiдностi комбiнуємо векторне поле 𝑄2 з векторним по-

лем 𝑄1 та отримаємо представлення

𝑄2 = 𝛿𝑡𝜕𝑡 + 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 +
(︀
𝜂1𝑢+ 𝜂0(𝑥)

)︀
𝜕𝑢,

де 𝜉 та 𝜂0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥, 𝜉 ̸= 0, 𝜂1 — довiльна

стала. Пiдстановка цього представлення у класифiкацiйне рiвняння (1.8)

приводить до рiвняння

𝜉𝑓𝑥 +
(︀
𝜂1𝑢+ 𝜂0

)︀
𝑓𝑢 =

(︀
𝜂1 − 𝛿 − 𝜉𝑥

)︀
𝑓. (1.13)

Для будь-якого значення параметр-функцiї 𝑓 , що задовольняє останнє

рiвняння, дiйсно маємо ще одне розширення лiївської симетрiї для ви-

падку 1, яке належить, з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, до випадку 5,

якщо 𝜂1 ̸= 0 та 𝛿 = 0, до випадку 8, якщо 𝜂1 ̸= 0 та 𝛿 = 1, або до

випадку 9, якщо 𝜂1 = 0.

Випадок 3 розглядаємо аналогiчно до випадку 1. Подальшi роз-

ширення лiївської симетрiї випадку 3 вичерпано, з точнiстю до 𝐺∼-

еквiвалентностi, випадками 5 та 6. Додаткове векторне поле лiївської

симетрiї 𝑄2 ∈ g⟨ ⟩ задовольняє умовам 𝜋𝑥*𝑄
2 ̸= 0 та [𝑄1, 𝑄2] = 0. Тому, без

обмеження загальностi, з точнiстю до лiнiйного комбiнування векторно-

го поля 𝑄2 з векторним полем 𝑄1 та масштабування 𝑄2, можна вважати,
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що

𝑄2 = 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 + (𝛿𝑢+ 𝜂0(𝑥))𝜕𝑢,

де 𝜉 та 𝜂0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥, 𝜉 ̸= 0, 𝛿 ∈ {0, 1}. Пiсля
пiдстановки векторного поля 𝑄2 у класифiкацiйну умову (1.8) та послi-

довного розщеплення за змiнною 𝑡, за припущення, що 𝑥 та 𝜔 := e−𝑡𝑢 —

iншi незалежнi змiннi, отримаємо додаткове обмеження 𝜂0 = 0 для ком-

понент векторного поля 𝑄2, а класифiкацiйне рiвняння набуває вигляду

𝜉𝑓𝑥 + 𝛿𝜔𝑓𝜔 =
(︀
𝛿 − 𝜉𝑥

)︀
𝑓. (1.14)

Останнє рiвняння визначає, з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, подаль-

шi розширення лiївських симетрiй до випадку 5 або випадку 6, якщо

вiдповiдно 𝛿 = 0 або 𝛿 = 1.

З точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi випадок 2 допускає подальшi роз-

ширення лiївської симетрiї до випадкiв 6, 7, 9 та 10. Для додатко-

вого векторного поля лiївських симетрiй 𝑄2 ∈ g⟨ ⟩ отримаємо, що

[𝑄1, 𝑄2] = 𝛿𝑄1 + 𝜅𝑄2 для деяких сталих 𝛿 та 𝜅. Якщо 𝜅 = 0, тодi з точ-

нiстю до масштабування векторного поля 𝑄2 та лiнiйного комбiнування

векторного поля 𝑄2 з векторним полем 𝑄1, можна вважати, що

𝑄2 = (𝛿𝑡+ 𝜅′)𝜕𝑡 + 𝛿𝑥𝜕𝑥 +
(︀
𝜂1𝑢+ 𝜂0(𝜔)

)︀
𝜕𝑢,

де 𝜂0 — довiльна гладка функцiя змiнної 𝜔 := 𝑥 − 𝑡, 𝜂1 — довiльна ста-

ла, 𝛿 ∈ {0, 1}, 𝜅′ — довiльна стала, якщо 𝛿 = 1, 𝜅′ = 1, якщо 𝛿 = 0.

Аналогiчно попереднiм випадкам, пiдставляємо векторне поле 𝑄2 у кла-

сифiкацiйну умову (1.8) та отримаємо рiвняння

(𝛿𝜔 − 𝜅′)𝑓𝜔 +
(︀
𝜂1𝑢+ 𝜂0(𝜔)

)︀
𝑓𝑢 =

(︀
𝜂1 − 2𝛿

)︀
𝑓 − 𝜂0𝜔𝜔. (1.15)

З цього рiвняння, з точнiстю до𝐺∼-еквiвалентностi, отримаємо подальшi

розширення лiївських симетрiй до випадку 6, якщо 𝛿 = 0 та 𝜂1 ̸= 0, до

випадку 7, якщо 𝛿 = 1 та 𝜂1 ̸= 0, до випадку 9, якщо 𝛿 = 𝜂1 = 0, та

до випадку 10, якщо 𝛿 = 1 та 𝜂1 = 0. Якщо 𝜅 ̸= 0, то 𝜂1 = 0. Лiнiйно
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комбiнуючи векторне поле 𝑄2 з векторним полем 𝑄1, можна покласти

𝛿 = 0. Звiдси

𝑄2 = 𝐶1e
𝜅𝑡𝜕𝑡 + 𝐶2e

𝜅𝑥𝜕𝑥 + e𝜅𝑡𝜂0(𝜔)𝜕𝑢,

де 𝜂0 — довiльна гладка функцiя змiнної 𝜔 := 𝑥 − 𝑡, 𝐶1 i 𝐶2 — довiльнi

сталi, (𝐶1, 𝐶2) ̸= (0, 0). Класифiкацiйне рiвняння (1.8) з таким векторним

полем 𝑄2 набуває вигляду

(𝐶2e
𝜅𝜔 − 𝐶1)𝑓𝜔 + 𝜂0𝑓𝑢 = −𝜅(𝐶1 + 𝐶2e

𝜅𝜔)𝑓 + 𝜅𝜂0𝜔 − 𝜂0𝜔𝜔. (1.16)

Тут умови 𝐶1𝐶2 = 0 та 𝐶1𝐶2 ̸= 0 пов’язанi з подальшими розширеннями

лiївських симетрiй вiдповiдно до випадкiв 9 та 10.

Всi класифiкацiйнi випадки з 𝑛 > 1 та 𝑙 > 0, з точнiстю до 𝐺∼-

еквiвалентностi, є подальшими розширеннями лiївських симетрiй випад-

ку 4. Його прямi розширення лiївських симетрiй вичерпано, з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi, випадками 5, 6, 7 та 8. З огляду на вигляд векторно-

го поля 𝑄1 отримаємо наступне комутацiйне спiввiдношення векторного

поля 𝑄1 iз додатковим векторним полем лiївських симетрiй 𝑄2 ∈ g⟨ ⟩:

[𝑄1, 𝑄2] = 𝜅𝑄2 для деякої сталої 𝜅. З комутацiйного спiввiдношення ви-

пливає представлення

𝑄2 = 𝐶1e
𝜅𝑡𝜕𝑡 + 𝐶2e

𝜅𝑥𝜕𝑥 + e(𝜅+2)𝑡𝜂0(𝜔1)𝜕𝑢,

де 𝜂0 — довiльна гладка функцiя змiнної 𝜔1 := 𝑥− 𝑡, 𝐶1 i 𝐶2 — довiльнi

сталi, (𝐶1, 𝐶2) ̸= (0, 0) i, якщо 𝜅 = 0, то додатково 𝐶1 ̸= 𝐶2. Пiсля пiдста-

новки цього представлення у класифiкацiйне рiвняння (1.8), отримаємо

рiвняння(︀
𝐶2e

𝜅𝜔1 − 𝐶1

)︀
𝑓𝜔1

+
(︀
e−𝜔1𝜂0(𝜔1)− 𝐶2𝜔2e

𝜅𝜔1 − 𝐶1𝜔2

)︀
𝑓𝜔2

= −(𝜅+ 1)
(︀
𝐶1 + 𝐶2e

𝜅𝜔1
)︀
𝑓 + (𝜅+ 2)e−𝜔1𝜂0𝜔1

− e−𝜔1𝜂0𝜔1𝜔1
,

(1.17)

де 𝜔2 := e−𝑥−𝑡𝑢. З точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, отримаємо розши-

рення до випадку 5, якщо 𝜅 = 0 та 𝐶1𝐶2 = 0, до випадку 6, якщо 𝜅 = 0
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та 𝐶1𝐶2 ̸= 0, до випадку 7, якщо 𝜅 ̸= 0 та 𝐶1𝐶2 ̸= 0, i до випадку 8, якщо

𝜅 ̸= 0 та 𝐶1𝐶2 = 0.

Пiдсумовуємо проведений розгляд у наступному твердженнi.

Твердження 1.26. Узагальнене нелiнiйне рiвняння Клейна–Ґордона

з випадкiв 1–4 допускає додаткове розширення лiївських симетрiй тодi

i лише тодi, коли вiдповiдне значення параметр-функцiї 𝑓 задовольняє

рiвняння (1.13) у випадку 1, рiвняння (1.14) у випадку 3, рiвняння (1.15)

або (1.16) у випадку 2, або рiвняння (1.17) у випадку 4.

Далi отримаємо умови на параметр-функцiю 𝑓 , щоб алгебри лiївської

iнварiантностi у випадках 5–9 теореми 1.14 були максимальними для вiд-

повiдних рiвнянь iз класу (1.1). У кожному з цих випадкiв довiльний еле-

мент 𝑓 має вигляд 𝑓 = 𝛼(𝑡, 𝑥)𝑓(𝜔), де 𝜔 := 𝛽(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝛼 та 𝛽 — ненульовi

заданi функцiї змiнних (𝑡, 𝑥), та 𝑓𝜔𝜔 ̸= 0, оскiльки 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0. Пiдставля-

ючи цей вигляд функцiї 𝑓 у класифiкацiйне рiвняння (1.8), отримаємо

класифiкацiйне рiвняння в термiнах функцiї 𝑓 ,(︂(︂
𝛽𝑡
𝛽
𝜏 +

𝛽𝑥
𝛽
𝜉 + 𝜂1

)︂
𝜔 + 𝛽𝜂0

)︂
𝑓𝜔

+

(︂
𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 +

𝛼𝑡

𝛼
𝜏 +

𝛼𝑥

𝛼
𝜉 − 𝜂1

)︂
𝑓 − 𝜂0𝑡𝑥

𝛼
= 0.

(1.18)

Далi застосовуємо метод розгалуженого розщеплення, див. [23,38,115] та

лiтературу там. Фiксуючи значення змiнних 𝑡 та 𝑥 отримаємо шаблонне

рiвняння для значень функцiї 𝑓 , при яких рiвняння 𝐾𝑓 допускає додат-

кове розширення лiївської симетрiї,

(𝑎𝜔 + 𝑏)𝑓𝜔 + 𝑐𝑓 − 𝑑 = 0, (1.19)

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑 — сталi, (𝑎, 𝑏) ̸= (0, 0). Додатково, оскiльки 𝑓𝜔𝜔 ̸= 0, то

𝑐 ̸= −𝑎, якщо 𝑎 ̸= 0 та 𝑐 ̸= 0, якщо 𝑎 = 0. Бiльш того, кiлькiсть рiвнянь

вигляду (1.19) з лiнiйно незалежними наборами (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) не може бути

бiльше одного, оскiльки iнакше 𝑓𝜔𝜔 = 0. Iншими словами, маємо точно
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одне незалежне рiвняння вигляду (1.19), якщо рiвняння 𝐾𝑓 допускає до-

даткове розширення лiївської симетрiї. Це означає, що лiва частина рiв-

няння (1.18) є пропорцiйною лiвiй частинi рiвняння (1.19) з ненульовим

множником 𝜆, що залежить вiд змiнних (𝑡, 𝑥),(︂(︂
𝛽𝑡
𝛽
𝜏 +

𝛽𝑥
𝛽
𝜉 + 𝜂1

)︂
𝜔 + 𝛽𝜂0

)︂
𝑓𝜔

+

(︂
𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 +

𝛼𝑡

𝛼
𝜏 +

𝛼𝑥

𝛼
𝜉 − 𝜂1

)︂
𝑓 − 𝜂0𝑡𝑥

𝛼

= 𝜆
(︀
(𝑎𝜔 + 𝑏)𝑓𝜔 + 𝑐𝑓 − 𝑑

)︀
.

Останнє рiвняння можна розщепити за 𝑓 та 𝑓𝜔 та отримаємо систему
𝛽𝑡
𝛽
𝜏 +

𝛽𝑥
𝛽
𝜉 + 𝜂1 = 𝑎𝜆, 𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 +

𝛼𝑡

𝛼
𝜏 +

𝛼𝑥

𝛼
𝜉 − 𝜂1 = 𝑐𝜆,

𝛽𝜂0 = 𝑏𝜆, 𝜂0𝑡𝑥 = 𝑑𝛼𝜆.

(1.20)

Якщо 𝑎 ̸= 0, то можна покласти 𝑎 = 1 за допомогою масштабування

рiвняння шаблонного вигляду (1.19), а тому 𝑐 ̸= −1. З перших двох

рiвнянь системи (1.20) отримаємо

𝜆 =
𝛽𝑡
𝛽
𝜏 +

𝛽𝑥
𝛽
𝜉 + 𝜂1,

𝜏𝑡 +

(︂
𝛼𝑡

𝛼
− 𝑐𝛽𝑡

𝛽

)︂
𝜏 + 𝜉𝑥 +

(︂
𝛼𝑥

𝛼
− 𝑐𝛽𝑥

𝛽

)︂
𝜉 = (𝑐+ 1)𝜂1, (1.21)

i лише останнє рiвняння вiдiграє роль класифiкацiйної умови. Третє та

четверте рiвняння системи (1.20) встановлюють спiввiдношення мiж ста-

лими параметрами 𝑏 та 𝑑. Дiйсно, у кожному з випадкiв 5–9, маємо

(1/𝛽)𝑡𝑥 — пропорцiйне до 𝛼, (1/𝛽)𝑡𝑥 = 𝐶𝛼 для деякої сталої 𝐶. Та-

ким чином, завжди можна покласти 𝑏 = 0 за допомогою перетворення

еквiвалентностi Z(𝑏/𝛽), яке додає 𝑏𝐶 до функцiї 𝑓 i також зануляє 𝜂0

i 𝑑. У загальному випадку при 𝑎 ̸= 0 спiввiдношення мiж 𝑏 та 𝑑 має

вигляд 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐𝐶. Для фiксованих значень параметр-функцiй 𝛼 та 𝛽

у випадках 5–9 отримаємо значення сталого параметра 𝐶 i вигляди зве-

деного класифiкацiйного рiвняння (1.21):

випадок 5 : 𝐶 = 0, 𝜏𝑡 + 𝑐𝜏 + 𝜉𝑥 = (𝑐+ 1)𝜂1;
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випадок 6 : 𝐶 = 1, 𝜏𝑡 + 𝑐𝜏 + 𝜉𝑥 + 𝑐𝜉 = (𝑐+ 1)𝜂1;

випадок 7 : 𝐶 = 𝑞(𝑞 + 1), (𝑥− 𝑡)(𝜏𝑡 + 𝜉𝑥) + (𝑞 + 2 + 𝑐𝑞)(𝜏 − 𝜉)
= (𝑐+ 1)(𝑥− 𝑡)𝜂1;

випадок 8 : 𝐶 = 0, 𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 − (𝑞 + 2 + 𝑐𝑞)𝑥−1𝜉 = (𝑐+ 1)𝜂1;

випадок 9 : 𝐶 = 0, 𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 = (𝑐+ 1)𝜂1.

У кожному з випадкiв 5, 6, 8 та 9 iз вiдповiдного класифiкацiйного рiв-

няння випливає, що iснує подальше розширення лiївських симетрiй тодi

i лише тодi, коли вiдповiдне значення параметр-функцiї 𝑓 задовольняє

рiвняння (1.19) з довiльними 𝑎 ̸= 0, 𝑐 та 𝑏, де 𝑑 = 𝑏𝑐𝐶/𝑎. Тут розширення

дає випадок 12 з довiльною ненульовою сталою 𝑝. Розгляд випадку 7 є

аналогiчним, але стала 𝑐 пов’язана зi сталою 𝑎 спiввiдношенням

𝑐 = −(1 + 2/𝑞)𝑎, 𝑑 = −(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)𝑏,

та розширення для фiксованого 𝑞 дає випадок 12𝑝 з 𝑝 = 2/𝑞.

Якщо 𝑎 = 0, то 𝑏𝑐 ̸= 0, i можна покласти 𝑐 = 1 масштабуванням

рiвняння шаблонного вигляду (1.19). Тодi

𝛽𝑡
𝛽
𝜏 +

𝛽𝑥
𝛽
𝜉 + 𝜂1 = 0, 𝜆 = 𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 +

𝛼𝑡

𝛼
𝜏 +

𝛼𝑥

𝛼
𝜉 − 𝜂1,

𝜂0 = 𝑏
𝜆

𝛽
,

(︂
𝜆

𝛽

)︂
𝑡𝑥

=
𝑑

𝑏
𝛼𝜆.

(1.22)

У випадках 5–9 першi два рiвняння системи (1.22) вiдповiдно можна

звести до вигляду

випадку 5 : 𝜏 = 𝜂1, 𝜆 = 𝜉𝑥;

випадку 6 : 𝜏 + 𝜉 − 𝜂1 = 0, 𝜆 = 𝜏𝑡 + 𝜉𝑥;

випадку 7 : 𝑞
𝜏 − 𝜉
𝑥− 𝑡 − 𝜂

1 = 0, 𝜆 = 𝜏𝑡 + 𝜉𝑥 + 2
𝜏 − 𝜉
𝑥− 𝑡 ;

випадку 8 : 𝑞𝜉 + 𝜂1𝑥 = 0, 𝜆 = 𝜏𝑡 − 2
𝜂1

𝑞
;

випадку 9 : 𝜂1 = 0, 𝜆 = 𝜏𝑡 + 𝜉𝑥.
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У випадку 5 не маємо додаткових обмежувальних умов на параметри

𝑏, 𝑐 та 𝑑. З останнiх двох рiвнянь системи (1.22) з урахуванням перших

рiвнянь визначаємо 𝜂0 та 𝜉: 𝜂0 = 𝑏𝜉𝑥e
𝑡, 𝑏𝜉𝑥𝑥 = 𝑑𝜉𝑥.

У випадках 6 та 7 iз наведених вище рiвнянь випливає, що 𝜆 = 0,

а це суперечить нерiвностi 𝜆 ̸= 0. Це означає, що цi випадки не мають

подальших розширень лiївських симетрiй при 𝑎 = 0.

З системи (1.22) випливає, що 𝜏𝑡𝑡 = 0 та 𝑑 = 0 у випадку 8 та 𝑑 = 0

у випадку 9, якi вiдповiдають розширенням лiївської симетрiї до випад-

кiв 11 та 13.

Об’єднуючи умови, якi отримано окремо для 𝑎 ̸= 0 та 𝑎 = 0, прихо-

димо до твердження.

Твердження 1.27. Узагальнене нелiнiйне рiвняння Клейна–Ґордона

у випадках 5–9 допускає додаткове розширення лiївських симетрiй тодi

i лише тодi, коли вiдповiдне значення параметр-функцiї 𝑓 задовольняє

рiвняння (1.19) з (𝑎, 𝑏) ̸= (0, 0), де 𝑎𝑑 = 0 у випадку 5, 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐 у ви-

падку 6, 𝑐 = −(1 + 2/𝑞)𝑎, 𝑑 = −(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)𝑏 у випадку 7𝑞, i 𝑑 = 0

у випадках 8 та 9.

Зауваження 1.28. З урахуванням iнфiнiтезимального аналогу твер-

дження 10 роботи [123] всi пiдкласи 𝒦′𝑁 , 𝑁 ∈ Γ, класу 𝒦, якi вiдпо-
вiдають сильним розширенням у випадках 0–13 є нормалiзованими, див.

зауваження 1.15 для позначень та означень. У той же час, це не є вiрним

для бiльшостi пiдкласiв 𝒦𝑁 , 𝑁 ∈ Γ. Бiльш точно, пiдкласи 𝒦1, . . . , 𝒦6,

𝒦7𝑞 , 𝒦8𝑞 та 𝒦9 не є нормалiзованими з огляду на такi аргументи:

� 𝒦1 ⊃ 𝒦9, але 𝐺∼1 ⊉ 𝐺∼9 , оскiльки I0 ∈ 𝐺∼9 ∖𝐺∼1 ;

� 𝒦2 ⊃ 𝒦9, але 𝐺∼2 ⊉ 𝐺∼9 , оскiльки I𝑡 ∈ 𝐺∼9 ∖𝐺∼2 ;

� 𝒦3 ∋ 𝐾𝑓 з 𝑓 = e−𝑡𝑢2, але 𝜛*𝐺∼3 ⊉ 𝐺𝑓 , оскiльки 𝜛*
(︀
D𝑡(− ln 𝑡) ∘ I0 ∘

D𝑡(e−𝑡)
)︀
∈ 𝐺𝑓 ∖𝜛*𝐺∼3 ;

� 𝒦4 ∋ 𝐾𝑓 з 𝑓 = e−𝑝(𝑡+𝑥)|𝑢|𝑝𝑢 для будь-якого 𝑝 ̸= 0, але 𝜛*g∼4 ⊉ g𝑓 ,

оскiльки 𝐷𝑡(e𝑝𝑡) ∈ g𝑓 ∖𝜛*g∼4 ;
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� 𝒦5 ∋ 𝐾𝑓 з 𝑓 = e−𝑡𝑢2, але 𝜛*𝐺∼5 ⊉ 𝐺𝑓 , оскiльки 𝜛*
(︀
D𝑡(− ln 𝑡) ∘ I0 ∘

D𝑡(e−𝑡)
)︀
∈ 𝐺𝑓 ∖𝜛*𝐺∼5 ;

� 𝒦6 ∋ 𝐾𝑓 з 𝑓 = e−𝑝(𝑡+𝑥)|𝑢|𝑝𝑢 для будь-якого 𝑝 ̸= 0, але 𝜛*g∼6 ⊉ g𝑓 ,

оскiльки 𝐷𝑡(e𝑝𝑡) ∈ g𝑓 ∖𝜛*g∼6 ;

� 𝒦7,𝑞 ⊃ 𝒦12,𝑝 з 𝑝 = 2/𝑞, але 𝐺∼7,𝑞 ⊉ 𝐺∼12,𝑝, оскiльки D𝑡(2𝑡) ∘D𝑥(𝑥/2) ∈
𝐺∼12,𝑝 ∖𝐺∼7,𝑞;

� 𝒦8,𝑞 ⊃ 𝒦12,𝑝 з 𝑝 = 2/𝑞, але 𝐺∼8,𝑞 ⊉ 𝐺∼12,𝑝, оскiльки I0 ∈ 𝐺∼12,𝑝 ∖𝐺∼8,𝑞;

� 𝒦9 ⊃ 𝒦13 = {𝐾e𝑢}, але 𝐺∼9 ⊉ 𝐺∼13, оскiльки D𝑡(−𝑡−1) ∘ Z(2 ln |𝑡|) ∈
𝐺∼13 ∖𝐺∼9 .

Тут 𝐺𝑓 — точкова група симетрiй рiвняння 𝐾𝑓 . Пiдкласи 𝒦0, 𝒦10, 𝒦11,

𝒦12,𝑝 та 𝒦13 є нормалiзованими, оскiльки вони вiдповiдно спiвпадають

з 𝒦, 𝒦′10, {𝐾e𝑢/𝑥}, {𝐾|𝑢|𝑝𝑢} та {𝐾e𝑢}.1.3

1.5. Про групову класифiкацiю пiдкласiв

У попередньому параграфi вичерпно розв’язано задачу групової кла-

сифiкацiї для класу 𝒦, який утворюють рiвняння вигляду (1.1), але це

безпосередньо не приводить до розв’язання задачi групової класифiкацiї

для кожного з пiдкласiв класу 𝒦. Для заданого пiдкласу 𝒦̂ класу 𝒦 тео-

рему 1.14 використовуємо для групової класифiкацiї пiдкласу 𝒦̂ вiдносно

її групи еквiвалентностi 𝐺∼𝒦̂ таким чином:

� Враховуючи нормалiзацiю класу 𝒦, будуємо групу еквiвалентнос-

тi 𝐺∼𝒦̂ як пiдгрупу групи 𝐺∼, яка утворена елементами групи 𝐺∼,

що зберiгають пiдклас 𝒦̂.

� Для кожного 𝑁 ∈ Γ знаходимо перетин пiдкласу 𝒦̂ з 𝐺∼-орбiтою

𝐺∼*𝒦′𝑁 пiдкласу 𝒦′𝑁 (вiдповiдно з 𝐺∼-орбiтою 𝐺∼*𝒦𝑁 пiдкласу 𝒦𝑁).
1.3Очевидно, що клас, який мiстить фiксовану систему диференцiальних рiвнянь, є нормалiзова-

ним.
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Це можна реалiзувати за допомогою вибору тих значень довiльно-

го елементу 𝑓 для рiвнянь iз орбiти, якi задовольняють додаткову

допомiжну обмежувальну умову, що видiляє пiдклас 𝒦̂ iз класу 𝒦.
Набiр перетинiв визначає повний список розширень лiївських симет-

рiй пiдкласу 𝒦̂.

� Для вибраних значень функцiї 𝑓 калiбруємо параметри за допомо-

гою перетворень iз групи 𝐺∼𝒦̂.

Оскiльки пiдклас 𝒦̂ у загальному випадку не є нормалiзованим, то за-

пропонована процедура виглядає простiше, нiж пряме розв’язання задачi

групової класифiкацiї для пiдкласу 𝒦̂, хоча обчислювальна складнiсть

задачi є досить високою.

Пiдкласи 𝒦𝑁 , 𝑁 ∈ Γ, класу 𝒦, якi вiдповiдають слабким розширен-

ням у випадках 1–9, порiвняй зауваження 1.15, є особливими вiдносно

цiєї процедури. Групову класифiкацiю кожного з цих пiдкласiв iз точ-

нiстю до еквiвалентностi, iндукованої вiдповiдним групоїдом еквiвалент-

ностi, можна легко отримати, аналiзуючи дiаграму Хассе на рис. 1.1,

яка описує структуру частково впорядкованої множини для цих випад-

кiв. Проте це не так для групової класифiкацiї з точнiстю до еквiва-

лентностi, яка iндукована вiдповiдною групою еквiвалентностi, оскiльки

бiльшiсть iз пiдкласiв 𝒦𝑁 , 𝑁 ∈ Γ, не є нормалiзованими, див. зауваже-

ння 1.28. Варто зазначити, що обидва пiдходи до груповi класифiкацiї

пiдкласiв 𝒦10, 𝒦11, 𝒦12,𝑝 та 𝒦13 є тривiальними, оскiльки ядро алгебри

лiївської iнварiантностi рiвнянь iз кожного з цих класiв — це максималь-

на алгебра лiївської iнварiантностi для кожного такого рiвняння.

Розглянемо детально пiдклас 𝒦2 класу (1.1), який пов’язаний iз ви-

падком 2 теореми 1.14 у слабкому сенсi, тобто клас рiвнянь вигляду

𝑢𝑡𝑥 = 𝑓(𝜔, 𝑢), де 𝜔 := 𝑥− 𝑡, 𝑓𝑢𝑢 ̸= 0

або, у змiнних (𝑡, 𝑥̌, 𝑢̌) = (𝑥 + 𝑡, 𝑥 − 𝑡, 𝑢) з 𝑓(𝑥̌, 𝑢̌) = 𝑓(𝜔, 𝑢), рiвнянь
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вигляду

𝑢̌𝑡𝑡 − 𝑢̌𝑥̌𝑥̌ = 𝑓(𝑥̌, 𝑢̌), 𝑓𝑢̌𝑢̌ ̸= 0.

Лема 1.29. Групу еквiвалентностi 𝐺∼2 класу 𝒦2 утворюють перетво-

рення вигляду

𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, 𝑥̃ = 𝑐1𝑥+ 𝑐3, 𝑢̃ = 𝑐4𝑢+ 𝑈 0(𝜔),

𝑓 = 𝑐−21 (𝑐4𝑓 − 𝑈 0
𝜔𝜔)

(1.23)

та дискретне перетворення еквiвалентностi I0: 𝑡 = 𝑥, 𝑥̃ = 𝑡, 𝑢̃ = 𝑢,

𝑓 = 𝑓 . Тут 𝑐1, . . . , 𝑐4 — довiльнi сталi, 𝑐1𝑐4 ̸= 0, 𝑈 0 — довiльна гладка

функцiя змiнної 𝜔 := 𝑥− 𝑡.

Доведення. Оскiльки клас (1.1) є нормалiзованим, то група еквiвален-

тностi будь-якого пiдкласу з класу (1.1) — це пiдгрупа групи 𝐺∼, яку

складають елементи групи 𝐺∼, що зберiгають цей пiдклас. Очевидно,

що перетворення I0 належить до групи 𝐺∼2 . Будь-яке перетворення ви-

гляду (1.7) з групи 𝐺∼2 задовольняє рiвняння

𝑇𝑡𝑋𝑥𝑓(𝑋 − 𝑇, 𝑈) = 𝐶𝑓(𝑥− 𝑡, 𝑢) + 𝑈 0
𝑡𝑥. (1.24)

Пiсля дiї оператора 𝜕𝑡 + 𝜕𝑥 на рiвняння (1.24) отримаємо

(𝑋𝑥 − 𝑇𝑡) 𝑓𝜔̃(𝑋 − 𝑇, 𝑈) + (𝑈 0
𝑡 + 𝑈 0

𝑥) 𝑓𝑢̃(𝑋 − 𝑇, 𝑈)

+
𝑇𝑡𝑡𝑋𝑥 + 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑥

𝑇𝑡𝑋𝑥
𝑓(𝑋 − 𝑇, 𝑈) = 𝑈 0

𝑡𝑡𝑥 + 𝑈 0
𝑡𝑥𝑥

𝑇𝑡𝑋𝑥
.

Оскiльки функцiя 𝑓 є незв’язним значенням довiльного елементу кла-

су 𝒦2, то для обчислення групи 𝐺∼2 можемо розщепити останнє рiвнян-

ня вiдносно функцiї 𝑓 та її похiдних. У результатi отримаємо рiвняння

𝑇𝑡 = 𝑋𝑥 та 𝑈 0
𝑡 + 𝑈 0

𝑥 = 0 на параметри вiд яких залежить перетворен-

ня (1.7). Пiсля iнтегрування цих рiвнянь отримаємо вигляд перетво-

рень (1.23).
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Придатна пiдалгебра s = ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥⟩ алгебри g⟨ ⟩ є ядром алгебри

лiївської iнварiантностi рiвнянь iз класу 𝒦2. Iншими словами, випа-

док 2 — загальний випадок без розширень лiївських симетрiй у цьому

класi. Вiн ненормалiзований, оскiльки групоїд дiї групи 𝐺∼2 є власною

пiдмножиною групоїда еквiвалентностi 𝒢∼2 . Дiйсно, багато рiвнянь кла-
су𝒦2, наприклад, рiвняння Лiувiлля, допускають точковi симетрiї, якi не

пов’язанi з перетвореннями еквiвалентностi класу 𝒦2. Бiльш того, з тео-

реми 1.31 нижче випливає, що клас 𝒦2 також не є напiвнормалiзованим.

Таким чином, природно, що груповi класифiкацiї класу 𝒦2 з точнiстю до

𝒢∼2 - та 𝐺∼2 -еквiвалентностей є рiзними. Легко побачити з дiаграми Хассе
на рис. 1.1, що 𝒢∼2 -нееквiвалентнi випадки розширень лiївських симетрiй
у класi 𝒦2 вичерпують випадки 6, 7, 9, 10, 12 та 13, i це приводить до пов-

ної групової класифiкацiї цього класу з точнiстю до 𝒢∼2 -еквiвалентностi.
(У випадку 6 необхiдно додатково змiнити знак змiнної 𝑥.)

Повна групова класифiкацiя класу 𝒦2 iз точнiстю до 𝐺∼2 -еквiвалент-

ностi є бiльш складною задачею. Її можна отримати з групової класифi-

кацiї надкласу 𝒲 класу 𝒦2, який складають рiвняння у змiнних (𝑡, 𝑥̌, 𝑢̌)

вигляду

𝑢̌𝑡𝑡 − 𝑔(𝑥̌, 𝑢̌)𝑢̌𝑥̌𝑥̌ = 𝑓(𝑥̌, 𝑢̌), (𝑔𝑢̌, 𝑓𝑢̌𝑢̌) ̸= (0, 0).

Очевидно, що клас𝒦2 видiлено iз надкласу𝒲 за допомогою умови 𝑔 = 1.

Вичерпний груповий аналiз класу𝒲 проведено в роботi [130], де викори-

стано iнше позначення для довiльних елементiв 𝑔 та 𝑓 , 𝑔 ⇝ 𝑓 та 𝑓 ⇝ 𝑔.

Група еквiвалентностi 𝐺∼𝒲 та групоїд еквiвалентностi 𝒢∼𝒲 класу 𝒲 опи-

сано вiдповiдно в теоремах 6 та 9 роботи [130]. Групоїд дiї групи еквi-

валентностi 𝐺∼𝒲 є власним пiдгрупоїдом групоїда 𝒢∼𝒲 , тобто надклас 𝒲
не є нормалiзованим. Обмеження групоїда дiї групи еквiвалентностi 𝐺∼𝒲
на пiдклас 𝒦2 класу 𝒲 спiвпадає з групоїдом дiї групи еквiвалентнос-

тi 𝐺∼2 . Таким чином, повну групову класифiкацiю класу 𝒦2, з точнiстю

до 𝐺∼2 -еквiвалентностi, можна виокремити iз повної групової класифi-

кацiї надкласу 𝒲 з точнiстю до 𝐺∼𝒲-еквiвалентностi, яка представлена
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в теоремi 8 роботи [130]. Оскiльки калiбрування 𝑔 = 1, з точнiстю 𝐺∼𝒲-

еквiвалентностi, використовувалося для представлення можливих роз-

ширень лiївських симетрiй, то для класифiкацiї лiївських симетрiй рiв-

нянь iз класу 𝒦2 з точнiстю 𝐺∼2 -еквiвалентностi достатньо виокремити

всi випадки з таблицi 1 роботи [130] з 𝑔 = 1, тобто 𝑓 = 1 у позначе-

ннях роботи [130], та записати їх у змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑢), а потiм доповнити

результат випадками 6 та 7 теореми 1.14, якi є вiдповiдними частинами

випадкiв 1 та 2 з таблицi 1 в [130]. Таким чином, доведено теорему.

Теорема 1.30. Повний список 𝐺∼2 -нееквiвалентних розширень лiївсь-

ких симетрiй ядра алгебри лiївської iнварiантностi g∩ = ⟨𝜕𝑡+𝜕𝑥⟩ у кла-
сi 𝒦2 вичерпують наступнi випадки:

2. Загальний випадок 𝑓 = 𝑓(𝑥− 𝑡, 𝑢) : g𝑓 = ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥⟩;
6. 𝑓 = e−𝑥+𝑡𝑓(e𝑥−𝑡𝑢) : g𝑓 = ⟨𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩;
7. 𝑓 = |𝑥− 𝑡|−𝑞−2𝑓(|𝑥− 𝑡|𝑞𝑢), 𝑞 ̸= 0:

g𝑓 = ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑞𝑢𝜕𝑢⟩;
9a. 𝑓 = 𝑓(𝑢) : g𝑓 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑥⟩;
9b. 𝑓 = 𝑓(𝑢)e𝑥−𝑡 : g𝑓 = ⟨e𝑡𝜕𝑡, e−𝑥𝜕𝑥, 𝜕𝑡 + 𝜕𝑥⟩;
10a. 𝑓 = 𝑓(𝑢)(𝑥− 𝑡)−2 : g𝑓 = ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝑡

2𝜕𝑡 + 𝑥2𝜕𝑥⟩;
10b. 𝑓 = 𝑓(𝑢) cos−2(𝑥− 𝑡) :

g𝑓 = ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, cos 2𝑡 𝜕𝑡 − cos 2𝑥 𝜕𝑥, sin 2𝑡 𝜕𝑡 − sin 2𝑥 𝜕𝑥⟩;
10c. 𝑓 = 𝑓(𝑢) ch−2(𝑥− 𝑡) :

g𝑓 = ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, e
2𝑡𝜕𝑡 − e2𝑥𝜕𝑥, e

−2𝑡𝜕𝑡 − e−2𝑥𝜕𝑥⟩;
10d. 𝑓 = 𝑓(𝑢) sh−2(𝑥− 𝑡) :

g𝑓 = ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, e
2𝑡𝜕𝑡 + e2𝑥𝜕𝑥, e

−2𝑡𝜕𝑡 + e−2𝑥𝜕𝑥⟩;
12a. 𝑓 = |𝑢|𝑝𝑢, 𝑝 ̸= −1, 0: g𝑓 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑥, −𝑝𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢⟩;
12b. 𝑓 = |𝑢|𝑝𝑢e𝑥−𝑡, 𝑝 ̸= −1, 0: g𝑓 = ⟨e𝑡𝜕𝑡, e−𝑥𝜕𝑥, 𝜕𝑡 + 𝜕𝑥, 𝑝𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢⟩;
13. 𝑓 = e𝑢 : g𝑓 = ⟨𝜏(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 − (𝜏𝑡(𝑡) + 𝜉𝑥(𝑥))𝜕𝑢⟩.
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Тут 𝑓 — довiльна гладка функцiя своїх аргументiв iз ненульовою дру-

гою похiдною вiдносно аргументу, що включає змiнну 𝑢, 𝑞 та 𝑝 — до-

вiльнi сталi, якi задовольняють умовам зазначеним у вiдповiдних ви-

падках. У випадку 13 компоненти 𝜏 та 𝜉 пробiгають множини гладких

функцiй вiдповiдно змiнних 𝑡 або 𝑥.

Використовуємо дворiвневу нумерацiю для випадкiв класифiкацiї

у теоремi 1.30 для зазначення наявностi додаткових еквiвалентностей

мiж цими випадками. Наприклад, номери з однаковими арабськими циф-

рами та рiзними римськими лiтерами вiдповiдають випадкам, якi є 𝐺∼2 -

нееквiвалентнi, але є 𝒢∼2 -еквiвалентними, а тому є 𝐺∼-еквiвалентними

як розширення лiївських симетрiй у класi 𝒦. Вiдповiднi випадки в тео-

ремах 1.14 та 1.30 мають номери з однаковими арабськими циф-

рами.

Для знаходження всiх додаткових перетворень еквiвалентностi се-

ред 𝐺∼2 -нееквiвалентних класифiкацiйних випадкiв для класу 𝒦2, а от-

же, i для вiдповiдної групової класифiкацiї класу 𝒦2 з точнiстю до 𝐺∼2 -

еквiвалентностi з точнiстю до 𝒢∼2 -еквiвалентностi, потрiбно класифiкува-
ти допустимi перетворення в класi 𝒦2 з точнiстю до 𝐺∼2 -еквiвалентностi.

Опис групоїда еквiвалентностi 𝒢∼2 класу 𝒦2 можна отримати з теореми 9

роботи [130], аналогiчно вищезазначеному отриманню групової класифi-

кацiї 𝒦2 з точнiстю до 𝐺∼2 -еквiвалентностi. Див. необхiднi поняття в [130,

пунктi 2].

Теорема 1.31. Породжуюча (з точнiстю до 𝐺∼2 -еквiвалентностi) мно-

жина допустимих перетворень для класу 𝒦2, яка є мiнiмальною i не-

суперечливою вiдносно 𝐺∼2 -еквiвалентностi, є об’єднанням сiмей допус-

тимих перетворень (𝑓,Φ, 𝑓):

T1. 𝑓 = 𝑓(𝑢), 𝑓 = −𝑓, Φ: 𝑡 = −𝑡, 𝑥̃ = 𝑥, 𝑢̃ = 𝑢;

T2. 𝑓 = 𝑓(𝑢), 𝑓 = 𝑓, Φ: 𝑡 = 𝑡e𝛾, 𝑥̃ = 𝑥e−𝛾, 𝑢̃ = 𝑢, 𝛾 ∈ R ̸=0;

T3. 𝑓 = 𝑓(𝑢)e𝑥−𝑡, 𝑓 = 𝑓(𝑢̃), Φ: 𝑡 = −e−𝑡, 𝑥̃ = e𝑥, 𝑢̃ = 𝑢;
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T4a. 𝑓 = 𝑓(𝑢)(𝑥− 𝑡)−2, 𝑓 = 𝑓(𝑢̃)(𝑥̃− 𝑡)−2,
Φ: 𝑡 = 𝑡−1, 𝑥̃ = 𝑥−1, 𝑢̃ = 𝑢;

T4b. 𝑓 = −𝑓(𝑢) cos−2(𝑥− 𝑡), 𝑓 = 𝑓(𝑢̃)(𝑥̃− 𝑡)−2,
Φ: 𝑡 = tg 𝑡, 𝑥̃ = ctg 𝑥, 𝑢̃ = 𝑢;

T4c. 𝑓 = −𝑓(𝑢) ch−2(𝑥− 𝑡), 𝑓 = 𝑓(𝑢̃)(𝑥̃− 𝑡)−2,
Φ: 𝑡 = −1

2e
2𝑡, 𝑥̃ = 1

2e
2𝑥, 𝑢̃ = 𝑢;

T4d. 𝑓 = 𝑓(𝑢) sh−2(𝑥− 𝑡), 𝑓 = 𝑓(𝑢̃)(𝑥̃− 𝑡)−2,
Φ: 𝑡 = 1

2e
2𝑡, 𝑥̃ = 1

2e
2𝑥, 𝑢̃ = 𝑢;

T5. 𝑓 = e𝑢, 𝑓 = e𝑢̃,

Φ: 𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝑋(𝑥), 𝑢̃ = 𝑢− ln(𝑇𝑡𝑋𝑥),

де (𝑇,𝑋) пробiгає повний набiр представникiв класiв сумiжностi мно-

жини (𝑇,𝑋), 𝑇𝑡𝑋𝑥 > 0 та (𝑇𝑡𝑡, 𝑋𝑥𝑥) ̸= (0, 0), вiдносно дiї групи, утво-

реної перетвореннями вигляду 𝑡 = 𝑐1𝑡 + 𝑐2, 𝑥̂ = 𝑐1𝑥 + 𝑐3, 𝑇 = 𝑐1𝑇 + 𝑐2,

𝑋̂ = 𝑐1𝑋 + 𝑐3, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐1, 𝑐2 та 𝑐3 — довiльнi сталi, 𝑐1𝑐1 ̸= 0.

На основi класифiкацiї допустимих перетворень у класi 𝒦2 з точнiстю

до𝐺∼2 -еквiвалентностi можна прямо знайти всi незалежнi додатковi пере-

творення еквiвалентностi серед класифiкацiйних випадкiв теореми 1.30.

Цими перетвореннями є

T1: випадок 9a𝑓 → випадок 9a−𝑓 ,

T3: випадок 9b→ випадок 9a, випадок 12b→ випадок 12a,

T4b: випадок 10b→ випадок 10a,

T4c: випадок 10c→ випадок 10a,

T4d: випадок 10d→ випадок 10a.
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1.6. Висновки до роздiлу

У даному роздiлi проведено повну (контактну) групову класифiкацiю

класу (1.1) (1+1)-вимiрних узагальнених нелiнiйних рiвнянь Клейна–

Ґордона з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi. Цi результати суттєво по-

кращують вiдомi результати щодо лiївських симетрiй таких рiвнянь, якi

були отриманi в новаторських роботах [92,93]. По-перше, розширено ре-

зультати роботи Лi [95] як показано в лемi 1.2, тобто будь-яке контактне

допустиме перетворення у класi (1.1) є першим продовженням точкового

допустимого перетворення у цьому класi. Iншими словами, дослiджен-

ня структури контактних перетворень для рiвнянь iз класу (1.1) мож-

на зведено до дослiдження їх вiдповiдних точкових перетворень. У ле-

мi 1.4 доведено, що клас (1.1) є нормалiзованим. Отже, за допомогою

алгебраїчного методу групову класифiкацiю класу (1.1) зведено до кла-

сифiкацiї придатних пiдалгебр проєкцiї 𝜛*g∼ = g⟨ ⟩ алгебри еквiвалент-

ностi g∼. Додатково до цього в процедурi класифiкацiї використано спе-

цифiчну структуру алгебри g∼ для подвiйного застосування класичної

теореми Лi про реалiзацiї алгебр Лi векторними полями на прямiй [94].

Бiльш того, нормалiзацiя класу (1.1) означає, що групоїд дiї [130] гру-

пи еквiвалентностi 𝐺∼ спiвпадає з усiм групоїдом еквiвалентностi 𝒢∼
класу (1.1). Отже, повна групова класифiкацiя класу (1.1) з точнiстю

до 𝐺∼-еквiвалентностi спiвпадає з його повною груповою класифiкацiєю

з точнiстю до 𝒢∼-еквiвалентностi, яка є лише загальною точковою еквi-

валентнiстю цього класу. Iншими словами, немає додаткових точкових

еквiвалентностей мiж 𝐺∼-еквiвалентними класифiкацiйними випадками.

Лiївськi симетрiї рiвнянь iз класу (1.1) розглянуто в параграфi 6 робо-

ти [93], та випадки з дво-, три- та чотиривимiрними алгебрами лiївської

iнварiантностi наведено в таблицi 1 цiєї роботи, див. також параграф V

та таблицю I в роботi [92]. Випадки 1–6, 8 та 9 таблицi 1 та рiвняння (5.4)

в роботi [93] вiдповiдають випадкам 5, 6, 7𝑞=1, 8𝑞=−1, 10, 11, 9, 12 та 13

теореми 1.14. Випадок 7 таблицi 1 в [93] потрiбно виключити з класифi-
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кацiї, оскiльки вiн еквiвалентний випадку 9, див. обговорення випадку

(𝑚,𝑛, 𝑘) = (2, 3, 1) в параграфi 1.3. Випадки 7𝑞 ̸=1 та 8𝑞 ̸=−1 пропущено

в [93] через недопустиме нормування параметра 𝑞, див. зауваження 1.23.

Додатково вдалося покращити результати робiт [92, 93] за допомо-

гою явного виокремлення рiвнянь iз класу (1.1) iз нескiнченновимiрними

максимальними алгебрами лiївської iнварiантностi в лемi 1.12. Показано,

що будь-яке таке рiвняння є 𝐺∼-еквiвалентним рiвнянню Лiувiлля. Для

iнших рiвнянь iз класу (1.1), максимальнi алгебри лiївської iнварiантнос-

тi яких є скiнченновимiрними, знайдено найменшу верхню межу для роз-

мiрностей таких алгебр, яка дорiвнює чотирьом. Ще один iнструмент для

класифiкацiї — це визначення трiйок (𝑚,𝑛, 𝑘) 𝐺∼-iнварiантних харак-

теристик для кожного з випадкiв розширення лiївської симетрiї у кла-

сi (1.1). Було строго обмежено множину кандидатiв для вiдповiдних зна-

чень трiйки на етапi попереднього аналiзу за допомогою леми 1.12 та

теореми Лi. Остаточний вiдбiр придатних значень було виконано у про-

цесi групової класифiкацiї. Важливим для спрощення обчислень на всiх

етапах класифiкацiї є те, що для рiвнянь iз класу (1.1), на вiдмiну вiд

еволюцiйних рiвнянь, теорема Лi може бути використана як для 𝑡- так

i для 𝑥-проєкцiй векторних полiв лiївської симетрiї.

Хоча трiйка характеристик (𝑚,𝑛, 𝑘) має просту iнтерпретацiю i є

принциповою для доведення теореми 1.14, цiєї трiйки недостатньо для

повного розрiзнення 𝐺∼-нееквiвалентних класифiкацiйних випадкiв. Та-

ким чином, необхiдно знайти якомога бiльше 𝐺∼-iнварiантних цiлих ха-

рактеристик для класифiкацiйних випадкiв. Загалом було знайдено два-

надцять таких характеристик:𝑚, 𝑛, 𝑘, 𝑙, 𝑗1, 𝑗2, 𝑗12, 𝑗13, 𝑗23, 𝑟1, 𝑟2 та 𝑟3. Де-

тальний аналiз показав, що повний набiр цих дванадцяти характеристик

є надлишковим. Як встановлено у зауваженнi 1.25, цi характеристики не

можуть утворювати пар i точно вiсiм трiйок достатньо для розрiзнен-

ня 𝐺∼-нееквiвалентних класифiкацiйних випадкiв, i найбiльш зручною

трiйкою є (𝑟3, 𝑗1, 𝑟2). Ця трiйка разом iз 𝑛 має першочергове значення для
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iдентифiкацiї пар 𝐺∼-нееквiвалентних випадкiв класифiкацiї у слабкому

сенсi, якi не представляють послiдовних розширень лiївської симетрiї,

тобто пар (випадок 𝑁, випадок 𝑁̄) для яких (випадок 𝑁 ⊀ випадок 𝑁̄),

див. параграф 1.4. Щоб бути достатнiм для цiєї задачi, набiр (𝑛, 𝑟3, 𝑟2, 𝑗1)

слiд розширити однiєю з характеристик 𝑘, 𝑚 або 𝑟1. I отриманi таким

чином три набори з п’яти характеристик вичерпують множину таких

достатнiх наборiв мiнiмального розмiру. У цьому ж параграфi за допо-

могою прямих обчислень показано, що всi iншi пари 𝐺∼-нееквiвалентнi

класифiкацiйнi випадки дiйсно вiдповiдають послiдовним розширенням

лiївської симетрiї. Результати класифiкацiї пiдсумовано у виглядi дiагра-

ми Хассе на рис. 1.1, яка показує структуру частково впорядкованого на-

бору 𝐺∼-нееквiвалентних розширень лiївської симетрiї у класi (1.1). Ана-

лiз дiаграми Хассе дозволяє легко розв’язати задачi групової класифiка-

цiї для пiдкласiв 𝒦𝑁 , 𝑁 ∈ Γ, класу 𝒦, якi, при iнтерпретацiї у слабкому
сенсi, вiдповiдають класифiкацiйним випадкам, наведено в теоремi 1.14;

див. зауваження 1.15. Оскiльки пiдкласи 𝒦1, . . . , 𝒦6, 𝒦7,𝑞, 𝒦8,𝑞 та 𝒦9 не

є нормалiзованими, то групова класифiкацiя будь-якого такого пiдкла-

су 𝒦𝑁 з точнiстю до 𝐺∼𝑁 -еквiвалентностi не є легкою. Останнє тверджен-

ня проiлюстровано в параграфi 1.5 на прикладi групової класифiкацiї

пiдкласу 𝒦2 з точнiстю до 𝐺∼𝑁 -еквiвалентностi. Також обговорено про-

цедуру використання теореми 1.14 для групової класифiкацiї будь-якого

пiдкласу класу 𝒦 вiдносно групи еквiвалентностi цього пiдкласу.

Класифiкацiя лiївських симетрiй є першим необхiдним кроком для

розширеного симетрiйного аналiзу рiвнянь iз класу (1.1). Її можна ви-

користовувати для класифiкацiї лiївських редукцiй та подальшої побу-

дови точних iнварiантних розв’язкiв цих рiвнянь. Оскiльки загальний

розв’язок рiвняння Лiувiлля є добре вiдомим, то лiївськi редукцiї необ-

хiдно проводити лише для рiвнянь iз класу (1.1) зi скiнченновимiрними

максимальними алгебрами лiївської iнварiантностi. У силу леми 1.12(iii)

розмiрнiсть таких алгебр не перевищує чотири, а тому тут надзвичайно
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актуальною є класифiкацiя пiдалгебр три- i чотиривимiрних алгебр Лi,

що отримана I. Патерою та П. Вiнтернiцом [116]. Як приклад розглянемо

випадок 10. Це єдиний випадок зi скiнченнововимiрною максимальною

алгеброю лiївської iнварiантностi g𝑓 , яка є нерозв’язною. Бiльш точно,

вона iзоморфна алгебрi sl(2,R). Її нееквiвалентнi одновимiрнi пiдалгебри
та вiдповiднi лiївськi редукцiї до звичайних диференцiальних рiвнянь

мають вигляд:

1. ⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑥⟩ : 𝑢 = 𝜙(𝜔), 𝜔 = 𝑥− 𝑡, 𝜙𝜔𝜔 = −𝑓(𝜙)𝜔−2;
2. ⟨𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥⟩ : 𝑢 = 𝜙(𝜔), 𝜔 = 1

2 ln |𝑥| − 1
2 ln |𝑡|,

𝜙𝜔𝜔 = −𝑓(𝜙) sh−2 𝜔;
3. ⟨(1 + 𝑡2)𝜕𝑡 + (1 + 𝑥2)𝜕𝑥⟩ : 𝑢 = 𝜙(𝜔), 𝜔 = arctg 𝑥− arctg 𝑡,

𝜙𝜔𝜔 = −𝑓(𝜙) sin−2 𝜔.

Лiївськi симетрiї рiвнянь iз класу (1.1) також необхiднi для класифi-

кацiї операторiв редукцiї цих рiвнянь. Пiд час класифiкацiї операторiв

редукцiї є природним виключати тi з них, якi вiдповiдають лiївським

симетрiям, тобто необхiдно знаходити лише оператори редукцiї, що не

є лiївськими. На жаль, загальний опис регулярних операторiв редукцiї

для рiвнянь iз класу 𝒦 з роботи [137] не можна використовувати безпо-

середньо для опису операторiв редукцiї окремих рiвнянь iз цього класу

або для класифiкацiї операторiв редукцiї рiвнянь, що утворюють його

власнi пiдкласи. Зазначимо, що систематичне дослiдження сингулярних

операторiв редукцiї рiвнянь iз класу (1.1) проведено лише для рiвнянь

iз 𝑓 = 𝑓(𝑢) [87, пункт 6], якi утворюють пiдклас 𝒦9, тобто для випадку 9

теореми 1.14.
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РОЗДIЛ 2

Допустимi перетворення та лiївськi симетрiї

лiнiйних систем звичайних диференцiальних

рiвнянь другого порядку

Трансформацiйнi властивостi та лiївськi симетрiї звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь — класичнi об’єкти дослiдження [4, 11, 40, 80, 99,

100, 112, 113, 127, 128], але нормальнi системи звичайних диференцiаль-

них рiвнянь, не кажучи вже про загальнi системи таких рiвнянь, майже

не розглядалися. Найбiльш дослiдженими є системи звичайних диферен-

цiальних рiвнянь одного i того ж порядку 𝑟. Вперше обґрунтованi верхнi

межi щодо розмiрностей максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

таких систем отримано в роботах [72, 73]. Найменшi верхнi межi впер-

ше знайдено виключно для частинних випадкiв 𝑟 = 2 (див. [101, с. 68–

69, теорема 44] для попереднього розгляду, а також [72, параграфи 4

та 5] та [62, 63] для подальших покращень) та 𝑟 = 3 [62]. Цi межi до-

рiвнюють 𝑛2 + 4𝑛 + 3 та 𝑛2 + 3𝑛 + 3, i з точнiстю до довiльної точкової

еквiвалентностi, їх можна досягти вiдповiдно лише для елементарних

систем d2𝑥/d𝑡2 = 0 та d3𝑥/d𝑡3 = 0 [62]. Тут i далi 𝑛 — кiлькiсть рiв-

нянь у системах, 𝑛 ⩾ 2, 𝑥(𝑡) =
(︀
𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
T — невiдома вектор-

функцiя незалежної змiнної 𝑡. Див. також [74] для лiнiйних систем iз

𝑟 = 2, [1, 2, 106] для довiльних систем iз 𝑟 = 2 та [103] для 𝑟 = 3. Так

званi фундаментальнi iнварiанти для систем iз 𝑟 = 2 вперше обчислено

в роботах [62, 63]. Значно пiзнiше такi iнварiанти для 𝑟 = 3 та 𝑟 ⩾ 4

отримано вiдповiдно в роботах [103] та [60]. Iз результатiв останньої ро-
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боти випливає, що найменша верхня межа для розмiрностей максималь-

них алгебр лiївської iнварiантностi систем фiксованого порядку 𝑟 ⩾ 4

дорiвнює 𝑛2 + 𝑟𝑛 + 3, та з точнiстю до довiльної точкової еквiвалент-

ностi, це можливо лише для елементарної системи d𝑟𝑥/d𝑡𝑟 = 0. Для

одного звичайного диференцiального рiвняння, тобто 𝑛 = 1, аналогiчнi

найменшi верхнi межi обчислено самим Софусом Лi для довiльних зна-

чень 𝑟 [99, с. 294–301], хоча цей результат Лi не є добре вiдомим i його

неодноразово отримували повторно; див. обговорення у вступi до робо-

ти [49].

Як пiдсумок вищезазначених результатiв має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.1. Для довiльного 𝑛 ∈ N найменша верхня межа для роз-

мiрностей максимальних алгебр лiївської iнварiантностi нормальних

систем 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь одного i того ж поряд-

ку 𝑟 дорiвнює 𝑛2 + 4𝑛 + 3, якщо 𝑟 = 2, та 𝑛2 + 𝑟𝑛 + 3, якщо 𝑟 ⩾ 3.

Ця межа має мiсце лише для систем, якi є еквiвалентними вiдносно

точкових перетворень елементарнiй системi d𝑟𝑥/d𝑡𝑟 = 0.

Див. параграф 10 роботи [47] для подальшого обговорення випад-

ку 𝑟 ⩾ 3.

Нормальнi системи 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь одного i

того ж порядку 𝑟 = 2 над комплексним або дiйсним полем F,

𝑥𝑡𝑡 = 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑥𝑡), (2.1)

є найбiльш вивченими також i в iнших аспектах; тут 𝑥𝑡 = d𝑥/d𝑡,

𝑥𝑡𝑡 = d2𝑥/d𝑡2, 𝐹 — довiльна (достатньо гладка) векторнозначна функ-

цiя змiнних (𝑡,𝑥,𝑥𝑡). Системи звичайних диференцiальних рiвнянь та-

кого вигляду закономiрно виникають у рiзних ситуацiях у рiзноманiтних

областях математики та її застосуваннях, включаючи, зокрема, рiвняння

для геодезичних на многовидах у диференцiальнiй геометрiї, варiацiйне

числення, ньютонiвськi рiвняння руху в класичнiй механiцi, наприклад,

у класичнiй задачi 𝑛 тiл тощо. Деякi лiївськi симетрiї та трансформа-
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цiйнi властивостi систем вигляду (2.1) описано з огляду на зв’язок та-

ких систем iз певними (рiмановими, параболiчними, картанiвськими та

iн.) геометрiями при вивченнi цих геометрiй, див., наприклад, [55,86] та

цитовану там лiтературу. З цих результатiв, iз використанням методу

фiльтрованої деформацiї [85], випливає наступна теорема.

Теорема 2.2. Пiдмаксимальна розмiрнiсть максимальних алгебр

лiївської iнварiантностi систем вигляду (2.1) iз 𝑛 ⩾ 2 дорiвнює 𝑛2+5,

i вона має мiсце лише для систем вигляду (2.1), якi еквiвалентнi вiд-

носно точкових перетворень у просторi F𝑡×F𝑛𝑥 (нелiнеаризованiй) сис-

темi

𝑥1𝑡𝑡 = (𝑥2𝑡 )
3, 𝑥2𝑡𝑡 = 0, . . . , 𝑥𝑛𝑡𝑡 = 0. (2.2)

Систему (2.2) дослiджено в роботах [55, с. 694] для 𝑛 = 2 та [86,

твердження 5.3.2] для довiльного 𝑛 ⩾ 2. Базис алгебри максимальної

лiївської iнварiантностi системи (2.2) утворено векторними полями

𝜕𝑥𝑎, 𝑡𝜕𝑥𝑎 + 3
2𝛿𝑎2(𝑥

2)2𝜕𝑥1, 𝑥𝑏𝜕𝑥𝑐, 𝑏̸=1, 𝑐̸=2, 3𝑥1𝜕𝑥1 + 𝑥2𝜕𝑥2,

𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑥1𝜕𝑥1, 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝑑𝜕𝑥𝑑 + 1
2(𝑥

2)3𝜕𝑥1,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 1, . . . , 𝑛, а за повторюваними iндексами йде пiдсумовування,

𝛿𝑎2 — символ Кронекера. Хоча систему (2.2) не можна лiнеаризувати, але

її iнтегрування тривiально можна звести до iнтегрування (елементарних)

лiнiйних систем.

Бiльш того, аналогiчна теорема має мiсце для наступної можливої

меншої розмiрностi 𝑛2 + 4 [85].

Теорема 2.3. З точнiстю до точкової еквiвалентностi iснує єдина

система вигляду (2.1) iз 𝑛 ⩾ 2, розмiрнiсть максимальної алгебри

лiївської iнварiантностi якої дорiвнює 𝑛2 + 4. Це, наприклад, лiнiйна

система

𝑥1𝑡𝑡 = 𝑥2, 𝑥2𝑡𝑡 = 0, . . . , 𝑥𝑛𝑡𝑡 = 0. (2.3)
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Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi системи (2.3) утворю-

ють векторнi поля:

𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥1𝜕𝑥1, 𝑥𝑏𝜕𝑥𝑐, 𝑏 ̸=1, 𝑐̸=2, 𝑥1𝜕𝑥1 + 𝑥2𝜕𝑥2,

𝜕𝑥𝑎 + 1
2𝛿𝑎2𝑡

2𝜕𝑥1, 𝑡𝜕𝑥𝑎 + 1
6𝛿𝑎2𝑡

3𝜕𝑥1,

де використано позначення наведенi вище. Система (2.3) — приклад

системи з пiдмаксимальною розмiрнiстю максимальних алгебр лiївсь-

кої iнварiантностi лiнiйних систем вигляду (2.1), див. теорему 2.29.

З урахуванням теореми 2.3, не є несподiваним, що систему Єгорова

𝑥𝑡𝑡 = 2𝑥1𝑥1𝑡𝑥
2
𝑡𝑥𝑡 [86, рiвняння (5.11)], максимальна алгебра лiївської iн-

варiантностi якої (𝑛2 +4)-вимiрна [86, рiвняння (5.12)], можна звести до

лiнiйної системи (2.3) за допомогою точкового перетворення

𝑡 = 𝑥1, 𝑥̃1 = 𝑡+
1

2
(𝑥1)2𝑥2, 𝑥̃𝑎 = 𝑥𝑎, 𝑎 = 2, . . . , 𝑛.

На жаль, у лiтературi немає загальних результатiв щодо допусти-

мих перетворень мiж системами вигляду (2.1) i щодо їх лiївських си-

метрiй для довiльного 𝑛 ⩾ 2, крiм розглянутих вище. Бiльшiсть час-

тинних результатiв, що вiдомi для таких систем на сьогоднi, пов’язанi

з їх лiнеаризацiєю. Зокрема, необхiднi та достатнi умови лiнеаризацiї за

допомогою точкових перетворень систем вигляду (2.1) iз 𝑛 = 2 знайдено

в роботi [33]. Класи розв’язних та/або iнтегрованих та/або лiнеаризова-

них систем вигляду (2.1), якi можна трактувати як динамiчнi системи

для класичних задач багатьох тiл у розмiрностях один, два та три, побу-

довано в серiї монографiй та робiт Ф. Калоджеро, див. [51,52] та цитовану

там лiтературу. Тому навiть лiнiйнi системи з класу (2.1) є на сьогоднi

привабливими i нетривiальними об’єктами для дослiдження з точки зо-

ру їх лiївських симетрiй та пов’язаних iз ними трансформацiйних влас-

тивостей. Групова класифiкацiя таких систем приводить до прикладiв

алгебр Лi векторних полiв, якi допускають системи вигляду (2.1) як їх

максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi, i якi розмiрностi цих ал-

гебр можливi крiм вiдомих максимальних та пiдмаксимальних значень.
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Це також важливо для розв’язання задачi лiнеаризацiї та iнтегрування

систем iз класу (2.1).

Нижче детально в рамках групового аналiзу диференцiальних рiв-

нянь дослiджено клас лiнiйних систем вигляду (2.1), тобто клас ℒ̄ нор-

мальних лiнiйних систем 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь другого

порядку,

𝑥𝑡𝑡 = 𝐴(𝑡)𝑥𝑡 +𝐵(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡), (2.4)

з 𝑛 невiдомими функцiями 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥(𝑡) =
(︀
𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
T, 𝑛 ⩾ 2.

Розгляд проводимо над комплексним або дiйсним полем, тобто F = C
або F = R. Набiр 𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) довiльних елементiв класу ℒ̄ утворено

довiльними (достатньо гладкими) 𝑛×𝑛 матричнозначними функцiями 𝐴
та 𝐵 змiнної 𝑡 i довiльною (достатньо гладкою) векторнозначною функ-

цiєю 𝑓 змiнної 𝑡. Розглянемо рiзноманiтнi об’єкти, що пов’язанi з кла-

сом ℒ̄, та опишемо їх властивостi. Зокрема, зручнi калiбрування набору
довiльних елементiв 𝜃, iєрархiю пiдкласiв класу ℒ̄, групоїди еквiвалент-
ностi, групи еквiвалентностi та алгебри еквiвалентностi цих пiдкласiв та

їх нормалiзацiйнi властивостi, максимальнi та суттєвi алгебри лiївської

iнварiантностi систем iз цих пiдкласiв, структуру таких алгебр та оцiн-

ки їх розмiрностi, а також використання перетворень еквiвалентностi та

лiївських симетрiй для пониження порядку систем вигляду (2.4) та для

їх iнтегрування.

Системи з класу ℒ̄ з довiльним значенням 𝑛 ⩾ 2 також недос-

татньо вивченi в лiтературi, за винятком певних дуже частинних ви-

падкiв. Лiївськi симетрiї систем iз класу ℒ̄ з 𝐴 = 0 та сталою ма-

трицею 𝐵 розглянуто в серiї робiт [53, 54, 75, 104, 132] для малих зна-

чень 𝑛 (щонайбiльше шiсть). Задача групової класифiкацiї для та-

ких систем у випадку довiльного 𝑛 ⩾ 2 детально дослiджено в

роботi [48]; системи з класу ℒ̄ зi сталими комутативними матриця-

ми 𝐴 та 𝐵 можна звести до таких систем. Розгляд лiївських си-

метрiй всього класу ℒ̄ для фiксованого значення 𝑛 = 2 розпоча-
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то в роботi [133], а пiзнiше продовжено в роботах [105, 108, 109];

див. параграф 2.8 щодо вичерпного розв’язання задачi групової кла-

сифiкацiї для цього класу. Випадок 𝑛 = 3 частково розглянуто

в [129].

Позначення. Нижче iндекси 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑 пробiгають значення вiд 1 до 𝑛,

тобто 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 1, . . . , 𝑛, та використовуємо умову пiдсумовування для

повторюваних iндексiв. Функцiї з iндексами позначають похiднi за вiд-

повiдними змiнними. Там де суттєво, вказуємо (вiдкриту) область прос-

тору F, яку пробiгає змiнна 𝑡 в певнiй ситуацiї, i позначаємо цю область

як ℐ. Iнтерпретуємо диференцiальнi рiвняння та точковi перетворення

мiж ними в рамках локального пiдходу. У груповому аналiзi диференцi-

альних рiвнянь параметр або довiльнi функцiї вважають аналiтичними

або, якщо F = R, гладкими. Тим не менше, у багатьох випадках не-

обхiдний порядок гладкостi можна понизити до скiнченної неперервної

диференцiйовностi.

𝐸 — 𝑛×𝑛 одинична матриця. Для квадратної матрицi𝑀 матрицi𝑀s

та 𝑀n — напiвпроста i нiльпотентна частини матрицi 𝑀 в її розкладi

Жордана–Шевальє, 𝑀 = 𝑀s +𝑀n. Фiксуючи базис в F𝑛, ототожнюємо
лiнiйнi оператори у просторi F𝑛 з їх матрицями в цьому базисi. [𝑀1,𝑀2]—

комутатор квадратних матриць 𝑀1 та 𝑀2 однiєї i тiєї ж розмiрностi,

[𝑀1,𝑀2] := 𝑀1𝑀2 −𝑀2𝑀1. У контекстi рiвнянь iз матричнозначними

функцiями зручно iнтерпретувати (сталi) матрицi як сталi матрично-

значнi функцiї. Наприклад, рiвняння вигляду [𝑀,𝑉 ] = 0 та 𝑉 =𝑀 для

матричнозначних функцiй 𝑉 змiнної 𝑡 та сталої матрицi 𝑀 вiдповiдно

означають, що [𝑀,𝑉 (𝑡)] = 0 та 𝑉 (𝑡) =𝑀 для будь-якого 𝑡 ∈ ℐ.
Для заданого класу𝒦 систем диференцiальних рiвнянь iз набором до-

вiльних елементiв 𝜃 використовуємо також це ж позначення 𝜃 для довiль-

ного фiксованого значення цього набору довiльних елементiв. 𝒢∼𝒦 ,𝐺∼𝒦, g∼𝒦,
𝐺s∼
𝒦 , g

s∼
𝒦 та 𝒢𝐺∼

𝒦 — вiдповiдно (псевдо)групоїд еквiвалентностi, звичайна

(псевдо)група еквiвалентностi, звичайна (псевдо)алгебра еквiвалентнос-
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тi, суттєва звичайна (псевдо)група еквiвалентностi та суттєва звичай-

на (псевдо)алгебра еквiвалентностi цього класу i групоїд дiї групи 𝐺∼𝒦.

Нижче префiкс “псевдо” для вищевказаних об’єктiв опускаємо. Оскiльки

розглядаємо лише звичайнi групи еквiвалентностi та звичайнi алгебри

еквiвалентностi, також опускаємо характеристику “звичайна” для цих

об’єктiв. Для фiксованого значення 𝜃 через 𝐾𝜃, 𝐺𝜃, g𝜃 та 𝒢𝜃 позначаємо
систему в класi 𝒦 пов’язану з цим значенням 𝜃, повну групу точкової

симетрiї цiєї системи, максимальну алгебру лiївської iнварiантностi та

вiдповiдну вертексну групу у групоїдi еквiвалентностi 𝒢∼𝒦 . Див. робо-
ту [130] та цитовану там лiтературу для вiдповiдних означень пов’язаних

iз точковими або контактними перетвореннями у класах диференцiаль-

них рiвнянь.

Позначення 𝒦′ ←˒ 𝒦, де 𝒦′ також є класом систем диференцiальних

рiвнянь iз набором довiльних елементiв 𝜃′ (пiднабiр у наборi 𝜃), означає,

що клас 𝒦′ можна вкласти в клас 𝒦 як пiдклас. Iншими словами, клас 𝒦′
можна отримати з класу 𝒦 шляхом накладання додаткових алгебраїч-

них рiвнянь на елементи набору 𝜃, пiдставляючи вирази для головних

компонент набору 𝜃 з огляду на цi рiвняння в системах iз класу 𝒦 та ре-

параметризуючи клас 𝒦 в клас 𝒦′ за допомогою виключення головних

компонент iз набору 𝜃, i як результат отримаємо набiр 𝜃′; щодо термi-

нологiї див. додаток у роботi [47]. Використовуємо термiн “алгебраїчне

рiвняння” у значеннi протилежному до “бути дiйсно диференцiальним”.

Незалежно вiд розглядуваного класу через 𝜛 позначимо проєкцiю

iз простору, що пробiгає спiльний набiр незалежних i залежних змiнних

та довiльних елементiв класу, на простiр, що пробiгає набiр незалежних

та залежних змiнних. Аналогiчно, через 𝜋 позначимо проєкцiю з просто-

ру з координатами (𝑡,𝑥) на простiр однiєї координати 𝑡, 𝜋 : F𝑡×F𝑛𝑥 → F𝑡.
Використовуємо нижнiй iндекс (вiдповiдно верхнiй iндекс) “*” для по-

значення пiдняття (вiдповiдно опускання) векторного поля за допомогою

перетворення.
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Для заданої алгебри Лi g та її пiдмножини S визначимо централiзатор

Cg(S) та нормалiзатор Ng(S) пiдмножини S в алгебрi g:

Cg(S) := {𝑢 ∈ g | [𝑢, 𝑣] = 0 ∀𝑣 ∈ S},
Ng(S) := {𝑢 ∈ g | [𝑢, 𝑣] ∈ S ∀𝑣 ∈ S}.

Структура цього роздiлу є наступною. Параграф 2.1 присвячено по-

будовi груп еквiвалентностi та групоїдiв еквiвалентностi класу ℒ̄ та його

вкладених пiдкласiв, що отриманi за допомогою калiбрування набору

довiльних елементiв 𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓) iз використанням перетворень еквi-

валентностi. Послiдовно накладаючи калiбрування 𝑓 = 0, 𝐴 = 0 та

tr𝐵 = 0, репараметризуючи виокремленнi пiдкласи пiсля кожного з пер-

ших двох калiбрувань, виключаємо 𝑓 , а потiм 𝐴 з набору довiльних

елементiв вiдповiдних класiв. У результатi отримано ланцюжок класiв

ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′. Зокрема, клас ℒ — “однорiдна” частина класу ℒ̄,
тобто мiстить однорiднi системи вигляду (2.4), де 𝑓 = 0. Доведено, що

вищенаведенi класи напiвнормалiзованi у звичайному сенсi, орбiта еле-

ментарної системи 𝑥𝑡𝑡 = 0 у кожному з них пiд дiєю вiдповiдної групи

еквiвалентностi є сингулярною частиною цього класу, i є доповненням до

орбiти, яку вважаємо регулярною частиною класу, i яка має кращi влас-

тивостi нормалiзацiї, нiж весь цей клас. Алгебри еквiвалентностi всiх

класiв, їх сингулярних i регулярних частин обчислено в параграфi 2.2 як

iнфiнiтезимальнi аналоги вiдповiдних груп еквiвалентностi. У парагра-

фi 2.3 показано, що груповi класифiкацiї класу ℒ̄ та калiброваних пiдкла-
сiв можна розбити на груповi класифiкацiї їх сингулярних та регуляр-

них частин. Задачi групової класифiкацiї сингулярних частин є тривiаль-

ними, оскiльки їх розв’язання визначено елементарною системою 𝑥𝑡𝑡 = 0

та її максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi. Отримано системи

визначальних рiвнянь для лiївських симетрiй систем iз регулярних час-

тин класу i показано, що задачi групової класифiкацiї для цих частин

можна звести до класифiкацiї суттєвих розширень лiївської симетрiї цих

регулярних пiдкласiв. Також обчислено ядро групи точкових симетрiй
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для всiх класiв, що виникають у цьому розглядi. Властивостi можли-

вих суттєвих розширень лiївської симетрiї у регулярних частинах кла-

су дослiджено в параграфi 2.4. Використовуючи отриманi властивостi,

запропоновано два шляхи класифiкацiї таких розширень у рамках алге-

браїчного пiдходу в залежностi вiд їх структури. При вивченнi лiївських

розширень iз ненульовими проєкцiями на 𝑡-пряму, потрiбно розпiзнати

еквiвалентнi системи серед тих, що утворенi векторними полями лiївсь-

кої симетрiї зi сталими 𝑡-компонентами. Необхiднi та достатнi умови такої

еквiвалентностi представлено в параграфi 2.5. Отриманi знання про влас-

тивостi суттєвих лiївських розширень у регулярних частинах класу до-

зволили знайти максимальну розмiрнiсть максимальних алгебр лiївської

iнварiантностi систем, яка є пiдмаксимальною для всього класу ℒ̄ та його
калiброваних пiдкласiв, див. параграф 2.6. У цьому параграфi детально

описано структуру суттєвих алгебр лiївської iнварiантностi систем iз ре-

гулярних частин класу та охарактеризовано максимальнi алгебри лiївсь-

кої iнварiантностi систем iз сингулярних частин класу. У параграфi 2.7

доведено кiлька тверджень щодо пониження порядку для нормальних лi-

нiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку та

їх iнтегрування з використанням вiдомих лiївських симетрiй або перетво-

рень еквiвалентностi мiж ними. Методи, якi розроблено в параграфi 2.4,

використано в параграфi 2.8 для вичерпного розв’язання задачi групової

класифiкацiї нормальних лiнiйних систем звичайних диференцiальних

рiвнянь другого порядку для найнижчого частинного значення 𝑛 = 2.

У параграфi 2.9 коротко пiдсумовано основнi результати цього роздiлу

та обговорено деякi вiдкритi проблеми та можливi напрямки подальших

дослiджень.

Результати цього роздiлу висвiтлено в роботах [17–20,47].
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2.1. Групоїди еквiвалентностi

та групи еквiвалентностi

Очевидно, що група еквiвалентностi 𝐺∼ℒ̄ класу ℒ̄ мiстить пiдгрупу,

утворену перетвореннями

𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝐻(𝑡)𝑥+ ℎ(𝑡), (2.5а)

𝐴 = (𝐻𝐴+ 2𝐻𝑡)𝐻
−1, 𝐵̃ = (𝐻𝐵 − 𝐴𝐻𝑡 +𝐻𝑡𝑡)𝐻

−1,

𝑓 = 𝐻𝑓 + ℎ𝑡𝑡 − 𝐴ℎ𝑡 − 𝐵̃ℎ,
(2.5б)

де 𝐻 — довiльна невироджена 𝑛 × 𝑛 матричнозначна функцiя змiн-

ної 𝑡, ℎ — довiльна векторнозначна функцiя змiнної 𝑡. Кожну фiксо-

вану систему 𝐿̄𝜃 з класу ℒ̄ можна вiдобразити за допомогою перетворен-

ня вигляду (2.5), де 𝐻 задовольняє матричне рiвняння 𝐻𝑡 +
1
2𝐻𝐴 = 0,

а ℎ — частинний розв’язок 𝐿̄𝜃, в систему 𝐿̄𝜃 з того ж класу, де 𝐴 = 0,

𝐵̃ = 𝐻
(︀
𝐵− 1

2𝐴𝑡+
1
4𝐴

2
)︀
𝐻−1 та 𝑓 = 0. Таким чином, зводимо дослiдження

класу ℒ̄ до дослiдження його пiдкласу ℒ′ виокремленого за допомогою
обмежень 𝐴 = 0 та 𝑓 = 0. Далi тривiально репараметризуємо клас ℒ′,
виключаючи 𝐴 та 𝑓 iз набору довiльних елементiв для цього класу i пов-

торно перепозначаючи 𝐵 через 𝑉 , тобто системи з класу ℒ′ набувають
вигляду

𝑥𝑡𝑡 = 𝑉 (𝑡)𝑥, (2.6)

де 𝑉 — довiльна 𝑛 × 𝑛 матричнозначна функцiя змiнної 𝑡, тобто

𝑉 = 𝑉 (𝑡) =
(︀
𝑉 𝑎𝑏(𝑡)

)︀
. Зауважимо, що згiдно iз загальним позначенням,

введеним вище, через 𝐿′𝑉 позначаємо систему з класу ℒ′, що вiдповiдає
фiксованому значенню матричнозначної параметр-функцiї 𝑉 . Сiм’я пе-

ретворень еквiвалентностi вигляду (2.5), де матрично- та векторнозначнi

параметр-функцiї 𝐻 та ℎ — вiдповiдно розв’язки матричного рiвняння

𝐻𝑡 +
1
2𝐻𝐴 = 0 та системи 𝐿̄𝜃 з початковими умовами 𝐻(𝑡0) = 𝐸 та

ℎ(𝑡0) = ℎ𝑡(𝑡0) = 0 для фiксованої точки 𝑡0 iз областi ℐ, яку пробiгає

змiнна 𝑡, iндукує вiдображення класу ℒ̄ у свiй пiдклас ℒ′.
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Розглянемо пiдклас ℒ′0 класу ℒ′, що утворено системами 𝐿′𝑉 у класi ℒ′
з 𝑉 (𝑡) = 𝑣(𝑡)𝐸 для будь-якого 𝑡 ∈ ℐ, де 𝑣 пробiгає множину функцiй

змiнної 𝑡, {𝑉 (𝑡) | 𝑡 ∈ ℐ} ⊆ ⟨𝐸⟩. Щодо таких матричнозначних функцiй 𝑉

кажемо, що 𝑉 — пропорцiйна одиничнiй матрицi 𝐸 iз залежним вiд часу

коефiцiєнтом пропорцiйностi. Iншими словами, пiдклас ℒ′0 виокремлено
з класу ℒ′ за допомогою алгебраїчних рiвнянь

𝑉 𝑎𝑏 = 0, 𝑎 ̸= 𝑏, 𝑉 11 = · · · = 𝑉 𝑛𝑛. (2.7)

Цей пiдклас можна репараметризувати, вважаючи спiльне значення 𝑣

дiагональних елементiв матрицi 𝑉 як єдиний довiльний елемент цього

пiдкласу. Нехай ℒ′1 := ℒ′ ∖ ℒ′0, а тому ℒ′ = ℒ′0 ⊔ ℒ′1.
Наступна теорема описує структуру групоїда 𝒢∼ℒ′.

Теорема 2.4. (i) Групу еквiвалентностi 𝐺∼ℒ′ класу ℒ′ утворюють пе-

ретворення вигляду2.1

𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝑇
1/2
𝑡 𝐶𝑥, (2.8а)

𝑉 =
1

𝑇 2
𝑡

𝐶𝑉 𝐶−1 +
2𝑇𝑡𝑇𝑡𝑡𝑡 − 3𝑇 2

𝑡𝑡

4𝑇 4
𝑡

𝐸, (2.8б)

де 𝑇 = 𝑇 (𝑡) — довiльна функцiя змiнної 𝑡, 𝑇𝑡 ̸= 0, 𝐶 — довiльна неви-

роджена стала 𝑛 × 𝑛 матриця. Група еквiвалентностi пiдкласу ℒ′1 i

канонiчно суттєва група еквiвалентностi пiдкласу ℒ′0 спiвпадають iз

групою 𝐺∼ℒ′.

(ii) Розбиття класу ℒ′ на пiдкласи ℒ′0 та ℒ′1 iндукує розбиття гру-
поїда 𝒢∼ℒ′ на пiдгрупоїди 𝒢∼ℒ′

0
та 𝒢∼ℒ′

1
, 𝒢∼ℒ′ = 𝒢∼ℒ′

0
⊔ 𝒢∼ℒ′

1
.

(iii) Пiдклас ℒ′1 є однорiдно напiвнормалiзованим вiдносно лiнiйної

суперпозицiї розв’язкiв.

(iv) Пiдклас ℒ′0 — 𝐺∼ℒ′-орбiта елементарної системи 𝐿′0, i цей пiдклас

як i весь клас ℒ′ є напiвнормалiзованими у звичайному сенсi.
2.1Для квадратного кореня з 𝑇𝑡 у виразi для 𝑥̃ слiд використовувати замiсть 𝑇𝑡 модуль (абсо-

лютне значення) 𝑇𝑡 у дiйсному випадку або зафiксувати гiлку квадратного кореня у комплексному

випадку.
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Доведення. Обчислюємо групу еквiвалентностi 𝐺∼ℒ′ класу ℒ′ використо-
вуючи прямий метод. Цей клас формально визначаємо як сукупнiсть

систем диференцiальних рiвнянь iз єдиною незалежною змiнною 𝑡 та

𝑛 залежними змiнними 𝑥𝑎, якi мають загальний вигляд (2.6). Довiльний

елемент 𝑉 пробiгає множину розв’язкiв допомiжної системи матричних

рiвнянь

𝑉𝑥𝑎 = 𝑉𝑥𝑎
𝑡
= 𝑉𝑥𝑎

𝑡𝑡
= 0. (2.9)

Система (2.9) еквiвалентна умовi, що елементи матрицi 𝑉 залежать що-

найбiльше вiд змiнної 𝑡. З урахуванням цього факту, простiр iз коорди-

натами (𝑡,𝑥, 𝑉 ) можна вибрати як простiр-носiй для групи 𝐺∼ℒ′, порiв-

няй [89, примiтка 1] та [114, примiтка 1]. Iншими словами, можна припу-

стити, що група𝐺∼ℒ′ утворена точковими перетвореннями у просторi з ко-

ординатами (𝑡,𝑥, 𝑉 ), яка проєктовна на простiр iз координатами (𝑡,𝑥)

i чиї власнi продовження зберiгають об’єднану систему (2.6) та (2.9). За-

гальний вигляд таких перетворень:

T : 𝑡 = 𝑇 (𝑡,𝑥), 𝑥̃ = 𝑋(𝑡,𝑥), 𝑉 = V(𝑡,𝑥, 𝑉 ),

де 𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)T та V = (V𝑎𝑏). Для кожного перетворен-

ня T його компоненти 𝑇 та 𝑋𝑎 — функцiї на областi Ω ⊆ F𝑡 × F𝑛𝑥
з 𝐽 :=

⃒⃒
𝜕(𝑇,𝑋)/𝜕(𝑡,𝑥)

⃒⃒
̸= 0 у кожнiй точцi областi Ω, компоненти V𝑎𝑏 —

функцiї на областi Ω×Θ, де Θ є вiдкритою пiдмножиною F𝑛2

𝑉 , i якобiан

елементiв V вiдносно елементiв 𝑉 є ненульовим у кожнiй точцi облас-

тi Ω × Θ. За допомогою опускання вiдносно проєкцiї 𝜛 з F𝑡 × F𝑛𝑥 × F𝑛
2

𝑉

на F𝑡× F𝑛𝑥, можна вважати, що компоненти 𝑇 та 𝑋𝑎 визначенi на Ω×Θ

також. Продовження T(2,𝑥) перетворення T до 𝑥𝑡 та 𝑥𝑡𝑡 можна обчислити

за допомогою ланцюгового правила,

𝑥̃𝑡 = 𝑋 𝑡 :=
D𝑡𝑋

D𝑡𝑇
, 𝑥̃𝑡𝑡 = 𝑋 𝑡𝑡 :=

1

D𝑡𝑇
D𝑡

(︂
D𝑡𝑋

D𝑡𝑇

)︂
, (2.10)

де D𝑡 = 𝜕𝑡 + 𝑥𝑎𝑡𝜕𝑥𝑎 + 𝑥𝑎𝑡𝑡𝜕𝑥𝑎
𝑡
+ · · · — оператор повної похiдної за змiнною 𝑡,

що пов’язаний iз простором струменiв J∞(F𝑡,F𝑛𝑥). Отже, перетворен-
ня T(2,𝑥) дiє на просторi J2(F𝑡,F𝑛𝑥) × F𝑛

2

𝑉 , де простiр струменiв другого
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порядку J2(F𝑡,F𝑛𝑥) можна ототожнити з F𝑡 × F𝑛𝑥 × F𝑛𝑥𝑡
× F𝑛𝑥𝑡𝑡

. Подальше

продовження (T(2,𝑥))(1,𝑉 ) перетворення T(2,𝑥) до перших похiдних матри-

цi 𝑉 вiдносно (𝑡,𝑥,𝑥𝑡,𝑥𝑡𝑡) визначаємо матричними рiвняннями

𝑇𝑡𝑉𝑡 +𝑋𝑎
𝑡 𝑉𝑥̃𝑎 +𝑋 𝑡,𝑎

𝑡 𝑉𝑥̃𝑎
𝑡
+𝑋 𝑡𝑡,𝑎

𝑡 𝑉𝑥̃𝑎
𝑡𝑡
= V𝑡 + 𝑉 𝑎𝑏

𝑡 V𝑉 𝑎𝑏, (2.11а)

𝑇𝑥𝑐𝑉𝑡 +𝑋𝑎
𝑥𝑐𝑉𝑥̃𝑎 +𝑋 𝑡,𝑎

𝑥𝑐 𝑉𝑥̃𝑎
𝑡
+𝑋 𝑡𝑡,𝑎

𝑥𝑐 𝑉𝑥̃𝑎
𝑡𝑡
= V𝑥𝑐 + 𝑉 𝑎𝑏

𝑥𝑐 V𝑉 𝑎𝑏, (2.11б)

𝑇𝑥𝑐
𝑡
𝑉𝑡 +𝑋𝑎

𝑥𝑐
𝑡
𝑉𝑥̃𝑎 +𝑋 𝑡,𝑎

𝑥𝑐
𝑡
𝑉𝑥̃𝑎

𝑡
+𝑋 𝑡𝑡,𝑎

𝑥𝑐
𝑡
𝑉𝑥̃𝑎

𝑡𝑡
= V𝑥𝑐

𝑡
+ 𝑉 𝑎𝑏

𝑥𝑐
𝑡
V𝑉 𝑎𝑏, (2.11в)

𝑇𝑥𝑐
𝑡𝑡
𝑉𝑡 +𝑋𝑎

𝑥𝑐
𝑡𝑡
𝑉𝑥̃𝑎 +𝑋 𝑡,𝑎

𝑥𝑐
𝑡𝑡
𝑉𝑥̃𝑎

𝑡
+𝑋 𝑡𝑡,𝑎

𝑥𝑐
𝑡𝑡
𝑉𝑥̃𝑎

𝑡𝑡
= V𝑥𝑐

𝑡𝑡
+ 𝑉 𝑎𝑏

𝑥𝑐
𝑡𝑡
V𝑉 𝑎𝑏. (2.11г)

З урахуванням збереження об’єднаної системи (2.6) та (2.9) пiд дiєю

перетворень T, можемо одночасно покласти 𝑉𝑥𝑎 = 𝑉𝑥𝑎
𝑡
= 𝑉𝑥𝑎

𝑡𝑡
= 0 та

𝑉𝑥̃𝑎 = 𝑉𝑥̃𝑎
𝑡
= 𝑉𝑥̃𝑎

𝑡𝑡
= 0 у системi (2.11). Тодi рiвняння (2.11в) та (2.11г) є

тотожностями, оскiльки компоненти перетворення T не залежать вiд 𝑥𝑡

та 𝑥𝑡𝑡. Рiвняння (2.11б) зводимо до рiвнянь 𝑇𝑥𝑐𝑉𝑡 = V𝑥𝑐. Оскiльки цi рiв-

няння не включають довiльного елементу 𝑉 та його похiдних, то пiсля

подальшого розщеплення вiдносно незв’язних похiдних 𝑉 𝑎𝑏
𝑡

отримаємо

рiвняння 𝑇𝑥𝑐 = 0 та V𝑥𝑐 = 0. Таким чином, 𝑇 = 𝑇 (𝑡) з 𝑇𝑡 ̸= 0, оскiль-

ки 𝐽 ̸= 0.

Для отримання системи визначальних рiвнянь для компонент пере-

творення T послiдовно пiдставляємо вiдповiдно вирази 𝑋 𝑡𝑡, 𝑇 , 𝑋 та 𝑉 𝑥

для 𝑥̃𝑡𝑡, 𝑡, 𝑥̃ та 𝑥𝑡𝑡 у систему 𝑥̃𝑡𝑡 = 𝑉 (𝑡)𝑥̃, враховуючи, що 𝑇 = 𝑇 (𝑡). Як

результат приходимо до системи

𝑇𝑡(𝑋
𝑎
𝑡𝑡 + 2𝑋𝑎

𝑡𝑏𝑥
𝑏
𝑡 +𝑋𝑎

𝑏𝑐𝑥
𝑏
𝑡𝑥

𝑐
𝑡 +𝑋𝑎

𝑏 𝑉
𝑏𝑐𝑥𝑐)

− 𝑇𝑡𝑡(𝑋𝑎
𝑡 +𝑋𝑎

𝑑𝑥
𝑑
𝑡 )− 𝑇 3

𝑡 𝑉
𝑎𝑏𝑋𝑏 = 0, (2.12)

де 𝑋𝑎
𝑏 := 𝜕𝑋𝑎/𝜕𝑥𝑏 тощо. Оскiльки перша похiдна 𝑥𝑡 є незв’язною,

то можна розщепити систему (2.12) вiдносно компонент цих похiд-

них. Збирання коефiцiєнтiв при доданках, якi є квадратичними вiд-

носно похiдних, приводить до рiвнянь 𝑋𝑎
𝑏𝑐𝑇𝑡 = 0, тобто 𝑋𝑎

𝑏𝑐 = 0.

Це означає, що 𝑋 = 𝐻(𝑡)𝑥 + ℎ(𝑡) для невиродженої 𝑛 × 𝑛 матрич-

нозначної функцiї 𝐻 = (𝐻𝑎𝑏) змiнної 𝑡 та векторнозначної функцiї
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ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑛)T змiнної 𝑡. Для кожного 𝑏 збираємо коефiцiєнти при 𝑥𝑏𝑡
у системi (2.12) при отриманих обмеженнях i в результатi приходимо до

системи 2𝑋𝑎
𝑡𝑏𝑇𝑡 − 𝑋𝑎

𝑏 𝑇𝑡𝑡 = 0 або в еквiвалентнiй формi
(︀
𝐻𝑎𝑏𝑇

−1/2
𝑡

)︀
𝑡
= 0,

iнтегруючи яку знаходимо 𝐻 = 𝑇
1/2
𝑡 𝐶, де 𝐶 — стала невироджена 𝑛× 𝑛

матриця; див. також примiтку 2.1 для коректної iнтерпретацiї 𝑇 1/2
𝑡 . Пiд-

становка отриманих виразiв для 𝑇 та 𝑋 в iншi рiвняння системи (2.12),

що не включають члени з першими похiдними за змiнними 𝑥, приводить

до рiвняння

𝑇𝑡(𝐻𝑡𝑡𝑥+ ℎ𝑡𝑡 +𝐻𝑉 𝑥)− 𝑇𝑡𝑡(𝐻𝑡𝑥+ ℎ)− 𝑇 3
𝑡 𝑉 (𝐻𝑥+ ℎ) = 0.

Пiсля подальшого розщеплення вiдносно 𝑥 знаходимо 𝑉 -компоненту

в перетвореннях еквiвалентностi,

𝑉 =
1

𝑇𝑡 2

(︂
𝐻𝑡𝑡 +𝐻𝑉 − 𝑇𝑡𝑡

𝑇𝑡
𝐻𝑡

)︂
𝐻−1

=
1

𝑇 2
𝑡

𝐶𝑉 𝐶−1 +
2𝑇𝑡𝑇𝑡𝑡𝑡 − 3𝑇 2

𝑡𝑡

4𝑇 4
𝑡

𝐸, (2.13)

та систему

𝑇𝑡ℎ𝑡𝑡 − 𝑇𝑡𝑡ℎ− 𝑇 3
𝑡 𝑉 ℎ = 0. (2.14)

Розщеплюючи систему (2.14) вiдносно перетворених довiльних елемен-

тiв 𝑉 𝑎𝑏, отримаємо ℎ = 0. Таким чином, будь-який елемент групи 𝐺∼ℒ′

має вигляд (2.8) i будь-яке перетворення цього вигляду належить гру-

пi 𝐺∼ℒ′.

Очевидно, що дiя групи 𝐺∼ℒ′ на клас ℒ′ зберiгає його пiдкласи ℒ′0
та ℒ′1. Бiльш того, при обчисленнi групи еквiвалентностi пiдкласу ℒ′1,
систему (2.12) можна розщепити так само, як i при обчисленнi групи 𝐺∼ℒ′,

тодi отримаємо той же вигляд (2.8) для елементiв цiєї групи як i для

елементiв групи 𝐺∼ℒ′. Отже, група еквiвалентностi пiдкласу ℒ′1 спiвпадає
з групою 𝐺∼ℒ′.

Для пiдкласу ℒ′0 допомiжну систему (2.9) можна доповнити алгеб-

раїчними рiвняннями (2.7). Далi повторюємо вищезазначену процедуру
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для цього пiдкласу, розщеплюючи вiдносно 𝑣𝑡 та 𝑣 замiсть 𝑉
𝑎𝑏
𝑡
та 𝑉 𝑎𝑏, де 𝑣

позначає спiльне значення елементiв 𝑉 11, . . . , 𝑉 𝑛𝑛. Єдина рiзниця в ре-

зультатах полягає в тому, що тепер матричне спiввiдношення (2.13) вико-

нано для матрицi 𝑉 , яка задовольняє рiвняння (2.7). Умова збереження

додаткової допомiжної системи (2.7) при перетвореннях T є незалежною

вiд об’єднаної системи (2.6) та (2.9). З цього випливає, що V𝑎𝑏 = 0, 𝑎 ̸= 𝑏,

V11 = · · · = V𝑛𝑛 при 𝑉 𝑎𝑏 = 0, 𝑎 ̸= 𝑏, 𝑉 11 = · · · = 𝑉 𝑛𝑛. Останню умову

узгоджено зi спiввiдношенням (2.13). Проведений розгляд означає, що

канонiчно суттєва група еквiвалентностi пiдкласу ℒ′0 також спiвпадає з

групою 𝐺∼ℒ′, що завершує доведення пункту (i) теореми.

Для обчислення групоїдiв еквiвалентностi класу ℒ′ також застосову-

ємо прямий метод. Припустимо, що трiйка (𝑉,Φ, 𝑉 ) є допустимим пере-

творенням класу ℒ′. Тут Φ — точкове перетворення у просторi з коорди-

натами (𝑡,𝑥),

Φ: 𝑡 = 𝑇 (𝑡,𝑥), 𝑥̃ = 𝑋(𝑡,𝑥), (𝑡,𝑥) ∈ Ω ⊆ F𝑛+1,

де

𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)T, 𝐽 :=

⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝑇,𝑋)

𝜕(𝑡,𝑥)

⃒⃒⃒⃒
̸= 0

що вiдображає систему 𝐿′𝑉 в систему 𝐿′
𝑉
. Друге продовження перетворен-

ня Φ обчислюємо у вiдповiдностi з формулами (2.10). Для отримання

системи визначальних рiвнянь для компонент перетворення Φ та виразу

для 𝑉 в термiнах 𝑉 , 𝑇 та 𝑋 пiдставляємо в систему 𝐿′
𝑉
наведений вище

вираз для 𝑥̃𝑡𝑡, а потiм вiдповiдно 𝑇 ,𝑋 та 𝑉 𝑥 для 𝑡, 𝑥̃ та 𝑥𝑡𝑡. Як результат

отримаємо систему

(𝑋𝑎
𝑡𝑡 + 2𝑋𝑎

𝑡𝑏𝑥
𝑏
𝑡 +𝑋𝑎

𝑏𝑐𝑥
𝑏
𝑡𝑥

𝑐
𝑡 +𝑋𝑎

𝑏 𝑉
𝑏𝑐𝑥𝑐)(𝑇𝑡 + 𝑇𝑑𝑥

𝑑
𝑡 )

− (𝑇𝑡𝑡 + 2𝑇𝑡𝑏𝑥
𝑏
𝑡 + 𝑇𝑏𝑐𝑥

𝑏
𝑡𝑥

𝑐
𝑡 + 𝑇𝑏𝑉

𝑏𝑐𝑥𝑐)(𝑋𝑎
𝑡 +𝑋𝑎

𝑑𝑥
𝑑
𝑡 )

− 𝑉 𝑎𝑏𝑋𝑏(𝑇𝑡 + 𝑇𝑐𝑥
𝑐
𝑡)

3 = 0, (2.15)

де 𝑇𝑎 := 𝜕𝑇/𝜕𝑥𝑎 тощо, яка є аналогом системи (2.12). Для дослiдження

системи (2.15) зручним є iнший пiдхiд. Для кожного значення 𝑎 лiва час-
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тина системи (2.15) i всi її частини є полiномами вiдносно компонент 𝑥𝑡

з коефiцiєнтами, що залежать вiд змiнних (𝑡,𝑥). Полiном 𝑃𝑇 := 𝑇𝑡+𝑇𝑑𝑥
𝑑
𝑡

дiлить перший i третiй доданки в (2.15). Отже, вiн дiлить i другий дода-

нок. Якщо степiнь полiнома 𝑃𝑇 (вiдносно компонент 𝑥𝑡) рiвний одиницi,

тодi цей полiном дiлить коефiцiєнт у другому доданку, i вiн є першим

коефiцiєнтом, оскiльки iнакше 𝐽 = 0. Подiльнiсть першого коефiцiєнта

на 𝑃𝑇 є тривiальною, якщо 𝑃𝑇 не залежить вiд 𝑥𝑡. У результатi iснують

функцiї Λ0 та Λ𝑎 змiнних (𝑡,𝑥) такi, що

𝑇𝑡𝑡 + 2𝑇𝑡𝑏𝑥
𝑏
𝑡 + 𝑇𝑏𝑐𝑥

𝑏
𝑡𝑥

𝑐
𝑡 + 𝑇𝑏𝑉

𝑏𝑐𝑥𝑐 = (Λ0 + Λ𝑐𝑥𝑐𝑡)(𝑇𝑡 + 𝑇𝑑𝑥
𝑑
𝑡 ), (2.16а)

𝑋𝑎
𝑡𝑡 + 2𝑋𝑎

𝑡𝑏𝑥
𝑏
𝑡 +𝑋𝑎

𝑏𝑐𝑥
𝑏
𝑡𝑥

𝑐
𝑡 +𝑋𝑎

𝑏 𝑉
𝑏𝑐𝑥𝑐

= (Λ0 + Λ𝑐𝑥𝑐𝑡)(𝑋
𝑎
𝑡 +𝑋𝑎

𝑑𝑥
𝑑
𝑡 ) + 𝑉 𝑎𝑏𝑋𝑏(𝑇𝑡 + 𝑇𝑐𝑥

𝑐
𝑡)

2. (2.16б)

Ввiвши позначення 𝑥0 := 𝑡, 𝑋0 := 𝑇 та 𝑉 0𝑏 := 0, представляємо рiвнян-

ня (2.16а) та (2.16б) в унiфiкованому виглядi:

𝑋𝜅
𝜆𝜇𝑥

𝜆
𝑡 𝑥

𝜇
𝑡 +𝑋𝜅

𝑏 𝑉
𝑏𝑐𝑥𝑐(𝑥0𝑡 )

2 = Λ𝜇𝑥𝜇𝑡𝑋
𝜅
𝜈 𝑥

𝜈
𝑡 + 𝑉 𝜅𝑏𝑋𝑏(𝑋0

𝜇𝑥
𝜇
𝑡 )

2. (2.17)

Тут i до кiнця доведення, iндекси 𝜅, 𝜆, 𝜇 та 𝜈 пробiгають значення вiд 0

до 𝑛. Розщеплення системи (2.16) вiдносно (𝑥𝑏𝑡)𝑏=1,...,𝑛 є еквiвалентним

розщепленню системи (2.17) вiдносно (𝑥𝜆𝑡 )𝜆=0,...,𝑛, що приводить до повної

системи визначальних рiвнянь для допустимих перетворень у класi ℒ′:

𝑋𝜅
𝜆𝜇 =

1

2
(Λ𝜇𝑋𝜅

𝜆 + Λ𝜆𝑋𝜅
𝜇) + 𝑉 𝜅𝑏𝑋𝑏𝑋0

𝜆𝑋
0
𝜇 −𝑋𝜅

𝑏 𝑉
𝑏𝑐𝑥𝑐𝛿0𝜆𝛿0𝜇, (2.18)

де 𝛿0𝜆 — символ Кронекера.

З урахуванням тривiальної тотожностi 𝜕𝜈𝑋𝜅
𝜆𝜇 = 𝜕𝜇𝑋

𝜅
𝜆𝜈 для кожно-

го фiксованого значення (𝜅, 𝜆, 𝜇) диференцiюємо вiдповiдне рiвняння в

системi (2.18) вiдносно 𝑥𝜈 з 𝜈 ̸= 𝜇 i вiднiмаємо отриманий диференцiаль-

ний наслiдок (2.18) вiд аналогiчного наслiдку з переставленими 𝜇 та 𝜈.

У результатi отримаємо рiвняння

1

2
𝑋𝜅

𝜆𝐾
𝜇𝜈 +

1

2
𝑋𝜅

𝜇𝑀
𝜆𝜈 − 1

2
𝑋𝜅

𝜈𝑀
𝜆𝜇 + 𝑉 𝜅𝑏(𝑋𝑏

𝜈𝑋
0
𝜇 −𝑋𝑏

𝜇𝑋
0
𝜈 )𝑋

0
𝜆
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−𝑋𝜅
𝑏 𝑉

𝑏𝑐(𝛿𝑐𝜈𝛿0𝜇 − 𝛿𝑐𝜇𝛿0𝜈)𝛿0𝜆 = 0, 𝜇 ̸= 𝜈, (2.19)

де 𝐾𝜇𝜈 := Λ𝜇
𝜈 − Λ𝜈

𝜇 (звiдси 𝐾
𝜇𝜈 = −𝐾𝜈𝜇) та

𝑀𝜆𝜈 := Λ𝜆
𝜈 −

1

2
Λ𝜈Λ𝜆 + Λ𝑏𝑉 𝑏𝑐𝑥𝑐𝛿0𝜈𝛿0𝜆.

Виберемо кожну пару рiвнянь вигляду (2.19) з тими ж значеннями 𝜅, 𝜇

та 𝜈, рiзними значеннями 𝜆 та 𝜆′, множимо цi рiвняння вiдповiдно на 2𝑋0
𝜆′

та 2𝑋0
𝜆 та вiднiмаємо друге отримане рiвняння вiд першого. У результатi

маємо

𝐾𝜇𝜈𝑋0
𝜆′𝑋̄𝜆 −𝐾𝜇𝜈𝑋0

𝜆𝑋̄𝜆′ + (𝑀𝜆𝜈𝑋0
𝜆′ −𝑀𝜆′𝜈𝑋0

𝜆)𝑋̄𝜇

− (𝑀𝜆𝜇𝑋0
𝜆′ −𝑀𝜆′𝜇𝑋0

𝜆)𝑋̄𝜈

− 2𝑉 𝑏𝑐(𝛿𝑐𝜈𝛿0𝜇 − 𝛿𝑐𝜇𝛿0𝜈)(𝛿0𝜆𝑋0
𝜆′ − 𝛿0𝜆′𝑋0

𝜆)𝑋̄𝑏 = 0,

𝜇 ̸= 𝜈, 𝜆 ̸= 𝜆′, (2.20)

де 𝑋̄ = (𝑋0, . . . , 𝑋𝑛)T. Права частина системи (2.20) є кососиметричною

вiдносно (𝜇, 𝜈) та вiдносно (𝜆, 𝜆′), i отже, її незалежнi рiвняння вичерпу-

ють, наприклад, тi, де 𝜇 < 𝜈 та 𝜆 < 𝜆′. Набори функцiй 𝑋̄𝜇, 𝜇 = 0, . . . , 𝑛,

— лiнiйно незалежнi в кожнiй точцi (𝑡,𝑥) ∈ Ω, оскiльки 𝐽 = det(𝑋𝜅
𝜆) ̸= 0

на областi Ω. Це означає, що можна розщепити систему (2.20), збираючи

коефiцiєнти при 𝑋̄𝜆 для кожного фiксованого значення 𝜆, i прирiвнюючи

їх до нуля.

Припустимо, що iснує 𝑏 таке, що 𝑋0
𝑏 ̸= 0.

Якщо 𝑛 ⩾ 3, то для кожного значення з набору iндексiв (𝜆, 𝜆′, 𝜇, 𝜈)

з 0 = 𝜆 ̸= 𝜆′ та 0 < 𝜇 < 𝜈 або з 𝜆 ̸= 𝜆′, 𝜆𝜆′ ̸= 0, 0 = 𝜇 < 𝜈 та 𝜈 ̸= 𝜆,

пiсля збирання коефiцiєнтiв при 𝑋̄𝜆, отримаємо 𝐾𝜇𝜈𝑋0
𝜆′ = 0. В останнiй

системi нижнiй iндекс 𝜆′ пробiгає значення вiд 1 до 𝑛, i отже, 𝐾𝜇𝜈 = 0

для будь-якого 𝜇, 𝜈 = 0, . . . , 𝑛.

У випадку 𝑛 = 2 збираємо коефiцiєнти при 𝑋̄0 у рiвняннях iз систе-

ми (2.20) iз (𝜆, 𝜆′, 𝜇, 𝜈) = (0, 𝑎, 1, 2), 𝑎 ∈ {1, 2}, та отримаємо рiвняння

𝐾12𝑋0
𝑎 = 0, з яких випливає, що 𝐾12 = 0. Далi збираємо коефiцiєнти
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при 𝑋̄1 та 𝑋̄2 в тих же рiвняннях iз системи (2.20) i це приводить до

рiвнянь 𝑀 0𝑎𝑋0
𝑏 −𝑀 𝑏𝑎𝑋0

0 = 0. Розглядаючи коефiцiєнти при 𝑋̄2 та 𝑋̄0

у рiвняннях (2.20) вiдповiдно з (𝜆, 𝜆′, 𝜇, 𝜈) = (1, 2, 0, 1) та (𝜆, 𝜆′, 𝜇, 𝜈) =

(0, 2, 0, 1), отримаємо 𝐾01𝑋0
1 = 0 та 𝐾01𝑋0

2+𝑀
01𝑋0

2−𝑀 21𝑋0
0 = 0. Звiдси

також 𝐾01𝑋0
2 = 0, i з урахуванням рiвняння 𝐾01𝑋0

1 = 0 маємо, що

𝐾01 = 0. Аналогiчно отримаємо, що 𝐾02 = 0. Як результат, у пiдсумку

знову маємо, що 𝐾𝜇𝜈 = 0 для будь-яких 𝜇, 𝜈 = 0, . . . , 𝑛.

Далi, враховуючи останню умову, розглянемо рiвняння iз систе-

ми (2.20) з 𝜈 = 𝜆′ = 0, i отже, 𝜇𝜆 ̸= 0. Збираючи коефiцiєнти при 𝑋̄𝑏

з 𝑏 ̸= 𝜇 та 𝑋̄𝜇, отримаємо вiдповiдно рiвняння 𝑉 𝑏𝜇𝑋0
𝜆 = 0 з 𝑏 ̸= 𝜇 та

𝑀𝜆0𝑋0
0 − 𝑀 00𝑋0

𝜆 − 2𝑉 𝜇𝜇𝑋0
𝜆 = 0. Пiсля вiднiмання останнього рiвнян-

ня вiд аналогiчного рiвняння, де 𝜇 замiнено на 𝜇′ /∈ {0, 𝜇}, отримаємо
(𝑉 𝜇𝜇−𝑉 𝜇′𝜇′

)𝑋0
𝜆 = 0. Оскiльки iндекс 𝜆 тут набуває значень вiд 1 до 𝑛, то

з отриманих рiвнянь випливає, що 𝑉 𝑎𝑏 = 0 та 𝑉 𝑎𝑎 = 𝑉 𝑏𝑏 для 𝑎 ̸= 𝑏. (Вище

немає пiдсумовування вiдносно повторюваних iндексiв 𝜇, 𝜇′, 𝑎 та 𝑏.)

У результатi довели, що матричнозначна функцiя 𝑉 пропорцiйна оди-

ничнiй матрицi 𝐸 iз залежним вiд часу коефiцiєнтом пропорцiйностi,

якщо 𝑋0
𝑏 ̸= 0 для деякого 𝑏.

Таким чином, для iнших значень матричнозначної параметр-функ-

цiї 𝑉 маємо, що 𝑋0
𝑏 = 0 для будь-якого 𝑏, тобто 𝑡-компонента 𝑇 перетво-

рення Φ залежить лише вiд 𝑡, 𝑇 = 𝑇 (𝑡) та 𝑇𝑡 ̸= 0, оскiльки 𝐽 ̸= 0. Тодi

з рiвнянь (2.16а) випливає, що Λ𝑐 = 0, а отже, збираючи коефiцiєнти

при квадратах вiд 𝑥𝑡 у рiвняннях (2.16б), отримаємо, що 𝑋𝑎
𝑏𝑐 = 0 для

будь-яких 𝑎, 𝑏 та 𝑐. Подальшi обчислення основано на системi (2.15). Во-

ни є аналогiчними наведеним вище обчисленням групи 𝐺∼ℒ′ i приводять

у результатi до спiввiдношення (2.13) мiж початковим i перетвореним

набором довiльних елементiв 𝑉 та 𝑉 , а також до системи (2.14), яка

означає, що композицiя ℎ ∘ 𝑇 перетворення ℎ з оберненим перетворен-

ням 𝑇 є розв’язком системи 𝐿′
𝑉
. Звiдси матричнозначнi функцiї 𝑉 та 𝑉

одночасно непропорцiйнi одиничнiй матрицi 𝐸 з коефiцiєнтами пропор-
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цiйностi, що залежать вiд часу. Iншими словами, дiя групоїда 𝒢∼ℒ′ зберiгає

пiдклас ℒ′1, а звiдси також пiдклас ℒ′0, оскiльки це доповнення пiдкла-

су ℒ′1 в класi ℒ′, що i доводить пункт (ii). Бiльш того, будь-яке допустиме

перетворення в класi ℒ′1 — це композицiя двох допустимих перетворень,

одне визначене перетворенням еквiвалентностi, що зв’язує систему 𝐿′𝑉
з системою 𝐿′

𝑉
, а друге пов’язане з лiнiйною суперпозицiєю розв’язкiв

системи 𝐿′
𝑉
, а отже, виконано пункт (iii). Очевидно, що пiдклас ℒ′0 —

𝐺∼ℒ′-орбiта системи 𝐿′0, оскiльки будь-яка система з пiдкласу ℒ′0 є 𝐺∼ℒ′-

еквiвалентною до елементарної системи 𝐿′0. Отже, пiдкласи ℒ′0 та ℒ′1 є
напiвнормалiзованими у звичайному сенсi i допускають ту ж групу еквi-

валентностi, а з цього випливає напiвнормалiзованiсть всього класу ℒ′,
що i завершує доведення пункту (iv) теореми.

Зауваження 2.5. Група еквiвалентностi репараметризованого пiдкла-

су ℒ′0, де 𝑣 = 𝑣(𝑡) з 𝑉 = 𝑣𝐸 вважаємо єдиним довiльним елементом за-

мiсть матрицi 𝑉 довiльних елементiв, утворена точковими перетворен-

нями у просторi з координатами (𝑡,𝑥, 𝑣), (𝑡,𝑥)- та 𝑣-компоненти яких

вiдповiдно задаємо через (2.8а) та

𝑣 =
1

𝑇 2
𝑡

𝑣 +
2𝑇𝑡𝑇𝑡𝑡𝑡 − 3𝑇 2

𝑡𝑡

4𝑇 4
𝑡

.

Зауваження 2.6. Позначимо через 𝒢𝐺∼
ℒ′|ℒ′

0
, 𝒢𝐺∼

ℒ′|ℒ′
1
, 𝒢 linℒ′

1
та 𝒢0 обмеження

дiї групоїда 𝒢𝐺∼
ℒ′ групи еквiвалентностi 𝐺∼ℒ′ вiдповiдно на пiдкласи ℒ′0

та ℒ′1, групопоїд, що вiдповiдає лiнiйнiй суперпозицiї розв’язкiв у пiд-

класi ℒ′0, та вертексна група системи 𝐿′0,

𝒢𝐺∼
ℒ′|ℒ′

0
= 𝒢𝐺∼

ℒ′ ∩ 𝒢∼ℒ′
0
, 𝒢𝐺∼

ℒ′|ℒ′
1
= 𝒢𝐺∼

ℒ′ ∩ 𝒢∼ℒ′
1
, 𝒢 linℒ′

1
⊂ 𝒢fℒ′

1
,

де 𝒢fℒ′
1
— фундаментальний групоїд пiдкласу ℒ′1. Пункт (iv) теореми 2.4

можна переформульовати у термiнах допустимих перетворень наступ-

ним чином: для будь-якого перетворення 𝒯 ∈ 𝒢∼ℒ′
0
iснують перетворення

𝒯1, 𝒯3 ∈ 𝒢𝐺
∼
ℒ′|ℒ′

0
та 𝒯2 ∈ 𝒢0 такi, що 𝒯 = 𝒯1 ⋆ 𝒯2 ⋆ 𝒯3. Тут “⋆” — операцiя

композицiї допустимих перетворень [130]. Оскiльки 𝒢 linℒ′
1
є нормальним
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пiдгрупоїдом 𝒢∼ℒ′
1
, то пункт (iii) теореми 2.4 означає, що 𝒢∼ℒ′

1
є напiвпря-

мим добутком 𝒢𝐺∼
ℒ′|ℒ′

1
та 𝒢 linℒ′

1
.

З теореми 2.4 можемо отримати описи групоїдiв еквiвалентностi над-

класiв ℒ̄ та ℒ. Допомiжна система для довiльних елементiв класу ℒ̄ має

вигляд

𝐴𝑥𝑎 = 𝐴𝑥𝑎
𝑡
= 𝐴𝑥𝑎

𝑡𝑡
= 0, 𝐵𝑥𝑎 = 𝐵𝑥𝑎

𝑡
= 𝐵𝑥𝑎

𝑡𝑡
= 0,

𝑓𝑥𝑎 = 𝑓𝑥𝑎
𝑡
= 𝑓𝑥𝑎

𝑡𝑡
= 0,

i його доповнення до класу ℒ є його пiдсистемою, що мiстить рiвняння

на 𝐴 та 𝐵, але не на 𝑓 . Позначимо через ℒ̄0 та ℒ0 вiдповiдно 𝐺∼ℒ̄ - та 𝐺
∼
ℒ -

орбiти елементарної системи 𝑥𝑡𝑡 = 0 i нехай ℒ̄1 := ℒ̄ ∖ ℒ̄0 та ℒ1 := ℒ∖ℒ0.

З розгляду на початку цього параграфа випливає, що пiдкласи ℒ̄0 та ℒ0

вiдповiдно виокремлено з їх надкласiв ℒ̄ та ℒ за допомогою умови, що

матричнозначна функцiя 𝐵− 1
2𝐴𝑡+

1
4𝐴

2 є пропорцiйною одиничнiй матри-

цi 𝐸 iз залежним вiд часу коефiцiєнтом пропорцiйностi. Iншими словами,

розширення допомiжних систем для ℒ̄0 та ℒ0 визначено рiвняннями(︂
𝐵 − 1

2
𝐴𝑡 +

1

4
𝐴2

)︂𝑎𝑏

= 0, 𝑎 ̸= 𝑏,(︂
𝐵 − 1

2
𝐴𝑡 +

1

4
𝐴2

)︂11

= · · · =
(︂
𝐵 − 1

2
𝐴𝑡 +

1

4
𝐴2

)︂𝑛𝑛

.

Теорема 2.7. (i) Групу еквiвалентностi 𝐺∼ℒ̄ класу ℒ̄ утворюють пере-

творення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝐻(𝑡)𝑥+ ℎ(𝑡), (2.21а)

𝐴 = 𝑇−2𝑡 (𝑇𝑡𝐻𝐴+ 2𝑇𝑡𝐻𝑡 − 𝑇𝑡𝑡𝐻)𝐻−1, (2.21б)

𝐵̃ = 𝑇−3𝑡 (𝑇𝑡𝐻𝐵 − 𝑇 2
𝑡 𝐴𝐻𝑡 + 𝑇𝑡𝐻𝑡𝑡 − 𝑇𝑡𝑡𝐻𝑡)𝐻

−1, (2.21в)

𝑓 = 𝑇−3𝑡 (𝑇𝑡𝐻𝑓 + 𝑇𝑡ℎ𝑡𝑡 − 𝑇𝑡𝑡ℎ𝑡 − 𝑇 2
𝑡 𝐴ℎ𝑡 − 𝑇 3

𝑡 𝐵̃ℎ), (2.21г)

де 𝑇 = 𝑇 (𝑡) — довiльна функцiя змiнної 𝑡 з 𝑇𝑡 ̸= 0, 𝐻 — довiльна

невироджена 𝑛×𝑛 матричнозначна функцiя змiнної 𝑡 та ℎ — довiльна
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векторнозначна функцiя змiнної 𝑡. Групи еквiвалентностi пiдкласiв ℒ̄1

та ℒ̄0 спiвпадають iз групою 𝐺∼ℒ̄ .

(ii) Розбиття класу ℒ̄ на його пiдкласи ℒ̄0 та ℒ̄1 iндукує розбиття

групоїда 𝒢∼ℒ̄ на його пiдгрупоїди 𝒢∼ℒ̄0
та 𝒢∼ℒ̄1

, 𝒢∼ℒ̄ = 𝒢∼ℒ̄0
⊔ 𝒢∼ℒ̄1

.

(iii) Пiдклас ℒ̄1 є нормалiзованим у звичайному сенсi.

(iv) Пiдклас ℒ̄0 та весь клас ℒ̄ є нормалiзованими у звичайному сен-

сi.

Доведення. За допомогою прямих обчислень легко перевiрити, що будь-

яке перетворення вигляду (2.21) є перетворенням еквiвалентностi кла-

су ℒ̄ та його пiдкласiв ℒ̄0 та ℒ̄1. Доведемо одночасно з iншими тверджен-

нями теореми, що цей клас не має iнших перетворень еквiвалентностi.

Розглянемо будь-якi двi подiбнi системи 𝐿̄𝜃 та 𝐿̄𝜃 з класу ℒ̄, i нехай
системи 𝐿′𝑉 та 𝐿′

𝑉
з класу ℒ′ є вiдповiдно образами систем 𝐿̄𝜃 та 𝐿̄𝜃 при

вiдображеннi класу ℒ̄ у клас ℒ′, що введенi в першому абзацi цього па-
раграфа. Якщо 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄0, тодi 𝐿′𝑉 ∈ ℒ′0, 𝐿′𝑉 ∈ ℒ

′
0, а отже 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄0. Таким

чином, пiдклас ℒ̄0 можна зберегти пiд дiєю групи 𝒢∼ℒ̄ на клас ℒ̄. Тодi пiд-
клас ℒ̄1 також можна зберегти як доповнення до пiдкласу ℒ̄0 у класi ℒ̄,
що i доводить пункт (ii).

Нехай Φ та Φ̃ — точковi перетворення вигляду (2.5а), якi пов’язанi

з цими системами при вищенаведеному вiдображеннi, Φ*𝐿̄𝜃 = 𝐿′𝑉 та

Φ̃*𝐿̄𝜃 = 𝐿′
𝑉
, та нехай Ψ — точкове перетворення, що вiдображає систе-

му 𝐿̄𝜃 в систему 𝐿̄𝜃. Тодi перетворення Ψ̂ := Φ̃ ∘ Ψ ∘ Φ−1 вiдображає

систему 𝐿′𝑉 в систему 𝐿′
𝑉
.

Розглянемо окремо випадки 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄1 та 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄0.

Для 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄1 маємо, що 𝐿′𝑉 ∈ ℒ′1. З пункту (iii) теореми 2.4 випливає,

що перетворення Ψ̂ — композицiя точкового перетворення вигляду (2.8а)

i точкового перетворення симетрiї, що вiдповiдає лiнiйнiй суперпозицiї

розв’язкiв для системи 𝐿′
𝑉
, тодi як спiввiдношення мiж 𝑉 та 𝑉 задано за

допомогою формули (2.8б). Звiдси перетворення Ψ = Φ̃−1 ∘ Ψ̂ ∘Φ має ви-

гляд (2.21а), а набори довiльних елементiв 𝜃 та 𝜃 пов’язанi мiж собою за
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допомогою формул (2.21б) та (2.21в). Iншими словами, будь-яке допус-

тиме перетворення в пiдкласi ℒ̄1 iндукує перетворення еквiвалентностi

вигляду (2.21). Таким чином, пiдклас ℒ̄1 є нормалiзованим у звичайному

сенсi. Оскiльки в цьому пiдкласi не iснує нетотожних несуттєвих або ка-

лiбрувальних перетворень еквiвалентностi, то його групу еквiвалентностi

вичерпують перетворення у просторi з координатами (𝑡,𝑥, 𝐴,𝐵,𝑓), ком-

поненти яких визначено формулами (2.21).

Для 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄0 маємо, що 𝐿′𝑉 ∈ ℒ′0, i тодi тут релевантним є пункт (iv)

теореми 2.4. Перетворення Ψ̂ — композицiя перетворення вигляду (2.8а)

i точкового перетворення симетрiї системи 𝐿′
𝑉
, тодi як спiввiдношення

мiж 𝑉 та 𝑉 все ще визначаємо за допомогою формули (2.8б). Це означає,

що набори довiльних елементiв 𝜃 та 𝜃 знову пов’язанi мiж собою за допо-

могою формул (2.21б) та (2.21в), а перетворення Ψ = Φ̃−1∘Ψ̂∘Φ — компо-

зицiя точкового перетворення вигляду (2.21а) i точкового перетворення

симетрiї системи 𝐿̄𝜃. Таким чином, будь-яке допустиме перетворення в

пiдкласi ℒ̄0 — композицiя допустимого перетворення iндукованого пере-

творенням еквiвалентностi вигляду (2.21) i компоненти вертексної групи

для вiдповiдного перетвореного довiльного елементу. Єдиним несуттє-

вим або калiбрувальним перетворенням еквiвалентностi в пiдкласi ℒ̄0 є

тотожне перетворення. Це означає, що пiдклас ℒ̄0 є напiвнормалiзова-

ним у звичайному сенсi, i його групу еквiвалентностi вичерпують тi ж

перетворення, що i для пiдкласу ℒ̄1.

Оскiльки групи еквiвалентностi пiдкласiв ℒ̄0 та ℒ̄1 спiвпадають, то

i цi пiдкласи можна зберегти пiд дiєю групоїда 𝒢∼ℒ̄ на класi ℒ̄, група
еквiвалентностi всього класу ℒ̄ така ж сама i, бiльш того, цей клас є

напiвнормалiзованим у звичайному сенсi.

Наслiдок 2.8. (i) Група еквiвалентностi 𝐺∼ℒ класу ℒ є проєкцiєю на

простiр iз координатами (𝑡,𝑥, 𝐴,𝐵) пiдгрупи групи 𝐺∼ℒ̄ виокремленої

умовою ℎ = 0. Групи еквiвалентностi пiдкласiв ℒ1 та ℒ0 спiвпадають

iз групою 𝐺∼ℒ .
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(ii) Розбиття класу ℒ на пiдкласи ℒ0 та ℒ1 iндукує розбиття гру-

поїда 𝒢∼ℒ на пiдгрупоїди 𝒢∼ℒ0
та 𝒢∼ℒ1

, 𝒢∼ℒ = 𝒢∼ℒ0
⊔ 𝒢∼ℒ1

.

(iii) Пiдклас ℒ1 є однорiдно напiвнормалiзованим вiдносно лiнiйної

суперпозицiї розв’язкiв.

(iv) Пiдклас ℒ0 та весь клас ℒ є напiвнормалiзованими у звичайному

сенсi.

Доведення. Оптимальним шляхом доведення цього наслiдку є модифi-

кацiя доведення теореми 2.7 через замiну класiв ℒ̄, ℒ̄0 та ℒ̄1 вiдповiдно

їх “однорiдними” еквiвалентами ℒ, ℒ0 та ℒ1. Також припускаємо, що Φ

та Φ̃ — точковi перетворення вигляду (2.5а) з ℎ = 0.

Для будь-якого допустимого перетворення мiж однорiдними систе-

мами в класi ℒ̄ маємо 𝑓 = 0 та 𝑓 = 0, а тому композицiя ℎ ∘ 𝑇 вiд-

повiдного значення параметр-функцiї ℎ з оберненим перетворенням 𝑇 є

розв’язком перетвореної системи. Єдиним спiльним розв’язком систем у

класi ℒ (вiдповiдно у пiдкласi ℒ0 або ℒ1) є нульовий. Звiдси випливає,

що ℎ = 0 для елементiв груп еквiвалентностi 𝐺∼ℒ , 𝐺
∼
ℒ0
та 𝐺∼ℒ1

. Бiльш то-

го, нормалiзацiю пiдкласу ℒ̄1 у звичайному сенсi можна перетворити на

однорiдну напiвнормалiзацiю пiдкласу ℒ1 вiдносно лiнiйної суперпозицiї

розв’язкiв.

Через появу параметр-функцiї 𝑇 змiнної 𝑡 серед параметрiв групи

еквiвалентностi 𝐺∼ℒ′, можна додатково калiбрувати довiльнi елементи

класу ℒ′. Для будь-якого вихiдного значення матрицi довiльних елемен-
тiв 𝑉 елемент групи 𝐺∼ℒ′ вигляду (2.8) з 𝐶 = 𝐸 та 𝑇 , де функцiя 𝑇

задовольняє рiвняння

𝑛
2𝑇𝑡𝑇𝑡𝑡𝑡 − 3𝑇 2

𝑡𝑡

4𝑇 2
𝑡

+ tr𝑉 = 0, або {𝑇, 𝑡} = −2

𝑛
tr𝑉,

вiдображає систему 𝐿′𝑉 у систему 𝐿′
𝑉
з tr𝑉 = 0. Тут

{𝑇, 𝑡} := 𝑇𝑡𝑡𝑡/𝑇𝑡 −
3

2
𝑇 2
𝑡𝑡 /𝑇

2
𝑡



105

— похiдна Шварца вiд функцiї 𝑇 за змiнною 𝑡. Iншими словами, клас ℒ′
вiдображено за допомогою сiм’ї перетворень еквiвалентностi, що пара-

метризована через tr𝑉 , у його пiдклас ℒ′′, який утворений системами

вигляду (2.6) iз безслiдовими матрицями довiльних елементiв 𝑉 . Заува-

жимо, що пiдклас ℒ′′0 = ℒ′′ ∩ ℒ′0 мiстить єдину елементарну систему 𝐿′0:
𝑥𝑡𝑡 = 0, а тому ℒ′′1 = ℒ′′ ∩ ℒ′1 = ℒ′ ∖ {𝐿′0}. Клас ℒ′′ не репараметризуємо
для того, щоб уникнути втрати симетрiї мiж елементами матрицi 𝑉 до-

вiльних елементiв, i оскiльки умова tr𝑉 = 0, яка виокремлює пiдклас ℒ′′
iз класу ℒ′, є алгебраїчною, то це призводить до появи несуттєвих пере-
творень еквiвалентностi всерединi класу ℒ′′, див. [47, додаток A] щодо

вiдповiдних означень та пояснень. Тому представляємо канонiчно суттє-

ву групу еквiвалентностi класу ℒ′′ замiсть усiєї групи еквiвалентностi.
Наслiдок 2.9. (i) Канонiчна суттєва група еквiвалентностi 𝐺s∼

ℒ′′ кла-

су ℒ′′ утворена перетвореннями

𝑡 =
𝛼𝑡+ 𝛽

𝛾𝑡+ 𝛿
, 𝑥̃ =

1

𝛾𝑡+ 𝛿
𝐶𝑥, (2.22а)

𝑉 = (𝛾𝑡+ 𝛿)4𝐶𝑉 𝐶−1, (2.22б)

де 𝛼, 𝛽, 𝛾 та 𝛿 — довiльнi сталi з 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 = 1 на полем C та

𝛼𝛿−𝛽𝛾 = ±1 над полем R, 𝐶 — довiльна стала невироджена 𝑛×𝑛 мат-
риця.2.2 Канонiчна суттєва група еквiвалентностi пiдкласу ℒ′′1 спiв-

падає з групою 𝐺∼ℒ′′, тодi як суттєва група еквiвалентностi пiдкла-

су ℒ′′0 — тривiальне (тотожне) продовження точкової групи симетрiї

елементарної системи 𝐿′0 на матрицю довiльних елементiв 𝑉 .

(ii) Розбиття класу ℒ′′ на пiдкласи ℒ′′0 та ℒ′′1 iндукує розбиття гру-
поїда 𝒢∼ℒ′′ на пiдгрупоїди 𝒢∼ℒ′′

0
та 𝒢∼ℒ′′

1
, 𝒢∼ℒ′′ = 𝒢∼ℒ′′

0
⊔ 𝒢∼ℒ′′

1
.

(iii) Пiдклас ℒ′′1 є однорiдно напiвнормалiзованим вiдносно лiнiйної

суперпозицiї розв’язкiв.
2.2Набiр параметрiв (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝐶) визначаємо з точнiстю до одночасної змiни знакiв його компо-

нент, (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝐶) ↦→ (−𝛼,−𝛽,−𝛾,−𝛿,−𝐶).
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(iv) Пiдклас ℒ′′0 є тривiально напiвнормалiзованим у звичайному сен-

сi, оскiльки 𝒢∼ℒ′′
0
= 𝒢0, а отже, i весь клас ℒ′′ також є напiвнормалiзо-

ваним у звичайному сенсi.

Доведення. Насправдi цей наслiдок випливає скорiше з доведення теоре-

ми 2.4, а не з її формулювання. Зокрема, аналiз цього доведення показує,

що накладання умови tr𝑉 = 0 не впливає на розщеплення систем (2.11),

(2.12) та (2.15) вiдносно перших похiдних 𝑥𝑎𝑡 i перетворених довiльних

елементiв 𝑉 𝑎𝑏. Отже, з точнiстю до несуттєвих доданкiв, якi залежать

вiд (𝑡,𝑥, 𝑉 ) i якi можна занулити при tr𝑉 = 0, кожне перетворення еквi-

валентностi в класi ℒ′′ має вигляд (2.8). Пiсля врахування умов tr𝑉 = 0

та tr𝑉 = 0, приходимо до вигляду (2.8б), що похiдна Шварца вiд функ-

цiї 𝑇 дорiвнює нулю, тобто функцiя 𝑇 є дробово-лiнiйною вiдносно змiн-

ної 𝑡.

Природно називати пiдкласи ℒ̄0 та ℒ̄1 сингулярним i регулярним пiд-

класами класу ℒ̄. Аналогiчним чином також визначаємо сингулярний

i регулярний пiдкласи для класiв ℒ, ℒ′ та ℒ′′.

2.2. Алгебри еквiвалентностi

Алгебра еквiвалентностi g∼𝒦 класу 𝒦 систем диференцiальних рiвнянь

мiстить векторнi поля (на вiдповiдному просторi незалежних та зале-

жних змiнних i довiльних елементiв), що є iнфiнiтезимальними операто-

рами однопараметричних пiдгруп вiдповiдної групи еквiвалентностi 𝐺∼𝒦.

Якщо групу 𝐺∼𝒦 знайдено для класiв ℒ̄, ℒ, ℒ′, ℒ′′ та їх сингулярних i

регулярних пiдкласiв, то для обчислення g∼𝒦 немає необхiдностi викорис-

товувати iнфiнiтезимальний метод Лi.

Наслiдок 2.10. Алгебра еквiвалентностi g∼ℒ̄ класу ℒ̄ — лiнiйна оболон-

ка векторних полiв

𝜏𝜕𝑡 − 𝜏𝑡𝐴𝑎𝑏𝜕𝐴𝑎𝑏 − 𝜏𝑡𝑡𝜕𝐴𝑎𝑎 − 2𝜏𝑡𝐵
𝑎𝑏𝜕𝐵𝑎𝑏 − 2𝜏𝑡𝑓

𝑎𝜕𝑓𝑎,
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𝜂𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 + (𝜂𝑎𝑐𝐴𝑐𝑏−𝐴𝑎𝑐𝜂𝑐𝑏+ 2𝜂𝑎𝑏𝑡 )𝜕𝐴𝑎𝑏

+ (𝜂𝑎𝑐𝐵𝑐𝑏−𝐵𝑎𝑐𝜂𝑐𝑏−𝐴𝑎𝑐𝜂𝑐𝑏𝑡 + 𝜂𝑎𝑏𝑡𝑡 )𝜕𝐵𝑎𝑏 + 𝜂𝑎𝑏𝑓 𝑏𝜕𝑓𝑎,

𝜒𝑎𝜕𝑥𝑎 + (𝜒𝑎
𝑡𝑡 − 𝐴𝑎𝑏𝜒𝑏

𝑡 −𝐵𝑎𝑏𝜒𝑏)𝜕𝑓𝑎,

де 𝜏 , 𝜂𝑎𝑏 та 𝜒𝑎 — довiльнi функцiї змiнної 𝑡.

Доведення. Для побудови сiмей векторних полiв, якi разом утворюють

лiнiйну оболонку алгебри g∼ℒ̄ , обчислюємо iнфiнiтезимальнi оператори

для спецiальної множини однопараметричних пiдгруп групи 𝐺∼ℒ̄ . Бiльш

конкретно, послiдовно вибираємо одну з (скалярних, матричнозначних

та векторнозначних значень) параметр-функцiй 𝑇 , 𝐻 та ℎ залежною

вiд неперервного параметра 𝜀 пiдгрупи. Далi покладаємо iншi параметр-

функцiї рiвними їх значенню, що вiдповiдають тотожним перетворенням,

якi дорiвнюють 𝑡, 𝐸 та 0 вiдповiдно для 𝑇 , 𝐻 та ℎ. I нарештi, диферен-

цiюючи компоненти перетворення вiдносно 𝜀, знаходимо результат при

𝜀 = 0. У результатi отримаємо вiдповiднi компоненти зазначених iнфiнi-

тезимальних операторiв. Ввiвши позначення

𝜏 :=
d𝑇

d𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜀=0

, 𝜂𝑎𝑏 :=
d𝐻𝑎𝑏

d𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜀=0

, 𝜒𝑎 :=
dℎ𝑎

d𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜀=0

,

отримаємо векторнi поля, якi представленi у формулюваннi теореми.

Наслiдок 2.11. Алгебру еквiвалентностi g∼ℒ класу ℒ утворюють век-

торнi поля

𝜏𝜕𝑡 − 𝜏𝑡𝐴𝑎𝑏𝜕𝐴𝑎𝑏 − 𝜏𝑡𝑡𝜕𝐴𝑎𝑎 − 2𝜏𝑡𝐵
𝑎𝑏𝜕𝐵𝑎𝑏,

𝜂𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 + (𝜂𝑎𝑐𝐴𝑐𝑏 − 𝐴𝑎𝑐𝜂𝑐𝑏 + 2𝜂𝑎𝑏𝑡 )𝜕𝐴𝑎𝑏

+ (𝜂𝑎𝑐𝐵𝑐𝑏 −𝐵𝑎𝑐𝜂𝑐𝑏 − 𝐴𝑎𝑐𝜂𝑐𝑏𝑡 + 𝜂𝑎𝑏𝑡𝑡 )𝜕𝐵𝑎𝑏,

де 𝜏 та 𝜂𝑎𝑏 — довiльнi функцiї змiнної 𝑡.

Доведення. Для побудови алгебри g∼ℒ достатньо покласти параметр-

функцiї 𝜒𝑎 рiвними нулю i спроєктувати отриманi векторнi поля на прос-

тiр iз координатами (𝑡,𝑥, 𝐴,𝐵).
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Наслiдок 2.12. Алгебра еквiвалентностi g∼ℒ′ класу ℒ′ — лiнiйна обо-

лонка векторних полiв

𝐷̂(𝜏) = 𝜏𝜕𝑡 +
1
2𝜏𝑡𝑥

𝑎𝜕𝑥𝑎 − 2𝜏𝑡𝑉
𝑎𝑏𝜕𝑉 𝑎𝑏 + 1

2𝜏𝑡𝑡𝑡𝜕𝑉 𝑎𝑎,

𝐼𝑎𝑏 = 𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 + 𝑉 𝑏𝑐𝜕𝑉 𝑎𝑐 − 𝑉 𝑐𝑎𝜕𝑉 𝑐𝑏,

де 𝜏 — довiльна функцiя змiнної 𝑡.

Доведення. На вiдмiну вiд доведення наслiдку 2.10, тут знаходимо всi

iнфiнiтезимальнi оператори 𝑄 групи еквiвалентностi 𝐺∼ℒ′. Вибираємо до-

вiльну однопараметричну пiдгрупу цiєї групи, припускаючи, що в (2.8)

функцiя 𝑇 та матриця 𝐶 додатково залежать вiд параметра 𝜀, тобто

𝑇 = 𝑇 (𝑡, 𝜀) та 𝐶 = 𝐶(𝜀), 𝑇 (𝑡, 0) = 𝑡 та 𝐶(0) = 𝐸. Нехай 𝜏(𝑡) := 𝑇𝜀(𝑡, 0)

та Γ := 𝐶𝜀(0). Диференцiюючи загальний елемент пiдгрупи вiдносно па-

раметра 𝜀 при 𝜀 = 0, отримаємо загальний вигляд iнфiнiтезимальних

операторiв для групи 𝐺∼ℒ′,

𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 +
(︀
1
2𝜏𝑡𝑥

𝑎 + Γ𝑎𝑏𝑥𝑏
)︀
𝜕𝑥𝑎 +

(︀
1
2𝜏𝑡𝑡𝑡𝛿𝑎𝑏 − 2𝜏𝑡𝑉

𝑎𝑏 + [Γ, 𝑉 ]𝑎𝑏
)︀
𝜕𝑉 𝑎𝑏,

де 𝜏 = 𝜏(𝑡) — довiльна функцiя змiнної 𝑡, Γ = (Γ𝑎𝑏) — довiльна стала

𝑛× 𝑛 матриця, 𝛿𝑎𝑏 — символ Кронекера.

Наслiдок 2.13. Базис суттєвої алгебри еквiвалентностi gs∼ℒ′′ класу ℒ′′
утворюють такi векторнi поля:

𝐷̂(1) = 𝜕𝑡, 𝐷̂(𝑡) = 𝑡𝜕𝑡 +
1
2𝑥

𝑎𝜕𝑥𝑎 − 2𝑉 𝑎𝑏𝜕𝑉 𝑎𝑏,

𝐷̂(𝑡2) = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 − 4𝑡𝑉 𝑎𝑏𝜕𝑉 𝑎𝑏,

𝐼𝑎𝑏 = 𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 + 𝑉 𝑏𝑐𝜕𝑉 𝑎𝑐 − 𝑉 𝑐𝑎𝜕𝑉 𝑐𝑏.

Доведення. Оскiльки суттєва група еквiвалентностi 𝐺s∼
ℒ′′ класу ℒ′′ є пiд-

групою групи 𝐺∼ℒ′, яку виокремлено умовою, що параметр-функцiя 𝑇 є

дробово-лiнiйною вiдносно змiнної 𝑡, то алгебра gs∼ℒ′′ є пiдалгеброю алге-

бри g∼ℒ′ з 𝜏 , що пробiгає ⟨1, 𝑡, 𝑡2⟩.

Iз тверджень параграфа 2.1 та цього параграфа очевидно випливає,

що g∼ℒ̄0
= g∼ℒ̄1

= g∼ℒ̄ , g
∼
ℒ0

= g∼ℒ1
= g∼ℒ , g

s∼
ℒ′
0
= g∼ℒ′

1
= g∼ℒ′ та gs∼ℒ′′

1
= gs∼ℒ′′.
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2.3. Попереднiй аналiз лiївських симетрiй

Для кожної пари (𝒦, 𝒦̃) класiв у кожному з ланцюжкiв
ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′, ℒ̄0 ←˒ ℒ0 ←˒ ℒ′0 ⊃ ℒ′′0,
ℒ̄1 ←˒ ℒ1 ←˒ ℒ′1 ⊃ ℒ′′1,

(2.23)

де 𝒦̃ є пiдкласом для класу 𝒦, будь-яку систему з класу 𝒦 можна вiд-

образити елементом групи еквiвалентностi 𝐺∼𝒦 в систему з класу 𝒦̃. Iн-
шими словами, клас 𝒦 можна вiдобразити у його пiдклас 𝒦̃ за допо-

могою сiм’ї перетворень еквiвалентностi, яка параметризована довiль-

ними елементами класу 𝒦. Бiльш того, 𝐺∼𝒦- та 𝐺
∼
𝒦̃-еквiвалентностi вiд-

повiдно в класах 𝒦 та 𝒦̃ є послiдовними в тому сенсi, що системи з

класу 𝒦 є 𝐺∼𝒦-еквiвалентними тодi i лише тодi, коли їх аналоги в кла-

сi 𝒦̃ є 𝐺∼𝒦̃-еквiвалентними. Це випливає з того, що будь-який клас 𝒦
серед вищезазначених є напiвнормалiзованим у звичайному сенсi, i от-

же, 𝐺∼𝒦-еквiвалентнiсть спiвпадає з 𝒢∼𝒦 -еквiвалентнiстю. У результатi

розв’язання задачi групової класифiкацiї для класу 𝒦 зводимо до за-

дачi групової класифiкацiї його пiдкласу 𝒦̃, i не є принциповим, який
тип еквiвалентностi (𝐺∼-еквiвалентнiсть або 𝒢∼-еквiвалентнiсть) вико-
ристовувати. Оскiльки члени ланцюжка на тих же позицiях, за винятком

класу-рiвняння ℒ′′0, мають однаковi групи еквiвалентностi (з точнiстю до

нехтування несуттєвими перетвореннями еквiвалентностi для сингуляр-

них пiдкласiв), то групову класифiкацiю класу в першому ланцюжку

можна розщепити на групову класифiкацiю вiдповiдних класiв у друго-

му та третьому ланцюжках.

Групова класифiкацiя кожного класу з другого ланцюжка є тривiаль-

ною, а оптимальний класифiкацiйний список мiстить єдину елементарну

систему 𝑥𝑡𝑡 = 0 з вiдомою алгеброю лiївської iнварiантностi g0, яка iзо-

морфна алгебрi sl(𝑛+ 2,F),

g0 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥𝑎, 𝑡𝜕𝑡, 𝑥
𝑎𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑥𝑎,

𝑥𝑎𝜕𝑥𝑏, 𝑡𝑥𝑎𝜕𝑡 + 𝑥𝑎𝑥𝑐𝜕𝑥𝑐, 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝑐𝜕𝑥𝑐⟩;
(2.24)
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вiдповiдна повна група точкових симетрiй 𝐺0 є загальною проєктивною

групою F𝑛+1, що утворена перетвореннями вигляду [97, с. 554]

𝑥̃𝜄 =
𝛼𝜄0𝑥

0 + · · ·+ 𝛼𝜄𝑛𝑥
𝑛 + 𝛼𝜄,𝑛+1

𝛼𝑛+1,0𝑥0 + · · ·+ 𝛼𝑛+1,𝑛𝑥𝑛 + 𝛼𝑛+1,𝑛+1
, 𝜄 = 0, . . . , 𝑛,

де 𝛼00, 𝛼01, . . . , 𝛼𝑛+1,𝑛+1 — однорiднi груповi параметри, 𝑥0 = 𝑡. Див. [32]

для обчислення групи 𝐺0 за допомогою прямого методу.

У той же час покажемо, що для третього (отже, i першого) ланцюж-

ка, найзручнiше використовувати клас ℒ′1 (вiдповiдно клас ℒ′) як основ-
ний пiд час групової класифiкацiї, перехiд до класу ℒ′′1 для класифiкацiї
деяких частинних випадкiв i до класу ℒ1 для iнтерпретацiї деяких ре-

зультатiв, див. параграф 2.4 i особливо зауваження 2.23 нижче. Будь-яку

систему 𝐿̄𝜃 з класу ℒ̄1 можна вiдобразити в однорiдний аналог за допомо-

гою простого вiднiмання частинного розв’язку системи 𝐿̄𝜃 з 𝑥, i природ-

но обирати однорiднi системи як канонiчнi представники 𝐺∼ℒ̄1
-сумiжних

класiв у пiдкласi ℒ̄1. Таким чином, починаємо розгляд лiївських симет-

рiй для систем iз класу ℒ1, а потiм також проводимо попереднiй аналiз

лiївських симетрiй для систем iз класiв ℒ′1 та ℒ′′1. Нехай 𝜗 — набiр до-

вiльних елементiв (𝐴,𝐵) класу ℒ1, 𝜗 = (𝐴,𝐵).

Замiсть застосування стандартної iнфiнiтезимальної технiки та iнфi-

нiтезимального критерiю лiївської iнварiантностi простiше отримати ви-

значальнi рiвняння для лiївських симетрiй систем класу ℒ1 (вiдповiд-

но для його пiдкласiв ℒ′1 та ℒ′′1), використовуючи результати парагра-

фа 2.1.

Лема 2.14. Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g𝜗 систе-

ми 𝐿𝜗 з класу ℒ1 утворена векторними полями вигляду

𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 + (𝜂𝑎𝑏𝑥𝑏 + 𝜒𝑎)𝜕𝑥𝑎, (2.25)

де вектор-функцiя 𝜒 = (𝜒1, . . . , 𝜒𝑛)T змiнної 𝑡 — довiльний розв’язок

системи 𝐿𝜗, тодi як 𝜏 — довiльна функцiя змiнної 𝑡 та 𝜂 = (𝜂𝑎𝑏) —

довiльна 𝑛 × 𝑛 матричнозначна функцiя змiнної 𝑡, що задовольняють



111

класифiкацiйну умову

𝜏𝐴𝑡 = [𝜂, 𝐴]− 𝜏𝑡𝐴+ 2𝜂𝑡 − 𝜏𝑡𝑡𝐸, (2.26а)

𝜏𝐵𝑡 = [𝜂,𝐵]− 2𝜏𝑡𝐵 − 𝐴𝜂𝑡 + 𝜂𝑡𝑡. (2.26б)

Доведення. З огляду на пункт (iii) наслiдку 2.8 пiдклас ℒ1 є однорiд-

но напiвнормалiзованим вiдносно лiнiйної суперпозицiї розв’язкiв, тому

будь-який елемент вертексної групи 𝒢𝜗 ⊂ 𝒢∼ℒ1
є композицiєю елементу

групоїда дiї 𝒢𝐺∼
ℒ1 групи еквiвалентностi 𝐺∼ℒ1

та елементу групоїда 𝒢 linℒ1
,

який пов’язаний iз лiнiйною суперпозицiєю розв’язкiв у класi ℒ1. Отже,

точкова група симетрiй 𝐺𝜗 системи 𝐿𝜗 ∈ ℒ1 мiстить перетворення ви-

гляду (2.21а), де ℎ — частинний розв’язок 𝐿𝜗, а параметр-функцiя 𝑇 i

матричнозначна параметр-функцiя 𝐻 задовольняють рiвняння

𝐴 ∘ 𝑇 =
1

𝑇 2
𝑡

(︀
𝑇𝑡𝐻𝐴+ 2𝑇𝑡𝐻𝑡 − 𝑇𝑡𝑡𝐻

)︀
𝐻−1, (2.27а)

𝐵 ∘ 𝑇 =
1

𝑇 3
𝑡

(︀
𝑇𝑡𝐻𝐵 − 𝑇 2

𝑡 (𝐴 ∘ 𝑇 )𝐻𝑡 + 𝑇𝑡𝐻𝑡𝑡 − 𝑇𝑡𝑡𝐻𝑡

)︀
𝐻−1. (2.27б)

Цi умови для 𝑇 , 𝐻 та ℎ випливають iз рiвнянь (2.21б)–(2.21г) при пiд-

становцi 𝐴 = 𝐴 ∘ 𝑇 , 𝐵̃ = 𝐵 ∘ 𝑇 , 𝑓 = 0 та 𝑓 = 0. Тут 𝐴 ∘ 𝑇 та 𝐵 ∘ 𝑇 —

вiдповiдно матричнозначнi функцiї 𝐴 та 𝐵 утворенi композицiєю зi ска-

лярної функцiї 𝑇 .

Аналогiчно до доведення наслiдку 2.12 обчислюємо всi iнфiнiтези-

мальнi оператори 𝑄 групи 𝐺𝜗. Вибираємо довiльну однопараметричну

пiдгрупу цiєї групи, припускаючи, що в перетвореннях (2.21а) функцiя 𝑇 ,

матричнозначна функцiя 𝐻 i векторнозначна функцiя ℎ додатково за-

лежать вiд параметра 𝜀, тобто 𝑇 = 𝑇 (𝑡, 𝜀), 𝐻 = 𝐻(𝑡, 𝜀) та ℎ = ℎ(𝑡, 𝜀),

i 𝑇 (𝑡, 0) = 𝑡, 𝐻(𝑡, 0) = 𝐸 та ℎ(𝑡, 0) = 0. Нехай 𝜏(𝑡) := 𝑇𝜀(𝑡, 0),

𝜂(𝑡) := 𝐻𝜀(𝑡, 0) та 𝜒(𝑡) := ℎ𝜀(𝑡, 0). Диференцiюючи довiльний елемент

пiдгрупи вiдносно 𝜀 при 𝜀 = 0, отримаємо загальний вигляд (2.25) iн-

фiнiтезимальних операторiв 𝑄 групи 𝐺𝜗. Класифiкацiйна умова (2.26) є

iнфiнiтезимальним аналогом умови (2.27).
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Наслiдок 2.15. Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g𝜃 сис-

теми 𝐿𝜃 з класу ℒ̄1 утворена векторними полями вигляду

𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 + (𝜂𝑎𝑏𝑥𝑏 + 𝜏ℎ𝑎𝑡 − 𝜂𝑎𝑏ℎ𝑏 + 𝜒𝑎)𝜕𝑥𝑎,

де векторнозначна функцiя ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑛)T змiнної 𝑡 — фiк-

сований частинний розв’язок системи 𝐿𝜃, векторнозначна функцiя

𝜒 = (𝜒1, . . . , 𝜒𝑛)T змiнної 𝑡 — довiльний розв’язок вiдповiдної однорiд-

ної системи, тодi як 𝜏 — довiльна функцiя змiнної 𝑡 та 𝜂 = (𝜂𝑎𝑏) —

довiльна 𝑛 × 𝑛 матричнозначна функцiя змiнної 𝑡, що задовольняють

класифiкацiйну умову (2.26).

Аналогiчним чином отримуємо бiльш специфiчнi твердження щодо

лiївських симетрiй систем iз класiв ℒ′1 та ℒ′′1 вiдповiдно з теореми 2.4

та наслiдку 2.9. Однак простiше отримати цi твердження послiдовно як

прямi наслiдки леми 2.14 при додаткових умовах на довiльнi елементи 𝐴

та 𝐵.

Наслiдок 2.16. Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g𝑉 сис-

теми 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1 утворена векторними полями вигляду

𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 +
(︀
1
2𝜏𝑡𝑥

𝑎 + Γ𝑎𝑏𝑥𝑏 + 𝜒𝑎
)︀
𝜕𝑥𝑎,

де векторнозначна функцiя 𝜒 = (𝜒1, . . . , 𝜒𝑛)T змiнної 𝑡 — довiльний

розв’язок системи 𝐿′𝑉 , тодi як 𝜏 — довiльна функцiя змiнної 𝑡 та

Γ = (Γ𝑎𝑏) — довiльна стала 𝑛 × 𝑛 матриця, що задовольняють кла-

сифiкацiйну умову

𝜏𝑉𝑡 = [Γ, 𝑉 ]− 2𝜏𝑡𝑉 + 1
2𝜏𝑡𝑡𝑡𝐸. (2.28)

Доведення. Поклавши 𝐴 = 0 у рiвняннi (2.26а), отримаємо 𝜂𝑡 = 1
2𝜏𝑡𝑡𝐸,

тобто 𝜂 = 1
2𝜏𝑡𝐸 + Γ, де Γ — матриця сталих iнтегрування. Далi пiсля

перепозначення 𝐵 = 𝑉 з рiвняння (2.26а) випливає класифiкацiйна умо-

ва (2.28).
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Наслiдок 2.17. Якщо система 𝐿′𝑉 належить до вужчого класу ℒ′′1,
тодi його максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g𝑉 задовольняє

наслiдок 2.16, де додатково 𝜏𝑡𝑡𝑡 = 0.

Доведення. При умовi tr𝑉 = 0, що виокремлює пiдклас ℒ′′1 з класу ℒ′1,
пiсля обчислення слiду матричної умови (2.28) випливає, що 𝜏𝑡𝑡𝑡 = 0.

Лема 2.18. Ядро груп точкових симетрiй систем для кожного з роз-

глянутих класiв є таким:

𝐺∩ℒ′′
1
= 𝐺∩ℒ′′ = 𝐺∩ℒ′

1
= 𝐺∩ℒ′ = 𝐺∩ℒ1

= 𝐺∩ℒ = 𝐺∩ℒ0

=
{︀
Φ: 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝛾𝑥 | 𝛾 ∈ F ∖ {0}

}︀
,

𝐺∩ℒ′′
0
= 𝐺0, 𝐺∩ℒ′

0
=
{︀
Φ: 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝐶𝑥 | 𝐶 ∈ GL(𝑛,F)

}︀
,

𝐺∩ℒ̄ = 𝐺∩ℒ̄0
= 𝐺∩ℒ̄1

=
{︀
id : 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = 𝑥

}︀
.

Доведення. Наведемо лише деякi iдеї щодо обчислення цих груп. Так

як клас ℒ′′0 утворено єдиною системою 𝐿′0, то обчислення його групи

еквiвалентностi 𝐺∩ℒ′′
0
є тривiальним.

Для класiв ℒ′0 та ℒ′′1 розглянемо визначальнi рiвняння (2.15) з

𝑉 𝑎𝑏 = 𝑉 𝑎𝑏 ∘ 𝑇 i додатково замiнимо 𝑉 𝑎𝑏 на 𝜆𝑉 𝑎𝑏, де 𝜆 — довiльна ста-

ла. Далi повторюємо процедуру розщеплення, представлену пiсля систе-

ми (2.15) у модифiкованих визначальних рiвняннях i отримаємо спiввiд-

ношення (2.8а) для компонент перетворень iз груп 𝐺∩ℒ′
0
та 𝐺∩ℒ′′

1
. Розщеп-

лення модифiкованої умови (2.8б) за параметром 𝜆 приводить до умови

𝐶𝑉 = 𝑇 2
𝑡 (𝑉 ∘ 𝑇 )𝐶 з якої випливає, що 𝑇𝑡 = ±1 за допомогою обчислен-

ня визначникiв лiвої та правої частин для сталих невироджених значень

матрицi 𝑉 . Бiльш того, для ℒ′′1 пiсля варiювання сталих значень матри-
цi 𝑉 отримаємо, що 𝐶 = 𝛾𝐸 для деякої ненульової сталої 𝛾. Вибираючи

частиннi значення 𝑉 , наприклад, 𝑉 = 𝑡𝐾 iз довiльною сталою ненульо-

вою безслiдовою матрицею 𝐾, отримаємо також, що 𝑇 = 𝑡.

З огляду на вкладення пiдкласiв (2.23) маємо, що

𝐺∩ℒ′′
1
⊇ 𝐺∩ℒ′

1
⊇ 𝐺∩ℒ1

⊇ 𝐺∩ℒ̄1
, 𝐺∩ℒ′

0
⊇ 𝐺∩ℒ0

⊇ 𝐺∩ℒ̄0
,
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𝐺∩ℒ′′ = 𝐺∩ℒ′′
0
∩𝐺∩ℒ′′

1
, 𝐺∩ℒ′ = 𝐺∩ℒ′

0
∩𝐺∩ℒ′

1
, 𝐺∩ℒ = 𝐺∩ℒ0

∩𝐺∩ℒ1
,

𝐺∩ℒ̄ = 𝐺∩ℒ̄0
∩𝐺∩ℒ̄1

.

За допомогою прямого обчислення перевiряємо, що дiйсно виконана то-

тожнiсть 𝐺∩ℒ′
1
= 𝐺∩ℒ1

= 𝐺∩ℒ′′
1
. З огляду на включення 𝐺∩ℒ′

0
⊇ 𝐺∩ℒ0

, подаль-

шi умови на елементи групи 𝐺∩ℒ0
отримаємо за допомогою розщеплен-

ня (2.21б) iз 𝑇 = 𝑡, 𝐻 = 𝐶 та 𝐴 = 𝐴 вiдносно 𝐴. Звiдси 𝐶 = 𝛾𝐸 для

довiльної ненульової сталої 𝛾, тобто 𝐺∩ℒ0
= 𝐺∩ℒ′

1
. З включень 𝐺∩ℒ1

⊇ 𝐺∩ℒ̄1

та 𝐺∩ℒ0
⊇ 𝐺∩ℒ̄0

випливає, що для спiльних точкових симетрiй систем

iз класу ℒ̄1 (вiдповiдно ℒ̄0), рiвняння (2.21г) вироджено в рiвняння

(1− 𝛾)𝑓 = 0, тобто 𝛾 = 1.

Наслiдок 2.19. Ядра алгебр лiївської iнварiантностi систем для кож-

ного з розглянутих класiв є такими:

g∩ℒ′′
1
= g∩ℒ′′ = g∩ℒ′

1
= g∩ℒ′ = g∩ℒ1

= g∩ℒ = g∩ℒ0
= ⟨𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎⟩, g∩ℒ′′

0
= g0,

g∩ℒ′
0
= ⟨𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎⟩, g∩ℒ̄ = g∩ℒ̄0

= g∩ℒ̄1
= {0}.

Доведення. Цi алгебри можна отримати як набiр iнфiнiтезимальних опе-

раторiв однопараметричних пiдгруп вiдповiдних ядер точкових груп си-

метрiй. Алгебри g∩ℒ1
, g∩ℒ′

1
та g∩ℒ′′

1
також можна обчислити використовуючи

лему 2.14 та наслiдки 2.16 i 2.17 вiдповiдно за допомогою розщеплення

класифiкацiйних умов (2.26), (2.28) та (2.28) з 𝜏𝑡𝑡𝑡 = 0 вiдносно вiдповiд-

них довiльних елементiв.

Зауваження 2.20. Хоча системи з класу ℒ є лiнiйними та однорiдними,
операторний пiдхiд [66, 107] дозволяє знайти всi лiївськi симетрiї (з точ-

нiстю до тривiальних, якi пов’язанi з лiнiйною суперпозицiєю розв’язкiв)

лише для систем iз регулярного пiдкласу ℒ1.

З леми 2.14 випливає, що для будь-якої системи 𝐿𝜗 з класу ℒ1, її

максимальну алгебру лiївської iнварiантностi g𝜗 можна представити як

напiвпряму суму алгебр:

g𝜗 = gess𝜗 ∈ glin𝜗 .
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Тут

glin𝜗 :=
{︀
𝜒𝑎(𝑡)𝜕𝑥𝑎 | 𝜒 = (𝜒1, . . . , 𝜒𝑛)T розв’язок 𝐿𝜗

}︀
— 2𝑛-вимiрний абелевий iдеал, що вiдповiдає лiнiйнiй суперпозицiї

розв’язкiв системи 𝐿𝜗, та доповняльна пiдалгебра

gess𝜗 :=
{︀
𝜏(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜂𝑎𝑏(𝑡)𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 | (𝜏, 𝜂) розв’язок (2.26)

}︀
,

яку будемо називати суттєвою алгеброю лiївської iнварiантностi систе-

ми 𝐿𝜗, порiвняй [88, 124]. Очевидно, що для будь-якої системи 𝐿𝜗 з кла-

су ℒ, маємо наступне представлення gess𝜗 = g𝜗 ∩𝜛*g∼ℒ , де 𝜛 — проєкцiя

з простору F𝑡 × F𝑛𝑥 × F2𝑛
2

𝜗 на простiр F𝑡 × F𝑛𝑥. Бiльш того, алгебра gess𝜗

обов’язково мiстить векторне поле 𝐼 := 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎, а тому g𝜗 ⊇ ⟨𝐼⟩∈glin𝜗 . З кла-

сифiкацiйної умови (2.26) також випливає, що gess𝜗 = ⟨𝐼⟩ i g𝜗 = ⟨𝐼⟩ ∈ glin𝜗
для довiльних систем у класi ℒ1. Таким чином, мiнiмальна розмiрнiсть

максимальних алгебр лiївської iнварiантностi систем iз класу ℒ1, а отже,

i систем iз класу ℒ, дорiвнює 2𝑛+ 1.

З вищезазначених властивостей, якi є досить поширеними для класiв

однорiдних лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, є бiльш природ-

ним класифiкувати суттєвi алгебри лiївської iнварiантностi для систем

iз класу ℒ1 замiсть їх максимальних алгебр лiївської iнварiантностi.

Зауваження 2.21. Означення суттєвої алгебри лiївської iнварiантнос-

тi gess𝑉 системи 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1 є аналогiчним до означення алгебри gess𝜗 ,

gess𝑉 :=
{︀
𝜏(𝑡)𝜕𝑡 +

(︀
1
2𝜏𝑡𝑥

𝑎 + Γ𝑎𝑏𝑥𝑏
)︀
𝜕𝑥𝑎 | 𝜏 та Γ задовольняють (2.28)

}︀
.

Також маємо представлення g𝑉 = gess𝑉 ∈ glin𝑉 та gess𝑉 = g𝑉 ∩𝜛*g∼ℒ′, де 𝜛 —

проєкцiя з простору F𝑡×F𝑛𝑥×F𝑛
2

𝑉 на простiр F𝑡×F𝑛𝑥. З iншої сторони, для
будь-якої неоднорiдної системи 𝐿̄𝜃 з класу ℒ̄1 її суттєва алгебра лiївської

iнварiантностi не може бути визначена однозначно, а отже, не є єдиною.

Бiльш точно, iдеал glin𝜃 максимальної алгебри лiївської iнварiантностi g𝜃
системи 𝐿̄𝜃 пов’язаний iз можливiстю додавання розв’язкiв вiдповiдної
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однорiдної системи 𝐿̄𝜃0 ≃ 𝐿𝜗 до розв’язкiв системи 𝐿̄𝜃,

glin𝜃 :=
{︀
𝜒𝑎(𝑡)𝜕𝑥𝑎 | 𝜒 = (𝜒1, . . . , 𝜒𝑛)T розв’язок 𝐿𝜗

}︀
.

Тут 𝜃0 := (𝐴,𝐵, 0) та 𝜗 := (𝐴,𝐵) для 𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓). Систему 𝐿̄𝜃 можна

звести до системи 𝐿̄𝜃0 за допомогою точкового перетворення Φ𝜒: 𝑡 = 𝑡,

𝑥̃ = 𝑥 − 𝜒(𝑡), де 𝜒 — довiльний частинний розв’язок системи 𝐿̄𝜃. Для

будь-якого частинного розв’язку 𝜒 системи 𝐿̄𝜃 опускання (Φ𝜒)
*gess𝜃0

ал-

гебри gess𝜃0
:= gess𝜗 за допомогою перетворення Φ𝜒 є доповняльною пiдал-

геброю до пiдалгебри glin𝜃 в алгебрi g𝜃. Бiльш того, кожна доповняльна

пiдалгебра gess𝜃 до пiдалгебри glin𝜃 в алгебрi g𝜃 є опусканням алгебри gess𝜃0
за

допомогою перетворення Φ𝜒 для деякого частинного розв’язку 𝜒 систе-

ми 𝐿̄𝜃. З цього випливає iснування i не єдинiсть таких пiдалгебр. Таким

чином, алгебра g𝜃 допускає представлення g𝜃 = gess𝜃 ∈glin𝜃 . Хоча пiдалгебру

gess𝜃 алгебри g𝜃 не визначено однозначно, її все ж можна називати сут-

тєвою алгеброю лiївської iнварiантностi системи 𝐿̄𝜃. Оскiльки клас ℒ̄1

є нормалiзованим та 𝐺∼ℒ̄1
= 𝐺∼ℒ̄ , то включення g𝜃 ⊂ 𝜛*g∼ℒ̄ має мiсце для

будь-якої системи 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄1, а тому g𝜃 ∩𝜛*g∼ℒ̄ = g𝜃 ̸= gess𝜃 .

Аналогiчно до означень регулярних i сингулярних розширень лiївсь-

ких симетрiй, якi введено в роботi [130, означення 4], розглянемо озна-

чення регулярних i сингулярних суттєвих розширень лiївських симетрiй

для класiв лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь.

Означення 2.22. Нехай𝒦 — клас лiнiйних систем диференцiальних рiв-

нянь параметризований набором довiльних елементiв 𝜃 та 𝐾𝜃 — система

з цього класу, суттєва алгебра лiївської iнварiантностi gess𝜃 якої добре

визначена, тодi алгебру gess𝜃 називаємо регулярною для класу 𝒦, якщо
gess𝜃 ⊆ 𝜛*g∼𝒦, та сингулярною для класу 𝒦 в iншому випадку.

Як обговорювалося вище, для будь-якої системи з одного з класiв ℒ̄1,

ℒ1, ℒ′1 та ℒ′′1 її суттєва алгебра лiївської iнварiантностi добре визначе-

на. Бiльш того, оскiльки клас ℒ̄1 є нормалiзованим у звичайному сенсi,
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а класи ℒ1, ℒ′1 та ℒ′′1 — однорiдно напiвнормалiзованi вiдносно лiнiйної су-

перпозицiї розв’язкiв, то всi суттєвi розширення лiївської симетрiї у цих

класах є регулярними.

2.4. Опис суттєвих розширень лiївської симетрiї

Твердження, що представленi в кiнцi попереднього параграфа 2.3,

безумовно можна виконати для систем iз класу ℒ′1 та його пiдкласу ℒ′′1,
якщо замiнити 𝜗 на 𝑉 . Зокрема, з класифiкацiйної умови (2.28) випли-

ває, що суттєва алгебра лiївської iнварiантностi gess𝑉 системи 𝐿′𝑉 ∈ ℒ′1
обов’язково мiстить векторне поле 𝐼 = 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎, яке вiдповiдає значенням

параметрiв 𝜏 = 0, Γ = 𝐸 та 𝜒 = 0, gess𝑉 = ⟨𝐼⟩ для довiльного значення

матрицi 𝑉 . У цьому параграфi дослiджуємо розширення лiївської симет-

рiї у класi ℒ′1.
Розглянемо систему 𝐿′𝑉 з цього класу. Нехай 𝜋 — проєкцiя з простору

F𝑡 × F𝑛𝑥 на простiр F𝑡 та нехай

𝑘 = 𝑘𝑉 := dim𝜋*g
ess
𝑉 = dim𝜋*g𝑉 .

Дiї групи 𝐺∼ℒ′ на просторах F𝑡 × F𝑛𝑥 та F𝑡 добре визначенi за допомо-

гою 𝜛*𝐺∼ℒ′ та 𝜋*(𝜛*𝐺∼ℒ′). Вiдповiдно до теореми 2.4 та наслiдку 2.16,

вiдображення 𝜋 є еквiварiантним пiд дiєю групи 𝐺∼ℒ′, та пiдняття 𝜋* за

допомогою перетворення 𝜋 є добре визначеним для всiх векторних по-

лiв iз алгебр gess𝑉 та g𝑉 для будь-якої матрицi 𝑉 . Звiдси значення 𝑘 є

𝐺∼ℒ′-iнварiантним. З наслiдку 2.17 виливає, що 𝑘 ⩽ 3 для будь-якої сис-

теми з пiдкласу ℒ′′1, а, отже, для будь-якої системи з усього класу ℒ′1.
Окремо дослiджуємо кожне з можливих значень 𝑘, а саме 0, 1, 2 та 3.

З теореми Лi про реалiзацiю скiнченновимiрних алгебр Лi векторними

полями на дiйснiй або комплекснiй прямiй [94, твердження 6, с. 455] (див.

також [113, теорема 2.70]), наслiдку 2.16 та пункту (i) теореми 2.4 ви-

пливає, що з точнiстю до 𝐺∼ℒ1
-еквiвалентностi 𝜋*gess𝑉 = {0}, 𝜋*gess𝑉 = ⟨𝜕𝑡⟩,

𝜋*gess𝑉 = ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩ та 𝜋*gess𝑉 = ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡, 𝑡2𝜕𝑡⟩ вiдповiдно у випадках 𝑘 = 0,
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𝑘 = 1, 𝑘 = 2 та 𝑘 = 3. Зазначимо, що для вичерпної групової кла-

сифiкацiї класу ℒ′1 для фiксованого значення 𝑛 необхiдна класифiкацiя

пiдалгебр sl(𝑛,F) з точнiстю до SL(𝑛,F)-еквiвалентностi. Повний список
SL(𝑛,F)-нееквiвалентних пiдалгебр алгебри sl(𝑛,F) є добре вiдомим для

𝑛 = 2, див. також [116,121], а випадок 𝑛 = 3 розглянуто П. Вiнтернiцом

у роботi [136] (слiд зауважити, що цi результати вимагають додаткової

перевiрки). У той же час наскiльки вiдомо, то таких спискiв для бiльших

значень 𝑛 у лiтературi не iснує.

Таким чином, алгебра gess𝑉 утворена за допомогою

� базисного векторного поля 𝐼 = 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎, ядра алгебри лiївської iнва-

рiантностi g∩ℒ′,

� 𝑝 векторних полiв 𝑄𝑠 = Γ𝑎𝑏
𝑠 𝑥

𝑏𝜕𝑥𝑎, 𝑠 = 1, . . . , 𝑝, де матрицi

Γ𝑠 = (Γ𝑎𝑏
𝑠 ) утворюють базис пiдалгебри s = s𝑉 алгебри sl(𝑛,F),

0 ⩽ 𝑝 := dim s ⩽ dim sl(𝑛,F) = 𝑛2 − 1, та

� 𝑘 векторних полiв 𝑄𝑝+𝜄= 𝜏 𝜄𝜕𝑡 +
(︀
1
2𝜏

𝜄
𝑡𝑥

𝑎 + Γ𝑎𝑏
𝑝+𝜄𝑥

𝑏
)︀
𝜕𝑥𝑎 з лiнiйно неза-

лежними 𝑡-компонентами 𝜏 𝜄, 𝜄 = 1, . . . , 𝑘, де 𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3}.

Iншими словами, алгебру gess𝑉 можна представити як

gess𝑉 = i⊕ (t ∈ svf),

де i := ⟨𝐼⟩ — iдеал алгебри gess𝑉 , що є спiльним для всiх систем 𝐿′𝑉 ∈ ℒ′1,

svf = svf𝑉 := ⟨𝑄𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑝⟩ = {Γ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 | Γ ∈ s}

— iдеал алгебри gess𝑉 , а

t = t𝑉 := ⟨𝑄𝑝+𝜄, 𝜄 = 1, . . . , 𝑘⟩

— пiдпростiр алгебри gess𝑉 . Бiльш точний опис структури алгебри gess𝑉

наведено в теоремi 2.30. Зокрема, завжди можна вибрати t як пiдалгебру

алгебри gess𝑉 . Бiльш того, фактично 𝑘 = dim t ∈ {0, 1, 2} та 𝑝 = dim svf ⩽

𝑛2 − 2𝑛+ 1.
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𝑘 = 0. Для зручностi вважаємо з самого початку, що tr𝑉 = 0, тобто

𝐿′𝑉 ∈ ℒ′′1 (це можливо завдяки 𝐺∼ℒ′
1
-еквiвалентностi). Вiдповiдне роз-

ширення алгебри gess𝑉 утворено векторними полями 𝑄𝑠 := Γ𝑎𝑏
𝑠 𝑥

𝑏𝜕𝑥𝑎,

𝑠 = 1, . . . , 𝑝. Достатньо розглянути лише SL(𝑛,F)-нееквiвалентнi пiдал-
гебри алгебри sl(𝑛,F) як кандидати для побудови розширень лiївської

симетрiї у випадку 𝑘 = 0 з точнiстю до 𝐺∼ℒ′
1
-еквiвалентностi. З кла-

сифiкацiйної умови (2.28) випливає, що 𝑄𝑠 ∈ gess𝑉 тодi i лише то-

дi, коли [Γ𝑠, 𝑉 ] = 0, 𝑠 = 1, . . . , 𝑝, тобто матричнозначна функцiя 𝑉

є лiнiйною комбiнацiєю матриць iз централiзатора Csl(𝑛,F)(s) пiдалге-

бри s в алгебрi sl(𝑛,F) з коефiцiєнтами, що залежать вiд змiнної 𝑡. Та-

ким чином, s — власна пiдалгебра алгебри sl(𝑛,F), оскiльки пiдалге-

бра {0} вiдповiдає випадку, що не допускає розширення лiївської симет-
рiї, а {𝑉 (𝑡) | 𝑡 ∈ ℐ} ⊆ ⟨𝐸⟩, якщо s = sl(𝑛,F).

У подальшому розглядi використовуємо наступнi властивостi центра-

лiзаторiв пiдалгебр алгебр Лi [83]:

1. Нехай g — алгебра Лi, для будь-якої пiдмножини S алгебри g з озна-

чення централiзатора випливає, що S ⊆ Cg

(︀
Cg(S)

)︀
. Якщо S1 ⊆ S2 ⊆ g,

то Cg(S1) ⊇ Cg(S2). Тому пiдалгебра s алгебри g спiвпадає з Cg(S) з де-

якої пiдмножини S алгебри g тодi i лише тодi, коли s = Cg

(︀
Cg(s)

)︀
.

Дiйсно, достатнiсть цього твердження випливає безпосередньо з то-

го, що S = Cg(s). Якщо s = Cg(S), то з включень s ⊆ Cg

(︀
Cg(s)

)︀
,

S ⊆ Cg

(︀
Cg(S)

)︀
= Cg(s) маємо s = Cg(S) ⊇ Cg

(︀
Cg(s)

)︀
, а отже,

s = Cg

(︀
Cg(s)

)︀
, що й доводить необхiднiсть вищенаведеного тверджен-

ня.

2. Для будь-якої пiдалгебри c алгебри g, яка є централiзатором пiд-

множини алгебри g, множина Σ усiх пiдмножин алгебри g з централiза-

тором c має максимальний елемент s вiдносно включення, який спiвпадає

з Cg(c). Дiйсно, якщо s = Cg(c), то Cg(s) = c, тобто s ∈ Σ. Бiльш того,

для будь-якого S ⊆ g з Cg(S) = c маємо S ⊆ Cg

(︀
Cg(S)

)︀
= Cg(c) = s,

тобто пiдалгебра s включає будь-яку пiдмножину з множини Σ. Iншими
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словами, елемент s множини Σ є максимальним тодi i лише тодi, коли

s = Cg

(︀
Cg(s)

)︀
.

3. Нехай 𝐺 — група Лi, а g — вiдповiдна алгебра Лi. Якщо пiд-

алгебри s1 та s2 алгебри g є 𝐺-еквiвалентними, то їх централiзато-

ри Cg(s1) та Cg(s2) є також 𝐺-еквiвалентними один одному. Бiльш того,

для будь-якої пiдалгебри s алгебри g стабiлiзатор пiдгрупи St𝐺(s) гру-

пи 𝐺 вiдносно алгебри s має мiсце в стабiлiзаторi пiдгрупи St𝐺
(︀
Cg(s)

)︀
групи 𝐺 вiдносно Cg(s). Очевидно, що St𝐺(s) = St𝐺

(︀
Cg(s)

)︀
, якщо

s = Cg

(︀
Cg(s)

)︀
.

Процедура класифiкацiї. Таким чином, можна запропонувати алгоритм

класифiкацiї розширень лiївської симетрiї у випадку 𝑘 = 0, щонайменше

для невеликих значень 𝑛.

� Для кожної пiдалгебри з повного списку SL(𝑛,F)-нееквiвалентних
пiдалгебр алгебри sl(𝑛,F) обчислюємо централiзатор його центра-

лiзатора.

� Вибираємо всi власнi пiдалгебри s зi списку пiдалгебр для яких

s = Csl(𝑛,F)
(︀
Csl(𝑛,F)(s)

)︀
.

� Повний список нееквiвалентних суттєвих розширень лiївської симет-

рiї у випадку 𝑘 = 0 для класу ℒ′1 вичерпують алгебри gess𝑉 = ⟨𝐼⟩⊕svf

для всiх отриманих пiдалгебр s ⊊ sl(𝑛,F), де матриця довiльних

елементiв 𝑉 приймає довiльнi значення вигляду 𝑉 = 𝑣𝑙(𝑡)𝐾𝑙 для

базису (𝐾𝑙, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚) централiзатора Csl(𝑛,F)(s).

Необхiдна умова щодо частинного значення 𝑉 для того, щоб вищена-

ведена форма була загальною полягає в тому, що пiсля представлення

його як 𝑉 = 𝑣𝑙
′
(𝑡)𝐾̃𝑙′ з лiнiйно незалежними функцiями 𝑣𝑙

′
та лiнiйно

незалежними матрицями 𝐾̃𝑙′, 𝑙′ = 1, . . . ,𝑚′ ⩽ 𝑚 маємо

Csl(𝑛,F)
(︀
{𝑉 (𝑡) | 𝑡 ∈ ℐ}

)︀
= Csl(𝑛,F)

(︀
{𝐾̃1, . . . , 𝐾̃𝑚′}

)︀
= s.

Це представлення точно включає значення матрицi 𝑉 з лiнiйно незалеж-

ними 𝑣1, . . . , 𝑣𝑚. Достатнi умови для довiльних значень 𝑉 у цих випад-
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ках класифiкацiї додатково мiстять бiльш делiкатнi умови, якi пов’язанi

з накладеною умовою 𝑘 = 0, див. випадки для iнших значень 𝑘 ниж-

че. Очевидно, що у представленнi 𝑉 = 𝑣𝑙
′
(𝑡)𝐾̃𝑙′, коефiцiєнти 𝑣1, . . . , 𝑣𝑚

′

та матрицi 𝐾̃1, . . . , 𝐾̃𝑚′ визначено з точнiстю до перетворень вигляду

𝑣𝑙
′ → 𝑣𝑙

′′
𝛼𝑙′𝑙′′, 𝐾̃𝑙′ → 𝛼̂𝑙′𝑙′′𝐾̃𝑙′′ з невиродженою 𝑚′ × 𝑚′ матрицею (𝛼𝑙′𝑙′′)

та (𝛼̂𝑙′𝑙′′) = (𝛼𝑙′𝑙′′)−1. Системи 𝐿′𝑉 , 𝐿
′
𝑉
∈ ℒ′′1 з тiєю ж суттєвою алгеброю

лiївської iнварiантностi ⟨𝐼⟩ ⊕ svf є 𝐺∼ℒ′
1
-еквiвалентними тодi i лише тодi,

коли iснує перетворення з (суттєвої) групи еквiвалентностi 𝐺s∼
ℒ′′ класу ℒ′′,

з матрицею 𝐶 зi стабiлiзатора пiдгрупи StSL(𝑛,F)(s) групи SL(𝑛,F) вiднос-
но s, що вiдображає матрицю 𝑉 в матрицю 𝑉 , див. наслiдок 2.9.

У наведеному алгоритмi можна помiняти мiсцями ролi пiдалгебр

утворених матрицями Γ𝑠 i пiдалгебр утворених матрицями 𝐾𝑙, вибира-

ючи серед пiдалгебр алгебри sl(𝑛,F) пов’язанi з представленнями для

матрицi 𝑉 , що спiвпадають iз централiзаторами їх централiзаторiв. Тодi

елементи Γ їх централiзаторiв вiдповiдають векторним полям, що вiдпо-

вiдають розширенням лiївської симетрiї.

𝑘 = 1. З точнiстю до 𝐺∼ℒ′
1
-еквiвалентностi алгебра gess𝑉 мiстить вектор-

не поле 𝑃 := 𝜕𝑡 + ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 з деякою (сталою) матрицею ϒ ∈ sl(𝑛,F).
З класифiкацiйної умови (2.28) пiсля пiдстановки компонент цього век-

торного поля випливає, що 𝑉 (𝑡) = e𝑡ϒ𝑉 (0)e−𝑡ϒ. Звiдси систему 𝐿′𝑉 зве-

дено за допомогою точкового перетворення 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = e−𝑡ϒ𝑥 до системи

𝑥̃𝑡𝑡 = −2ϒ𝑥̃𝑡+
(︀
𝑉 (0)−ϒ2

)︀
𝑥̃, матричнозначнi коефiцiєнти якої є сталими.

Отже, систему 𝐿′𝑉 легко можна iнтегрувати.

Можемо представити матрицю 𝑉 (0) у виглядi 𝑉 (0) = 𝑊+𝜀𝐸, де𝑊 —

ненульова (стала) безслiдова матриця, 𝜀 = 𝑛−1 tr𝑉 (0), i покладемо 𝜀 ∈ E,

з точнiстю до перетворень еквiвалентностi, що масштабують змiнну 𝑡,

де E := {−1, 0, 1}, якщо F = R та E := {0, 1}, якщо F = C. Тодi за
формулою Бекера–Хаусдорфа маємо

𝑉 (𝑡) = 𝜀𝐸 + e𝑡ϒ𝑊 e−𝑡ϒ = 𝜀𝐸 +
∞∑︁
𝑙=0

𝑡𝑙

𝑙!
𝐾𝑙, (2.29)



122

де

𝐾0 := 𝑊, 𝐾𝑙 := [ϒ, 𝐾𝑙−1], 𝑙 = 1, 2, . . . .

Зауважимо, що𝑊 ̸= 0, оскiльки 𝐿′𝑉 /∈ ℒ′0. З класифiкацiйної умови (2.28)
випливає, що векторне поле 𝑄Γ = Γ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 з Γ ∈ sl(𝑛,F) належить ал-
гебрi gess𝑉 тодi i лише тодi, коли [𝑉 (𝑡),Γ] = 0 для будь-якого 𝑡 з областi

визначення матрицi 𝑉 , що еквiвалентно умовi

[𝐾𝑙,Γ] = 0, 𝑙 ∈ N0 = N ∪ {0}. (2.30)

Множина s всiх таких матриць Γ — централiзатор множини {𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0},
тобто s = Csl(𝑛,F)({𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}), а тому це пiдалгебра алгебри sl(𝑛,F).
Насправдi, s = Csl(𝑛,F)({𝐾0, . . . , 𝐾𝑚}), де 𝑚 — максимум значення 𝑙 таке,

що 𝐾0, . . . , 𝐾𝑙 — лiнiйно незалежнi. (Оскiльки 𝐾𝑚+1 ∈ ⟨𝐾0, . . . , 𝐾𝑚⟩,
то за iндукцiєю можна показати, що 𝐾𝑙 ∈ ⟨𝐾0, . . . , 𝐾𝑚⟩ для будь-якого

𝑙 > 𝑛.) Таким чином, пiдалгебру s можна конструктивно знайти, якщо

матрицi ϒ та 𝑊 задано, i s ̸= sl(𝑛,F). З огляду на тотожнiсть Якобi,

умову (2.30) виконано тодi i лише тодi, коли

[ϒ,Γ] ∈ s, [𝑊,Γ] = 0,

тобто ϒ ∈ Nsl(𝑛,F)(s) та 𝑊 ∈ Csl(𝑛,F)(s). Умова [ϒ,Γ] ∈ s є при-

родною, оскiльки для Γ ∈ s маємо 𝑄Γ := Γ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 ∈ gess𝑉 , i тому

[𝑃,𝑄Γ] = [ϒ,Γ]𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 ∈ gess𝑉 , а це означає, що [ϒ,Γ] ∈ s. Як i у випадку

𝑘 = 0, нехай svf := {𝑄Γ | Γ ∈ s}. Зауважимо, що змiна параметра 𝜀 не
впливає на алгебру svf i векторне поле 𝑃 , а отже, також не впливає на

всю алгебру gess𝑉 .

Оскiльки 𝜀 = 𝑛−1 tr𝑉 (0) та 𝑊 = 𝑉 (0)− 𝜀𝐸, то 𝜀 та 𝑊 визначено че-

рез 𝑉 єдиним чином, але це невiрно для ϒ. Бiльш точно, набори (𝜀,𝑊,ϒ)

та (𝜀, 𝑊̃ , ϒ̃) вiдповiдають тим же значенням 𝑉 = 𝑉 тодi i лише тодi, коли

𝜀 = 𝜀,𝑊 = 𝑊̃ та ϒ−ϒ̃ ∈ s. Це твердження випливає з другого представ-

лення для матрицi 𝑉 в формулi (2.29). Дiйсно, достатнiсть є очевидною,

оскiльки тодi 𝐾̃0 = 𝐾0 та за iндукцiєю 𝐾̃𝑙 = [ϒ̃, 𝐾̃𝑙−1] = [ϒ, 𝐾𝑙−1] = 𝐾𝑙,
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𝑙 ∈ N, з цього випливає, що 𝑉 = 𝑉 в силу формули (2.29). I навпаки,

якщо 𝑉 = 𝑉 , то 𝜀 = 𝜀,𝑊 = 𝑊̃ , 𝐾𝑙−𝐾̃𝑙 = [ϒ−ϒ̃, 𝐾𝑙−1] = 0, 𝑙 ∈ N, а тому
ϒ−ϒ̃ ∈ s. Доведене твердження є природним iз точки зору iнтерпретацiї

лiївських симетрiй матрицi ϒ та матриць iз множини s, оскiльки матри-

цю ϒ, що параметризує векторне поле лiївської симетрiї 𝑃 системи 𝐿′𝑉 ,

визначено з точнiстю до додавання довiльної матрицi з множини s через

те, що є можливiсть лiнiйно комбiнувати векторне поле 𝑃 з елементами

алгебри svf .

Процедура класифiкацiї. Аналогiчно до випадку 𝑘 = 0, i знову принайм-

нi для невеликих значень 𝑛, iснує два способи класифiкацiї розширень

лiївських симетрiй при 𝑘 = 1, але на вiдмiну вiд попереднього випадку,

цi способи неспряженi мiж собою.

Спосiб, який починаємо з класифiкацiї можливих алгебр лiївської си-

метрiї, є повнiстю подiбним до його аналогу у випадку 𝑘 = 0, i також

на основi властивостей централiзаторiв. Припускаємо, що виконано пер-

шi два кроки алгоритму для 𝑘 = 0, тобто побудовано повний список

SL(𝑛,F)-нееквiвалентних пiдалгебр s алгебри sl(𝑛,F), якi задовольняють
умову s = Csl(𝑛,F)

(︀
Csl(𝑛,F)(s)

)︀
̸= sl(𝑛,F). На вiдмiну вiд випадку 𝑘 = 0,

пiдалгебра s = {0} може бути придатною тут. Тодi повний список нееквi-

валентних суттєвих розширень лiївських симетрiй для випадку 𝑘 = 1 у

класi ℒ′1 мiстить пiдалгебри gess𝑉 = ⟨𝐼⟩ ⊕
(︀
⟨𝑃 ⟩ ∈ svf

)︀
для всiх отриманих

пiдалгебр s ⊊ sl(𝑛,F), де довiльний елемент 𝑉 набуває довiльних зна-

чень вигляду (2.29) з 𝜀 ∈ E, ненульовою матрицею 𝑊 ∈ c := Csl(𝑛,F)(s)

та ϒ з (фiксованого) доповняльного пiдпростору s до s в Nsl(𝑛,F)(s). Для

довiльних матриць𝑊 ∈ c та ϒ ∈ s маємо, що𝐾𝑙 ∈ c для всiх матриць𝐾𝑙,

якi визначено в (2.29), або еквiвалентно s ⊆ Csl(𝑛,F)({𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}). Випа-
док розширення суттєвої лiївської симетрiї, що вiдповiдає пiдалгебрi s є

“справжнiм” тодi i лише тодi, коли iснують такi матрицi 𝑊 ∈ c та ϒ ∈ s

такi, що s = Csl(𝑛,F)({𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}) та dim𝜋*gess𝑉 < 2. Аналогiчно до випад-

ку 𝑘 = 0 називаємо такi значення пари параметр-матриць (ϒ,𝑊 ) загаль-
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ними. Iншими словами, алгебра ⟨𝐼⟩⊕
(︀
⟨𝑃 ⟩∈ svf

)︀
дiйсно спiвпадає з усiєю

алгеброю gess𝑉 для 𝑉 = 𝜀𝐸+e𝑡ϒ𝑊 e−𝑡ϒ тодi i лише тодi, коли пара (ϒ,𝑊 )

приймає довiльне значення з s×c. Додатково до s, приєднанi дiї матриць
зi стабiлiзатора пiдгрупи StSL(𝑛,F)(s) групи SL(𝑛,F) вiдносно s зберiга-

ють c та Nsl(𝑛,F)(s). Тому вони iндукують добре визначенi дiї на фактор-

просторiNsl(𝑛,F)(s)/s, а тому i на s як на множинi представлень для класiв

сумiжностi з цього фактор-простору. Системи 𝐿′𝑉 та 𝐿′
𝑉
з 𝜀, 𝜀 ∈ E та до-

вiльними значеннями (ϒ,𝑊 ), (ϒ̃, 𝑊̃ ) ∈ s× c є 𝐺∼ℒ′-еквiвалентними тодi i

лише тодi, коли 𝜀 = 𝜀 та iснує матриця з StSL(𝑛,F)(s), приєднана дiя якої

вiдображає (ϒ,𝑊 ) в (ϒ̃, 𝑊̃ ), якщо 𝜀 ̸= 0 або в (𝛼ϒ̃, 𝛼2𝑊̃ ) з 𝛼 ∈ F ∖ {0}
в iншому випадку.

Початковою точкою другого способу є вигляд матричнозначної пара-

метр-функцiї 𝑉 , яку визначено для 𝑘 = 1 за допомогою формули (2.29)

та значення параметра 𝜀 ∈ E i сталих безслiдових параметр-матриць 𝑊

та ϒ. Беремо повний список SL(𝑛,F)-нееквiвалентних пар матриць

(ϒ,𝑊 ). Такi списки побудовано (i можна побудувати) лише для неве-

ликих значень 𝑛, див., наприклад, [29] для 𝑛 = 4. Для довiльного зна-

чення 𝑛 задачу класифiкацiї пар 𝑛 × 𝑛 матриць iз точнiстю до подiб-

ностi матриць вважаємо дикою, див. роботи [35, 36, 64] та лiтературу

там щодо дискусiй i вiдповiдних результатiв. Далi обчислюємо макси-

мальну кiлькiсть лiнiйно незалежних матриць 𝐾0, . . . , 𝐾𝑚 вiдповiдно до

формули (2.29) та s, s := Csl(𝑛,F)({𝐾0, . . . , 𝐾𝑚}). Пари (ϒ,𝑊 ) та (ϒ̃, 𝑊̃ )

з 𝑊̃ = e𝑡0ϒ𝑊 e−𝑡0ϒ для деякого 𝑡0 ∈ F та ϒ̃−ϒ ∈ s визначають одне i те ж

значення функцiї 𝑉 з точнiстю до зсуву за змiнною 𝑡, що дає додаткове

спiввiдношення еквiвалентностi на парах матриць. Редукуємо вибраний

повний список SL(𝑛,F)-нееквiвалентних пар матриць за допомогою цьо-

го спiввiдношення еквiвалентностi. Якщо gess𝑉 = ⟨𝐼⟩⊕
(︀
⟨𝑃 ⟩∈ svf

)︀
, то пара

(ϒ,𝑊 ) дає вiдповiдний випадок розширення лiївської симетрiї для 𝑘 = 1.

Зауваження 2.23. На вiдмiну вiд випадку 𝑘 = 0, клас ℒ′1 є кращим
вибором для групової класифiкацiї у випадку 𝑘 = 1, нiж його пiдклас ℒ′′1.
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Це обґрунтовано тим, що при розглядi класу ℒ′′1 єдине канонiчне (з точ-
нiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi) значення 𝜏 = 1 для векторних полiв лiївсь-

кої симетрiї iз ненульовими 𝑡-компонентами 𝜏 у класi ℒ′1 вiдповiдає трьом
або двом рiзним 𝐺∼ℒ′′-нееквiвалентним значенням, 𝜏 ∈ {1, 𝑡, 𝑡2 + 1} або
𝜏 ∈ {1, 𝑡}, якщо вiдповiдно F = R або F = C. Див. наслiдки 2.9 та 2.17

i добре вiдомi класифiкацiї пiдалгебр алгебри sl(2,F) для F = R [116]

та F = C. Iнше пояснення полягає в тому, що параметр 𝜀 не впливає

на розв’язання задачi групової класифiкацiї для класу ℒ′1, але роблячи
матричнозначну функцiю 𝑉 безслiдовою, якщо 𝜀 ̸= 0, виконуємо точкове

перетворення (для зручностi, пiсля масштабування 𝜀 до 1/4 або до −1/2,
лише якщо 𝜀 < 0 у дiйсному випадку) 𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝑥, де 𝑇 (𝑡) = e𝑡, якщо

𝜀 = 1/4 та 𝑇 (𝑡) = tg 𝑡, якщо 𝜀 = −1/2. У результатi замiсть єдиної пари(︀
e𝑡ϒ𝑉 (0)e−𝑡ϒ, 𝜕𝑡 +ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎

)︀
представлень для (𝑉, 𝑃 ) з точнiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi у класi ℒ′1,
отримаємо додатково двi або одну (бiльш складних) пар над R або C,
вiдповiдно(︀

eln|𝑡|ϒ𝑉 (1)e− ln|𝑡|ϒ, 𝑡𝜕𝑡 +ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎

)︀
,(︀

earctg(𝑡)ϒ𝑉 (0)e− arctg(𝑡)ϒ, (𝑡2 + 1)𝜕𝑡 +ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎

)︀
або першу з цих пар iз ln |𝑡| замiнено на Log 𝑡 з точнiстю до 𝐺∼ℒ′′-

еквiвалентностi у класi ℒ′′1. Тут Log — головне значення логарифма.

Вигляд систем, що допускають векторнi поля лiївської симетрiї iз нену-

льовими 𝑡-компонентами має належну i чiтку iнтерпретацiю лише пiсля

специфiчного вiдображення цих систем у надклас ℒ1. У той же час, цей

клас не зовсiм зручний для прямого виконання групової класифiкацiї,

оскiльки параметр-функцiї 𝜂𝑎𝑏 у векторних полях лiївської симетрiї сис-

тем iз класу ℒ1 можуть приймати несталi значення, див. лему 2.14, яка

потребує додаткових зусиль у процесi класифiкацiї таких систем.

𝑘 = 2. Алгебра gess𝑉 мiстить два векторнi поля з лiнiйно незалежни-

ми 𝑡-компонентами, якi можна вибрати, з точнiстю до їх лiнiйної ре-
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комбiнацiї та 𝐺∼ℒ′
1
-еквiвалентностi, у виглядi 𝑃 := 𝜕𝑡 + ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 та

𝐷 := 𝑡𝜕𝑡 + Λ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 з деякими (сталими) матрицями ϒ,Λ ∈ sl(𝑛,F). Ана-
логiчно до випадку 𝑘 = 1, з класифiкацiйної умови (2.28), у яку пiдстав-

лено компоненти векторного поля 𝑃 , випливає загальний вигляд матри-

цi 𝑉 , 𝑉 (𝑡) = e𝑡ϒ𝑊 e−𝑡ϒ, де𝑊 := 𝑉 (0). Умова 𝐿′𝑉 /∈ ℒ′0 еквiвалентна умовi
𝑊 /∈ ⟨𝐸⟩. Далi визначаємо обмеження на 𝑉 , якi виникають внаслiдок iн-
варiантностi системи 𝐿′𝑉 вiдносно векторного поля 𝐷. Пiсля пiдстановки

компонентiв цього векторного поля в класифiкацiйну умову (2.28) отри-

маємо матричне рiвняння 𝑡𝑉𝑡+2𝑉 = [Λ, 𝑉 ]. Диференцiюючи це рiвняння

𝑙 ∈ N0 разiв вiдносно змiнної 𝑡, приходимо до рiвняння

𝑡𝜕𝑙+1
𝑡 𝑉𝑡 + (𝑙 + 2)𝜕𝑙𝑡𝑉 = [Λ, 𝜕𝑙𝑡𝑉 ],

а потiм визначаємо результат при 𝑡 = 0. Це приводить до послiдовностi

матричних рiвнянь

[Λ, 𝐾𝑙] = (𝑙 + 2)𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0, (2.31)

з матрицями 𝐾𝑙, що визначено формулами (2.29), оскiльки 𝜕𝑙𝑡𝑉 (0) =

(adϒ)
𝑙𝑊 = 𝐾𝑙. Тут i далi розглянемо приєднану дiю ad𝑀 := [𝑀, ·] для

матрицi 𝑀 як лiнiйний оператор на sl(𝑛,F). З рiвнянь (2.31) та леми 4

роботи [83, c. 44] випливає, що для кожного 𝑙 ∈ N0 матриця 𝐾𝑙 є нiль-

потентною. Бiльш того, якщо ця матриця ненульова, то вона є власним

вектором оператора adΛ iз власним значенням 𝑙 + 2. Оскiльки лiнiйний

оператор на скiнченновимiрному лiнiйному просторi має скiнченне чис-

ло власних значень, i власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним

значенням, лiнiйно незалежнi, то iснує лише скiнченна кiлькiсть ненульо-

вих матриць 𝐾𝑙. Нагадаємо, принаймнi матриця 𝐾0 := 𝑊 є ненульовою,

а тому Λ ̸= 0. Нехай 𝑚 — мiнiмальне значення 𝑙 таке, що 𝐾𝑙+1 = 0. Тодi

𝐾𝑙 = 0 для всiх 𝑙 > 𝑚. Iншими словами, матричнозначна функцiя 𝑉 є

полiномом вiдносно змiнної 𝑡 з ненульовими нiльпотентними матричними
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коефiцiєнтами,

𝑉 = e𝑡ϒ𝑊 e−𝑡ϒ =
𝑚∑︁
𝑙=0

𝑡𝑙

𝑙!
𝐾𝑙, (2.32)

де

𝐾0 := 𝑊 ̸= 0, 𝐾𝑙 := [ϒ, 𝐾𝑙−1] ̸= 0, 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚.

З комутацiйних спiввiдношень (2.31) випливає, що

[Λ, 𝐾𝑙𝐾𝑙′] = (𝑙 + 𝑙′ + 4)𝐾𝑙𝐾𝑙′, 𝑙, 𝑙′ ∈ N0,

а тому

[Λ, [𝐾𝑙, 𝐾𝑙′]] = (𝑙 + 𝑙′ + 4)[𝐾𝑙, 𝐾𝑙′], 𝑙, 𝑙′ ∈ N0.

За iндукцiєю доводимо аналогiчнi спiввiдношення для комутаторiв Λ

iз кратними добутками i комутаторами матриць 𝐾𝑙. Звiдси асоцiатив-

на алгебра K та алгебра Лi k, що утвореннi за допомогою матриць

{𝐾0, . . . , 𝐾𝑚} є градуйованими нiльпотентними алгебрами, якi утворе-

нi нiльпотентними матрицями, K =
⨁︀

𝑙⩾2 K𝑙 з K𝑙K𝑙′ ⊆ K𝑙+𝑙′, k =
⨁︀

𝑙⩾2 k𝑙

з [k𝑙, k𝑙′] ⊆ k𝑙+𝑙′. [Λ,𝑀 ] = 𝑙𝑀 для будь-якої матрицi 𝑀 ∈ K𝑙, а також для

будь-якої 𝑀 ∈ k𝑙. Оскiльки алгебра Лi k мiстить нiльпотентнi матрицi,

то за теоремою Енгеля всi цi матрицi можна одночасно звести до стро-

го верхньотрикутного вигляду з точнiстю до подiбностi матриць. Iнши-

ми словами, з точнiстю до SL(𝑛,F)-еквiвалентностi, матричнозначна
функцiя 𝑉 є полiномом вiдносно змiнної 𝑡 зi строго верхньотрикутни-

ми матричними коефiцiєнтами, порiвняй це речення iз представлен-

ням (2.32).

Нехай як i в попереднiх випадках s := Csl(𝑛,F)({𝐾0, . . . , 𝐾𝑚}) та

svf := {𝑄Γ := Γ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 | Γ ∈ s}, тодi gess𝑉 = ⟨𝐼⟩ ⊕
(︀
⟨𝑃,𝐷⟩ ∈ svf

)︀
та

s ̸= sl(𝑛,F). Зокрема, мають мiсце матричнi комутацiйнi спiввiдношення

[Λ,ϒ]−ϒ ∈ s, [ϒ,Γ], [Λ,Γ] ∈ s для будь-якої Γ ∈ s,
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а матрицi ϒ i Λ визначаємо з точнiстю до додавання будь-якої мат-

рицi з алгебри s. Неоднозначнiсть матрицi ϒ також випливає iз пред-

ставлення (2.32). Оскiльки алгебра Лi k є нiльпотентною, то її центр

Z(k) := Ck(k) є ненульовим. Таким чином, s = Csl(𝑛,F)(k) ⊇ Z(k) ̸= {0},
тобто dim svf ⩾ 1.

Далi спочатку розглянемо випадок F = C, а потiм покажемо, що

дiйсний випадок можна легко звести до комплексного випадку.

Нехай 𝜎(Λ) = {𝜇1, . . . , 𝜇𝑟}— спектр матрицi Λ, тобто множина її влас-

них значень, а тому 𝑟 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Далi iндекси 𝑖 та 𝑗 пробiгають зна-
чення вiд 1 до 𝑟. Нехай U𝑖 — узагальнений власний простiр для власного

значення 𝜇𝑖. Отже, F𝑛 =
⨁︀

𝑖U𝑖, 𝑛𝑖 := dimU𝑖 — алгебраїчна кратнiсть

власного значення 𝜇𝑖, i звiдси 𝑛1+· · ·+𝑛𝑟 = 𝑛. Вибираємо канонiчний ба-

зис у кожному просторi U𝑖 для обмеження Λ
⃒⃒
U𝑖
матрицi Λ на простiр U𝑖,

який повнiстю складено з ланцюжкiв Жордана для Λ
⃒⃒
U𝑖
, i послiдовно

об’єднує вибранi базиси у базис F𝑛. Розбиваємо кожну матрицю 𝑀 на

блоки вiдповiдно до розкладу F𝑛 =
⨁︀

𝑖U𝑖, 𝑀 = (𝑀𝑖𝑗), де 𝑀𝑖𝑗 — 𝑛𝑖 × 𝑛𝑗
пiдматриця матрицi𝑀 , яку отримано видаленням рядкiв i стовпцiв, крiм

тих, що вiдповiдають базисним елементам вiдповiдно просторiв U𝑖 та U𝑗.

Зокрема, Λ =
⨁︀

𝑖Λ𝑖𝑖.

Для будь-якого 𝜇 ∈ F з комутацiйних спiввiдношень (2.31) випливає,

що

(Λ− (𝜇+ 𝑙 + 2)𝐸)𝐾𝑙 = 𝐾𝑙(Λ− 𝜇𝐸),

а тому

(Λ− (𝜇+ 𝑙 + 2)𝐸)𝑙
′
𝐾𝑙 = 𝐾𝑙(Λ− 𝜇𝐸)𝑙

′
, 𝑙, 𝑙′ ∈ N0.

Зокрема, це означає, що 𝐾𝑙U𝑗 ⊆ U𝑖 для (𝑖, 𝑗) з 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 + 𝑙 + 2, або еквi-

валентно 𝐾𝑙,𝑖𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗 + 𝑙+ 2. Розглянемо розклад Жордана–

Шевальє матрицi Λ, Λ = Λs + Λn. Таким чином, Λs,𝑖𝑖 = Λ𝑖𝑖,s = 𝜇𝑖𝐸𝑖𝑖,

Λn,𝑖𝑖 = Λ𝑖𝑖,n, та Λs,𝑖𝑗 = Λn,𝑖𝑗 = 0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗. Розiб’ємо матричнi комута-
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цiйнi спiввiдношення (2.31) на блоки,

[Λ, 𝐾𝑙]𝑖𝑗 = Λ𝑖𝑖𝐾𝑙,𝑖𝑗 −𝐾𝑙,𝑖𝑗Λ𝑗𝑗 = (𝑙 + 2)𝐾𝑙,𝑖𝑗.

Остання умова є тривiальною рiвнiстю нульових матриць для (𝑖, 𝑗) з

𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗 + 𝑙 + 2. В iншому випадку умова набуває вигляду

((𝜇𝑗 + 𝑙 + 2)𝐸𝑖𝑖 + Λ𝑖𝑖,n)𝐾𝑙,𝑖𝑗 −𝐾𝑙,𝑖𝑗(𝜇𝑗𝐸𝑗𝑗 + Λ𝑗𝑗,n) = (𝑙 + 2)𝐾𝑙,𝑖𝑗.

Звiдси [Λn, 𝐾𝑙]𝑖𝑗 = Λ𝑖𝑖,n𝐾𝑙,𝑖𝑗 − 𝐾𝑙,𝑖𝑗Λ𝑗𝑗,n = 0. Очевидно, маємо ту ж рiв-

нiсть для (𝑖, 𝑗) з 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗 + 𝑙 + 2. Таким чином, [Λn, 𝐾𝑙] = 0, 𝑙 ∈ N0,

тобто Λn ∈ s. З огляду на невизначенiсть матрицi Λ, можна покласти

Λn = 0 за допомогою вiднiмання Λn вiд матрицi Λ, тобто, без обмежен-

ня загальностi, завжди можна замiнити матрицю Λ на матрицю Λs, яка

обов’язково є ненульовою, i вважати, що матриця Λ є напiвпростою (або

еквiвалентно дiагональною, оскiльки тут F = C).
Розкладаємо матрицюϒ якϒ = ϒ̂+ϒ̌, де ϒ̂𝑖𝑗 := ϒ𝑖𝑗, якщо 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗+1,

та ϒ̂𝑖𝑗 := 0 в iншому випадку, а ϒ̌ := ϒ − ϒ̂. Тому ϒ̌𝑖𝑗 := 0, якщо

𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 +1 та ϒ̌𝑖𝑗 := ϒ𝑖𝑗 в iншому випадку. Тодi [ϒ, 𝐾𝑙] у формулi (2.32)

можна представити як [ϒ, 𝐾𝑙] = [ϒ̂, 𝐾𝑙] + [ϒ̌, 𝐾𝑙] = 𝐾𝑙+1. Розiб’ємо цю

рiвнiсть на блоки, [ϒ̂, 𝐾𝑙]𝑖𝑗 + [ϒ̌, 𝐾𝑙]𝑖𝑗 = 𝐾𝑙+1,𝑖𝑗.

Нагадаємо, що 𝐾𝑙,𝑖𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗 + 𝑙 + 2. Тому [ϒ̌, 𝐾𝑙]𝑖𝑗 =

ϒ̌𝑖𝑗′𝐾𝑙,𝑗′𝑗 − 𝐾𝑙,𝑖𝑖′ϒ̌𝑖′𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 + 𝑙 + 3. Дiйсно, 𝐾𝑙,𝑗′𝑗 ̸= 0 лише,

якщо 𝜇𝑗′ = 𝜇𝑗 + 𝑙 + 2, i звiдси 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗′ + 1, з чого випливає, що ϒ̌𝑖𝑗′ = 0.

Аналогiчно 𝐾𝑙,𝑖𝑖′ ̸= 0 лише, якщо 𝜇𝑖 = 𝜇𝑖′ + 𝑙 + 2, а тому 𝜇𝑖′ = 𝜇𝑗 + 1 та

ϒ̌𝑖′𝑗 = 0.

Також маємо, що [ϒ̂, 𝐾𝑙]𝑖𝑗 = ϒ̂𝑖𝑗′𝐾𝑙,𝑗′𝑗 − 𝐾𝑙,𝑖𝑖′ϒ̂𝑖′𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 ̸=
𝜇𝑗 + 𝑙+3. Дiйсно, перший (вiдповiдно другий) матричний добуток може

бути ненульовим лише, якщо обидва його множники ненульовi, для цього

необхiдно 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗′ + 1 та 𝜇𝑗′ = 𝜇𝑗 + 𝑙 + 2 (вiдповiдно 𝜇𝑖 = 𝜇𝑖′ + 𝑙 + 2 та

𝜇𝑖′ = 𝜇𝑗+1), тобто 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗+𝑙+3. Оскiльки𝐾𝑙+1,𝑖𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗+𝑙+3,

то отримаємо, що [ϒ̌, 𝐾𝑙]𝑖𝑗 = 𝐾𝑙+1,𝑖𝑗 − [ϒ̂, 𝐾𝑙]𝑖𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗 + 𝑙+ 3.
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У результатi [ϒ̌, 𝐾𝑙] = 0, 𝑙 ∈ N0, тобто ϒ̌ ∈ s. З огляду на

невизначенiсть ϒ, можна покласти ϒ̌ = 0 за допомогою вiднiман-

ня матрицi ϒ̌ вiд матрицi ϒ, тобто, без обмеження загальностi, зав-

жди можемо замiнити матрицю ϒ на матрицю ϒ̂ вiдносно Λ. То-

дi [Λ,ϒ]𝑖𝑗 = 𝜇𝑖𝐸𝑖𝑖ϒ𝑖𝑗 − ϒ𝑖𝑗𝜇𝑗𝐸𝑗𝑗 = (𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)ϒ𝑖𝑗. Звiдси [Λ,ϒ]𝑖𝑗 = ϒ𝑖𝑗,

якщо 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 + 1 та [Λ,ϒ]𝑖𝑗 = 0 = ϒ𝑖𝑗 в iншому випадку, тобто

[Λ,ϒ] = ϒ. Iншими словами, пiсля замiни матрицi ϒ на ϒ̂, отримаємо

замiсть [Λ,ϒ]−ϒ ∈ s бiльш жорстке комутацiйне спiввiдношення

[Λ,ϒ] = ϒ.

Перевпорядкуємо i розiб’ємо набiр (𝜇1, . . . , 𝜇𝑟) на максимальнi пiд-

набори, i вiдповiдно модифiкуємо вибраний базис F𝑛, так, що в кожно-
му з цих пiднаборiв його елементи занумерованi в порядку спадання

їх дiйсних частин, а 𝜇𝑖 − 𝜇𝑖+1 ∈ {1, 2} для кожної пари послiдовних

елементiв. Будемо називати такi пiднабори ланцюжками власних зна-

чень матрицi Λ. Тодi матрицi ϒ, 𝑊 = 𝐾0 та всi iншi 𝐾𝑙 стають строго

верхньотрикутними, тобто довели ще одним способом, що з точнiстю

до 𝐺∼ℒ1
-еквiвалентностi, матричнозначна функцiя 𝑉 є полiномом вiдно-

сно змiнної 𝑡 зi строго верхньотрикутними матричними коефiцiєнтами.

Степiнь 𝑚 цього полiнома є меншим нiж максимум серед довжин лан-

цюжкiв власних значень матрицi Λ, який зменшено на два. Бiльш того,

ϒ𝑖𝑗 = 𝐾𝑙,𝑖𝑗 = 0, 𝑙 ∈ N0, якщо 𝜇𝑖 та 𝜇𝑗 належать до рiзних ланцюжкiв.

Вищезазначенi умови, що матриця Λ є напiвпростою i матриця ϒ

спiвпадає з її ϒ̂ частиною вiдносно Λ, все одно ще не визначають цi

матрицi однозначно. Отже, матрицю Λ визначаємо з точнiстю до дода-

вання довiльної матрицi вигляду
⨁︀

𝑖 𝜈𝑖𝐸𝑖𝑖 у вибраному базисi, де 𝜈𝑖 = 𝜈𝑗,

якщо 𝜇𝑖 та 𝜇𝑗 належать до одного ланцюжка. Iншими словами, у кожно-

му з ланцюжкiв власних значень матрицi Λ, суттєвими є лише рiзницi

цих власних значень, якi є цiлими за побудовою. Структуру такого лан-

цюжка повнiстю визначено набором рiзниць (рiвних 1 або 2) послiдовних

власних значень цього ланцюжка.
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У випадку F = R виконуємо комплексифiкацiю простору R𝑛 до

простору C𝑛. Враховуючи вищезазначене, можна вважати, що пiсля

комплексифiкацiї матрицi Λ матриця ΛC є дiагональною. Якщо матри-

ця ΛC має ланцюжок комплексних власних значень iз ненульовими уяв-

ними частинами, тодi це ланцюжок комплексно спряжених власних зна-

чень. Очевидно, що структури вихiдного ланцюжка та його спряженого

ланцюжка спiвпадають, тобто рiзницi послiдовних власних значень рiвнi

мiж собою для вiдповiдних пар таких власних значень iз цих двох лан-

цюжкiв. Можемо вибрати канонiчний базис для матрицi ΛC таким чином,

що вiдповiднi узагальненi власнi вектори з цього базису, якi вiдповiда-

ють цим ланцюжкам, є комплексно спряженими один одному. Через не-

однозначнiсть визначення матрицi ΛC можемо замiнити власнi значення

в обох ланцюжках їх дiйсними частинами. Дiйснi та уявнi частини ви-

щезазначених узагальнених власних векторiв є узагальненими власними

векторами матрицi, що отримана за допомогою цiєї замiни. Далi додатко-

во замiняємо кожну пару спряжених початкових узагальнених власних

векторiв у вибраному канонiчному базисi на пару, що мiстить дiйсну

та уявну частини першого власного вектора цiєї пари. Для того, щоб

уникнути об’єднання нових ланцюжкiв один з одним або зi збережени-

ми старими ланцюжками, зсуваємо власнi значення з тих же ланцюжкiв

на одне i те ж дiйсне число, яке потрiбно вибрати так, щоб зсуви бу-

ли незалежними для рiзних ланцюжкiв. У побудованiй матрицi ΛCnew всi

власнi значення є дiйсними, i вона має канонiчний базис, що утворений

узагальненими власними векторами з дiйсними компонентами. Загальна

структура ланцюжка матрицi ΛCnew спiвпадає зi структурами ланцюж-

кiв матрицi ΛC, а ΛC − ΛCnew ∈ sC. Розглянемо аналог матрицi Λnew для

матрицi ΛCnew у випадку R𝑛. Її можна дiагоналiзувати над полем R, а
Λ− Λnew ∈ s.

Як результат, в обох випадках F = C та F = R, без обмеження за-

гальностi, можна вважати, що матриця Λ є дiагональною.
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Процедура класифiкацiї. Для випадку 𝑘 = 2 можна запропонувати два

пiдходи до класифiкацiї розширень лiївської симетрiї, якi аналогiчнi до

випадкiв 𝑘 = 0 або 𝑘 = 1.

У рамках першого способу починаємо з повного списку SL(𝑛,F)-не-
еквiвалентних пiдалгебр s алгебри sl(𝑛,F) i вибираємо тi, що задоволь-
няють умову s = Csl(𝑛,F)

(︀
Csl(𝑛,F)(s)

)︀
/∈
{︀
sl(𝑛,F), {0}

}︀
. Нагадаємо, що

на вiдмiну вiд випадку 𝑘 = 1, пiдалгебра s = {0} тут не є придатною.
Повний список нееквiвалентних суттєвих розширень лiївської симетрiї

у випадку 𝑘 = 2 у класi ℒ′1 мiстить алгебри gess𝑉 = ⟨𝐼⟩⊕
(︀
⟨𝑃,𝐷⟩∈svf

)︀
для

всiх отриманих пiдалгебр s, де 𝑃 := 𝜕𝑡 +ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 та 𝐷 := 𝑡𝜕𝑡 + Λ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎,

а матриця довiльних елементiв 𝑉 приймає довiльнi значення вигля-

ду (2.32). Потрiбно прокласифiкувати, з точнiстю до𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi,

всi можливi довiльнi значення матричних трiйок (Λ,ϒ,𝑊 ), якi визначено

з точнiстю до додавання довiльних елементiв пiдалгебри s до матриць Λ

та ϒ. Аналогiчно випадку 𝑘 = 1 фiксуємо доповняльний пiдпростiр s

до s в Nsl(𝑛,F)(s) i нехай c := Csl(𝑛,F)(s). У той же час модифiкуємо вибiр

матриць. Спочатку вибираємо ненiльпотентнi матрицi 𝑍 ∈ s, обчислю-

ємо їх напiвпросту частину 𝑍s та покладаємо Λ := 𝑍s. Впорядковуємо i

розбиваємо спектр 𝜎(Λ) = {𝜇1, . . . , 𝜇𝑟} матрицi Λ на (максимальнi) лан-

цюжки, де 𝜇𝑖 − 𝜇𝑖+1 ∈ {1, 2} для власних значень у кожному з ланцюж-
кiв. Якщо F = R i 𝜎(Λ) ̸⊂ R, то модифiкуємо матрицю Λ за допомогою

додавання такої матрицi з s, що для нової матрицi Λ: 𝜎(Λ) ⊂ R. То-
дi вибираємо матрицю 𝑌 ∈ s та беремо її 𝑌 частину вiдносно Λ як ϒ,

тобто ϒ𝑖𝑗 := 𝑌𝑖𝑗, якщо 𝜇𝑖 = 𝜇𝑗 + 1 та ϒ𝑖𝑗 := 0 в iншому випадку у

блочному виглядi вiдповiдно до розкладу F𝑛 на власнi простори матри-
цi Λ. Оскiльки 𝑍, 𝑌 ∈ Nsl(𝑛,F)(s) та 𝑍 − Λ, 𝑌 −ϒ ∈ s, то матрицi Λ та ϒ

також належать до Nsl(𝑛,F)(s). Нарештi, вибираємо ненульову матрицю

𝑊 ∈ c для якої 𝑊𝑖𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗 + 2. Вiдповiдно до побудови

обов’язково [Λ,ϒ] = ϒ, [Λ, 𝐾𝑙] = (𝑙 + 2)𝐾𝑙, 𝐾𝑙 ∈ c для всiх матриць 𝐾𝑙

визначених у (2.32) та s ⊆ Csl(𝑛,F)({𝐾0, . . . , 𝐾𝑚}), де 𝑚 — максималь-
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не значення 𝑙 таке, що 𝐾𝑙 ̸= 0. Суттєвий випадок розширення лiївської

симетрiї, що пов’язаний iз пiдалгеброю s, дiйсно iснує i є “справжнiм”

тодi i лише тодi, коли iснують матрицi 𝑍, 𝑌 та 𝑊 , якi задовольняють

вищезазначенi умови i, бiльш того, s = Csl(𝑛,F)({𝐾0, . . . , 𝐾𝑚}). Це значен-
ня трiйки параметр-матриць (𝑍, 𝑌,𝑊 ), якi будемо називати загальними

серед придатних. Iншими словами, алгебра gess𝑉 = ⟨𝐼⟩ ⊕
(︀
⟨𝑃,𝐷⟩ ∈ svf

)︀
дiйсно спiвпадає зi всiєю алгеброю gess𝑉 для 𝑉 = e𝑡ϒ𝑊 e−𝑡ϒ = e𝑡𝑌𝑊 e−𝑡𝑌

тодi i лише тодi, коли трiйка (𝑍, 𝑌,𝑊 ) набуває загального значення се-

ред придатних значень у s× s× c. Використовуємо добре визначену дiю

пiдгрупи стабiлiзаторiв StSL(𝑛,F)(s) на s × s × c для подальшого вибору

трiйки (𝑍, 𝑌,𝑊 ) з точнiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi. Системи 𝐿′𝑉 та 𝐿′
𝑉
,

що вiдповiдають (𝑍, 𝑌,𝑊 ), (𝑍, 𝑌 , 𝑊̃ ) ∈ s × s × c є 𝐺∼ℒ′-еквiвалентними

тодi i лише тодi, коли у групi StSL(𝑛,F)(s) iснує матриця, приєднана дiя

якої вiдображає трiйку (Λ,ϒ,𝑊 ) у трiйку (Λ̃, 𝛼ϒ̃, 𝛼2𝑊̃ ), або еквiвалент-

но, трiйку (𝑍, 𝑌,𝑊 ) у трiйку (𝑍, 𝛼𝑌 , 𝛼2𝑊̃ ) для деякого 𝛼 ∈ F ∖ {0}, див.
лему 2.27 нижче.2.3

Другий спосiб використовує класифiкацiю трiйок параметр-матриць

(Λ,ϒ,𝑊 ), що задовольняють вищезазначеним умовам, якi були отри-

манi з точнiстю до SL(𝑛,F)-еквiвалентностi i з точнiстю до додавання

елементiв пiдалгебри s до матриць Λ та ϒ. Тут s визначаємо як макси-

мальну пiдалгебру алгебри sl(𝑛,F) таку, що [ϒ, s] ⊆ s та [𝑊, s] = {0}, або
еквiвалентно, s := Csl(𝑛,F)({𝐾0, . . . , 𝐾𝑚}), де𝐾0, . . . ,𝐾𝑚 — ненульовi мат-

рицi, якi визначенi в (2.32). Без обмеження загальностi, можна вважати,

що матриця Λ є дiагональною. Розглядаємо повний набiр ланцюжкових

структур для матрицi Λ, якi є нееквiвалентними вiдносно перестановок
2.3З урахуванням комутацiйних спiввiдношень [Λ,ϒ] = ϒ та [Λ,𝑊 ] = 2𝑊 , що визначають специ-

фiчну структуру матриць ϒ та 𝑊 , матричне перетворення ϒ̃ = 𝛼ϒ, 𝑊̃ = 𝛼2𝑊 з 𝛼 ∈ F ∖ {0}, яке
iндуковане масштабуванням 𝑡 = 𝑡/𝛼 змiнної 𝑡, спiвпадає з приєднаною дiєю матрицi𝑀 ∈ StSL(𝑛,F)(s).

Якщо 𝛼 ∈ R>0, то придатною матрицею 𝑀 є, наприклад, 𝑀 = e− ln(𝛼)Λ. Для довiльного значення

𝛼 ∈ F ∖ {0} вибираємо 𝑀 =
⨁︀𝑟

𝑖=1 𝛼
𝜇𝑖′−𝜇𝑖𝐸𝑛𝑖 , де 𝜇𝑖′ — перший елемент ланцюжка, що мiстить 𝜇𝑖, та

𝐸𝑛𝑖 — 𝑛𝑖×𝑛𝑖 одинична матриця. Тому пiд час перевiрки еквiвалентностi матричних трiйок можемо

вважати, що 𝛼 = 1.
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у ланцюжку. Нагадаємо, що власнi значення 𝜇𝑖 матрицi Λ визначено

з точнiстю до однорiдних зсувiв всiх ланцюжкiв. Для кожної ланцюжко-

вої структури з вищенаведеної множини вибираємо довiльнi матрицi ϒ

та𝑊 у блочному виглядi вiдповiдно до розкладу F𝑛 на узагальненi власнi
простори U𝑖 матрицi Λ так, що ϒ𝑖𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗+1 та𝑊𝑖𝑗 = 0, якщо

𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗 + 2. Додатково, достатньо розглянути лише регулярнi значення

набору (ϒ,𝑊 ) для фiксованої матрицi Λ, тобто такi значення, що для

кожного з яких ланцюжкова структура матрицi Λ є найкращою серед

можливих. За побудовою обов’язково [Λ,ϒ] = ϒ, [Λ,𝑊 ] = 2𝑊 , а тому

[Λ, 𝐾𝑙] = (𝑙 + 2)𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0. Обчислюємо 𝑚 := max{𝑙 ∈ N0 | 𝐾𝑙 ̸= 0}
та s := Csl(𝑛,F)({𝐾0, . . . , 𝐾𝑚}). Класифiкуємо такi матрицi ϒ та 𝑊 з точ-

нiстю до еквiвалентностi, яка визначена перетвореннями

ϒ̃ =𝑀(ϒ + Γ)𝑀−1, 𝑊̃ =𝑀𝑊𝑀−1,

де𝑀 та Γ — довiльнi матрицi вiдповiдно з SL(𝑛,F) та s такi, що𝑀𝑖𝑗 = 0,

якщо 𝑖 ̸= 𝑗 та Γ𝑖𝑗 = 0, якщо 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗+1, див. примiтку 2.3. Отриманi рiзнi

набори (𝐾0, . . . , 𝐾𝑚) з однаковим значенням 𝑚 слiд додатково перевiри-

ти на одночасну подiбнiсть їх вiдповiдних компонентiв вiдносно тiєї ж

матрицi з SL(𝑛,F).

Зауваження 2.24. Для групової класифiкацiї класу ℒ1 вимагатиме-

мо, щоб всi 𝐺∼ℒ -нееквiвалентнi випадки розширень лiївської симетрiї

з 𝑘 ⩾ 1 були представленi системами зi сталими матричними коефiцi-

єнтами. Бiльш точно, будь-яку систему 𝐿′𝑉 з 𝑉 (𝑡) = e𝑡ϒ𝑉 (0)e−𝑡ϒ зводимо

за допомогою точкового перетворення Φ: 𝑡 = 𝑡, 𝑥̃ = e−𝑡ϒ𝑥 до систе-

ми 𝐿𝜗: 𝑥̃𝑡𝑡 = 𝐴𝑥̃𝑡 + 𝐵𝑥̃, матричнозначнi коефiцiєнти якої 𝐴 = −2ϒ та

𝐵 = 𝑉 (0) − ϒ2 є сталими матрицями. Векторнi поля 𝑃 = 𝜕𝑡 + ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎

та 𝑄Γ = Γ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 лiївських симетрiй системи 𝐿′𝑉 , де Γ ∈ s, пiднi-

маємо за допомогою перетворення Φ до векторних полiв 𝑃 := 𝜕𝑡 та

𝑄̃Γ := (e−𝑡ϒΓe𝑡ϒ)𝑎𝑏𝑥̃𝑏𝜕𝑥̃𝑎 лiївських симетрiй системи 𝐿𝜗. У випадку 𝑘 = 2

матрицi ϒ та Λ можна вибрати таким чином, що [Λ,ϒ] = ϒ, а далi
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векторне поле 𝐷 = 𝑡𝜕𝑡 + Λ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 з gess𝑉 пiднiмаємо за допомогою пере-

творення Φ до векторного поля 𝐷̃ := 𝑡𝜕𝑡 +Λ𝑎𝑏𝑥̃𝑏𝜕𝑥̃𝑎 з алгебри gess𝜗 . Отже,

зводячи системи з класу ℒ′1, що iнварiантнi вiдносно зсувiв за змiнною 𝑡,

до еквiвалентних систем зi сталими матричними коефiцiєнтами iз кла-

су ℒ1, отримаємо бiльш складнi вигляди для векторних полiв 𝑄Γ, ком-

поненти яких можуть залежати вiд змiнної 𝑡, на вiдмiну вiд початкових

виглядiв векторних полiв 𝑄Γ.

Зауваження 2.25. Найпростiшим частинним пiдвипадком для обох ви-

падкiв 𝑘 = 1 та 𝑘 = 2 є 𝑚 = 0, тобто випадок комутуючих мат-

риць ϒ та 𝑊 [48]. Тодi вiдповiдна матриця 𝑉 є сталою матрицею,

𝑉 = 𝑊 , s = Csl(𝑛,F)({𝑊}), i можна покласти ϒ = 0 iз точнiстю до

додавання елементiв алгебри s, що є очевидним, оскiльки у цьому ви-

падку 𝜕𝑡 ∈ gess𝑉 . Класифiкацiю систем iз класу ℒ′1 зi сталими матрично-

значними параметр-функцiями 𝑉 можна звести до розгляду всiх мож-

ливих жорданових нормальних форм таких матриць 𝑉 . Знаходжен-

ня s для сталої матрицi 𝑉 є стандартною задачею Фробенiуса в тео-

рiї матриць, розв’язання якої добре вiдомо, див., наприклад, [69, роз-

дiл VIII].

𝑘 = 3. У цьому випадку є три векторнi поля з лiнiйно незалежними 𝑡-

компонентами з доповняльної пiдалгебри до пiдалгебри ⟨𝐼⟩ в алгебрi gess𝑉 .

Iз точнiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi вони мають вигляд 𝑃 := 𝜕𝑡+ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎,

𝐷 := 𝑡𝜕𝑡 + Λ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 та 𝑆 := 𝑡2𝜕𝑡 + Θ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 з деякими (сталими) мат-

рицями ϒ,Λ,Θ ∈ sl(𝑛,F). Вiдповiдно до розгляду у випадку 𝑘 = 2,

з iнварiантностi системи 𝐿′𝑉 вiдносно векторних полiв 𝑃 та 𝐷 випли-

ває, що матричнозначну функцiю 𝑉 визначаємо за допомогою фор-

мули (2.32). Збираючи коефiцiєнти при 𝑡𝑚+1 у матричному рiвняннi

𝑡2𝑉𝑡 + 4𝑡𝑉 = [Θ, 𝑉 ], яке отримано пiсля пiдстановки компонент вектор-

ного поля 𝑆 у класифiкацiйну умову (2.28), приходимо до рiвняння

(𝑚+4)𝐾𝑚 = 0, яке суперечить нерiвностi𝐾𝑚 ̸= 0. Таким чином, випадок

𝑘 = 3 є неможливим.
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Оскiльки 𝐺∼ℒ̄ -орбiта будь-якої системи з класу ℒ̄1 мiстить системи

з пiдкласу ℒ′1, то з теореми 2.7 випливає, що 𝑡-компонента будь-якого

елементу групи 𝐺∼ℒ̄ залежить лише вiд змiнної 𝑡, що i доводить теорему:

Теорема 2.26. dim𝜋*g𝜃 ⩽ 2 для будь-якої 𝐿𝜃 ∈ ℒ̄1.

Нагадаємо, що 𝜋 — проєкцiя з простору F𝑡 × F𝑛𝑥 на простiр F𝑡.
З теорем 2.7 та 2.26 випливає, що нормальна лiнiйна система звичай-

них диференцiальних рiвнянь другого порядку допускає бiльше двох век-

торних полiв лiївської симетрiї iз лiнiйно незалежними 𝑡-компонентами

тодi i лише тодi, коли вона є 𝐺∼ℒ̄ -еквiвалентною до елементарної системи

𝑥𝑡𝑡 = 0, тобто система належить до класу ℒ̄0. Аналогiчне твердження

щодо лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку є

тривiальним.

2.5. Критерiї подiбностi

Використовуючи позначення та результати параграфа 2.4, представ-

ляємо явнi критерiї подiбностi систем iз класiв ℒ′1 та ℒ1, якi допускають

зсуви за змiнною 𝑡, i для яких можна розглядати композицiю iз перетво-

реннями вiдносно змiнної 𝑥 у випадку класу ℒ′1. Цi критерiї кориснi для
проведення повної групової класифiкацiї класiв ℒ′1 та ℒ1 для частинних

значень 𝑛.

Будемо називати систему 𝐿′𝑉 iз класу ℒ′1 (вiдповiдно систему 𝐿𝜗

iз класу ℒ1 зi сталими матричними коефiцiєнтами 𝜗 = (𝐴,𝐵)) пра-

вильно 𝑡-зсув-iнварiантною, якщо 𝜋*gess𝑉 (вiдповiдно 𝜋*gess𝜗 ) належить до{︀
⟨𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩

}︀
. Отже, неправильна 𝑡-зсув-iнварiантнiсть такої системи

означає, що 𝜋*gess𝑉 (вiдповiдно 𝜋*gess𝜗 ) спiвпадає з ⟨𝜕𝑡, e𝛾𝑡𝜕𝑡⟩ для деякого

𝛾 ∈ F ∖ {0}.
Лема 2.27. Правильно 𝑡-зсув-iнварiантнi системи 𝐿′𝑉 та 𝐿′

𝑉
з кла-

су ℒ′1,

𝑉 (𝑡) = e𝑡ϒ𝑉 (0)e−𝑡ϒ, 𝑉 (𝑡) = e𝑡ϒ̃𝑉 (0)e−𝑡ϒ̃, (2.33)
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подiбнi вiдносно точкового перетворення тодi i лише тодi, коли iснує

ненульове 𝛼 ∈ F, невироджена матриця 𝑀 та матриця Γ ∈ s :=

Csl(𝑛,F)
(︀
{𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}

)︀
, де 𝐾0 := 𝑉 (0), 𝐾𝑙+1 := [ϒ, 𝐾𝑙], 𝑙 ∈ N0 такi, що

ϒ̃ = 𝛼𝑀(ϒ + Γ)𝑀−1, 𝑉 (0) = 𝛼2𝑀𝑉 (0)𝑀−1.

Доведення. Необхiднiсть може бути перевiрена безпосереднiм обчислен-

ням. Точкове перетворення, що встановлює подiбнiсть систем 𝐿′𝑉 та 𝐿′
𝑉

має, наприклад, вигляд 𝑡 = 𝑡/𝛼, 𝑥̃ =𝑀𝑥.

Доведемо достатнiсть. Нехай системи 𝐿′𝑉 та 𝐿′
𝑉
iз твердження ле-

ми подiбнi вiдносно точкового перетворення. Це означає, що в силу

теореми 2.4 цi системи є 𝐺∼ℒ′-еквiвалентними, i нехай перетворення

еквiвалентностi T ∈ 𝐺∼ℒ′ вигляду (2.8) встановлює їх еквiвалентнiсть,

T*𝐿′𝑉 = 𝐿′
𝑉
. Матрицю ϒ визначаємо з точнiстю до додавання матрицi 𝑆

з Csl(𝑛,F)
(︀
{𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}

)︀
. Системи 𝐿′𝑉 та 𝐿′

𝑉
вiдповiдно допускають вектор-

нi поля 𝑃 := 𝜕𝑡 + ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 та 𝑃 := 𝜕𝑡 + ϒ̃𝑎𝑏𝑥̃𝑏𝜕𝑥̃𝑎. Внаслiдок подiбностi

маємо, що 𝑘𝑉 := dim𝜋*gess𝑉 = 𝑘𝑉 := dim𝜋*gess𝑉 ∈ {1, 2}.
З умови 𝑘𝑉 = 𝑘𝑉 = 1 випливає, що (𝜛*T−1)*𝑃 = 𝛼𝑃+𝑄Γ для деякого

ненульового 𝛼 ∈ F та Γ ∈ s, де 𝑄Γ := Γ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 ∈ gess𝑉 . Нагадаємо, що для

класу ℒ′ через 𝜛 визначаємо проєкцiю з F𝑡 × F𝑛𝑥 × F𝑛
2

𝑉 на F𝑡 × F𝑛𝑥.
Якщо 𝑘𝑉 = 𝑘𝑉 = 2, то з дослiдження вiдповiдного випадку в парагра-

фi 2.4 випливає, що можна вибрати векторнi поля 𝑃 та 𝑃 з похiдних ал-

гебр (gess𝑉 )′ та (gess
𝑉
)′ вiдповiдно алгебр gess𝑉 та gess

𝑉
, 𝑃 ∈ (gess𝑉 )′ ⊆ ⟨𝑃 ⟩ ∈ svf i

𝑃 ∈ (gess
𝑉
)′. Оскiльки пiдняття векторних полiв за допомогою перетворен-

ня 𝜛*T−1 iндукує iзоморфiзм з gess
𝑉

на gess𝑉 , i будь-який такий iзоморфiзм

вiдображає (gess
𝑉
)′ на (gess𝑉 )′, то (𝜛*T−1)*(gess𝑉

)′ = (gess𝑉 )′. Звiдси вищевказа-

ну умову (𝜛*T−1)*𝑃 = 𝛼𝑃 +𝑄Γ для деякого ненульового 𝛼 ∈ F та Γ ∈ s

тут також виконано.

Таким чином, в обох випадках 𝑇𝑡 = 1/𝛼, тобто 𝑇 = (𝑡 + 𝛽)/𝛼 для

деякого 𝛽 ∈ F. Вибираючи𝑀 := |𝛼|−1/2𝐶e𝛽ϒ, завершуємо доведення.
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Наслiдок 2.28. Правильно 𝑡-зсув-iнварiантнi системи 𝐿𝜗 та 𝐿𝜗 з кла-

су ℒ1 зi сталими матричними коефiцiєнтами 𝜗 = (𝐴,𝐵) та 𝜗 = (𝐴, 𝐵̃)

подiбнi вiдносно точкового перетворення тодi i лише тодi, коли iснує

ненульове значення 𝛼 ∈ F, невироджена матриця 𝑀 та матриця

Γ̌ ∈ s := Csl(𝑛,F)
(︀
{𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}

)︀
, де 𝐾0 := 𝐵, 𝐾𝑙+1 := [𝐴,𝐾𝑙], 𝑙 ∈ N0 такi,

що

𝐴 = 𝛼𝑀
(︀
𝐴+ Γ̌

)︀
𝑀−1, 𝐵̃ = 𝛼2𝑀

(︀
𝐵 − 1

4(𝐴Γ̌ + 𝐴Γ̌ + Γ̌2)
)︀
𝑀−1.

Доведення. Системи 𝐿𝜗 та 𝐿𝜗 можна вiдобразити в системи 𝐿′𝑉 та 𝐿′
𝑉

з 𝑉 та 𝑉 вигляду (2.33) у змiнних (𝑡, 𝑥̂) вiдповiдно за допомогою пере-

творень 𝑡 = 𝑡, 𝑥̂ = e−𝑡ϒ𝑥 та 𝑡 = 𝑡, 𝑥̂ = e−𝑡ϒ̃𝑥, де ϒ = −1
2𝐴, 𝑉 (0) = 𝐵+ϒ2,

ϒ̃ = −1
2𝐴, 𝑉 (0) = 𝐵̃ + ϒ̃2. Системи 𝐿𝜗 та 𝐿𝜗 подiбнi вiдносно точкового

перетворення тодi i лише тодi, коли системи 𝐿′𝑉 та 𝐿′
𝑉
подiбнi вiдносно

точкового перетворення. Спiввiдношення мiж 𝜗 та 𝜗 випливає зi спiввiд-

ношень мiж (ϒ, 𝑉 (0)) та (ϒ̃, 𝑉 (0)) з леми 2.27, де Γ̌ = −1
2Γ.

2.6. Властивостi алгебр лiївської iнварiантностi

Використовуючи результати параграфа 2.4, можемо точнiше охарак-

теризувати алгебри лiївської iнварiантностi систем не лише з регулярних

пiдкласiв ℒ̄1, ℒ1, ℒ′1 та ℒ′′1, а також iз їх сингулярних доповнень.

Теорема 2.29. Для будь-якої системи з класу ℒ̄1 (вiдповiдно ℒ1, ℒ′1
або ℒ′′1) розмiрнiсть її максимальної алгебри лiївської iнварiантностi

бiльша або дорiвнює 2𝑛+1 i менша або дорiвнює 𝑛2+4. Нижня межа є

найбiльшою i справедлива для довiльної системи iз класу. Верхня межа

є найменшою i вона має мiсце лише для систем iз орбiти системи (2.3)

вiдносно вiдповiдної групи еквiвалентностi.

Доведення. Твердження щодо нижньої межi є тривiальним, див. кiнець

параграфа 2.3.
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Для кожного з класiв ℒ̄1, ℒ1, ℒ′1 та ℒ′′1 система (2.3) допускає фор-

мальну iнтерпретацiю як елемент цього класу. Рiзницю в цих iнтерпрета-

цiях просто пояснюємо рiзними параметризацiями класiв. Таким чином,

вiдповiднi значення довiльних елементiв для класу ℒ̄1: 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝐽 та

𝑓 = 0; для класу ℒ1: тi ж 𝐴 та 𝐵; для класiв ℒ′1 та ℒ′′1: 𝑉 = 𝐽 . Тут i далi

𝐽 = 𝐽2
0 ⊕

(︀⨁︀𝑛−2
𝑖=1 𝐽

1
0

)︀
, 𝐽𝑚

𝜇 — жордановий блок розмiрностi 𝑚 iз власним

значенням 𝜇. Крiм того, рiвнiсть вигляду 𝑉 =𝑀 для матрицi довiльних

елементiв 𝑉 та сталої матрицi 𝑀 означає, що 𝑉 (𝑡) = 𝑀 для будь-якого

𝑡 ∈ ℐ, i тодi можемо використовувати позначення 𝐿′𝑀 та g𝑀 замiсть 𝐿′𝑉
та g𝑉 для цього частинного значення матрицi довiльних елементiв 𝑉 .

Клас ℒ̄1 (вiдповiдно ℒ1) можна вiдобразити за допомогою сiм’ї його

перетворень еквiвалентностi до його пiдкласу, який є вкладеним допов-

ненням класу ℒ′1. Клас ℒ′′1 є пiдкласом класу ℒ′1. Перетворення еквiва-

лентностi в кожному з вищезазначених класiв зберiгають необхiднi влас-

тивостi алгебр лiївської iнварiантностi. Тому достатньо довести теорему

лише для класу ℒ′1.
Очевидно, що для будь-якої системи 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1 g𝑉 = gess𝑉 ∈ glin𝑉 та

dim glin𝑉 = 2𝑛. Отже, доведення зводимо до оцiнки розмiрностей суттєвих

алгебр лiївської iнварiантностi систем iз цього класу.

Для заданої системи 𝐿′𝑉 , де незалежна змiнна 𝑡 пробiгає область ℐ,
для будь-якого фiксованого 𝑡0 ∈ ℐ розглядаємо систему 𝐿′𝑉0

iз класу ℒ′1,
де 𝑉0(𝑡) := 𝑉 (𝑡0) для будь-якого 𝑡 ∈ ℐ. Обов’язково має мiсце нерiвнiсть
dim gess𝑉 ⩽ dim gess𝑉0

. Дiйсно,

dim gess𝑉 = dim⟨𝐼⟩+ dim s𝑉 + 𝑘𝑉 , dim gess𝑉0
= dim⟨𝐼⟩+ dim s𝑉0

+ 𝑘𝑉0
,

де 𝐼 := 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎, 𝑘𝑉 := dim𝜋*gess𝑉 , 𝑘𝑉0
:= dim𝜋*gess𝑉0

та

s𝑉 := Csl(𝑛,F)
(︀
{𝑉 (𝑡) | 𝑡 ∈ ℐ}

)︀
⊆ Csl(𝑛,F)

(︀
{𝑉 (𝑡0)}

)︀
= Csl(𝑛,F)

(︀
{𝑉0(𝑡) | 𝑡 ∈ ℐ}

)︀
=: s𝑉0

; (2.34)

див. позначення та результати в параграфi 2.4, особливо тi, що пов’язанi

з випадком 𝑘 = 2. Останнє включення означає, що dim s𝑉 ⩽ dim s𝑉0
.
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Оскiльки 𝑉0 є сталою (матричнозначною) функцiєю, то очевидно, що

система 𝐿′𝑉0
допускає векторне поле 𝜕𝑡 як її лiївську симетрiю, тобто

𝑘𝑉0
⩾ 1. Якщо 𝑘𝑉 = 2, тодi 𝑉 (𝑡) є нiльпотентною матрицею для будь-

якого 𝑡 ∈ ℐ, включаючи 𝑡0, а отже, i 𝑘𝑉0
= 2. Таким чином, у будь-якому

випадку 𝑘𝑉 ⩽ 𝑘𝑉0
, що остаточно доводить необхiдне твердження.

Отже, максимальну розмiрнiсть суттєвих алгебр лiївської iнварiант-

ностi систем iз класу ℒ′1 можна отримати для системи зi сталою матри-

цею довiльних елементiв 𝑉 , 𝑉 = 𝐾0 для деякої 𝐾0 ∈ gl(𝑛,F) ∖ ⟨𝐸⟩.
Для цiєї системи s𝑉 = Csl(𝑛,F)({𝐾0}). Як результат приходимо до задачi
Фробенiуса: знайти всi матрицi Γ, якi комутують iз фiксованою матри-

цею 𝐾0, що є стандартною матричною задачею [69, роздiл VIII]. Нехай

𝑁(𝐾0) — кiлькiсть лiнiйно незалежних матриць, що комутують iз 𝐾0,

тобто dim s𝑉 = 𝑁(𝐾0) − 1. Оскiльки матриця 𝐾0 не є пропорцiйною

одиничнiй матрицi, то значення 𝑁(𝐾0) може щонайбiльше дорiвнювати

𝑛2−2𝑛+2 i його можна досягти лише для матриць подiбних або до мат-

рицi 𝑀1𝜈 := 𝐽2
𝜈 ⊕

(︀⨁︀𝑛−2
𝑖=1 𝐽

1
𝜈

)︀
, або до матрицi 𝑀2𝜈1𝜈2 :=

(︀⨁︀𝑛−1
𝑖=1 𝐽

1
𝜈1

)︀
⊕ 𝐽1

𝜈2

з 𝜈1 ̸= 𝜈2, див. доведення наслiдкiв 2 та 3 в роботi [48]. Перша матриця

з 𝜈 = 0 спiвпадає з 𝐽 та є нiльпотентною. Поклавши 𝐾0 = 𝐽 , маємо

𝑘𝐽 = 2, i тодi dim gess𝐽 = 𝑁(𝐽) + 𝑘𝐽 = 𝑛2 − 2𝑛 + 4, що є максимальним

значенням для розмiрностi алгебри лiївської симетрiї систем у класi ℒ′1.
Далi покажемо, що будь-яка система 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1 з dim gess𝑉 = 𝑛2 −

2𝑛+4 належить до 𝐺∼ℒ′-орбiти системи 𝐿′𝐽 . Значення розмiрностi dim gess𝑉

є максимальним тодi i лише тодi, коли обидва значення dim s𝑉 та 𝑘𝑉 є

також максимальними,

dim s𝑉 = 𝑛2 − 2𝑛+ 2 та 𝑘𝑉 = 2. (2.35)

У силу рiвняння (2.34) з першої рiвностi в (2.35) випливає, що для будь-

якого фiксованого 𝑡 ∈ ℐ, де матриця 𝑉 (𝑡) — ненульова, i вона подiбна

до 𝑀1𝜈 для деякого 𝜈 ∈ F або 𝑀2𝜈1𝜈2 для деяких 𝜈1, 𝜈2 ∈ F, 𝜈1 ̸= 𝜈2.

Друга рiвнiсть у (2.35) означає, що алгебра gess𝑉 мiстить два векторнi

поля з лiнiйно незалежними 𝑡-компонентами 𝜏 1 та 𝜏 2. З точнiстю до 𝐺∼ℒ′-
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еквiвалентностi вважаємо, що 𝜏 1 = 1 та 𝜏 2 = 𝑡, тобто gess𝑉 ∋ 𝑃,𝐷, де

𝑃 := 𝜕𝑡 + ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 and 𝐷 := 𝑡𝜕𝑡 + Λ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 з деякими (сталими) матри-

цями ϒ,Λ ∈ sl(𝑛,F). Тодi з розгляду випадку 𝑘 = 2 у параграфi 2.4

випливає, що для будь-якого 𝑡 ∈ ℐ матриця 𝑉 (𝑡) є нiльпотентною, i от-

же, обов’язково подiбна до 𝑀10 = 𝐽 , якщо 𝑉 (𝑡) ненульова. Фiксуємо

точку 𝑡0 ∈ ℐ з 𝑉 (𝑡0) ̸= 0. З точнiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi, можна

вважати, що 𝑉 (𝑡0) = 𝐽 . (Для цього слiд використовувати перетворення

еквiвалентностi (2.8) з 𝑇 = 𝑡 та матрицею 𝐶, яка визначає подiбнiсть 𝐽

до 𝑉 (𝑡0), 𝑉 (𝑡0) = 𝐶−1𝐽𝐶.) Вiдповiдно до (2.34),

s𝑉 :=
⋂︁
𝑡∈ℐ

Csl(𝑛,F)
(︀
{𝑉 (𝑡)}

)︀
⊆ Csl(𝑛,F)

(︀
{𝑉 (𝑡0)}

)︀
= Csl(𝑛,F)

(︀
{𝐽}

)︀
= s𝐽 .

З iншої сторони dim s𝑉 = 𝑛2 − 2𝑛 + 2 = dim s𝐽 , а тому s𝑉 = s𝐽 . Це

означає, що для будь-якого 𝑡 ∈ ℐ з 𝑉 (𝑡) ̸= 0 справедлива рiвнiсть

Csl(𝑛,F)
(︀
{𝑉 (𝑡)}

)︀
= Csl(𝑛,F)

(︀
{𝐽}

)︀
, тобто 𝑉 (𝑡) ∈ Csl(𝑛,F)

(︀
Csl(𝑛,F)

(︀
{𝐽}

)︀)︀
= ⟨𝐽⟩.

(Останню рiвнiсть можна перевiрити за допомогою прямого двокроко-

вого обчислення вiдповiдних централiзаторiв.) Для точок 𝑡 з 𝑉 (𝑡) = 0

також маємо, що 𝑉 (𝑡) ∈ ⟨𝐽⟩. Iншими словами, матричнозначну функ-

цiю 𝑉 визначаємо через 𝑉 (𝑡) = 𝑣(𝑡)𝐽 для будь-якого 𝑡 ∈ ℐ, де 𝑣 —

ненульова функцiя змiнної 𝑡. Послiдовно пiдставляючи векторнi поля 𝑃

та 𝐷 у класифiкацiйну умову (2.28) з цiєю матрицею 𝑉 , приходимо до

рiвнянь 𝑣𝑡𝐽 = 𝑣[Λ, 𝐽 ] та (𝑡𝑣𝑡 + 2𝑣)𝐽 = 𝑣[ϒ, 𝐽 ]. Таким чином, [Λ, 𝐽 ] = 𝜆1𝐽

та [ϒ, 𝐽 ] = 𝜆2𝐽 для деяких сталих 𝜆1 та 𝜆2, а отже, 𝑣𝑡 = 𝜆1𝑣 та

(𝑡𝑣𝑡 + 2𝑣) = 𝜆2𝑣. Остання система двох звичайних диференцiальних

рiвнянь вiдносно 𝑣 є сумiсною тодi i лише тодi, коли (𝜆1, 𝜆2) = (0, 2),

тобто 𝑣 є ненульовою сталою функцiєю, яка дорiвнює одиницi з точ-

нiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi. Це означає, що початкова система 𝐿′𝑉 є

𝐺∼ℒ′-еквiвалентною до системи 𝐿′𝐽 , що i завершує доведення.

Теорема 2.30. Для будь-якої системи 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1 її суттєва алге-
бра лiївської iнварiантностi gess𝑉 може бути представлена як gess𝑉 = i⊕
(t𝑉 ∈ svf𝑉 ), де
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� i := ⟨𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎⟩ — iдеал алгебри gess𝑉 , який є спiльним для всiх систем

iз класу ℒ′1,
� svf𝑉 := {Γ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 | Γ ∈ sl(𝑛,F) : [Γ, 𝑉 ] = 0} — iдеал алгебри gess𝑉 з

dim svf𝑉 ⩽ 𝑛2 − 2𝑛+ 1, та

� t𝑉 :=
⟨︀
𝜏 𝜄𝜕𝑡 +

(︀
1
2𝜏

𝜄
𝑡𝑥

𝑎 + Λ𝑎𝑏
𝜄 𝑥

𝑏
)︀
𝜕𝑥𝑎, 𝜄 = 1, . . . , 𝑘𝑉

⟩︀
— пiдалгебра ал-

гебри gess𝑉 з dim t𝑉 = 𝑘𝑉 ∈ {0, 1, 2}, компоненти 𝜏 𝜄 = 𝜏 𝜄(𝑡) є

лiнiйно незалежними, а кожна функцiя 𝜏 𝜄 задовольняє (2.28) з

Γ = Λ𝜄 ∈ sl(𝑛,F).

Доведення. Згiдно наслiдку 2.16 кожне векторне поле з алгебри gess𝑉 має

вигляд

𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 +
(︀
1
2𝜏𝑡𝑥

𝑎 + Γ𝑎𝑏𝑥𝑏
)︀
𝜕𝑥𝑎, (2.36)

де 𝑡-компонента 𝜏 залежить лише вiд змiнної 𝑡 та задовольняє, спiльно

з (сталою) матрицею Γ = (Γ𝑎𝑏), класифiкацiйну умову (2.28). Очевидним

розв’язком рiвняння (2.28) для будь-якої матрицi 𝑉 є 𝜏 = 0 та Γ = 𝐸.

Вiдповiдне векторне поле 𝐼 := 𝑥𝑎𝜕𝑥𝑎 комутує з будь-яким векторним

полем вигляду (2.36). Отже, i — iдеал алгебри gess𝑉 незалежно вiд вигляду

матрицi 𝑉 . Множина svf𝑉 мiстить елементи 𝑄 алгебри gess𝑉 з 𝜋*𝑄 = 0

i очевидно є iдеалом алгебри gess𝑉 . Оцiнка dim svf𝑉 ⩽ 𝑛2 − 2𝑛+ 1 випливає

з доведення теореми 2.29.

У параграфi 2.4 було доведено, що 𝑘𝑉 := dim𝜋*gess𝑉 ∈ {0, 1, 2}. Заува-
жимо, що dim t𝑉 = 𝑘𝑉 . Далi покажемо, що завжди можна вибрати допов-

няльний пiдпростiр t𝑉 до i ⊕ svf𝑉 в алгебрi gess𝑉 таким чином, що t𝑉 буде

пiдалгеброю алгебри gess𝑉 . Випадки 𝑘𝑉 = 0 та 𝑘𝑉 = 1 є тривiальними.

Дiйсно, t𝑉 = {0}, якщо 𝑘𝑉 = 0, i ця множина є невласною пiдалгеброю

алгебри gess𝑉 . Якщо 𝑘𝑉 = 1, тодi лiнiйна оболонка t𝑉 — є одновимiрною i,

отже, це знову пiдалгебра алгебри gess𝑉 . Доведемо твердження у випадку

𝑘𝑉 = 2, яке не є таким очевидним, як попереднi випадки.

З розгляду випадку 𝑘 = 2 в параграфi 2.4 випливає, що два векторнi

поля з лiнiйно незалежними 𝑡-компонентами з алгебри gess𝑉 , з точнiстю
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до їх лiнiйної перекомбiнацiї та 𝐺∼ℒ′
1
-еквiвалентностi, можна вибрати у

виглядi 𝑃 := 𝜕𝑡 + ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 та 𝐷 := 𝑡𝜕𝑡 + Λ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 з деякими (сталими)

матрицями ϒ,Λ ∈ sl(𝑛,F). Нехай Λs та Λn — напiвпроста та нiльпотентна

частини в розкладi Жордана–Шевальє матрицi Λ = (Λ𝑎𝑏), Λ = Λs + Λn.

Векторне поле Λ𝑎𝑏
n 𝑥

𝑏𝜕𝑥𝑎 належить алгебрi svf𝑉 ⊂ gess𝑉 . Звiдси векторне поле

𝐷−Λ𝑎𝑏
n 𝑥

𝑏𝜕𝑥𝑎 = 𝑡𝜕𝑡+Λ𝑎𝑏
s 𝑥

𝑏𝜕𝑥𝑎 — також елемент алгебри gess𝑉 , тобто можна

вважати з самого початку, що матриця Λ є напiвпростою. Тодiϒ = ϒ̂+ϒ̌,

де ϒ̂ та ϒ̌ є “кришечка”- та “галочка”-частини матрицi ϒ вiдносно (на-

пiвпростої) матрицi Λ, якi визначенi в параграфi 2.4. Там показано, що

векторне поле ϒ̌𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 також належить алгебрi svf𝑉 ⊂ gess𝑉 . Це означає,

що можемо замiнити векторне поле 𝑃 векторним полем 𝑃−ϒ̌𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎, тим

самим замiнюючи матрицю ϒ на матрицю ϒ̂. Тодi [Λ,ϒ] = ϒ, що при-

водить до комутацiйного спiввiдношення [𝑃,𝐷] = 𝑃 . Iншими словами,

лiнiйна оболонка t𝑉 := ⟨𝑃,𝐷⟩ є пiдалгеброю алгебри gess𝑉 . Для завершен-

ня доведення твердження, просто зауважимо, що елементи групи 𝐺∼ℒ′
1

iндукують iзоморфiзми мiж суттєвими алгебрами лiївської iнварiантнос-

тi еквiвалентних систем iз класу ℒ̄1.

Очевидно, що i∩ svf𝑉 = i∩ t𝑉 = svf𝑉 ∩ t𝑉 = {0}, [i, svf𝑉 ] = [i, t𝑉 ] = {0}, та
[svf𝑉 , t𝑉 ] ⊆ svf𝑉 .

Наслiдок 2.31. Для будь-якої системи 𝐿𝜗 з класу ℒ1 її суттєву алге-

бру лiївської iнварiантностi gess𝜗 можна представити як gess𝜗 = i⊕ (t𝜗∈
svf𝜗 ), де i := ⟨𝐼⟩ — iдеал алгебри gess𝜗 , який є спiльним для всiх систем

iз класу ℒ1, svf𝜗 — iдеал алгебри gess𝜗 з 𝜋*svf𝜗 = {0} та dim svf𝜗 ⩽ 𝑛2−2𝑛+1,

а t𝜗 є пiдалгеброю алгебри gess𝜗 з dim t𝜗 = dim𝜋*t𝜗 ∈ {0, 1, 2}.

Доведення. Для того, щоб отримати цей наслiдок iз теореми 2.30, ви-

користовуємо тi ж аргументи, що i в третьому абзацi доведення теоре-

ми 2.29. Бiльш точно, клас ℒ1 вiдображаємо за допомогою сiм’ї його пере-

творень еквiвалентностi у вкладене доповнення класу ℒ′1, див. дискусiю,
пов’язану з вкладеннями пiдкласiв (2.23). Перетворення еквiвалентностi
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у класi ℒ1 зберiгають структуру суттєвих алгебр лiївської iнварiантностi

систем iз цього класу.

Твердження, аналогiчне наслiдку 2.31, також справедливе для всiх

систем iз регулярного пiдкласу ℒ̄1 класу ℒ̄ iз модифiкацiями, що вра-

ховують специфiчнi особливостi поняття суттєвих алгебр лiївської iнва-

рiантностi в класi неоднорiдних лiнiйних систем диференцiальних рiв-

нянь, див. зауваження 2.21.

У наступному твердженнi зведено рiзнi властивостi лiївських симет-

рiй систем iз сингулярного пiдкласу ℒ̄0 класу ℒ̄. Частково це тверджен-
ня над комплексним полем доведено в [74, теорема 1]. Для доведення

комбiнуємо теорему 2.7, опис пiдкласу ℒ̄0 перед цiєю теоремою, загаль-

новiдомi факти, представленi в цьому параграфi, з рiвнянням (2.24) та

теоремою 2.29.

Твердження 2.32. Наступнi твердження є еквiвалентними для сис-

теми 𝐿̄𝜃 вигляду (2.4):

(i) Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g𝜃 системи 𝐿̄𝜃 iзо-

морфна алгебрi sl(𝑛+ 2,F).
(ii) dim g𝜃 = (𝑛+ 2)2 − 1.

(iii) dim g𝜃 > 𝑛2 + 4.

(iv) Система 𝐿̄𝜃 iнварiантна вiдносно алгебри Лi векторних полiв iз

нульовими 𝑡-компонентами, яка iзоморфна алгебрi sl(𝑛,F).
(v) Систему 𝐿̄𝜃 можна звести за допомогою точкового перетворен-

ня в просторi F𝑡 × F𝑛𝑥 до системи 𝑥𝑡𝑡 = 0.

(vi) Матриця 𝐵 − 1
2𝐴𝑡 − 1

4𝐴
2 пропорцiйна одиничнiй матрицi iз за-

лежним вiд часу коефiцiєнтом пропорцiйностi.
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2.7. Пониження порядку та iнтегрування

за допомогою лiївських симетрiй

та перетворень еквiвалентностi

Лiївськi симетрiї нормальних лiнiйних систем 𝑛 звичайних диферен-

цiальних рiвнянь другого порядку i точковi перетворення еквiвалентнос-

тi мiж такими системами можна ефективно використовувати для пони-

ження їх порядку та iнтегрування.

Почнемо iз сингулярного пiдкласу ℒ̄0 класу ℒ̄. Нагадаємо, що на-

лежнiсть систем до цього пiдкласу легко встановити за допомогою пе-

ревiрки умови пропорцiйностi матричнозначної функцiї 𝐵 − 1
2𝐴𝑡 +

1
4𝐴

2

одиничнiй матрицi 𝐸 iз залежним вiд часу коефiцiєнтом пропорцiйностi.

Твердження 2.33. Iнтегрування будь-якої системи 𝐿̄𝜃 з класу ℒ̄0

можна звести до максимум 2𝑛 квадратур шляхом знаходження фун-

даментальної матрицi системи 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь

першого порядку 𝑦𝑡 +
1
2𝐴

T𝑦 = 0 вiдносно векторнозначної функцiї 𝑦

змiнної 𝑡 i фундаментальної множини розв’язкiв звичайного диферен-

цiального рiвняння другого порядку 𝑛𝜙𝑡𝑡 = tr
(︀
𝐵− 1

2𝐴𝑡+
1
4𝐴

2
)︀
𝜙 вiдносно

функцiї 𝜙 змiнної 𝑡.

Доведення. Фiксуємо значення набору довiльних елементiв 𝜃 = (𝐴,𝐵,𝑓).

Нехай матричнозначна функцiя 𝑀 змiнної 𝑡 — фундаментальна матри-

ця системи 𝑦𝑡 +
1
2𝐴

T𝑦 = 0 та нехай функцiї 𝜙1 та 𝜙2 — фундаментальна

множина розв’язкiв рiвняння 𝜙𝑡𝑡 = 𝑈𝜙 з 𝑈 := 𝑛−1 tr
(︀
𝐵 − 1

2𝐴𝑡 +
1
4𝐴

2
)︀
,

де 𝜙2(𝑡) ̸= 0 для змiнної 𝑡 з розглядуваного iнтервалу. Тодi вiдно-

шення 𝜙1/𝜙2 =: 𝑇 задовольняє звичайне диференцiальне рiвняння

{𝑇, 𝑡} = −2𝑈 , де {𝑇, 𝑡} — похiдна Шварца вiд функцiї 𝑇 за змiнною 𝑡.

Звiдси перетворення еквiвалентностi T вигляду (2.21) з такою функ-

цiєю 𝑇 , 𝐻 := 𝑀T та ℎ = 0 зводить систему 𝐿̄𝜃 до системи 𝑥̃𝑡𝑡 = 𝑓(𝑡),

де 𝑓 ∘ 𝑇 = 𝑇 −2𝑡 𝐻𝑓 , яку, очевидно, можна iнтегрувати за допомогою

щонайбiльше 2𝑛 квадратур.
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Iншими словами, для систем iз класу ℒ̄0 порядок iнтегрованих систем,

можна ефективно понизити на 𝑛−2. Очевидно, що далi не потрiбно бiль-
ше квадратур пiсля перетворення еквiвалентностi T, якщо система 𝐿̄𝜃 є

однорiдною, тобто належить до класу ℒ0 з точнiстю до нехтування до-

вiльними елементами 𝑓 .

Розв’язування систем iз класу ℒ̄1 потребує бiльш делiкатних пiдходiв,

що використовують лiївськi симетрiї цих систем. Спочатку розглянемо

пiдхiд, що основано на знаннi окремих симетрiй систем iз класу ℒ1.

Твердження 2.34. Якщо система 𝐿𝜗 iз класу ℒ1 допускає вiдоме

векторне поле лiївської симетрiї iз ненульовою 𝑡-компонентою, то-

дi її iнтегрування можна звести за допомогою однiєї квадратури та

алгебраїчних операцiй до побудови фундаментальної матрицi лiнiйної

системи 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, тобто

загальний порядок iнтегрованої системи, можна ефективно понизити

на 𝑛.

Доведення. Вiдповiдно до припущення, система 𝐿𝜗 є iнварiантною вiд-

носно векторного поля 𝑄 вигляду (2.25) з вiдомими функцiями 𝜏 , 𝜂𝑎𝑏 та

𝜒𝑎 змiнної 𝑡, причому 𝜏 ̸= 0. Тодi ця система також є iнварiантною вiднос-

но векторного поля 𝑄̂ з тими ж значеннями 𝜏 та 𝜂𝑎𝑏, але 𝜒𝑎 = 0. Можемо

звести векторне поле 𝑄̂ до векторного поля 𝜕𝑡 за допомогою точкового

перетворення Φ: 𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥̃ = 𝐻(𝑡)𝑥, де 𝜏𝑇𝑡 = 1 та 𝜏𝐻𝑡+𝐻𝜂 = 0. У змiн-

них (𝑡, 𝑥̃) система 𝐿𝜗 набуває вигляду 𝑥̃𝑡𝑡 = 𝐴𝑥̃𝑡+ 𝐵̃𝑥̃, де 𝐴 та 𝐵̃ — сталi

матрицi з огляду на iнварiантнiсть системи вiдносно векторного поля 𝜕𝑡.

Оскiльки системи 𝐿𝜗 такого вигляду розв’язуємо лише за допомогою ал-

гебраїчних операцiй, то розв’язок початкової системи зводимо до знахо-

дження функцiї 𝑇 з рiвняння 𝑇𝑡 = 1/𝜏 за допомогою однiєї квадратури

та побудови матрицi 𝐻 у результатi транспонування фундаментальної

матрицi системи 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь першого поряд-

ку 𝜏𝑦𝑡 + 𝜂𝑦 = 0.
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На основi доведення твердження 2.34 cформулюємо наступну покро-

кову процедуру iнтегрування системи 𝐿𝜗 iз класу ℒ1, що використовує

вiдоме векторне поле лiївської симетрiї 𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 + (𝜂𝑎𝑏𝑥𝑏 + 𝜒𝑎)𝜕𝑥𝑎 цiєї

системи з ненульовою 𝑡-компонентою 𝜏 :

1. Замiнимо векторне поле 𝑄 його вiдповiдником 𝑄′ = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜂𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎

з нульовими значеннями компонент 𝜒𝑎.

2. Знаходимо матрицю 𝐻 у результатi транспонування фундаменталь-

ної матрицi розв’язкiв системи 𝑛 звичайних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку 𝜏𝑦𝑡 + 𝜂𝑦 = 0.

3. За допомогою формул (2.21б)–(2.21в) знаходимо матрицi 𝐴 та 𝐵̃,

якi обов’язково є сталими.

4. Розв’язуємо систему 𝐿𝜗 зi сталими матричними коефiцiєнтами 𝜗 =

(𝐴, 𝐵̃).

5. Знаходимо функцiю 𝑇 , проiнтегрувавши рiвняння 𝑇𝑡 = 1/𝜏 .

6. Вiдображаємо знайдений загальний розв’язок системи 𝐿𝜗 у загаль-

ний розв’язок системи 𝐿𝜗 за допомогою перетворення Φ−1, а саме

𝑥(𝑡) = 𝐻−1(𝑡)𝑥̃
(︀
𝑇 (𝑡)

)︀
.

Наслiдок 2.35. Якщо система 𝐿̄𝜃 з класу ℒ̄1 допускає вiдоме векторне

поле лiївської симетрiї iз ненульовою 𝑡-компонентою, то її iнтегруван-

ня можна звести до знаходження фундаментальної матрицi лiнiйної

системи 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, 𝑛+ 1

квадратури та алгебраїчних операцiй, тобто загальний порядок iнте-

грованої системи, можна ефективно понизити на 𝑛.

Доведення. Єдина вiдмiннiсть вiд доведення твердження 2.34 полягає в

тому, що необхiдно випрямити векторне поле 𝑄 (а не векторне поле 𝑄̂) до

векторного поля 𝜕𝑡, використовуючи точкове перетворення Φ: 𝑡 = 𝑇 (𝑡),

𝑥̃ = 𝐻(𝑡)𝑥 + ℎ(𝑡), де 𝜏𝑇𝑡 = 1, 𝜏𝐻𝑡 + 𝐻𝜂 = 0 та 𝜏ℎ𝑡 + 𝐻𝜒 = 0. Таким
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чином, додатково потрiбно 𝑛 квадратур для знаходження ℎ iз системи

ℎ𝑡 = −𝐻𝜒/𝜏 .

Для того, щоб вищеописану процедуру iнтегрування можна було за-

стосовувати до систем iз класу ℒ̄1, достатньо лише змiнити два остан-

нi кроки цiєї процедури на додаткову побудову ℎ як розв’язку системи

ℎ𝑡 = −𝐻𝜒/𝜏 на кроцi 5 та модифiкувати перетворення на кроцi 6 як

𝑥(𝑡) = 𝐻−1(𝑡)𝑥̃
(︀
𝑇 (𝑡)

)︀
−𝐻−1(𝑡)ℎ(𝑡).

Нехай задано систему 𝐿𝜗 з класу ℒ1, яка iнварiантна вiдносно двох

векторних полiв iз лiнiйно незалежними 𝑡-компонентами. Одночасне ви-

користання цих двох симетрiй для iнтегрування 𝐿𝜗 є бiльш складнiшим,

нiж вищеописана процедура.

Теорема 2.36. Нехай система 𝐿𝜗 з класу ℒ1 допускає алгебру лiївської

iнварiантностi, що натянуто на два вiдомi векторнi поля лiївської си-

метрiї з лiнiйно незалежними 𝑡-компонентами. Тодi iнтегрування цiєї

системи можна звести за допомогою алгебраїчних операцiй до побудо-

ви фундаментальної матрицi лiнiйної системи 𝑛 звичайних диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку, яку можна розщепити на незаче-

пленi мiж собою пiдсистеми, i кожна з цих пiдсистем є частково за-

чепленою (див. кiнець доведення для бiльш специфiчного опису блочної

структури системи).

Доведення. Перша частина доведення аналогiчна до початку доведення

твердження 2.34. Вiдповiдно до припущення теореми, з леми 2.14 ви-

пливає, що система 𝐿𝜗 iнварiантна вiдносно двох векторних полiв ви-

гляду (2.25), 𝑄𝜄 = 𝜏 𝜄𝜕𝑡 + (𝜂𝜄𝑎𝑏𝑥𝑏 + 𝜒𝜄𝑎)𝜕𝑥𝑎, 𝜄 = 1, 2, з вiдомими коефiцi-

єнтами 𝜏 𝜄, 𝜂𝜄𝑎𝑏 та 𝜒𝜄𝑎, якi залежать щонайбiльше вiд змiнної 𝑡, причому

𝑡-компоненти 𝜏 1 та 𝜏 2 є лiнiйно незалежними. Тодi ця система також iнва-

рiантна вiдносно векторних полiв 𝑄′𝜄 з тими ж значеннями компонент 𝜏 𝜄

та 𝜂𝜄𝑎𝑏, тодi як 𝜒𝜄𝑎 = 0. Iншими словами, 𝑄′𝜄 ∈ gess𝜗 . Розглянемо вiдкриту
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область ℐ з F таку, що 𝜏 1(𝑡) ̸= 0 для будь-якого 𝑡 ∈ ℐ. Алгебра ⟨𝑄′1, 𝑄′2⟩ —
некомутативна, оскiльки iнакше 𝜏 1𝜏 2𝑡 − 𝜏 2𝜏 1𝑡 = 0, тобто 𝑡-компоненти 𝜏 1

та 𝜏 2 лiнiйно залежнi на областi ℐ. Лiнiйно перекомбiновуючи векторнi

поля 𝑄′1 та 𝑄′2, можна звести комутацiйне спiввiдношення до вигляду

[𝑄′1, 𝑄
′
2] = 𝑄′1, а звiдси 𝜏

1𝜏 2𝑡 − 𝜏 2𝜏 1𝑡 = 𝜏 1, тобто (𝜏 2/𝜏 1)𝑡 = 1/𝜏 1 на облас-

тi ℐ.
На областi ℐ×R𝑛 виконуємо точкове перетворення Φ: 𝑡 = 𝜏 2(𝑡)/𝜏 1(𝑡),

𝑥̃ = 𝐻(𝑡)𝑥, де 𝐻 — невироджена матричнозначна функцiя на областi ℐ,
яка задовольняє матричне диференцiальне рiвняння 𝜏 1𝐻𝑡+𝐻𝜂

1 = 0. Пе-

ретворення Φ випрямляє векторне поле 𝑄′1 до векторного поля 𝑄̃1 := 𝜕𝑡,

i отже, вiдображає систему 𝐿𝜗 в систему зi сталими матричними ко-

ефiцiєнтами, яку можна легко iнтегрувати за допомогою алгебраїчних

операцiй.

На цьому етапi зводимо iнтегрування системи 𝐿𝜗 до знаходження час-

тинного невиродженого розв’язку 𝐻 матричного диференцiального рiв-

няння 𝜏 1𝐻𝑡 +𝐻𝜂1 = 0 та алгебраїчних операцiй.

Векторне поле 𝑄′2 зводимо за допомогою перетворення Φ до вектор-

ного поля 𝑄̃2 := 𝑡𝜕𝑡+Λ𝑎𝑏𝑥̃𝑏𝜕𝑥̃𝑎, де матриця Λ = (Λ𝑎𝑏) := (𝜏 2𝐻𝑡+𝐻𝜂
2)𝐻−1

є сталою в силу комутацiйного спiввiдношення [𝑄′1, 𝑄
′
2] = 𝑄′1, яке за до-

помогою перетворення Φ зводимо до вигляду [𝑄̃1, 𝑄̃2] = 𝑄̃1. Комбiнуючи

матричнi рiвняння 𝜏 1𝐻𝑡 +𝐻𝜂1 = 0 та 𝜏 2𝐻𝑡+𝐻𝜂
2 = Λ𝐻, отримаємо спiв-

вiдношення

𝐻𝜁𝐻−1 = Λ, де 𝜁 := 𝜂2 − 𝜏 2

𝜏 1
𝜂1.

Iншими словами, матриця 𝜁, яка залежить вiд змiнної 𝑡 є подiбною до

сталої матрицi Λ вiдносно матрицi 𝐻−1, яка також залежить вiд змiн-

ної 𝑡. Без обмеження загальностi, вважаємо, що матриця Λ приведена

до жорданової нормальної форми, i тодi 𝐻−1 є узагальненою матрицею

власних векторiв (модальною матрицею) для матрицi 𝜁. (Якщо це не так,

то зводимо матрицю Λ до її жорданової нормальної форми за допомо-

гою лiнiйного перетворення 𝑥̃ зi сталою невиродженою матрицею 𝐶 та
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комбiнуємо цю матрицю з 𝐻, 𝐶𝐻 ⇝ 𝐻.) Оскiльки матриця 𝜁 вiдома,

то, використовуючи лише алгебраїчнi операцiї, можна знайти її жорда-

нову нормальну форму Λ та невироджену матрицю 𝐻̂, обернена до якої

встановлює подiбнiсть матрицi 𝜁 до матрицi Λ, 𝐻̂𝜁𝐻̂−1 = Λ.

Якщо F = R та матриця Λ має комплекснi власнi значення (з не-

нульовою уявною частиною), то її можна модифiкувати, а вiдповiдно i

матрицi 𝐻̂−1, 𝜁 та 𝜂2, таким чином, що система 𝐿𝜗 буде iнварiантною

вiдносно нового векторного поля 𝑄′2, причому усi власнi значення нової

матричнозначної функцiї 𝜂2 є сталими i дiйсними, а також виконана рiв-

нiсть 𝐻̂𝜁𝐻̂−1 = Λ; порiвняй обговорення для F = R у кiнцi розгляду

випадку 𝑘 = 2 в параграфi 2.4.

Нехай 𝐻̌ := 𝐻𝐻̂−1, тодi 𝐻 = 𝐻̌𝐻̂ та 𝐻̌Λ𝐻̌−1 = Λ, тобто [Λ, 𝐻̌] = 0.

Таким чином, 𝐻̌ — це розв’язок задачi Фробенiуса [69, роздiл VIII] для

матрицi Λ. Зокрема, кожен узагальнений власний простiр матрицi Λ або,

бiльш того, пiдпростiр ker(Λ − 𝜆𝐸)𝑙 для довiльних 𝜆 ∈ F та 𝑙 ∈ N є iн-

варiантним вiдносно 𝐻̌. Оскiльки 𝐿𝜗 ∈ ℒ1, то матриця Λ обов’язково

має рiзнi власнi значення; див. знову розгляд випадку 𝑘 = 2 у парагра-

фi 2.4. З цього випливає, що матриця 𝐻̌ має блочно-дiагональний вигляд

вiдповiдно до розбиття F𝑛 =
⨁︀𝑟

𝑖=1U𝑖 простору F𝑛 на узагальненi власнi
пiдпростори U𝑖 матрицi Λ, i кожен iз дiагональних блокiв матрицi 𝐻 має

блочнотрикутний вигляд, пов’язаний iз прапором

ker(Λ− 𝜇𝑖𝐸) ⊂ ker(Λ− 𝜇𝑖𝐸)2 ⊂ · · · ⊂ ker(Λ− 𝜇𝑖𝐸)𝑚𝑖, (2.37)

де 𝜇𝑖 — власне значення матрицi Λ, що вiдповiдає цьому блоку, 𝑚𝑖 — iн-

декс власного значення 𝜇𝑖, тобто максимальний ранг узагальнених влас-

них векторiв матрицi Λ для цього власного значення.

Представимо перетворення Φ як композицiю Φ = Φ̌ ∘ Φ̂ перетво-

рень Φ̂: 𝑡 = 𝑡, 𝑥̌ = 𝐻̂(𝑡)𝑥 та Φ̌: 𝑡 = 𝜏 2(𝑡)/𝜏 1(𝑡), 𝑥̃ = 𝐻̌(𝑡)𝑥̌. Пере-

творення Φ̂ зводить векторнi поля 𝑄′𝜄 вiдповiдно до векторних полiв

𝑄̌𝜄 = 𝜏 𝜄(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜂𝜄𝑎𝑏(𝑡)𝑥̌𝑏𝜕𝑥̌𝑎, 𝜄 = 1, 2, де 𝜂𝜄 = (𝜏 𝜄𝐻̂𝑡 + 𝐻̂𝜂𝜄)𝐻̂−1. З цих
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спiввiдношень для 𝜂𝜄 отримаємо, що

𝜁 := 𝜂2 − 𝜏 2

𝜏 1
𝜂1 = 𝐻̂𝜁𝐻̂−1 = Λ.

З комутацiйного спiввiдношення [𝑄̌2, 𝑄̌1] = 𝑄̌1, яке отримано з кому-

тацiйного спiввiдношення [𝑄′1, 𝑄
′
2] = 𝑄′1 за допомогою перетворення Φ̂,

випливає, що [Λ, 𝜂1] = 0, тобто будь-який пiдпростiр ker(Λ−𝜆𝐸)𝑙 з 𝜆 ∈ F
та 𝑙 ∈ N є iнварiантним вiдносно 𝜂1. Таким чином, матриця 𝜂1 має таку

ж блочну структуру, що й описана вище матриця 𝐻̌.

Матричне рiвняння 𝜏 1𝐻𝑡 + 𝐻𝜂1 = 0 для 𝐻 зводимо до матричного

рiвняння

𝜏 1𝐻̌𝑡 + 𝐻̌𝜂1 = 0 (2.38)

для 𝐻̌, яке є природним, оскiльки це еквiвалентно тому, що перетворен-

ня Φ̌ випрямляє векторне поле 𝑄̌1 до векторного поля 𝑄̃1 := 𝜕𝑡. Рiвнян-

ня (2.38), яке розглядаємо як система для елементiв матрицi 𝐻̌, мож-

на розщепити на пiдсистеми, що вiдповiдають дiагональним блокам 𝐻̌𝑖𝑖

матрицi 𝐻̌, 𝜏 1𝐻̌𝑖𝑖,𝑡 + 𝐻̌𝑖𝑖𝜂
1
𝑖𝑖 = 0, де матричнi коефiцiєнти 𝜂1𝑖𝑖 — вiдповiд-

нi дiагональнi блоки матрицi 𝜂1. Кожна така пiдсистема має частково

зачеплену структуру, що узгоджено з прапором (2.37) для вiдповiдного

власного значення матрицi Λ. Таким чином, можна знайти матрицю 𝐻̌

як результат транспонування фундаментальної матрицi системи 𝑛 зви-

чайних диференцiальних рiвнянь першого порядку 𝜏 1𝑦𝑡 + 𝜂1𝑦 = 0.

Опишемо детальнiше структуру дiагональних блокiв 𝜂1𝑖𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟,

матрицi 𝜂1, що необхiдно для розумiння того як iнтегрувати цю систему.

Нагадаємо, що 𝜎(Λ) = {𝜇1, . . . , 𝜇𝑟} — спектр матрицi Λ. Для кожного

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟} через 𝑝𝑖 та 𝑛𝑖1, . . . , 𝑛𝑖𝑝𝑖 позначимо вiдповiдно кiлькiсть еле-
ментарних дiльникiв матрицi Λ, що пов’язанi з власним значенням 𝜇𝑖, i

його степенi. Звiдси 𝑛𝑖1+ · · ·+𝑛𝑖𝑝𝑖 = 𝑛𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, та 𝑛1+ · · ·+𝑛𝑟 = 𝑛.

Виберемо канонiчний базис матрицi Λ таким чином, що не зростає послi-

довнiсть довжин базисних ланцюжкiв Жордана, що вiдповiдають влас-

ним значенням 𝜇𝑖, або еквiвалентно послiдовнiсть степенiв пов’язаних iз



152

елементарними дiльниками. Iншими словами, iснують 𝑠𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑝𝑖} та
𝑞𝑖1, . . . , 𝑞𝑖,𝑠𝑖−1 ∈ N0 з 0 =: 𝑞𝑖0 < 𝑞𝑖1 < · · · < 𝑞𝑖𝑠𝑖 := 𝑝𝑖 такi, що

𝑛𝑖,𝑞𝑖,𝑗−1+1 = · · · = 𝑛𝑖𝑞𝑖𝑗 > 𝑛𝑖,𝑞𝑖𝑗+1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠𝑖, з 𝑛𝑖,𝑝𝑖+1 := 0.

Далi впорядкуємо базиснi елементи в узагальненому власному просто-

рi U𝑖 таким чином. Дотримуючись фiксованого порядку ланцюжкiв, по-

слiдовно вибираємо першi вектори в ланцюжках, другi вектори в лан-

цюжках довжиною бiльше одиницi, третi вектори в ланцюжках довжи-

ною бiльше двох i т.д. У модифiкованому базисi пiдматриця 𝜂1𝑖𝑖 є блочно-

трикутною. Дiагональнi блоки матрицi 𝜂1𝑖𝑖 в першiй частинi цих блокiв

мають порядок 𝑞′𝑖𝑗 := 𝑞𝑖𝑗 − 𝑞𝑖,𝑗−1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠𝑖. Таким чином, 𝑞′𝑖𝑗 — кiль-

кiсть базисних ланцюжкiвЖордана тiєї ж довжини 𝑛𝑖𝑞𝑖𝑗 . Для 𝑗-ї частини

дiагональних блокiв матрицi 𝜂1𝑖𝑖, 𝑗 = 2, . . . , 𝑠𝑖, повторюємо тi ж блоки,

лише виключаючи блоки, якi вiдповiдають ланцюжкам довжиною менше

нiж 𝑛𝑖𝑞𝑖𝑗 .

Завдяки блочнiй структурi матрицi 𝜂1, систему 𝜏 1𝑦𝑡+𝜂
1𝑦 = 0 можна

розщепити на 𝑟 пiдсистем, що незачепленi одна з одною, i вiдповiдають

дiагональним блокам 𝜂1𝑖𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Бiльш того, кожна така пiдсис-

тема є частково зачеплена. Для iнтегрування 𝑖-ої пiдсистеми необхiд-

но розв’язати 𝑠𝑖 однорiдних лiнiйних систем вiдповiдно для 𝑞′𝑖1, . . . , 𝑞
′
𝑖𝑠𝑖

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, а потiм виконати

𝑛𝑖 − 𝑞′𝑖1 квадратур для знаходження частинних розв’язкiв розглядува-

них неоднорiдних систем, якi мають такi ж матрицi, що й вищенаведенi

однорiднi системи.

Знаходження матрицi 𝐻̌ завершує побудову перетворення Φ.

Пiдсумовуючи доведення теореми 2.36, можна сформулювати наступ-

ну покрокову процедуру iнтегрування системи 𝐿𝜗 з класу ℒ1, що одно-

часно використовує специфiчну пару її вiдомих векторних полiв лiївської

симетрiї, 𝑄𝜄 = 𝜏 𝜄𝜕𝑡 + (𝜂𝜄𝑎𝑏𝑥𝑏 + 𝜒𝜄𝑎)𝜕𝑥𝑎, 𝜄 = 1, 2, де 𝑡-компоненти 𝜏 1 та 𝜏 2

є лiнiйно незалежними:
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1. Замiнюємо векторнi поля 𝑄𝜄 на їх вiдповiдники 𝑄′𝜄 = 𝜏 𝜄𝜕𝑡+𝜂
𝜄𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎

з нульовими значеннями для 𝜒𝜄𝑎.

2. Лiнiйно перекомбiнуємо векторнi поля 𝑄′1 та 𝑄
′
2, щоб звести кому-

тацiйне спiввiдношення до вигляду [𝑄′1, 𝑄
′
2] = 𝑄′1.

3. Покладемо 𝑇 := 𝜏 2/𝜏 1 та 𝜁 := 𝜂2 − 𝑇𝜂1.
4. Будуємо нормальну жорданову форму Λ матрицi 𝜁 та узагальнену

модальну матрицю 𝑀 для матрицi 𝜁, яка пов’язана з матрицею Λ.

Виберемо 𝐻̂ :=𝑀−1. Отже, 𝐻̂𝜁𝐻̂−1 = Λ.

5. Обчислюємо матрицю 𝜂1 := (𝜏 1𝐻̂𝑡 + 𝐻̂𝜂1)𝐻̂−1, яка є блочнодiаго-

нальною.

6. Знаходимо 𝐻̌ як результат транспонування (блочнодiагональної)

фундаментальної матрицi розв’язкiв розщепленої системи 𝑛 звичай-

них диференцiальних рiвнянь першого порядку 𝜏 1𝑦𝑡 + 𝜂1𝑦 = 0.

7. Покладемо 𝐻 = 𝐻̌𝐻̂ та, вiдповiдно до формул (2.21б)–(2.21в), об-

числюємо матрицi 𝐴 та 𝐵̃, якi обов’язково є сталими.

8. Розв’язуємо систему 𝐿𝜗 зi сталими матричними коефiцiєнтами 𝜗 =

(𝐴, 𝐵̃).

9. Записуємо загальний розв’язок системи 𝐿𝜗 з отриманого загально-

го розв’язку системи 𝐿𝜗 за допомогою перетворення Φ−1: 𝑥(𝑡) =

𝐻−1(𝑡)𝑥̃
(︀
𝑇 (𝑡)

)︀
.

Єдиний крок, де потрiбно iнтегрувати лiнiйнi системи звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь — це крок 6. На кроцi 9 зручно обчислити обер-

нену матрицю 𝐻−1 до матрицi 𝐻 як 𝐻−1 =𝑀𝐻̌−1.

Якщо всi елементарнi дiльники матрицi Λ рiзнi, то структура матри-

цi 𝜂1 особливо проста, i з теореми 2.36 випливає наступне твердження.

Наслiдок 2.37. Нехай система 𝐿𝜗 з класу ℒ1 допускає алгебру лiївської

iнварiантностi, що натягуто на два вiдомi векторнi поля лiївської си-

метрiї 𝑄𝜄 = 𝜏 𝜄𝜕𝑡+𝜂
𝜄𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎, 𝜄 = 1, 2, з лiнiйно незалежними 𝜏 1 та 𝜏 2, де
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[𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1, та нехай матриця 𝜁 := 𝜂2− (𝜏 2/𝜏 1)𝜂1 не має елементар-

них дiльникiв, що спiвпадають. Тодi цю систему можна повнiстю про-

iнтегрувати за допомогою алгебраїчних операцiй i щонайбiльше 𝑛+𝑝−𝑟
квадратур, де 𝑝 — кiлькiсть елементарних дiльникiв матрицi 𝜁 та 𝑟

— кiлькiсть рiзних власних значень матрицi 𝜁.

Доведення. Матриця 𝜂1 обов’язково є блочнодiагональною з 𝑟 блоками

на головнiй дiагоналi, де 𝑖-й блок 𝜂1𝑖𝑖 вiдповiдає 𝑖-му власному значен-

ню 𝜇𝑖 матрицi Λ (або, еквiвалентно, матрицi 𝜁), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Оскiльки

елементарнi дiльники матрицi Λ для власного значення 𝜇𝑖 є рiзними, то

можемо змiнити порядок канонiчного базису для матрицi Λ таким чи-

ном, щоб пiдматриця 𝜂1𝑖𝑖 була трикутною, а послiдовнiсть її дiагональних

елементiв можна розщепити у пiдпослiдовностi, що перебувають у взаєм-

но однозначнiй вiдповiдностi з елементарними дiльниками матрицi Λ для

власного значення 𝜇𝑖. Кожна з цих пiдпослiдовностей мiстить однаковi

елементи, а їх довжина спiвпадає зi степенем вiдповiдного елементарного

дiльника. Для системи 𝜏𝑦𝑡+𝜂
1𝑦 = 0 це означає, що її обов’язково можна

розщепити на 𝑟 пiдсистеми, якi незачепленi мiж собою, та 𝑖-а пiдсистема

буде iнтегрованою щонайбiльше за допомогою 𝑛𝑖+𝑝𝑖−1 квадратур, де 𝑛𝑖
— алгебраїчна кратнiсть власного значення 𝜇𝑖 матрицi Λ, та 𝑝𝑖 — число

елементарних дiльникiв матрицi Λ для власного значення 𝜇𝑖.

Зауваження 2.38. За певних додаткових умов iнтегрування допомiж-

них лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь першого порядку, що

виникають у твердженнях цього параграфу або пiд час вiдображен-

ня систем iз класу ℒ1 у системи з класу ℒ′1, також є алгоритмiч-

ним, наприклад, у рамках пiдходу Вея–Нормана [134, 135]. Конкретнi-

ше, нехай матричнозначна функцiя 𝐹 змiнної 𝑡 представлена у виглядi

𝐹 (𝑡) =
∑︀𝑚

𝑙=1 𝜙
𝑙(𝑡)𝐾𝑙, де 𝜙1, . . . , 𝜙𝑚 — скалярнi функцiї змiнної 𝑡, 𝐾1,

. . . , 𝐾𝑚 — лiнiйно незалежнi сталi матрицi, що утворюють алгебру Лi f.

Тодi розв’язок матричної задачi Кошi 𝐻𝑡 = 𝐹 (𝑡)𝐻, 𝐻(0) = 𝐸 допускає

представлення 𝐻(𝑡) =
∏︀𝑚

𝑙=1 exp(𝜓
𝑙(𝑡)𝐾𝑙). Набiр (𝜓1, . . . , 𝜓𝑚) — розв’язок
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задачi Кошi 𝜓𝑙
𝑡 =

∑︀𝑚
𝑙′=1 𝜚

𝑙𝑙′(𝜓1, . . . , 𝜓𝑚)𝜙𝑙′(𝑡), 𝜓𝑙(0) = 0, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚. Тут

коефiцiєнти 𝜚𝑙𝑙
′
— аналiтичнi функцiї змiнних (𝜓1, . . . , 𝜓𝑚), якi визначено

лише за допомогою коефiцiєнтiв 𝜙1, . . . , 𝜙𝑚 та структурних констант ал-

гебри f у базисi (𝐾1, . . . , 𝐾𝑚). Отже, система звичайних диференцiальних

рiвнянь для функцiй (𝜓1, . . . , 𝜓𝑚) у загальному випадку є нелiнiйною. У

той же час, якщо F = C i алгебра f є розв’язною, тодi базис (𝐾1, . . . , 𝐾𝑚)

можна вибрати таким чином, що 𝜚𝑙𝑙
′
= 0, 𝑙′ > 𝑙, а 𝜚𝑙𝑙

′
залежить лише

вiд 𝜓𝑙′′ з 𝑙′′ < 𝑙. Це означає, що систему для функцiй 𝜓1, . . . , 𝜓𝑚 можна

проiнтегровати в квадратурах у випадку таких алгебр f. У результатi

розв’язання матричного рiвняння 𝐻𝑡 = 𝐹 (𝑡)𝐻 для вiдповiдної розв’язної

алгебри Лi f можна звести до обчислення експонент сталих матриць.

Випадок абелевої алгебри f особливо простий; тодi 𝜓𝑙(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 𝜙
𝑙(𝑡′) d𝑡′,

𝑙 = 1, . . . ,𝑚.

2.8. Випадок двох залежних змiнних

Як iлюстративний приклад використання запропонованого пiдходу,

виконаємо повну групову класифiкацiю нормальних лiнiйних систем зви-

чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, тобто 𝑛 = 2. Для

цього значення 𝑛 системи 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1 набувають вигляду

𝑥𝑡𝑡 = 𝑉 (𝑡)𝑥, 𝑉 (𝑡) =

(︃
𝑉 11(𝑡) 𝑉 12(𝑡)

𝑉 21(𝑡) 𝑉 22(𝑡)

)︃
,

де 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), набiр довiльних елементiв 𝑉 пробiгає множину 2 × 2

матричнозначних функцiй змiнної 𝑡, що непропорцiйнi 2 × 2 одиничнiй

матрицi 𝐸 з коефiцiєнтами пропорцiйностi, що залежать вiд часу.

Нагадаємо, що для будь-якої системи 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1, ї ї максимальна
алгебра лiївської iнварiантностi g𝑉 є напiвпрямою сумою g𝑉 = gess𝑉 ∈ glin𝑉 ,

де

glin𝑉 :=
{︀
𝜒𝑎(𝑡)𝜕𝑥𝑎 | 𝜒 = (𝜒1, 𝜒2)T є розв’язком системи 𝐿′𝑉

}︀
,
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gess𝑉 :=
{︀
𝜏(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜂𝑎𝑏(𝑡)𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎 | (𝜏, 𝜂) є розв’язком системи (2.28)

}︀
— вiдповiдно чотиривимiрний абелевий iдеал, який вiдповiдає лiнiйнiй

суперпозицiї розв’язкiв, а її доповняльну пiдалгебру називаємо суттєвою

алгеброю лiївської iнварiантностi системи 𝐿′𝑉 , порiвняй кiнець парагра-

фа 2.3 та початок параграфа 2.4. (У наведених вище формулах та нижче

iндекси 𝑎 та 𝑏 пробiгають значення вiд 1 до 2.) Таким чином, бiльш при-

родно класифiкувати суттєвi алгебри лiївської iнварiантностi систем iз

класу ℒ′1, нiж максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi цих систем.

Суттєва алгебра лiївської iнварiантностi gess𝑉 будь-якої системи 𝐿′𝑉 з

класу ℒ′1 мiстить пiдалгебру svf := {𝑄Γ | Γ ∈ s}, де 𝑄Γ := Γ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎,

s — пiдалгебра алгебри sl(2,F), подвiйний централiзатор якої спiвпадає

з нею, Csl(2,F)(Csl(2,F)(s)) = s. Вибираємо як базис алгебри sl(2,F) такий
набiр матриць:

𝑆1 =

(︃
0 1

0 0

)︃
, 𝑆2 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
, 𝑆3 =

(︃
0 0

−1 0

)︃
.

Таким чином, [𝑆1, 𝑆2] = −2𝑆1, [𝑆2, 𝑆3] = −2𝑆3, [𝑆1, 𝑆3] = −𝑆2. У випад-

ку F = C повний список SL(2,F)-нееквiвалентних пiдалгебр s алгебри

sl(2,F) вичерпують пiдалгебри {0}, ⟨𝑆1⟩, ⟨𝑆2⟩, ⟨𝑆1, 𝑆2⟩ та сама sl(2,F),
тодi як у випадку F = R список необхiдно розширити ще однiєю пiд-

алгеброю ⟨𝑆1+𝑆3⟩. Подвiйними централiзаторами Csl(2,F)(Csl(2,F)(s)) цих

пiдалгебр вiдповiдно є {0}, ⟨𝑆1⟩, ⟨𝑆2⟩, sl(2,F), sl(2,F) та ⟨𝑆1+𝑆3⟩. Оскiль-
ки Csl(2,F)(Csl(2,F)(s)) ̸= s тодi i лише тодi, коли s = ⟨𝑆1, 𝑆2⟩, то це єдина
власна пiдалгебра алгебри sl(2,F), яка непридатна для групової класи-

фiкацiї класу ℒ′1 з 𝑛 = 2. Пiдалгебра s = sl(2,F) також нерелевантна

для цiєї класифiкацiї, оскiльки будь-яка система, яка допускає вiдповiд-

ну алгебру svf належить класу ℒ′′0.
Теорема 2.39. Для F = C повний список 𝐺∼ℒ′-нееквiвалентних сут-

тєвих розширень лiївської симетрiї у класi ℒ′1 з 𝑛 = 2 вичерпують

наступними випадками:
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0. Загальний випадок 𝑉 (𝑡): gess𝑉 = ⟨𝐼⟩;

1. 𝑉 = 𝑣(𝑡)𝑆1: gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝑥2𝜕𝑥1⟩;

2. 𝑉 = 𝑣(𝑡)𝑆2: gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝑥1𝜕𝑥1 − 𝑥2𝜕𝑥2⟩;

3. 𝑉 = 𝜀𝐸 + (𝛽1− 2𝛽2𝑡+ 𝛽3𝑡
2)𝑆1 + (𝛽2− 𝛽3𝑡)𝑆2 + 𝛽3𝑆3, (𝛽2, 𝛽3) ̸= (0, 0):

gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝜕𝑡 + 𝑥2𝜕𝑥1⟩;

4. 𝑉 = 𝜀𝐸 + 𝛽1e
2𝑡𝑆1 + 𝛽2𝑆2 + 𝛽3e

−2𝑡𝑆3, (𝛽1𝛽2, 𝛽2𝛽3, 𝛽3𝛽1) ̸= (0, 0, 0):

gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝜕𝑡 + 𝑥1𝜕𝑥1 − 𝑥2𝜕𝑥2⟩;

5. 𝑉 = 𝜀𝐸 + e2𝛾𝑡𝑆1, 4𝜀 ̸= 𝛾2: gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝑥2𝜕𝑥1, 𝜕𝑡 + 𝛾(𝑥1𝜕𝑥1 − 𝑥2𝜕𝑥2)⟩;

6. 𝑉 = 𝜀𝐸 + 𝑆2: gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝑥1𝜕𝑥1 − 𝑥2𝜕𝑥2, 𝜕𝑡⟩;

7. 𝑉 = 𝑆1: gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝑥2𝜕𝑥1, 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥1𝜕𝑥1⟩.

Якщо F = R, тодi цей список необхiдно доповнити ще трьома ви-

падками,

1R. 𝑉 = 𝑣(𝑡)(𝑆1 + 𝑆3): gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝑥1𝜕𝑥2 − 𝑥2𝜕𝑥1⟩;

4R. 𝑉 = 𝜀𝐸 + 𝜇(𝑆1 + 𝑆3) + 𝜈 cos(2𝑡)(𝑆1 − 𝑆3) + 𝜈 sin(2𝑡)𝑆2, 𝜈 ̸= 0:

gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝜕𝑡 + 𝑥2𝜕𝑥1 − 𝑥1𝜕𝑥2⟩;

6R. 𝑉 = 𝜀𝐸 + 𝑆1 + 𝑆3: gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝑥1𝜕𝑥2 − 𝑥2𝜕𝑥1, 𝜕𝑡⟩.

Тут 𝜀, 𝛾, 𝜇, 𝜈, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3 ∈ F, 𝐼 := 𝑥1𝜕𝑥1 + 𝑥2𝜕𝑥2, 𝑣 пробiгає множину

функцiй змiнної 𝑡 з 𝜏𝑣𝑡 ̸= (𝜅 − 2𝜏𝑡)𝑣 для будь-якої сталої 𝜅 ∈ F i будь-

якої функцiї 𝜏 змiнної 𝑡, 𝜏𝑡𝑡𝑡 = 0. З точнiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi,

матриця 𝑉 — ненульова безслiдова матричнозначна функцiя змiнної 𝑡

у випадку 0, 𝛽2 = 0, якщо 𝛽3 ̸= 0 або 𝛽1 = 0, якщо 𝛽3 = 0 та 𝛽2 ̸= 0

у випадку 3, одне ненульове значення 𝛽1 або 𝛽3 дорiвнює 1 у випадку 4,

𝛾 ∈ {0, 1} у випадку 5, та 𝜈 > 0 у випадку 4R.

Доведення. Базуючись на обговореннi на початку параграфа 2.4, з кла-

сифiкацiйної умови (2.28) випливає, що 𝐼 ∈ gess𝑉 для будь-якої системи 𝐿′𝑉
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з класу ℒ′1, причому gess𝑉 = ⟨𝐼⟩ для довiльної системи в цьому класу, i як
результат маємо випадок 0.

Вiдповiдно до розгляду в параграфi 2.4 для знаходження суттєвих

розширень лiївської симетрiї у класi ℒ′1 окремо дослiджуємо випадки

𝑘 = 0, 𝑘 = 1 та 𝑘 = 2.

𝑘 = 0. З точнiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi, зручно вважати з самого по-

чатку, що tr𝑉 = 0, тобто 𝐿′𝑉 ∈ ℒ′′1. Тут пiдалгебра s = {0} алгебри
sl(2,F) не пiдходить, оскiльки вона вiдповiдає загальному випадку без

розширення лiївської симетрiї. Пiдалгебри ⟨𝑆1⟩, ⟨𝑆2⟩ та для F = R додат-

ково ⟨𝑆1+𝑆3⟩ приводять вiдповiдно до випадкiв 1, 2 та 1R, де 𝑉 = 𝑣(𝑡)Γ

та gess𝑉 = ⟨𝐼,𝑄Γ⟩ з матрицею Γ, яка є базисним елементом вiдповiдної

пiдалгебри s. Iз наслiдку 2.17 подальшi розширення лiївської симетрiї є

тодi i лише тодi, коли 𝜏𝑣𝑡 = (𝜅 − 2𝜏𝑡)𝑣 з деякою сталою 𝜅 та деякою

функцiєю 𝜏 змiнної 𝑡 з 𝜏𝑡𝑡𝑡 = 0.

𝑘 = 1. Тодi gess𝑉 = ⟨𝐼⟩⊕
(︀
⟨𝑃 ⟩∈svf

)︀
, де 𝑃 := 𝜕𝑡+ϒ𝑎𝑏𝑥𝑏𝜕𝑥𝑎. Матричнозначна

параметр-функцiя 𝑉 має вигляд (2.29) з 𝑊 ̸= 0. Окремо розглянемо

кожен iз вiдповiдних елементiв повного списку SL(2,F)-нееквiвалентних
пiдалгебр алгебри sl(2,F): {0}, ⟨𝑆1⟩, ⟨𝑆2⟩ та для F = R додатково ⟨𝑆1+𝑆3⟩
як кандидати для s.

У випадку s = {0} немає жорстких попереднiх обмежень щодо мат-
риць ϒ та 𝑊 . Єдиним очевидним обмеженням для матрицi ϒ є те, що

вона ненульова, оскiльки iнакше Csl(2,F)
(︀
{𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}

)︀
= ⟨𝑊 ⟩ ≠ {0} = s.

Таким чином, розгляд цього випадку зводимо до класифiкацiї пар нену-

льових 2×2 матриць iз точнiстю до подiбностi матриць. Розглядаємо всi

можливi 2 × 2 жордановi нормальнi форми як значення для параметр-

матрицi ϒ: ϒ = 𝑆1, ϒ = 𝛾𝑆2 та над полем R додатково ϒ = 𝛾(𝑆1+𝑆3), де

𝛾 ̸= 0, а тому 𝛾 = 1 з точнiстю до масштабування змiнної 𝑡. Для кожної

з цих матриць ϒ виконано спiввiдношення Csl(2,F)({ϒ}) = ⟨ϒ⟩, а отже,

будь-яка невироджена матриця 𝑀 , що комутує з фiксованим виглядом

матрицi ϒ, є пропорцiйною до e𝛽ϒ для деякого 𝛽 ∈ F. Вiдповiдно до ле-
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ми 2.27, можемо перетворити матрицю 𝑊 : 𝑊̃ = e𝛽ϒ𝑊 e−𝛽ϒ, при цьому

не змiнюючи матрицю ϒ. Вибираючи загальний вигляд для матрицi 𝑊 ,

𝑊 =: 𝐾0 = 𝛽1𝑆1+𝛽2𝑆2+𝛽3𝑆3 з (𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) ̸= (0, 0, 0), розглянемо можливi

зведення матрицi 𝑊 за допомогою зазначених вище перетворень.

Якщо ϒ = 𝑆1, то 𝐾1 = −2𝛽2𝑆1 − 𝛽3𝑆2, 𝐾2 = 2𝛽3𝑆1, 𝐾𝑙 = 0, 𝑙 ⩾ 3,

а централiзатор Csl(2,F)
(︀
{𝐾0, 𝐾1, 𝐾2}

)︀
має потрiбне значення {0} тодi i

лише тодi, коли (𝛽2, 𝛽3) ̸= (0, 0). З точнiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi мож-

на покласти 𝛽2 = 0, якщо 𝛽3 ̸= 0, або 𝛽1 = 0, якщо 𝛽3 = 0 та 𝛽2 ̸= 0.

У результатi маємо випадок 3.

Якщо ϒ = 𝑆2, то 𝐾𝑙 = [ϒ, 𝐾𝑙−1] = 2𝑙𝛽1𝑆1+(−2)𝑙𝛽3𝑆3, 𝑙 ∈ N, i центра-
лiзатор Csl(2,F)

(︀
{𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}

)︀
спiвпадає з s = {0} тодi i лише тодi, коли

щонайменше двi з трьох сталих 𝛽1, 𝛽2 та 𝛽3 є ненульовими. Можемо по-

класти одну з ненульових сталих 𝛽1 або 𝛽3 рiвною 1 з точнiстю до зсуву

за змiнною 𝑡, що приводить до випадку 4.

У випадку F = R та ϒ = 𝑆1 + 𝑆3 можна покласти 𝛽2 = 0, тобто

𝑊 =: 𝐾0 = 𝛽1𝑆1 + 𝛽3𝑆3, 𝐾2𝑙+1 = (𝛽1 − 𝛽3)(−4)𝑙𝑆2, 𝐾2𝑙+2 = 2(𝛽1 −
𝛽3)(−4)𝑙(𝑆3 − 𝑆1), 𝑙 ∈ N0, а тому Csl(2,F)

(︀
{𝐾𝑙, 𝑙 ∈ N0}

)︀
= {0} = s тодi i

лише тодi, коли 𝛽1 − 𝛽3 ̸= 0. З точнiстю до зсувiв за змiнною 𝑡 кратних

𝜋/2 можна вважати, що 𝛽1−𝛽3 > 0. Ввiвши позначення 𝜇 := (𝛽1+𝛽3)/2

та 𝜈 := (𝛽1 − 𝛽3)/2, отримаємо випадок 4R.
Для пiдалгебри s = ⟨𝑆1⟩ вибираємо ⟨𝑆2⟩ як його доповняльний пiд-

простiр s в Nsl(𝑛,F)(s) = ⟨𝑆1, 𝑆2⟩ та ϒ ∈ ⟨𝑆2⟩, тобто ϒ = 𝛾𝑆2 з 𝛾 ∈ F.
Бiльш того, 𝑊 ∈ Csl(𝑛,F)(s) = ⟨𝑆1⟩ та 𝑊 ̸= 0, тобто 𝑊 = 𝛽𝑆1 з 𝛽 ̸= 0,

а тому𝐾𝑙 = 𝛽(2𝛾)𝑙𝑆1, 𝑙 ∈ N0. У результатi маємо випадок 5, де додатково

4𝜀 ̸= 𝛾2 (iнакше 𝑘 = 2; див. розгляд нижче). Використовуючи масшта-

бування та зсув за змiнною 𝑡, можна покласти вiдповiдно 𝛾 ∈ {0, 1} та
𝛽 = 1.

Якщо s = ⟨𝑆2⟩, то Nsl(2,F)(s) = s, s = {0}, а отже, єдиним придатним

вибором для матрицi ϒ є ϒ = 0. Далi 𝐾0 := 𝑊 = 𝛽𝑆2 з 𝛽 ̸= 0, оскiльки

𝑊 ∈ Csl(2,F)(s) = ⟨𝑆2⟩ та 𝑊 ̸= 0, 𝐾𝑙 = 0 для 𝑙 ⩾ 1 та Csl(2,F)({𝐾0}) = s.
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Використовуючи масштабування змiнної 𝑡 та перестановку змiнних 𝑥1

та 𝑥2, можна покласти 𝛽 = 1, i у результатi отримаємо випадок 6.

Для F = R та пiдалгебри s = ⟨𝑆1 + 𝑆3⟩ нормалiзатор Nsl(2,F)(s) знову

спiвпадає з s. Таким чином, s = {0}, ϒ = 0, 𝑊 =: 𝐾0 = 𝛽(𝑆1 + 𝑆3)

з 𝛽 ̸= 0, та𝐾𝑙 = 0, 𝑙 ⩾ 1. Знову використовуючи масштабування змiнної 𝑡

та перестановку змiнних 𝑥1 та 𝑥2, можемо покласти 𝛽 = 1 i отримаємо

випадок 6R.

𝑘 = 2. Оскiльки 𝑊 ̸= 0, то матриця Λ може мати лише один ланцю-

жок iз двох власних значень, рiзниця яких дорiвнює двом. Бiльш того,

суттєва лише рiзниця власних значень, а матрицю Λ можна вважати

дiагональною, див. вiдповiдний випадок у параграфi 2.4. Таким чином,

з самого початку можемо вибрати матрицю Λ у виглядi Λ = diag(2, 0).

Тодiϒ = 0,𝑊 =: 𝐾0 = 𝑆1 з точнiстю до SL(2,F)-еквiвалентностi,𝐾𝑙 = 0,

𝑙 ∈ N, та Csl(2,F)({𝐾0}) = ⟨𝑆1⟩ = s, що приводить до випадку 7. Помил-

ковою, iнварiантною вiдносно зсувiв за змiнною 𝑡, версiєю цього випадку

є 𝑉 = 1
4𝐸 + e2𝑡𝑆1 з gess𝑉 = ⟨𝐼, 𝑥2𝜕𝑥1, e−𝑡𝜕𝑡, 𝜕𝑡 + 2𝑥1𝜕𝑥1⟩.

Наслiдок 2.40. Нехай 𝑛 = 2.

(i) dim g𝑉 ∈ {5, 6, 7, 8} для будь-якої системи 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1.
(ii) dim g𝜃 ∈ {5, 6, 7, 8} для будь-якої системи 𝐿̄𝜃 з класу ℒ̄1.

(iii) dim g𝜃 ∈ {5, 6, 7, 8, 15} для будь-якої системи 𝐿̄𝜃 з класу ℒ̄.
(iv) Будь-яка система 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄ з dim g𝜃 > 8 є 𝐺∼ℒ̄-еквiвалентною

елементарнiй системi 𝑥𝑡𝑡 = 0.

(v) Будь-яка система 𝐿̄𝜃 ∈ ℒ̄ з dim g𝜃 ⩾ 7 є 𝐺∼ℒ̄-еквiвалентною одно-

рiднiй системi зi сталими матричними коефiцiєнтами.

Теорема 2.39 покращує всi результати щодо лiївських симетрiй нор-

мальних лiнiйних систем двох звичайних диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку, якi вiдомi в лiтературi; порiвняй [75,108,109,133]. У дисер-

тацiї проведено класифiкацiю таких симетрiй у випадку обох базисних

полiв C та R з акуратним їх розрiзненням. Випадки 1R, 4R та 6R тео-

реми 2.39, якi специфiчнi для F = R, над комплексним полем є еквiва-
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лентними вiдповiдно випадкам 1, 4 та 6. Бiльш того, розгляд класу ℒ′1
замiсть його пiдкласу ℒ′′1, де на матрицю довiльних елементiв 𝑉 не накла-

дено умову нульового слiду, значно спрощує як процедуру класифiкацiї

так i побудований список класифiкацiйних випадкiв, шляхом зменшення

як кiлькостi випадкiв класифiкацiї так i їх складностi. Див. зауважен-

ня 2.23 для бiльш детального обговорення цiєї оптимiзацiї у випадку

довiльних 𝑛.

Враховуючи це зауваження, можна трансформувати список класи-

фiкацiйних випадкiв теореми 2.39 до списку класифiкацiйних випадкiв

для класу ℒ′′1 з 𝑛 = 2 за допомогою рутинних обчислень, зводячи матри-

цi 𝑉 до матриць iз нульовим слiдом. Необхiдно лише трансформувати

всi матрицi 𝑉 з випадкiв 3–6, 4R та 6R з 𝜀 ̸= 0 до безслiдових матриць за

допомогою перетворень iз групи еквiвалентностi 𝐺∼ℒ′.

З огляду на обговорення на початку параграфа 2.3, очевидно, що спи-

сок випадкiв теореми 2.39 також можна iнтерпретувати як розв’язання

задач групової класифiкацiї для ширших класiв ℒ1 та ℒ̄1. Тобто можна

модифiкувати цей класифiкацiйний список для класiв ℒ1 та ℒ̄1 аналогiч-

но тому, як це обговорювалося в зауваженнi 2.24. У результатi отримаємо

наступне твердження.

Наслiдок 2.41. Для F = C повний список 𝐺∼ℒ-нееквiвалентних сут-

тєвих розширень лiївської симетрiї у класi ℒ1 з 𝑛 = 2 вичерпують

наступнi випадки:

0. Загальний випадок, 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝑉 (𝑡): gess𝜗 = ⟨𝐼⟩;

1. 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝑣(𝑡)𝑆1: gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝑥2𝜕𝑥1⟩;

2. 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝑣(𝑡)𝑆2: gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝑥1𝜕𝑥1 − 𝑥2𝜕𝑥2⟩;

3. 𝐴 = −2𝑆1, 𝐵 = 𝜀𝐸 + 𝛽1𝑆1 + 𝛽2𝑆2 + 𝛽3𝑆3, (𝛽2, 𝛽3) ̸= (0, 0):

gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝜕𝑡⟩;

4. 𝐴 = −2𝑆2, 𝐵 = 𝜀𝐸+𝛽1𝑆1+𝛽2𝑆2+𝛽3𝑆3, (𝛽1𝛽2, 𝛽2𝛽3, 𝛽3𝛽1) ̸= (0, 0, 0):

gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝜕𝑡⟩;
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5. 𝐴 = −2𝛾𝑆2, 𝐵 = (𝜀− 𝛾2)𝐸 + 𝑆1, 4𝜀 ̸= 𝛾2: gess𝜗 = ⟨𝐼, e−2𝛾𝑡𝑥2𝜕𝑥1, 𝜕𝑡⟩;

6. 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝜀𝐸 + 𝑆2: gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝑥1𝜕𝑥1 − 𝑥2𝜕𝑥2, 𝜕𝑡⟩;

7. 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝑆1: gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝑥2𝜕𝑥1, 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥1𝜕𝑥1⟩.

Якщо F = R, то цей список необхiдно доповнити iще трьома випад-
ками:

1R. 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝑣(𝑡)(𝑆1 + 𝑆3): gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝑥1𝜕𝑥2 − 𝑥2𝜕𝑥1⟩;

4R. 𝐴 = −2(𝑆1 + 𝑆3), 𝐵 = 𝜀𝐸 + 𝛽1𝑆1 + 𝛽3𝑆3, 𝛽1 ̸= 𝛽3: gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝜕𝑡⟩;

6R. 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝜀𝐸 + 𝑆1 + 𝑆3: gess𝜗 = ⟨𝐼, 𝑥1𝜕𝑥2 − 𝑥2𝜕𝑥1, 𝜕𝑡⟩.

Тут 𝜀, 𝛾, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3 ∈ F, 𝐼 := 𝑥1𝜕𝑥1 + 𝑥2𝜕𝑥2, 𝑣 пробiгає множину функцiй

змiнної 𝑡 з 𝜏𝑣𝑡 ̸= (𝜅 − 2𝜏𝑡)𝑣 для будь-якої сталої 𝜅 ∈ F i будь-якої

функцiї 𝜏 змiнної 𝑡 з 𝜏𝑡𝑡𝑡 = 0. З точнiстю до 𝐺∼ℒ-еквiвалентностi, 𝑉 —

ненульова безслiдова матричнозначна функцiя змiнної 𝑡 у випадку 0,

𝛽2 = 0, якщо 𝛽3 ̸= 0, або 𝛽1 = 0, якщо 𝛽3 = 0 та 𝛽2 ̸= 0, у випадку 3,

одне ненульове значення 𝛽1 або 𝛽3 дорiвнює 1 у випадку 4, 𝛾 ∈ {0, 1}
у випадку 5, 𝛽1 > 𝛽3 у випадку 4R.

Розглянемо класи ℒ̄, ℒ, ℒ′ та ℒ′′ з 𝑛 = 2. У теоремi 2.39 представле-

но повний список нееквiвалентних регулярних суттєвих розширень лiїв-

ської симетрiї для перших трьох iз цих класiв; див. означення 2.22. Шля-

хом зведення всiх представлених у списку матриць 𝑉 до еквiвалентних

безслiдових матриць, вiдповiдно до зауваження 2.23, отримаємо повний

список таких розширень для класу ℒ′′ з 𝑛 = 2. Список iз наслiдку 2.41

при 𝑛 = 2 є списком як для класу ℒ̄ так i для класу ℒ. Для повного

розв’язання задач групової класифiкацiї для наведених класiв достатньо

доповнити вiдповiдний повний список нееквiвалентних регулярних сут-

тєвих розширень лiївської симетрiї єдиним сингулярним випадком, що

канонiчно задано елементарною системою 𝑥𝑡𝑡 = 0. Максимальна алге-

бра лiївської iнварiантностi g0 якої добре вiдома та iзоморфна алгебрi
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sl(4,F), див. (2.24). (Поняття суттєвої алгебри лiївської iнварiантностi

не є релевантним для цiєї системи.)

2.9. Висновки до роздiлу

Хоча нормальнi лiнiйнi системи звичайних диференцiальних рiвнянь

другого порядку виглядають легкими для дослiдження у рамках гру-

пового аналiзу диференцiальних рiвнянь, але для опису їх лiївських си-

метрiй необхiдно застосовувати рiзноманiтнi просунутi методи та сучас-

нi технiки. Базовий для дослiдження алгебраїчний метод групової кла-

сифiкацiї у дисертацiї доповнено калiбруванням довiльних елементiв за

допомогою сiмей перетворень еквiвалентностi, розбиттям розглянутого

класу на пiдкласи з кращими трансформацiйними властивостями, зна-

ходженням цiлочисельних значень, що характеризують випадки розши-

рень лiївської симетрiї i є iнварiантними вiдносно дiї вiдповiдної групи

еквiвалентностi, тощо.

У контекстi вищенаведеного опису важливим iнструментом стала тео-

рема Лi про реалiзацiї скiнченновимiрних алгебр Лi на прямiй. Ранiше

ця теорема успiшно використовувалася для розв’язання задач групової

класифiкацiї низки класiв диференцiальних рiвнянь, включаючи багато-

вимiрнi нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера з модульною нелiнiйнiстю в робо-

тах [123, параграф 7] та [89, лема 42], лiнiйнi звичайнi диференцiальнi рiв-

няння довiльного порядку 𝑟 ⩾ 3 [49, параграф 3], (1+1)-вимiрнi лiнiйнi

еволюцiйнi рiвняння довiльного порядку 𝑟 ⩾ 3 [39, лема 14], узагальненi

рiвняння Бюргерса–Кортевега–де Фрiза [114, лема 18] та (1+1)-вимiрнi

лiнiйнi рiвняння Шредiнгера [88, лема 2]. Теорема Лi виявилася особли-

во ефективною при класифiкацiї лiївських симетрiй (1+1)-вимiрних уза-

гальнених рiвнянь Клейна–Ґордона в конусних змiнних, оскiльки її мож-

на використовувати як вiдносно змiнної 𝑡, так i вiдносно змiнної 𝑥; див.

наслiдок 12 i параграф 4 у роботi [46] або параграф 1.3.
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У рамках класичного пiдходу Лi першим кроком для розв’язання за-

дачi групової класифiкацiї для класу 𝒦 (систем) диференцiальних рiв-

нянь є побудова групи еквiвалентностi цього класу. Бiльш того, як пра-

вило знаходять не усю групу еквiвалентностi, а лише її iнфiнiтезимальну

складову, що вiдповiдає алгебрi еквiвалентностi класу 𝒦, таким чином,

опускаючи дискретнi перетворення еквiвалентностi. У той же час, опис

групоїда еквiвалентностi класу 𝒦 дає набагато бiльше iнформацiї про

трансформацiйнi властивостi класу 𝒦, нiж група еквiвалентностi, i до-

зволяє правильно обрати оптимальний шлях класифiкацiї лiївських си-

метрiй систем iз класу 𝒦.
На вiдмiну вiд класичного пiдходу Лi, першим кроком розгляду є

не вичерпний опис групи еквiвалентностi класу ℒ̄, а калiбрування до-

вiльних елементiв класу за допомогою перетворення еквiвалентностi. Ви-

користано очевидний факт, що будь-яке перетворення вигляду (2.21) є

перетворенням еквiвалентностi класу ℒ̄, що встановлюємо прямою пере-

вiркою. Це дозволяє поетапно виконувати калiбрування 𝑓 = 0, 𝐴 = 0

та tr𝐵 = 0. Пiсля кожного з перших двох калiбрувань виключаємо 𝑓 ,

а потiм 𝐴 з набору довiльних елементiв виокремлених пiдкласiв, тобто

репараметризуючи їх у класи, якi є бiльш зручними для дослiдження.

У результатi калiбрування та репараметризацiї будуємо ланцюжок кла-

сiв ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′.
Виявилося, що найбiльш зручним для обчислення допустимих пере-

творень є клас ℒ′, набiр довiльних елементiв якого — єдина матрич-

нозначна функцiя 𝑉 . Виокремлено пiдклас ℒ′0 класу ℒ′ за допомогою

обмеження, що матриця довiльних елементiв 𝑉 є пропорцiйною до оди-

ничної матрицi 𝐸 з коефiцiєнтом пропорцiйностi, що залежить вiд часу.

Це обмеження можна записати як систему алгебраїчних рiвнянь вiднос-

но елементiв матрицi 𝑉 . Недиференцiальна природа обмеження призво-

дить до певних ускладнень при обчисленнi та представленнi перетворень

еквiвалентностi для пiдкласу ℒ′0, див. додаток А в роботi [47]. Пiзнiше
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показано, що пiдклас ℒ′0 спiвпадає з 𝐺∼ℒ′-орбiтою елементарної системи

𝑥𝑡𝑡 = 0, а отже, це сингулярна частина класу ℒ′, тодi як її доповнен-

ня ℒ′1 є регулярною частиною. Далi побудовано групоїди еквiвалентностi

та групи еквiвалентностi класу ℒ′, а також його пiдкласiв ℒ′0 та ℒ′1. Група
еквiвалентностi пiдкласу ℒ′1 та канонiчна суттєва група еквiвалентностi
пiдкласу ℒ′0 спiвпадають iз групою еквiвалентностi 𝐺∼ℒ′ усього класу ℒ′.
Розбиття ℒ′ = ℒ′0 ⊔ ℒ′1 класу ℒ′ iндукує розбиття

𝒢∼ℒ′ = 𝒢∼ℒ′
0
⊔ 𝒢∼ℒ′

1

його групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ℒ′. Як i регулярний пiдклас класу ℒ′, пiд-
клас ℒ′1 є однорiдно напiвнормалiзованим вiдносно лiнiйної суперпозицiї

розв’язкiв. Групоїд еквiвалентностi 𝒢∼ℒ′
0
класу ℒ′0 є добутком Фробенiу-

са вертексної групи 𝒢0 елементарної системи 𝐿′0 та обмеження групоїда

дiї групи 𝐺∼ℒ′ на пiдклас ℒ′0, що є окремим випадком напiвнормалiзо-

ваностi у звичайному сенсi. Результати, отриманi для класу ℒ′, розши-
рено на класи ℒ̄ та ℒ за допомогою вiдображень цих класiв у клас ℒ′,
якi визначено вищезазначеними калiбруваннями та репараметризацiями.

Аналогiчнi результати для класу ℒ′′ отримано за допомогою модифiкацiї

вiдповiдних доведень для класу ℒ′ з врахуванням обмеження tr𝑉 = 0,

яке виокремлює ℒ′′ як пiдклас класу ℒ′. Оскiльки обмеження на 𝑉 , якi

пов’язанi з ℒ′′, ℒ′′0 та ℒ′′1 як пiдкласами класу ℒ′, є алгебраїчними, тобто
недиференцiальної природи, то розгляд суттєвих груп еквiвалентностi

замiсть усiх груп еквiвалентностi є релевантним для цих пiдкласiв як i

для ℒ′0. Алгебри еквiвалентностi вiдповiдних типiв для всiх вищенаведе-
них класiв легко обчислити як множини векторних полiв (на асоцiйова-

ному просторi незалежних та залежних змiнних i довiльних елементiв),

якi є iнфiнiтезимальними генераторами однопараметричних пiдгруп вiд-

повiдних груп еквiвалентностi.

З огляду на розбиття вiдповiдних групоїдiв еквiвалентностi розв’я-

зання задачi групової класифiкацiї для кожного класу з ланцюжка

ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′ можна розщепити на двi незалежнi частини — для їх
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сингулярних i регулярних пiдкласiв. Задача групової класифiкацiї син-

гулярного пiдкласу є тривiальною, а її розв’язок визначають елементар-

ною системою з максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi g0, яку

представлено в (2.24). Для систем iз регулярного пiдкласу поняття суттє-

вої алгебри лiївської iнварiантностi є добре визначеним i тому достатньо

класифiкувати такi алгебри замiсть вiдповiдних максимальних алгебр

лiївської iнварiантностi. Клас ℒ′1 є оптимальним як для проведення кла-

сифiкацiї так i для представлення остаточних результатiв класифiкацiї.

З огляду на однорiдну напiвнормалiзацiю всiх регулярних пiдкласiв та

узгодженiсть їх груп еквiвалентностi, результати класифiкацiї для кла-

су ℒ′1 можна також легко поширити на класи ℒ̄1, ℒ1 та ℒ′′1, а суттєвi

алгебри лiївської iнварiантностi систем для кожного з наведених класiв

будуть регулярними.

Використовуючи еквiварiантнiсть проєкцiї 𝜋 з F𝑡 × F𝑛𝑥 на F𝑡 пiд дiєю
групи 𝐺∼ℒ′, введено 𝐺∼ℒ′-iнварiантну цiлочисельну невiд’ємну характерис-

тику 𝑘𝑉 для максимальної g𝑉 та суттєвої gess𝑉 алгебр лiївської iнварiант-

ностi систем 𝐿′𝑉 з класу ℒ′1,

𝑘 = 𝑘𝑉 := dim𝜋*g𝑉 = dim𝜋*g
ess
𝑉 .

Верхнє можливе значення 3 для 𝑘 можна легко знайти за допомогою

вiдображення ℒ′1 на ℒ′′1 за допомогою сiм’ї перетворень еквiвалентностi,

див. наслiдок 2.17. Оскiльки для будь-якої системи 𝐿′𝑉 , 𝜋*g
ess
𝑉 є скiн-

ченновимiрною алгеброю Лi векторних полiв на 𝑡-прямiй, то тут мож-

на ефективно застосовувати теорему Лi про такi алгебри для перебо-

ру можливих 𝑡-проєкцiй суттєвих алгебр лiївської iнварiантностi систем

iз класу ℒ′1 з точнiстю до 𝐺∼ℒ′-еквiвалентностi. Окремо дослiджено ко-

жен iз випадкiв 𝑘 = 0, 𝑘 = 1 та 𝑘 = 2, описано структуру вiдпо-

вiдних суттєвих алгебр лiївської iнварiантностi та запропоновано мето-

ди їх класифiкацiї. Доведено, що 𝑘 не може дорiвнювати трьом. Для

повної групової класифiкацiї для фiксованого 𝑛 необхiдна класифiка-

цiя пiдалгебр алгебри sl(𝑛,F). Повнi списки SL(𝑛,F)-нееквiвалентних
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пiдалгебр алгебри sl(𝑛,F) побудовано лише для 𝑛 ∈ {2, 3}. Викори-
стовуючи добре вiдомий список для 𝑛 = 2, проведено повну групову

класифiкацiю нормальних лiнiйних систем звичайних диференцiальних

рiвнянь другого порядку з двома залежними змiнними. Навiть ця спе-

цифiчна задача вичерпно i належним чином не вивчена в лiтературi,

незважаючи на низку робiт, де ця задача ранiше розглядалася. Спи-

сок Павла Вiнтернiца [136] пiдалгебр алгебри sl(3,F) є основою анало-

гiчної класифiкацiї у випадку трьох залежних змiнних. Проте ця кла-

сифiкацiя є нетривiальною та громiздкою i потребує окремого розгля-

ду. Класифiкацiя пiдалгебр алгебри sl(𝑛,F) для довiльних значень 𝑛

є дикою задачею, а тому дикою задачею є повна класифiкацiя лiїв-

ських симетрiй нормальних лiнiйних систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь другого порядку з довiльною кiлькiстю залежних змiн-

них.

Для кожного класу в ланцюжку ℒ̄ ←˒ ℒ ←˒ ℒ′ ⊃ ℒ′′ оцiнки розмiрнос-
тей максимальних алгебр лiївської iнварiантностi систем iз його регуляр-

ного пiдкласу в теоремi 2.29 можна об’єднати з описом його сингуляр-

ного пiдкласу в параграфi 2.1 та з обговоренням, що пов’язане з рiвнян-

ням (2.24) у твердженнi про розмiрностi максимальних алгебр лiївської

iнварiантностi систем iз усього класу.

Теорема 2.42. Для будь-якої системи з класу ℒ̄ (вiдповiдно ℒ, ℒ′
або ℒ′′) розмiрнiсть її максимальної алгебри лiївської iнварiантностi

бiльша або дорiвнює 2𝑛 + 1 i менша або дорiвнює (𝑛 + 2)2 − 1. Нижня

межа є найбiльшою i справедлива для загальної системи класу. Верхня

межа є найменшою i вона має мiсце лише для систем iз орбiти еле-

ментарної системи 𝑥𝑡𝑡 = 0 вiдносно вiдповiдної групи еквiвалентнос-

тi. Пiдмаксимальну розмiрнiсть 𝑛2 + 4, яка є максимальною для сис-

тем iз доповнення до вищезазначеної орбiти, можна отримати лише

для систем, якi еквiвалентнi системi (2.3) вiдносно вiдповiдної групи

еквiвалентностi.
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Розроблено симетрiйнi пiдходи для пониження порядку та iнтегруван-

ня нормальних лiнiйних систем 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь

другого порядку. Цi пiдходи суттєво залучають явний опис перетворень

еквiвалентностi мiж такими системами. Друга необхiдна складова для

iнтегрування систем iз 𝐺∼ℒ̄ -орбiти ℒ̄0 елементарної системи 𝑥𝑡𝑡 = 0, що

є обмеженням на 𝜃 для виокремлення ℒ̄0 як пiдклас класу ℒ̄, є добре
вiдомою. Необхiдною передумовою для використання симетрiйних пiд-

ходiв для пониження порядку та iнтегрування системи 𝐿̄𝜃 з пiдкласу ℒ̄1,

який є доповненням до пiдкласу ℒ̄0 у класi ℒ̄, є те, що система 𝐿̄𝜃 допус-

кає векторнi поля лiївських симетрiй iз ненульовими 𝑡-компонентами i,

бiльш того, цi векторнi поля є вiдомими. При додаткових умовах на такi

векторнi поля вiдповiднi системи можна повнiстю iнтегрувати лише за

допомогою алгебраїчних операцiй та квадратур.

Хоча клас ℒ̄ =: ℒ̄2,𝑛 є сингулярним класом серед класiв ℒ̄𝑟,𝑛 нор-

мальних систем 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь того ж по-

рядку 𝑟 ∈ {2, 3, . . . } внаслiдок сингулярностi елементарної системи

d𝑟𝑥/d𝑡𝑟 = 0 з 𝑟 = 2, але результати дисертацiї можна поширити на

випадок довiльного значення 𝑟, див. вiдповiднi обговорення в парагра-

фi 10 роботи [47]. Також в лiтературi iнтенсивно дослiджують симетрiйнi

властивостi класу ℒ̄𝑟,𝑛, принаймнi для (𝑟, 𝑛) = (3, 2), аналогiчно до того

як це було зроблено для (𝑟, 𝑛) = (2, 2) в параграфi 2.8. Однак класи-

фiкацiя лiївських симетрiй систем звичайних диференцiальних рiвнянь

змiшаного порядку є повнiстю iншою задачею, див. [61].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї проведено розширений симетрiйний аналiз класiв

(1+1)-вимiрних нелiнiйних узагальнених рiвнянь Клейна–Ґордона та

нормальних лiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку. Основними результати дисертацiйного дослiдження є:

� Узагальнюючи результат Софуса Лi, доведено, що будь-яке контакт-

не перетворення рiвняння з класу (1+1)-вимiрних нелiнiйних уза-

гальнених рiвнянь Клейна–Ґордона є першим продовженням його

точкового перетворення; показано, що цей клас є нормалiзованим

вiдносно точкових перетворень, i побудовано його групу еквiвалент-

ностi та вiдповiдну алгебру еквiвалентностi.

� Проведено повну групову класифiкацiю (1+1)-вимiрних нелiнiйних

узагальнених рiвнянь Клейна–Ґордона з точнiстю до 𝐺∼-еквiва-

лентностi, отриманi результати представлено у виглядi дiаграми

Хассе. У процедурi класифiкацiї використано специфiчну структуру

алгебри g∼ для подвiйного застосування класичної теореми Лi про

реалiзацiї алгебр Лi векторними полями на прямiй.

� Запропоновано низку цiлочисельних характеристик, що розрiзня-

ють випадки розширень лiївських симетрiй у класi (1+1)-вимiр-

них нелiнiйних узагальнених рiвнянь Клейна–Ґордона, та вичерп-

но описано структуру частково впорядкованої множини 𝐺∼-нееквi-

валентних розширень лiївської симетрiї у цьому класi.

� Описано допустимi перетворення для класу нормальних лiнiйних

систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, побу-

довано групи еквiвалентностi та групоїди еквiвалентностi розгляду-

ваного класу та його пiдкласiв. Показано, що груповi класифiкацiї
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класу лiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого

порядку та його калiброваних пiдкласiв можна звести до групових

класифiкацiй їх сингулярних та регулярних частин.

� Розвинуто два шляхи класифiкацiї суттєвих розширень лiївської

симетрiї у регулярних частинах класу лiнiйних систем звичайних

диференцiальних рiвнянь другого порядку за допомогою алгебраїч-

ного методу. Дослiджено структуру суттєвих алгебр лiївської iнва-

рiантностi систем iз регулярних частин класу лiнiйних систем зви-

чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку.

� Запропоновано методи пониження порядку та iнтегрування лiнiй-

них систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку

на основi використання вiдомих лiївських симетрiй або перетворень

еквiвалентностi.

� Виконано повну групову класифiкацiю класу лiнiйних систем зви-

чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку у випадку двох

залежних змiнних, яка суттєво спрощує та покращує попередньо вi-

домi результати.
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Додаток А

(1+1)-вимiрнi нелiнiйнi еволюцiйнi

рiвняння другого порядку

з максимальними лiївськими симетрiями

Розглянемо клас (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь порядку 𝑛

𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), (А.1)

де 𝑢𝑡 = 𝜕𝑢
𝜕𝑡 , 𝑢𝑖 =

𝜕𝑖𝑢
𝜕𝑥𝑖 , 𝑖 = 0, . . . , 𝑛, 𝑢0 ≡ 𝑢, 𝑛 ≥ 2, 𝐹 — довiльна глад-

ка функцiя. Також будемо використовувати позначення 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . для

похiдних за змiнною 𝑥.

Симетрiйним властивостям рiвнянь iз класу (А.1) присвячено багато

дослiджень. Крiм того, у багатьох випадках саме еволюцiйнi рiвняння

з класу (А.1), як правило, виступають базовими прикладами в симет-

рiйному аналiзi диференцiальних рiвнянь (див., наприклад, монографiї

[24, 42,67,112]).

Вiдповiдно до результатiв В.В. Соколова [30, с. 173] та Б.А. Магадєє-

ва [21, с. 346] (див. також статтю Р.З. Жданова [139]) контактнi перетво-

рення, якi зберiгають вигляд еволюцiйних рiвнянь (А.1), вичерпують

перетворення

̃︀𝑡 = κ(𝑡), ̃︀𝑥 = 𝜑(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥), ̃︀𝑢 = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

де функцiї 𝜑 та 𝜓 задовольняють умову контактностi

𝜑𝑢𝑥
(𝑢𝑥𝜓𝑢 + 𝜓𝑥) = 𝜓𝑢𝑥

(𝑢𝑥𝜑𝑢 + 𝜑𝑥).
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Б.А. Магадєєвим [21, теорема 0.1] доведено, що розмiрнiсть алгебри

контактних симетрiй (Cont) (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь (А.1)

не перевищує 𝑛 + 5 або дорiвнює ∞. В останньому випадку еволюцiйнi

рiвняння можна звести до лiнiйних за допомогою контактних перетво-

рень. У цiй же роботi автором отримано повний перелiк алгебр скiн-

ченновимiрних контактних симетрiй еволюцiйних рiвнянь та показано,

як описати еволюцiйнi рiвняння, якi допускають задану алгебру кон-

тактної симетрiї. Зокрема, згiдно з [21, теорема 3.5], будь-яке рiвняння

з класу (А.1) з максимальною (𝑛 + 5)-вимiрною алгеброю контактних

симетрiй, еквiвалентне рiвнянню

𝑢𝑡 = 𝑢
1−𝑛
1+𝑛
𝑛 .

При цьому вiдповiдна алгебра контактних симетрiй має вигляд [21, див.

доведення теореми 3.5 та додаток]:

gM1 =
⟨︀
1, 𝑥, . . . , 𝑥𝑘, 𝑢𝑥, −𝑛−1

2 𝑢+ 𝑥𝑢𝑥, 𝑥
2𝑢𝑥 − (𝑛− 1)𝑥𝑢,

𝑢𝑡, 𝑡𝑢𝑡 + 𝜆𝑢
⟩︀
, (А.2)

де 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1, 𝜆 ̸= 0, 𝜆 = −𝑛+1
2𝑛 , 𝜙 = {1, 𝑥, . . . , 𝑡𝑢𝑡 + 𝜆𝑢} — (𝑛 + 5)-

компонентна генеруюча функцiя iнфiнiтезимального оператора

𝑄 = 𝜏(𝑡)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝜕𝑢

+ 𝜁(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝜕𝑢𝑡
+ 𝜌(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝜕𝑢𝑥

з коефiцiєнтами 𝜏 , 𝜉, 𝜂, 𝜁, 𝜌, якi визначаємо таким чином [79,139]:

𝜏 = −𝜑𝑢𝑡
, 𝜉 = −𝜑𝑢𝑥

, 𝜂 = 𝜑− 𝑢𝑡𝜑𝑢𝑡
− 𝑢𝑥𝜑𝑢𝑥

,

𝜁 = 𝜑𝑡 + 𝑢𝑡𝜑𝑢, 𝜌 = 𝜑𝑥 + 𝑢𝑥𝜑𝑢.

Для довiльного 𝑛 ≥ 2 всi базиснi елементи алгебри (А.2) є продовжен-

нями вiдповiдних лiївських симетрiй (тобто алгебра (А.2) є тривiальною

алгеброю контактних симетрiй). Зокрема, для 𝑛 = 2 ця алгебра має

вигляд

g𝑛=2 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑢𝑡𝜕𝑢𝑡
− 𝑢𝑥𝜕𝑢𝑥

, 𝑥𝜕𝑢 + 𝜕𝑢𝑥
,

4𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢− 𝑢𝑡𝜕𝑢𝑡
+ 3𝑢𝑥𝜕𝑢𝑥

, 𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑢𝜕𝑢 + 𝑥𝑢𝑡𝜕𝑢𝑡
− 𝑥𝑢𝑥𝜕𝑢𝑥

⟩
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i є першим продовженням алгебри лiївських (точкових) симетрiй рiв-

няння 𝑢𝑡 = 𝑢
−1/3
𝑥𝑥 (див. реалiзацiю (А.5) нижче). Умови на функцiю 𝐹 ,

при яких клас (А.1) допускає лише тривiальнi контактнi перетворення,

отримано в роботi [110].

У роботi [139] Р.З. Ждановим встановлено зв’язок мiж потенцiаль-

ними та контактними симетрiями еволюцiйних рiвнянь (А.1), а також

запропоновано пiдхiд до класифiкацiї таких рiвнянь. Свiжий огляд та

останнi результати щодо некласичних симетрiй еволюцiйних рiвнянь

можна знайти в роботi [45].

Значне мiсце в лiтературi придiлено знаходженню лiївських симетрiй

еволюцiйних рiвнянь. Крiм того, вивчають симетрiйнi властивостi рiзно-

манiтних пiдкласiв класу (А.1) при 𝑛 = 2, 3. У роботi [3], I.Ш. Ахатов,

Р.К. Газiзов та Н.Х. Iбрагiмов розглянули локальнi та нелокальнi си-

метрiї для деяких класiв еволюцiйних рiвнянь другого порядку, а саме

для рiвнянь нелiнiйної теплопровiдностi, нелiнiйної фiльтрацiї та газо-

вої динамiки. Зокрема, у цiй роботi знайдено групу еквiвалентностi та

виконано повну групову класифiкацiю класу 𝑢𝑡 = 𝐻(𝑢𝑥𝑥). Якщо виклю-

чити з розгляду лiнiйний випадок, то при довiльнiй функцiї 𝐻 цей клас

допускає 5-вимiрну алгебру лiївських симетрiй. Крiм того, iснує 5 не-

еквiвалентних випадкiв розширення цiєї 5-вимiрної алгебри. У випад-

ку степеневої, логарифмiчної та експоненцiальної нелiнiйностi, алгебра

iнварiантностi — 6-вимiрна, а 7-вимiрну алгебру допускають лише два

рiвняння [3]

𝑢𝑡 = 𝑢−1/3𝑥𝑥 , (А.3)

𝑢𝑡 = 𝑢1/3𝑥𝑥 . (А.4)

Згiдно з [3], максимальнi лiївськi алгебри iнварiантностi рiвнянь (А.3)

та (А.4) мають вигляд

gAGI1 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢, 4𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢,

𝑥2𝜕𝑥 + 𝑥𝑢𝜕𝑢⟩, (А.5)
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gAGI2 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑢,

2𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢, 𝑢𝜕𝑥⟩. (А.6)

У роботах [31,44] вивчено симетрiйнi властивостi класу

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝐹 (𝑢𝑛).

Зокрема, показано, що рiвняння

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑢1/3𝑥𝑥 (А.7)

допускає 7-вимiрну алгебру Лi

gBF = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 4𝑡𝜕𝑡 + 5𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢,

𝑢𝜕𝑥, (2𝑡− 𝑥)𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, (𝑡𝑢− 𝑥)(𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢)⟩. (А.8)

У роботах [8, 12] за допомогою технiки розгалуженого розщеплення

виконано повну групову класифiкацiю лiїських симетрiй вiдповiдно пiд-

класiв 𝑢𝑡+ 𝑢𝑢𝑥 = 𝐻(𝑢𝑛) та 𝑢𝑡 = 𝐻(𝑢𝑛), де 𝑛 ≥ 3. Див. [115] та список лi-

тератури в цiй роботi щодо методу розгалуженого розщеплення та iнших

сучасних алгебраїчних технiк симетрiйної класифiкацiї диференцiальних

рiвнянь.

Оскiльки, згiдно з результатом Б.А. Магадєєва [21], iснує єдине з точ-

нiстю до контактних перетворень еквiвалентностi (1+1)-вимiрне еволю-

цiйне рiвняння другого порядку з 7-вимiрною максимальною алгеброю

контактних симетрiй, то iснують перетворення, що пов’язують нелiнiйнi

(1+1)-вимiрнi еволюцiйнi рiвняння (А.3), (А.4) та (А.7).

Вiдомо, що рiвняння (А.4) можна звести до рiвняння (А.3) за допо-

могою контактного перетворення (див. [71, 126])

𝑡 = −̃︀𝑡, 𝑥 = ̃︀𝑢̃︀𝑥, 𝑢 = ̃︀𝑥̃︀𝑢̃︀𝑥 − ̃︀𝑢, 𝑢𝑡 = ̃︀𝑢̃︀𝑡, 𝑢𝑥𝑥 =
1̃︀𝑢̃︀𝑥̃︀𝑥 , (А.9)

де ̃︀𝑢 — нова залежна змiнна та ̃︀𝑡, ̃︀𝑥 — новi незалежнi змiннi.
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Зауважимо, що рiвняння (А.4) iнварiантне щодо перетворення годо-

графа [26, c. 409]

𝑡 = ̃︀𝑡, 𝑥 = ̃︀𝑢(̃︀𝑡, ̃︀𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥) = ̃︀𝑥, 𝑢𝑡 = −̃︀𝑢̃︀𝑡, 𝑢𝑥𝑥 = −
1̃︀𝑢̃︀𝑥̃︀𝑥 .

Отже, рiвняння нелiнiйної теплопровiдностi (А.4) — ще один приклад

годограф-iнварiантного еволюцiйного рiвняння другого порядку поряд iз

рiвняннями швидкої дифузiї 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑢
−1
𝑥 та фiльтрацiї 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥

(︀
1+𝑢2𝑥

)︀−1
.

У роботi [6] запропоновано модифiковане перетворення годографа

𝑡 = ̃︀𝑡, 𝑥 = ̃︀𝑢(̃︀𝑡, ̃︀𝑥) + ̃︀𝑥̃︀𝑡, 𝑢(𝑡, 𝑥) = ̃︀𝑥,
𝑢𝑡 = −

̃︀𝑢̃︀𝑥 + ̃︀𝑥̃︀𝑢̃︀𝑥 + ̃︀𝑡 , 𝑢𝑥 =
1̃︀𝑢̃︀𝑥 + ̃︀𝑡, 𝑢𝑥𝑥 = −

̃︀𝑢̃︀𝑥̃︀𝑥
(̃︀𝑢̃︀𝑥 + ̃︀𝑡)3 , (А.10)

яке зводить рiвняння (А.7) до рiвняння (А.4).

Таким чином, нелiнiйнi рiвняння (А.4) та (А.7) з 7-вимiрними мак-

симальними алгебрами iнварiантностi можна звести до нелiнiйного

рiвняння теплоровiдностi (А.3) з класифiкацiї Б.А. Магадєєва за допо-

могою контактного перетворення (А.9) та узагальненого перетворення

годографа (А.10), а вiдповiднi алгебри (А.6) та (А.8) iзоморфнi, з точнiс-

тю до контактних перетворень, алгебрi (А.5).
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8. Локазюк О.В., Пониження порядку та iнтегрування нормальних лi-

нiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь другого поряд-

ку, Тези доповiдей Мiжнародної наукової конференцiї “Прикладна

математика та iнформацiйнi технологiї – 2022”, Чернiвцi, Чернiве-

цький нацiональний унiверситет iм. Юрiя Федьковича, 2022, С. 70–

71, http://www.amit60.fmi.org.ua/?page=materials.
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Вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї

Основнi результати дисертацiї доповiдалися й обговорювалися на:

� Мiжнародному семiнарi з нагоди 40-ї рiчницi створення вiддiлу

прикладних дослiджень (зараз вiддiл математичної фiзики) (Київ,

Iнститут математики НАН України, 2018);

� Мiжнароднiй конференцiї молодих вчених (Київ, 2019);

� V Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї “Iнформацiйнi тех-

нологiї в освiтi, науцi i технiцi” IТОНТ (Черкаси, 2020);

� Мiжнароднiй конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читан-

ня – 2021” (Львiв, 2021);

� Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, Iнститут ма-

тематики НАН України, 2021);

� Мiжнародному онлайн-семiнарi з нагоди 85-ї рiчницi вiд народжен-

ня Вiльгельма Фущича (Київ, Iнститут математики НАН України,

2021);

� Мiжнароднiй конференцiї молодих учених “Пiдстригачiвськi читан-

ня – 2022” (Львiв, 2022);

� Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Прикладна математика та iн-

формацiйнi технологiї – 2022”, (Чернiвцi, 2022);

� семiнарi вiддiлу математичної фiзики Iнституту математики НАН

України (керiвник семiнару: член-кореспондент НАН України, про-

фесор А.Г. Нiкiтiн).
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