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Дисертацiя О.А. Бурилка присвячена розробцi математичного апарату
дослiдження складних динамiчних систем, утворених мережами зв’язаних
осциляторiв, з метою виявлення та опису явищ колективної поведiнки та бi-
фуркацiй в таких системах.

1. Актуальнiсть теми дисертацiї. Потреба у дослiдженнi колектив-
ної поведiнки динамiчно взаємодiючих елементiв складних систем виникає у
багатьох галузях природничих наук, а також при вивченнi певних соцiаль-
них систем. Колективна динамiка є узагальненням поняття синхронiзацiї, що
описує ширшi можливостi взаємодiї мiж елементами.

Першi експерименти з дослiдження синхронiзацiї годинникових маятни-
кiв були здiйсненi ще у сiмнадцятому сторiччi Х. Гюйгенсом. Особливо актив-
нi дослiдження явищ синхронiзацiї i колективної динамiки розпочалися у
двадцятому сторiччi у зв’язку з появою значної кiлькостi нових наукових на-
прямкiв у природознавствi. Цi дослiдження, у свою чергу, спричинили необхi-
днiсть створення адекватних математичних моделей та розробки вiдповiдного
математичного апарату. Новi можливостi для здiйснення аналiзу таких моде-
лей вiдкрилися з появою потужної комп’ютерної технiки.

Важливим кроком на шляху до загального розумiння та строгого опису
спочатку простих, а потiм складнiших динамiчних режимiв багатьох взає-
модiючих елементiв стали роботи А. Вiнфрi та Й. Курамото з моделювання
систем зв’язаних фазових осциляторiв. Актуальнiсть таких дослiджень нев-
пинно зростала впродовж останнiх кiлькох декад, зокрема, завдяки бурхли-
вому розвитку теорiї i практики впровадження штучних нейронних мереж,
а також активному вивченню нейронних процесiв мозку людини. Результати
наукового пошуку в зазначеному напрямку публiкуються у високорейтинго-
вих журналах i рясно цитуються.
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Математичнi моделi не лише допомагають чiткому розумiнню колектив-
них явищ, а й часто пропонують до розгляду новi явища, такi як химернi
стани, перемикальнi режими, хаотична синхронiзацiя тощо. Традицiйна ме-
тодика дослiдження колективної динамiки у складних мережах осциляторiв
базується, зокрема, на використаннi математичного апарату теорiї бiфурка-
цiй. Вiдбувається i зворотнiй зв’язок: процес аналiзу складних мереж, зокрема
iз застосуванням комп’ютерних засобiв, супроводжується виявленням нових
типiв бiфуркацiй. Вiдтак виникає потреба у розробцi строгої математичної
теорiї цих явищ. З огляду на викладене актуальнiсть тематики дисертацiї не
викликає сумнiву.

2. Наукова новизна та значимiсть отриманих результатiв. У ди-
сертацiї дослiджуються системи диференцiальних рiвнянь з параметрами, що
моделюють мережi зв’язаних фазових осциляторiв. Цi мережi описуються зде-
бiльшого за допомогою моделей типу Курамото та їх узагальнень. Автор не
лише розглядає вiдомi системи, а й пропонує новi моделi, що бiльш адеква-
тно описують тi чи iншi процеси. Основною мета його дослiджень полягає в
тому, щоб на основi глибокого аналiзу розглядуваних математичних моделей
детально описати рiзнi типи синхронiзацiї та складнiшi режими динамiчної
взаємодiї, а також бiфуркацiйнi переходи мiж рiзними динамiчними режима-
ми.

У роботi вивчаються: моделi з глобальною взаємодiєю (роздiли 2, 3); мо-
дель, що описує конкуренцiю двох протидiючих груп (конформiстiв та нон-
конформiстiв), кожна з яких прагне до власного колективного режиму (роздiл
4); осциляторна модель з циркулянтним зв’язком мiж елементами, що демон-
струє спiвiснування консервативної та дисипативної динамiк (роздiл 5); систе-
ми, заданi на нерозрiзнюваних графах, що мають химернi стани (роздiл 6); а
також модель з центральними елементом та її розширення з адаптацiєю сил
взаємодiї (роздiл 7). Кожна з дослiджуваних систем побудована з огляду на
застосування у фiзицi, соцiологiї, бiологiї та нейронауцi. Основнi результати
дисертацiї пов’язанi зi встановленням умов iснування, стiйкостi та бiфурка-
цiй ансамблiв розв’язкiв, що поєднанi мiж собою певними спiввiдношеннями
i описують тi чи iншi режими колективної динамiки.

У роботi показано, яким чином на колективну динамiку системи вплива-
ють: iндивiдуальна динамiка кожного з елементiв, структура мережi (графи
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зв’язкiв), наявнi в системi симетрiї, а також способи (функцiї) взаємодiї мiж
елементами. Доведено низку нетривiальних тверджень про взаємозв’язок мiж
структурою мережi, симетрiями системи, iснуванням канонiчних iнварiантних
областей, iнварiантних многовидiв та наявнiстю тих чи iнших колективних
режимiв.

Зауважимо, що частина пiдроздiлiв мiстить результати щодо опису ко-
лективних режимiв певної системи, у той час як метою iнших роздiлiв була
побудова осциляторних мереж, що демонструють колективний режим певного
типу або з певними властивостями (наприклад, химернi стани чи режим “пе-
реможець отримує все”, “змагання без переможцiв”). Зокрема, iз зазначених
позицiй встановлено умови iснування режимiв повної та часткової синхронi-
зацiї, рiзного типу протифазних режимiв, режимiв повiльного перемикання
мiж кластерами, а також химернi стани.

Автором показано, що певнi структури осциляторних мереж демонстру-
ють iснування гетероклiнiчних циклiв та бiльш складних гетероклiнiчних
структур. У роботi проаналiзовано i описано цiлу низку бiфуркацiй, що супро-
воджуються появою гетероклiнiчних циклiв. Наскiльки нам вiдомо, першiсть
у виявленнi цих бiфуркацiй належить здобувачевi. З результатiв проведеного
автором дослiдження випливає, що бiльшiсть симетричних мереж мають не
лише iзольованi гетероклiнiчнi цикли, а й неперервнi багатовимiрнi множи-
ни гетероклiнiчних циклiв, якi часто є бар’єрами мiж рiзними iнварiантними
областями або областями з принципово рiзною динамiкою.

Особливо цiкавими, на нашу думку, є дослiдження, проведенi у роздiлi
5, де вивчаються властивостi осциляторної мережi з анiзотропною (цирку-
лянтною) взаємодiєю. Тут встановлено, що у випадку iдентичностi власних
частот осциляторiв, така система має хвилi обертання та описано їхнi бiфур-
кацiйнi властивостi. Показано, що найбiльш нетривiальну динамiку система
проявляє тодi, коли матриця взаємодiї є кососиметричною, i, як наслiдок,
вплив мiж кожними двома осциляторами компенсується. У цьому випадку
система має часово-оборотну (реверсивну) симетрiю. Вiдтак фазовий простiр
системи роздiляється на областi з консервативною (гамiльтоново-подiбною)
динамiкою (навколо положення повної синхронiзацiї) та дисипативною дина-
мiкою (в областi, що включає притягувальнi та вiдштовхувальнi хвилi оберта-
ння). Доведено, що консервативна область мiстить одно- та двопараметричнi
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сiм’ї перiодичних орбiт (у залежностi вiд парностi розмiрностi простору) та
багатопараметричнi сiм’ї торiв з квазiперiодичною динамiкою.

У випадках малих розмiрностей показано, що межами роздiлення консе-
рвативної та дисипативної динамiки є гетероклiнiчнi цикли або їх багатопара-
метричнi сiм’ї. Доведено, що система стає бездивергентною або градiєнтною у
випадках непарностi та парностi функцiї зв’язкiв. Обидва згаданих випадки
є граничними для консервативно-дисипативної осциляторної системи з фун-
кцiєю зв’язкiв, залежною вiд параметрiв. Крiм того, для систем з непарною
функцiєю взаємодiї було знайдено два перших iнтеграли.

Далi, показано, що система може залишатись консервативно-
дисипативною i тодi, коли iдентичнiсть власних частот порушується, але
певна симетрiя у їхньому розподiлi залишається. Цiкаво, що у цьому випадку
консервативнi областi можуть мiстити як фазово замкнутi, так i фазово
незамкнутi (негомологiчнi нулю) траєкторiї. Також встановлено можливiсть
спiвiснування великої кiлькостi консервативних областей у залежностi вiд
складностi функцiї взаємодiї мiж осциляторами.

Крiм скiнченно-вимiрних систем, автором вивчались i їх термодинамiчнi
границi, тобто кiльцевi циркулянтнi осциляторнi мережi з нескiнченною кiль-
кiстю осциляторiв. При прямуваннi числа осциляторiв до нескiнченностi бу-
ло формально виведене амплiтудне рiвняння для розв’язкiв в околi повнiстю
синхронного розв’язку. Виявилося, що дане рiвняння має вигляд нелiнiйно-
го рiвняння Шрьодiнгера та що воно описує консервативну область у околi
синхронного режиму аналогiчно випадку скiнченних осциляторних кiлець.

Варто вiдзначити, що хоча окремi аспекти теорiї реверсивних систем до-
волi повно розробленi, починаючи з робiт Ю. Мозера, В. Арнольда, Р. Деванi,
М. Севрюка та iн., проте наразi вiдомо лише декiлька прикладiв реальних
реверсивних систем з консервативно-дисипативною динамiкою. Розглянута у
дисертацiї осциляторна система є повчальною демонстрацiєю рiзноманiтних
властивостей та особливостей поведiнки реверсивних систем.

Серед нових дуже цiкавими є результати автора, що стосуються iснуван-
ня та бiфуркацiй так званих химер. У цьому зв’язку не можна не вiдзначити,
що сам дисертант є спiвавтором поняття слабкого химерного стану. Нарештi,
безумовно важливим i цiнним досягненням автора є виявлення та опис нового
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типу глобальних багатовимiрних бiфуркацiй — сiдло-вузлової бiфуркацiї на
iнварiантному торi.

3. Ступiнь обґрунтованостi та достовiрностi результатiв дисер-
тацiї. Викладенi в дисертацiї результати супроводжуються достатньо пере-
конливими обґрунтуваннями, причому останнi мають переважно змiстовний
вербальний характер, а не традицiйний для багатьох математичних праць
характер формульних манiпуляцiй. Безумовно позитивним моментом є той
факт, що мiркування автора вдало доповнюються вельми якiсною вiзуалiза-
цiєю у виглядi рисункiв, створених з використанням комп’ютерних технологiй
i розмiщених в додатках.

Важливим аргументом на користь обґрунтованостi й достовiрностi ре-
зультатiв дисертацiї є ще й та обставина, що вони надрукованi у високорей-
тингових журналах, публiкацiї в яких проходять ретельне анонiмне рецен-
зування. Так, 8 публiкацiй автора опублiковано у виданнях, що вiдповiдно
до класифiкацiї SCImago Journal & Cpuntry Rank належать до квартиля Q1.
Крiм того, свої результати автор доповiдав на авторитетних семiнарах, де
були присутнi визнанi експерти в роздiлах математики, пов’язаних з темою
дисертацiї.

4. Повнота викладу наукових положень i висновкiв дисертацiї.
На основi аналiзу змiсту 20 статей автора можна дiйти висновку, що основнi
результати, положення i висновки дисертацiї опублiкованi в них з належною
повнотою, вiдповiдно до вимог МОН України щодо публiкацiї результатiв ди-
сертацiйних робiт у фахових виданнях. Роботи О.А. Бурилка за темою дисер-
тацiї надруковано, зокрема, у таких вiдомих журналах, як SIAM Journal of
Applied Dynamical Systems, Scientific Reports, Physical Review Letters, Chaos,
Physica D, Physical Review E, The Journal of Mathematical Neuroscience, Fronti-
ers in Applied Mathematics and Statistics, Нелiнiйнi коливання, Дифференци-
альные уравнения.

Результати роботи пройшли належну апробацiю на багатьох мiжнаро-
дних наукових конференцiях, а також на провiдних наукових семiнарах. Ав-
тореферат дисертацiї адекватно i достатньо повно вiдображає її змiст.
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5. Зауваження та пропозицiї.
5.1. Огляд лiтератури у п. 1.1, що стосується синхронiзацiї зв’язаних ди-

намiчних об’єктiв, варто було б доповнити згадкою про книгу Блехман И. И.
Синхронизация в природе и технике.— М.: Наука, 1981.

5.2. У текстi дисертацiї мiсцями не зрозумiло, йдеться про випадок iден-
тичних осциляторiв, чи нi. Так, у системi (2.2) фiгурують, узагалi кажучи,
рiзнi частоти ωi, але, судячи з вигляду системи (2.4), подальший аналiз про-
водиться для iдентичних осциляторiв.

5.3. Бажано було б бiльш детально аналiтичними засобами дослiдити
спiвiснування консервативної та дисипативної динамiк у циркулянтних си-
стемах неiдентичних осциляторiв, а також у ситуацiї, коли функцiя зв’язкiв
має старшi гармонiки у розкладi Фур’є.

5.4. У п. (B) теореми 5.4.1 стверджується, що iснує щiльна множина iн-
варiантних торiв в околiM0. Насправдi, наскiльки нам вiдомо, з результатiв
КАМ-теорiї, на якi посилається автор, випливає iснування не щiльної, а кан-
торової множини iнварiантних торiв

5.5. З результатiв роздiлiв 5 та 6 випливає, що циркулянтнi мережi в
принципi можуть мати химернi стани. Бажано було б конкретнiше описати
умови їх iснування.

5.6. Бажано було б бiльш детально описати хаотичнi режими у системах,
де на основi комп’ютерних експериментiв виявлено їх iснування.

5.7. Формулу (2.3), що визначає фазовi рiзницi, коректнiше було б подати
у виглядi

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N − 1.

5.8. Доведення Леми 2.3.1 можна значно спростити, виконавши попере-
дньо елементарнi перетворення:

N∑
j=1

[sin (θ1 − θj − α)− sin (θi − θj − α)] =

N∑
j=1

2 sin

(
θ1 − θi

2

)
cos

(
θ1 + θi

2
− θj − α

)
=

2 sin

(
θ1 − θi

2

) N∑
j=1

cos

(
θ1 + θi

2
− θj − α

)
=
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2 sin

(
θ1 − θi

2

) N∑
j=1

[
cos

(
θ1 + θi

2
− α

)
cos θj + sin

(
θ1 + θi

2
− α

)
sin θj

]
=

2 sin

(
θ1 − θi

2

)[
C cos

(
θ1 + θi

2
− α

)
+ S sin

(
θ1 + θi

2
− α

)]
=

2A sin

(
θ1 − θi

2

)
cos

(
θ1 + θi

2
− α− ψ

)
,

де

C =
N∑
j=1

cos θj, S =
N∑
j=1

sin θj, A =
√
C2 + S2, ψ = arctan

S

C
.

5.9. Потребує детальнiшого доведення лема 2.4.1 в частинi достатностi
умови (iii) для iснування положень рiвноваги системи (2.12): адже тодi задача
зводиться до рiвняння, наведеного на с. 371, де в обох частинах фiгурують
функцiї вiдстанi мiж кластерами. Слiд було пояснити, чому таке рiвняння має
розв’язок при довiльнiй функцiї α (θ1, . . . , θN , β).

5.10. Бажано було б чiткiше пояснити ситуацiю з сiдловими точками у
трансверсальних напрямах, описану на с. 56. Тут стверджується, що для ко-
жної такої точки стiйкий i нестiйкий многовид мають розмiрнiсть N/2 − 1.
А на наступнiй сторiнцi вже йдеться про одновимiрнi стiйкий та нестiйкий
многовиди.

5.11. У п. 2 Теореми 2.3.1 стверджується про нейтральну стiйкiсть ко-
жної особливої точки многовидуM(N) у (N − 2)-х напрямах всерединi цього
многовиду, в той час як dimM(N)

= N − 3.
5.12. Нами виявлено певну кiлькiсть друкарських та граматичних поми-

лок, невиправданих частих використань дефiсiв у математичних термiнах (на-
приклад: одно-вимiрний, косо-симетричний, дво-параметричний), неправиль-
них посилань на номери формул та сторiнок. Автор вживає термiн «границя»
замiсть «межа», «фiксована множина» замiсть «множина нерухомих точок»
тощо. На наш погляд, варто було б замiнити рiдковживане слово «описання»
на бiльш стандартне «опис». Ми не вважаємо за доцiльне детально перелiчу-
вати вказанi недолiки, оскiльки їх легко виправити.

Вказанi зауваження не мають iстотного впливу на загальне позитивне
враження вiд роботи i не зменшують цiнностi отриманих у нiй результатiв.




