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êà). Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíî¨ Àêàäåìi¨ Íàóê Óêðà¨íè, Êè¨â, 2019.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ó

ñêëàäíèõ ìîäåëÿõ çâ'ÿçàíèõ åëåìåíòiâ (çäåáiëüøîãî ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ),

çàäàíèõ çà äîïîìîãîþ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìå-

òðàìè. Ïiä êîëåêòèâíîþ äèíàìiêîþ ìè ðîçóìi¹ìî ðiçíîìàíiòíi òèïè âçà¹ìîäi¨

ìiæ ðiçíèìè åëåìåíòàìè, ÿêi ìàþòü âëàñíó iíäèâiäóàëüíó äèíàìiêó. Çîêðå-

ìà ïðîÿâàìè êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ó ôàçîâèõ ìîäåëÿõ ¹: ïîâíà ÷è ÷àñòêîâà

ôàçîâà òà ÷àñòîòíà ñèíõðîíiçàöi¨, àíòèôàçíi ðåæèìè (ïîâ'ÿçàíi ç âèðîäæåí-

íÿì ñåðåäíüîãî ïîëÿ), ðåæèìè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ôàç, áiæó÷i õâèëi, êëà-

ñòåðíi ðåæèìè, ðåæèìè ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè, õàîòè÷íà

ñèíõðîíiçàöiÿ, õèìåðíi ñòàíè, òîùî. Òàêîæ äî êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ìîæíà

âiäíåñòè ðåæèìè: ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå, çìàãàííÿ áåç ïåðåìîæöÿ, êîíêó-

ðåíöiÿ çà ñèíõðîíiçàöiþ, ïðîòèñòîÿííÿ ìiæ êîíôîðìiñòàìè òà íîíêîíôîðìi-

ñòàìè. Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê äîáðå âiäîìi ìîäåëi, òàê i çàïðîïîíîâàíi

íîâi, ñïiâàâòîðîì ÿêèõ ¹ àâòîð äèñåðòàöi¨. Êîæíà ç äîñëiäæóâàíèõ ìîäåëåé

îïèñó¹ ïåâíi êîëåêòèâíi ïðèðîäíè÷i ÿâèùà. Ìàòåìàòè÷íi ðåçóëüòàòè îòðè-

ìàíi ó äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi òà âæå çàñòîñîâóþòüñÿ ó ôiçèöi,

áiîëîãi¨ õiìi¨, ñîöiîëîãi¨ òà íàóöi ïðî íåéðîíè. Ìîäåëi áóäóþòüñÿ ç óðàõóâà-

ííÿì òèõ ÷è iíøèõ ïðèðîäíè÷èõ ïðîöåñiâ, à êîæåí ìàòåìàòè÷íèé ðåçóëü-

òàò ìà¹ êîíêðåòíó ïðèðîäíè÷ó iíòåðïðåòàöiþ. Çîêðåìà, ðåçóëüòàòè îòðèìàíi

ó ðîáîòi ìàþòü iíòåðïðåòàöi¨ ó ñèñòåìàõ íàäïðîâiäíèêîâèõ ç'¹äíàíü Äæîçå-

ôñîíà, äîñëiäæåííþ íåéðîííèõ ïðîöåñiâ óâàãè òà ïàì'ÿòi, äîñëiäæåíi õâîðîáè

Ïàðêiíñîíà, ñîöiîëîãi÷íîìó ìîäåëþâàííi âçà¹ìîäi¨ äâîõ ãðóï ðiçíèõ iíòåðå-

ñiâ, ìîäåëþâàííi êîíôëiêòiâ. Òàêîæ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ

ìîäåëþâàííÿ øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæ.

Îñíîâíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ñèñòåì ó ðîáîòi ¹ àíàëiòè÷íà òà ÿêiñíà

òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ìåòîäè êîìï'þòåðíî¨ ñèìóëÿöi¨. Íà
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ïðîòÿçi óñi¹¨ ðîáîòè øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðiÿ áiôóðêàöié äëÿ äîñëi-

äæåííÿ ïåðåõiäíèõ ïðîöåñiâ ìiæ ðiçíèìè äèíàìi÷íèìè ðåæèìàìè, à òàêîæ

òåîðiÿ êîëèâàíü, òåîðiÿ çáóðåíü òà òåîðiÿ ñêëàäíîñòi. Àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè

ðîáîòè äîáðå ïiäòâåðäæåíi ÷èñåëüíèìè åêñïåðèìåíòàìè òà ïðîiëþñòðîâàíi âå-

ëèêîþ êiëüêiñòþ ñõåìàòè÷íèõ òà áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì, ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ.

Çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi ïiäõiä òàêîæ ïðèïóñêà¹ âèÿâëåííÿ ìîæëèâèõ ñèìå-

òðié ñèñòåìè, äîñëiäæåííÿ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ òà iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé,

ñòiéêèõ êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ, i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð, òîùî. Ïðè äîñëiäæåííi

ñêëàäíèõ ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ åëåìåíòiâ áóëî âèÿâëåíî òà îïèñàíî íîâi òèïè ái-

ôóðêàöié, çîêðåìà, ðiçíi áiôóðêàöi¨ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ òà iíâàði-

àíòíèõ òîðiâ.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó òà ñåìè ðîçäiëiâ.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè ç òåìè äèñåðòàöi¨ òà âèêëà-

äåííþ äîïîìiæíèõ ïîíÿòü òà òâåðäæåíü. Ó äàíîìó ðîçäiëi êîðîòêî îïèñó-

¹òüñÿ iñòîðiÿ äîñëiäæåíü ñèíõðîíiçàöi¨ ó ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ çâ'ÿçàíèõ åëå-

ìåíòiâ òà íàâîäèòüñÿ ìîòèâàöiÿ ïîÿâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî îïèñóþòü

ÿâèùå êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ïðèðîäîçíàâñòâà.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ó ìîäåëi

ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨,

çàïðîïîíîâàíèõ À. Ïiêîâñüêèì òà Ì. Ðîçåíáëþìîì. Òàêà ìîäåëü ¹ óçàãàëü-

íåííÿì êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Êóðàìîòî òà ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ç ôàçîâèì

çñóâîì ó ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó, à òàêîæ âîíà áiëüø äåòàëüíî îïèñó¹ ïåâíi ôiçè-

÷íi îá'¹êòè (çîêðåìà, ìàñèâè íàäïðîâiäíèêîâèõ ç'¹äíàíü Äæîçåôñîíà), ùî

âèêîðèñòîâóþòü âçà¹ìîäiþ ÷åðåç ñåðåäí¹ ïîëå. Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà ç íå-

ëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì ìà¹ ïîâíiñòþ ñèíõðîííi ðîçâ'ÿçêè, äâî�êëàñòåðíi

ðåæèìè, äåêiëüêà ðiçíèõ ðåæèìiâ ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè,

ðåæèì ïîâíî¨ àíòèôàçè, à òàêîæ ñêëàäíi ïåðiîäè÷íi òà êâàçi�ïåðiîäè÷íi ðå-

æèìè. Äåòàëüíî îïèñàíî áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè ìiæ ðiçíèìè êîëåêòèâíèìè

ðåæèìàìè. Ïîêàçàíî, ÿê íàâåäåíà ó äàíié ðîáîòi òåîðiÿ äîïîâíþ¹ òåîðiþ Âà-

òàíàáå�Ñòðîãàòöà íà êëàñòåðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ, äå îñòàííÿ íå ìî-

æå áóòè çàñòîñîâàíà. Òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ ïðîiëþñòðîâàíi áiôóðêàöiéíè-

ìè òà ñõåìàòè÷íèìè äiàãðàìàìè äëÿ âèïàäêó ìàëèõ ðîçìiðíîñòåé ñèñòåì òà
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êâàäðàòè÷íî¨ íåëiíiéíîñòi ôóíêöi¨ ôàçîâîãî çñóâó.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ñèíõðîíiçàöi¨ òà áiôóðêàöié ó ñè-

ñòåìàõ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç óçàãàëüíåíîþ

ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨. Íàéáiëüøó óâàãó ïðèäiëåíî ìîäåëi Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹

òà ¨¨ óçàãàëüíåííþ ç äîâiëüíîþ äâî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨. Íàâåäå-

íî òâåðäæåííÿ âiäíîñíî ñòiéêîñòi ðåæèìó ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨, ðåæèìó ðiâ-

íîìiðíîãî ðîçïîäiëó ôàç òà ðiçíèì äâî�êëàñòåðíèì ðåæèìàì. Ïîêàçàíî ÿê

ñèìåòði¨ ñèñòåìè âïëèâàþòü íà iñíóâàííÿ êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ, iíâàðiàíòíèõ

ìíîãîâèäiâ òà êàíîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ñèñòåìè, ùî ìiñòÿòü ôàçîâî

çàìêíóòi òðà¹êòîði¨. Îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëåíî äîñëiäæåííþ iñíóâàííÿ ðåæè-

ìiâ ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ, ùî îïèñóþòüñÿ ãåòåðîêëiíi÷íèìè öèêëàìè ði-

çíèõ òèïiâ. Îïèñàíî ðiçíi ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ,

÷àñòèíàìè ÿêèõ ¹ ðiçíi ëîêàëüíi áiôóðêàöi¨. Çîêðåìà, îïèñàíî ñöåíàði¨ ïðî-

õîäæåííÿ ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨, SN�òðàíñêðèòè÷íî¨ ãîìîêëiíi÷íî¨,

ZN�ñèìåòðè÷íî¨ ñiäëîâî�çâ'ÿçíî¨, òðàíñêðèòè÷íî�âèëêîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨

áiôóðêàöié, à òàêîæ çìiøàíî¨ âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ ãåòåðîêëiíi÷íîãî òà ãðà-

íè÷íèõ öèêëiâ. Îïèñàíî áiôóðêàöi¨ êîðîçìiðíîñòi�äâà ó òàêèõ ñèñòåìàõ òà

ïîÿâó áàãàòî�âèìiðíèõ íåïåðåðâíèõ ìíîæèí ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Íà-

âåäåíî òâåðäæåííÿ âiäíîñíî åêñòðåìàëüíî¨ ÷óòëèâîñòi äî çáóðåíü ÷àñòîò

ñèñòåìè iäåíòè÷íèõ åëåìåíòiâ òà ðóéíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ôàçî-

âî�çàìêíóòèõ òðà¹êòîðié. Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìè ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè-

÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ ãðàäi¹íòíèìè äëÿ äîâiëüíèõ íåïàðíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié âçà¹ìîäi¨ òà òàêi æ ñèñòåìè ¹ áåçäèâåðãåíòíèìè, êîëè ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨

¹ ïàðíîþ. Îïèñàíî ïåâíi âëàñòèâîñòi êîíñåðâàòèâíîñòi ñèñòåìè ç ïàðíîþ ôóí-

êöi¹þ çâ'ÿçêiâ.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ìîäåëÿì çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç îäíî-

÷àñíèìè ïðèòÿãóþ÷èìè òà âiäøòîâõóþ÷èìè òèïàìè âçà¹ìîäié. Òàêi ñèñòå-

ìè ìîäåëþþòü áîðîòüáó ìiæ ñîáîþ ãðóï êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ

òà íàâ'ÿçóâàííÿ îïîíåíòàì âëàñíî¨ êîëåêòèâíî¨ ïîâåäiíêè. Äàíi ìîäåëi äî-

áðå îïèñóþòü ïåâíi ñîöiîëîãi÷íi ÿâèùà. Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàëàñü ìîäåëü Äài-

äî/Õîíã�Ñòðîãàòöà òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿ ç ôàçîâèì çñóâîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨.

Îòðèìàíî ðåçóëüòàòè âiäíîñíî ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöié ðåæèìó ñèíõðîíiçàöi¨
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äâîõ ãðóï òà ¨õ àíòèôàçè (π�êëàñòåðíîãî ñòàíó), ðåæèìó ãëîáàëüíî¨ àíòèôà-

çè, ðîçìèòîãî π�ñòàíó, áiæó÷èõ õâèëü, à òàêîæ äâîõ �ðåíåãàòíèõ� ðåæèìiâ

ç ïðè¹äíàííÿ îäíîãî íîíêîíôîðìiñòà äî ãðóïè êîíôîðìiñòiâ. Ïîêàçàíî, ùî

ñêií÷åííî�âèìiðíà ñèñòåìà ìà¹ äåêiëüêà ðåæèìiâ, ÿêi ¹ íåìîæëèâèìè ó ðåäó-

êîâàíié ñèñòåìi Õîíã�Ñòðîãàòöà, ùî îïèñó¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü âçà¹ìîäi-

þ÷èõ îá'¹êòiâ. Ïðîâåäåíî áiôóðêàöiéíèé àíàëiç ïðèòÿãóþ÷è�âiäøòîâõóþ÷î¨

ìîäåëi ç ôàçîâèì çñóâîì. Ïîêàçàíî, ùî íàÿâíiñòü ôàçîâîãî çñóâó ñóòò¹âî

óñêëàäíþ¹ äèíàìiêó ñèñòåìè, ïðèâîäèòü äî ïîÿâè íîâèõ êîëåêòèâíèõ ðåæè-

ìiâ. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî òàêi ñèñòåìè ìîæóòü ìàòè õàîòè÷íó äèíàìiêó ïðè

íàÿâíîñòi ÷îòèðüîõ òà áiëüøå åëåìåíòiâ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè iëþñòðóþòü

ðiçíi íàñëiäêè áîðîòüáè äâîõ ñîöiàëüíèõ ãðóï, ùî ìàþòü ïðîòèëåæíi öiëi.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ êiëüöÿ çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

ç àíiçîòðîïíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Êîëè ç'¹äíàííÿ ¹ êîñîñèìåòðè÷íèì, òîáòî êîëè

àíiçîòðîïiÿ ïåâíèì ÷èíîì âðiâíîâàæó¹òüñÿ, ñèñòåìà äåìîíñòðó¹ ñòiéêå ñïiâ-

iñíóâàííÿ êîíñåðâàòèâíî¨ (Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨) òà äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiê ó

îäíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Äàíå ÿâèùå ïîÿñíþ¹òüñÿ ÷àñîâî�îáîðîòíîþ ñè-

ìåòði¹þ ñèñòåìè. Áóëî ïîêàçàíî, ùî êîíñåðâàòèâíi îáëàñòi ìiñòÿòü îäíî àáî

äâî�ïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò (â çàëåæíîñòi âiä ïàðíîñòi ôàçîâîãî

ïðîñòîðó), ùî ñïiâiñíóþòü ç íåïåðåðâíèìè ñiì'ÿìè íåéòðàëüíî�ñòiéêèõ êâà-

çi�ïåðiîäè÷íèõ òîðiâ. ×èñåëüíî ïîêàçàíî, ùî êîíñåðâàòèâíi îáëàñòi ìîæóòü

òàêîæ ìiñòèòè íåéòðàëüíi õàîòè÷íi òðà¹êòîði¨. Äåòàëüíî îïèñàíà ãåîìåòðiÿ

ìàëîâèìiðíèõ ñèñòåì äî ï'ÿòè âçà¹ìîäiþ÷èõ îñöèëÿòîðiâ. Áóëî äîâåäåíî, ùî

ìåæà ìiæ äèñèïàòèâíîþ òà êîíñåðâàòèâíîþ îáëàñòÿìè ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïå-

ðåðâíî¨ ñiì'¨ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Äëÿ ñèñòåì âåëèêî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿ-

òîðiâ ç êîñîñèìåòðè÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ñïiâiñíóâàí-

íÿ äèíàìiê, âêàçàíèõ âèùå. Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà ìîæå áóòè êîíñåðâàòèâ-

íî�äèñèïàòèâíîþ i ïðè ïîðóøåííi iäåíòè÷íîñòi ÷àñòîò ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ.

Äîâåäåíî, ùî öèðêóëÿíòíà êîñîñèìåòðè÷íà ñèñòåìà ¹ áåçäèâåðãåíòíîþ ó âè-

ïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ åëåìåíòàìè ¹ íåïàðíîþ òà òàêà ñèñòåìà ¹

ãðàäi¹íòíîþ êîëè ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨ ¹ ïàðíîþ. Ïðè òåðìîäèíàìi÷íîìó ïåðå-

õîäi êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ äî íåñêií÷åííîñòi, êîëè êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ çàëèøà-

¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, ôîðìàëüíî âèâåäåíå àìïëiòóäíå ðiâíÿííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ
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ó îêîëi ðåæèìó ñèíõðîíiçàöi¨. Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

Øðüîäiíãåðà i îïèñó¹ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíó îáëàñòü, ùî iñíó¹ íàâêîëî ñèí-

õðîííîãî ñòàíó, àíàëîãi÷íî âèïàäêó ñêií÷åííî�êîìïîíåíòíèõ êiëåöü.

Øîñòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ íîâîãî ìàòåìàòè÷íîãî îá'¹êòó

òà ôiçè÷íîãî ÿâèùà, ùî ìà¹ íàçâó õèìåðíèé ñòàí (àáî õèìåðà) òà ÿêå áó-

ëî çàïðîïîíîâàíå É. Êóðàìîòî òà Ä. Áàòòîãòîõîì. Öå ÿâèùå áóëî ñïî÷àòêó

îïèñàíî ÿê ïåâíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ëèøå ÷åðåç

äåñÿòèëiòòÿ éîãî ôiçè÷íà òà áiîëîãi÷íà ïðèðîäà ïðîäåìîíñòðîâàíà íà åêñïå-

ðèìåíòàõ. Íåçâàæàþ÷è íà âåëèêèé iíòåðåñ äîñëiäíèêiâ äî õèìåðíèõ ñòàíiâ,

¨õ ñòðîãîãî àíàëiòè÷íîãî îçíà÷åííÿ äîâãèé ÷àñ íå iñíóâàëî. Ó äàíié ðîáîòi

äà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íå îçíà÷åííÿ �ñëàáêîãî õèìåðíîãî ñòàíó� (ùî âïåðøå áóëî

çàïðîïîíîâàíî Ï. Åøâiíèì ñïiëüíî ç àâòîðîì äèñåðòàöi¨) äëÿ ìåðåæ íåðîçði-

çíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Äàíå îçíà÷åííÿ ¹ ïðîñòèì òà çðó÷íèì ó âè-

êîðèñòàííi ïðè äîñëiäæåííi ñêií÷åííî�âèìiðíèõ, à îñîáëèâî ìàëî�âèìiðíèõ

ñèñòåì. Áóëî ïîêàçàíî, ùî íàéìåíøîþ ðîçìiðíiñòþ ñèñòåìè, ÿêà ìà¹ ñëàáêi

õèìåðè, ¹ ÷îòèðè. Áóëî çàïðîïîíîâàíî ìåòîä êîíñòðóþâàííÿ áëî÷íèõ ìåðåæ

ùî ìàþòü õèìåðè ðiçíîãî òèïó. Çîêðåìà áóëî ïîêàçàíî iñíóâàííÿ ãåòåðîêëiíi-

÷íèõ õèìåð. Áóëî çàïðîïîíîâàíî ìåòîä âèÿâëåííÿ òà äîñëiäæåííÿ õèìåðíèõ

ñòàíiâ ó íåìîäóëüîâàíèõ ñèñòåìàõ îñöèëÿòîðiâ. Ìåòîä ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi

äîäàòêîâèõ ñèìåòðié, ùî äîçâîëÿ¹ äîâåñòè iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâè-

äiâ ñèñòåìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiçíèì òèïàì êëàñòåðèçàöi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è

äàíèé ìåòîä, áóëî ïîêàçàíî iñíóâàííÿ ðiçíèõ òèïiâ içîëüîâàíèõ õèìåð òà íåïå-

ðåðâíèõ ìíîæèí õèìåð äëÿ ðiçíèõ ñèñòåì, à òàêîæ ðiçíi áiôóðêàöiéíi ñöåíàði¨

âèíèêíåííÿ òàêèõ ðåæèìiâ.

Ó ñüîìîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè âiäíîñíî ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ îñöè-

ëÿòîðiâ ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì. Òàêi ñèñòåìè âèâ÷àëèñü ç ìåòîþ ìîäåëþ-

âàííÿ íåéðîííèõ ïðîöåñiâ çîðîâîãî ïîøóêó, óâàãè òà ïàì'ÿòi. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ìåðåæà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç öåíòðàëüíîãî êåðóþ÷îãî îñöèëÿòîðà òà ìíîæèíè

ðàäiàëüíî ïðè¹äíàíèõ äî íüîãî ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Ïðÿìi òà çâîðî-

òíi çâ'ÿçêè ìiæ öåíòðàëüíèì òà ïåðèôåðè÷íèìè îñöèëÿòîðàìè çàäàþòüñÿ çà

äîïîìîãîþ äâîõ ôóíêöié âçà¹ìîäi¨, ùî ¹ ãëàäêèìè, íåïàðíèìè òà ïåðiîäè-

÷íèìè. Äëÿ îïèñàííÿ çìàãàííÿ ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ çà ñèíõðîíiçàöiþ
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ç öåíòðàëüíèì, äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ, ÿêi îïèñóþòü ñèíõðîíiçàöiþ ãðóïè k

ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ç öåíòðàëüíèì, ó òîé ÷àñ, êîëè âñi iíøi ïåðèôå-

ðè÷íi îñöèëÿòîðè çíàõîäÿòüñÿ ç íèì ó àíòèôàçi. Áiëüø äåòàëüíî äîñëiäæåíî

ñèñòåìè ç äâî�ãàðìîíi÷íèì çâ'ÿçêîì. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì äåòàëüíî îïèñàíî

ñèìåòði¨, iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè òà áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âiä-

ïîâiäàþòü ðiçíèì êîëåêòèâíèì ðåæèìàì. Âñòàíîâëåíî òà îïèñàíî i¹ðàðõi÷íó

ñòðóêòóðó ñèñòåìè ïî âiäíîøåííþ äî âëàñíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ. Ïî-

êàçàíî iñíóâàííÿ êîíñåðâàòèâíîãî õàîñó òà ABC�ïîòîêiâ äëÿ ñèñòåì ðîçìið-

íîñòi ÷îòèðè òà âèùå. Òàêîæ çàïðîïîíîâàíî òà äîñëiäæóâàëîñü ðîçøèðåííÿ

îïèñàíî¨ âèùå ñèñòåìè, à ñàìå ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç öåíòðàëüíèì

åëåìåíòîì òà àäàïòàöi¹þ. Ó äàíié ñèñòåìi ñèëè âçà¹ìîäi¨ ìiæ îñöèëÿòîðà-

ìè ñóòò¹âî çàëåæàòü âiä âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ îñöèëÿòîðiâ ìiæ ñîáîþ,

òà îïèñóþòüñÿ äîäàòêîâèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. Äîäàòêîâå ðiâ-

íÿííÿ ââîäèòüñÿ òàêîæ äëÿ êîíòðîëþ ñåðåäíüî¨ ÷àñòîòè öåíòðàëüíîãî îñöè-

ëÿòîðà. Áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ øèðîêî¨ ìíîæèíè ïàðàìåòðiâ äàíà ìîäåëü

îïèñó¹ ðåæèì �ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå�, ùî ¹ îäíèì ç âàæëèâèõ îá÷èñëþ-

âàëüíèõ ïðèíöèïiâ ó øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæàõ. Äàíà ðîçøèðåíà ñèñòåìà

áiëüø òî÷íî ìîäåëþ¹ i¹ðàðõi÷íó íåéðîííó ñòðóêòóðó çîðîâîãî ïîøóêó. Áóëî

äîâåäåíî, ùî âåñü ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè ðîçáèâà¹òüñÿ íà îáëàñòi ïðèòÿ-

ãàííÿ ðiçíèõ àòðàêòîðiâ, êîæåí ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ïåðåìîæåöü îòðè-

ìó¹ âñå ñòàöiîíàðíèõ òà íåñòàöiîíàðíèõ òèïiâ. Áóëî äîâåäåíî, ùî àìïëiòó-

äà îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ ¹ çàâæäè áiëüøîþ àìïëiòóä iíøèõ ïåðèôåðè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ, à ÷àñòîòà öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà ïðÿìó¹ äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè

îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ. Ïðè äîñëiäæåííi íåñòàöiîíàðíèõ ðåæèìiâ âèÿâëåíî

òà îïèñàíî íîâèé âèä áiôóðêàöié, êîòðèé ìè íàçèâà¹ìî ñiäëî�âóçîë íà iíâà-

ðiàíòíîìó òîði (SNIT).
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áiôóðêàöiÿ, ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, ìåðåæà ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì, ñè-

ñòåìà ç àäàïòàöi¹þ, õèìåðíèé ñòàí, iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä, ñèìåòðiÿ, ÷àñî-

âî�ðåâåðñèâíà ñèñòåìà, ïàðàìåòð ïîðÿäêó, íåëiíiéíèé ôàçîâèé çñóâ
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Abstract
Burylko O.A. Collective dynamics and bifurcation in networks of coupled

phase oscillators. � Qualifying scienti�c work on the rights of the manuscript.

Thesis for the doctor of sciences degree in Physics and Mathematics by

speciality 01.01.02 �Di�erential equations� (111 � Mathematics). � Institute of

Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2019.

The dissertation is devoted to the study of collective dynamics in complex

models of the coupled elements (mostly phase oscillators) given by the systems

of ordinary di�erential equations with parameters. By collective dynamics we

mean di�erent types of interaction between di�erent elements that have their own

individual dynamics.

In particular, the manifestations of collective dynamics in phase models are:

full or partial phase and frequency synchronization, anti�phase modes (related to

the degeneration of the mean �eld), regimes of the uniform phase distribution,

traveling waves, cluster modes, slow switching regimes between clusters, chaotic

synchronization, chimera states, etc.Collective dynamics can also be attributed

to the following modes: winner�take�all, winnerless competition, competition for

synchronization, the opposition between conformists and contratians. In this work

we study well�known models, as well as propose the new ones, co�authored by

the author of the thesis. Each of the studied models describes certain collective

natural phenomena. The mathematical results obtained in the dissertation can be

applied and have already been applied in physics, biology of chemistry, sociology

and neuroscience. Models are constructed taking into account certain natural

processes and each mathematical result has a speci�c natural interpretation. In

particular, the results obtained in the work have interpretations in the systems of

superconducting Josephson junctions, the study of neural processes of the attenti-

on and memory, Parkinson's disease, sociological modeling of the interaction of

two groups of di�erent interests, modeling of con�icts. The results can also be

used for modeling arti�cial neural networks.

The basic methods of the systems research in the work are analytical and

qualitative theories of di�erential equations, as well as methods of computer

simulation.Throughout the work, bifurcation theory is widely used to investi-
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gate transients between di�erent dynamic modes, as well as oscillation theory,

perturbation theory, and complexity theory. The analytical results of the work

are well substantiated by numerous experiments and illustrated by a large number

of schematic and bifurcation diagrams, phase portraits. The approach proposed

in the work also implies the detection of possible system symmetries, the study

of invariant manifolds and invariant regions, stable cluster modes, hierarchical

structures, etc. In the study of the complex systems of the coupled elements, new

types of bifurcations have been identi�ed and described, in particular, di�erent

bifurcations of the heteroclinic cycles and invariant tori appearance.

The dissertation consists of an introduction and seven sections.

The �rst section is devoted to the literature review on the topic of dissertation

and to the presentation of the ancillary concepts and statements.This section

brie�y describes the history of synchronization research for complex system of

the coupled elements. The motivation for the emergence of mathematical models

describing the phenomenon of collective dynamics in various �elds of science is

provided.

The second section is devoted to the study of collective dynamics in the model

of globally coupled phase oscillators with a nonlinear coupling function, proposed

by A. Pikovsky and M. Rosenblum. Such a model is a generalization of the classi-

cal Kuramoto model and the Kuramoto�Sakaguchi model with phase shift in the

coupling function, and it also describes in more detail certain physical objects (in

particular, superconducting Josephson arrays) that use interaction through the

mean �eld. It is shown that the system with nonlinear phase shift has completely

synchronous solutions, two�cluster modes, several di�erent slow switching regimes

between clusters, full anti-phase mode, as well as complex periodic and quasiperi-

odic modes. Bifurcation transitions between di�erent collective modes are descri-

bed in detail. It is shown how the theory presented in this work supplements the

Watanabe�Strogatz theory on cluster invariant manifolds where the latter cannot

be applied. Theoretical studies are illustrated by bifurcation and schematic di-

agrams for the case of small dimensions of the systems with quadratic nonlinearity

in the phase shift function.

The third section is devoted to the study of the synchronization and bifurcati-
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on in the systems of globally coupled identical phase oscillators with a generalized

coupling function. The greatest attention is paid to the Hansel�Mato�Meunier

model and its generalization with an arbitrary two�harmonic interaction functi-

on.The statements about the stability of the mode of complete synchronization,

the splay state and the di�erent two�cluster modes are given. The in�uence of

the system symmetries to the existence of cluster modes, invariant manifolds, and

canonical invariant regions of the system, containing phase�locked trajectories, is

shown. Particular attention is paid to the study of the existence of the slow swi-

tching regimes, which are described by di�erent types of the heteroclinical cycles.

Di�erent global bifurcations (which consist of di�erent local bifucations) of the

heteroclinic cycles appearance are described. In particular, the transition scenarios

of the saddle�node/heteroclinic bifurcation, SN�transcritical homoclinic bifurcati-

on, ZN�symmetric saddle�connected bifurcation, mixed pitchfork bifurcation of

the heteroclinic and limit cycles, as well as transcritical�pitchfork/heteroclinic bi-

furcation are described. The codimension�two bifurcations in such systems and

emergence of multi�dimensional continuos sets of heteroclinic cycles are desci-

rbed. The statements regarding the extreme sensitivity to detuning of the system

of identical elements and the destruction of invariant regions of phase�closed

trajectories are presented. It is shown that systems of globally coupled identical

oscillators are gradient for arbitrary odd periodic coupling functions and the same

systems are divergence�free when the coupling function is even. Some properties

of the conservative system with the even coupling function are described.

The fourth section is devoted to the models of coupled oscillators with

both simultaneous attractive and repulsive interactions. Such systems model the

struggle between groups of conformists and contrarians and the imposition of

their collective behavior on their opponents. These models well describe certain

sociological phenomena. Daido/Hong�Strogatz model and its generalization wi-

th phase shift in the interaction function are considered in the manuscript. The

results are obtained concerning the stability and bifurcations of the two groups

synchronization mode and their anti-phase regime (π�cluster state), the global

anti�phase regime, blurred π�state, traveling waves, as well as two �renegade �

regimes of joining one contrarian oscillator to the group conformists. It is shown
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that the �nite�dimensional system has several modes that are impossible in the

reduced Hong�Strogatz system, which describes an in�nite number of interacting

objects.The bifurcation analysis of the attractive�repulsive model with phase shift

is carried out. It is shown that the presence of phase shift signi�cantly complicates

the dynamics of the system, leading to the emergence of new collective regimes.

It has also been shown that such systems can have a chaotic dynamics in the

presence of four or more elements. The results obtained illustrate the di�erent

consequences of the struggle between two social groups that have opposite goals.

In the �fth section we consider rings of coupled phase oscillators with ani-

sotropic coupling. When the coupling is skew�symmetric, i.e., when the ani-

sotropy is balanced in a speci�c way, the system shows robustly the coexistence

of conservative (Hamiltonian-like) and dissipative dynamics in the phase space.

We relate this phenomenon to the time-reversibility of the system. It has been

shown that the conservative regions contain one or two�parametric families of

the periodic orbits (depending on the parity of the phase space), which coexi-

st with continuous families of neutral�stable quasi-periodic tori. It is numeri-

cally shown that conservative regions can also contain neutral chaotic trajectori-

es. The geometry of low�dimensional systems up to �ve interactive oscillators is

described in detail. It is proven that the boundary between the dissipative and

conservative regions consists of families of heteroclinic cycles. For larger rings

with skew�symmetric coupling, some su�cient conditions for the co-existence of

the above mentioned dynamics are provided. It is shown that the system can

also be conservative�dissipative when the frequency identity of the phase osci-

llators is violated. It is proven that the circulant skew�symmetric system is di-

vergence�free in the case when the interacting function between the elements is

odd and such a system is gradient in the case of even coupling function. In the

case of the thermodynamic transition of the oscillators number to the in�nity,

when the number of couplings is �nite, we formally derive the amplitude equation

for solutions in the neighborhood of the synchronous solution. This equation has

the form of a nonlinear Schrödinger equation and describes the Hamiltonian�like

region existing around the synchronous state similarly to the case of �nite rings.

The sixth section is devoted to the study of a new mathematical object
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and physical phenomenon called the chemical state (or chimera) and which was

proposed by Y. Kuramoto and D. Battogtokh. This phenomenon was originally

described as a certain solution to the system of di�erential equations and only

decades later its physical and biological nature was demonstrated by the experi-

ments. Despite the great interest of researchers in the chimera states, their ri-

gorous analytical de�nition has not existed for a long time. In this section we give

the mathematical de�nition of a �weak chimera state� (�rst the de�nition was

proposed by P. Ashwin together with author of the thesis) for the networks of

indistinguishable phase oscillators. This de�nition is easy and convenient to use

in the study of �nite�dimensional and especially small�dimensional systems. It

has been shown that the smallest dimension of the system with weak chimeras is

four. We proposed the method of the constructing of modular networks that have

chimera states of the di�erent types. In particular, the existence of the heteroclinic

chimeras is demonstrated. A method for the detection and study of the chimera

states in non�modelar oscillator systems has been proposed. Using this method,

the existence of di�erent types of isolated chimera states and continuous sets of the

chimera solutions for di�erent systems has been demonstrated, as well as di�erent

bifurcation scenarios for such regimes.

The seventh section presents the results with respect to the systems of coupled

oscillators with the central element. Such systems have been studied to model the

neural processes of visual search, attention, and memory. A network consisting

of the central executeve oscillator and a set of radially coupled peripheral osci-

llators is considered. Feed-forward and feedback connections between the central

oscillator and peripheral oscillators are determined by two interaction functions

which are assumed to be smooth, odd, and periodic. To describe the competition

of peripheral oscillators for the synchronization with the central oscillator, we have

proved the statement about the asymptotic stability of equilibria of the system in

phase di�erences which correspond to the in�phase synchronization of a group of k

peripheral oscillators, while other peripheral oscillators are in anti�phase with the

central oscillator. The systems with the central element and two�harmonic coupli-

ng fucntions are studied in more detail. The symmetries, the invariant manifolds,

and the bifurcation transitions of the solutions, corresponding to di�erent collecti-



13

ve modes are thoroughly described for such systems. The hierarchical structure of

the system with respect to its own invariant manifolds is established and described.

The existence of conservative chaos and ABC �ows for systems of dimensions four

and higher is shown. The extension of the system described above is also proposed

(together with Y. Kazanovich and R. Borisyuk) and studied, namely the model

of the coupled oscillators with central element and adaptation. In this system,

the interaction strengths between the oscillators are signi�cantly dependent on

the relative positioning of the oscillators with each other, and these interactions

are described by additional di�erential equations. An additional equation is also

introduced for the control of the average frequency of the central oscillator. It

has been proven that for a wide variety of parameters, the model describes the

'winner�take�all' mode, which is one of the important computational principles

in arti�cial neural networks. The extended system models the hierarchical neural

structure of visual search more accurately. It has been proven that the entire

phase space of the system is split into attracting regions of di�erent stabe soluti-

ons that corresponds to di�erent stationary and non�stationary winner�take�all

regimes. It has been proven that the amplitude of the winner�oscillatoris has the

highest amplitude between other peripheral oscillators, and that the frequency of

the central oscillator tends to the eigen frequency of the winner�oscillator. In the

study of non-stationary modes, a new bifurcation type called a saddle�node on

invariant torus (SNIT) bifurcation has been observed and is described in detail.

Key words:

Oscillators network, phase oscillators, synchronization, Kuramoto model, bi-

furcation, heteroclinic cycle, network with central element, system with adaptati-

on, chimera state, invariant manifold, symmetry, time�reversible system, order

parameter, nonlinear phase shift
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ìåðåæi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ïðèâåðíóëè çíà÷íó

óâàãó áàãàòüîõ äîñëiäíèêiâ çà îñòàííi ïiâñòîëiòòÿ. �õ âèâ÷åííÿ ìîæå ñïðèÿòè

ðîçóìiííþ îñíîâíèõ äèíàìi÷íèõ îñîáëèâîñòåé çâ'ÿçàíèõ ñèñòåì áàãàòüîõ âè-

äiâ, ïî÷èíàþ÷è âiä àòîìiâ ÷è íåéðîíiâ i çàêií÷óþ÷è ëàçåðàìè òà æèâèìè îðãà-

íiçìàìè. Îñíîâíà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â ðîçóìiííi òîãî, ÿêèì ÷èíîì ñïåöèôi÷íi

âëàñòèâîñòi iíäèâiäóàëüíî¨ ïîâåäiíêè îêðåìèõ äèíàìi÷íèõ îá'¹êòiâ (îñöèëÿ-

òîðiâ, íåéðîíiâ, òîùî) òà àðõiòåêòóðà çâ'ÿçêiâ ìiæ ðiçíèìè îá'¹êòàìè ìîæóòü

ïðèçâåñòè äî ïîÿâè íîâèõ êîëåêòèâíèõ ÿâèù. Îñîáëèâî ñêëàäíèì çàâäàííÿì

¹ ðîáîòà ç ìåðåæàìè, ùî ìiñòÿòü âåëèêó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ. Òåðìîäèíàìi÷íi

ãðàíè÷íi ïåðåõîäè òà äîñëiäæåííÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äàþòü

ãàðíå ïîÿñíåííÿ ïðèðîäíèõ ïðîöåñiâ. Ç iíøîãî áîêó, ëèøå àíàëiòè÷íå âèâ÷åí-

íÿ ìàëîâèìiðíèõ ñèñòåì ìîæå äàòè íàì òî÷íå ðîçóìiííÿ ïåðåõiäíèõ ïðîöåñiâ

òà ñêëàäíèõ êîëåêòèâíèõ ïîâåäiíîê âçà¹ìîäiþ÷èõ îá'¹êòiâ.

Îñíîâîïîëîæíèì òà íàéáiëüø ãëèáîêî âèâ÷åíèì êîëåêòèâíèì ÿâèùåì ¹

ñèíõðîíiçàöiÿ êiëüêîõ çâ'ÿçàíèõ ïîäiáíèõ äèíàìi÷íèõ îá'¹êòiâ. Ïåðøi åêñïå-

ðèìåíòè, ùî çàñâiä÷èëè ïðîòèôàçîâó ñèíõðîíiçàöiþ äâîõ ãîäèííèêîâèõ ìà-

ÿòíèêiâ áóëè ïðîâåäåíi Õ. Ãþéãåíñîì ùå ó ñiìíàäöÿòîìó ñòîði÷÷i. Ñïëåñê

íàóêîâîãî iíòåðåñó äî ñèíõðîíiçàöi¨ ïî÷àâñÿ íàïðèêiíöi äåâ'ÿòíàäöÿòîãî �

íà ïî÷àòêó äâàäöÿòîãî ñòîëiòü ç âèíèêíåííÿì åëåêòðîäèíàìiêè òà óñïiõàìè

ó äîñëiäæåííi âçà¹ìîäi¨ íåéðîíiâ. Ïîäàëüøi ïîøòîâõè äî ðîçâèòêó òåîði¨ ñèí-

õðîíiçàöi¨ òà êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè áóëè ñïðè÷èíåíi âèíàõîäîì êîìï'þòåðiâ

òà ïîÿâîþ êiáåðíåòèêè, ïîÿâîþ ðàäiîôiçèêè, ðîçâèòêîì òåîði¨ êîëèâàíü, ïî-

ÿâîþ òåîði¨ áiôóðêàöié, óñïiõàìè ó äîñëiäæåííi ëþäñüêîãî ìîçêó òà ïîÿâîþ

ìàòåìàòè÷íèõ íåéðîííèõ ìîäåëåé (ìîäåëi Õîäæêiíà�Õàêñëi, ó ïåðøó ÷åðãó),
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ðiçíîìàíiòíèìè áiîëîãi÷íèìè ñïîñòåðåæåííÿìè êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè æèâèõ

îðãàíiçìiâ, âèÿâëåííÿì êîëèâíèõ õiìi÷íèõ ðåàêöié, âèíàéäåííÿì ëàçåðiâ, ïî-

ÿâîþ ïðèëàäiâ, ùî ñòèìóëþþòü ðîáîòó ñåðöÿ òà ìîçêó, ïîÿâîþ êîìï'þòåðíèõ

ìåðåæ òà øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæ. Ñåðåä â÷åíèõ, ÿêi âíåñëè çíà÷íèé âíå-

ñîê ó ñòàíîâëåííÿ òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨, âàðòî çãàäàòè Äæ. Ðåëåÿ, Á. Âàí-äåð-

Ïîëÿ, Å. Åïïëòîíà, À. Àíäðîíîâà, À. Âiòòà, Í. Âiííåðà. Â ñåðåäèíi äâàäöÿòî-

ãî ñòîëiòòÿ ç'ÿâèëîñü ðîçóìiííÿ ñêëàäíîñòi êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè âçà¹ìîäiþ-

÷èõ îá'¹êòiâ òà íåîáõiäíiñòü ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi á îïèñóâà-

ëè ñïiëüíi ðèñè ñèíõðîíiçàöi¨ íàâiòü íåçàëåæíî âiä ïðèðîäè òà ñêëàäíîñòi âçà-

¹ìîäiþ÷èõ îá'¹êòiâ òà áóëè ÿêîìîãà ïðîñòiøèìè òà çðó÷íèìè äëÿ ïîäàëüøîãî

àíàëiòè÷íîãî âèâ÷åííÿ. Ïåðøà âàãîìà ñïðîáà áóëà çäiéñíåíà À. Âiíôði ó 1967

ðîöi, ÿêèé çàïðîïîíóâàâ ìîäåëü âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Iíøèì çíà÷íèì

ïðîðèâîì ó òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ìîæíà ââàæàòè çàïðîïîíîâàíó ÿïîíñüêèì ôi-

çèêîì Éîøèêi Êóðàìîòî ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ó 1975 ðîöi

ó ðîáîòi. Øèðîêå âèçíàííÿ â÷åíèìè ðiçíèõ ïðèðîäíè÷èõ ñïåöiàëüíîñòåé ìî-

äåëü Êóðàìîòî îòðèìàëà ïiñëÿ âèõîäó éîãî êíèãè ïðî õiìi÷íi îñöèëÿòîðè

ó 1984 ðîöi. Ïîïóëÿðíîþ ìîäåëü Êóðàìîòî ñòàëà ñàìå çàâäÿêè ñâî¨é ïðî-

ñòîòi, çðó÷íîñòi äëÿ äîñëiäæåííÿ òà ìîæëèâîñòi îïèñàííÿ ñòðóêòóðíî äóæå

âiäìiííèõ ìiæ ñîáîþ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè, òàêèõ ÿê ïîâíà ñèíõðî-

íiçàöiÿ, ÷àñòêîâà ñèíõðîíiçàöiÿ, ïðîòèôàçíà ñèíõðîíiçàöiÿ, õâèëi îáåðòàííÿ,

äîâãîòðèâàëà ñèíõðîíiçàöiÿ ç ïåðåìèêàííÿì, õèìåðíi ñòàíè i ò.ï. Âàæëèâîþ

îñîáëèâiñòþ âêàçàíî¨ ìîäåëi ¹ ¨¨ ãíó÷êiñòü: ìîæëèâiñòü ëåãêî îïèñóâàòè ðiçíi

ìåðåæi âçà¹ìîäié, ìîæëèâiñòü ëåãêî óñêëàäíþâàòè ñïîñîáè âçà¹ìîäi¨, íàáëè-

æàþ÷è ìàòåìàòè÷íèõ îïèñ äî êîíêðåòíîãî ïðèðîäíè÷îãî ÿâèùà. Äîñëiäæå-

ííÿ ìîäåëi Êóðàìîòî òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ïðèçâîäÿòü äî ïîÿâè íîâèõ òèïiâ

ìîäåëåé êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè. Âiäìiòèìî, çîêðåìà, ìîäåëi Êóðàìîòî ç çàïi-

çíåííÿì, ç ïëàñòè÷íiñòþ, ç àäàïòàöi¹þ, ç âèïàäêîâèìè ðîçïîäiëàìè ÷àñòîò òà

øóìîì, ç íåëiíiéíèìè ôàçîâèìè çñóâàìè, çi çâîðîòíiì âïëèâîì, ç iíåðöi¹þ,

ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì, ç õàáàìè, à òàêîæ íåñêií÷åííî�âèìiðíi, ðiçíèöåâi,

ëàíöþãîâi òà êiëüöåâi îñöèëÿòîðíi ìîäåëi, ìåðåæi îñöèëÿòîðiâ, çàäàíi ñïå-

öèôi÷íèìè ãðàôàìè. Âàãîìèé âíåñîê ó ðîçðîáêó òåîði¨ çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ

îñöèëÿòîðiâ áóëî çðîáëåíî Ñ. Ñòðîãàòöåì, À. Ïiêîâñüêèì, Ì. Ðîçåíáëþìîì,
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Þ. Êóðòñîì, Õ. Ñàêàãó÷i, Äæ. Êðîôîðäîì, Ñ. Âàòàíàáå, Í. Êîïåëë, Á. Åð-

ìåíòðàóòîì, I. Áëåõìàíîì, Å. Îòòîì, Õ. Äàiäî, Ð. Ìiðîëëî, À. Àðåíàñîì,

Äæ. Ñâiôòîì, Ï. Åøâiíèì, Õ. Êîði, Ä. Ãàíñåëîì, Ð. Áîðèñþêîì, ß. Êàçàíî-

âè÷åì, Þ. Ìàéñòðåíêîì, Î. Îìåëü÷åíêîì, Î. Ïîïîâè÷åì, Äæ. Àñåáðîíîì,

Ï. Òàññîì, Õ. Øóñòåðîì, Ï. Âàãíåðîì, Ê. Âiçåíôåëüäîì, Õ. Õîíã, Ì. Òiììå,

Ï. Õîëìñîì, Å. Áðàóíîì, É. Íàêàãàâà. Äæ. Àñåáðîíîì òà iíøèìè. Äîñëiäæåí-

íÿ ìîäåëåé çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ïðèâåëî äî âèíèêíåííÿ íîâèõ ãëè-

áîêèõ òåîðié, ÿê, çîêðåìà, òåîðiÿ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà, àíçàö Îòòà�Àíòîíñåíà

òà òåîðiÿ Õîíã�Ñòðîãàòöà. Îïèñàííÿ íîâèõ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ, òàêèõ, ÿê

õèìåðíèé ñòàí òà ðåæèì ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè, òàêîæ

ç'ÿâèëèñü çàâäÿêè âèâ÷åííþ ìåðåæ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ.

Ìîäåëi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè äîñëi-

äæåííÿõ íåéðîííèõ ìåðåæ, íàäïðîâiäíèêîâèõ ç'¹äíàíü Äæîçåôñîíà, ìàñèâàõ

ëàçåðiâ òà ìîäåëþâàííi áàãàòüîõ iíøèõ ñêëàäíèõ ñèñòåì âçà¹ìîäiþ÷èõ åëå-

ìåíòiâ. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî äëÿ ìîäåëþâàííÿ îêðåìèõ åëåìåíòiâ ìåðåæi ó

áiëüøîñòi ïðèêëàäíèõ âèïàäêiâ çàñòîñîâóþòüñÿ áàãàòîâèìiðíi ñèñòåìè ç äóæå

ñêëàäíîþ iíäèâiäóàëüíîþ ïîâåäiíêîþ, äëÿ ìîäåëþâàííÿ ¨õ êîëåêòèâíî¨ ïîâå-

äiíêè ìîæå áóòè äîñòàòíüî âèâ÷åííÿ ëèøå ¨õ ôàçîâî¨ ñèíõðîíiçàöi¨. Îäíèì

çi ñïîñîáiâ äîñëiäæåííÿ ñèíõðîíiçàöi¨ äàíèõ ¹ âèäiëåííÿ ôàç ñèãíàëiâ çà äî-

ïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ãiëüáåðòà, ùî äà¹ çìîãó ïîäàëüøîãî ¨õ äîñëiäæåííÿ ó

âèãëÿäi îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì. Iíøèì ÷èíîì îñöèëÿòîðíà ìîäåëü ìîæå áóòè

îòðèìàíîþ ÿê óñåðåäíåííÿ áiëüø ñêëàäíî¨ ñèñòåìè çi çáåðåæåííÿì ïåâíèõ

âëàñòèâîñòåé êîëåêòèâíî¨ ïîâåäiíêè. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ñòàíäàðòíà ìîäåëü

Êóðàìîòî âèíèêëà ÿê ôàçîâà ÷àñòèíà çâ'ÿçàíèõ êîìïëåêñíî�çíà÷íèõ ñèñòåì

Ñòþàðòà�Ëàíäàó. Ìîòèâàöi¹þ É. Êóðàìîòî äî ñòâîðåííÿ ìîäåëi ñëóãóâàëè

éîãî ñïîñòåðåæåííÿ ïîâåäiíêè õiìi÷íèõ òà áiîëîãi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Çäåáiëü-

øîãî çíàéäåíi òà äîáðå îïèñàíi ðåæèìè äëÿ ïðîñòèõ îñöèëÿòîðíèõ ìîäåëåé

âèÿâëÿþòüñÿ çãîäîì ó òié ÷è iíøié (ìîæëèâî âèäîçìiíåíié) ôîðìi ó ñêëàäíèõ

ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ ÷è íåéðîííèõ ñèñòåìàõ. Ñêàçàíå âèùå íàéêðàùå äåìîí-

ñòðó¹ ÿâèùå õèìåðíèõ ñòàíiâ, iñíóâàííÿ ÿêèõ ñïî÷àòêó áóëî îïèñàíî ìàòå-

ìàòè÷íî äëÿ ìåðåæ îñöèëÿòîðiâ, à çãîäîì áóëî âèÿâëåíî ó ðiçíîìàíiòíèõ, i

÷àñòî äîñèòü ñêëàäíèõ ïðèðîäíè÷èõ ñèñòåìàõ. Äîñëiäæåííÿ ïðîñòiøèõ ìîäå-
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ëåé âçà¹ìîäiþ÷èõ åëåìåíòiâ ÷àñòî ïîêàçó¹ íàïðÿìîê òà äà¹ iíñòðóìåíòè äëÿ

äîñëiäæåííÿ áiëüø ñêëàäíèõ òà çàãàëüíèõ ñèñòåì ç ïîäiáíèìè îñîáëèâîñòÿìè

ïîáóäîâè ìåðåæ. Çîêðåìà, çà äîïîìîãîþ ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ òàêîæ

áóëè îòðèìàíi çíà÷íi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè âiäíîñíî ïðî iñíóâàííÿ, ñòiéêiñòü

òà áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè òàêèõ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ, ÿê �çìàãàííÿ áåç ïå-

ðåìîæöiâ�, �ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå�, �çìàãàííÿ çà ñèíõðîíiçàöiþ�. Òàêîæ çà

äîïîìîãîþ ïîäiáíèõ ñèñòåìè ìîæóòü áóòè çìîäåëüîâàíi ïåâíi ñèòóàöi¨ â òåîði¨

iãîð òà òåîði¨ êîíôëiêòiâ.

Ìîäåëi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè, ¹ âàæëèâèìè òà öiêàâèìè ìàòåìàòè÷íèìè îá'¹êòàìè.

Âèâ÷åííÿ êîëåêòèâíèõ òà ïåðåõiäíèõ ðåæèìiâ ó òàêèõ ñèñòåìàõ ïðèçâîäèòü

äî ïîÿâè íîâèõ ïîíÿòü òà øèðîêîãî ñïåêòðó äîñëiäæåíü ó òåîði¨ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì, òåîði¨ áiôóðêàöié, òåîði¨ ñêëàäíîñòi. Íàÿâíiñòü ðiçíîìàíiòíèõ êîëå-

êòèâíèõ ðåæèìiâ ó ìåðåæàõ îñöèëÿòîðiâ çàëåæèòü âiä iíäèâiäóàëüíî¨ ïî-

âåäiíêè äèíàìi÷íèõ îá'¹êòiâ, àðõiòåêòóðè ìåðåæi òà òèïiâ âïëèâó åëåìåíòiâ

ìiæ ñîáîþ. Îñòàíí¹ ñïðè÷èíÿ¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ñèìåòðiÿìè ìåðåæi, iíâà-

ðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè ñèñòåìè, êëàñòåðíèìè ðåæèìàìè ìîäåëi, à òàêîæ

çàäà¹ ìîæëèâi òèïè áiôóðêàöié ïåðåõîäiâ. Çîêðåìà, ïåâíi òèïè ñèìåòðè÷íèõ

áiôóðêàöié áóëî âèÿâëåíî ñàìå çàâäÿêè òàêèì ñèñòåìàì. Âåëèêó êiëüêiñòü

ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié âèÿâëåíî ñàìå çàâäÿêè ñèñòåìàì çâ'ÿçàíèõ åëå-

ìåíòiâ. Çíà÷íèé âïëèâ òàêi ñèñòåìè ìàþòü i íà òåîðiþ äåòåðìiíîâàíîãî õàîñó,

çîêðåìà, àêòèâíî äîñëiäæó¹òüñÿ íàÿâíiñòü õàîòè÷íî¨ ñèíõðîíiçàöi¨, êîíñåðâà-

òèâíîãî òà çìiøàíîãî õàîñó ó ñèñòåìàõ ïîäiáíîãî òèïó. Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî

àíàëiòè÷íi äîñëiäæåííÿ çâ'ÿçàíèõ ñèñòåì ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ äîïîâíþþòüñÿ

òà ïiäòâåðäæóþòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî òà çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíî¨ ñèìó-

ëÿöi¨, ùî òàêîæ ïðèâîäèòü äî ïîÿâè íîâèõ íàóêîâèõ ìiæãàëóçåâèõ òå÷ié.

Àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ó ìåðåæàõ çâ'ÿçàíèõ

îñöèëÿòîðiâ ïiäòâåðäæó¹ íàÿâíiñòü òèñÿ÷ ñòàòåé ç äàíî¨ òåìàòèêè, íàäðó-

êîâàíèõ ó ðåéòèíãîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ òà ïðèðîäíè÷èõ æóðíàëàõ, çîêðåìà

òàêèõ, ÿê Nature, Science òà Physical Review Letters. Áiëüøiñòü ñòàòåé ïî äà-

íié òåìàòèöi íàïèñàíà ìàòåìàòèêàìè ó ñïiâàâòîðñòâi çi â÷åíèìè äóæå ðiçíèõ

ïðèðîäíè÷èõ ñïåöiàëüíîñòåé, ùî ñâiä÷èòü ïðî âàæëèâiñòü òåîðåòè÷íèõ äîñëi-
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äæåíü ó äàíié òåìàòèöi äëÿ ìîäåëþâàííÿ êîëåêòèâíèõ ïðèðîäíè÷èõ ÿâèù.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöi¨ ¹ ðîçðîáêà íîâèõ

ìåòîäiâ ïîáóäîâè òà àíàëiòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè øèðî-

êîãî êëàñó ìîäåëåé çâ'ÿçàíèõ äèíàìi÷íèõ åëåìåíòiâ, ùî îïèñóþòü êîëåêòèâíi

ïðèðîäíi ÿâèùà. Îñíîâíó óâàãó äèñåðòàöi¨ çîñåðåäæåíî íà îïèñàííi òà äîâå-

äåííi iñíóâàííÿ, ñòiéêîñòi, ìóëüòèñòàáiëüíîñòi, áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ, áà-

ñåéíiâ ïðèòÿãàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì äèôåðåöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè,

ùî îïèñóþòü êîëåêòèâíi ðåæèìè ó ìåðåæàõ ç ðiçíèìè iíäèâiäóàëüíèìè äè-

íàìiêàìè åëåìåíòiâ, ðiçíèìè àðõiòåêòóðàìè çâ'ÿçêiâ òà ðiçíèìè òèïàìè âçà¹-

ìîäi¨.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

ïàðàìåòðàìè, ùî ìîäåëþþòü ñêëàäíi ìåðåæi âçà¹ìîäiþ÷èõ êîëèâíèõ åëåìåí-

òiâ (ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, íåéðîíiâ).

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì êîëåêòèâíèì ðåæèìàì (ïîâíà

ñèíõðîíiçàöiÿ, êëàñòåðíi ðåæèìè, àíòèôàçíi ðåæèìè, õâèëi îáåðòàííÿ, ðå-

æèìè ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ, ðåæèì ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå, ðåæèì áî-

ðîòüáà çà ñèíõðîíiçàöiþ, ðåæèì çìàãàííÿ áåç ïåðåìîæöiâ, õèìåðíi ñòàíè).

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Çàïðîïîíîâàíî êîìïëåêñíèé ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ

ìîäåëåé çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiçíèõ

ìåðåæ òà òèïiâ âçà¹ìîäi¨ ìiæ iíäèâiäóàëüíèìè äèíàìi÷íèìè îá'¹êòàìè. Ïiä-

õiä ïîëÿãà¹ âèÿâëåííi ìîæëèâèõ ñèìåòðié ñèñòåìè, âèÿâëåííi òà äîñëiäæåííi

iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ òà iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, äîñëiäæåííi ìîæëèâîñòi

ðåäóêöi¨ ñèñòåìè, ùî âðàõîâó¹ ñèìåòði¨, íàÿâíiñòü iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòî-

ðiâ, ñòiéêèõ êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ, i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð, òîùî. Äîñëiäæóâàâ-

ñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ñèñòåìàìè ðiçíî¨ ðîçìiðíîñòi òà ñèñòåìàìè, îòðèìàíèìè ïðè

òåðìîäèíàìi÷íèõ ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäàõ. Äîñëiäæåííÿ âåäóòüñÿ øëÿõîì íà-

êîïè÷åííÿ iíôîðìàöi¨ âiä ïðîñòiøèõ âèïàäêiâ (ñèñòåì ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi,

ìåðåæ ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ ñèìåòðié) äî áiëüø ñêëàäíèõ, ç âèêîðèñòàííÿì

òåîði¨ áiôóðêàöié, òåîði¨ êîëèâàíü, òåîði¨ çáóðåíü òà òåîði¨ ñêëàäíîñòi. Ïðè

âèâ÷åííi ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöié êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ çàñòîñîâóâàëîñü ïî¹ä-

íàííÿ àíàëiòè÷íèõ äîñëiäæåíü ç ÷èñåëüíèìè åêñïåðèìåíòàìè òà ïîáóäîâîþ
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ñõåìàòè÷íèõ i áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi âïðîâàäæóþòüñÿ

òà äîñëiäæóþòüñÿ ç ðåòåëüíèì óðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé êîíêðåòíèõ ïðè-

ðîäíè÷èõ ÿâèù, à îòðèìàíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè çíàõîäÿòü çâîðîòíþ ïðè-

ðîäíè÷ó iíòåðïðåòàöiþ, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî âè-

íîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó.

� Áóëî îïèñàíî iñíóâàííÿ, ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨

äèíàìiêè äëÿ ìîäåëi ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç íåëiíiéíèì çñó-

âîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨. Áóëî ïîêàçàíî, ùî òàêà ñèñòåìà ìà¹ ðåæèì

ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨, äâî�êëàñòåðíi ðåæèìè, ãðàíè÷íi òà ãåòåðîêëiíi÷íi

öèêëè, à òàêîæ ðåæèì ïîâíî¨ àíòèôàçè ç íóëüîâèì ïàðàìåòðîì ïîðÿä-

êó.

� Âèâ÷àëàñü óçàãàëüíåíà ñèñòåìà ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿ-

òîðiâ ç äâî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨. Îïèñàíî ñòðóêòóðó êàíî-

íi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé òà iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ äëÿ ñèñòåì

ðiçíî¨ ðîçìiðíîñòi. Ïîêàçàíî ãðàäi¹íòíiñòü ñèñòåì ç íåïàðíèìè ôóíêöi-

ÿìè âçà¹ìîäi¨ òà áåçäèâåðãåíòíiñòü ç ïàðíèìè. Çíàéäåíî òà îïèñàíî íîâi

òèïè ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié äëÿ ñèñòåì ðiçíèõ ðîçìiðíîñòåé. Äî-

ñëiäæóâàëàñü åêñòðåìàëüíà ÷óòëèâiñòü äî çáóðåíü âëàñíèõ ÷àñòîò íåi-

äåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ.

� Äîñëiäæóâàëàñü ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç ïðèòÿãóþ÷èìè òà âiä-

øòîâõóþ÷èìè åëåìåíòàìè, ùî ìîæå çàñòîñîâóâàòèñü ó ñîöiîëîãi¨ òà îïè-

ñóâàòè êîëåêòèâíó âçà¹ìîäiþ äâîõ ãðóï: êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìi-

ñòiâ. Äëÿ äàíî¨ ìîäåëi äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðiçíèõ ñòiéêèõ ðåæèìiâ: ðå-

æèì àíòèôàçíîãî ïðîòèñòîÿííÿ äâîõ ãðóï, ðåæèì ðîçìèòîãî ïðîòèñòî-

ÿííÿ, íåêîãåðåíòíèé ðåæèì ïåðåìîãè íîíêîíôîðìiñòiâ, ìàíäðiâíi õâè-

ëi, ðåíåãàòíi ðåæèìè ñèíõðîíiçàöi¨ îäíîãî íîíêîíôîðìiñòà ç êîíôîðìi-

ñòàìè. Äëÿ ìàëîâèìiðíèõ ñèñòåì ïðîâåäåíî áiôóðêàöiéíèé àíàëiç äëÿ

óçàãàëüíåíî¨ ñèñòåìè ç ôàçîâèì çñóâîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨.

� Äîâåäåíî ñïiâiñíóâàííÿ êîíñåðâàòèâíî¨ òà äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiê ó öèð-
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êóëÿíòíèõ ìåðåæàõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç êîñîñèìåòðè÷íîþ ìàòðè-

öåþ âçà¹ìîäi¨. Ïîêàçàíî, ùî äàíi äèíàìi÷íi ðèæèìè ¹ íàñëiäêàìè ÷à-

ñîâî�îáîðîòíî¨ ñèìåòði¨ ó ñèñòåìi. Ïîêàçàíî, ùî êîíñåðâàòèâíi òà äè-

ñèïàòèâíi îáëàñòi ðîçäiëÿþòüñÿ áàãàòî�âèìiðíèìè ìíîæèíàìè ãåòåðî-

êëiíi÷íèõ öèêëiâ. Ïîêàçàíî ñïiâiñíóâàííÿ îäíî òà äâî�ïàðàìåòðè÷íèõ

ñiìåé ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ç áàãàòîïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè êâàçiïåðiîäè-

÷íèõ îðáiò ó êîíñåðâàòèâíèõ îáëàñòÿõ. Äëÿ ñèñòåì íåñêií÷åííî¨ êiëüêî-

ñòi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ íà êiëüöåâié ìåðåæi ç êîñîñèìåòðè÷íèì öèð-

êóëÿíòíèì çâ'ÿçêîì áóëî ôîðìàëüíî âèâåäåíå àìïëiòóäíå ðiâíÿííÿ â

îêîëi ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ç

íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãåðà.

� Áóëî çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ �ñëàáêîãî õèìåðíîãî ñòàíó� â ìåðåæàõ íå-

ðîçðiçíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Áóëî äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà ÷îòè-

ðüîõ îñöèëÿòîðiâ ¹ íàéìåíøîþ ìîæëèâîþ, ÿêà ìà¹ ñòiéêèé ñëàáêèé õè-

ìåðíèé ñòàí. Áóëî íàâåäåíî ïîáóäîâè ìîäóëüíèõ îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì,

ùî ìàþòü õèìåðíi ñòàíè ãåòåðîêëiíi÷íîãî òèïó. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä

áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó õèìåðíèõ ñòàíiâ çà äîïîìîãîþ ðåäóêöié ñèñòå-

ìè íà iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè.

� Äîñëiäæóâàëàñü îñöèëÿòîðíà ìîäåëü ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì, ùî âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñàííÿ íåéðîííèõ ïðîöåñiâ çîðîâîãî ïîøóêó, óâà-

ãè òà ïàì'ÿòi. Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ, ñòiéêiñòü òà áiôóðêà-

öi¨ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ðåæèìàì áîðîòüáè ïåðèôåðè÷íèõ îñöè-

ëÿòîðiâ çà ñèíõðîíiçàöiþ ç öåíòðàëüíèì. Áóëà çàïðîïîíîâàíà òà äîñëi-

äæóâàëàñü óçàãàëüíåíà ñèñòåìà ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì òà àäàïòàöi-

¹þ. Áóëî äîâåäåíî, ùî äàíà ñèñòåìà ìà¹ ñòiéêi ðåæèìè �ïåðåìîæåöü

îòðèìó¹ âñå� ñòàöiîíàðíèõ òà íåñòàöiîíàðíèõ òèïiâ, à òàêîæ ïîêàçàíî

àäàïòàöiþ ÷àñòîòè öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè ïåðè-

ôåðè÷íîãî îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà ìiñòèòü ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ, ùî ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð, à òà-

êîæ îïèñàííÿ çàñòîñóâàíü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ó ïðèðîäîçíàâñòâi. Ó ðîáîòi
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ìåòîäàìè òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ìîäåëþþòüñÿ êîëåêòèâíi ðåæèìè ðiçíèõ

ãàëóçåé ïðèðîäîçíàâñòâà. Îòðèìàíi â ðîáîòi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi ó àíàëiòè÷íié òà ÿêiñíié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

òåîði¨ êîëèâàíü, òåîði¨ áiôóðêàöié òà òåîði¨ õàîñó. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi òà âæå âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñàííÿ êî-

ëåêòèâíèõ ïðîöåñiâ ó ôiçèöi, íàóöi ïðî íåéðîíè, ìåäèöèíi, õiìi¨, ñîöiîëîãi¨, à

òàêîæ ó çàïðîâàäæåíi øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæ .

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨.Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ñåìè

ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 353 íàéìåíóâà-

ííÿ (íà 29 ñòîðiíêàõ) òà 6 äîäàòêiâ. Ðîáîòà ìiñòèòü 45 ðèñóíêiâ. Ïîâíèé îáñÿã

ðîáîòè ñòàíîâèòü 462 ñòîðiíêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Òåìàòèêó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèçíà-

÷åíî çäîáóâà÷åì îñîáèñòî. Âñi îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè. Ç

ðåçóëüòàòiâ, íàäðóêîâàíèõ ó ñïiëüíèõ çi ñïiâàâòîðàìè ñòàòòÿõ, â îñíîâíó ÷à-

ñòèíó äèñåðòàöi¨ óâiéøëè òiëüêè òàêi, ùî îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî,

çà âèíÿòêîì êiëüêîõ ðåçóëüòàòiâ, äå âêëàä ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì. Ó ðîáî-

òàõ [3, 5, 6, 7, 9, 17, 18, 20] (äèâ. ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à íà ñòîð 14�16)

âíåñîê âñiõ ñïiâàâòîðiâ ó ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòà-

òiâ ¹ ðiâíîöiííèì. Ó ðîáîòàõ, ùî íîñÿòü ìiæãàëóçåâèé õàðàêòåð, àâòîðó äè-

ñåðòàöi¨ íàëåæèòü ìàòåìàòè÷íà ÷àñòèíà äîñëiäæåíü, à ñïiâàâòîðàì îïèñàííÿ

ôiçè÷íî¨, áiîëîãi÷íî¨ ÷è ìåäè÷íî¨ ìîòèâàöi¨ âèíèêíåííÿ ìîäåëåé, ïîáóäîâà

ìîäåëåé òà ïðèðîäíè÷à iíòåðïðåòàöiÿ îòðèìàíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà áàãàòüîõ íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ òà ìiæíàðî-

äíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ, çîêðåìà íà ñåìiíàðàõ âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü òà òåîði¨ êîëèâàíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê:

àêàäåìiê À.Ì. Ñàìîéëåíêî), çàñiäàííÿõ Â÷åíî¨ Ðàäè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè, ñåìiíàði âiääiëó âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ïðîô. À.À. Äîðîãîâöåâ), ñåìiíàðàõ �Òåîðiÿ êîíôëi-

êòiâ� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: ïðîô. Â.Ä. Êîøìà-

íåíêî), ñåìiíàði Ëàáîðàòîði¨ ñêëàäíèõ ñèñòåì ÊÏÓ Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê:

ïðîô. Þ.Ã. Êîíäðàòü¹â), ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôå-
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ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÊÏÓ Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê: ïðîô. Ã.Ì. Òîðáií), ñåìi-

íàði �Ìàòåìàòèêà òà íàóêè ïðî æèòòÿ� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

(2011; êåðiâíèê: ä.ô.-ì.í. Î.Â. Àíòîíþê), çàñiäàííÿõ îá'¹äíàíîãî Áåðëiíñüêî-

ãî ñåìiíàðó ç äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (êåðiâíèêè: ïðîô. Á. Ôiäëåð, ïðîô. Ì. Âîëü-

ôðóì), ñåìiíàði Iíñòèòóòó ìåäèöèíè íàóêîâîãî öåíòðó ì. Þëiõ, Íiìå÷÷èíà

(êåðiâíèõ ïðîô. Ï. Òàññ), ñåìiíàðàõ ôàêóëüòåòó ôiçèêè òà àñòðîíîìi¨ Óíi-

âåðñèòåòó ì. Ïîòñäàì, Íiìå÷÷èíà (êåðiâíèêè: ïðîô. À. Ïiêîâñüêèé, ïðîô.

Ì. Ðîçåíáëþì), ñåìiíàðàõ ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó ì. Åêçåòåð, Âåëèêî-

áðèòàíiÿ (êåðiâíèê: ïðîô. Ï. Åøâií), ñåìiíàðàõ ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó

Äåðæàâíîãî Óíiâåðñèòåòó Äæîðäæi¨, ÑØÀ (êåðiâíèêè: ïðîô. À. Øèëüíiêîâ,

ïðîô. I. Á¹ëèõ), Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ Äèôåðåíöiàëüíi òà iíòåãðàëüíi

ðiâíÿííÿ (Îäåñà, Óêðà¨íà, 2000), Óêðà¨íñüêèé Ìàòåìàòè÷íèé Êîíãðåñ (Êè-

¨â, Óêðà¨íà, 2001), Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ Øîñòi áîãîëþáiâñüêi

÷èòàííÿ (×åðíiâöi, Óêðà¨íà, 2003), International workshop Theory and appli-

cations of coupled cell networks (Êåìáðiäæ, Âåëèêîáðèòàíiÿ, 2005), Internati-

onal workshop Nonlinear Dynamics in Engineering and Nanotechnologies (ßë-

òà, Óêðà¨íà, 2006), Workshop Complex dynamics and delay e�ects in complex

systems (Áåðëií, Íiìå÷÷èíà, 2006), Êîíôåðåíöi¨ ïðèñâÿ÷åíié 80�ði÷÷þ ïðîô.

Ã. Õàêåíà (Áàä Õîííåô, Íiìå÷÷èíà, 2007), Internatilnal workshop Mathemati-

cal modeling in neuroscience (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2008), Minisimposium Dynamics

of coupled phase oscillators (Áåðëií, Íiìå÷÷èíà, 2009), International workshop

Nonlinear dynaics on networks (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2010), Conference Nonlinear

dynamics of electronic systems (Âîëüôåíáþòåëü, Íiìå÷÷èíà, 2011), Workshop

on Synchronization and oscillators with generalized coupling (Åêçåòåð, Âåëèêî-

áðèòàíiÿ, 2016), Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ Ñó÷àñíà ñòîõàñòèêà: Òåîðiÿ òà

çàñòîñóâàííÿ IV (Êè¨â, 2018), Ìiæíàðîäíié êîíôðåíöi¨ Ñó÷àñíi ïðîáëåìè

ìàòåìàòèêè (×åðíiâöi, Óêðà¨íà, 2018), WIAS workshop Dynamics of coupled

phase oscillators (Áåðëií, Íiìå÷÷èíà, 2018), 11th Nonlinear Economics Dynami-

cs Conference (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2019).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [1-20]

(äèâ. ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à íà ñòîð 14�16), ùî âiäïîâiäàþòü âèìîãàì

äî ïóáëiêàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíèõ ðîáiò ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ iç ôiçèêî-
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ìàòåìàòè÷íèõ íàóê. 4 çi âêàçàíèõ ðîáiò íàäðóêîâàíî áåç ñïiâàâòîðiâ, 19 ó

çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ. Çãiäíî ç ìiæíàðîäíîþ íàóêîâîìåòðè÷íîþ áàçîþ äà-

íèõ Scopus (https://www.scopus.com) íà äàíèé ìîìåíò ¹ 316 ïîñèëàíü íà 14 ç

íàâåäåíèõ âèùå ðîáiò àâòîðà, 256 ç ÿêèõ áåç ñàìîöèòóâàíü. h�index âêàçàíèõ

ðîáiò ó Scopus: 8. Çãiäíî íàóêîâîìåòðè÷íîþ áàçîþ äàíèõ Web of Science íà

äàíèé ìîìåíò ¹ 308 ïîñèëàíü íà 12 ç íàâåäåíèõ âèùå ðîáiò àâòîðà, h�index

âêàçàíèõ ðîáiò ó Web os Scinece: 9.

Âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal & Country Rank

(https://www.scimagojr.com) íàóêîâi ïóáëiêàöi¨ [3, 4, 7, 9, 10, 14, 15, 16]

íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî êâàðòèëÿ Q1; ðîáîòè [6, 12,

13] � ó âèäàííÿõ, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî Q2; ðîáîòè [8, 20] � ó âèäàííÿõ, ùî

âiäíîñÿòüñÿ äî Q3.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-

ñåðòàöiþ âèêîíàíî ó âiääiëi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êîëèâàíü Ií-

ñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî ç íàóêîâî�äîñëiäíèìè òåìàìè �Êîí-

ñòðóêòèâíi òà ÿêiñíi ìåòîäè àíàëiçó ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ, ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíèõ, iìïóëüñíèõ òà ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå-

¹ñòðàöi¨ 0116U003121; �Àíàëiòè÷íi òà ãðóïîâi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìàòåìà-

òè÷íèõ ìîäåëåé ñó÷àñíîãî ïðèðîäîçíàâñòâà�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0117U002119.

Ïîäÿêè. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó ÷ëå-

íó�êîðåñïîíäåíòó ÍÀÍ Óêðà¨íè Áîé÷óêó Îëåêñàíäðó Àíäðiéîâè÷ó, çàâiäó-

âà÷ó âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êîëèâàíü àêàäåìiêó ÍÀÍ

Óêðà¨íè Ñàìîéëåíêó Àíàòîëiþ Ìèõàéëîâè÷ó çà ïîñòiéíó óâàãó i äîïîìîãó

â ðîáîòi, ñïiâàâòîðàì çà ïëiäíó äîâãîëiòíþ ñïiâïðàöþ òà ñïiâðîáiòíèêàì âiä-

äiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êîëèâàíü çà ïiäòðèìêó.



Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè òà ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Äàíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ êîëåêòèâíî¨ äèíàìi-

êè ó ìîäåëÿõ çâ'ÿçàíèõ åëåìåíòiâ, çàïèñàíèõ ó âèãëÿäi ñèñòåì äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè. Ïiä êîëåêòèâíîþ äèíàìiêîþ ìè ðîçóìi¹ìî

ðiçíîìàíiòíi ñòiéêi ðåæèìè âçà¹ìîäi¨ ìiæ åëåìåíòàìè. Çäeáiëüøîãî, öå ðiçíi

òèïè ñèíõðîíiçàöi¨ åëåìåíòiâ ñèñòåì, ÿêi ïðè âiäñóòíîñòi âçà¹ìîäi¨ ìàþòü ñâîþ

âëàñíó äèíàìiêó. Îñíîâíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ òàêèõ ñèñòåì ¹ àíàëiòè-

÷íà òà ÿêiñíà òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ìåòîäè êîìï'þòåðíî¨

ñèìóëÿöi¨. Îñêiëüêè îäíi¹þ ç îñíîâíèõ öiëåé ðîáîòè ¹ îïèñàííÿ ïåðåõîäiâ

ìiæ ðiçíèìè äèíàìi÷íèìè ðåæèìàìè ïðè âàðiàöi¨ ïàðàìåòðiâ, òî íà ïðîòÿçi

âñi¹¨ ðîáîòè øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ òåîðiÿ áiôóðêàöié äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Ó

äàíîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îãëÿä ïîïåðåäíiõ ïóáëiêàöié, ÿêi ìàþòü áåçïîñåðå-

äí¹ âiäíîøåííÿ äî äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Íàñàìïåðåä, âiäìiòèìî ìîíîãðàôi¨

[62, 65, 11, 142, 209, 265, 298, 154, 307, 334, 8, 68], â ÿêèõ âèêëàäåíî îñíî-

âè òåîði¨ áàãàòî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü, òåîði¨ ñòiéêîñòi, òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨ òà

òåîði¨ áiôóðêàöié. Ìè êîðîòêî îãëÿíåìî âèíèêíåííÿ òà ðîçâèòîê òåîði¨ ñèí-

õðîíiçàöi¨ òà çàñòîñóâàííÿ ¨¨ ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ïðèðîäîçíàâñòâà. Âiäìiòèìî,

ùî âñi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïðåäñòàâëåíi ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ìàþòü ïðè-

ðîäíè÷å ïîõîäæåííÿ i âæå çàñòîñîâóþòüñÿ ó ôiçèöi, áiîëîãi¨, õiìi¨, ñîöiîëîãi¨,

íåéðîíàóöi òà ïðè ñòâîðåííi øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæ.
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1.1. Ñèíõðîíiçàöiÿ â ñèñòåìàõ çâ'ÿçàíèõ äèíàìi÷íèõ îá'¹êòiâ

Ïåðøi åêñïåðèìåíòè, ùî çàñâiä÷èëè ïðîòèôàçîâó ñèíõðîíiçàöiþ äâîõ ãî-

äèííèêîâèõ ìàÿòíèêiâ áóëè ïðîâåäåíi çíàìåíèòèì ãîëëàíäñüêèì ôiçèêîì

Õðèñòèÿíîì Ãþéãåíñîì ó ñiìíàäöÿòîìó ñòîði÷÷i [171, 265]. Áëèçüêî äâîõ ç

ïîëîâèíîþ ñòîëiòü íiÿêèõ ñóòò¹âèõ äîñÿãíåíü â îòðèìàííi íîâèõ åêñïåðè-

ìåíòàëüíèõ äàíèõ òà òåîðåòè÷íèõ îáãðóíòóâàíü ñèíõðîíiçàöi¨ ïîìi÷åíî íå

áóëî. Âèíÿòêîì ìîæíà ââàæàòè ëèøå ïîìi÷åíi áiîëîãàìè ñèíõðîíiçàöi¨ ñïà-

ëàõiâ ñâiòëÿ÷êiâ òà ñèíõðîíiçàöi¨ öèðêàäíèõ ðèòìiâ ó ðîñëèí. Ñïëåñê íàó-

êîâîãî iíòåðåñó äî ñèíõðîíiçàöi¨ ïî÷àâñÿ íàïðèêiíöi äåâ'ÿòíàäöÿòîãî � íà

ïî÷àòêó äâàäöÿòîãî ñòîëiòü ç âèíèêíåííÿì åëåêòðîäèíàìiêè òà óñïiõàìè ó

äîñëiäæåííi âçà¹ìîäi¨ íåéðîíiâ. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè àâòîêîëèâíîþ ïðèðî-

äîþ êîëåêòèâíî¨ ïîâåäiíêè âçà¹ìîäiþ÷èõ îá'¹êòiâ, òåîðåòè÷íîãî ðîçóìiííÿ

ÿêî¨ ó ïîïåðåäíié ïåðiîä ÷àñó ùå íå áóëî. Ïîäàëüøi ïîøòîâõè äî ðîçâè-

òêó òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨ òà êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè áóëè ñïðè÷èíåíi âèíàõîäîì

êîìï'þòåðiâ òà ïîÿâîþ êiáåðíåòèêè, ïîÿâîþ ðàäiîôiçèêè, ðîçâèòêîì òåîði¨

êîëèâàíü, ïîÿâîþ òåîði¨ áiôóðêàöié, óñïiõàìè ó äîñëiäæåííi ëþäñüêîãî ìîç-

êó òà ïîÿâîþ ìàòåìàòè÷íèõ íåéðîííèõ ìîäåëåé (ìîäåëi Õîäæêiíà�Õàêñëi,

ó ïåðøó ÷åðãó), ðiçíîìàíiòíèìè áiîëîãi÷íèìè ñïîñòåðåæåííÿìè êîëåêòèâíî¨

äèíàìiêè æèâèõ îðãàíiçìiâ, âèíàéäåííÿì êîëèâíèõ õiìi÷íèõ ðåàêöié, âèíà-

éäåííÿì ëàçåðiâ, ïîÿâîþ ïðèëàäiâ, ùî ñòèìóëþþòü ðîáîòó ñåðöÿ òà ìîçêó,

ïîÿâîþ êîìï'þòåðíèõ ìåðåæ òà øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæ. Ñåðåä â÷åíèõ,

ÿêi âíåñëè çíà÷íèé âíåñîê ó ñòàíîâëåííÿ òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨, âàðòî çãàäà-

òè Ðåëåÿ, Âàí�äåð�Ïîëÿ, Àíäðîíîâà, Âiòòà, Âiííåðà. Çàâäÿêè íiìåöüêîìó

ôiçèêó Ãåðìàíó Õàêåíó ç'ÿâèëàñü ñèíåðãåòèêà � íàóêà ïðî ñàìîîðãàíiçà-

öiþ åëåìåíòiâ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè [157, 158]. Â ñåðåäèíi äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ

ç'ÿâèëîñü ðîçóìiííÿ ñêëàäíîñòi êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè âçà¹ìîäiþ÷èõ îá'¹êòiâ

òà íåîáõiäíiñòü ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi á îïèñóâàëè ñïiëüíi

ðèñè ñèíõðîíiçàöi¨ íàâiòü íåçàëåæíî âiä ïðèðîäè òà ñêëàäíîñòi âçà¹ìîäiþ÷èõ

îá'¹êòiâ òà áóëè ÿêîìîãà ïðîñòiøèìè òà çðó÷íèìè äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiòè-

÷íîãî âèâ÷åííÿ. Ïåðøà âàãîìà ñïðîáà áóëà çäiéñíåíà À. Âiíôði [337, 338] ó

ñåðåäèíi 1960-õ, ÿêèé çàïðîïîíóâàâ ìîäåëü âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Ií-
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øèì çíà÷íèì ïðîðèâîì ó òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ìîæíà ââàæàòè çàïðîïîíîâàíó

ÿïîíñüêèì ôiçèêîì Éîøèêi Êóðàìîòî ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòî-

ðiâ ó 1975 ðîöi ó ðîáîòi [205]. Øèðîêå âèçíàííÿ â÷åíèìè ðiçíèõ ïðèðîäíè÷èõ

ñïåöiàëüíîñòåé òà øàëåíó ïîïóëÿðíiñòü ìîäåëü Êóðàìîòî îòðèìàëà ïiñëÿ âè-

õîäó éîãî êíèãè [206] ó 1984 ðîöi. Ïîïóëÿðíîþ ìîäåëü Êóðàìîòî ñòàëà ñàìå

çàâäÿêè ñâî¨é ïðîñòîòi, çðó÷íîñòi äëÿ äîñëiäæåííÿ òà ìîæëèâîñòi îïèñàííÿ

ñòðóêòóðíî äóæå âiäìiííèõ ìiæ ñîáîþ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè, òàêèõ

ÿê ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ, ÷àñòêîâà ñèíõðîíiçàöiÿ, ïðîòèôàçíà ñèíõðîíiçàöiÿ,

õâèëi îáåðòàííÿ, äîâãîòðèâàëà ñèíõðîíiçàöiÿ ç ïåðåìèêàííÿì, õèìåðíi ñòàíè,

õàîòè÷íà ñèíõðîíiçàöiÿ i ò.ï. I ïðè öüîìó ó êëàñè÷íié ÌÊ êîæåí îñöèëÿòîð

îïèñó¹òüñÿ âñüîãî îäíèì ðiâíÿííÿì, â ÿêîìó òàêîæ âêàçó¹òüñÿ ñïîñiá éîãî

âçà¹ìîäi¨ ç iíøèìè îñöèëÿòîðàìè. Iíøèì âàæëèâèì ìîìåíòîì äëÿ ìîäåëi

¹ ¨¨ ãíó÷êiñòü: ìîæëèâiñòü ëåãêî îïèñóâàòè ðiçíi ìåðåæi âçà¹ìîäié, ìîæëè-

âiñòü ëåãêî óñêëàäíþâàòè ñïîñîáè âçà¹ìîäi¨, íàïðèêëàä, óñêëàäíþþ÷è ôóí-

êöiþ âçà¹ìîäi¨, óçàãàëüíþþ÷è îïèñ âëàñíèõ ÷àñòîò îñöèëÿòîðiâ àáî ââîäÿ÷è

àäàïòàöiþ ÷è ïëàñòè÷íiñòü (çàïèñóþ÷è äîäàòêîâi ðiâíÿííÿ äëÿ îïèñàííÿ çà-

ëåæíîñòi ñèëè âçà¹ìîäi¨ åëåìåíòó âiä éîãî ïîòî÷íî¨ ôàçè).

Âàæëèâèé âíåñîê ó ðîçâèòîê òà ïîïóëÿðíiñòü ÌÊ çðîáèâ, íà íàøó äóìêó,

àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Ñ. Ñòðîãàòö, ÿêèé ¹ òàêîæ ñïiâàâòîðîì êiëüêîõ òå-

îðié ñòîñîâíî âêàçàíî¨ ìîäåëi (çîêðåìà, òåîði¨ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà), à òàêîæ

àâòîðîì ÷èñåëüíî¨ êiëüêîñòi äóæå öèòîâàíèõ ñòàòåé òà êíèã ïðî ñèíõðîíi-

çàöiþ [307]. Òàêîæ ñëiä âiäìiòèòè êíèãó À. Ïiêîâñüêîãî, Ì. Ðîçåíáëþìà òà

Þ. Êóðòöà [265], â ÿêié äóæå äåòàëüíî âèêëàäåíî iñòîðiþ ñèíõðîíiçàöi¨, ¨¨ ôi-

çè÷íó ìîòèâàöiþ, ìàòåìàòè÷íèé îïèñ òà ïåðñïåêòèâè çàñòîñóâàííÿ ó ðiçíèõ

ãàëóçÿõ ïðèðîäîçíàâñòâà.

Äîñëiäæåííÿ ìîäåëi Êóðàìîòî òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ïðèçâîäÿòü äî ïîÿâè

íîâèõ òèïiâ ìîäåëåé êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè òà íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié.

Âiäìiòèìî, çîêðåìà, ìîäåëü Êóðàìîòî ç çàïiçíåííÿì [288, 243, 198, 319, 161,

102], îñöèëÿòîðíó ìîäåëü ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì Áîðèñþêà�Êàçàíîâè÷à

[185, 186, 85, 327, 200], îñöèëÿòîðíi ìåðåæi ç õàáàìè [195, 196, 287, 326], ìî-

äåëü Êóðàìîòî ç ïëàñòè÷íiñòþ [289, 226, 267], ìîäåëi Êóðàìîòiâñüêîãî òèïó

ç àäàïòàöi¹þ [189, 182, 87], ðiçíèöåâó ìîäåëü Êóðàìîòî [319, 224], íåñêií-
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÷åííî�âèìiðíi ìîäåëi Êóðàìîòiâñüêîãî òèïó (îòðèìàíi ïðè òåðìîäèíàìi÷íèõ

ïåðåõîäàõ) [106, 309, 16, 236, 255], ëàíöþãîâi òà êiëüöåâi îñöèëÿòîðíi ìîäå-

ëi [123, 318, 270, 207, 14, 261, 247, 88], ðiçíîìàíiòíi ìîäåëi òèïó Êóðàìîòî

ç âèïàäêîâèìè ðîçïîäiëàìè ÷àñòîò òà øóìîì [306, 309, 16, 317, 166], ìî-

äåëü Êóðàìîòî ç íåëiíiéíèìè ôàçîâèìè çñóâàìè Ïiêîâñüêîãî�Ðîçåíáëþìà

[276, 263, 264], ÌÊ çi çâîðîòíiì âïëèâîì [315, 268, 161], ìîäåëi Êóðàìî-

òî ç iíåðöi¹þ [16, 246, 177, 55, 102] òà ìîäåëi Êóðàìîòî íà ìåðåæàõ, çàäà-

íèõ ñïåöèôi÷íèìè ãðàôàìè [117, 113, 36, 35]. Êðiì çàçíà÷åíî¨ âèùå òåîði¨

Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà, âiäìiòèìî òàêîæ àíçàö Îòòà�Àíòîíñåíà [251], òåîðiþ

Õîíã�Ñòðîãàòöà [167, 169], à òàêîæ ÷èñëåííi äîñëiäæåííÿ (ÿêi ìîæíà ââàæà-

òè îêðåìîþ òåîði¹þ) ïðî ðåæèìè ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ òà ãåòåðîêëiíi÷íi

ñòðóêòóðè ó ñèñòåìàõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ [159, 36, 198, 311, 17, 35].

Äóæå âàæëèâèìè ó òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ¹ âèÿâëåíi É. Êóðàìîòî òà Ä. Áàò-

òîãòîõîì êîãåðåíòíî�íåêîãåðåíòíi ñòàíè [207], ÿêi ïiçíiøå Ä. Àáðàìñ òà

Ñ. Ñòðîãàòö íàçâàëè �õèìåðíèìè ñòàíàìè� àáî ïðîñòî �õèìåðàìè� [14, 15].

Êðiì ñâî¹ðiäíî¨ ñòðóêòóðè, õèìåðíi ðåæèìè ¹ öiêàâèìè òèì, ùî öi ðåæèìè

ñïî÷àòêó îïèñàíi ìàòåìàòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè i ëèøå çãîäîì (ïðèáëèçíî ÷åðåç

äåñÿòèði÷÷ÿ) ïiäòâåðäæåíi ÷èñëåííèìè ôiçè÷íèìè åêñïåðèìåíòàìè.

Âiäìiòèìî, ùî çà äîïîìîãîþ ìîäåëi Êóðàìîòî òà ïîäiáíèõ ìîäåëåé áóëè

îòðèìàíi çíà÷íi ðåçóëüòàòè ïðè äîñëiäæåííi òàêèõ ðåæèìiâ, ÿê �çìàãàííÿ

áåç ïåðåìîæöiâ� [33, 18, 17], �ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå� [346, 183, 223, 87],

�çìàãàííÿ çà ñèíõðîíiçàöiþ�[173, 221, 237, 190]. Òàêîæ çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè

Êóðàìîòî ìîæóòü áóòè çìîäåëüîâàíi ïåâíi ñèòóàöi¨ â òåîði¨ iãîð òà òåîði¨

êîíôëiêòiâ [9, 98].

Îñêiëüêè âàðiàöi¨ ìîäåëi Êóðàìîòî äîçâîëÿþòü ëåãêî êîíñòðóþâàòè ñè-

ñòåìè ç íàïåðåä çàäàíèìè ñèìåòðiÿìè, òî âîíè äîçâîëÿþòü âèÿâëÿòè âçà¹ìî-

çàëåæíiñòü ìiæ ñèìåòðiÿìè ñèñòåìè òà ¨¨ iíâàðiàíòíèìè ìíîæèíàìè, à òàêîæ

ïðèçâîäÿòü äî çíàõîäæåííÿ òà äîñëiäæåííÿ íîâèõ òèïiâ áiôóðêàöié. Òàêîæ

ìîäåëi Êóðàìîòiâñüêîãî òèïó øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèäiëåííÿ òà äî-

ñëiäæåííÿ ôàçîâî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ó ñèñòåìàõ áiëüø ñêëàäíî¨ ïðèðîäè, êîëè

îäèí âóçîë çàäà¹òüñÿ áàãàòüìà äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. Îñîáëèâî òà-

êi ìåòîäè åôåêòèâíi äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiçíèõ òèïiâ ñèíõðîíiçàöi¨ â íåéðîííèõ
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ìåðåæàõ.

Íà äàíèé ìîìåíò iñíóþòü òèñÿ÷i ñòàòåé, ïðèñâÿ÷åíèõ ðiçíîìàíiòíèì âà-

ðiàöiÿì òà óçàãàëüíåííÿì ìîäåëi Êóðàìîòî, à òàêîæ äîñëiäæåííÿì ñèíõðî-

íiçàöi¨ òà êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ òà íåéðîíiâ. Âåëèêi

îãëÿäè äàíî¨ òåìàòèêè ìîæíà çíàéòè, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [120, 109, 265, 309,

270, 308, 63, 16, 64, 24, 151, 117, 35, 275]. Ó äàíîìó êîíòåêñòi òàêîæ ñëiä

îñîáëèâî âiäçíà÷èòè ìîíîãðàôi¨ [62, 141, 170, 265, 338, 307, 176, 50].

Âiäìiòèìî, ùî ìîäåëü Êóðàìîòî (òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿ) ìåðåæi

îäíî�âèìiðíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ ÷àñòî ïåðåõiäíèì åòàïîì äëÿ äîñëiäæå-

ííÿ ìåðåæ áiëüø ñêëàäíèõ áàãàòîâèìiðíèõ åëåìåíòiâ. Çîêðåìà òàêà ñèñòåìà

ìîæå áóòè îòðèìàíîþ ÿê óñåðåäíåííÿ áiëüø ñêëàäíî¨ ñèñòåìè çi çáåðåæåí-

íÿì ïåâíèõ âëàñòèâîñòåé êîëåêòèâíî¨ ïîâåäiíêè [43, 330, 331, 333, 284, 339].

Ñòàíäàðòíà ìîäåëü Êóðàìîòî âèíèêëà ÿê ôàçîâà ÷àñòèíà çâ'ÿçàíèõ êîì-

ïëåêñíî�çíà÷íèõ ñèñòåì Ñòþàðòà�Ëàíäàó [206]. Ìîòèâàöi¹þ É. Êóðàìîòî

äî ñòâîðåííÿ ìîäåëi ñëóãóâàëè éîãî ñïîñòåðåæåííÿ ïîâåäiíêè õiìi÷íèõ

òà áiîëîãi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Ïiñëÿ âèíèêíåííÿ ìîäåëü Êóðàìîòî çíàéøëà

ñâî¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè äîñëiäæåííÿõ íåéðîííèõ ìåðåæ, íàäïðîâiä-

íèêîâèõ ç'¹äíàíü Äæîçåôñîíà, ìàñèâàõ ëàçåðiâ òà ìîäåëþâàííi áàãàòüîõ

iíøèõ ñêëàäíèõ ñèñòåì âçà¹ìîäiþ÷èõ åëåìåíòiâ. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî äëÿ

ìîäåëþâàííÿ îêðåìèõ åëåìåíòiâ ìåðåæi ó áiëüøîñòi ïðèêëàäíèõ âèïàäêiâ

çàñòîñîâóþòüñÿ áàãàòîâèìiðíi ñèñòåìè ç äóæå ñêëàäíîþ iíäèâiäóàëüíîþ

ïîâåäiíêîþ, äëÿ ìîäåëþâàííÿ ¨õ êîëåêòèâíî¨ ïîâåäiíêè ìîæå áóòè äîñòàòíüî

âèâ÷åííÿ ëèøå ¨õ ôàçîâî¨ (ó ïåâíîìó ðîçóìiííi) ñèíõðîíiçàöi¨. Îäíèì

çi ñïîñîáiâ äîñëiäæåííÿ ñèíõðîíiçàöi¨ äàíèõ ¹ âèäiëåííÿ ôàç ñèãíàëiâ

çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ãiëüáåðòà [277], ùî äà¹ çìîãó ïîäàëüøîãî ¨õ

äîñëiäæåííÿ ó âèãëÿäi îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì.

Ó äàíié ðîáîòi áóäóòü ðîçãëÿäàòèñü ðiçíîìàíiòíi îñöèëÿòîðíi ìîäåëi, ùî

¹ óçàãàëüíåííÿìè ó ðiçíèõ íàïðÿìêàõ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Êóðàìîòî. Áóäå ïî-

êàçàíî, ÿê ðiçíîìàíiòíi òèïè çâ'ÿçêiâ âïëèâàþòü íà óòâîðåííÿ ðiçíèõ òèïiâ

êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè â ñèñòåìi òà íà áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè ìiæ ðiçíèìè ðå-

æèìàìè. Òàêîæ ïîêàæåìî, ÿê ñèìåòði¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ åëåìåíòàìè òà ôóíêöi¨

çâ'ÿçêiâ ó ìîäåëÿõ âïëèâàþòü íà óòâîðåííÿ ðiçíèõ òèïiâ ñèíõðîíiçàöi¨. Ñïî-
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÷àòêó áóäóòü ðîçãëÿíóòi íàéáiëüø ïîïóëÿðíi ìîäåëi iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ

ç ãëîáàëüíèì çâ'ÿçêîì, à ñàìå: ñòàíäàðòíà ìîäåëü Êóðàìîòî, ìîäåëü Êóðà-

ìîòî�Ñàêàãó÷i (ç îäíî�ãàðìîíi÷íèì çâ'ÿçêîì òà ôàçîâèì çñóâîì), ìîäåëü Ïi-

êîâñüêîãî�Ðîçåíáëþìà (ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì, çàëåæíèì âiä ïàðàìå-

òðó ïîðÿäêó), ìîäåëü Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹ (ç äâî�ãàðìîíi÷íèì çâ'ÿçêîì) òà

óçàãàëüíåíà ìîäåëü Äàiäî/Õîíã�Ñòðîãàòöà (ç ïðèòÿãóþ÷èìè òà âiäøòîâõóþ-

÷èìè åëåìåíòàìè i ôàçîâèì çñóâîì). Äàëi áóäå ðîçãëÿíóòî ìîäåëi iäåíòè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ ç ñèìåòðè÷íèìè ãðàôàìè âçà¹ìîäi¨, à ñàìå: ìîäåëü ç öåíòðàëü-

íèì åëåìåíòîì, ìîäåëü ç öèðêóëÿíòíèì çâ'ÿçêîì, ìåðåæà íåðîçðiçíþâàíèõ

îñöèëÿòîðiâ, ìîäåëi ç áëî÷íî�ñèìåòðè÷íèìè çâ'ÿçêàìè. Äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ìî-

äåëåé íåãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ îñíîâíîþ ìåòîþ áóäå ïîêàçàòè íà-

ÿâíiñòü êîëåêòèâíèõ äèíàìiê ç ïåâíèìè îñîáëèâîñòÿìè, êîëè âçà¹ìîäiÿ ìiæ

åëåìåíòàìè ñïåöiàëüíî áóäó¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá áóëè òi ÷è iíøi îñîáëèâi

òèïè ðîçâ'ÿçêiâ. Áiëüøó ÷àñòèíó ðîáîòè çàéìà¹ äîñëiäæåííÿ ñèñòåì ç ïåâíè-

ìè òèïàìè ñèìåòði¨: ñèìåòðè÷íîþ (ó òîìó ÷è iíøîìó ðîçóìiííi) àðõiòåêòóðîþ

ìåðåæ çâ'ÿçêiâ, ïîâíiñòþ iäåíòè÷íèìè (àáî iäåíòè÷íèìè ó ñåðåäèíi êiëüêîõ

ãðóï) åëåìåíòàìè ó âóçëàõ ìåðåæi, îäíàêîâèìè ôóíêöiÿìè âçà¹ìîäi¨ îäíîãî

åëåìåíòà íà iíøèé. Ïðîòå òàêîæ áóäóòü ðîçãëÿäàòèñü ñèñòåìè íåiäåíòè÷íèõ

åëåìåíòiâ, à òàêîæ áiôóðêàöi¨, ùî ïðèçâîäÿòü äî ðóéíóâàííÿ òàêèõ ñèìåòðié.

Îñîáëèâó óâàãó áóäå ïðèäiëåíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíî¨ ÷óòëèâîñòi êîëå-

êòèâíèõ ðåæèìiâ äî çáóðåíü ÷àñòîò, ùî ðóéíóþòü ñèìåòði¨ ñèñòåìè.

Ïåâíà êiëüêiñòü ñèñòåì, ùî äîñëiäæóþòüñÿ ó äàíié ðîáîòi ¹ âæå äîáðå âi-

äîìèìè ìîäåëÿìè ç äîáðå îïèñàíîþ iñòîðiþ âèíèêíåííÿ òà äîáðå îáãðóíòîâà-

íîþ ôiçè÷íîþ, áiîëîãi÷íîþ ÷è íåéðîííîþ ìîòèâàöi¹þ. Iíøi ìîäåëi ¹ íîâèìè,

äî âèíèêíåííÿ ÿêèõ ìà¹ ïðè÷åòíiñòü àâòîð äàíî¨ ðîáîòè. Ó êîæíîìó âèïàäêó

ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi îïèñóþòü ïåâíi êîëåêòèâíi ïðèðîäíi ÿâèùà. Ìàòåìàòè÷íi

ðåçóëüòàòè, ùî îïèñóþòü òi ÷è iíøi ðåæèìè êîëåêòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨ åëåìåíòiâ,

çàâæäè ìàþòü âiäïîâiäíó ïðèðîäíè÷ó iíòåðïðåòàöiþ.
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1.2. Ìîäåëi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ òèïó Êóðàìîòî

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåíü äàíî¨ ðîáîòè ¹ ðiçíi êîëåêòèâíi ðåæèìè ó ìåðåæàõ

çâ'ÿçàíèõ åëåìåíòiâ. Ìàòåìàòè÷íå çàäàííÿ ìåðåæ äèíàìi÷íî âçà¹ìîäiþ÷èõ

ìiæ ñîáîþ åëåìåíòiâ (îñöèëÿòîðiâ, íåéðîíiâ, òîùî) çàâæäè ìà¹ òðè îñíîâíi

ñêëàäîâi :

1. Îïèñàííÿ äèíàìiêè iíäèâiäóàëüíîãî (íå çâ'ÿçàíîãî ç iíøèìè) âóçëà çà

äîïîìîãî ðiâíÿíü àáî ñèñòåì ðiâíÿíü.

2. Îïèñàííÿ àðõiòåêòóðè âçà¹ìîäi¨ ìiæ îêðåìèìè åëåìåíòàìè ìåðåæi,

ùî íàé÷àñòiøå ìîæëèâî çà äîïîìîãîþ ãðàôó çâ'ÿçêiâ.

3. Îïèñàííÿ âïëèâó îäíîãî åëåìåíòó íà iíøèé ó êîæíié ëàíöi çâ'ÿçêè,

ùî âiäáóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâèõ âèðàçiâ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ

ñèñòåìè iíäèâiäóàëüíîãî åëåìåíòà àáî çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâèõ ðiâíÿíü

÷è ñèñòåì ðiâíÿíü.

Ìîæëèâiñòü ÿêîìîãà ïðîñòiøå çàäàòè ñèñòåìó àáî ðåäóêóâàòè iñíóþ÷ó ñèñòå-

ìó äî ïðîñòiøîãî âèãëÿäó ÷àñòî ¹ ÷è íå ¹äèíèì ñïîñîáîì ïîâíîãî àíàëiòè-

÷íîãî îïèñàííÿ ïåâíèõ ðåæèìiâ. Âîäíî÷àñ òàêà ñèñòåìà ìóñèòü çàäîâîëüíÿ-

òè çãàäàíèì âèùå âëàñòèâîñòÿì 1�3. Ìîäåëi çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

(íàéáiëüø âiäîìèìè ç ÿêèõ ¹ ìîäåëü Âiíôði òà ìîäåëü Êóðàìîòî) ç îäíîãî áî-

êó ¹ äîñèòü ïðîñòèìè, ç iíøîãî äîçâîëÿþòü ãàðíî îõàðàêòåðèçóâàòè áiëüøiñòü

ìîæëèâèõ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ. Íèæ÷å îïèøåìî ôàçîâó ìîäåëü Êóðàìîòî

òà íàéáiëüø õàðàêòåðíi ïîíÿòòÿ ç íåþ ïîâ'ÿçàíi. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áó-

äóòü ðîçãëÿäàòèñü ÿê ñïðîùåííÿ, òàê i óçàãàëüíåííÿ òàêî¨ ñèñòåìè.

1.2.1. Îïèñàííÿ ñèñòåìè

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ N

çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

dθi
dt

= ωi +
1

N

N∑
j=1

KijΓij(θi − θj), i = 1, . . . , N, (1.1)
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äå θi ∈ [0, 2π) = T1 � ôàçîâi çìiííi, ωi � âëàñíi ÷àñòîòè îñöèëÿòîðiâ, Kij �

ïàðàìåòðè (ñèëè) çâ'ÿçêiâ ìiæ îñöèëÿòîðàìè, Γij(x) � ãëàäêi 2π�ïåðiîäè÷íi

ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó. Äàíó ñèñòåìó áóäåìî äàëi íàçèâàòè óçàãàëüíåíîþ ìîäåëëþ

Êóðàìîòî àáî ìîäåëëþ òèïó Êóðàìîòî. Äàëi íàãîëîñèìî íà òîìó, ùî êîæíà

çìiííà θi ñèñòåìè (1.1) ïðîáiãà¹ îäíîâèìiðíå êîëî i îòæå, ôàçîâèì ïðîñòîðîì

ñèñòåìè ¹ òîð TN . Äëÿ íàî÷íîñòi ìîæåìî óÿâëÿòè N òî÷îê, ÿêi ðóõàþòüñÿ ó

îäíîìó íàïðÿìêó ïî êîëó ç âëàñíèìè êóòîâèìè øâèäêîñòÿìè ωi ó âèïàäêó,

êîëè ñèñòåìà íå çâ'ÿçàíà (êîëè âñi Kij = 0) i ÿêi ìàþòü ñïiëüíó êîëåêòèâíó

äèíàìiêó ó âèïàäêó íàÿâíîñòi çâ'ÿçêiâ. Íàÿâíiñòü çâ'ÿçêiâ ó ñèñòåìi òà çà-

ëåæíiñòü îêðåìèõ ôàçîâèõ òî÷îê (îêðåìèõ çìiííèõ ñèñòåìè) îäíà âiä îäíî¨

ìîæå ñïðè÷èíÿòè äîñèòü ñêëàäíó çàãàëüíó ïîâåäiíêó. Çîêðåìà çãàäàíi ôàçîâi

òî÷êè ïiä äi¹þ êîëåêòèâíîãî âïëèâó îäíà íà îäíó ìîæóòü: ðóõàòèñü íå ëèøå

ó îäíîìó íàïðÿìêó, à é êîëèâàòèñü äîñèòü ðiçíîìàíiòíèì ÷èíîì, çáèðàòèñÿ

â ãðóïè (êëàñòåðè) i ðóõàòèñü ðàçîì ïðîòÿãîì ÿêîãîñü ÷àñó àáî ïåðìàíåíòíî,

ðóõàòèñü ïðîòÿãîì äîâãîãî ÷àñó ðàçîì ç ÿêîþñü ãðóïîþ, à ïîòiì çà êîðîòêèé

÷àñ ïåðåéòè ó iíøó ãðóïó, êîëèâàòèñü õàîòè÷íî i òàê äàëi. Ïàðàìåòð Kij âêà-

çó¹ íà ñèëó âïëèâó i�òîãî îñöèëÿòîðà íà j�é. Ðiâíiñòü áóäü�ÿêîãî ç ïàðàìå-

òðiâ Kij íóëþ îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü çâ'ÿçêiâ ìiæ âiäïîâiäíèìè îñöèëÿòîðàìè.

Ñèñòåìà (1.1) ¹ äîñèòü çàãàëüíîþ. ×àñòiøå, ÿê ïðàâèëî, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

îäíà ôóíêöiÿ çâ'ÿçêiâ Γij(x) = g(x). Ñòàíäàðòíà ìîäåëü Êóðàìîòî (ç ÷î-

ãî âñå ïî÷èíàëîñü) îïèñó¹ ñèñòåìó ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç îäíi¹þ

ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó Γij(x) = − sinx òà îäíàêîâèìè ñèëàìè âçà¹ìîäi¨ Kij = K

äëÿ âñiõ çíà÷åíü iíäåêñiâ. Ïðèðîäíüî òàêîæ ïî÷èíàòè äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè

Êóðàìîòî ó âèïàäêó iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, òîáòî êîëè ωi = ω,

i = 1, . . . , N , îñêiëüêè òàêà ñèñòåìà ¹ ìàêñèìàëüíî ñèìåòðè÷íîþ. Âèïàäîê

iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ íàéáiëüø äîñëiäæóâàíèì äëÿ áóäü�ÿêèõ ñïîñîáiâ

âçà¹ìîäi¨, âií äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ãàðíi àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè íà âiäìi-

íó âiä íåiäåíòè÷íèõ âèïàäêiâ. Òèì áiëüøå íåî÷iêóâàíèìè ÷àñòî ¹ ðåçóëüòàòè

(ÿê ïðàâèëî, ñïî÷àòêó îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíî¨ ñèìóëÿöi¨) ðiçíî-

ìàíiòíèõ ðåæèìiâ, ÿêi çäàþòüñÿ äóæå íåñèìåòðè÷íèìè ó ñèìåòðè÷íèõ óìîâàõ

âçà¹ìîäi¨ (òàêi ÿê ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè ÷è õèìåðíi ñòàíè). Âàðiþþ÷è

åëåìåíòè ìàòðèöi âçà¹ìîäi¨ ìiæ îñöèëÿòîðàìè Kij, ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó Γij(x) òà
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âëàñíi ÷àñòîòè ωij, ìîæíà ñòâîðèòè ñèòóàöiþ, êîëè ñèñòåìà (1.1) ìà¹ òó ÷è

iíøó íàïåðåä çàäàíó ñèìåòðiþ. ×àñòî ñèìåòði¨ â ïîäiáíèõ ñèñòåìàõ ¹ äîáðå

ïðèõîâàíèìè i ìîæóòü áóòè âèÿâëåíi ëèøå ïðè äåòàëüíîìó äîñëiäæåííi.

Ñèñòåìà (1.1) ìîæå áóòè óçàãàëüíåíà ðiçíèìè ñïîñîáàìè ç óðàõóâàííÿì

òèõ ÷è iíøèõ îñîáëèâîñòåé îá'¹êòó, ùî ìîäåëþ¹òüñÿ. Íàéáiëüø ïðèðîäíiì ¹

ðîçøèðåííÿ ñèñòåìè çà ðàõóíîê ââåäåííÿ íîâèõ ðiâíÿíü, ÿêi îïèñóþòü çà-

ëåæíiñòü ñèëè çâ'ÿçêó ìiæ åëåìåíòàìè âiä ñòóïåíi ñèíõðîíiçàöi¨ ìiæ íèìè.

Îñêiëüêè ñèñòåìè ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ ïåâíèìè ðåäóêöiÿìè íåéðîííèõ ìî-

äåëåé, òî òàêi çâ'ÿçêè îïèñóþòü ÿâèùà àäàïòàöi¨ [189, 182, 87] ÷è ñèíàïòè÷íî¨

ïëàñòè÷íîñòi âçà¹ìîäiþ÷èõ íåéðîíiâ[226, 289, 267, 61, 260]. Ó öüîìó âèïàäêó

ïàðàìåòðè çâ'ÿçêiâ ¹ ôóíêöi¹þ ÷àñó Kij = Kij(t), äëÿ ÿêè çàäàþòüñÿ äîäà-

òêîâi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Ó áiëüø çàãàëüíèõ ìîäåëÿõ iíøi ïàðàìåòðè

ñèñòåìè (1.1) ìîæóòü ïåðåòâîðèòèñü ó ôóíêöi¨ äëÿ áiëüø òî÷íîãî îïèñàííÿ

ïåâíèõ ôiçè÷íèõ ÷è íåéðîííèõ îñîáëèâîñòåé êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè.

Îñíîâíèì çàâäàííÿì ðîáîòè ¹ îïèñàííÿ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ñêií÷åí-

íî�âèìiðíèõ ñèñòåì. Ïðîòå ó ïåâíèõ âèïàäêàõ áóäóòü ðîçãëÿäàòèñü òàêîæ

òåðìîäèíàìi÷íi ãðàíè÷íi ïåðåõîäè ïðè N →∞ òà ïîðiâíþâàòèñü âëàñòèâîñòi

ñêií÷åííî òà íåñêií÷åííî�âèìiðíèõ ñèñòåì.

1.2.2. Ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

Âiäìiòèìî, ùî ïðàâi ÷àñòèíè çàãàëüíî¨ ñèñòåìè (1.1) çàëåæàòü âiä ôàçî-

âèõ ðiçíèöü θi − θj, ùî ñâiä÷èòü ïðî íàÿâíiñòü ó ñèñòåìè ñèìåòði¨ ôàçîâîãî

çñóâó T1 âçäîâæ êîëà, ÿêèé çàäà¹òüñÿ äi¹þ θi 7→ θi + ε. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ

äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ âèäiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ìîæíà çàôiêñóâàòè

îäèí îñöèëÿòîð i äàëi ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó ó ôàçîâèõ çìiííèõ, ÿêà ìà¹ ìåíøó

íà îäèíèöþ ðîçìiðíiñòü. Çîêðåìà ìè ôiêñó¹ìî ïåðøèé îñöèëÿòîð i ââîäèìî

ôàçîâi ðiçíèöi

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N − 1. (1.2)

Òàêèì ÷èíîì, âiä ñèñòåìè (1.1) ïåðåõîäèìî äî äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ

ðiçíèöÿõ:
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dϕi
dt

= ∆i+
1

N

N∑
j=1

(K1,jΓ1,j(ϕj−1)−Ki+1,jΓi+1,j(ϕj−1 − ϕi−1)) , i = 1, . . . , N−1,

(1.3)

äå ∆i = ω1 − ωi+1, i = 1, . . . , N − 1, òà ϕ0 := 0. Îñòàííÿ ñèñòåìà �ïîãëèíà¹�

âêàçàíó ñèìåòðiþ. Öiëèé îäíî�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ñèíõðîíiçà-

öi¨ θi = θ, i = 1, . . . , N , äëÿ ñèñòåìè (1.1) ñòèñêà¹òüñÿ â îäíó òî÷êó ϕi = 0,

i = 1, . . . , N − 1, äëÿ íîâî¨ ñèñòåìè. Íåäîëiêàìè íîâî¨ ñèñòåìè ¹ âiäñóòíiñòü

àáî ïðèõîâàíiñòü îäíi¹¨ iç ñèìåòðié òà áiëüø ñêëàäíà ¨¨ ïðàâà ÷àñòèíà. Ïå-

ðåâàãàìè ¹ òå, ùî ïåâíi îñîáëèâi ìíîæèíè çìåíøóþòü ñâîþ ðîçìiðíiñòü íà

îäèíèöþ (íå çàâæäè, â çàëåæíîñòi âiä ñèòóàöi¨), ùî ìà¹ ïåâíi ñïiëüíi ðèñè

ç äîñëiäæåííÿì ïåðåðiçiâ Ïóàíêàðå ïðè îïèñàííi ïåâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèíàìi-

÷íî¨ ñèñòåìè. Òàê, çîêðåìà, çàìiñòü äîñëiäæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÷à-

ñòî ìîæíà îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì ïîëîæåíü ðiâíîâàãè, à çàìiñòü äîñëiäæåííÿ

êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié � ïåðiîäè÷íèìè îðáiòàìè. Ó îñòàííiõ âèïàäêàõ

äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöiéíèé àíàëiç çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ. Äëÿ çðó-

÷íîñòi äîñëiäæåíü äëÿ ðåäóêöi¨ ñèñòåìè (1.1) êðiì ôàçîâèõ ðiçíèöü (1.2) ìî-

æíà êîðèñòóâàòèñü áóäü�ÿêèì íàáîðîì ç N−1 ôàçîâèõ ðiçíèöü ϕij = ϕi−ϕj,
îñêiëüêè äèíàìiêè ðiçíèõ çâåäåíèõ ñèñòåì ¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè ìiæ

ñîáîþ.

1.2.3. Îçíà÷åííÿ êîëåêòèâíèõ äèíàìi÷íèõ ðåæèìiâ

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi íàäàìî äåêiëüêà îñíîâíèõ îçíà÷åíü ðiçíèõ òèïiâ ñèí-

õðîíiçàöi¨, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü óïðîäîâæ óñi¹¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè. Îçíà÷åííÿ äàþòüñÿ äëÿ ñèñòåìè ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ òèïó Êóðàìîòî

(1.1), àëå âîíè ¹ äiéñíèìè äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ (ÿê,

íàïðèêëàä, ñèñòåìà Âiíôði [337, 338]) ÷è ðîçøèðåíèõ ôàçîâèõ ñèñòåì (ÿê

ñèñòåìè ç àäàïòàöi¹þ ÷è iíåðöi¹þ).

Îäíèì ç äóæå âàæëèâèõ ïîíÿòü äëÿ ðîçóìiííÿ òà îöiíþâàííÿ ñòóïåíÿ

ñèíõðîíiçàöi¨ â ñèñòåìàõ çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ ïîíÿòòÿ ïàðàìåòðó

ïîðÿäêó Êóðàìîòî [205, 206].
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Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Êîìïëåêñíå ñåðåäí¹ ïîëå

Z(t) = R(t)eıψ(t) =
1

N

N∑
j=1

eıθj(t)

äå ı =
√
−1, áóäåìî íàçèâàòè êîìïëåêñíèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó, à éîãî àì-

ïëiòóäó R(t) � ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó (ó ðiçíèõ äæåðåëàõ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó

íàçèâàþòü àáî Z àáî R).

Íèæ÷å íàäàìî îçíà÷åííÿ ðiçíèõ íàéáiëüø âàæëèâèõ òèïiâ ñèíõðîíiçàöi¨

â ñèñòåìi (1.2.1).

Îçíà÷åííÿ 1.3.2. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äâà îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ ôàçîâî

ñèíõðîíiçîâàíèìè, ÿêùî |θi(t)− θj(t)| → 0 ïðè t→∞ (ÿêùî ãðàíèöÿ iñíó¹).

Îçíà÷åííÿ 1.2.3. Îñöèëÿòîðè θi òà θj çíàõîäÿòüñÿ ó ïðîòèôàçi, ÿêùî |θi(t)−
θj(t)| → π ïðè t→∞.

Îçíà÷åííÿ 1.2.4. Îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ ôàçîâî çàìêíóòèìè, ÿêùî |θi(t) −
θj(t)| ≤ const < 2π äëÿ äîâiëüíèõ t.

Ó äàíîìó îçíà÷åííi ïðèïóñêà¹òüñÿ íåïåðåðâíà ðåïðåçåíòàöiÿ ôàç îñöèëÿ-

òîðiâ ÿê ôóíêöié θi = θi(t) çi çíà÷åííÿìè íà íåôàêòîðèçîâàíié ïðÿìié R.
Îçíà÷åííÿ 1.2.5. Îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ ôàçîâî íåçàìêíóòèìè, ÿêùî óìîâà

ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.6. Îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ äåñèíõðîíiçîâàíèìè, ÿêùî âîíè íå

¹ ôàçîâî çàìêíóòèìè.

Òîáòî, îñöèëÿòîðè ¹ äåñèíõðîíiçîâàíèìè, ÿêùî ôóíêöiÿ |θi(t)−θj(t)| áóäå
ïåðåâèùóâàòè 2π ïðè t→∞ ó íåïåðåðâíié iíòåðïðåòàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.2.7. Ñèñòåìà ìà¹ ðåæèì ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync, ÿêùî âñi

¨¨ îñöèëÿòîðè ¹ ñèíõðîíiçîâàíèìè ìiæ ñîáîþ, òîáòî Θsync = (θ, . . . , θ).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî R =

R(Θsync) = 1.

Îçíà÷åííÿ 1.2.8. Îäíî÷àñíà ñèíõðîíiçàöiÿm îñöèëÿòîðiâ (m ≥ 2) ó ñèñòåìi

íàçèâà¹òüñÿ àáî m�êëàñòåðîì, àáî (ïðîñòî) êëàñòåðîì.

Îçíà÷åííÿ 1.2.9. Íàçâåìî k�êëàñòåðíèì ñòàíîì òàêå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè

îñöèëÿòîðiâ (θ1, . . . , θN), ïðè ÿêîìó âñÿ ìíîæèíà ¨õ iíäåêñiâ ðîçáèòà íà ïiä-
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ìíîæèíè òàêèì ÷èíîì

A = {1, . . . , N} =
k⋃
j=1

Aj, Aj ∩ Ai = ∅ äëÿ j 6= i,

ùî áóäü�ÿêi îñöèëÿòîðè θiòà θm ¹ ðiâíèìè (ïðè t → ∞), ÿêùî ¨õ iíäåêñè

íàëåæàòü îäíié ïiäìíîæèíi Aj òà âîíè íå äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó, ÿêùî

¨õ iíäåêñè íàëåæàòü ðiçíèì ïiäìíîæèíàì. Âåëè÷èíîþ êîæíîãî êëàñòåðó aj ¹

÷èñëî iíäåêñiâ âiäïîâiäíî¨ ìíîæèíè aj = |Aj|,
∑k

j=1 aj = N .

Îçíà÷åííÿ 1.2.10. Ñèñòåìà ìà¹ ñòàí ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ ôàç (àáî õâèëi

îáåðòàííÿ) Θsplay , ÿêùî Θi,i+1 = m · 2π/N , i = 1, . . . , N (iíäåêñ i áåðåòüñÿ çà

ìîäóëåì N). àáî (ó iíøîìó çàïèñi)

Θsplay =

(
θ, θ +m

2π

N
, θ +m

2 · 2π
N

, . . . , θ +m
(N − 1)2π

N

)
, m = 1, . . . , N − 1.

Ïàðàìåòð ïîðÿäêó R(Θsplay) = 0.

Îçíà÷åííÿ 1.2.11. Ñèñòåìà ìà¹ ñòàí ãëîáàëüíî¨ àíòèôàçè, ÿêùî R = 0.

Âiäìiòèìî, ùî ïîïåðåäíié ñòàí ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì îñòàííüîãî: Θsplay ∈
M(N).

Îçíà÷åííÿ 1.2.12. Äâà îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ ÷àñòîòíî ñèíõðîíiçîâàíèìè,

ÿêùî

Ωij := lim
t→∞

1

t
|θi(t)− θj(t)| = 0.

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ äåñèíõðîíiçîâàíèìè ïðè

Ωij 6= 0 àáî êîëè âêàçàíà ãðàíèöÿ íå iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 1.2.13. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà (1.1) ìà¹ ðåæèì ïîâiëüíîãî

ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè, êîëè âiäïîâiäíà ¨é ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

(1.3) ìà¹ ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, ñiäëîâi òî÷êè ÿêîãî âiäïîâiäàþòü êëàñòåðíèì

ðåæèìàì.

Âàðiàöi¹þ ðåæèìó ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìîæíà ââàæàòè òàêîæ ðåæèì,

ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó öèêëó ñèñòåìè (1.3), áëèçüêîìó äî çãàäàíîãî ãåòå-

ðîêëiíi÷íîãî öèêëó i óòâîðåíîãî ïiñëÿ éîãî çíèêíåííÿ âíàñëiäîê áiôóðêàöi¨.

Ìè íå äà¹ìî òóò áiëüø ÷iòêîãî ìàòåìàòè÷íîãî îçíà÷åííÿ, ùîá íå çâóçèòè äàíå
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ïîíÿòòÿ, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çíà÷íîþ êiëüêiñòþ àâòîðiâ ó äåùî ðiçíèõ êîí-

òåêñòàõ ç ìåòîþ îïèñàííÿ ïåâíèõ ôiçè÷íèõ ÷è íåéðîííèõ ÿâèù (äèâ, çîêðåìà,

[159, 193, 17, 19, 285, 339, 41]).

Âiäìiòèìî, ùî â îçíà÷åííÿõ êîæíîãî ç îïèñàíèõ âèùå ðåæèìiâ ìè íå âè-

ìàãàëè éîãî ñòiéêîñòi àáî ñòiéêîñòi âiäïîâiäíî¨ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè, ùî âiäïî-

âiäà¹ ïåâíîìó ðåæèìó. Ñòiéêiñòü êîæíîãî ç òàêèõ ðåæèìiâ ìîæå áóòè ïðåäìå-

òîì îêðåìîãî äîñëiäæåííÿ. Àëå, ÿêùî íå âêàçó¹òüñÿ çâîðîòí¹, ìè ââàæà¹ìî,

ùî ðåæèì iñíó¹, ÿêùî âií àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé. Ìîæóòü áóòè i iíøi ðåæè-

ìè, ïîâ'ÿçàíi ç åëåìåíòàìè ñèíõðîíiçàöi¨ â ñèñòåìi àëå ¨õ iñíóþ÷i îçíà÷åííÿ ¹

äîñèòü ñêëàäíèìè òà íåîäíîçíà÷íèìè. Îçíà÷åííÿ �õèìåðíîãî ñòàíó� âèìàãà¹

ðåòåëüíèõ ïîÿñíåíü òà áóäå äàíî ó ðîçäiëi 6.

Çðîáèìî äåêiëüêà çàóâàæåíü âiäíîñíî îêðåìèõ îçíà÷åíü. Ôàçîâà ñèíõðî-

íiçàöiÿ ¹ áiëüø ñëàáêèì ïîíÿòòÿì, íiæ ÷àñòîòíà. Îñöèëÿòîðè, ÿêi çíàõîäÿ-

òüñÿ ó ïðîòèôàçi, ¹ ÷àñòîòíî ñèíõðîíiçîâàíèìè. Ñèñòåìà ìîæå ìàòè äåêiëüêà

êëàñòåðiâ (ãðóï ñèíõðîíiçîâàíèõ îñöèëÿòîðiâ), ÿêi ïðè öüîìó ìîæóòü áóòè

ôàçîâî çàìêíóòèìè ìiæ ñîáîþ, à ìîæóòü i íå áóòè òàêèìè (îáåðòàòèñü ïî

êîëó òàê, ùî ¨õ ðiçíèöÿ äîëà¹ áàð'¹ð 2π). Ïàðàìåòð ïîðÿäêó R ìîæå áóòè

êîíñòàíòîþ (íàïðèêëàä, ó ðåæèìi ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ÷è ïîâíî¨ ïðîòèôà-

çè), òàê i áóòè ôóíêöi¹þ, çàëåæíîþ âiä ÷àñó R = R(t) (ÿê äëÿ áóäü�ÿêîãî

ðåæèìó, ùî ìà¹ ïðèíàéìíi äâà äåñèíõðîíiçîâàíi îñöèëÿòîðè). Ñêëàäíi êîëå-

êòèâíi äèíàìi÷íi ðåæèìè ìîæóòü áóòè ó ïåâíîìó ðîçóìiííi ñóïåðïîçèöiÿìè

áiëüø ïðîñòèõ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ, ÿê, íàïðèêëàä, õàîòè÷íà ñèíõðîíiçàöiÿ

[257, 256], ãåòåðîêëiíi÷íi õèìåðè [32, 59, 314] ÷è õàîòè÷íi õèìåðè [58, 23]. Óñi

îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíi òóò äëÿ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ìàþòü ñâî¨ ïðèðî-

äíi àíàëîãè äëÿ áiëüø ñêëàäíèõ çâ'ÿçàíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (íàïðèêëàä,

ìîäåëåé íåéðîííèõ ìåðåæ).



Ðîçäië 2

Ñèñòåìè çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ

âçà¹ìîäi¨

2.1. Âèíèêíåííÿ ìîäåëi

Àíñàìáëi ñëàáî çâ'ÿçàíèõ âçà¹ìîäiþ÷èõ åëåìåíòiâ óñïiøíî ìîäåëþþòüñÿ

ìåðåæàìè ç ôàçîâîþ àïðîêñèìàöi¹þ [205, 206, 330, 109]. Ó öüîìó âèïàäêó

íàéïîïóëÿðíiøîþ ¹ ìîäåëü Êóðàìîòî [205]. Îäíèì ç íàéáiëüø âiäîìèõ òà

âèêîðèñòîâóâàíèõ íà ïðàêòèöi ¹ óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ ìîäåëi, à ñàìå ìîäåëü Êó-

ðàìîòî�Ñàêàãó÷i [282]. Öÿ ìîäåëü äîáðå ïîÿñíþ¹ ñàìîîðãàíiçàöiþ ñèñòåìè òà

ïîÿâó ðiçíîìàíiòíèõ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨ (íàïðèêëàä, êëàñòåðiâ ÷è

ñåðåäíüîãî ïîëÿ) â àíñàìáëÿõ, âçàãàëi êàæó÷è, íåiäåíòè÷íèõ åëåìåíòiâ. Ïå-

ðåõiä äî ñèíõðîíiçàöi¨ âiäáóâà¹òüñÿ â ìîìåíò, êîëè ïåâíèé ïàðàìåòð çâ'ÿçêó

íàáóâà¹ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ, ùî ïðèáëèçíî ïðîïîðöiéíå ðîçïîäiëó âëàñíèõ

÷àñòîò [205, 309, 308, 307, 265, 228].

Â ðîáîòàõ À. Ïiêîâñüêîãî òà Ì. Ðîçåíáëþìà áóëî çàïðîïîíîâàíî óçàãàëü-

íåííÿ ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i äëÿ âèïàäêó íåëiíiéíî¨ çâ'ÿçêó [276, 263].

Äîñëiäæåííÿ äàíî¨ ìîäåëi òà ðîçïîâñþäæåííÿ ìåòîäiâ ¨¨ äîñëiäæåííÿ ìîæíà

òàêîæ ïîáà÷èòè ó ðîáîòàõ [132, 140, 264]. Íåëiíiéíiñòü ó öüîìó êîíòåêñòi îçíà-

÷à¹, ùî åôåêò êîëåêòèâíîãî ðåæèìó íà îêðåìèé åëåìåíò çàëåæèòü âiä àìïëi-

òóäè öüîãî ðåæèìó, òàê ùî, íàïðèêëàä, âçà¹ìîäiÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ òà îêðåìî-

ãî îñöèëÿòîðà ìîæå áóòè ïðèòÿãóþ÷îþ äëÿ ñëàáêîãî ïîëÿ i âiäøòîâõóþ÷îþ
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äëÿ ñèëüíîãî. Ôîðìàëüíî öå âiäîáðàæà¹òüñÿ çàëåæíiñòþ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi

Êóðàìîòî-Ñàêàãóòi (ñèëè ç'¹äíàííÿ òà ôàçîâîãî çñóâó) âiä àìïëiòóäè ñåðå-

äíüîãî ïîëÿ. Ìîäåëü äåìîíñòðó¹ íåòðèâiàëüíi åôåêòè, òàêi ÿê ðóéíóâàííÿ

ïîâíiñòþ ñèíõðîííîãî ñòàíó òà ïîÿâà ÷àñòêîâî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ â àíñàìáëi iäåí-

òè÷íèõ åëåìåíòiâ. Êðiì òîãî, ïðè òàêié íåëiíiéíié âçà¹ìîäi¨ ÷àñòîòè êîëåêòèâ-

íîãî ðåæèìó òà îêðåìèõ îñöèëÿòîðiâ ìîæóòü áóòè ðiçíèìè ñóòò¹âî íåñóìiñíè-

ìè. Ôiçè÷íà ìîòèâàöiÿ äëÿ íåëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó.

Âàæëèâèé ðåàëiñòè÷íèé âèïàäîê, êîëè ìîäåëü Êóðàìîòî-Ñàêàãó÷i çàñòîñî-

âó¹òüñÿ ÿê äî ìàñèâó åëåêòðîííèõ îñöèëÿòîðiâ (Äæîçåôñîíîâñüêi ç'¹äíàííÿ)

ç çàãàëüíèì LCR�íàâàíòàæåííÿì (LCR � êîëèâíèé êîíòóð, ùî ìiñòèòü ðå-

çèñòîð (R), êîòóøêó iíäóêòèâíîñòi (L) òà êîíäåíñàòîð (C)). Íàâàíòàæåííÿ

êåðó¹òüñÿ ñóìîþ íàïðóã ç îñöèëÿòîðiâ, à îñöèëÿòîðè êåðóþòüñÿ ñòðóìîì íà-

âàíòàæåííÿ, çàáåçïå÷óþ÷è òàêèì ÷èíîì ëiíiéíèõ ãëîáàëüíèé çâ'ÿçîê. Ó âè-

ïàäêó êîëè íàâàíòàæåííÿ ¹ íåëiíiéíèì (íàïðèêëàä, ÷åðåç çàëåæíîñòi ¹ìíîñòi

C àáî iíäóêòèâíîñòi L âiä íàïðóãè òà ñòðóìó), ïðèðîäíüî âèêîðèñòîâóâàòè

íåëiíiéíå ðîçøèðåííÿ ìîäåëi Êóðàìîòî.

Àíàëiòè÷íèé îïèñ äèíàìiêè îñöèëÿòîðíèõ àíñàìáëiâ ó çàãàëüíîìó âèïàä-

êó ¹ âàæëèâîþ òà ñêëàäíîþ ïðîáëåìó. Çàñàäíè÷èìè â öüîìó íàïðÿìêó ¹ ðîáî-

òè Ñ. Âàòàíàáå òà Ñ. Ñòðîãàòöà [330, 331]. Òåîðiÿ Âàòàíàáå òà Ñòðîãàòöà (Äèâ.

Äîäàòîê Á) ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ äèíàìi÷íèé îïèñ àí-

ñàìáëiâ ñèíóñî¨äàëüíî ïîâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî ìàþòü ñïiëüíó

çîâíiøíþ ñèëó. Çîêðåìà, öÿ ñèëà ìîæå áóòè ñåðåäíiì ïîëåì ïîïóëÿöi¨, òàê ùî

äëÿ âèïàäêó iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ òåîðiÿ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà (ÂÑ òå-

îðiÿ) ìàéæå ïîâíiñòþ îïèñó¹ äèíàìiêó ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i òà ìîäåëi

Ïiêîâñüêîãî�Ðîçåíáëþìà ç íåëiíiéíèì çîâíiøíiì âïëèâîì. Öåé îïèñ äà¹òüñÿ â

òåðìiíàõ òðüîõ êîëåêòèâíèõ (ìàêðîñêîïi÷íèõ) çìiííèõ òà ïåâíèõ êîíñòàíòè

ðóõó. Êîëåêòèâíi çìiííi îïèñóþòüñÿ òðüîìà ïåâíèìè ðiâíÿííÿìè ç ÂÑ òåî-

ði¨ [330, 276, 264]. Òàêèì ÷èíîì, çäà¹òüñÿ, ùî âèâ÷åííÿ äèíàìiêè áóäü�ÿêî¨

êiëüêîñòi iäåíòè÷íèõ çâ'ÿçàíèõ åëåìåíòiâ çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ âñüîãî

ëèøå òðîõ�âèìiðíî¨ ñèñòåìè. Íàñïðàâäi öå íå çîâñiì òàê. Ðåäóêöiþ Âàòàíà-

áå�Ñòðîãàòöà äiéñíî ìîæíà ïðîâîäèòè äëÿ ìàéæå âñüîãî N�âèìiðíîãî ôàçî-

âîãî ïðîñòîðó, àëå çà âèíÿòêîì ïåâíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí. Öi iíâàðiàíòíi
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ìíîæèíè âiäïîâiäàþòü êëàñòåðàì îñöèëÿòîðiâ, òîáòî ðåæèìàì îá'¹äíàííÿ ó

ãðóïè p åëåìåíòiâ, äå p < N . Íåìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ÂÑ òåîði¨ äëÿ ïåâíî¨

÷àñòèíè ôàçîâî ïðîñòîðó âèõiäíî¨ ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíà ç ñèíãóëÿðíiñòþ â îäíié

ç ôóíêöié çàìiíè çìiííèõ. Îòæå, öÿ òåîðiÿ ¹ äóæå çðó÷íèì àëå íå ïîâíèì

iíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñó çãàäàíèõ îñöèëÿòîðíèõ ìîäåëåé. Ó äàíîìó ðîçäiëi

áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü àëüòåðíàòèâíà òåîðiÿ, ùî áàçó¹òüñÿ íà äîñëiäæåí-

íi êëàñòåðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí ñêií÷åííî�âèìiðíèõ ñèñòåìè, ðåçóëüòàòè

ÿêî¨ áóäóòü äîïîâíþâàòèñü ðåçóëüòàòàìè Âàòàíàáå òà Ñòðîãàòöà.

2.2. Ìîäåëü ç íåëiíiéíèì çñóâîì: êëàñòåðè òà ìíîãîâèäè

Ðîçãëÿíåìî àíñàìáëü N çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî çàäàþòüñÿ

ñâî¨ìè ôàçîâèìè çìiííèìè θi ∈ [0, 2π), i = 1, . . . , N . Ïðèïóñêà¹ìî, ùî âîíè

âçà¹ìîäiþòü ãëîáàëüíî çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ

Reıψ =
1

N

N∑
j=1

eıθj (2.1)

ç àìïëiòóäîþ R òà ôàçîþ ψ òàêèì ÷èíîì, ùî

dθi
dt

= ωi −
1

N

N∑
j=1

sin (θi − θj − α(R, β)) , i = 1, . . . , N. (2.2)

äå ωi ¹ âëàñíèìè ÷àñòîòàìè îñöèëÿòîðiâ , äå K � ïàðàìåòð çâ'ÿçêó. Ó äàíîìó

âèïàäêó ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó ¹ g(x) = − sin(x−α), äå α(R, β) � ¹ ôóíêöi¹þ ôà-

çîâîãî çñóâó, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðó ïîðÿäêó R òà âåêòîðó áiôóðêàöiéíèõ

ïàðàìåòðiâ β = (β1, . . . , βm), m ≥ 1. Ó âèïàäêó α = 0 ðiâíÿííÿ (2.2) îïèñó¹

ñòàíäàðòíó ìîäåëü Êóðàìîòî [205], à ïðè α(R, β) = α = const öÿ ñèñòåìà íàçè-

âà¹òüñÿ ìîäåëëþ Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i [282]. Ìîäåëü (2.2) áóëà çàïðîïîíîâàíà

â [276] òà â ïîäàëüøîìó âèâ÷àëàñü ó âèïàäêó ïåðåõîäó äî òåðìîäèíàìi÷íî¨

ãðàíèöi N →∞ ó ðîáîòàõ [262, 263, 264].

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìåòðiþ ôàçîâîãî çñóâó (àáî ôiêñóþ÷è îäèí ç îñöèëÿ-
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òîðiâ), ìîæåìî îïèñàòè äèíàìiêó ñèñòåìè â òåðìiíàõ ôàçîâèõ ðiçíèöü

ϕi = θ1 − θi−1, i = 1, . . . , N. (2.3)

Îñòàííÿ çàìiíà ðåäóêó¹ âèõiäíó N�âèìiðíó ñèñòåìó äî (N − 1)�âèìiðíî¨ ñè-

ñòåìè:

dϕi
dt

= − 1

N

[
N−1∑

j=1,j 6=i

sin (ϕi − ϕj + α(R, β)) +

+ sin (ϕi + α(R, β)) +
N−1∑
j=1

sin (ϕj − α(R, β))

]
, i = 1, . . . , N − 1. (2.4)

Ó íîâèõ çìiííèõ ïàðàìåòð ïîðÿäêó R áóäå ìàòè íàñòóïíó ôîðìó:

R =
1

N

√√√√N + 2
N−1∑

i,j=1,j 6=i

(cos(ϕj) + cos(ϕi − ϕj)). (2.5)

Ïîäàëüøîþ ìåòîþ ¹ îïèñàííÿ ïåðåõîäiâ ìiæ ðiçíèìè ñèíõðîíiçàöiéíèìè ðå-

æèìàìè îðèãiíàëüíî¨ ìîäåëi (2.2), äîñëiäæóþ÷è iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè, ïîëî-

æåííÿ ðiâíîâàãè, ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè òà ¨õ áiôóðêàöi¨ äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ

ðiçíèöÿõ (2.4).

Ïåðø íiæ ïðèñòóïàòè äî àíàëiçó, âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà (2.2) ìà¹ ñèìåòði¨,

çàäàíi âñiìà ïiäñòàíîâêàìè îñöèëÿòîðiâ [43]. Çàâäÿêè iäåíòè÷íîñòi îñöèëÿòî-

ðiâ, îñíîâíi äèíàìi÷íi ðåæèìè âèíèêàþòü ÿê iíâàðiàíòíi ìíîæèíè ñèñòåìè:

1. Ïîâíiñòþ ñèíõðîíiçîâàíèé ðîçâ'ÿçîê, êîëè âñi îñöèëÿòîðè çíàõîäÿòüñÿ ó

îäíàêîâîìó ñòàíi:

Θsync = {(θ1, . . . , θN) : θ1 = θ2 = · · · = θN} .
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2. Ïîâíiñòþ àñèíõðîííi ñòàíè

M(N) =

{
(θ1, . . . , θN) :

N∑
j=1

eıθj = 0

}
. (2.6)

ÌíîæèíàM(N) ¹ îá'¹äíàííÿì iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ ðîçìiðíîñòi N−2 äëÿ

N ≥ 3, ùî âiäïîâiäà¹ ïîâíîìó âèðîäæåííþ ñåðåäíüîãî ïîëÿ, òîáòî R = 0.

3. Êëàñòåðíi ñòàíè, â ÿêèõ ãðóïè îñöèëÿòîðiâ ìàþòü îäíàêîâi ôàçè. Â çà-

ãàëüíîìó k�êëàñòåðíèé ñòàí ìîæå áóäè ïðåäñòàâëåíèé (ç òî÷íiñòþ äî ïåðå-

ñòàíîâîê iíäåêñiâ) ó âèãëÿäi:

Pk =
{

(θ1, . . . , θN) : θ1 = · · · = θp1 ; θp1+1 = · · · =

= θp1+p2 ; . . . ; θ∑n−1
1 pj+1 = · · · = θN

}
(2.7)

äå p1 + p2 + · · · + pk = N . Â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè ñàìå

äâî�êëàñòåðíi ñòàíè:

P2 = {(θ1, . . . , θN) : θ1 = · · · = θp 6= θp+1 = · · · = θN} , (2.8)

ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ ðîçïîäiëàìè (p : N − p), îñêiëüêè, ÿê áóäå ïîêàçàíî,

ñèñòåìà (2.2) ìà¹ ëèøå òàêi ñòiéêi êëàñòåðè.

Iñíóâàííÿ âêàçàíèõ ðåæèìiâ ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî ìåðåæà çâ'ÿçêiâ ¹ ãëî-

áàëüíîþ, îñöèëÿòîðè iäåíòè÷íèìè à ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ ¹ ñèìåòðè÷íèìè. Çà-

ãàëüíi âëàñòèâîñòi äàíèõ ðåæèìiâ òà çâ'ÿçîê ñèìåòðié ç iíâàðiàíòíèìè ìíî-

æèíàìè îðèãiíàëüíî¨ òà ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåì îáãîâîðþ¹òüñÿ áiëüø äåòàëüíî ó

ïiäðîçäiëi 3.2. Âiäìiòèìî, ùî íå âñi ç ïåðåðàõîâàíèõ ðåæèìiâ îáîâ'ÿçêîâî ìà-

þòü áóòè ïðèñóòíiìè ó äàíié ñèñòåìi, ¨õ iñíóâàííÿ òà ñòiéêiñòü çàëåæèòü âiä

âèãëÿäó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨. Òàêîæ ó äàíîìó ðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî, ùî êðiì äà-

íèõ ðåæèìiâ iñíóþòü i iíøi (ùî âiäïîâiäàþòü ãðàíè÷íèì òà ãåòåðîêëiíi÷íèì

öèêëàì, êâàçi�ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêàì, áàãàòî�ïàðàìåòðè÷íèì ñiì'ÿì ïåðiî-

äè÷íèõ îðáiò òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié), íàÿâíiñòü ÿêèõ òàêîæ ïîâ'ÿçàíî

ç ôóíêöi¹þ g(x).



52

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü [43], ùî êîæíèé ïðîñòèé êëàñòåð θi = θj, i 6= j, ¹

iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì áóäü�ÿêî¨ ñèñòåìè ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ ç îäíàêîâîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨ g(x). Äàíà âëàñòèâiñòü òàêîæ

âèïëèâà¹ ç ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê SN òà ñèìåòði¨ ôàçîâîãî çñóâó SN × T (äå-

òàëi ó ïiäðîçäiëi 3.2). ßêùî ñèíõðîíiçóâàëèñÿ ëèøå äâà îñöèëÿòîðè, à ií-

øi N − 2 ç íèìè íå ñèíõðîíiçîâàíi, òî î÷åâèäíî ìè îòðèìó¹ìî êëàñòåðíèé

ñòàí PN−1. Äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ çìiííèõ êëàñòåðè θi = θj ïðåäñòàâëÿþòü

(N − 2)�âèìiðíi ãiïåðïëîùèíè âèãëÿäó ϕi = 0 àáî ϕi = ϕk. Öi ãiïåðïëîùèíè

ðîçäiëÿþòü óâåñü ôàçîâèé ïðîñòið íà N ! ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé, ÿêi íàçèâàþ-

òüñÿ êàíîíi÷íèìè iíâàðiàíòíèìè îáëàñòÿìè (CIR � canonical invariant region

[43]). Äëÿ ñèñòåìè ó îðèãiíàëüíèõ çìiííèõ îäíà ç îáëàñòåé ìà¹ âèãëÿä:

C = {(θ1, . . . , θN) : θ1 < θ2 < · · · < θN < θ1 + 2π} , (2.9)

a iíøi îáëàñòi îòðèìóþòüñÿ óñiìà ìîæëèâèìè ïåðåñòàíîâêàìè iíäåêñiâ. Áó-

äåìî òàêîæ ïîçíà÷àòè ÷åðåç ∂C ãðàíèöþ îáëàñòi C. Äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ

çìiííèõ êàíîíi÷íà iíâàðiàíòíà îáëàñòü (2.10) ìà¹ âèãëÿä:

C = {(ϕ1, . . . , ϕN−1) : 0 < ϕ1 < ϕ2 · · · < ϕN−1 < 2π} .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ãðàíèöÿ ∂C äàíî¨ îáëàñòi ñêëàäà¹òüñÿ ç N ñèìåòðè÷íèõ

øìàòêiâ çãàäàíèõ âèùå (N−2)�âèìiðíèõ ãiïåðïëîùèí. Î÷åâèäíî, ùî ïåðåòè-

íè çàçíà÷åíèõ ãiïåðïëîùèí óòâîðþþòü ãiïåðïëîùèíè ìåíøèõ ðîçìiðíîñòåé.

Ïåðåòèíîì óñiõ ãiïåðïëîùèí ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàòΦsync = (0, . . . , 0) ∈ TN ,
ùî âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync. Îñêiëüêè äàíà êîíñòðó-

êöiÿ çàäàíà ó òîðî¨äàëüíîìó ïðîñòîði TN−1, òî íóëü�âèìiðíi âåðøèíè ∂C,
ùî ìàþòü êîîðäèíàòè 0 òà 2π ó RN−1, çàäàþòü îäíó i òó æ òî÷êó Φsync ó

TN−1. Îäíî�âèìiðíi ïåðåòèíè ãðàíåé ∂C âiäïîâiäàþòü êëàñòåðàì P2. Îñêiëü-

êè âîíè òàêîæ ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïîòîêó ñèñòåìè, òî ¹ äóæå çðó÷íèì

îá'¹êòîì äëÿ äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíèõ áiôóðêàöié. ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å

íà ïðîòÿçi óñi¹¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, çäåáiëüøîãî ëîêàëüíi áiôóðêàöi¨ íà

äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ ¹ ÷àñòèíàìè ðiçíîìàíiòíèõ ãëîáàëüíèõ áiôóð-

êàöié.
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2.3. Áiôóðêàöi¨ â ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ìîäåëi ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì α = α(R, β), âàð-

òî ñïî÷àòêó âèâ÷èòè äåòàëüíî ñèòóàöiþ, êîëè öåé çñóâ ¹ ëiíiéíèì, òîáòî

α = const. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (2.2) ñïðîùó¹òüñÿ äî äîáðå âiäîìî¨ ìîäåëi

Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i [282]. Äàíà ñèñòåìà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëü-

íî¨ ñèñòåìè (2.2) ïðè α(R, β) òà ωi = ω. Çàìiíîþ çìiííèõ θi → θi − ωt ìîæíà
ïðèáðàòè ïàðàìåòð ω i çàïèñàòè äàíó ñèñòåìó ó âèãëÿäi:

dθi
dt

= −K
N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α). (2.10)

Ïîêëàâøè K = 1, ïåðåïèøå ìî îñòàííþ ñèñòåìó

N
dθi
dt

= gi(θ1, . . . , θN , α) = −
N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i = 1, . . . , N. (2.11)

Îñíîâíèì îá'¹êòîì íàøèõ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå

ñèñòåìà (2.11) ðàçîì ç âiäïîâiäíîþ ñèñòåìîþ ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

N
dϕi
dt

= − sin(ϕi + α)−
N−1∑
j=1

sin(ϕj − α)−

−
N−1∑

j=1,j 6=i

sin(ϕi − ϕj + α), i = 1, . . . , N − 1, (2.12)

ùî âiäïîâiäà¹ îðèãiíàëüíié ñèñòåìi (2.11). Îòðèìóþ÷è ïåâíi ðåçóëüòàòè ïðî

äèíàìiêó îäíi¹¨ çi âêàçàíèõ ñèñòåì, ìè áóäåìî iíòåðïðåòóâàòè öi ðåçóëüòàòè

äëÿ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ iíøî¨.

2.3.1. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i

Äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè îñîáëèâi òî÷êè ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ, íåîá-

õiäíî âèðiøèòè ñèñòåìó N − 1 àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
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g1(θ1, . . . , θN , α) − gi(θ1, . . . , θN , α) = 0, i = 2, . . . , N, (2.13)

çi ñêàëÿðíèì ïàðàìåòðîì α. Íàñòóïíà ëåìà äîïîìîæå îõàðàêòåðèçóâàòè ïî-

ëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (2.11).

Ëåìà 2.3.1. Äëÿ áóäü�ÿêîãî α ∈ T1 ìíîæèíà çíà÷åíü (θ1, . . . , θN) çàäîâîëü-

íÿ¹ ñèñòåìi ðiâíÿíü (2.13) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç

òðüîõ íàñòóïíèõ óìîâ:

(i) θ1 = · · · = θN ,

(ii)
∑N

j=1 e
ıθj = 0,

(iii) θ1 = · · · = θp 6= θp+1 = · · · = θN , p = 1, . . . , N − 1 (ïëþñ âñi ìîæëèâi

ïåðåñòàíîâêè θi).

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.1 (äèâ. ñòîð. 375).

Ç Ëåìè 2.3.1 âèïëèâà¹, ùî âñi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè

Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i, çàïèñàíî¨ â òåðìiíàõ ôàçîâèõ ðiçíèöü, ¹ àáî

îäíî�êëàñòåðíèì ðåæèìîì, àáî äâî�êëàñòåðíèì ðåæèìîì, àáî àñèíõðîííèì

(N −2)�ïàðàìåòðè÷íèì ñòàíîì, ùî îïèñó¹òüñÿ ìíîãîâèäîìM(N) ç íóëüîâèì

ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó: r = 0. Îïèøåìî äåòàëüíî ëîêàëüíó òà ãëîáàëüíó

äèíàìiêó ñèñòåìè òà áiôóðêàöi¨, ùî âèíèêàþòü ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ.

2.3.2. Äâî�êëàñòåðíi ðåæèìè

Äâî�êëàñòåðíèé ñòàí ¹ ìíîæèíîþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ äâîõ ãðóï ñèìåòðè-

÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Âiäñòàíü ìiæ öèìè äâîìà ãðóïàìè âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ

âiëüíîþ çìiííîþ. Äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.12) îäíî�ïàðàìåòðè÷íi

ìíîæèíè äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ óòâîðþþòü ïðÿìi ëiíi¨ (ïëþñ âñi ëiíi¨, îòðè-

ìàíi çà äîïîìîãî ïåðåñòàíîâêè çìiííèõ):

ϕ1 = ϕ2 = · · · = ϕp 6= ϕp+1 = ϕp+2 = · · · = ϕN−1 = 0,

p = 1, . . . , N − 1, (2.14)
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ó ôàçîâîìó ïðîñòîði TN−1. Îòæå, âñi áiôóðêàöi¨ êëàñòåðíèõ ïîëîæåíü ðiâíî-

âàãè ¹ îäíî�âèìiðíèìè (¨õ íîðìàëüíi ôîðìè ¹ îäíî�âèìiðíèìè). Êðiì òîãî,

äëÿ äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ êëàñòåðíèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè,

íàì ïîòðiáíî âèðiøèòè îäíå çi ñêàëÿðíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

p sin(ϕk − α) + (N − p) sin(ϕk + α)− (N − 2p) sinα = 0, k = 1, . . . , p. (2.15)

Êîæíå ç òàêèõ ðiâíÿíü ìà¹ ëèøå äâà ðîçâ'ÿçêè íà T1: ϕk = 0 òà

ϕk =

 ϕ(p, α), α ∈ [0, π/2) ∪ [π, 3π/2) ,

−ϕ(p, α), α ∈ [π/2, π) ∪ [3π/2, 2π) ,
(2.16)

ϕ(p, α) = arccos

(
−2p(N − p) + (N2 − 2p(N − p)) cos(2α)

N2 + 2p(N − p)(cos(2α)− 1)

)
.

Àíàëiçóþ÷è îñòàííi âèðàçè, ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî áiôóðêàöiÿ ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè â ñèñòåìi (2.12) âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå ïðè α = ±π/2 i ùî öå áiôóðêà-

öiéíå çíà÷åííÿ íå çàëåæèòü íi âiä êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ N , íi âiä ðîçïîäiëó

êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ ó êëàñòåðàõ (÷èñëà p). Ïðîâîäÿ÷è äîäàòêîâèé àíàëiç

ñòiéêîñòi âêàçàíèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè âçäîâæ ìíîãîâèäó (2.14), áà÷èìî, ùî

íåñòiéêà òî÷êà ϕk = ϕ(α), îïèñàíà ðiâíÿííÿì (2.16), ðóõà¹òüñÿ âçäîâæ öüî-

ãî ìíîãîâèäó çi çìiíîþ ïàðàìåòðó α, ñòèêà¹òüñÿ çi ñòiéêîþ òî÷êîþ ϕk=0 â

ïî÷àòêó êîîðäèíàò (ïðè α = π/2) i ïðîäîâæó¹ ðóõ, çìiíèâøè ñâîþ ñòiéêiñòü

i ñòiéêiñòü òî÷êè, ç ÿêîþ âîíà çiòêíóëàñü. Îòæå, âiäáóâà¹òüñÿ òðàíñêðèòè-

÷íà áiôóðêàöiÿ äâîõ òî÷îê ïðè α = π/2. Íîðìàëüíà ôîðìà öi¹¨ áiôóðêàöi¨

dϕ/dt = ϕ(ϕ − µ) , äå ó êîíêðåòíîìó âèïàäêó µ = ϕ(α). Iíøà ñèìåòðè÷íà

òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ ïðè α = −π/2, çíîâó çìiíþþ÷è ñòié-
êîñòi îáîõ òî÷îê âñåðåäèíi ìíîãîâèäó. Âiäìiòèìî, îäíî÷àñíî âiäáóâà¹òüñÿ N

òðàíñêðèòè÷íèé áiôóðêàöiÿõ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò âçäîâæ êîæíîãî iíâàðiàí-

òíîãî ìíîãîâèäó (2.14).

Ó âèïàäêó ïàðíèõ ðîçìiðíîñòåé ñèñòåìà Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ìà¹

äâî�êëàñòåðíi ìíîãîâèäè ç içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2, ùî âiäïîâiäàþòü ðîçùå-

ïëåííþ âñi¹¨ ìíîæèíè îñöèëÿòîðiâ íà äâi ãðóïè ïî p = N/2 øòóê. Òàêèõ
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ìíîãîâèäiâ ñèñòåìà ìà¹ CN/2
N /2. Ðiâíÿííÿ (2.15) íà âêàçàíèõ ìíîãîâèäàõ ìà¹

äóæå ïðîñòèé âèãëÿä:

N sinϕk cosα = 0. (2.17)

Äëÿ âèïàäêó òàêîãî ðîçïîäiëó âêàçàíà ñèñòåìà ìà¹ ëèøå ðîçâ'ÿçêè ϕk = 0 òà

ϕk = π, êîëè ïàðàìåòð α 6= ±π/2. Î÷åâèäíî, æîäíèõ áiôóðêàöié íå âiäáóâà-

¹òüñÿ íà îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèíàõ (2.14) äëÿ âêàçàíèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðó α. Íàâïàêè, ïðè α = ±π/2 âåñü iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä (2.14) ç

içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2 çàïîâíþ¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ íåiçîëüîâàíèõ

ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. Áåçïîñåðåäíié ïiäðàõóíîê ïîêàçó¹, ùî ßêîáiàí ñèñòå-

ìè ó âñiõ òî÷êàõ SN/2 × SN/2�ìíîãîâèäó ïðè α = ±π/2 ìà¹ îäíàêîâi âëàñíi

çíà÷åííÿ:

λ1 = · · · = λ(N−1)/2 = −1

2
sinϕ, λ(N−1)/2+1 = 0, λN/2 = · · · = 1

2
sinϕ,

äå ϕ � çìiííà âçäîâæ âêàçàíîãî ìíîãîâèäó. Îòæå, âñi öi îñîáëèâi òî÷êè ¹

âèðîäæåíèìè ñiäëàìè. Êîæíà òàêà òî÷êà ìà¹ íåéòðàëüíó ñòiéêiñòü âçäîâæ

äàíîãî ìíîãîâèäó. Òàêîæ êîæíà òàêà òî÷êà ¹ ñiäëîâîþ ó òðàíñâåðñàëüíèõ äî

SN/2 × SN/2�ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ, òîáòî âîíà ìà¹ (N/2 − 1)�âèìiðíèé âiä-

øòîâõóþ÷èé ìíîãîâèäW u òà (N/2−1)�âèìiðíèé ïðèòÿãóþ÷èé ìíîãîâèäW s.

Âêàçàíi ìíîãîâèäèW u òàW s ¹ îäíî÷àñíî ãåòåðîêëiíi÷íèìè òðà¹êòîðiÿìè, ùî

çâ'ÿçóþòü ðiçíi ñiäëîâi òî÷êè, òîáòî W u(S1) = W s(S2) äëÿ äâîõ ñiäëîâèõ òî-

÷îê S1 òà S2, ùî íàëåæàòü îäíîìó é òîìó æ ñàìîìó SN/2 × SN/2�ìíîãîâèäó

i çíàõîäÿòüñÿ ñèìåòðè÷íî íà öüîìó æ ìíîãîâèäi (çàëåæíiñòü êîîðäèíàò íà

ëiíi¨ S2(ϕ) = S1(−ϕ), ϕ çìiííà íà ìíîãîâèäi). ×îìó íå ìîæå áóòè ãåòåðî-

êëiíi÷íèõ ç'¹äíàíü ìiæ òî÷êàìè äâîõ ðiçíèõ ìíîãîâèäiâ âêàçàíîãî òèïó? Öå

ïîâ'ÿçàíå ç òèì, ùî êîæåí òàêèé îäíî�âèìiðíèé ìíîãîâèä íàëåæèòü îêðå-

ìèì iíâàðiàíòíèì (N − 2)�âèìiðíèì ìíîãîâèäàì, ùî îáìåæóþòü iíâàðiàíòíi

îáëàñòi (êîíñòðóêöiÿ äåòàëüíî îïèñàíà ó íåñòóïíîìó ðîçäiëi òà â ðîáîòi [33]).

À ãåòåðîêëiíi÷íi ç'¹äíàííÿ ñiäåë Si íå ìîæóòü ïîêèäàòè öi (N − 2)�âèìiðíi

ìíîãîâèäè i çàõîäèòè â ñåðåäèíó iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, îñêiëüêè îñòàíí¹ ïðî-

òèði÷èëî á ÂÑ òåîði¨. Âiäñóòíiñòü iñíóâàííÿ àòðàêòîðiâ òà ðåïåëåðiâ ó ñèñòå-
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ìè ïðè α = ±π/2 òàêîæ äîâîäèòü íàÿâíiñòü îïèñàíèõ âèùå ãåòåðîêëiíi÷íèõ

çâ'ÿçêiâ. Òàêèì ÷èíîì, òî÷êè S1, S2 òà ¨õ îäíî�âèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâè-

äè W u, W s óòâîðþþòü ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë (äèâ. ðèñ. 8.13(a) ó ðîçäiëi 3).

Ñèìåòðè÷íiñòü îáîõ ñiäåë ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó S2(ϕ) = S1(−ϕ) âèïëèâà¹ ç

âëàñòèâîñòi ÷àñîâî�îáîðîòíî¨ ñèìåòði¨R ñèñòåìè ó âêàçàíîìó âèïàäêó (ÿê áó-

äå äåòàëüíî ðîçiáðàíî äàëi ó ïiäðîçäiëi 3.8.2), iíâàðiàíòíà ìíîæèíà ÿêî¨ FixR
(iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ñèìåòði¨, à íå ïîòîêó) ¹ ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî iíâàði-

àíòíîãî SN/2 × SN/2�ìíîãîâèäó. Âñÿ ìíîæèíà ñiäåë íà ìíîãîâèäàõ óòâîðþ¹

äâî�âèìiðíi ïîâåðõíi ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Êîæåí òàêèé ãåòåðîêëiíi÷íèé

öèêë ¹ íåéòðàëüíèì (ñóìà âëàñíèõ çíà÷åíü êîæíî¨ ñiäëîâî¨ òî÷êè öèêëó ¹

ðiâíîþ íóëþ).

2.3.3. Àíòèôàçíèé ìíîãîâèä M(N)

Äåòàëüíiøå çóïèíèìîñü íà ìíîãîâèäi M(N) ç íóëüîâèì ïàðàìåòðîì ïî-

ðÿäêó R = 0, ùî âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ãëîáàëüíî¨ àíòèôàçè óñiõ îñöèëÿòîðiâ.

Âêàçàíèé ìíîãîâèä ¹ (N−3)�âèìiðíîþ ìíîæèíîþ â ôàçîâîìó ïðîñòîði TN−1

ñèñòåìè â ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ i çàäà¹òüñÿ âèðàçîì:

M(N)
=

{
(ϕ1, . . . , ϕN−1) :

N−1∑
j=1

eıϕj = −1

}
. (2.18)

Çãiäíî Ëåìi 2.3.1, öåé ìíîãîâèä ñêëàäà¹òüñÿ öiëêîì ç íåðóõîìèõ òî÷îê. Ó

âèïàäêó N = 3 öå ìíîæèíà äâîõ òî÷îê, Ó âèïàäêó N = 4 öå ìíîæèíà øåñòè

çâ'ÿçàíèõ âiäðiçêiâ ïðÿìèõ, Ó âèïàäêó N = 5 öå ìíîæèíà äâàíàäöÿòè ñèìå-

òðè÷íèõ çâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþ ãëàäêèõ äâî�âèìiðíèõ ïîâåðõîíü (íå ïëîùèí).

Ñòiéêiñòü òî÷îê ìíîãîâèäó îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ Ëåìè 2.4.2 (ðîçäië 3).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âêàçàíó ëåìó i ïðîâîäÿ÷è äîäàòêîâi ïiäðàõóíêè, ìîæíà ïå-

ðåêîíàòèñü, ùî ñòàöiîíàðíi òî÷êè ìíîãîâèäó ¹ ñòiéêèìè ïðè α ∈ (π/2, 3π/2)

i íåñòiéêèìè ïðè α ∈ (−π/2, π/2). Ó ïåðøîìó ç âêàçàíèõ âèïàäêiâ ñòiéêèì

¹ ëèøå ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ó äðóãîìó � âií æå ¹ ¹äèíîþ âiäøòîâõóþ÷îþ òî-

÷êîþ. Êðiì çãàäàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ñèñòåìà ìà¹ 2N−1 − 1 ñiäåë äëÿ âñiõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðó α, êðiì áiôóðêàöiéíèõ. Ó âèïàäêàõ α = ±π/2 âiäáóâà¹-

òüñÿ âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ìíîãîâèäó
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M(N)
îäíî÷àñíî (îñòàíí¹ ¹ íàñëiäêîì áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó, îïèñàíîãî

íèæ÷å ó ïiäðîçäiëi 2.4 ). Â ìîìåíò áiôóðêàöi¨ âñi iíâàðiàíòíi îáëàñòi íàâêîëî

ìíîãîâèäiâ çàïîâíåíi íåïåðåðâíèìè (N − 2)�ïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè ïåði-

îäè÷íèõ îðáiò, îáìåæåíèìè (N − 2)�âèìiðíèìè iíâàðiàíòíèìè ïëîùèíàìè,

ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ (ðèñ. 8.13(a)). Ó ìîìåíòè áiôóðêà-

öié ñèñòåìà ¹ Ãàìiëüòîíîâîþ çãiäíî ÂÑ òåîði¨ (äèâ. Äîäàòîê Á). Äàíà òåîðiÿ

ãàðíî ïîâíiñòþ îïèñó¹ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C
(àëå íå íà ãðàíèöÿõ öèõ îáëàñòåé ∂C). Çãiäíî äàíié òåîði¨ ñèñòåìà ìà¹ N − 2

ôóíêöiîíàëüíî�íåçàëåæíèõ ïåðøèõ iíòåãðàëè, ùî çàäàþòüñÿ âèðàçîì (8.35)

òà éîìó ïîäiáíèìè ç óðàõóâàííÿì ïåðåñòàíîâîê iíäåêñiâ. Âîíà òàêîæ ïîêà-

çó¹, ùî âêàçàíà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà ¹ âèðîäæåíîþ i ïðè α 6= π/2

ñèñòåìà íå ìà¹ æîäíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò âñåðåäèíi C.
Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ó êðèòè÷íèõ âèïàäêàõ α = ±π/2 ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó

ñèñòåìè (2.11) ¹ ïàðíîþ. Îñòàíí¹ ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ó öèõ âèïàäêàõ

âåêòîðíå ïîëå ñèñòåìè ¹ ñîëåíî¨äàëüíèì (áåçäèâåðãåíòíèì). Öi îáñòàâèíè òà-

êîæ ïiäòâåðäæóþòü òîé ôàêò, ùî ó çãàäàíîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ íåéòðàëü-

íó ñòðóêòóðó ç âèðîäæåíèìè òà íåâèðîäæåíèìè ñiäëàìè, ñiì'ÿìè íåiçîëüîâà-

íèõ ïåðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié òà ñiì'ÿìè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ.

2.3.4. Ïåðiîäè÷íi îðáiòè òà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, áóäü�ÿêà ñèñòåìà ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ ìà¹ ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê SN . âíàñëiäîê öüîãî îðèãiíàëüíà ñè-

ñòåìà ìà¹ âci ìîæëèâi êëàñòåðè θi = θj, ùî âiäïîâiäàþòü (N − 2)�âèìiðíèì

ãiïåðïëîùèíàì ϕi = 0, ϕi = ϕj ó TN−1. Íàÿâíiñòü êëàñòåðiâ ñïðè÷èíÿ¹ ôàçîâó

çàìêíóòiñòü óñiõ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (ôàçîâà íåçàìêíóòiñòü ïîðîäæó¹ ðóéíà-

öiþ ïðèíàéìíi îäíîãî çi çãàäàíèõ êëàñòåðiâ). Íàÿâíiñòü êëàñòåðiâ�áàð'¹ðiâ

ïðèçâîäèòü òàêîæ äî òîãî, ùî âåñü ôàçîâèé ïðîñòið ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà iíâàði-

àíòíi êàíîíi÷íi îáëàñòi C. ßê çàçíà÷àëîñü, ñèñòåìà (2.10) ìà¹ âñüîãî (N − 1)!

òàêèõ îáëàñòåé, ÿêi ¹ iäåíòè÷íèìè âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê. Äëÿ

ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ϕi âåñü ôàçîâèé ïðîñòið TN−1 òàêîæ äiëèòüñÿ íà

àíàëîãi÷íi iíâàðiàíòíi îáëàñòi, ùî îáìåæóþòüñÿ çãàäàíèìè (N−2)�âèìiðíèìè

ãiïåðïëîùèíàìè. Çãiäíî ÂÑ òåîði¨ âíóòðiøíÿ ÷àñòèíà iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi C
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ìîæå áóòè çâåäåíîþ äî òðè�âèìiðíî¨ ñèñòåìè ïðè N ≥ 4 (äèâ. Äîäàòîê Á).

Çãiäíî Ëåìi 2.3.1 îáëàñòü C ñèñòåìè Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ
íå ìiñòèòü æîäíèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè, îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó,

âîíà ìiñòèòü k�êëàñòåðè äëÿ k ≥ 3. Òàêîæ ÂÑ òåîðiÿ âèêëþ÷à¹ íàÿâíiñòü ó

äàíié îáëàñòi õàîòè÷íèõ òðà¹êòîðié. Êâàçi�ïåðiîäè÷íi òðà¹êòîði¨ ìîæëèâi ëè-

øå äëÿ îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè, òà íåìîæëèâi äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

(îñòàíí¹ âèïëèâà¹ çi çâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ çàìiíè Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà îðè-

ãiíàëüíî¨ ñèñòåìè äî 3�âèìiðíî¨ ñèñòåìè ç îäíèì ðiâíÿííÿì, ïðàâà ÷àñòèíà

ÿêîãî íå çàëåæèòü âiä âëàñíî¨ çìiííî¨). Ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ íå ìîæå

ìàòè içîëüîâàíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, à ëèøå íåïåðåðâíó ñiì'þ íåéòðàëüíèõ

ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, ùî çàïîâíþ¹ âñþ âíóòðiøíþ ÷àñòèíó C. Äàíà ñiì'ÿ âè-

íèêà¹ ëèøå ó ìîìåíòè áiôóðêàöié ïðè α = ±π/2, òà îïèñó¹òüñÿ ïåðøèìè

iíòåãðàëàìè IWS (2.10). Ïðè çáóðåííi áiôóðêàöiéíîãî ïàðàìåòðó α ùiëüíà

ñiì'ÿ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó îäíó äîâãó ñïiðàëåâèäíó (ãåòåðî-

êëiíi÷íó) òðà¹êòîðiþ ç îäíèì êiíöåì ó äåÿêié òî÷öi ìíîãîâèäóM(N)
à iíøèì

êiíöåì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò Φsync. Âiäìiòèìî, ùî êîæíà çãàäàíà ñïiðàëåâèäíà

òðà¹êòîðiÿ çìiíþ¹ ñâié ãëîáàëüíèé íàïðÿìîê íà ïðîòèëåæíèé (M(N) → Φsync

íà Φsync → M
(N)

), ÿê öå, çîêðåìà, ïîêàçàíî íà ñåðåäíié ïàíåëi ðèñ. 8.2 äëÿ

òðüîõ îñöèëÿòîðiâ.

Îòæå äëÿ îïèñàííÿ âíóòðiøíüî¨ ÷àñòèíè êàíîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëà-

ñòåé ìè ìîæåìî öiëêîì ïîñèëàòèñü íà ÂÑ òåîðiþ. Àëå, ÿê çàçíà÷àëîñü âèùå,

öÿ òåîðiÿ íå ïðàöþ¹ íà iíâàðiàíòíèõ êëàñòåðíèõ ìíîæèíàõ. Ðîçãëÿíåìî îäíó

ç (N − 1)�âèìiðíèõ ãiïåðïëîùèí, ùî ¹ ãðàííþ ãðàíèöi ∂C íàéáiëüøî¨ ðîç-

ìiðíîñòi. Çãiäíî Ëåìi 2.3.1 äàíà ìíîæèíà íå ìiñòèòü æîäíèõ ïîëîæåíü ðiâ-

íîâàãè çà âèíÿòêîì òèõ, ùî íàëåæàòü äâî�êëàñòåðíèì ìíîãîâèäàì P2, òîáòî

îäíî�âèìiðíèì ëiíiÿì, ùî óòâîðþþòü ãîìîêëiíi÷íi ïåòëi ó ðiçíèõ íàïðÿìêàõ

ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Äèíàìiêà íà P2 îïèñàíà ó ïiäðîçäiëi 2.4.2. Iñíóâàííÿ ïå-

ðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié ó ñåðåäèíi ãðàíi ∂C ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè ïðèçâîäèòü
äî íàÿâíîñòi ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ó ñåðåäèíi öi¹¨ ãðàíi, ùî ïðîòèði÷èòü âèñíîâ-

êàì ëåìè. Ç ïîäiáíèõ ìiðêóâàíü ðîáèìî âèñíîâîê ïðî íåìîæëèâiñòü iñíóâà-

ííÿ êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ ÷è õàîòè÷íèõ òðà¹êòîðié. Òîìó äàíà ãðàíü ìiñòèòü

âèêëþ÷íî ãåòåðîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨, êiíöi ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ íà êëàñòåðíèõ
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ìíîãîâèäàõ P2. Äàíi ãåòåðîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨ ïðÿìóþòü äî ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò ïðè α ∈ (−π/2, π/2), à ïî÷èíàþòüñÿ ó ñiäëîâèõ òî÷êàõ, ùî íàëåæàòü ∂C.
Âiäìiòèìî, ùî ñiäëîâi òî÷êè óñi¹¨ (N −1)�âèìiðíî¨ ñèñòåìè, ùî íàëåæàòü ∂C,
¹ ðåïåëåðàìè âñåðåäèíi ñàìèõ ãðàíÿõ ∂C i ìàþòü ïðèòÿãóþ÷i òðàíñâåðñàëüíi
äî öèõ ãðàíåé íàïðÿìêè ïðè α ∈ (−π/2, π/2). Òðà¹êòîði¨ ìàþòü ïðîòèëåæíi

íàïðÿìêè, êîëè α ∈ (π/2, 3π/2). Ó ðàçi áiôóðêàöiéíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

α = ±π/2. Äâî�êëàñòåðíi ìíîãîâèäè àáî íå ìàþòü îñîáëèâèõ òî÷îê (çà âè-

íÿòêîì ïî÷àòêó êîîðäèíàò), àáî ¹ öiëêîì çàïîâíåíèìè îñîáëèâèìè òî÷êàìè

(äèâ. ïiäðîçäië 2.4.2). Öå ñïðè÷èíÿ¹ äî iñíóâàííÿ áàãàòî�ïàðàìåòðè÷íèõ ìíî-

æèí ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié. ßê îïèñóâàëîñü âèùå, ãåòåðîêëiíi÷íà òðà-

¹êòîðiÿ ìîæå ïî÷èíàòèñü i çàêií÷óâàòèñü íà îäíié iíâàðiàíòíié ïðÿìié P2 ó

âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ (íåïàðíî¨ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó). Ñiì'¨

ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié ç ðiçíèõ ãðàíåé ∂C ïðèðîäíüî óòâîðþþòü ñiì'¨

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Îäíî�ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ùî

çíàõîäèòüñÿ íà ãðàíèöÿõ ðiâíÿ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà ïðîõîäèòü ÷åðåç öèêëè

óñiõ ïåðiîäiâ ïðè çìiíi ïàðàìåòðó öi¹¨ ñiì'¨, ïî÷èíàþ÷è âiä òî÷êè ó M(N)
ç

íóëüîâèì ïåðiîäîì, äî ìàëèõ öèêëiâ ó îêîëiM(N)
, öèêëiâ ñåðåäíüîãî ïåðiîäó

óñåðåäèíi C, öèêëiâ âåëèêîãî ïåðiîäó áëèçüêèõ äî ∂C òà, â ðåøòi ðåøò, äî

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ íåñêií÷åííîãî ïåðiîäó íà ãðàíèöi ∂C.
Çi ñêàçàíîãî âèùå ó ïiäðîçäiëi 2.4 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñèñòåìà ìà¹ ëèøå

äâà áiôóðêàöiéíèõ çíà÷åííÿ α = ±π/2 . Ïðè öüîìó îäíî÷àñíî âiäáóâàþòüñÿ

äåêiëüêà ëîêàëüíèõ òà ãëîáàëüíèõ áiôóðêàöié:

1. Òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ó òî÷öi Φsync óçäîâæ êëàñòåðíèõ iíâàðiàíòíèõ

ìíîãîâèäiâ ç içîòðîïi¹þ Sp × SN−p.

2. Âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà ó âñiõ òî÷êàõ iíâàðiàíòíîãî ìíî-

ãîâèäóM(N)
.

3. Ãëîáàëüíà ãîìîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ó TN−1, ùî ïðèçâîäèòü äî óòâîðå-

ííÿ ãîìîêëiíi÷íî¨ ïåòëi óçäîâæ äâî�êëàñòåðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ

(ÿêà âiäïîâiäà¹ ãåòåðîêëiíi÷íié áiôóðêàöi¨ ó RN−1 i ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè

N�êîìïîíåíòíîãî ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó).

4. Âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ íà ëiíiÿõ ç SN/2×SN/2 içîòðîïi¹þ ó ïàðíî�ðîçìiðíèõ

âèïàäêàõ.
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5. Ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ïîÿâè (N − 3)�ïàðàìåòðè÷íèõ ìíîæèí ãåòåðî-

êëiíi÷íèõ öèêëiâ íà ãðàíèöi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi C.
Êîìïîíåíòè îñòàííüî¨ áiôóðêàöi¨ áóëè îïèñàíi ó ïiäðîçäiëi 2.3.2. Ãåòåðî-

êëiíi÷íi öèêëè ñêëàäàþòüñÿ ç ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié, ùî öiëêîì çàïîâ-

íþþòü (N − 2)�âèìiðíi ãðàíèöi ∂C îáëàñòåé C. Êîæåí ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë

ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ êîìïîíåíòiâ (ìiíiìóì ç äâîõ), ùî íàëåæàòü ðiçíèì iíâà-

ðiàíòíèì îáìåæóâàëüíèì ãiïåðïëîùèíàì. Ãðàíè÷íi öèêëè óñåðåäèíi C áëèçü-
êi äî ãåòåðîêëiíi÷íèõ, íàñëiäóþòü ¨õ ñòðóêòóðó. Çîêðåìà òðà¹êòîðiÿ òàêîãî

áëèçüêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó äóæå ñèëüíî ñïîâiëüíþ¹òüñÿ ó îêîëi ñiäåë âiäïî-

âiäíîãî ãåòåðîêëiíi÷íîãî. Ïåðiîäè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ó C çðîñòàþòü âiä ìàéæå
íóëüîâèõ ó îêîëi M(N) äî ìàéæå íåñêií÷åííèõ áëèçüêî äî ãåòåðîêëiíi÷íèõ

öèêëiâ íà ∂C. Ïðèðîäíüî, ùî ïàðàìåòð ïîðÿäêó ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ¹ âåëè÷è-
íîþ çìiííîþ, òîáòî R = R(t) ∈ (0, 1). Ïàðàìåòðè ïîðÿäêó R(t) êîëèâà¹òüñÿ

áëèçüêî äî íóëÿ äëÿ òðà¹êòîðié ç ìàëåíüêèì ïåðiîäîì â îêîëi àíòèôàçíèõ

ñòàíiâ òà öåé ïàðàìåòð êîëèâà¹òüñÿ áëèçüêî äî îäèíèöi äëÿ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò

ç âåëèêèì ïåðiîäîì áëèçüêèõ äî ∂C.

2.3.5. Îñîáëèâi ìíîæèíè ñèñòåìè Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i

Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè Ëåìè 2.3.1 òà âñi âèêëàäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ âiä-

íîñíî iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ òà ¨õ áiôóðêàöié, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè íà-

ñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3.1. Ñèñòåìà Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i (2.12), çàïèñàíà ó ôàçîâèõ ði-

çíèöÿõ (2.3) ìà¹ íàñòóïíi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè:

1. Ïî÷àòîê êîîðäèíàò Φsync = (0, . . . , 0), ùî âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ïîâíî¨

ñèíõðîíiçàöi¨ îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè Θsync, ÿêèé ¹ ñòiéêèì ïðè α ∈
(−π/2, π/2). Ïðè α = ±π/2 öÿ òî÷êà âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü âíà-

ñëiäîê N îäíî÷àñíèõ òðàíñêðèòè÷íèõ áiôóðêàöié.

2. (N − 3)�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèäM(N)
, ùî ïîâíiñòþ ñêëàäà¹-

òüñÿ ç îñîáëèâèõ òî÷îê. Êîæíà òî÷êà ìíîãîâèäó ¹ íåéòðàëüíî ñòié-

êîþ ó N − 2 íàïðÿìêàõ âñåðåäèíi ñàìîãî ìíîãîâèäó äëÿ áóäü�ÿêèõ α.

Ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ âîíà ¹ ñòiéêîþ ïðè
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α ∈ (π/2, 3π/2). Ìíîãîâèä âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü óíàñëiäîê âèðîäæå-

íî¨ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà ïðè α = ±π/2.

3. Äâî�êëàñòåðíi ñòàíè, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (2.14), (2.16), ÿêi

íàëåæàòü iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäàì ç içîòðîïi¹þ Sp×SN−p, p 6= N/2,

i ÿêi ¹ ñiäëàìè äëÿ áóäü�ÿêèõ α.

4. Iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ç içîòðîïi¹þ SN/2×SN/2 äëÿ ñèñòåìè ç ïàðíîþ

êiëüêiñòþ îñöèëÿòîðiâ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ïîâíiñòþ ç îñîáëèâèõ òî÷îê

ïðè êðèòè÷íèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðó α = ±π/2. Êîæíà òî÷êà ìíîãî-

âèäó ¹ íåéòðàëüíî ñòiéêîþ âñåðåäèíi ìíîãîâèäó i ñiäëîâîþ ó òðàíñâåð-

ñàëüíèõ íàïðÿìêàõ. Êîæíi äâi ñèìåòðè÷íi ñiäëîâi òî÷êè ôîðìóþòü

ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè, ùî ñêëàäàþòüñÿ òàêîæ çi ñòiéêèõ òà íåñòié-

êèõ îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ öèõ ñiäåë.

5. (N − 2)�ïàðàìåòðè÷íi ìíîæèíè ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, ùî çàïîâíþþòü

êàíîíi÷íi iíâàðiàíòíi îáëàñòi C ïðè α = ±π/2.

6. Íåïåðåðâíi ñiì'¨ ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié íà ãðàíèöÿõ ∂C iíâàði-

àíòíèõ îáëàñòåé C, ùî ðàçîì óòâîðþþòü ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ïðè

α = ±π/2.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàäàíî ó Äîäàòêó Â.2 (äèâ. ñòîð. 378).

Çàçíà÷èìî, ùî ïîâíå îïèñàííÿ äèíàìiêè ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ¹ íà-

ñëiäêîì ñèìåòðié ôóíêöi¨ çâ'ÿçêiâ òà ôîðìè ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨, ùî äà¹ çìîãó

çàñòîñîâóâàòè äî òàêî¨ ñèñòåìè äâà òèïè ðåäóêöié: ÂÑ òåîðiþ òà ðåäóêöiþ

äî ôàçîâèõ çìiííèõ ç ïîâíèì îïèñàííÿì iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ. ßê áóäå

ïîêàçàíî ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi ÂÑ òåîðiÿ íå äi¹ äëÿ ñèñòåì ç áiëüø ñêëàäíîþ

ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨ g(x), à äðóãèé ìåòîä ðåäóêöi¨ âñå ùå ¹ äîñèòü ïðîäóêòèâ-

íèì.

2.3.6. Ñòàíäàðòíà ìîäåëü Êóðàìîòî

Ñèñòåìà (2.10) ¹ ñòàíäàðòíîþ ìîäåëëþ Êóðàìîòî ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ

iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, êîëè ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ìà¹ âèãëÿä:
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g(x) = − sinx, (2.19)

òîáòî ïðè α = 0. ßê âèïëèâà¹ ç Ëåìè 2.3.1 òà ôîðìóëè (2.16), ñòàíäàðòíà

ìîäåëü Êóðàìîòî ìà¹ íàñòóïíó ñòðóêòóðó ïîëîæåíü ðiâíîâàãè:

1. Ñòiéêèé ñòàí ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync, ùî âiäïîâiäà¹ ñòiéêié îñîáëèâié

òî÷öi Φsync = (0, . . . , 0) ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ.

2. Ïîëîæåííÿ ïîâíî¨ àíòèôàçè M(N), ùî çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.6).

Äàíîìó (N − 2)�âèìiðíîìó iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäó M(N) âiäïîâiäà¹ (N −
3)�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(N)

, ùî çàäà¹òüñÿ âèðàçîì (2.18) òà

öiëêîì ñêëàäà¹òüñÿ ç îñîáëèâèõ òî÷îê ñèñòåìè (2.4). Êîæíà òî÷êà iíâàðiàí-

òíîãî ìíîãîâèäó M(N)
¹ íåéòðàëüíî ñòiéêîþ âñåðåäèíi öüîãî ìíîãîâèäó òà

âîíà ¹ âiäøòîâõóþ÷îþ ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî M(N)
íàïðÿìêàõ. Òîáòî

äàíèé ìíîãîâèä ¹ ðåïåëåðîì ñèñòåìè.

3. Ñiäëîâi òî÷êè Sij ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.12), ùî ìàþòü i êîîðäè-

íàò ðiâíèõ 0 òà j = N − i − 1 êîîðäèíàò ðiâíèõ π, p 6= 0. Òàêèõ ñiäëîâèõ

òî÷îê, î÷åâèäíî, ñèñòåìà ìà¹ 2N − 1. Ó âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi N îñöèëÿ-

òîðiâ ñiäëà Sij íàëåæàòüM
(N)

òà ¹ âèðîäæåíèìè, ÿêùî i = N/2− 1, j = N/2.

Íåñòiéêi ìíîãîâèäè W u(Sij) ïðÿìóþòü äî Φsync, à ñòiéêi W s(Sij) äîM
(N)

ïðè

çâîðîòíüîìó ÷àñi.

Ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.12), (2.19) íå ìà¹ æîäíèõ iíøèõ îñîáëèâèõ

ìíîæèí (ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, íàïðèêëàä), óñi ¨¨ íåîñîáëèâi òðà¹êòîði¨ ïî÷èíà-

þòüñÿ íàM(N)
òà çàêií÷óþòüñÿ ó Φsync. Âiäìiòèìî, ùî ïðè K < 0 äèíàìiêà

ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ òàêèì æå ÷èíîì äëÿ çâîðîòíüîãî ÷àñó. Òîáòî ó öüîìó

âàäêó ¹äèíèì àòðàêòîðîì ¹ ìíîæèíà àíòèñèíõðîííèõ ñòàíiâ, à ¹äèíèì ðåïå-

ëåðîì ¹ ñòàí ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨. Âèïàäîê K = 0 ¹ áiôóðêàöiéíèì.

Íåçâàæàþ÷è íà äîñèòü ïðîñòó ñòðóêòóðó äèíàìiêè ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi

Êóðàìîòî ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, äèíàìiêà òàêî¨ ñè-

ñòåìè ñòà¹ äîñèòü ñêëàäíîþ ó âèïàäêó, êîëè îñöèëÿòîðè íå ¹ iäåíòè÷íèìè,

à ñàìå, êîëè âëàñíi ÷àñòîòè ωi êîæíîãî ç îñöèëÿòîðiâ ¹ ðiçíèìè. Áiôóðêàöi¨

ïîäðiáíåííÿ ÷àñòîòíèõ êëàñòåðiâ ó öüîìó âèïàäêó îïèñàíî ó ðîáîòi [228].
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2.4. Áiôóðêàöi¨ â ìîäåëi ç íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó

Ìîäåëü Ïiêîâñüêîãî�Ðîçåíáëþìà (ñèñòåìà (2.2) àáî åêâiâàëåíòíà ñèñòåìà

(2.4) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i (2.11) ëèøå íåòðèâiàëüíèì

ôàçîâèì çñóâîì ó ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó α. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è Ëå-

ìó 2.3.1 ìîæíà ëîêàëiçóâàòè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè íàâiòü äëÿ ñèñòåìè áiëüø

çàãàëüíî¨, íiæ ñèñòåìà (2.11), êîëè ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè ìiñòÿòü ñêàëÿðíó

ôóíêöiþ

α = α(θ1, . . . , θN , β),

äå β ¹ âåêòîðîì ïàðàìåòðiâ: β = (β1, . . . , βm), m ≥ 1. Äëÿ iñíóâàííÿ

òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.2) äîñòàòíüî âèìàãàòè ãëàäêiñòü ôóíêöi¨

α(θ1, . . . , θN , β) çà ¨¨ çìiííèìè (θ1, . . . , θN), õî÷à öþ óìîâó ìîæíà ïîñëàáèòè,

âèìàãàþ÷è âèêîíàííÿ óìîâè Ëiïøèöÿ äëÿ âåêòîð�ôóíêöi¨ G (àëå öþ óìîâó

âàæ÷å ïåðåâiðèòè). Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ñèñòåìè (2.2), íàì

ïîòðiáíî îïèñàòè âñi ðîçâ'ÿçêè àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè

g1(θ1, . . . , θN , α(θ1, . . . , θN , β))−

− gi(θ1, . . . , θN , α(θ1, . . . , θN , β)) = 0, i = 2, . . . , N. (2.20)

Ëåìà 2.4.1. Ìíîæèíà çíà÷åíü (θ1, . . . , θN) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìi

ðiâíÿíü(2.20) äëÿ áóäü�ÿêî¨ ãëàäêî¨ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ α(θ1, . . . , θN , β)

òà âåêòîðó ïàðàìåòðiâ β ∈ Rm òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà

ç òðüîõ íàñòóïíèõ óìîâ:

(i) θ1 = · · · = θN ,

(ii)
∑N

j=1 e
ıθj = 0,

(iii) θ1 = · · · = θp 6= θp+1 = · · · = θN , p = 1, . . . , N − 1 (ç òî÷íiñòþ äî

ïåðåñòàíîâîê).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî

óìîâè Ëåìè 2.4.1 íå âèêîíóþòüñÿ äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ çìiííèõ

(θ1, . . . , θN) = (θ0
1, . . . , θ

0
N) i ïàðàìåòðiâ β = β0 = (β0

1 , . . . , β
0
m). Òîäi Ëåìà 2.3.1

íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ñèñòåìè (2.13) äëÿ ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó α =
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α(θ0
1, . . . , θ

0
N , β

0). Öå ïðîòèði÷÷ÿ i äîâîäèòü Ëåìó 2.4.1. �

Âiäìiòèìî, ùî â ëåìi ìè íå âèìàãà¹ìî âiä ôóíêöi¨ α (à, îòæå, i âiä ôóíêöi¨

çâ'ÿçêó âñi¹¨ ñèñòåìè) æîäíèõ âèäiâ ñèìåòði¨. Òèì íå ìåíøå, áiôóðêàöi¨ âñiõ

ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ¹ îäíîâèìiðíèìè i âîíè âiäáóâàþòüñÿ ñòðîãî íà ïðÿìèõ

ëiíiÿõ iíâàðiàíòíèõ äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäiâ. Ïîëîæåííÿ ñòàöiîíàðíèõ òî-

÷îê íà öèõ ìíîãîâèäàõ òàêîæ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (2.15), àëå ç óðàõóâàííÿì

òîãî, ùî ó äàíîìó âèïàäêó α ¹ âæå ôóíêöi¹þ, ÿêà ìà¹ âëàñíi íóëi. Òîìó ïî-

ëîæåíü ðiâíîâàãè ó ñèñòåìè (2.4) ìîæå áóòè çíà÷íî áiëüøå íiæ ó ðåäóêîâàíî¨

ñèñòåìè (2.11) i áiôóðêàöi¨ öèõ òî÷îê ¹ ðiçíîìàíiòíiøèìè.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè ñêîíöåíòðó¹ìîñü íà ìîäåëi ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó

g, çàëåæíîþ âiä ïàðàìåòðó ïîðÿäêó R [276, 263]. Òàêà ñèñòåìà òàêîæ ìà¹

ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê SN , ùî òàêîæ ñóòò¹âî âïëèâà¹ íà ìîæëèâi ôîðìè ái-

ôóðêàöié. Ëåìà 2.4.1 ïîêàçó¹, ùî (ÿê i ó âèïàäêó ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i)

âñi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (2.4) (äå α = α(R, β)) íàëåæàòü ëèøå àáî äî

iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäóM(N), àáî äî êëàñòåðà ç içîòðîïi¹þ Sp×SN−p, ÿêèé

òàêîæ ¹ iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì ñèñòåìè. Çàäà÷à âiäøóêàííÿ ïîëîæåíü ðiâ-

íîâàãè íà äâî�êëàñòåðíîìó ìíîãîâèäi çâîäèòüñÿ òåïåð äî âiäøóêàííÿ êîðåíiâ

ñêàëÿðíîãî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ:

p sin(ϕk − α(R(ϕk), β)) + (N − p) sin(ϕk + α(R(ϕk), β))−

− (N − 2p) sinα(R(ϕk), β) = 0. (2.21)

Ó öüîìó âèïàäêó, ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (2.1) ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi

(2.14) ìîæíà çàïèñàòè ïàðàìåòð ïîðÿäêó

R = R(ϕk) =
1

N

√
p2 + (N − p)2 + 2p(N − p) cosϕk, k = 1, . . . , p. (2.22)

Òàêîæ áà÷èìî, ùî áiôóðêàöi¨ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ìàþòü îäíî�âèìiðíi íîð-

ìàëüíi ôîðìè. Íèæ÷å ìè äåòàëüíî îïèøåìî öi òà iíøi áiôóðêàöi¨, ïðîiëþ-

ñòðóâàâøè ¨õ ìàëþíêàìè äëÿ âèïàäêiâ N = 3 òà N = 4 (ðèñ. 8.1).
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2.4.1. Áiôóðêàöi¨ ðåæèìó ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨

Ïî÷àòîê êîîðäèíàò ñèñòåìè (2.4) ¹ ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè äëÿ áóäü�ÿêèõ

çíà÷åíü ôóíêöi¨ α(R, β). Ðîçãëÿíåìî ßêîáiàí öi¹¨ ñèñòåìè ó òî÷öi ϕj = 0, j =

1, . . . , N − 1. Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ öi¹¨ ìàòðèöi ¹ îäíàêîâèìè:

λi = −N cos(α(1, β)), i = 1, . . . , N − 1. (2.23)

Öå îçíà÷à¹, ùî ïî÷àòîê êîîðäèíàò äàíî¨ ñèñòåìè çìiíþ¹ ñâîþ ñòiéêiñòü, êî-

ëè α(1, β) = ±π/2. Òàêîæ, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, âñi áiôóðêàöi¨, ïîâ'ÿçàíi

ç öi¹þ òî÷êîþ, ìàþòü âiäáóâàòèñü âçäîâæ iíâàðiàíòíèõ ëiíié ç ñèìåòði¹þ

Sp×SN−p, p = 1, . . . , [N/2]. Òàêà áiôóðêàöiÿ ìîæå áóòè àáî òðàíñêðèòè÷íîþ,

àáî âèëêîâîþ (ñiäëî�âóçëîâîþ âîíà íå ìîæå áóòè ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨). Âèë-

êîâà áiôóðêàöiÿ ìîæå áóòè ëèøå ó âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ i öÿ

áiôóðêàöiÿ âèíèêà¹ âçäîâæ iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨ ç ñèìåòði¹þ SN/2 × SN/2, ÿê öå

áóëî ïîêàçàíî â ðîáîòi Ï. Åøâiíà òà Äæ. Ñâiôòà [43]. Íîðìàëüíà ôîðìà öi¹¨

áiôóðêàöi¨ ìà¹ âèãëÿä: dϕ/dt = ϕ(µ− ϕ2), äå µ çàëåæèòü âiä α(1, β).

Îòæå, òèïîâîþ áiôóðêàöi¹þ ïî÷àòêó êîîðäèíàò ¹ òðàíñêðèòè÷íà áiôóð-

êàöiÿ (ïðîiëþñòðîâàíà ó êîëîíöi (1) ðèñ. 8.1(b)). Öÿ áiôóðêàöiÿ âèíèêà¹

îäíî÷àñíî íà âñiõ iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ ç ñèìåòði¹þ Sp × SN−p, p 6= N/2. Ái-

ôóðêàöiéíi ïàðàìåòðè β = (β1, . . . , βm) âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âèðàçó

α(1, β) = ±π/2. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè â ìîìåíò áiôóðêàöi¨ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ

íà âèðîäæåíå ñiäëî (âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíåàðèçîâàíî¨ â öié òî÷öi ñèñòåìè ¹

íóëÿìè).
∑[N+1]/2−1

j=1 Cj
N ñiäåë, äå [x] ¹ öiëîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà x, çóñòði÷àþòüñÿ

ðàçîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Áiôóðêàöiÿ çìiíþ¹ ñòiéêiñòü ïî÷àòêó êîîðäèíàò

âçäîâæ êîæíî¨ îäíî�âèìiðíî¨ iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨.

Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàò (äèâ. ïàíåëü (3) íà ðèñ. 8.1(b)) âè-

íèêà¹ îäíî÷àñíî ç òðàíñêðèòè÷íîþ áiôóðêàöi¹þ ó âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi

îñöèëÿòîðiâ. Äâà ñiäëà ç'ÿâëÿþòüñÿ (çíèêàþòü) ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò (ñòié-

êîìó ÷è íåñòiéêîìó) i ðóõàþòüñÿ ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ âçäîâæ ëiíi¨, ùî

ìà¹ SN/2 × SN/2 içîòðîïiþ. Ó âèïàäêó ïàðíîãî N öi ñiäëà ¹ çàçâè÷àé ãåíåðà-

òîðàìè òðà¹êòîðié (îäíî�âèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ), ÿêi ïðè ïåâíèõ äîäàòêîâèõ

óìîâàõ ¹ ÷àñòèíàìè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ.
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2.4.2. Áiôóðêàöi¨ êëàñòåðiâ

Äëÿ âiäøóêàííÿ iíøèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ ç ñèìå-

òðiÿìè Sp × SN−p, ïîòðiáíî âèðiøèòè âiäïîâiäíó àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó (2.20),

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (2.14) òà (2.22). Îñòàíí¹ îçíà÷à¹ ùî íàì òðåáà âèðiøèòè ëè-

øå îäíå àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ. ßê ïðàâèëî, ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç'ÿâëÿþòüñÿ

(çíèêàþòü) ïàðàìè íà êîæíié iíâàðiàíòíié ëiíi¨ ϕj ∈ (0, 2π), j = 1, . . . , N − 1,

i öÿ ïîÿâà (çíèêíåííÿ) âiäïîâiäà¹ ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨ (äèâ. ïàíåëü

(2) íà ðèñ. 8.1). Íîðìàëüíà ôîðìà öi¹¨ áiôóðêàöi¨ íà ìíîãîâèäi ìà¹ âèãëÿä

dϕk/dt = (ϕk − ϕ∗k)2 + µ, äå µ ¹ ïàðàìåòðîì, çàëåæíèì âiä α(R(ϕ∗k), β), ÿêèé

ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi (2.16) äëÿ êîæíî¨ êîíêðåòíî¨ òî÷êè

áiôóðêàöi¨ ϕ∗k (òàêèõ òî÷îê ìîæå áóòè áàãàòî â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó ôóí-

êöi¨ α(R, β)). Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â (N − 1)�âèìiðíîìó

ôàçîâîìó ïðîñòîði (äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàøà ðåäóêîâàíà ñèñòåìà) ïðèçâîäèòü

äî âèíèêíåííÿ äâîõ òî÷îê, òîáòî äâîõ íîâèõ äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ. Öi äâi

òî÷êè ìàþòü ïðîòèëåæíi ñòiéêîñòi âçäîâæ îäíî�âèìiðíîãî ìíîãîâèäó ç içî-

òðîïi¹þ Sp×SN−p, àëå îäíàêîâó ñòiéêiñòü ó òðàíñâåðñàëüíèõ äî öüîãî ìíîãî-

âèäó íàïðÿìêàõ. Çîêðåìà, îäíà ç íîâîíàðîäæåíèõ òî÷îê ìîæå áóòè ñòiéêèì

âóçëîì, ùî âiäïîâiäà¹ äâî�êëàñòåðíîìó ñòàíó âñi¹¨ ñèñòåìè. Âèëêîâà áiôóð-

êàöiÿ íà iíâàðiàíòíîìó Sp × SN−p�ìíîãîâèäi òàêîæ ìîæëèâà â çàãàëüíîìó

âèïàäêó, àëå âîíà ¹ ìåíø éìîâiðíîþ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Äëÿ âèíèêíåííÿ

òàêî¨ âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ íåîáõiäíå âèêîíàííÿ äîñèòü ñïåöèôi÷íèõ ñèìåòðié-

íèõ óìîâ äëÿ ôóíêöi¨ α(R, β), ùî çàáåçïå÷óþòü ëîêàëüíó íåïàðíiñòü â îêîëi

ïåâíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè äëÿ ôóíêöi¨ ç ðiâíÿííÿ (2.21). Ó âèïàäêó ëîêàëü-

íî¨ íåïàðíîñòi ôóíêöi¨ g(x, α) ó îêîëi äåÿêî¨ òî÷êè ϕ∗k íà äâî�êëàñòåðíîìó

ìíîãîâèäi, íîðìàëüíà ôîðìà âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ íà öüîìó ìíîãîâèäi ìà¹

âèãëÿä: dϕk/dt = µ(ϕk − ϕ∗k) − (ϕk − ϕ∗k)
3, äå µ ïàðàìåòð, çàëåæíèé âiä

α(R(ϕ∗k), β). Îñòàííÿ áiôóðêàöiÿ ìîæå ïðèçâåñòè äî ïîÿâè îäðàçó äâîõ ñòié-

êèõ äâî�êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ.

Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî äèíàìiêà ìîäåëi ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì

α(R, β) òàêîæ ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ç α =

const íà SN/2×SN/2�içîòðîïi÷íèõ êëàñòåðàõ ñèñòåì ïàðíèõ ðîçìiðíîñòåé (êî-
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ëè N = 2p, p ∈ N). Àíàëîãi÷íî ç (2.17) ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè íà âêàçàíîìó

iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

N sinϕk cosα(R, β) = 0, äå R =

√
1 + cosϕk

2
, k = 1, . . . , p. (2.24)

Ó âèïàäêó ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöi¨ ïðè α =

const = ±π/2. ßê âèäíî ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ó öüîìó âèïàäêó âåñü

îäíî�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ïåðåòâî-

ðþ¹òüñÿ íà ìíîæèíó íåéòðàëüíèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè (Òåîðåìà 2.3.1, ïóíêò

4). Î÷åâèäíî, ùî ïîäiáíîãî íå òðàïëÿ¹òüñÿ êîëè α ¹ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ ϕk. Ó

öüîìó âèïàäêó êðiì ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ϕk = 0 íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi

¹ äèñêðåòíà ìíîæèíà îñîáëèâèõ òî÷îê, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿì

α
(√

(1 + cosϕk)/2, β
)

= ±π/2. (2.25)

Äîñëiäæåííÿ äàíîãî ðiâíÿííÿ ïîêàæå ðóõ îñîáëèâèõ òî÷îê ïî iíâàðiàíòíîìó

ìíîãîâèäó ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ òà äîïîìîæå âñòàíîâèòè òèï áiôóðêàöié (ìî-

æëèâi âàðiàíòè: ñiäëî�âóçëîâà, òðàíñêðèòè÷íà òà âèëêîâà). ßê âiäìi÷àëîñü

ðàíiøå, âèðàç α(1, β) = ±π/2 âèçíà÷à¹ áiôóðêàöiéíó êðèâó ó ïðîñòîði ïàðà-

ìåòðiâ. Î÷åâèäíî, ùî öÿ æ ñàìà óìîâà âèçíà÷à¹ áiôóðêàöiþ òî÷êè êëàñòåðà

ϕk çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ (2.25). Òàêîæ ðiâíÿííÿ (2.25) ãîâîðèòü ïðî òå, ùî

áiôóðêàöi¨ ó íóëi óçäîâæ êîæíîãî ç êëàñòåðiâ âiäáóâàþòüñÿ îäíî÷àñíî.

2.4.3. Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè

Îïèñàíà âèùå ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ¹ äæåðåëîì âèíèêíåííÿ âåëèêî¨

êiëüêîñòi íîâèõ ñiäåë (â çàëåæíîñòi âiä ñêëàäíîñòi ôóíêöi¨ α(R, β)). Îäíîâè-

ìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè öèõ ñiäåë ìîæóòü óòâîðþâàòè ãåòåðîêëiíi÷íi òðà-

¹êòîði¨ òàêèì ÷èíîì, ùî íåñòiéêèé ìíîãîâèä îäíîãî ñiäëà W u(S1) ¹ îäíî÷à-

ñíî ñòiéêèì îäíî�âèìiðíèì ìíîãîâèäîì iíøîãî W s(S2). Âíàñëiäîê SN òà ZN

ñèìåòðié âêàçàíi ãåòåðîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨ ôîðìóþòü ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè.

Çíèêíåííÿ ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó âíàñëiäîê ãëîáàëüíî¨ áiôóðêàöi¨ çàçâè÷àé
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ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ãðàíè÷íîãî öèêëó, ùî âiäïîâiäà¹ íåñèíõðîíiçîâàíîìó

ðåæèìó ñèñòåìè (2.4). Íà ðèñ.8.2 ïðîiëþñòðîâàíî äâà òèïè òàêèõ ãëîáàëüíèõ

áiôóðêàöié. Íà âåðõíié ïàíåëi ìàëþíêó çîáðàæåíî áiôóðêàöiþ âèíèêíåííÿ

ãðàíè÷íîãî öèêëó ÷åðåç ïîÿâó ãåòåðîêëiíi÷íîãî (â ìîìåíò áiôóðêàöi¨), ÿêèé,

â ñâîþ ÷åðãó, âèíèê óíàñëiäîê çiòêíåííÿ òðüîõ ñèìåòðè÷íèõ ïàð ñiäåë i âó-

çëiâ. Ãåíåðàöiÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ÷åðåç ñiäëî�âóçëîâi/ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóð-

êàöi¨ ¹ òèïîâîþ äëÿ ñèñòåì ç ñèìåòðiÿìè, çîêðåìà, i äëÿ (2.4). Ó âèïàäêó

ïàðíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ, ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ íà iíâàðiàíòíèõ ëiíi-

ÿõ ðîáèòü ìîæëèâèì ç'¹äíàííÿ îäíî�âèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ ñiäåë, ÿêi âèíèêëè

ðàíiøå (âiäíîñíî çìiíè ïàðàìåòðó) çà äîïîìîãîþ âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ ó ïî÷à-

òêó êîîðäèíàò. Íèæíÿ ïàíåëü ðèñ. 8.2 iëþñòðó¹ ïîÿâó ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó

âíàñëiäîê òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ãåòåðîêëiíi÷íèé

öèêë (ñåðåäíié ìàëþíîê íèæíüî¨ ïàíåëi) ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷êè âèðîäæåíîãî

ñiäëà â ïî÷àòêó êîîðäèíàò i iíâàðiàíòíèõ Sp×SN−p�ëiíié. Âðàõîâóþ÷è òîðî-

¨äàëüíó ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïðîñòîðó, ìîæíà ââàæàòè òîé æå îá'¹êò òðüîìà

ãîìîêëiíi÷íèìè ïåòëÿìè, ïîâ'ÿçàíèìè îäíèì âèðîäæåíèì ñiäëîì. Ó äàíî-

ìó âèïàäêó âiäáóëàñü òðàíñêðèòè÷íà/ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ. Ñåðåäíÿ

ïàíåëü ðèñ. 8.2 ïîêàçó¹ òóæ ñàìó òðàíñêðèòè÷íó/ãåòåðîêëiíi÷íó áiôóðêà-

öiþ äëÿ âèïàäêó ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i (2.11). Ó îñòàííüîìó âèïàäêó

ãëîáàëüíà áiôóðêàöiÿ ¹ âèðîäæåíîþ i ñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî áiôóðêàöiéíîãî

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó. Ãåòåðîêëiíi÷íié öèêë ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨ ¹ íåéòðàëüíî

ñòiéêèì, à ñàìà áiôóðêàöiÿ íå âåäå äî ïîÿâè ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó, ÿê ó

ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó (íèæíÿ ïàíåëü ìàëþíêó).

Çàãàëüíîþ îñîáëèâiñòþ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié äëÿ äîâiëüíîãî N ¹

òå, ùî âîíè âiäáóâàþòüñÿ íà ãðàíèöÿõ ∂C iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C, à ñàìi

ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ñêëàäàþòüñÿ ç òðà¹êòîðié, ùî íàëåæàòü ðiçíèì ãðàíÿì

∂C. ßê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå, ïåðiîäè÷íi îðáiòè íå ìîæóòü íàëåæàòè ∂C i çíà-
õîäÿòüñÿ âèêëþ÷íî âñåðåäèíi C. Îòæå, áiôóðêàöi¨ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ïðèçâî-
äÿòü äî ïîÿâè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ïåðiîäè ÿêèõ ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi

(àíàëîãi÷íî ç òåîðåìîþ Àíäðîíîâà�Ëåîíòîâè÷ [22, 209, ñòîð. 200]). Íåîáõi-

äíîþ óìîâîþ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ç êiëüêîìà ñiäëîâèìè âóçëàìè

Sj, j = 1, . . . , k, êîæíå ç ÿêèõ ìà¹ íåãàòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ−(Sj) < 0 òà
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ïîçèòèâíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ+(Sj) > 0,

ρ = 1, äå ρ = ρ(S1, . . . , Sk) =
k∏
j=1

λ−(Sj)

λ+(Sj)
. (2.26)

Î÷åâèäíî, áiôóðêàöiÿ ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ãðàíè÷íîãî öèêëó ëèøå çà óìîâ,

êîëè ïðèñóòíi óñi çâ'ÿçêè ìiæ ñiäëàìè (ñiäëî�âóçëàìè) Sj òà Sj+1 òàê,

ùî W u(Sj) = W s(Sj+1). Áiëüø ëîêàëüíî ìîæíà óÿâëÿòè äâî�âèìiðíi ñi-

äëî�çâ'ÿçíi áiôóðêàöi¨ (ïåðåáóäîâè ñåïàðàòðèñ) â îêîëi îêðåìîãî ñiäëà àáî

äâîõ çâ'ÿçàíèõ ñiäåë íà äâî�âèìiðíîìó ìíîãîâèäi. Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñiäëî-

âèìè çíà÷åííÿìè ó òðàíñâåðñàëüíèõ äî öüîãî ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ âïëèâà¹

ëèøå íà ñòiéêiñòü ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó. Ôîðìóëà (2.26) íå ìîæå áóòè ëåãêî

óçàãàëüíåíà íà âèïàäîê áiëüøî¨ êiëüêîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü. Ïðî ùå ñâiä÷àòü

âiäîìi ðåçóëüòàòè Ë. Øèëüíiêîâà [299] ïðî ãîìîêëiíi÷íó ïåòëþ ñiäëî�ôîêóñà,

äå ñèòóàöiÿ ¹ äîâîëi ñêëàäíîþ i ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè

ñiäëî�ôîêóñà òàêîæ âïëèâà¹ íà iñíóâàííÿ äåòåðìiíîâàíîãî õàîñó â îêîëi ïå-

òëi, òà ïîÿâó íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñiäëîâèõ öèêëiâ. Áiëüø äåòàëüíî óìîâè

iñíóâàííÿ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ òà áiôóðêàöi¨ ¨õ íàðîäæåííÿ äëÿ ñèñòåì ç

ñèìåòðiÿìè ðiçíîãî òèïó íàâåäåíî ó ðîáîòàõ [146, 202, 130, 201, 334, 145, 131].

Âiäìiòèìî, ùî ïðè íàÿâíîñòi ñèìåòðié ó ñèñòåìi (÷àñòiøå çà âñå ñèìåòði¨

ïåðåñòàíîâîê, öèêëi÷íî¨, äiåäðàëüíî¨ ÷è ÷àñîâî�îáîðîòíî¨) îêðåìi ñiäëà àáî

(i) ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ïîçèòèâíèõ òà íåãàòèâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü:

λ−(Sj) = −λ+(Sj) àáî (ii) âëàñíi çíà÷åííÿ ðiçíèõ ñiäåë êîìïåíñóþòü îäíå

îäíîãî òàê, ùî ¨õ ñóìà ðiâíà íóëþ. Äëÿ ñèñòåìè (2.4) óìîâà (2.26) çàâæäè

âèêîíó¹òüñÿ. Òîìó ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ ôîðìóþòü ñàìå çâ'ÿçêè ìiæ

îäíîâèìiðíèìè iíâàðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè W u, W s ðiçíèõ ñiäëîâèõ ÷è ñi-

äëî�âóçëîâèõ òî÷îê (ôîðìóâàííÿ ÿêèõ çîáðàæåíî, ó òîìó ÷èñëi, íà áiôóðêà-

öiéíèõ ñõåìàõ ðèñ. 8.2, ðèñ. 8.4 òà ðèñ. 8.5 ).

Iíøà (êðiì ãåòåðîêëiíi÷íî¨) ìîæëèâiñòü ïîÿâè ãðàíè÷íîãî öèêëó â ñèñòå-

ìi ¹ áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà îñîáëèâî¨ òî÷êè ìíîãîâèäóM(N) (ìè ïîêà-

æåìî öå íèæ÷å) àáî ñiäëî�âóçëîâà (fold) áiôóðêàöiÿ äâîõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ.

Iñíóâàííÿ òàêèõ ñêëàäíèõ ñòðóêòóð, ÿê êâàçi�ïåðiîäè÷íi òîðè ÷è õàîòè÷íi
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àòðàêòîðè íåìîæëèâå äëÿ ñèñòåìè (2.4). Îñòàííi òâåðäæåííÿ âèïëèâàþòü ç

ÂÑ òåîði¨ [330, 331]. ßê áóëî ïîêàçàíî â [331, 263] ñèñòåìà (2.2) ìîæå áóòè

ðåäóêîâàíà äî òðè�âèìiðíî¨ ñèñòåìè, äå ðiâíÿííÿ äëÿ îäíi¹¨ çi çìiííèõ çàëå-

æèòü ëèøå âiä äâîõ iíøèõ çìiííèõ. Îòæå, äèíàìiêà äâîõ �âåäó÷èõ� çìiííèõ

ìîæå áóòè ùîíàéáiëüøå ïåðiîäè÷íîþ, à äèíàìiêà âñi¹¨ ñèñòåìè ùîíàéáiëü-

øå êâàçi�ïåðiîäè÷íîþ. Áiëüø äåòàëüíî áiôóðêàöi¨ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ áóäóòü

îïèñàíi ó ïiäðîçäiëi 2.4.5.

Âiäìiòèìî, ùî êðiì ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

òàêîæ ìîæå ìàòè íåçàìêíóòi ãåòåðîêëiíi÷íi îðáiòè, ùî áóäå áiëüø äåòàëüíî

îïèñàíî ó ïiäðîçäiëi 2.4.5.

2.4.4. Ñòiéêiñòü ìíîãîâèäó M(N)

Ðîçãëÿíåìî iíâàðiàíòíó ìíîæèíóM(N). ßê áóëî çàçíà÷åíî, öÿ ìíîæèíà

¹ (N − 2)�âèìiðíîþ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði TN îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (2.2). Âðà-

õîâóþ÷è ñèìåòðiþ ôàçîâîãî çñóâó áà÷èìî, ùî çàìiíà çìiííèõ 2.3 ïåðåòâîðþ¹

öþ ìíîæèíó ó âiäïîâiäíó (N − 3)�âèìiðíó ìíîæèíóM(N)
(2.18) ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði TN−1 ñèñòåìè ó ôàçîâèõ çìiííèõ (2.4). Ëåìà 2.4.1 ñòâåðäæó¹, ùî

öÿ ìíîæèíà ñêëàäà¹òüñÿ âèêëþ÷íî ç ïîëîæåíü ðiâíîâàãè äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà-

÷åíü ïàðàìåòðiâ. Äëÿ îïèñàííÿ ëîêàëüíèõ áiôóðêàöié öi¹¨ ìíîæèíè, ñïåðøó

ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi ßêîáiàíà

J = J(ϕ1, . . . , ϕN−1, α(R, β)) =
∂ (g1(ϕ1, . . . , ϕN−1, α), . . . , gN−1(ϕ1, . . . , ϕN−1, α))

∂(ϕ1, . . . , ϕN−1)

â òî÷êàõ ìíîãîâèäó M(N). Ïîêàæåìî, ùî N − 3 âëàñíi çíà÷åííÿ ßêîáiàíà

ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü, ùî îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü áóäü�ÿêîãî ðóõó âñåðåäèíi

ñàìîãî ìíîãîâèäó. Ïðè öüîìó ñëiä òàêîæ âðàõîâóâàòè, ùî ìíîãîâèäM(N) òà

äâî�êëàñòåðíi ìíîãîâèäè ìàþòü òî÷êè ïåðåòèíó ó âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi

îñöèëÿòîðiâ N .
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Ëåìà 2.4.2. Ðàíã ßêîáiàíó ìàòðèöi ñèñòåìè (2.4) ¹ íàñòóïíèì:

rank(J) =

1, äëÿ äâî-êëàñòåðíèõ ñòàíiâ ç içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2,

2, â iíøèõ òî÷êàõ ìíîãîâèäóM(N).

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.3 (äèâ. ñòîð. 381).

Öÿ ëåìà ïîêàçó¹, ùî ßêîáiàí ñèñòåìè â ðiçíèöÿõ íà ìíîãîâèäiM(N)
ìà¹

N − 3 âëàñíèõ çíà÷åíü ðiâíèõ íóëþ. Îäíàê, ÿê öå áóëî ïîêàçàíî, ðàíã ßêî-

áiàíó çàëåæèòü âiä çíà÷åíü çìiííèõ ñèñòåìè (òîáòî âiä êîîðäèíàò òî÷îê íà

ìíîãîâèäi). Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü J íå äîñòàòíüî ðîçãëÿ-

íóòè ëèøå îêðåìèé 2× 2�ìiíîð, à ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè âñþ ìàòðèöþ. Êîæíå

çi âëàñíèõ çíà÷åíü ¹ ôóíêöi¹þ N − 3 çìiííèõ â òî÷êàõ ìíîãîâèäó. Âèðàçè-

ìî äâi îñòàííi çìiííi ϕN−2 òà ϕN−1 ÿê ôóíêöi¨ iíøèõ çìiííèõ ϕ1, . . . , ϕN−3,

âèêîðèñòîâóþ÷è äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíè âèðàçó (2.6). Òîäi îòðèìà¹ìî:

ϕN−2 = arctan

(
f2

f1

)
− 1

2
arccos

(
f 2

1 + f 2
2

2
− 1

)
+
π

2
(1− sign(f1)), (2.27)

ϕN−1 = arctan

(
f2

f1

)
+

1

2
arccos

(
f 2

1 + f 2
2

2
− 1

)
+
π

2
(1− sign(f1)), (2.28)

äå

f1(ϕ1, . . . , ϕN−3) = −1−
N−3∑
j=1

cosϕj, f2(ϕ1, . . . , ϕN−3) = −
N−3∑
j=1

sinϕj.

Ó âèïàäêó ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó îñöèëÿòîðiâ íà êîëi (splay state çãiäíî

äî òåðìiíîëîãi¨ ùîäî ìîäåëi Êóðàìîòî [331, 352, 90, 353] àáî õâèëÿ îáåðòàííÿ

(rotatin wave) çãiäíî òåðìiíîëîãi¨ [283, 230, 343]), ÿêèé ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó

âèãëÿäi:

Φsplay =

(
m

2π

N
,m

2 · 2π
N

, . . . ,m
(N − 1)2π

N

)
, m = 1, . . . , N − 1, (2.29)
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âëàñíi çíà÷åííÿ ßêîáiàíó ¹:

λN−2,N−1 =
N

2
(cosα± ı sinα). (2.30)

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó âñüîãî ìíîãîâèäó âëàñíi çíà÷åííÿ ¹:

λN−2,N−1(ϕ1, . . . , ϕN−3) =
N

2

(
cosα±

√
cosα− h2(ϕ1, . . . , ϕN−3)

)
, (2.31)

äå |h(ϕ1, . . . , ϕN−3)| ≤ 1 ¹ äåÿêà ãëàäêà ôóíêöiÿ. Îòæå, ìè îòðèìó¹ìî áiôóð-

êàöiþ Àíäðîíîâà�Õîïôà ïðè α = ±π/2 (ó äàíîìó âèïàäêó óìîâè òðàíñâåð-

ñàëüíîñòi ÷è âèðîäæåíîñòi áiôóðêàöi¨ ìîæóòü íå âèêîíóâàòèñÿ; áiôóðêàöiÿ

ìîæå áóòè âèðîäæåíîþ, ÿê ó âèïàäêó ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i). Öÿ ái-

ôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ îäíî÷àñíî ó âñiõ òî÷êàõ ìíîãîâèäóM(N)
çà âèíÿòêîì

òî÷îê ç içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2, äå ôóíêöiÿ h(ϕ1, . . . , ϕN−3) = 0.

Ó âèïàäêó òðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ íóëü�âèìiðíèé ìíîãîâèä M(3)

ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç äâîõ òî÷îê (2π/3, 4π/3) òà (4π/3, 2π/3) (ëiâà ïàíåëü

ðèñ. 8.1(a); ðèñ.. 8.2). Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà êîæíî¨ ç öèõ òî÷îê çìi-

íþ¹ ¨¨ ñòiéêiñòü òà ãåíåðó¹ ñóïåðêðèòè÷íèé (÷è ðóéíó¹ ñóáêðèòè÷íèé) ãðà-

íè÷íèé öèêë. Ïîäàëüøà çìiíà ïàðàìåòðó âiä ïîëîæåííÿ áiôóðêàöi¨ ïðèçâî-

äèòü äî çðîñòàííÿ àìïëiòóäè öüîãî öèêëó i éîãî íàñòóïíîìó çíèêíåííi ÷è

ó ñiäëî�âóçëîâié/ãåòåðîêëiíi÷íié áiôóðêàöi¨, ÷è ó ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨

äâîõ öèêëiâ (ñêëàäöi öèêëiâ).

Áiëüø íåòðèâiàëüíà ñèòóàöiÿ òðàïëÿ¹òüñÿ ó âèïàäêó ÷îòèðüîõ ãëîáàëüíî

çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèäM(4) ó öüîìó âèïàäêó ñêëàäà-

¹òüñÿ ç øåñòè ïðÿìèõ ëiíié (îäíà ç òàêèõ ëiíié çîáðàæåíà íà ðèñ. 8.2 (çåëå-

íèì)). Êîîðäèíàòè öèõ ëiíié ¹ (ϕj, π, ϕj+π) ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè. Iíâà-

ðiàíòíèé ìíîãîâèä ìà¹ içîòðîïiþ Z2. Ôóíêöiÿ h(ϕ) = sinϕj âèíèêà¹ ó âèðàçi

âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi ßêîáiàíó. Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà âiäáóâà¹-

òüñÿ îäíî÷àñíî â êîæíié òî÷öi çãàäàíèõ ïðÿìèõ ó òðàíñâåðñàëüíîìó äî íèõ

íàïðÿìêó. Îòæå, ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ âèíèêà¹ äâî�âèìiðíà ïîâåðõíÿ, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Âiäìiòèìî, ùî äàíà áiôóðêàöiÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä

áiôóðêàöi¨ Íåéìàðêà�Ñàêåðà õî÷ i ìà¹ ç íåþ ïåâíi ñïiëüíi ðèñè. Êîæåí ç öèõ
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öèêëiâ ¹ ïðèòÿãóþ÷èì (âiäøòîâõóþ÷èì) ëèøå âñåðåäèíi ïîâåðõîíü, îïèñàíèõ

ÂÑ òåîði¹þ, ó iíøîìó íàïðÿìêó âií ¹ íåéòðàëüíèì. Ìîæëèâèì øëÿõîì çíè-

êíåííÿ öèõ äâî�âèìiðíèõ ïîâåðõîíü ¹ ñiäëî�âóçëîâà/ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóð-

êàöiÿ íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ, ùî áóëà îïèñàíà âèùå. Äâî�âèìiðíà ìíîæèíà

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ó ìîìåíòè áiôóðêàöi¨ òàêîæ çîáðàæåíà íà ðèñ. 8.5 òà

ðèñ. 8.14(b).

Iíøîþ ìîæëèâiñòþ çíèêíåííÿ (ïîÿâè) äâîõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ¹ áiôóðêà-

öiÿ ñiäëî�âóçëà (ñêëàäêè) öèêëiâ. Âiäìiòèìî, ùî äàíà áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹-

òüñÿ äëÿ êîæíî¨ ïàðè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ùî íàëåæàòü äî ðiçíèõ äâî�âèìiðíèõ

ìíîæèí öèêëiâ. Öÿ áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ òàêîæ âñåðåäèíi ïîâåðõíi Âàòà-

íàáå�Ñòðîãàòöà. Òîìó ìè îòðèìó¹ìî ñiäëî�âóçëîâó áiôóðêàöiþ äâî�âèìiðíèõ

ìíîæèí, îäíà ç ÿêèõ ¹ ñòiéêîþ à äðóãà íåñòiéêîþ.

2.4.5. Ãðàíè÷íi öèêëè òà ¨õ áiôóðêàöi¨

ßê çàçíà÷àëîñü âèùå, ñèñòåìà ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòî-

ðiâ ìà¹ ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê SN , ùî ïðèçâîäèòü ïîÿâè ðîçäiëÿþ÷èõ iíâàði-

àíòíèõ êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäiâ i òàêîæ ðîçäiëåííÿ âñüîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó

íà êàíîíi÷íi iíâàðiàíòíi îáëàñòi C (2.9). Äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ó

ôàçîâîìó ïðîñòîði TN−1, öi îáëàñòi ðîçäiëÿþòüñÿ ãiïåðïëîùèíàìè âèãëÿäó

ϕi = 0 àáî ϕi = ϕj. Âiäïîâiäíî äî Ëåìè 2.4.1 ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

(2.4) íå ìîæå ìàòè ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ó ñåðåäèíi C äëÿ áóäü�ÿêèõ ôóíêöié
α(R, β). Äèíàìiêè âñåðåäèíi êîæíî¨ iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi ¹ ïîâíiñòþ iäåíòè-

÷íèìè âíàñëiäîê ñèìåòði¨ ñèñòåìè. Çàìiíà çìiííèõ ó ÂÑ òåîði¨ [331] (i ¨¨ óçà-

ãàëüíåííi [276, 263]) íå ìà¹ îñîáëèâîñòåé ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé

(íà âiäìiíó âiä ¨õ ãðàíèöü). Öÿ òåîðiÿ ïîâíiñòþ îïèñó¹ äèíàìiêó ñèñòåìè ó C,
çâîäÿ÷è öþ ñèñòåìó äî 3�âèìiðíîþ ïðè N ≥ 4. Ðåçóëüòàòè öi¹¨ òåîði¨ ïîâíi-

ñòþ óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè, ùî îïèñóþòüñÿ ó äàíîìó ðîçäiëi. Ñèñòåìà

ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ìîæå ìàòè ëèøå ãðàíè÷íi öèêëè àáî íåïåðåðâíi ñiì'¨

ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, à îðèãiíàëüíà ñèñòåìè (2.2) ìîæå ìàòè êâàçi�ïåðiîäè÷íi

ðîçâ'ÿçêè (êîëè ÷àñòîòè ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ òà

òðàíñëÿöi¨ óçäîâæ ôàçîâîãî çñóâó ¹ íåñóìiðíèìè). Òðè�âèìiðíà çâåäåíà ñè-

ñòåìà Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà ìà¹ îäíå ðiâíÿííÿ, ïðàâi ÷àñòèíè ÿêîãî öiëêîì
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çàëåæàòü ëèøå âiä iíøèõ äâîõ çìiííèõ. Òîáòî òàêà ñèñòåìà ôàêòè÷íî ìà¹

äâî�âèìiðíó äèíàìiêó. Îñòàíí¹ ¹ äîâåäåííÿì âiäñóòíîñòi õàîñó öié ñèñòåìi

òà ó âèõiäíié îñöèëÿòîðíié ñèñòåìi. Êðiì çãàäàíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, âñåðå-

äèíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi C ñèñòåìà ìîæå ìàòè ãåòåðîêëiíi÷íi îðáiòè (íå öè-

êëè), ïî÷àòîê (êiíåöü) ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi M(N)
,

à êiíåöü (ïî÷àòîê) çíàõîäèòüñÿ íà ãðàíèöi C íà äâî�êëàñòåðíîìó ìíîãîâèäi.
Íàÿâíiñòü ìíîæèí ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi C ñèñòå-
ìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ.

Àëüòåðíàòèâíèì äîñëiäæåííÿ êiëüêîñòi, ñòðóêòóðè òà ñòiéêîñòi ãðàíè-

÷íèõ öèêëiâ ÷è ¨õ íåïåðåðâíèõ ìíîæèí ó ìîäåëi ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì

(2.2) ìîæå áóòè âèêîðèñòàííÿ ïåðåðiçó Ïóàíêàðå äëÿ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ó

ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.4). Ó ÿêîñòi ïåðåðiçó Ïóàíêàðå âiçüìåìî (N−2)�âèìiðíó

ãiïåðïëîùèíó ó TN−1 íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

ΠN =

{
(ϕ1, . . . , ϕN−1) :

N∑
j=1

ϕj = ΥN

}
, ΥN =

0, N = 2k + 1,

π, N = 2k,
, k ∈ Z, N ≥ 3.

(2.32)

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî ãiïåðïëîùèíà ΠN ìiñòèòü âñi òî÷êè, ùî âiäïîâiä-

àþòü ðiâíîìiðíîìó ðîçïîäiëó ôàç îñöèëÿòîðiâ (2.29). Φsplay ∈ ΠN , ñêiëüêè

ñóìà êîîðäèíàò òî÷êè Φsplay äîðiâíþ¹ (N − 1)π. Óñi òî÷êè (2.29) òàêîæ íà-

ëåæàòü iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäó M(N)
, îñêiëüêè ìàþòü ïàðàìåòð ïîðÿäêó

R(Φsplay) = 0. Òàêîæ êîæíà ç öèõ òî÷îê íàëåæèòü îäíié ç iíâàðiàíòíèõ îáëà-

ñòåé C òà ¹ ¨¨ öåíòðîì. Òàêèì ÷èíîì ãiïåðïëîùèíà ΠN ïåðåòèíà¹ óñi áåç âè-

íÿòêó iíâàðiàíòíi îáëàñòi C. Î÷åâèäíî, ùî òîäi òàêîæ ΠN ∩ ∂C 6= ∅. Îòæå,
êîæíà ïåðiîäè÷íà òðà¹êòîðiÿ, ùî íàðîäèëàñü ç áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà

ç òî÷êè ìíîãîâèäóM(N)
ïðèíàéìíi äâi÷i ïåðåòèíà¹ ãiïåðïëîùèíó ΠN . Îòæå,

ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè äèñêðåòíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà ΠN âiäïîâiäàþòü ïå-

ðiîäè÷íi îðáiòè ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.4). Ñòiéêiñòü äàíèõ òî÷îê äèñ-

êðåòíî¨ ñèñòåìà òàêîæ âiäïîâiäà¹ ñòiéêîñòi ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨

íåïåðåðâíî¨. Áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäà¹

âèëêîâà áiôóðêàöiÿ äèñêðåòíî¨. Îñêiëüêè, çãiäíî ìiðêóâàííÿì ïîïåðåäíüîãî

ïiäðîçäiëó, áiôóðêàöi¨ âiäáóâàþòüñÿ îäíî÷àñíî ó âñiõ òî÷êàõ ìíîãîâèäóM(N)
,
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òî âèëêîâi áiôóðêàöi¨ âiäáóâàþòüñÿ òàêîæ ó âñiõ òî÷êàõ (N − 3)�âèìiðíî¨

ìíîæèíèM(N) ∩ΠN . Íîâîóòâîðåíi ìíîæèíè îñîáëèâèõ òî÷îê ¹ âiäîáðàæåí-

íÿìè íåïåðåðâíèõ ìíîæèí ãðàíè÷íèõ öèêëiâ L âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Îñêiëüêè

êîæíà òî÷êà iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäóM(N)
¹ íåéòðàëüíîþ âñåðåäèíi ñàìîãî

ìíîãîâèäó ó N − 3 íàïðÿìêàõ, òî íîâîóòâîðåíi öèêëè (i ïîëîæåííÿ ðiâíî-

âàãè äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè) ïîâèííi áóòè òàêîæ íåéòðàëüíèìè ó öèõ æå íà-

ïðÿìêàõ. Áiôóðêàöiÿ çìiíþ¹ ¨õ ñòiéêiñòü ëèøå ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ íà-

ïðÿìêàõ. Ïîçíà÷èìî Ls, Lu òà Ln âiäïîâiäíî ñòiéêi, íåñòiéêi òà íåéòðàëüíi ó
òðàíñâåðñàëüíîìó íàïðÿìêó ìíîæèíè öèêëiâ. Áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà

âiäáóâàþòüñÿ ïðè α(0, β) = ±π/2. Çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ α âiä âåêòîðó ïàðà-

ìåòðiâ β = (β1, . . . , βm), m ≥ 1, i âèçíà÷à¹ ñòiéêiñòü íîâîóòâîðåíèõ ïåðiî-

äè÷íèõ îðáiò (âîíè ìîæóòü áóòè íåéòðàëüíèìè ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨, ÿê öå

çîêðåìà ¹ äëÿ ñèñòåìè Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ïðè α = const). Îòæå áiôóðêàöi¨

Àíäðîíîâà�Õîïôà ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíi ç íóëÿìè ðiâíÿííÿ α(0, β) ± π/2 = 0.

×åðãóâàííÿ ïåðåòèíiâ ç íóëåì ôóíêöi¨ α ç äîäàòíèìè òà âiä'¹ìíèìè ïîõiäíè-

ìè (ó íàéáiëüø òèïîâîìó âèïàäêó) ïðèçâîäèòü äî ïîñëiäîâíîñòi áiôóðêàöié,

ùî ïðèçâåäóòü äî õâèëü ïîÿâ íåïåðåðâíèõ ìíîæèí ïîëîæåíü ðiâíîâàãè, ñòié-

êiñòü ÿêèõ òàêîæ áóäå ÷åðãóâàòèñü. Òîáòî, íàïðèêëàä, ïðè ïåâíîìó çáiëü-

øåííi îäíîãî ç ïàðàìåòðiâ βj ç'ÿâèëàñü ìíîæèíà ñòiéêèõ îñîáëèâèõ òî÷îê

íà ΠN , a ïðè ïîäàëüøîìó çáiëüøåííi öüîãî ïàðàìåòðó ç'ÿâèëàñü ìíîæèíà

âæå íåñòiéêèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. Òàêèé ñöåíàðié âiäïîâiäà¹ ïî÷åðãîâié ïî-

ÿâi ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ óñåðåäèíi êàíîíi÷íî¨ iíâàðiàíòíî¨

îáëàñòi C òà îäíî÷àñíîìó iñíóâàííþ äâîõ ìíîæèí Ls, Lu ó C. Ùå îäíi¹þ ìî-

æëèâîþ áiôóðêàöi¹þ òî÷îê äèñêðåòíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà ΠN ¹, î÷åâèäíî,

ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ ôóíêöi¨ α. Äàíà áiôóðêàöiÿ

ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè (çíèêíåííÿ) äâîõ òî÷îê ïðîòèëåæíî¨ ñòiéêîñòi äëÿ äà-

íî¨ ñèñòåìè. Òàêà áiôóðêàöiÿ âiäïîâiäà¹ ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨ ãðàíè÷íèõ

öèêëiâ äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.4). Áiëüø ãëîáàëüíî áóäå âiäáóâà-

òèñü ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ìíîæèí öèêëiâ Ls òà Lu, ùî ïðèçâåäå äî ¨õ

çíèêíåííÿ (ïîÿâè) ó C. Ïîäiáíèì ÷èíîì, ïðè íàÿâíîñòi äîäàòêîâî¨ íåïàðíî¨

ñèìåòði¨ ó ôóíêöi¨ α(R, β) ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ìîæå ìàòè âèëêîâi

(ñóáêðèòè÷íó ÷è ñóïåðêðèòè÷íó) áiôóðêàöi¨ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ùî ïðèçâå-
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äóòü äî ïîÿâè (çíèêíåííÿ) äâîõ äîäàòêîâèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Äëÿ ìíîæèí

ãðàíè÷íèõ öèêëiâ L ñêàçàíå âèùå îçíà÷à¹ ñóïåðêðèòè÷íó áiôóðêàöiþ óñi¹¨

ìíîæèíè Ls, ùî ïðèçâîäèòü äî ïåðåòâîðåííÿ ¨¨ íà Lu òà ïîÿâè äâîõ íîâèõ

Ls. Öèêëè íàéáiëüøî¨ ìîæëèâî¨ àìïëiòóäè òà ïåðiîäó áëèçüêî äî ãðàíèöi

îáëàñòi C ïåðåòâîðþþòüñÿ íà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè íà ãðàíèöi ∂C çà äîïîìî-
ãîþ ðiçíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié òà çíèêàþòü ïðè ïîäàëüøié âàðiàöi¨

ïàðàìåòðiâ (ÿê öå îïèñàíî ó ïiäðîçäiëi 2.4.3).

Ùå ðàç âiäìiòèìî, ùî âñi ãðàíè÷íi öèêëè îäíi¹¨ ìíîæèíè ¹ íåéòðàëüíèìè

îäèí ïî âiäíîøåííþ äî îäíîãî ó N − 3 âíóòðiøíiõ íàïðÿìêàõ i âîíè ¹ âñi

îäíî÷àñíî ñòiéêèìè ÷è íåñòiéêèìè ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî öi¹¨ ìíîæèíè

íàïðÿìêàõ. Íåçâàæàþ÷è íà ðîçìiðíiñòü, ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòîðó ñè-

ñòåìè ó ðiçíèöÿõ òà âiäïîâiäíîãî ïåðåðiçó Ïóàíêàðå ¹ ñõåìàòè÷íî ïîäiáíîþ.

Ñïðîùåíî (ÿê ïðè N = 3) ìîæíà óÿâèòè iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(N)
ÿê

îäíó òî÷êó, ÿêó îòî÷óþòü êîíöåíòðè÷íi êîëà ïî÷åðãîâî¨ ñòiéêîñòi, ùî âiäïî-

âiäàþòü ìíîæèíàì ãðàíè÷íèõ öèêëiâ L òi¹¨ æ ñòiéêîñòi. Áiôóðêàöi¨ Àíäðîíî-

âà�Õîïôà ïðèçâîäÿòü äî ïîÿâè íîâèõ êîíöåíòðè÷íèõ òðà¹êòîðié íàâêîëî îñî-

áëèâî¨ òî÷êè. Ñiäëî�âóçëîâi òà âèëêîâi áiôóðêàöi¨ ïðèçâîäÿòü äî ïîÿâè íîâèõ

êîíöåíòðè÷íèõ êië ìiæ iíøèìè, ùî âæå iñíóþòü. Ìàêñèìàëüíå çáiëüøåííÿ

ïåðiîäè÷íî¨ òðà¹êòîðiÿõ ïðèçâåäå äî ¨¨ ïîïàäàííÿ ó ãåòåðîêëiíi÷íó ãðàíèöþ

îáëàñòi òà ïîäàëüøîãî çíèêíåííÿ ó îäíié ç ìîæëèâèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóð-

êàöié (ðèñ. 8.2). Ó ïðîñòîði íàñòóïíî¨ ðîçìiðíîñòi iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì

¹ âæå ëiíiÿ, îïîâèòà êîíöåíòðè÷íèìè �òðóáàìè� ïî÷åðãîâî¨ ñòiéêîñòi. Ïîäi-

áíà äèíàìiêà âiäáóâà¹òüñÿ i äëÿ ïðîñòîðiâ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ðîçìiðíîñòi.

Áiôóðêàöi¨, ùî ïðèçâîäÿòü äî òàêèõ ñòðóêòóð ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 8.5.

Çàñòîñóâàííÿ îïèñàíîãî ïåðåðiçó Ïóàíêàðå ¹ çðó÷íèì äëÿ îïèñàííÿ áiôóð-

êàöié òà ñòiéêîñòi çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ. Îïèñàíèé ìåòîä ïðàöþ¹

ëèøå âñåðåäèíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi C òà íå áóäå ïðàâèëüíî âiäîáðàæàòè ñè-
òóàöiþ íà ¨¨ ãðàíèöÿõ. Îñòàíí¹ ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè,

ùî íàëåæàòü ∂C ìàþòü ïî êiëüêà âëàñíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê, ùî íå ìîæóòü

áóòè îïèñàíi ó çãàäàíîìó âiäîáðàæåííi.

Âiäìiòèìî, ùî îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ îïèñàíîãî âèùå ìåòîäó ðåçóëüòàòè

öiëêîì óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè ÂÑ òåîði¨ òà äîïîâíþþòü ¨¨ ó ñåðåäè-
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íi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé. Äèíàìiêà íà ãðàíèöÿõ öèõ îáëàñòåé òà áiôóðêàöi¨

ïîÿâè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ç ãåòåðîêëiíi÷íèõ îïèñóþòüñÿ ëèøå çà äîïîìîãîþ

òåîði¨ íàâåäåíî¨ ó äàíîìó ðîçäiëi. Îñêiëüêè ìîäåëü Ïiêîâñüêîãî�Ðîçåíáëþìà

¹ óçàãàëüíåííÿì ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i, òî, ÿê ïîêàçàíî âèùå, âîíà ìà¹

áiëüø ñêëàäíó äèíàìiêó. Ùå ðàç êîðîòêî âiäìiòèìî îñîáëèâîñòi äîäàòêîâî¨

äèíàìiêè, ÿêó îòðèìó¹ ñèñòåìà, êîëè ôàçîâèé çñóâ ïåðåñòà¹ áóòè êîíñòàí-

òîþ. Öå (i) ïîÿâà âåëèêî¨ êiëüêîñòi (â çàëåæíîñòi âiä α(R, β)) ïîëîæåíü ÿê

ñòiéêèõ òàê i íåñòiéêèõ òî÷îê íà iíâàðiàíòíèõ äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ P2

(äëÿ α = const öå ëèøå îäíå ñiäëî); (ii) ïîÿâà ìíîãîâèäiâ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ

L óñåðåäèíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi C (íå ëèøå ìíîæèíè ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, ùî

çàïîâíþþòü öþ îáëàñòü i íå ëèøå ïðè α = ±π/2); (iii) ïîÿâà ãåòåðîêëiíi-

÷íèõ öèêëiâ ðiçíîìàíiòíî¨ ñòðóêòóðè i ïðè ðiçíèõ áiôóðêàöiÿõ (íå ëèøå ïðè

òðàíñêðèòè÷íié/ãåòåðîêëiíi÷íié áiôóðêàöi¨).

2.4.6. Àòðàêòîðè òà ìóëüòèñòàáiëüíiñòü

Àòðàêòîðè. Çãiäíî îïèñàíîìó âèùå, ñèñòåìà (2.4) ìà¹ íàñòóïíi ñòiéêi

ðåæèìè:

1. Ïîâíó ñèíõðîíiçàöiþ ϕj = 0, j = 1, . . . , N − 1.

2. Äâî�êëàñòåðíèé ðåæèì ç içîòðîïi¹þ Sp × SN−p.

3. Ãðàíè÷íèé öèêë.

4. Ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë.

5. ÌíîãîâèäM(N)
.

Ìóëüòèñòàáiëüíiñòü. Ó äàíîìó ðîçäiëi áóëî ëîêàëiçîâàíî ïîëîæåííÿ ðiâíî-

âàãè íà äâî�êëàñòåðàõ òà àíòèôàçíîìó ìíîãîâèäàõ çà äîïîìîãîþ Ëåìè 2.4.1.

ßêùî ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ãåíåðó¹ íîâèé ñòiéêèé âóçîë â òîé ÷àñ, ÿê

iíøèé ñòiéêèé âóçîë ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò âñå ùå iñíó¹, òî ìè îòðèìó¹ìî

ìóëüòèñòàáiëüíiñòü ñèíõðîííîãî òà äâî�êëàñòåðíîãî ðåæèìiâ. Âiäìiòèìî, ùî

â çàëåæíîñòi âiä ñêëàäíîñòi ôóíêöi¨ α(R, β) ìîæíà îòðèìàòè îäíî÷àñíî áà-

ãàòî ñòiéêèõ âóçëiâ íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨, ùî îçíà÷àòèìå ìóëüòèñòàáiëüíiñòü

ñèíõðîííîãî òà êiëüêîõ äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ.
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Ñèñòåìà ìîæå ìàòè ìóëüòèñòàáiëüíiñòü ãðàíè÷íèõ öèêëiâ óñåðåäèíi êà-

íîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ïðè äîñòàòíüî íåòðèâiàëüíié ôóíêöi¨ ôàçî-

âîãî çñóâó α(R, β) (ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi äåòàëüíî áóäå ðîçiáðàíèé ïðè-

êëàä α(R, β) = β1 +β2R
2). Ãðàíè÷íi öèêëè íàêîïè÷óþòüñÿ ó ñåðåäèíi îáëàñòi

äâîìà ñïîñîáàìè: (a) ïîÿâè ç ñåðåäèíè îáëàñòi âíàñëiäîê áiôóðêàöié Àíäðî-

íîâà�Õîïôà òî÷îê iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó M(N)
, (b) ïîÿâè ççîâíi îáëàñòi

âíàñëiäîê ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié (ëîêàëüíî ñiäëî�âóçëîâèõ, òðàíñêðè-

òè÷íèõ òà âèëêîâèõ). Óñi òàêi ãðàíè÷íi öèêëè îõîïëþþòü iíâàðiàíòíèé ìíî-

ãîâèä M(N)
, óòâîðþþ÷è (N − 3)�ïàðàìåòðè÷íi íåïåðåðâíi ñiì'¨ (ÿêi áiëüø

äåòàëüíî áóäå ïîêàçàíî íà ïðèêëàäi ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ). Âiäìiòèìî, ùî

óñi òàêi öèêëè ¹ ðiâíåâèìè ìíîæèíàìè, îïèñàíèìè ÂÑ òåîði¹þ. ßê ïîñëiäîâ-

íîñòi áiôóðêàöié Àíäðîíîâà�Õîïôà íà M(N)
, òàê i ïîñëiäîâíîñòi ãåòåðîêëi-

íi÷íèõ áiôóðêàöié ç çîâíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi, ñïðè÷èíÿþòü ÷åðãóâàííÿ ïî-

ÿâè ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Äîñëiäæóþ÷è ïåðåðiç Ïóàíêàðå

ΠN (2.32) ìè ïîáà÷èìî ÷åðãóâàííÿ ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ òî÷îê, ùî âiäïîâiäà-

þòü ãðàíè÷íèì öèêëàì ç òèìè æ ñòiéêîñòÿìè. Îòæå, òèïîâîþ áóäå ñèòóàöiÿ

áiñòàáiëüíîñòi äâîõ òàêèõ öèêëiâ (à òî÷íiøå öiëèõ ñiìåé) ó ñåðåäèíi êàíî-

íi÷íî¨ iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi. Î÷åâèäíî, ùî òàêà ìóëüòèñòàáiëüíiñòü áóäå íå

ëèøå ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ìiæ ñîáîþ à i ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ç òî÷êàìè iíâàðiàí-

òíîãî ìíîãîâèäó M(N) (êîëè âîíè ñòiéêi), ç ìîæëèâèìè ñòiéêèìè òî÷êàìè

íà äâî�êëàñòåðíèõ ëiíiÿõ (íà ãðàíèöi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi) àáî ç ãåòåðîêëiíi-

÷íèìè öèêëàìè íà ãðàíèöÿõ iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi. Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ

öèêëiâ ¹ òàêîæ òèïîâîþ áiôóðêàöi¹þ çíèêíåííÿ (ïîÿâè) ñòiéêîãî òà íåñòié-

êîãî ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi, ùî òàêîæ ïðèçâîäèòü

äî çìiíè ìóëüòèñòàáiëüíîñòi òà íîâîãî ïåðåðîçïîäiëó áàñåéíiâ ïðèòÿãàííÿ. Ó

ðàçi ÷åðãóâàííÿ ìíîæèí ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ öèêëiâ âñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ

îáëàñòåé C, íåñòiéêi öèêëè ¹ áàð'¹ðíèìè (ñåïàðàòðèñíèìè) ìíîæèíàìè, ùî

ðîçäiëÿþòü áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ ìíîæèí ñòiéêèõ öèêëiâ, à òàêîæ ìíîãîâèäó

M(N)
òà ñòiéêèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè i ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ íà ãðàíèöi ∂C.
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2.4.7. Êîëåêòèâíà äèíàìiêà ìîäåëi ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì

Âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 2.4.1 òà Ëåìó 2.4.2, à òàêîæ âñi ìiðêóâàííÿ âiäíî-

ñíî iñíóâàííÿ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè òà ¨õ áiôóðêàöié, íàâåäåíi ó äàíîìó ïiä-

ðîçäiëi, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè ïiäñóìêîâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.4.1. Ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.4) çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ

ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì α(R, β) ∈ C1(TN−1) ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ ìà¹

íàñòóïíi îñîáëèâi ìíîæèíè:

1. Ïî÷àòîê êîîðäèíàò Φsync, ùî âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ïîâíî¨ ñèíõðîíiçà-

öi¨ Θsync îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (2.2), ÿêèé ¹ ñòiéêèì ïðè α(1, β) ∈
(−π/2, π/2). Ïðè α(1, β) = ±π/2 òî÷êà Φsync âòðà÷à¹ ñâîþ ñòié-

êiñòü âíàñëiäîê îäíî÷àñíèõ òðàíñêðèòè÷íèõ áiôóðêàöié, ùî âiäáóâà-

þòüñÿ âçäîâæ iíâàðiàíòíèõ äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäiâ ç içîòðîïi¹þ

Sp×SN−p, p = 1, . . . , [N/2]−1. Ó âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ

N = 2p, ðàçîì ç òðàíñêðèòè÷íîþ áiôóðêàöi¹þ âiäáóâà¹òüñÿ âèëêîâà

áiôóðêàöiÿ âçäîâæ ìíîãîâèäiâ ç içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2.

2. (N − 3)�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(N), ùî ïîâíiñòþ ñêëà-

äà¹òüñÿ ç îñîáëèâèõ òî÷îê. Êîæíà òî÷êà ¹ íåéòðàëüíî ñòiéêîþ ó

N − 2 íàïðÿìêàõ âñåðåäèíi ñàìîãî ìíîãîâèäó ∀α. Ó äâîõ òðàíñâåðñàëü-

íèõ äî ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ âîíà ¹ ñòiéêîþ ïðè α ∈ (π/2, 3π/2). Ìíî-

ãîâèä âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü óíàñëiäîê âèðîäæåíî¨ áiôóðêàöi¨ Àíäðî-

íîâà�Õîïôà ïðè α = ±π/2.

3. Äâî�êëàñòåðíi ñòàíè ç êîîðäèíàòàìè (2.14), (2.16), ÿêi íàëåæàòü ií-

âàðiàíòíèì ìíîãîâèäàì P2 ç içîòðîïi¹þ Sp×SN−p, p 6= N/2. Ñòiéêiñòü

äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ âñåðåäèíi ìíîãîâèäó P2 òà ó òðàíñâåðñàëüíèõ

äî öüîãî ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ ôàçîâîãî çñóâó

α(R, β).

4. Ãðàíè÷íi öèêëè ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C.

5. Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè íà ãðàíèöÿõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ∂C, ÿêi iñíó-
þòü ó ìîìåíòè ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié, êîòði ñêëàäàþòüñÿ ç



81

ëîêàëüíèõ ñiäëî�âóçëîâî¨, òðàíñêðèòè÷íî¨ ÷è âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ íà

äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ P2.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.4 (äèâ. ñòîð. 382).

Âiäìiòèìî, ùî íåëiíiéíèé ôàçîâèé çñóâ (ó ïîðiâíÿííi ç ëiíiéíèì) ïðèçâî-

äèòü äî ïîÿâè íîâèõ ðåæèìiâ (òàêèõ ÿê ñòiéêi äâî�êëàñòåðíi ðåæèìè, ñòiéêi

áàãàòî�ïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ðiçíîìàíiòíi ãåòåðîêëiíi÷íi öè-

êëè), íîâèõ òèïiâ áiôóðêàöié (êiëüêà òèïiâ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié òà ñi-

äëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié ãðàíè÷íèõ öèêëiâ), à òàêîæ äî ìóëüòèñòàáiëüíîñòi

äóæå ðiçíîìàíiòíèõ ðåæèìiâ.

2.5. Íåëiíiéíî çâ'ÿçàíi îñöèëÿòîðè ç êâàäðàòè÷íîþ ôàçîâîþ íå-

ëiíiéíiñòþ

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíî¨ âèùå çàãàëüíî¨ ñèñòåìè, ìè ðîçãëÿ-

íåìî ìîäåëü (2.2) ç êîíêðåòíîþ çàëåæíiñòþ ôàçîâîãî çñóâó âiä àìïëiòóäè

ñåðåäíüîãî ïîëÿ:

α = α(R, β) = β1 + β2R
2. (2.33)

Òóò äâî�âèìiðíèé ïðîñòið ïàðàìåòðiâ (β1, β2) ¹ öèëiíäðîì T × R ⊃ (β1, β2),

îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè ¹ 2π�ïåðiîäè÷íèìè âiäíîñíî β1. Ç íåïàðíîñòi

ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè âèïëèâà¹ ñèìåòðiÿ ïëîùèíè ïàðàìåòðiâ: (β1, β2) 7→
(−β1,−β2).

Çãiäíî îïèñàíîãî âèùå, âiäáóâàþòüñÿ òðè òèïè áiôóðêàöié, êîëè

cosα = cos
(
β1 + β2R

2
)

= 0.

Îäíi¹þ ç ìîæëèâèõ áiôóðêàöié ¹ áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà (AH) òî÷îê

iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó M(N) ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.4). Îñêiëüêè

íà âêàçàíîìó ìíîãîâèäi ïàðàìåòð ïîðÿäêó R = 0, òî ìè îòðèìó¹ìî äâi ïðÿìi

áiôóðêàöiéíi ëiíi¨

β1 = π/2 òà β1 = 3π/2 (2.34)
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íà ïàðàìåòðè÷íîìó öèëiíäði. Ëiíiÿ β1 = π/2 âiäïîâiäà¹ ñóïåðêðèòè÷íié ái-

ôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà, à ëiíiÿ β1 = 3π/2 � ñóáêðèòè÷íié. Ìíîãîâèä

M(N) ¹ ñòiéêèì, êîëè β1 ∈ (π/2, 3π/2) òà âií ¹ íåñòiéêèì, êîëè β1 =∈
[0, π/2) ∪ (3π/2, 2π).

Iíøîþ ìîæëèâîþ áiôóðêàöi¹þ ¹ òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ (TC) â ïî÷à-

òêó êîîðäèíàò Φsync âçäîâæ êîæíî¨ ç iíâàðiàíòíèõ ëiíié içîòðîïi¨ Sp × SN−p,

p = 1, . . . , N−1. Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ (PF) âèíèêà¹ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò îäíî-

÷àñíî ç òðàíñêðèòè÷íîþ äëÿ ñèñòåìè ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ îñöèëÿòîðiâ. Âiä-

áóâà¹òüñÿ âîíà âçäîâæ iíâàðiàíòíèõ ëiíié ç içîòðîïi¹þ SN/2×SN/2. Â ìîìåíò

öi¹¨ áiôóðêàöi¨ òî÷êà ïî÷àòêó êîîðäèíàò ¹ âèðîäæåíèì ñiäëîì ç N − 1 íó-

ëüîâèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè. Òî÷êà Φsync ñèñòåìè (2.4) âiäïîâiäà¹ ðåæèìó

ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ç ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó R = 1. Îòæå, ïðÿìi ëiíi¨

β1 + β2 = π/2 + πm, m ∈ Z, (2.35)

âiäïîâiäàþòü òðàíñêðèòè÷íié áiôóðêàöi¨ (TC) àáî òðàíñêðèòè÷íié/âèëêîâié

(TC/PF) áiôóðêàöi¨ â ïàðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði. Ïî÷àòîê êîîðäèíàò (ðåæèì

ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨) ¹ ñòiéêèì ïðè β1 +β2 ∈ (−π/2+2πm, π/2+2πm), m ∈ Z,
òà âií ¹ íåñòiéêèì ïðè β1 + β2 ∈ (π/2 + 2πm, 3π/2 + πm).

Öi òðè òèïè áiôóðêàöié ¹ íåçàëåæíèìè âiä ÷èñëà îñöèëÿòîðiâ, îòæå ìå-

ðåæà ïðÿìèõ áiôóðêàöiéíèõ ëiíié (2.34), (2.35) çîáðàæåíà íà áiôóðêàöiéíié

äiàãðàìi (ðèñ. 8.3) äëÿ ìîäåëi (2.4), (2.33).

Iíøi áiôóðêàöi¨ îñîáëèâèõ òî÷îê âèíèêàþòü ëèøå íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ

(2.15) òà âñi âîíè ¹ ñiäëî�âóçëîâîãî òèïó. Âèðàç äëÿ êâàäðàòó ïàðàìåòðó

ïîðÿäêó íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ (2.15) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

R2 = R2(p,N−p) =
1

N2
(2p(N−p) cosϕk+(N−1)2−2(p−1)(N−p−1)+1),

äå ϕk, k = 1, . . . , p, ¹ çìiííèìè âçäîâæ âiäïîâiäíèõ iíâàðiàíòíèõ ëiíié ç içîòðî-

ïi¹þ Sp×SN−p. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîîðäèíàò ïîëîæåíü ðiâíîâàãè íàì ïîòðiáíî

ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (2.21) äëÿ öüîãî ïàðàìåòðó ïîðÿäêó. Âèðàç ïàðàìåòðó
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ïîðÿäêó ñèëüíî ñïðîùó¹òüñÿ ó âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ:

R2(p, p) = (cosϕk + 1), k = 1, . . . , p,

i, ÿê áà÷èìî, âií ¹ íåçàëåæíèì âiä ¨õ êiëüêîñòi N . Îòæå, öåé âèðàç îïèñó¹

âèíèêíåííÿ (çíèêíåííÿ) äâîõ òî÷îê íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ ç içîòðîïi¹þ SN/2 ×
SN/2 ïiñëÿ êîæíî¨ âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòè öèõ

òî÷îê (ÿêi ¹ ñiäëàìè) íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ:

ϕk = ± arccos

(
1

β2

(π(1− 2m)− 2β1 − β2)

)
, m ∈ Z.

Öi ñèìåòðè÷íi òî÷êè ¹ âàæëèâèìè, îñêiëüêè âîíè ¹ áàçîâèìè òî÷êàìè äëÿ

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ñèñòåìè ó âèïàäêó ïàðíî¨ ðîçìiðíîñòi îñöèëÿòîðiâ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ, ðàçîì ç ìåðåæåþ îïèñàíèõ âèùå

ïðÿìèõ ëiíié (2.34), (2.35) áiôóðêàöié Àíäðîíîâà�Õîïôà òà òðàíñêðèòè÷íèõ

áiôóðêàöié, ¹ òàêîæ âåëèêà êiëüêiñòü áiôóðêàöiéíèõ ëiíié, ùî âiäïîâiäà-

þòü ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨ (SN) íà äâî�êëàñòåðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãî-

âèäàõ. Äåÿêi ç öèõ ëiíié òàêîæ âiäïîâiäàþòü ãåòåðîêëiíi÷íèì áiôóðêàöiÿì

(HC ÷è HC(SN)) ó âèïàäêàõ, êîëè âèêîíóþòüñÿ ïåâíi äîäàòêîâi óìîâè. Öi

ñiäëî�âóçëîâi/ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ òàêîæ ¹ äæåðåëàìè äëÿ íàðîäæåííÿ

ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Çàôiêñó¹ìî ïàðàìåòð β1 6= ±π/2 i áóäåìî çáiëüøóâàòè ií-

øèé ïàðàìåòð β2. Òîäi íîâi i íîâi ñiäëî�âóçëîâi áiôóðêàöi¨ áóäóòü ç'ÿâëÿòèñü

íà êîæíié ç äâî�êëàñòåðíèõ iíâàðiàíòíèõ ëiíié. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ïðè

öèõ áiôóðêàöiÿõ áóäóòü ç'ÿâëÿòèñü òàêèì ÷èíîì, ùî ¨õ ñòiéêiñòü ÷åðãó¹òüñÿ

âçäîâæ âiäïîâiäíî¨ ëiíi¨. Ñòiéêiñòü âiäïîâiäíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ùî

ç'ÿâëÿþòüñÿ òàêîæ ÷åðãó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì ïàðàìåòðó β2. Îòæå, ñòiéêiñòü

ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ùî ç'ÿâèëèñü ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ áiôóðêàöié i ðóõàþòüñÿ â

ñåðåäèíó iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi, òàêîæ áóäå ÷åðãóâàòèñü. Ïåðiîä òà àìïëiòóäà

êîæíîãî ç ãðàíè÷íèõ öèêëiâ çìåíøó¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðó β2, àëå

æîäíî¨ áiôóðêàöi¨ ìàëèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ íå ìîæå òðàïèòèñü òîìó, ùî ïà-

ðàìåòð β1 áóâ ïîïåðåäíüî çàôiêñîâàíèé i âií íå áóâ ðiâíèé ±π/2, äå ëèøå öi
áiôóðêàöi¨ ìîæóòü âiäáóâàòèñü.
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×èñëî ãiïåðáîëi÷íèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè çáiëüøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì

ïàðàìåòðó β2. Öi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ÿê ïðàâèëî, êîíöåíòðóþòüñÿ íàâêî-

ëî öåíòðàëüíî¨ ÷àñòèíè iíâàðiàíòíèõ ëiíié. Ñiäëî�âóçëîâà/ãåòåðîêëiíi÷íà ái-

ôóðêàöiÿ ëiíi¨ ç ñèìåòði¹þ S1 × SN−1 çàçâè÷àé âiäáóâà¹òüñÿ áëèçüêî äî öi¹¨

öåíòðàëüíî¨ ÷àñòèíè, äå êîîðäèíàòà ϕ ñiäëî�âóçëîâî¨ òî÷êè ¹ áëèçüêîþ äî π.

Îòæå, ìè ìîæåìî íàáëèæåíî îá÷èñëèòè, ùî áiôóðêàöiÿ âèíèêà¹ ïðè

β2 ≈
N2

(N − 2)2
(πm− β1), m ∈ Z.

Öi ëiíi¨ ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ ÷åðãóþòüñÿ íà áiôóðêàöié-

íîìó öèëiíäði. Êîæåí ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ãåíåðó¹ ãðàíè÷íèé öèêë (àáî

ìíîæèíó ãðàíè÷íèõ öèêëiâ äëÿ 4 òà áiëüøå îñöèëÿòîðiâ) ç òàêîþ æ ñòiéêi-

ñòþ. Ïåðiîä òà ðîçìið êîæíîãî öèêëó çìåíøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì ïàðàìå-

òðó β2. Ñòiéêi òà íåñòiéêi ãðàíè÷íi öèêëè ÷åðãóþ÷èñü îãîðòàþòü îäèí îäíî-

ãî âñåðåäèíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi. Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ öèêëiâ (ñêëàä-

êà öèêëiâ) ¹ íåìîæëèâîþ äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè çàâäÿêè ìîíîòîííîìó

çáiëüøåííþ ðîçìiðiâ êîæíîãî ç öèêëiâ. Âiäìiòèìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàä-

êó (ç áiëüø ñêëàäíîþ ôóíêöi¹þ ôàçîâîãî çñóâó α(R, β)) ñêëàäêè öèêëiâ ìî-

æëèâi. Çîêðåìà, òàêi áiôóðêàöi¨ òðàïëÿþòüñÿ ó ñèñòåìi (2.4) ó âèïàäêó, êîëè

α = β1 + β2R
2 + β3R

4.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî ïåðøà ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ â ñèñòåìi çàçâè÷àé

âiäáóâà¹òüñÿ, êîëè β2 < π/2 − β1 i öÿ áiôóðêàöiÿ ìîæå ãåíåðóâàòè ñòiéêèé

âóçîë. Òîäi ìè îòðèìó¹ìî ìóëüòèñòàáiëüíiñòü ïîâíiñòþ ñèíõðîíiçîâàíîãî ñòà-

íó (â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äå R = 1) òà ñòiéêèõ äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ. ßêùî

ïåðøà òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ (êîëè β2 > π/2− β1) íå ïðîäóêó¹ ñòiéêi ãå-

òåðîêëiíi÷íi öèêëè, òî äâî�êëàñòåðíi ñòàíè ¹ ¹äèíèìè àòðàêòîðàìè â ñèñòåìi.

Ñòiéêi âóçëè íàêîïè÷óþòüñÿ íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ ïðè çáiëüøåííi β2 i, òàêèì

÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî ìóëüòèñòàáiëüíiñòü äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ ïðè äîñòà-

òíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðó β2. Ïîÿâà ñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ïiñëÿ

ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ óñóâà¹ îäèí ñòiéêèé âóçîë (íà êî-

æíié iíâàðiàíòíié ëiíi¨ ç òi¹þ æ ñèìåòði¹þ). Îäíàê, îñêiëüêè ãåòåðîêëiíi÷íà

áiôóðêàöiÿ òðàïëÿ¹òüñÿ çíà÷íî ðiäøå, íiæ ïðîñòà ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ
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äâîõ òî÷îê, òî ñïiâiñíóâàííÿ ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó ç äâî�êëàñòåðíèì

ñòàíîì ¹ òèïîâîþ äëÿ ñèñòåìè (2.4), (2.33). Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî îòðè-

ìàòè ìóëüòèñòàáiëüíiñòü âñiõ ìîæëèâèõ àòðàêòîðiâ â ñèñòåìi: ïîâíî¨ ñèíõðî-

íiçàöi¨, äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ (ç ðiçíèìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêó), ãðàíè÷íèõ

öèêëiâ, ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ òà òî÷îê iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäóM(N).

2.5.1. Òðè âçà¹ìîäiþ÷i îñöèëÿòîðè

Äèíàìiêà òðüîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ îñöèëÿòîðiâ ç ôàçîâèì çñóâîì (2.33) çîáðà-

æåíà íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ðèñ. 8.3 âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ β1òà β2. Ôàçî-

âi ïîðòðåòè âiäïîâiäíèõ áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ áóëè ñõåìàòè÷íî ïðîiëþ-

ñòðîâàíi íà ðèñ. 8.1 òà ðèñ. 8.2 òà îïèñàíi âèùå. Ïðîñëiäêó¹ìî ñõåìó òèïî-

âèõ áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ ïðè çìiíi ëèøå îäíîãî ç ïàðàìåòðiâ, çîêðåìà,

çáiëüøóþ÷è β2 ïðè ôiêñîâàíîìó ïàðàìåòði β1 = 0 (áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà ó

ïëîùèíi (β2, R) çîáðàæåíà íà ðèñ. 4 ðîáîòè [89, Burylko, Pikovsky]). Ìîæíà

ïåðåêîíàòèñü, ùî áàçîâi áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè ìiæ ñòiéêèìè êîëåêòèâíè-

ìè ðåæèìàìè ñèñòåìè âèãëÿäàþòü íàñòóïíèì ÷èíîì: ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ →
äâî�êëàñòåðíèé ñòàí → ïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ. Ïåðøèé ïåðåõiä òðàïëÿ¹òüñÿ

ç ãiñòåðåçèñîì (òîáòî âiäáóâà¹òüñÿ ñïiâiñíóâàííÿ ïîâíîñèíõðîííîãî ðåæèìó

ç äâî�êëàñòåðíèì ó äåÿêié ìàëié îáëàñòi ïàðàìåòðiâ), à äðóãèé ïåðåõiä âiä-

áóâà¹òüñÿ ÷åðåç ãëîáàëüíå ãåòåðîêëiíi÷íå ç'¹äíàííÿ. Âiäáóâà¹òüñÿ óòâîðåííÿ

êàñêàäó êîíöåíòðè÷íèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ïî÷åðãîâèõ ñòiéêîñòåé çi çáiëüøå-

ííÿì ïàðàìåòðó β1. Ïðàâà ïàíåëü äiàãðàìè ðèñ. 8.3 äåòàëiçó¹ áiôóðêàöiéíi

ëiíi¨ i ïîêàçó¹ òðè òèïè áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê êîðîçìiðíîñòi�äâà: A � ïåðå-

òèí ëiíié ñiäëî�âóçëîâî¨ òà òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöié (îáèäâi ç ÿêèõ ¹ òàêîæ

ãëîáàëüíèì ãåòåðîêëiíi÷íèìè), B � ïåðåòèí ëiíié òðàíñêðèòè÷íî¨ òà áiôóð-

êàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà, C çëàì (cusp) ëiíi¨ ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöi¨ (òî÷êè

äâîõ ðiçíèõ ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié, ùî ðóõàþòüñÿ ïî iíâàðiàíòíîìó ìíî-

ãîâèäó ïðè çìiííi ïàðàìåòðiâ, çóñòðiíóòüñÿ ó ìîìåíò (β1, β2) = C ). Ðèñ. 8.3(b)

òàêîæ iëþñòðó¹ îáëàñòü ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ìà¹ ãðàíè÷íi öèêëè.

Ãðàíèöi öi¹¨ îáëàñòi � òðè êðèâi áiôóðêàöié, ùî ïðèçâîäÿòü äî óòâîðåííÿ

âêàçàíèõ öèêëiâ ó ðiçíi ñïîñîáè.
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2.5.2. ×îòèðè òà áiëüøå çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ

Íåçâàæàþ÷è íà ñïiëüíi ðèñè êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi

îñöèëÿòîðiâ, îïèñàíi âèùå, ñóòò¹âi âiäìiííîñòi ìîæíà áà÷èòè âæå äëÿ N = 3

òà N = 4. Îáèäâi ñèñòåìè íàéíèæ÷èõ ðîçìiðíîñòåé òàêîæ ïîêàçóþòü òèïîâi

îñîáëèâîñòi íåïàðíî�âèìiðíèõ òà ïàðíî�âèìiðíèõ ñèñòåì, ÿêi ¹ òèïîâèìè äëÿ

ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ åëåìåíòiâ. Çîêðåìà, ïàðíî�âèìiðíi ñèñòåìè ìàþòü äîäàòêîâi

ñèìåòði¨, ùî ñïðè÷èíÿþòü iñíóâàííÿ íîâèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ òà íîâèõ

êëàñiâ áiôóðêàöié ó ïîðiâíÿííi ç íåïàðíî�âèìiðíèìè àíàëîãàìè.

Ðèñ. 8.4 òà ðèñ. 8.5 ñõåìàòè÷íî çîáðàæàþòü ãåîìåòðiþ ñiäëî�âóçëîâî¨/ãå-

òåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ ó âèïàäêó N = 4. Íà ðèñ. 8.5 äëÿ òðè�âèìiðíî¨ ñè-

ñòåìè â ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (2.4), (2.33) ïîêàçàíî ïåðåòèí äâîõ iíâàðiàíòíèõ

ïëîùèí (íàïðèêëàä, ϕ3 = 0 òà ϕ1 = ϕ2) òà iíâàðiàíòíi ëiíi¨, ùî ¨ì íàëå-

æàòü. Íåñòiéêèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë (ñèíié íà ðèñ. 8.5) ñêëàäà¹òüñÿ ç äå-

ñÿòè îñîáëèâèõ òî÷îê òà äåñÿòè îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ùî

ç'¹äíóþòü öi òî÷êè. ×îòèðè ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöi¨ âiäáóâàþòüñÿ îäíî÷à-

ñíî íà ÷îòèðüîõ S1 × S3 iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ. Ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ìiñòèòü

òàêîæ äâà ñiäëà S ′, ùî íàëåæàòü äî S2×S2 iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨. Öåé íåñòiéêèé

ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ¹ ãðóáèì i âií iñíóâàòèìå òàêîæ ïîçà ñiäëî�âóçëîâîþ

áiôóðêàöi¹þ. Îäíàê, â îñòàííüîìó âèïàäêó âií áóäå ñêëàäàòèñü ëèøå ç äâîõ

iíâàðiàíòíèõ ëiíié, ùî ç'¹äíóþòü ñiäëà S ′, ÿê ñòiéêèé öèêë çîáðàæåíèé íà

ìàëþíêó. Ñòiéêèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë çîáðàæåíèé (÷åðâîíèì) âñåðåäèíi

íåñòiéêîãî. Âií ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ñiäåë S ′′ i äâîõ ëiíié Γ1, Γ2. Ñòiéêèé ãåòå-

ðîêëiíi÷íèé öèêë ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïðè ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨ íà iíâàðiàíòíié

ëiíi¨ ó òîé æå ñàìèé ñïîñiá, ùî i íåñòiéêèé, àëå ïðè ìåíøèõ çíà÷åííÿ ïàðà-

ìåòðó β2. Íàñòóïíèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ïîÿâèòüñÿ ïiñëÿ çëèòòÿ ñòiéêîãî

âóçëà N+ ç ñiäëîì S, ùî ¹ ïðè÷èíîþ éîãî ñòiéêîñòi. Öi òðà¹êòîði¨ âiäïîâiäà-

þòü ðåæèìàì ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè.

Íà ðèñ. 8.5 ïîêàçàíî ïîÿâó äâî�âèìiðíèõ ìíîæèí ñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öè-

êëiâ âñåðåäèíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi C. ×îòèðè ïàðè ñiäåë S òà ñòiéêèõ âóçëiâ

N (ðèñ. 8.5(a)) çëèâàþòüñÿ òà óòâîðþþòü äâî�âèìiðíi ìíîæèíè ãåòåðîêëiíi-

÷íèõ öèêëiâ (ðèñ. 8.5(b)). Ïiñëÿ áiôóðêàöi¨, êîëè ñiäëî�âóçëîâi òî÷êè çíè-
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êàþòü, âèíèêàþòü äâà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëè ç äâî�âèìiðíèìè ìíîæèíàìè

ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ìiæ íèìè (ðèñ. 8.5(c)). Ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ îòî-

÷ó¹ îäíî�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(N). Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè, çî-

áðàæåíi íà ðèñ. 8.4 ëåæàòü íà iíâàðiàíòíèõ ïîâåðõíÿõ. Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè

¹ ìåæàìè ìíîæèí ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ùî iñíóþòü âñåðåäèíi C òà îáìîòóþòü
M(N). Íåñòiéêèì ãåòåðîêëiíi÷íèì öèêëàì âiäïîâiäà¹ öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà

íåñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, à ñòiéêèì ãåòåðîêëiíi÷íèì öèêëàì âiäïîâiäà¹

öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà ñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Òàêèì ÷èíîì, ñòðóêòóðà

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ âèçíà÷à¹ çàãàëüíó ñòðóêòóðó òðà¹êòîðié i çà ìåæàìè

iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ. Îòæå, äëÿ ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (2.4), (2.33) ÷îòè-

ðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ âiäáóâà¹òüñÿ íàñòóïíèé ñöåíàðié áiôóðêàöiéíèõ

ïåðåáóäîâ ïðè ôiêñîâàíîìó β1 6= ±π/2 òà çáiëüøåííi äðóãîãî ïàðàìåòðó β2

âiä íóëÿ. Ñèñòåìà ¹ ïîâíiñòþ ñèíõðîíiçîâàíîþ → ïîÿâëÿþòüñÿ äâî�âèìiðíi

ìíîæèíè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ó T3 (ïî ÷åðçi ñòiéêèõ i íåñòiéêèõ)→ ìíîæè-

íè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ïåðåòâîðþþòüñÿ ó ìíîæèíè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ →
ìíîæèíè ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ùî ïîÿâèëèñü ïî÷åðãîâî íà

ãðàíèöi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi ∂C ç ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ñòèñêàþòüñÿ (çìåí-
øóþ÷è àìïëiòóäó) ó ñåðåäèíó C äî iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäóM(N)→ìíîæèíè

ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ êîíöåíòðè÷íî íàêîïè÷óþòüñÿ íàâêîëî M(N) òàê i íå

äîñÿãàþ÷è öüîãî ìíîãîâèäó äëÿ ñêií÷åííèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó β2 (áiôóðêà-

öiéíà äiàãðàìà ó (β2, β1)�ïëîùèíi íàâåäåíà íà ðèñ. 7(a) ðîáîòè [89, Burylko,

Pikovsky]).

Áiôóðêàöiéíèé àíàëiç áàãàòî�âèìiðíèõ âèïàäêiâ (äëÿ N ≥ 5) ïîêàçó¹ ïî-

äiáíi ðåçóëüòàòè. Áiôóðêàöiéíi äiàãðàìè óN�âèìiðíèõ âèïàäêàõ ñêëàäàþòüñÿ

ç òðüîõ òèïiâ ëiíié: ïðÿìà ëiíié áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà (AH), ïðÿìà ëi-

íié òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ (TC) òà ëiíi¨ ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié (SN)

íà iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ ç içîòðîïi¹þ Sp × SN−p, p = 1, . . . , N − 1. Âñi ëi-

íi¨ ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié ìàþòü �ÿçèêî�ïîäiáíó� ôîðìó ðèñ. 8.6. �ßçèê�

óòâîðþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äâîõ ãðàíè÷íèõ ëiíié: îäíà ëåæèòü ëiâîðó÷ âiä

ïðÿìî¨ òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ i íàáëèæà¹òüñÿ äî öi¹¨ ëiíi¨ àñèìïòîòè÷íî

çi çáiëüøåííÿì ïàðàìåòðà β2, äðóãà ãðàíè÷íà ëiíiÿ ïåðåòèíà¹ TC ëiíi¨. Ñi-

äëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ãåíåðó¹ ïîÿâó ñòîêó ÷è âèòîêó ëèøå íà iíâàðiàíòíié
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ëiíi¨ ç içîòðîïi¹þ S1×SN−1, ó òîé ÷àñ, ÿê íà iíøèõ iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ ç içî-

òðîïiÿìè Sp × SN−p, p 6= 1, ìîæóòü ç'ÿâëÿòèñÿ âèêëþ÷íî ïàðè ñiäåë. Òàêèì

÷èíîì, iñíóþòü ëèøå S1×SN−1 ñòiéêi êëàñòåðè. Êðiì òîãî ãåòåðîêëiíi÷íi öè-

êëè òà ñòiéêi ãðàíè÷íi öèêëè ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöiÿõ,

ùî âiäáóâàþòüñÿ íà iíâàðiàíòíèõ ëiíi¨ âêëþ÷íî ç S1×SN−1 içîòðîïi¹þ. Ïîâíi

áiôóðêàöiéíi äiàãðàìè äëÿ ðîçìiðíîñòåé 4 òà 5 çîáðàæåíî íà ðèñ. 7 ðîáîòè

[89, Burylko, Pikovsky].

Áiôóðêàöiéíi òî÷êè êîðîçìiðíîñòi�äâà äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòî-

ðiâ óòâîðþþòüñÿ çäåáiëüøîãî çà ïîäiáíèì ñöåíàði¹ì, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.3.

Ó òî÷öi C çóñòði÷àþòüñÿ äâi ëiíi¨ ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié óòâîðþþ÷è ÿçèê.

Ëèøå îäíå ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè çàëó÷åíå ó êîæíié ç ñiäëî�âóçëîâèõ

áiôóðêàöié (íàïðèêëàä, ëiâà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ âèíèêíåííþ ïîëîæåíü ðiâíîâà-

ãè 1 òà 2, à ïðàâà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ çíèêíåííþ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè 2 ðàçîì ç

iíøèì ç íîìåðîì 3), à ó òî÷öi êîðîçìiðíîñòi�äâà âñi òðè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

çóñòði÷àþòüñÿ. Ó iíøié òî÷öi êîðîçìiðíîñòi�äâà A òèï ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóð-

êàöi¨ çìiíþ¹òüñÿ. Ç îäíîãî áîêó (çëiâà âiä òî÷êè A) ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ

íå ïîðîäæó¹ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ó òîé ÷àñ, ÿê ïðàâîðó÷ âiä A ïåðåòâî-

ðåííÿ ¹ ñiäëî�âóçëîâèì/ãåòåðîêëiíi÷íèì çà óìîâè −π/2 < β1(A) < π/2 òà

êîëè ëiíiÿ ìà¹ ñèìåòðiþ S3 × S1. Áóëî ïåðåâiðåíî, ùî îñòàííÿ óìîâà âèêî-

íó¹òüñÿ äëÿ N = 3, . . . , 8, àëå β1(A) < −π/2 ïðè N ≥ 9. Îòæå, íå iñíó¹

ñiäëî�âóçëîâèõ/ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié ïðè N ≥ 9. Ïðè òåðìîäèíàìi÷íî-

ìó ïåðåõîäi (N →∞) ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ íå âiäiãðàþòü âàæëèâî¨ ðîëi,

çàëèøàþ÷è âñi ñòðóêòóðíi ïåðåòâîðåííÿ âiä ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ äî àíòèñèí-

õðîííîãî ñòàíó áiôóðêàöiÿì Àíäðîíîâà�Õîïôà òà òðàíñêðèòè÷íié. Íàðåøòi

òî÷êà B íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ðèñ. 8.3 âiäïîâiäà¹ âèðîäæåíié ñèòóàöi¨,

âiäîáðàæåíié íà ñåðåäíié ïàíåëi ðèñ. 8.2, êîëè ïiä ÷àñ áiôóðêàöi¨ ñèñòåìà ñòà¹

Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíîþ.

Íåçâàæàþ÷è íà ñåðéîçíi âiäìiííîñòi ó ñòðóêòóði ãëîáàëüíèõ áiôóðêà-

öiéíèõ ïåðåáóäîâ, ëîêàëüíi áiôóðêàöi¨ ¹ äîñèòü ïîäiáíèìè. Ñòðóêòóðà ái-

ôóðêàöiéíèõ äiàãðàì äëÿ äîâiëüíèõ N ¹ â îñíîâíîìó ÿêiñíî ïîäiáíîþ äî

ðèñ. 8.3, àëå ç ïåâíèìè êiëüêiñíèìè çìiíàìè (áiëüø äåòàëüíî ó [89]). Äëÿ

óòî÷íåííÿ öèõ âiäìiííîñòåé íàâîäèòüñÿ ïîðiâíÿëüíà áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà
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ðèñ. 8.6 áàçîâèõ ëiíié ñiäëî�âóçëîâèõ �ÿçèêiâ� äëÿ N = 3, . . . , 7. Ç äiàãðàìè

âèäíî, ùî ïðè çáiëüøåííi N êií÷èê ÿçèêà ðóõà¹òüñÿ âíèç òà äëÿ ôiêñîâàíèõ

β1 ≈ 0 ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå äëÿ ìàëèõ êiëüêîñòåé

îñöèëÿòîðiâ. Îòæå, äëÿ β1 ≈ 0 òà çáiëüøåííi ïàðàìåòðó β2 ïåðåõiä âiä ïîâ-

íî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ äî ïåðiîäè÷íèõ ðåæèìiâ âiäáóâà¹òüñÿ çàâäÿêè òðàíñêðèòè-

÷íié/ãåòåðîêëiíi÷íié áiôóðêàöi¨, îìèíàþ÷è äâî�êëàñòåðíi ðåæèìè, ó âèïàä-

êó, êîëè ÷èñëî îñöèëÿòîðiâ ¹ äîñèòü âåëèêèì.



Ðîçäië 3

Ìåðåæi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç óçàãàëüíåíèì çâ'ÿçêîì

Ó ìèíóëîìó ïiäðîçäiëi äåòàëüíî ðîçãëÿäàëàñü ìîäåëü iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ

îñöèëÿòîðiâ ç íåëiíiéíèì çñóâîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ g(x) = − sin(x−α(R, β)).

Öå ïåâíå óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i, äå ôàçîâèé çñóâ ¹ êîíñòàí-

òîþ, òîáòî ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨ ìà¹ ëèøå îäíó ãàðìîíiêó : g(x) = − sin(x − α).

Íåçâàæàþ÷è íà óñêëàäíåííÿ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó, ñèñòåìà ó ïåâíîìó ðîçóìiííi

âåäå ñåáå ÿê ìîäåëü ç îäíîãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ. Ìà¹òüñÿ íà óâàçi íàÿâ-

íiñòü ïåâíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé òà ïåâíèõ òè-

ïiâ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêó íå ðóéíó¹ æîäíèé ôàçîâèé çñóâ. Öå òðàïëÿ¹òüñÿ ñàìå

çà ðàõóíîê äâîõ iíøèõ ôàêòîðiâ: ãëîáàëüíîãî çâ'ÿçêó ìiæ îñöèëÿòîðàìè òà

iäåíòè÷íîñòi îñöèëÿòîðiâ ìiæ ñîáîþ. Ç îñòàííi óìîâè ïîðîäæóþòü ñèìåòðiþ

ïåðåñòàíîâîê ñèñòåìè, ùî ïðèìóøó¹ ñèñòåìó �íå ïîìi÷àòè� çìiíè ó ôóíêöi¨

âçà¹ìîäi¨ ñèñòåìè i �êîíñåðâóâàòè� ïåâíi âëàñòèâîñòi îäíîãàðìîíi÷íî¨ âçà¹ìî-

äi¨.

Îáìåæåííÿ, ÿêi íàêëàäà¹ iñíóâàííÿ ëèøå ïåðøî¨ ãàðìîíiêè ó ôóíêöi¨

çâ'ÿçêó çíiìàþòüñÿ ïðè íàÿâíîñòi ó íå¨ ãàðìîíiê âèùèõ ïîðÿäêiâ. Íàâiòü ïðè

íàÿâíîñòi äðóãî¨ ãàðìîíiêè ó g(x), ïîÿâëÿ¹òüñÿ áàãàòî íîâèõ ñêëàäíèõ äèíà-

ìi÷íèõ ðåæèìiâ. Ó äàíîìó ðîçäiëi ìè äåòàëüíî îïèøåìî áiôóðêàöi¨ òà êîëå-

êòèâíó äèíàìiêó äëÿ ìîäåëi Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹ [159, 160] òà ¨¨ óçàãàëüíå-

ííÿ ç áiëüø ñêëàäíîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨. Áóäå ïîêàçàíî ÿê äàíi ñèìåòðiéíi

îñîáëèâîñòi âïëèâàþòü íà ïîÿâó òà ñòiéêiñòü ðiçíèõ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äè-

90
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íàìiêè. Îñîáëèâó óâàãó áóäå ïðèäiëåííþ äîñëiäæåííÿì ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà-

¹êòîðié òà ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè ðåæèìiâ ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòå-

ðàìè. Òàêîæ áóäå äîñëiäæóâàòèñü ÷óòëèâiñòü ôàçîâî¨ çàìêíóòîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

äî çáóðåíü âëàñíèõ ÷àñòîò îñöèëÿòîðiâ.

3.1. Ìîäåëü iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ç çàãàëüíîþ ôóíêöi¹þ âçà-

¹ìîäi¨

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ:

dθi
dt

= ω +
1

N

N∑
j=1

g(θi − θj), j = 1, . . . N, (3.1)

äå (θ1, . . . , θN) ∈ TN îïèñóþòü ôàçè îñöèëÿòîðiâ, ω ¹ âëàñíîþ ÷àñòîòîþ îñöè-

ëÿòîðiâ, a g(x) ¹ 2π�ïåðiîäè÷íîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó (ôóíêöi¹þ ôà-

çîâî¨ âçà¹ìîäi¨). Îñêiëüêè ìåðåæà ìà¹ ãëîáàëüíó âçà¹ìîäiþ ç iäåíòè÷íèìè

ñèëàìè çâ'ÿçêiâ K, òî ó âèïàäêó íàâåäåíî¨ ñèñòåìè ìè ïîêëàäåìî K = 1 (ùî

òàêîæ ìîæíà çðîáèòè ïåðåìàñøòàáóâàííÿì ÷àñó). Ó âåêòîðíié ôîðìi ðiâíÿ-

ííÿ (3.1) ìà¹ âèãëÿä:
dΘ

dt
= F (Θ), (3.2)

äå

Θ = (θ1, . . . , θN)T , F = (F1, . . . , FN)T , Fi(Θ) = ω +
1

N

N∑
j=1

g(θi − θj).

Ìè áóäåìî äåòàëüíî äîñëiäæóâàòè äàíó ñèñòåìó, êîëè ôóíêöiÿ ôàçîâî¨ âçà-

¹ìîäi¨ ìà¹ äâi ãàðìîíiêè, à ñàìå, ìà¹ âèãëÿä:

g(x) = q sin(x− α) + r sin(2x− β), (3.3)

äå α, β, q òà r ¹ ïàðàìåòðàìè. Ó âèïàäêó, êîëè âñi ïàðàìåòðè êðiì q ðiâíi íó-

ëþ, äàíà ñèñòåìà âèðîäæó¹òüñÿ ó ñòàíäàðòíó ìîäåëü Êóðàìîòî [205, 206], ïðè

âiäñóòíîñòi äðóãî¨ ãàðìîíiêè (r = 0) öÿ ñèñòåìà ìà¹ çâîäèòüñÿ äî ìîäåëi Êó-
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ðàìîòî�Ñàêàãó÷i [282], ó âèïàäêó íåíóëüîâèõ ïàðàìåòðiâ α, r òà q = −1, β = 0

ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹ [159, 160]. Ñïî÷àòêó îïè-

øåìî iíâàðiàíòíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè, ïîâ'ÿçàíi ç iäåíòè÷íiñòþ îñöèëÿòîðiâ

äëÿ äîâiëüíî¨ ôàçîâî¨ âçà¹ìîäi¨ g(x).

3.2. Ñèìåòði¨ òà iíâàðiàíòíi ìíîæèíè ó ìîäåëÿõ ãëîáàëüíî

çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

3.2.1. Iäåíòè÷íi ôàçîâi îñöèëÿòîðè òà ñèìåòðè÷íà äèíàìiêà

Ñèñòåìà iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ (5.36) ¹ äóæå ñèìåòðè÷íîþ. Äié-

ñíî âîíà åêâiâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ãðóïè ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê SN , ùî äi¹

ÿê ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò θi, à òàêîæ ñèñòåìà ¹ åêâiâàðiàíòíîþ âiäíîñíî

òðàíñëÿöi¨ âçäîâæ äiàãîíàëi (1, . . . , 1), ÿêà çàäà¹òüñÿ ãðóïîþ Γ = SN × T, äå
T = T1 � ñèìåòðiÿ ôàçîâîãî çñóâó, ùî âiäïîâiäà¹ ÷àñîâié òðàíñëÿöi¨, Γ �

÷àñîâî�ïðîñòîðîâà ñèìåòðiÿ. Ðiçíîìàíiòíi íàñëiäêè ç öèõ ñèìåòðié îïèñóþ-

òüñÿ ó ðîáîòàõ [43, 292, 80, 145]. Iíñòðóìåíòè ñèìåòðè÷íî¨ äèíàìiêè, îïèñàíi

ó äàíèõ ðîáîòàõ, äîçâîëÿþòü áàãàòî çðîçóìiòè ïðî ïîâåäiíêó ñèñòåìè, äîñëi-

äæóþ÷è äi¨ ãðóï ñèìåòði¨ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Çîêðåìà, äëÿ áóäü�ÿêî¨ òî÷êè

Θ = (θ1 . . . , θN) ∈ TN ìè àñîöiþ¹ìî ãðóïó içîòðîïi¨ ç ïiäãðóïîþ

{γ ∈ Γ : γΘ = Θ} ⊂ Γ.

Äëÿ êîæíî¨ ïiäãðóïè G ∈ Γ îçíà÷èìî ïiäïðîñòið ôiêñîâàíèõ òî÷îê

FixG = {Θ : γΘ = Θ ∀γ ∈ G} .

Ó ðîáîòi Ì. Ãîëóáiöüêîãî, I. Ñòþàðòà òà Ä. Øåôôåðà [150] ïîêàçàíî,

ùî äëÿ áóäü�ÿêî¨ G, ¨ ¨ FixG ¹ äèíàìi÷íî iíâàðiàíòíèì äëÿ áóäü�ÿêî¨

Γ�åêâiâàðiàíòíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Îñîáëèâiñòü äèíàìiêè ñèñòåìè (3.1) ïî-

ëÿãà¹ â òîìó, ùî ôàçîâèé ïðîñòið TN ¹ òîðî¨äàëüíèì, äå íà âiäìiíó âiä RN

äèíàìiêà ìà¹ ñâî¨ íåòðèâiàëüíi îñîáëèâîñòi, áiëüø íåòðèâiàëüíi, íiæ î÷iêó-

þòüñÿ ó ðîáîòi [150]. Òàêîæ ìè ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ìà¹ ÷àñîâî�îáîðîòíó
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äèíàìiêó ó âèïàäêó, êîëè g ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Ó îñòàííüîìó âèïàäêó ìè áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ðåçóëüòàòè ðîáiò [29, 213, 143]. Ïåâíi îñîáëèâi âëàñòèâîñòi

äèíàìiêè ñèñòåìà ìà¹ i òîäi, êîëè g ¹ ïàðíîþ òà, ó ñóêóïíîñòi ç iíøèìè ÷èí-

íèêàìè, ïîðîäæó¹ ÷àñîâî�îáîðîòíó ñèìåòðiþ ñèñòåìè.

Äëÿ ðîçóìiííÿ ÿêèì ÷èíîì ñèñòåìà (3.2.1) ìà¹ ÷àñîâî�ïðîñòîðîâi àòðà-

êòîðè ðiçíèõ ñèìåòðè÷íèõ òèïiâ, ìè ñïî÷àòêó ðîçãëÿäà¹ìî öþ ñèñòåìó äëÿ

ìàëî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ N òà îñîáëèâèõ ôóíêöié g i ïîñòóïîâî ïåðåõî-

äèìî äî áiëüø çàãàëüíèõ ñèñòåì, çáiëüøóþ÷è ðîçìiðíiñòü òè äîäàþ÷è íîâi

ïàðàìåòðè ó ôóíêöiþ ôàçîâî¨ âçà¹ìîäi¨. Çîêðåìà, ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi

ìè äåòàëüíî îïèñàëè âèïàäîê, êîëè ó ôóíêöi¨ (3.2.2) ïàðàìåòð r = 0, òîá-

òî âèïàäîê ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i. Ñàìå ñèìåòðiéíi îñîáëèâîñòi íàäàþòü

ìîæëèâiñòü çíàéòè òà äîáðå îïèñàòè iíâàðiàíòíi ìíîæèíè ñèñòåìè ó öüîìó

âèïàäêó. Òàêîæ, ÿê âiäìi÷àëîñü, çàâäÿêè ñèìåòðiÿì äî äàíî¨ ñèñòåìè ìîæå

áóòè çàñòîñîâàíà ÂÑ òåîðiÿ, ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè ïåâíi iíòåãðàëè ðóõó

òà çâåñòè ñèñòåìó äî ïðîñòiøî¨. Ó âèïàäêàõ α = ±π, òîáòî êîëè ôóíêöiÿ g(x)

¹ ïàðíîþ, ñèñòåìà ìà¹ ÷àñîâî�îáîðîòíó ñèìåòðiþ òà íàâiòü ¹ iíòåãðîâíîþ .

Îäíàê, ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ó çãàäàíîìó âèïàäêó ¹ äóæå âèðîäæåíîþ ïî âiä-

íîøåííþ äî áiëüø çàãàëüíèõ äèñèïàòèâíèõ ñèñòåì. Ïðè äîäàâàííi ñòàðøèõ

ãàðìîíiê äî ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨, ìîæíà î÷iêóâàòè, i â ïîäàëüøîìó öå áóäå ïî-

êàçàíî, ùî âèðîäæåííÿ ¹ ïåâíîþ áiôóðêàöiéíîþ ÷àñòèíîþ çàãàëüíî¨ ñèòóàöi¨.

Âèðîäæåííÿ âèùèõ ãàðìîíiê ó ñèñòåìi çàãàëüíîãî âèãëÿäó âiäïîâiäà¹ áiôóð-

êàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà ó ñèñòåìi [199, 42]. Ñïåêòð ðîçâ'ÿçêiâ, ¨õ ñòiéêiñòü òà

áiôóðêàöi¨, íàÿâíiñòü òà ãåîìåòðiÿ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ, çàëåæíiñòü âiä

ñèìåòðié ñèñòåìè ¹ îïèñàíèìè, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [43, 16, 24, 33] òà iíøèõ. À

Ó äàíîìó ðîçäiëi áóäóòü òàêîæ ïðåäñòàâëåíi äåÿêi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî

ìîäåëi ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç áiëüø çàãàëüíîþ ôóíêöi¹þ ôàçîâî¨

âçà¹ìîäi¨ áiëüø âèñîêèõ ïîðÿäêiâ, à ñàìå ôóíêöi¹þ âèãëÿäó:

g(x) =
L∑
j=1

qj sin(jx− αj). (3.4)

Òàêà ñèñòåìà âïåðøå äîñëiäæóâàëàñü ó ðîáîòi Õ. Äàiäî [109]. Ôóíêöiÿ (3.3)
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¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (3.4) ïðè L = 2, q1 = q, q2 = r, α1 = α, α2 = β.

Âiäìiòèìî, ùî íàéáiëüø äîñëiäæåíèìè ñèñòåìàìè ç ôóíêöiÿìè (3.4) ïðè L ≥
3 ¹ âèïàäêè, êîëè òàêà ôóíêöiÿ ¹ ùå é ïàðíîþ (g(x) = g(−x)). Ó òàêèõ

âèïàäêàõ ñèñòåìà ìà¹ ñòðóêòóðó áëèçüêó äî Ãàìiëüòîíîâî¨ i íàâiòü ìîæå ìàòè

äóæå ñèìåòðè÷íèé êîíñåðâàòèâíèé õàîñ [60, 59].

3.2.2. Ïàðàìåòðè÷íi ñèìåòði¨ äëÿ äâî�ãàðìîíi÷íèõ çâ'ÿçêiâ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ (3.1) ç

äâî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó (3.3). Ñïî÷àòêó íàøîþ ìåòîþ ¹ îïèñàííÿ

ïîâåäiíêè äàíî¨ ñèñòåìè â çàëåæíîñòi âiä âàðiàöi¨ ¨¨ ïàðàìåòðiâ

(q, r, α, β) ∈ R2 × [0, 2π)2.

Äîñëiäæóþ÷è ôóíêöiþ g(x), ïåðåêîíó¹ìîñü ó iñíóâàííi ïàðàìåòðè÷íèõ ñèìå-

òðié (òàêèõ, ùî g(x) 7→ g(x) äëÿ âñiõ x) íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

(q, r, α, β) 7→ (−q, r, α + π, β), (3.5)

(q, r, α, β) 7→ (q,−r, α, β + π). (3.6)

Ó ïîäàëüøîìó, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî q = −1,

îñêiëüêè iíøi çíà÷åííÿ ñèñòåìè ç ïàðàìåòðîì q ìîæíà îòðèìàòè çà äîïî-

ìîãîþ ìàñøòàáóâàííÿ ÷àñòó òà âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè (3.5). Ç àíàëîãi÷íèõ

ìiðêóâàíü ìîæåìî çàâæäè ââàæàòè, r ≥ 0, îñêiëüêè äèíàìiêó ñèñòåìè ïðè

íåãàòèâíèõ çíà÷åííÿ öüîãî ïàðàìåòðó ìîæíà îïèñàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìå-

òðiþ (3.6). Äàëi ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî iñíó¹ ÷àñîâî�îáîðîòíà ñèìåòðiÿ (òàêà ùî

g(x) 7→ −g(x) äëÿ âñiõ x), ÿêà ïðè q = −1 ìà¹ âèãëÿä:

(r, α, β) = (r, α + π, β + π). (3.7)
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I, íàðåøòi, ¹ ùå iíøà ÷àñîâî�ðåâåðñèâíà ïàðàìåòðè÷íà ñèìåòðiÿ (òîáòî òàêà,

ùî g(x) 7→ −g(−x) ), ÿêà ïðè q = −1, çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

(r, α, β) = (r,−α,−β). (3.8)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âêàçàíi ñèìåòði¨, äëÿ ïîäàëüøîãî áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó

ñèñòåìè äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ëèøå îáëàñòü

q = −1, (α, β, r) ∈ [0,∞)× [0, 2π)× [0, π) (3.9)

ó âñüîìó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ (α, β, q, p), à äèíàìiêà ó iíøèõ ÷àñòèíàõ öüîãî

ïðîñòîðó âiäîáðàæàòèñü ç (3.9) çà äîïîìîãîþ (3.5)�(3.8).

3.2.3. Ôàçîâi ñèìåòði¨ òà êàíîíi÷íi iíâàðiàíòíi îáëàñòi

Îñêiëüêè äèíàìiêà ñèñòåìè (3.1) çàëåæèòü âiä ôàçîâèõ ðiçíèöü (i, îòæå,

ìà¹ ñèìåòðiþ ôàçîâîãî çñóâó), òî ìè ìîæåìî ðåäóêóâàòè äàíó ñèñòåìó ç ôà-

çîâîãî ïðîñòîðó TN äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ íà TN−1. Òàêå çâåäåííÿ

âiäïîâiäà¹ ôiêñàöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ îðèãiíàëüíi ñèñòåìi âçäîâæ îäíîâèìiðíîãî

òîðó àáî ôiêñàöi¨ ÿêiñíî¨ äèíàìiêè ñèñòåìè íà T�îðáiòi. Áiëüø òî÷íî, ÿêùî

ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïðîåêöiþ Π : TN 7→ TN−1, ùî âiäîáðàæà¹ T�îðáiòè ó òî÷êè,

òà ðîçãëÿäà¹ìî Θ = Π(Θ) ∈ TN−1, òî îðèãiíàëüíà ñèñòåìà (3.1) ñòà¹ ðåäóêî-

âàíîþ ñèñòåìîþ ó TN−1 òà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä

dΘ̃

dt
= F̃ (Θ̃). (3.10)

Öÿ ñèñòåìà ÿâíî çàëåæèòü âiä N òà g, àëå íå çàëåæèòü âiä ω.

� äåêiëüêà øëÿõiâ âèáîðó Π ÷è, åêâiâàëåíòíî, ìíîæèíè N − 1 ôàçîâèõ

ðiçíèöü θj − θk, ùî ïåðåêðèâàþ ìíîæèíó âñiõ ìîæëèâèõ ôàçîâèõ ðiçíèöü.

Îäíàê, ñèìåòðiÿ ïåðåñòàíîâêè íå áóäå äiÿòè îðòîãîíàëüíî íà òàêié ìíîæèíi

ôàçîâèõ ðiçíèöü ïðè N ≥ 3, òîáòî ñèìåòði¨ íå îáîâ'ÿçêîâî ôîðìóþòü ìíî-

æèíó ôàçîâèõ ðiçíèöü. Ó ðîáîòi [43] íàâîäèòüñÿ êîðèñíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ

âèïàäêiâ, N = 3 òà N = 4, ùî äîçâîëÿ¹ óíèêíóòè îïèñàíî¨ ïðîáëåìè. ßêùî

ðîçãëÿíóòè îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ äèíàìiêè ñèñòåìè íà ïiäïðîñòið êîðîçìið-
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íîñòi�îäèí, îðòîãîíàëüíèé äî äiàãîíàëi (1, . . . 1), òî öå áóäå ìàòè îðòîãîíàëü-

íå (i íåçâiäíå) ïðåäñòàâëåííÿ SN ó RN−1, ùî ïîêðèâà¹ ïðîñòið TN−1. Êðiì

òîãî, äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðiâ ôiêñîâàíèõ òî÷îê, äå äâi ôàçè ¹ iäåíòè÷íèìè

(ìàþòü ñèìåòðiþ S2) óòâîðþ¹ ðîçáèòòÿ RN−1 íà çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè, ÿêi ¹ óñi-

ìà çîáðàæåííÿìè êàíîíi÷íî¨ iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi (CIR � canonical invarian

region [43]). Öÿ ìíîæèíà ìà¹ âèãëÿä:

C =
{

Θ ∈ TN : 0 = θ1 < θ2 < · · · < θN < 2π
}
, (3.11)

÷èÿ ãðàíèöÿ ìà¹ ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê ç içîòðîïi¹þ S2. Iñíó¹ çàëèøêîâà ñèìå-

òðiÿ ZN/NZ = 〈τ〉 íà ìíîæèíi C, ùî ãåíåðó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äi¨

τ : (0, θ2, . . . , θN) 7→ (0, θ3 − θ2, . . . , θN − θ2, 2π − θ2). (3.12)

Âiäìiòèìî, ùî ðåæèì ðîçïîäiëåíèõ ÷àñòîò Θsplay =

{(0, θ2, . . . , θN) : θk = θk−1 + 2π/N} ∈ C ¹ ¹äèíîþ ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ äi¨

τ ó îáëàñòi C.
Íà ðèñ. 8.8 ïîêàçàíî ñòðóêòóðó iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C ó âèïàäêó N = 3,

à íà ðèñ. 8.11 ïîêàçàíó ñòðóêòóðà C äëÿ N = 4. Ãðàíèöi îáëàñòåé C ¹ iíâà-
ðiàíòíèìè äëÿ ñèñòåìè (3.3) âiäíîñíî äîâiëüíèõ ôóíêöié g. Iíâàðiàíòíiñòü

ïîðóøó¹òüñÿ ïðè ÿê çàâãîäíî ìàëèõ çáóðåííÿõ, ÿêi ðîáëÿòü îñöèëÿòîðè íå-

iäåíòè÷íèìè: ïðè íàÿâíîñòi ïðèíàéìíi äâîõ âiäìiííèõ ÷àñòîò ωi 6= ωj äëÿ

äâîõ ðiçíèõ îñöèëÿòîðiâ, ïðè ïîðóøåííi ïåðåñòàíîâî÷íî¨ ñèìåòði¨ ó ìåðåæi

çâ'ÿçêiâ, ïðè çáóðåííi ôóíêöi¨ g äîâiëüíèì ëèøå äëÿ ÷àñòèíè îñöèëÿòîðiâ. Òà-

êi ìàëi çáóðåííÿ ïðèçâîäÿòü äî âòðàòè ôàçîâî¨ çàìêíóòîñòi ñèñòåìè îñöèëÿ-

òîðiâ òà ðóéíàöi¨ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé (âåñü ôàçîâèé ïðîñòið ñòà¹ ïðîõiäíèì

äëÿ òðà¹êòîðié). Ïðîòå, íàâiòü ó öüîìó âèïàäêó òðà¹êòîðiÿ çàëèøàòèìåòüñÿ

áiëüøó ÷àñòèíó ÷àñó ó îáðàçi îäíî¨ (óæå çðóéíîâàíî¨) iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi,

à ¨¨ äèíàìiêó çðó÷íî âèâ÷àòè, ðîçãëÿäàþ÷è çáóðåííÿ äèíàìiêè ñèñòåìè ó

âèñîêî�ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêàõ. Ó äàíîìó ðîçäiëi áóäóòü ïðåäñòàâëåíi ïåâíi

ðåçóëüòàòè âiäíîñíî åêñòðåìàëüíî¨ ÷óòëèâîñòi äî çáóðåíü ñèñòåìè (3.1) ó

âèïàäêàõ ìàëèõ ðîçìiðíîñòåé.
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Ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi C ¹ ïðåäñòàâíèêè òî÷îê ç óñiìà ìîæëè-

âèìè òèïàìè ñèìåòðié. Îñîáëèâî âàæëèâèìè ¹ `�êëàñòåðíi ñòàíè, ÿêi âiä-

ïîâiäàþòü ñòàíàì, äå äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ N = m1 + · · · + m`. � òî÷íî

m` îñöèëÿòîðiâ ç îäíàêîâèìè ôàçàìè äëÿ äåÿêèõ ` ≥ 2 (÷èñëî êëàñòåðiâ)

òà mk ≥ 1 (ðîçìið k�ãî êëàñòåðó). Iñíóâàííÿ êëàñòåðiâ äëÿ îïèñàíîãî âè-

ùå ðîçáèòòÿ âiäïîâiäà¹ ôiêñîâàíèì òî÷êàì ïiäïðîñòîðiâ äëÿ ãðóï içîòðîïi¨

Sm1 × · · · × Sm` . Îñòàííi çíàõîäÿòüñÿ íà ãðàíèöÿõ îáëàñòi C. Òàêîæ iñíóþòü

ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç ïðîñòîðîâî ÷àñîâèìè ñèìåòðiÿìè

(Sm1 × · · · × Sm`)
M ×s ZM , M > 1,

äëÿ ðîçáèòòÿ N = M (m1 + · · ·+m`) (äèâ. [43]). Äëÿ ñïðîùåííÿ ïî-

çíà÷åíü, ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ ìè îïóñêà¹ìî êîïi¨ S1, ùî âiäïîâiäàþòü

îäíî�âèìiðíèì ÷àñòèíàì êëàñòåðiâ. Íàïðèêëàä, S2 äëÿ âèïàäêó N = 4 âiä-

ïîâiäà¹ òðè�êëàñòåðíîìó ñòàíó çi içîòðîïi¹þ S2 × S1 × S1.

Âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà (3.10) ¹ àëüòåðíàòèâíèì ïðåäñòàâëåííÿì ñèñòåì ó

ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (ó çìiííèõ ϕi), ÿêå ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ó áiëüøié ÷àñòèíi äè-

ñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Öå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ çðó÷íiøèì ó ïåâíîìó ñåíñi, îñêiëüêè

ó òàêié ñèñòåìi äèíàìiêà �çàìîðîæóþòüñÿ�, à íå äåôîðìó¹òüñÿ i âiäñëiäêî-

âóâàííÿ ñèìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ¹ áiëüø çðó÷íèì (àëå ¹ ìåíø

çðó÷íèì äëÿ iíøèõ äîñëiäæåíü).

3.3. Ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ, ñïðè÷èíåíi ñèìåòðiÿìè

Ñèìåòði¨ ñèñòåìè (3.1) ñïðè÷èíÿþòü iñíóâàííÿ ïåâíèõ âàæëèâèõ ñèíõðîí-

íèõ ðåæèìiâ íåçàëåæíî âiä âèãëÿäó ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó g(x). Ó ïåâíèõ âèïàäêàõ

ôóíêöiÿ g(x) íå ìîæå âïëèíóòè íà iñíóâàííÿ òàêèõ ðåæèìiâ, àëå âïëèâà¹ íà ¨õ

ñòiéêiñòü. Çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi íåíóëüîâèõ ïàðàìåòðiâ ó âçà¹ìîäi¨ (3.3) ïðè-

ðîäíiì ÷èíîì ðóéíó¹ äåÿêi ñèìåòði¨ ñèñòåìè (3.1), ¨¨ iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè

òà ïðèçâîäèòü äî íîâèõ áiôóðêàöié. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèøåìî áiôóð-

êàöiéíi âëàñòèâîñòi ñàìèõ ïðîñòèõ i îäíî÷àñíî äóæå âàæëèâèõ ñèíõðîííèõ

ðåæèìiâ.
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3.3.1. Ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó

Ñòàí ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ (ñèíôàçíèé ñòàí) ñèñòåìè (3.1) ¹ ïåðiîäè÷íîþ

îðáiòîþ, ùî ìà¹ âèãëÿä:

Θsync(t) = (θ(t), . . . , θ(t)), (3.13)

äå θ(t) = Ωsynct+ θ0, Ωsync = ω + θ0.

Òåîðåìà 3.3.1. Ðåæèì ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync(t) ñèñòåìè (3.1) ¹ àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

g′(0) < 0, (3.14)

à ïðè óìîâi (3.3), êîëè

2r cos β − cosα < 0. (3.15)

Äîâåäåííÿ. ßêîáiàí J (Θsync)={Jij}Ni,j=1 ñèñòåìè (3.1) äëÿ ðîçâ'ÿçêó

(3.13) ìà¹ íàñòóïíi åëåìåíòè:

Jii (Θsync) =
1

N

N∑
j=1,j 6=i

g′ (θi−1 − θj−1) =

=
1

N

N∑
j=1,j 6=i

g′ (θ − θ) =
N − 1

N
g′(0), i = 1, . . . , N,

Jij (Θsync) =
1

N
−g′ (θi−1 − θj−1) = − 1

N
g′ (θ − θ) = −g

′ (0)

N
, i, j = 1, . . . , N, j 6= i.

Î÷åâèäíî, ìàòðèöÿ J (Θsync) ¹ öèðêóëÿíòíîþ, òîáòî äëÿ ¨¨ åëåìåíòiâ âèêîíó-

¹òüñÿ òîòîæíiñòü Ji+m,j+m = Ji,j äëÿ áóäü�ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà m. Âiäìiòèìî,

ùî
∑N

j=1 exp
(

2πı
N
j
)

= 0, îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi îïèñó¹ çàìêíåòó êðèâó

ó êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði, à ñàìå ïðàâèëüíèé N�êóòíèê ç îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ
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−→ν j = exp
(
ı2πj
N

)
∈ C. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi öèðêóëÿíòíèõ ìàòðèöü òà

ùîéíî íàâåäåíó ðiâíiñòü, ìîæåìî çàïèñàòè ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ:

λp (Θsync) =
1

N
g′(0)

(
(N − 1)−

N−1∑
j=1

exp

(
2πı

N
j

))

=
1

N
g′(0)

(
N −

N∑
j=1

exp

(
2πı

N
j

))
=

1

N
g′(0) (N − 0) = g′(0), j = 1, . . . , N−1,

λN (Θsync) =
1

N
g′(0)

(
(N − 1)−

N−1∑
j=1

exp

(
2πı

N
N

))

=
1

N
g′(0)

(
(N − 1)−

N−1∑
j=1

exp (0)

)
=

1

N
g′(0) (N − 1− (N − 1)) = 0.

Îòæå, ßêîáiàí ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó ìà¹ îäíå íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ, ÿêå

âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó âåêòîðó v = (1, . . . , 1), òîáòî íàïðÿìêó âçäîâæ ôàçîâîãî

çñóâó ó ñèñòåìi. Iíøi âñi âëàñíi çíà÷åííÿ îäíàêîâi i, îòæå, óìîâîþ ñòiéêî-

ñòi Θsynch ó òðàíñâåðñàëüíîìó äî v íàïðÿìêó ¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (3.14).

Îñêiëüêè äëÿ ôóíêöi¨ (3.3) âèêîíó¹òüñÿ g(0) = 2r cos β − cosα, òî, çãiäíî

(3.14), ñèíõðîííèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñòiéêèì ïðè âèêîíàííi óìîâè (3.15). �

Ç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî áiôóðêàöiéíà ïîâåðõíÿ âòðàòè ñòiéêîñòi ó ïàðà-

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (α, β, r) çàäà¹òüñÿ âèðàçîì:

r =
cosα

2 cos β
. (3.16)

ßê ìè ïîêàæåìî äàëi, ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ âèðàç (3.16) ¹ óìîâîþ ñèìå-

òðè÷íèõ òðàíñêðèòè÷íèõ áiôóðêàöié, ùî âiäáóâàþòüñÿ âçäîâæ iíâàðiàíòíèõ

ìíîãîâèäiâ ç içîòðîïi¹þ Sk × SN−k ïðè k 6= N/2 òà óìîâîþ âèëêîâèõ ái-

ôóðêàöié âçäîâæ ìíîãîâèäiâ ç içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2, êîëè ñèñòåìà ¹ ïàð-

íî�âèìiðíîþ.

ßê i ó ìèíóëîìó ðîçäiëi äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèíõðîíiçàöi¨ ôàç θi ñèñòåìè
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çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè êîìïëåêñíå ñåðåäí¹ ïîëå

Z = Reıψ =
1

N

N∑
i=1

eıθj . (3.17)

Íàãàäà¹ìî, ùî êîìïëåêñíå ïîëå Z àáî éîãî àìïëiòóäà R íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìå-

òðîì ïîðÿäêó Êóðàìîòî [206]. Âiäìiòèìî, ùî

R = |Z| =

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

eıθj

∣∣∣∣∣ =
1

N

√√√√N + 2
N∑

i,j=1,j 6=i

cos(θi − θj). (3.18)

Ïåðàìåòð ïîðÿäêó ¹ äóæå ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíi-

òíèõ ôîðì êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ñèñòåì îñöèëÿòîðíèõ åëåìåíòiâ. Îñêiëüêè

Z (Θsync) = 1
N

∑N
i=1 e

ıθ = eıθ, òî R (Θsync) = 1 òà ψ (Θsync) = θ. I ó çâîðîòíüîìó

íàïðÿìêó, ìîæíà ïåðåêîíàòèñü ó òîìó, ùî ç óìîâè R = 1 âèïëèâà¹ θi = θj

äëÿ âñiõ iíäåêñiâ. Äiéñíî, ïðàâà ÷àñòèíà âèðàçó (3.18) äîðiâíþ¹ 1 ëèøå ó òîìó

âèïàäêó, êîëè çíà÷åííÿ ïiäêîðåíåâîãî âèðàçó ¹ ìàêñèìàëüíèì, òîáòî êîëè âñi

cos(θi − θj) = 1 àáî æ, êîëè âñi θi = θj.

3.3.2. Ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ ðåæèìó ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ

ôàç

Ðåæèì ðîçïîäiëåíèõ ôàç (õâèëü îáåðòàííÿ) ¹ ïåðiîäè÷íîþ îðáiòîþ, ÿêà,

ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâîê, ìà¹ ôîðìó:

Θsplay(t) =
(
θ̃1, θ̃2, . . . , θ̃N

)
=

(
θ(t), θ(t)− 2π

N
. . . , θ(t)− (N − 1)2π

N

)
, (3.19)

äå θ(t) = Ωsplayt + θ0. Âñüîãî ¹ (N − 1)! ðiçíèõ ðîçïîäiëåíèõ ðåæèìiâ â çàëå-

æíîñòi âiä ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê, àëå êîæíié iíâàðiàíòíi ìíîæèíi C íàëåæèòü
ëèøå îäèí ðîçâ'ÿçîê Θsplay.

Òåîðåìà 3.3.2. Ðîçïîäiëåíèé ðåæèì Θsplay(t) ñèñòåìè (3.1), (3.3) ¹ àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî
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N−1∑
j=1

g′
(

2π

N
j

)(
1− cos

(
2pjπ

N

))
< 0, p = 1, . . . , N − 1. (3.20)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ηj = g′
(

2π
N
j
)
òà νp = exp

(
2πı
N
p
)
. Òîäi ßêîáiàí

J (Θsplay)={Jij}Ni,j=1 ñèñòåìè (3.1) äëÿ ðîçâ'ÿçêó (3.19) ìà¹ íàñòóïíi åëåìåíòè:

Jii (Θsplay) =
1

N

N∑
j=1,j 6=i

g′
(
θ̃i−1 − θ̃j−1

)
=

1

N

N∑
j=1,j 6=i

ηj−i =
1

N

N−1∑
j=1

ηj, i = 1, . . . , N,

Jij (Θsplay) = − 1

N
g′
(
θ̃i−1 − θ̃j−1

)
= − 1

N
ηj−i, i, j = 1, . . . , N, j 6= i.

Ìàòðèöÿ J (Θsplay) ¹ öèðêóëÿíòíîþ, îñêiëüêè äëÿ áóäü�ÿêîãî öiëîãî m âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè:

Ji+m,i+m (Θsplay) =
1

N

N∑
j=1

ηj+m =
1

N

N∑
j=1

g′
(

2π

N
(j +m)

)
=

=
1

N

N∑
j=1

g′
(

2π

N
j

)
=

1

N

N∑
j=1

ηj = Ji,i (Θsplay) ,

Ji+m,j+m (Θsplay) = − 1

N
η(j+m)−(i+m) = − 1

N
ηj−i = Ji,j (Θsplay) .

Ç âëàñòèâîñòåé öèðêóëÿíòíèõ ìàòðèöü âèïëèâà¹, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ
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J (Θsplay) ìàþòü âèãëÿä:

λp (Θsplay) =
1

N

N−1∑
j=1

ηj −
1

N

N−1∑
j=1

ηjν
j
p =

1

N

N−1∑
j=1

ηj
(
1− νjp

)
=

=
1

N

N−1∑
j=1

ηj

(
1− cos

(
2pjπ

N

))
− ı 1

N

N−1∑
j=1

ηj sin

(
2pjπ

N

)
, p = 1, . . . , N.

(3.21)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ νjN = exp
(

2πı
N
jN
)

= 1 âèïëèâà¹, ùî λN (Θsplay) = 0 äëÿ

áóäü�ÿêèõ ôàçîâî ðîçïîäiëåíèõ ðåæèìiâ. Äàíå âëàñíå çíà÷åííÿ âiäïîâiäà¹

íàïðÿìêó (1, . . . , 1) âçäîâæ ôàçîâîãî çñóâó. Çãiäíî (3.21) ðîçâ'ÿçîê ¹ ñòiéêèì

ó (N − 1) òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.20). �

Âiäìiòèìî, ùî ßêîáiàí ðîçïîäiëåíèõ ôàç ìà¹ [N/2] êîìïëå-

êñíî�ñïðÿæåíèõ ïàð

λN−p (Θsplay) = λ−p (Θsplay) = λp (Θsplay) .

Ó ïàðíî�âèìiðíîìó âèïàäêó

λN/2 (Θsplay) =
N∑
j=1

g′
(

2π

N
j

)(
1− (−1)j

)
∈ R.

ßê áóëî çàóâàæåíî â äîâåäåííi, îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ ßêîáiàíó ¹ íóëüî-

âèì. Äàíå âëàñíå çíà÷åííÿ âiäïîâiäà¹ íàïðÿìêó ñèìåòði¨ ôàçîâîãî çñóâó. Ïðè

ðåäóêöi¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ áóäü�ÿêèõ N −1 ôàçîâèõ ðiçíèöü ϕij = θi−θj
äî (N−1) �âèìiðíî¨ ñèñòåìè, ßêîáiàí ìàòðèöi ðîçïîäiëåíîãî ñòàíó áóäå ìàòè

N−1 âëàñíèõ çíà÷åíü (3.21), çàïèñàíèõ ó íîâèõ êîîðäèíàòàõ ϕij, çà âèíÿòêîì

íóëüîâîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ç öi¹¨ ôîðìóëè. Âiäìiòèìî, ùî îïèñàíà ñèòóà-

öiÿ çàãàëüíà äëÿ áóäü�ÿêèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ñèñòåìè ó ôàçîâèõ çìiííèõ:

íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ ßêîáiàíó îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè áóäå âiäñóòíiì ó âiä-

ïîâiäíîãî ßêîáiàíó ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi.

Ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ó ðåæèìi ðîçïîäiëåíèõ ôàç ìà¹ áiôóðêà-

öiþ Àíäðîíîâà�Õîïôà (ÿêà ìîæå áóòè âèðîäæåíîþ àáî âiäáóâàòèñü îäðàçó
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ó êiëüêîõ òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ) ïðè Re (λp (Θsplay)) < 0 äëÿ ïåâíèõ

iíäåêñiâ p = 1, . . . , N − 1, p 6= N/2, òà ïðè Im (λp (Θsplay)) = 0. Íà âiäìiíó

âiä ñèíõðîííîãî ñòàíó, óìîâè ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ ðåæèìó

ðîçïîäiëåíèõ ôàç ñóòò¹âî çàëàæàòü âiä ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè.

Âiäìiòèìî, ùî ïàðàìåòð ïîðÿäêó ðîçïîäiëåíîãî ñòàíó R (Θsplay) = 0. Ïà-

ðàìåòð ïîðÿäêó R ¹ íóëüîâèì íå ëèøå äëÿ Θsplay, à äëÿ áiëüø øèðîêî¨ ìíî-

æèíè ðåæèìiâ, ÿê áóëî ïîêàçàíî ó ìèíóëîìó ðîçäiëi äëÿ ìîäåëi Êóðàìî-

òî�Ñàêàãó÷i, i ÿê ìè ïîêàæåìî ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

3.3.3. Ðåæèì ãëîáàëüíî¨ àíòèôàçè: ìíîæèíà ç íóëüîâèì ïàðàìå-

òðîì ïîðÿäêó

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Ñçìiííèõ (θ1, . . . , θN) ó ôàçîâîìó ïðîñòîði TN òà-

êó, ùî ¨¨ ïàðàìåòð ïîðÿäêó ¹ íóëüîâèì: R = 0. Çãiäíî (3.17) äàíà ìíîæèíà

çàäà¹òüñÿ âèðàçîì:

M(N) =

{
(θ1, . . . , θN) :

N∑
j=1

eıθj = 0

}
. (3.22)

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü ó òîìó, ùîM(N) ¹ îá'¹äíàííÿì iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ

ïåâíî¨ ôîðìè i ùî éîãî ðîçìiðíiñòü N − 2 (òîáòî dim
(
M(N)

)
= N − 2) äëÿ

N ≥ 3. Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåêîíàòèñü â îñòàííüîìó âiçüìåìî òèïîâó ôiêñîâàíó

òî÷êó ç ìíîæèíè i áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî 0 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤
· · · ≤ θN < 2π. Ðîçãëÿäà¹ìî êîæíå eıθj ÿê îäèíè÷íèé âåêòîð íà êîìïëåêñíié

ïëîùèíi. Ïîçíà÷èìî

Ak =
k∑
j=1

eıθj .

Òîäi òî÷êè Ak ïðåäñòàâëÿþòü âåðøèíè îïóêëîãî áàãàòîêóòíèêà ç ðåáðàìè

îäèíè÷íî¨ äîâæèíè, òîáòî |Ak+1−Ak| = 1, k = 1, . . . , N −1, òà AN = 0. Âiäìi-

òèìî ùî êîìïëåêñíå îáìåæåííÿ AN = 0 çóìîâëþ¹ îáìåæåííÿ äâîõ ñòóïåíiâ

ñâîáîäè ó âèáîði N êóòiâ θi i, îòæå, çàëèøà¹òüñÿ N − 2 ñòóïåíi ñâîáîäè äëÿ

âèáîðó θi (âèáið äâîõ îñòàííiõ ðåáåð ìíîãîêóòíèêà AN æîðñòêî ôiêñó¹òüñÿ
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âèáîðîì N − 2 ïîïåðåäíiõ). Ó âèïàäêó, êîëè íå ôiêñîâàíà òî÷êà, à çàëåæíà

âiä ÷àñó òðà¹êòîðiÿ (θ1(t), . . . , θN(t)) ïîâíiñòþ íàëåæèòü ìíîæèíi M(N), ìè

íå ìîæåìî óïîðÿäêóâàòè êîîðäèíàòè θi(t) ÿê ðàíiøå. Öå çìóøó¹ ðîçãëÿäàòè

çàëåæíi âiä ÷àñó ðóõîìi áàãàòîêóòíèêè Ak(t) =
∑k

j=1 e
ıθj(t), ÿêi íå çîáîâ'ÿçàíi

áóòè îïóêëèìè. Àëå, ÿê i ðàíiøå, âèáið ïîëîæåííÿ äâîõ îñòàííiõ êîîðäèíàò

òðà¹êòîði¨ (àáî ðåáåð áàãàòîêóòíèêà) ó êîæåí ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó çàäà-

¹òüñÿ âèðàçîì ç iíøèõ N −2 êîîðäèíàò, à öåé âèðàç íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä

÷àñó.

Äëÿ âèïàäêó N = 3 áàãàòîêóòíèêè, ïîáóäîâàíi ó îïèñàíèé âèùå ñïî-

ñiá, ¹ ðiâíîñòîðîííiìè òðèêóòíèêàìè çi ñòîðîíàìè îäèíè÷íî¨ äîâæèíè òà

îäíèì êóòîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, íàâêîëî ÿêîãî âií ìîæå êðóòèòèñü. Äëÿ

N = 4 áàãàòîêóòíèêè ¹ ðîìáàìè çi ñòîðîíàìè îäèíè÷íî¨ äîâæèíè òà îäíèì

êóòîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Îäíà ñòóïiíü ñâîáîäè ïîëÿãà¹ ó ìîæëèâîñòi öüî-

ãî ðîìáà êðóòèòèñü íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äðóãà � ó ìîæëèâîñòi ðóõó

ïðîòèëåæíèõ âåðøèí îäíi¹¨ âiäíîñíî iíøî¨ âçäîâæ äiàãîíàëi (ç äåôîðìàöi¹þ

ôîðìè ðîìáà). Äëÿ N = 5 ó îäèíè÷íîìó ï'ÿòèêóòíèêó (íå îáîâ'ÿçêîâî îïó-

êëîìó) ïåðøi òðè âåðøèíè ìîæóòü áóòè ìàéæå äîâiëüíèìè, ëèøå ç óìîâîþ

|A3| ∈ [0, 2], à iíøi äâi çàëåæàòü âiä òðüîõ ïîïåðåäíiõ. I òàê äàëi.

Ìíîãîâèä M(N) ìîæíà îïèñàòè ÿê ìíîæèíó, äâi çìiííi ÿêî¨ îïèñóþòüñÿ

ç âèêîðèñòàííÿ óñiõ iíøèõ çãiäíî âèðàçàì:

θN(t) = arctan

(
f2

f1

)
+

1

2
arccos

(
f 2

1 + f 2
1

2
− 1

)
+
π

2
(1− sign(f1)),

θN−1(t) = arctan

(
f2

f1

)
− 1

2
arccos

(
f 2

1 + f 2
1

2
− 1

)
+
π

2
(1− sign(f1)),

äå

f1 = −
N∑
j=2

cos θj, f2 = −
N∑
j=2

sin θj.

Ìíîãîâèä äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ¹ (N − 3)�âèìiðíèì. Ó âèïàäêó

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N , çìiííi ϕN−2 òà ϕN−1 çàäàþòüñÿ ÷åðåç iíøi çìiííi

çà äîïîìîãîþ âèðàçiâ (2.27), (2.28).

ßê áóëî ïîêàçàíî ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi (Òåîðåìà 2.3.1) ó âèïàäêó, êîëè
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ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó g(x) ìà¹ ëèøå ïåðøó ãàðìîíiêó, ìíîæèíà M(N) ¹ äèíàìi-

÷íî iíâàðiàíòíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.1) i, êðiì òîãî, âîíà ïîâíiñòþ ñêëàäà¹òüñÿ ç

ðîçâ'ÿçêiâ ç ôiêñîâàíèìè ôàçîâèìè ðiçíèöÿìè. Îäíàê, äëÿ çàãàëüíî¨ ôóíêöi¨

çâ'ÿçêiâ g(x) (íàâiòü ïðè íàÿâíîñòi âæå äðóãî¨ ãàðìîíiêè) ðîçâ'ÿçêè ùî íà-

ëåæàòüM(N) íå ¹ ó çàãàëüíîìó iíâàðiàíòíèìè. Áiëüø òî÷íî ñèòóàöiþ îïèñó¹

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.3. Ìíîæèíà M(N) ¹ iíâàðiàíòíîþ äëÿ ñèñòåìè (3.1) äëÿ äî-

âiëüíî¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó g(x), êîëè N = 2, 3, 4 (ω = 0), àëå âîíà íå ¹ iíâàði-

àíòíîþ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðè äëÿ N ≥ 5.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàäàíî ó Äîäàòêó Â.5 (äèâ. ñòîð. 385)

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ ÷îòèðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ìíîæèíà

M(4) = {(0, ϕ, π, ϕ+ π), (0, π, ϕ, ϕ+ π), (0, ϕ, ϕ+ π, π)}

(ïîëîâèíà êîæíî¨ ç òðüîõ ëiíié íàëåæèòü îäíié iíâàðiàíòíié îáëàñòi) ¹

îá'¹äíàííÿì iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ñòàíàì ç içîòðîïi¹þ

Z2. Â ñåðåäèíi êîæíî¨ ç öèõ ëiíié â öåíòði iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi çíàõîäèòüñÿ

iíâàðiàíòíà òî÷êà, ùî âiäïîâiäà¹ ñòàíó ç içîòðîïi¹þ Z4 (ðèñ. 8.11).

3.3.4. Ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöi¨ äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ

Ðîçãëÿíåìî áóäü�ÿêèé äâî�êëàñòåðíèé ñòàí ç içîòðîïi¹þ Sp × SN−p, ùî

çàäà¹òüñÿ âèðàçîì:

Θp,N−p(t) = (θa(t), . . . , θa(t), θb(t), . . . , θb(t)) (3.23)

òàêèì ÷èíîì, ùî θi = θa(t) äëÿ i = 1, . . . , p òà θi = θb(t) äëÿ i = p + 1, . . . , N.

ßêùî ìè îçíà÷èìî

ϕp = θa − θb, (3.24)

òî äëÿ ñèñòåìè (3.1) ïðàâà ÷àñòèíà ìà¹ âèãëÿä:

N∑
j=1

g(θi − θj) =

pg(0) + (N − p)g(ϕp), i = 1, . . . , p,

pg(−ϕp) + (N − p)g(0), i = p+ 1, . . . , N.
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Òîäi ðiâíÿííÿ íà êëàñòåði (3.23) ó êîîðäèíàòi ôàçîâî¨ ðiçíèöi (3.24) ìà¹ âè-

ãëÿä:

dϕp
dt

=
1

N
(pg(0) + (N − p)g(ϕp)− pg(0)− (N − p)g(−ϕp)) . (3.25)

Âñi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè öüîãî ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

(2p−N) [g(0)− g+(ϕp)] + g−(ϕp) = 0, (3.26)

äå g(x) = g+(x) + g−(x), à

g+(x) =
1

2
(g(x) + g(−x)) òà g−(x) =

1

2
(g(x)− g(−x)) (3.27)

¹ ïàðíîþ òà íåïàðíîþ ÷àñòèíàìè öi¹¨ ôóíêöi¨. Äëÿ çàãàëüíîãî

äâî�ãàðìîíi÷íîãî çâ'ÿçêó (3.3) öå îçíà÷à¹, ùî âèðàç (3.26) ìîæíà ïåðå-

ïèñàòè ÿê

0 = (2p−N) [g(0)− g+(ϕp)] + g−(ϕp) =

= (2p=N)(cos(ϕp)=1)[q sinα+2r sin β(cos(ϕp)+1)]+N sin(ϕp)[q cosα+2r cos(ϕp) cos β].

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê: ñèíõðîííèé ñòàí ç ϕp = 0. Ðîç-

äiëèìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íà sin(ϕp/2). Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî íåòðèâiàëüíèé

äâî�êëàñòåðíèé ñòàí ìà¹ ôàçîâó ðiçíèöþ ϕp, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

0 = (N − 2p) sin(ϕp/2)[q sinα + 4r sin β cos2(ϕp/2)]+

+N sin(ϕp/2)[q cosα + 2r cos β
(
2 cos2(ϕp/2)− 1

)
]. (3.28)

Âiäìiòèìî, ùî äåòàëüíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöié

äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ äëÿ ôóíêöi¨ g(x) = − sin(x − α) (ïðè r = 0 (3.1),

(3.3) îïèñó¹ ìîäåëü Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i) ïðåäñòàâëåíi ó ïiäðîçäiëi 2.3. Çà äî-

ïîìîãîþ çàìiíè ξ = tan (ϕp/2) ðiâíÿííÿ (3.28) ìîæíà çâåñòè äî êóái÷íîãî
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ðiâíÿííÿ. Ïåðåïîçíà÷èìî p = NP , ùîá 0 < P < 1. Òîäi ðiâíÿííÿ (3.28) ó

íîâèõ çìiííèõ çâîäèòüñÿ äî êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ:

(1=2P )[q sinα]ξ3 + [q cosα=2r cos β]ξ2+

+ (1=2P )[q sinα + 4r sin β]ξ + [q cosα + 2r cos β] = 0. (3.29)

Áiôóðêàöi¨ äâî�êëàñòåðíîãî ñòàíó áóäóòü âiäáóâàòèñü òî÷íî òîäi, êîëè ðiâ-

íÿííÿ (3.29) ìà¹ íóëüîâèé äèñêðèìiíàíò, à ñàìå êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

a4P
4 + a3P

3 + a2P
2 + a1P + a0 = 0, (3.30)

êîåôiöi¹íòè ÿêî¨ çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âèðàçiâ:

a4 = 64 sinα(64r3 sin3 β − 48r2 sin2 β sinα + 12r sin2 α sin β − sin3 α),

a3 = 128 sinα(−64r3 sin3 β + 12r2 sinα sin2 β − 28r sin2 α sin β + sin3 α),

a2 = 256 sin2 β cos2 βr4 + 256 sin β(20 sinα sin2 β + sin β cosα cos β + 4 sinα)r3+

+ 64(62 sin2 α cos2 β − sin(2α) sin β cos β − 73 sin2 α + sin2 β)r2+

+ 64 sinα(23 sin2 α sin β + 7 sinα cosα cos β − 5 sin β)r − 32 sin2 α(2 sin2 α + 1),

a1 = −256r4 sin2 β cos2 β − 256(4 sinα sin β(sin2 β + 1) + sin2 β cosα cos β)r3+

+ 64(14 sin2 α sin2 β + 11 sin2 α− sin2 β + sin(2α) sin β cos β)r2+

+ 64(11 sinα sin β cos2 α− 7 sin2 α cosα cos β − 6 sin β sinα)r + 32 sin2 α,

a0 = 64r4 cos2 β + 64 (3 sinα sin β + cos(α− β)) r3 + 16(1− 13 sin2 α + cos2 β−

− 2 cosα cos β cos(α− β))r2 + 16((3− 8 cos2 α) cos(α− β) + 4 cosα cos β)r − 4.

ßê áà÷èìî, àíàëiòè÷íèé âèðàç áóäü�ÿêîãî ç ïàðàìåòðiâ r, α àáî β ó

òåðìiíàõ iíøèõ äâîõ ç ðiâíîñòi (3.30) ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. I âñå æ,

âèðàç (3.30) ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ ÷èñåëüíî¨ ïîáóäîâè áiôóðêàöiéíèõ

êðèâèõ òà ïîâåðõîíü. Êðiì òîãî, ïîáóäîâà áiôóðêàöiéíèõ êðèâèõ çà äîïîìî-

ãîþ (3.30) ìîæå áóòè çäiéñíåíà i àíàëiòè÷íî (ÿê áóëî ïîêàçàíî ó ìèíóëîìó

ðîçäiëi i áóäå ïîêàçàíî äàëi) ó âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè ìàëî¨
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ðîçìiðíîñòi (3.30) àáî ïðè ïåâíèõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ r, α,β

÷è ïåâíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ íèìè. Âiäìiòèìî, ùî âèðàç (3.30) íàâîäèòüñÿ

äëÿ äâî�ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ g. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.24) àíàëîãi÷íèì

÷èíîì ìîæíà çàïèñàòè áiôóðêàöiéíi óìîâè ïîäiáíi (3.30) äëÿ äâî�êëàñòåðíèõ

ñòàíiâ, êîëè ôóíêöiÿ g ìiñòèòü òðè i áiëüøå ãàðìîíiê. Î÷åâèäíî, íàâiòü ó âè-

ïàäêó òðè�ãàðìîíi÷íî¨ g öÿ çàäà÷à ¹ äóæå ãðîìiçäêîþ i âèìàãàòèìå ðîáîòè ç

êiëüêîõ�ñòîðiíêîâèìè âèðàçàìè.

3.3.5. Ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

ßê çàçíà÷àëîñü âèùå, ñèñòåìà (3.1) ìà¹ ïåâíó îñîáëèâiñòü: ¨¨ ïðàâi ÷àñòèíè

çàëåæàòü âiä ôàçîâèõ ðiçíèöü θi − θj. Îñòàíí¹ ñïðè÷èíÿ¹ iñíóâàííÿ ñèìåòði¨
ôàçîâîãî çñóâó â ñèñòåìi, ÿêà çàäà¹òüñÿ äi¹þ θi 7→ θi+ε äëÿ áóäü�ÿêèõ ε. Êðiì

òîãî öÿ îñîáëèâiñòü äà¹ ìîæëèâiñòü ïåâíîãî ñïðîùåííÿ ñèñòåìè äëÿ ç ìåòîþ

áiëüø çðó÷íîãî ¨¨ äîñëiäæåííÿ. Ôiçè÷íî öå ñïðîùåííÿ îçíà÷à¹ ìîæëèâiñòü

ôiêñàöi¨ îäíîãî ç îñöèëÿòîðiâ θi(t) = cons i ðîçãëÿä ðóõó iíøèõ îñöèëÿòîðiâ

ïî âiäíîøåííþ äî ôiêñîâàíîãî. Âêàçàíå ñïðîùåííÿ ìîæíà âèêîíàòè äâîìà

ñïîñîáàìè: 1) ïðîâåñòè çàìiíó çìiííèõ òàêèì ÷èíîì, ùîá îäíà ç êîîðäèíàò

ñòàëà íóëåì, 2) ðåäóêóâàòè ñèñòåìó, çìåíøèâøè ¨¨ ðîçìiðíiñòü íà îäèíèöþ

çà äîïîìîãîþ ðîçãëÿäó ôàçîâèõ ðiçíèöü. Ó íàñòóïíèõ äâîõ ïiäðîçäiëàõ ìè

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äðóãèé ñïîñiá, à ó ïîäàëüøîìó i ïåðøèé. Íà ïðîòÿçi

äàíî¨ ðîáîòè ìè îáèðà¹ìî çàìiíó ôàçîâèõ ðiçíèöü

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N − 1, (3.31)

ùî çìåíøó¹ ðîçìiðíiñòü ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Ñèñòåìà ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ

îñöèëÿòîðiâ (3.1) ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (3.31) ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

dϕi
dt

=
1

N

(
−g(−ϕi) +

N−1∑
j=1

g(ϕj)−
N−1∑

j=1,j 6=i

g(ϕj − ϕi)

)
, i = 1, . . . , N − 1.

(3.32)



109

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (3.32) ÷åðåç

Gi(Φ) = Gi(ϕ1, . . . , ϕN−1) =
1

N

(
−g(−ϕi) +

N−1∑
j=1

g(ϕj)−
N−1∑

j=1,j 6=i

g(ϕj − ϕi)

)
.

Îñîáëèâî âiäìiòèìî, ùî äèíàìiêà âñiõ ñèñòåì ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ¹ òîïîëî-

ãi÷íî åêâiâàëåíòíîþ ìiæ ñîáîþ íå çàëåæíî âiä âèáîðó N − 1 ëiíiéíî íåçà-

ëåæíèõ ôàçîâèõ ðiçíèöü ϕij = θi − θj. Ïåðåõiä âiä ñèñòåìè ó îäíèõ ôàçîâèõ
ðiçíèöÿõ çàâæäè ìîæíà çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ ëiíiéíî¨ çàìiíè ç íåâèðîäæå-

íîþ ìàòðèöåþ. Öå ñòà¹ î÷åâèäíèì, ÿêùî âêàçòè, ùî êîæíà ç àëüòåðíàòèâíèõ

ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ôàçîâèõ ðiçíèöü ϕij ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíîþ çà äîïî-

ìîãîþ (3.31) ó âèãëÿäi ϕij = θi − θj = ϕj−1 − ϕi−1.

Ñèñòåìà (3.1) ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó (3.3) ïðè q = −1 çà äîïîìîãîþ çàìiíè

(3.31) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨:

dϕi
dt

= − 1

N

[
sin(ϕi + α) +

N−1∑
j=1

sin(ϕj − α) +
N−1∑

j=1,j 6=i

sin(ϕi − ϕj + α)

]
+

+ r
1

N

[
sin(2ϕi + β) +

N−1∑
j=1

sin(2ϕj − β) +
N−1∑

j=1,j 6=i

sin(2(ϕi − ϕj) + β)

]
,

i = 1, . . . , N. (3.33)

Âiäìiòèìî, ùî ó âèïàäêó íåiäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ó ïðàâèõ ÷àñòè-

íàõ ðiâíÿíü òàêîæ ïðèñóòíié äîäàíîê ∆i = ω1−ωi+1, ÿêèé ó äàíîìó âèïàäêó

(iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ) âiäñóòíié îñêiëüêè âñi ωi = ω. Ñèñòåìà (3.33) çàäà-

íà íà (N − 1)�âèìiðíîìó òîði TN 3 (ϕ1, . . . , ϕN). Çàïèøåìî i ïåðåïîçíà÷èìî

ó íîâèõ êîîðäèíàòàõ âàæëèâi iíâàðiàíòíi ìíîæèíè ñèñòåìè (3.33).

1. Ðåæèì ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ñèñòåìè (3.1) Θsync äëÿ íîâî¨ ñèñòåìè (3.33) ¹

ïî÷àòêîì êîîðäèíàò

Φsync = {(ϕ1, . . . , ϕN) : ϕi = 0, i = 1, . . . , N} .

2. Ðåæèì ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ ÷àñòîò Θsplay äëÿ íîâî¨ ñèñíåìè ìà¹ âè-
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ãëÿä:

Φsplay =

{
(ϕ1, . . . , ϕN) : ϕi = i

2π

N
, i = 1, . . . , N

}
.

3. Ðåæèì ïîâíî¨ àíòèôàçèM(N) ç R = 0 ìà¹ âèãëÿä

M(N) =

{
(ϕ1, . . . , ϕN) :

N−1∑
j=1

eıϕj = −1

}
.

Ó íîâèõ êîîðäèíàòàõ, çîêðåìà, M(3) = {(2π/3, 4π/3), (4π/3, 2π/3)} � äâi

òî÷êè, àM(4) = {(ϕ1, π, ϕ1 + π), (π, ϕ2, ϕ2 + π), (ϕ1, ϕ1 + π, π)} � òðè ïðÿìi.

4. äâî�êëàñòåíðèé ðåæèì ç içîòðîïi¹þ Sp × SN−p çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ϕ1 = · · · = ϕp 6= ϕp−1 = · · · = ϕN−1 = 0, p = 1, . . . , N − 1.

ßê ìè áà÷èìî, òàêîãî òèïó ðåæèìè âiäïîâiäàþòü ïðÿìèì ó ïðîñòîði T(N−1).

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ç k çíàêàìè � 6=� îïèñó¹òüñÿ k�êëàñòåðíèé ðåæèì.
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ çáåðåæåííÿ ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè (3.1) ïîòðiáíî âèêî-

ðèñòîâóâàòè ëiíiéíó çàìiíó çìiííèõ

θ

ϕ1

...

ϕN−2

ϕN−1


=



1 0 . . . 0 0

1 −1
. . . . . . 0

... 0
. . . . . .

...

1
...

. . . −1 0

1 0 . . . 0 −1





θ1

θ2

...

θN−1

θN


(àáî ó âåêòîðíié ôîðìi Φ = (θ1,Φ)T = SΘ) ç íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ çàìiíè

SN (det(SN) = (−1)(N−1) 6= 0), ó ðåçóëüòàòi ÿêî¨ íîâà ñèñòåìà êðiì N − 1
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ðiâíÿíü (3.33) ìà¹ ùå îäíå ðiâíÿííÿ

dθ1

dt
=

1

N

(
g(0) +

N−1∑
j=1

g(ϕj)

)
=

=
1

N

[
sinα− r sin β +

N−1∑
j=1

(− sin(ϕj − α) + r sin(ϕj − β))

]
. (3.34)

ßê áà÷èìî, ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (3.34) íå çàëåæèòü âiä âëàñíî¨ çìiííî¨ θ

(ÿê i âñi iíøi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.33)) à çàëåæèòü ëèøå âiä çìiííèõ iíøèõ

ðiâíÿíü. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî äèíàìiêà öüîãî ðiâíÿííÿ öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ

äèíàìiêîþ (N − 1)�âèìiðíî¨ ñèñòåìè (3.33) ó çìiííèõ ϕi. Òîáòî ìîæíà çàñòî-

ñîâóâàòè òàêèé àëãîðèòì: îòðèìàòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.33), ïiäñòàâèòè öi

ðîçâ'ÿçêè ϕi(t) ó ðiâíÿííÿ (3.33) i òîäi ðîçâ'ÿçóâàòè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, ÿêå

ó öåé ìîìåíò âæå áóäå íåàâòîíîìíèì. Äàíèé àëãîðèòì ìîæå áóòè êîðèñíèé

äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü ïî-

ëîæåííÿì ðiâíîâàãè (ϕ1, . . . , ϕN−1) = (ϕ∗1, . . . , ϕ
∗
N−1) ñèñòåìè (3.33). Ó öüîìó

âèïàäêó ïåðøà êîîðäèíàòà ðîçâ'ÿçêó ïåðåòâîðåíî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

θ(t) =
1

N

[
g(0) +

N−1∑
j=1

g(ϕ∗1)

]
t+ θ(0)

=
1

N

[
sinα− r sin β +

N−1∑
j=1

(− sin(ϕ∗1 − α) + r sin(ϕ∗1 − β))

]
t+ θ(0). (3.35)

Îïèñàíó âëàñòèâiñòü ñèñòåìè ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè â ïîäàëüøîìó ó

ðîçäiëi 6 äëÿ ïîáóäîâè õèìåðíèõ ñòàíiâ ó ñèñòåìàõ ç ìîäóëüîâàíèì çâ'ÿçêîì.

3.4. Áiôóðêàöi¨ ó ñèñòåìi äâîõ çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (3.1), (3.3) äëÿ N = 2. Ó öüîìó âèïàäêó ïðè q = −1

âîíà ìà¹ ïðîñòèé âèãëÿä:
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dθ1

dt
=

1

2
(g(0) + g(θ1 − θ2)) =

=
1

2
(sinα− r sin β − sin(θ1 − θ2 − α) + r sin(2(θ1 − θ2)− β)) ,

dθ1

dt
=

1

2
(g(0) + g(θ2 − θ1)) =

=
1

2
(sinα− r sin β − sin(θ2 − θ1 − α) + r sin(2(θ2 − θ1)− β)) . (3.36)

ßê çàçíà÷àëîñü âèùå, äèíàìiêó äàíî¨ ñèñòåìè ìîæíà ïîâíiñòþ îïèñàòè, âè-

êîðèñòîâóþ÷è ôàçîâi çìiííi (3.31), ùî ó äàíîìó âèïàäêó ïðåäñòàâëåíî ëèøå

îäíi¹þ çìiííîþ ϕ1 = θ1 − θ2. Ïîâåäiíêà ñèñòåìè ïî iíøié çìiííié öiëêîì

çàëåæèòü âiä ïîâåäiíêè öi¹¨ çìiííî¨, ÿê âêàçàíî ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi.

Îñêiëüêè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå îäíå ðiâíÿííÿ (3.33), òî ïîçíà÷èìî ϕ = θ1 − θ2,

ùîá óíèêíóòè iíäåêñó. Òîäi äàíå ðiâíÿííÿ ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ìà¹ âèãëÿä:

dϕ

dt
=

1

2
(g(ϕ)− g(−ϕ)) = − sinϕ cosα + r sin(2ϕ) cos β. (3.37)

Äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ïðèðîäíiì ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ðiâíÿííÿ ó ðiçíèöÿõ (3.24)

äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ äëÿ N = 2, p = 1. ßê áà÷èìî, ïðàâà ÷àñòèíà öüîãî ðiâ-

íÿííÿ ¹ íåïàðíîþ, ùî âïëèâà¹, çîêðåìà, íà òèïè éîãî áiôóðêàöié ïðè çìiíi

ïàðàìåòðiâ. Äàíà ñèñòåìà ìà¹ ÷îòèðè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Äâi îñîáëèâi òî-

÷êè ϕ0 = 0 (ñèíõðîíiçîâàíèé ñòàí) òà ϕπ = π (àíòèôàçíèé ñòàí) iñíóþòü äëÿ

áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ öüîãî ðiâíÿííÿ. Iíøi äâà ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

ìàþòü êîîðäèíàòè

ϕ± = ± arccos

(
cosα

2r cos β

)
. (3.38)

Îñòàííi äâi òî÷êè iñíóþòü ïðè óìîâi
∣∣∣ cosα

2rcosβ

∣∣∣ ≤ 1. Òî÷êè ϕ± ç'ÿâëÿþòüñÿ ç

òî÷êè ϕ0 àáî ç ϕπ âíàñëiäîê ñóïåðêðèòè÷íî¨ àáî ñóáêðèòè÷íî¨ âèëêîâî¨ ái-

ôóðêàöi¨ (â çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåííÿ ïàðàìåòðiâ). Äiéñíî, ðîçêëàäàþ-

÷è ïðàâó ÷àñòèíó G(ϕ) ðiâíÿííÿ (3.37) ó ðÿä Òåéëîðà ó âiäïîâiäíèõ òî÷êàõ,
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îòðèìó¹ìî âèðàçè

G(ϕ) = (− cosα + 2r cos β)ϕ− 1

6
(− cosα + 8r cos β)ϕ3 +O

(
ϕ4
)
,

G(ϕ) = (cosα + 2r cos β)(ϕ− π)− 1

6
(cosα + 8r cos β)(ϕ− π)3 +O

(
(ϕ− π)4

)
,

ÿêi ïiäòâåðäæóþòü âêàçàíèé âèùå òèï áiôóðêàöié. Ç îñòàííiõ âèðàçiâ òà-

êîæ áà÷èìî, ùî ãiëêè âiäïîâiäíèõ áiôóðêàöiéíèõ êðèâèõ çàäàþòüñÿ âèðà-

çàìè: r = ± cosα
2 cosβ

. Ñóáêðèòè÷íà ÷è ñóïåðêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ó òî÷êàõ ϕ0,

ϕπ âèçíà÷à¹ çíàê êîåôiöi¹íòó ïåðåä êóái÷íèì ÷ëåíîì, ùî òàêîæ çàëåæèòü

âiä ñïiââiäíîøåííÿ òðüîõ ïàðàìåòðiâ. Íà ðèñ. 8.7(a) çîáðàæåíî áiôóðêàöié-

íó äiàãðàìó íà ïëîùèíi îäíîãî ïàðàìåòðó òà çìiííî¨ (α, ϕ) ó âèïàäêó, êîëè

äâà iíøèõ ïàðàìåòðè ¹ ôiêñîâàíèìè (çîêðåìà, ïðè β = 0, r = 0.2). Äàíà

áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà çîáðàæåíà ëèøå íà ïîëîâèíi ôàçîâîãî ïðîñòîðó ïðè

ϕ ∈ [0, π]. Iíøà ÷àñòèíà ïðè ϕ ∈ [π, 2π] çîáðàæó¹òüñÿ äçåðêàëüíî ñèìåòðè÷íî

çãiäíî ñèìåòði¨ (3.6). Òàêèì ÷èíîì íà ïîâíié áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ϕ ∈ T1

ãiëêè áiôóðêàöié ó òî÷êàõ A òà B óòâîðþþòü �âèëêè� äâîõ ñóïåðêðèòè÷íèõ

áiôóðêàöié âiäïîâiäíî¨ íàçâè. ßê çàçíà÷àëîñü (i âèäíî ç äiàãðàìè) ñèñòåìà

ìîæå ìàòè àáî äâi àáî ÷îòèðè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Ó âèïàäêó, êîëè ïîëî-

æåíü ðiâíîâàãè ÷îòèðè, äâà ç íèõ ¹ ñòiéêèìè, à äâà íi. Îòæå ó öüîìó âèïàäêó

ñèñòåìà ¹ áiñòàáiëüíîþ. Íà ðèñ. 8.7(a) îäíî÷àñíî ñòiéêèìè ¹ äâi òî÷êè ϕ−

òà ϕ+ êîëè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó α çíàõîäèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè A òà B (òîáòî

α ∈ (αA, αB)). Òî÷êè æ ϕ0 òà ϕπ ¹ îäíî÷àñíî íåñòiéêèìè ó öüîìó âèïàäêó. Çãi-

äíî ñèìåòði¨ (3.5) àáî (3.6) iñíó¹ îáëàñòü ïàðàìåòðiâ, êîëè îñòàííi äâi òî÷êè

(òîáòî ñèíõðîíiçîâàíèé òà àíòèñèíõðîííèé ñòàíè) ¹ ñòiéêèìè îäíî÷àñíî. Äëÿ

iñíóâàííÿ îñòàííüî¨ âëàñòèâîñòi ñèñòåìè ïîòðiáíî âèìàãàòè, ùîá îäíî÷àñíî

G′(0) < 0 òà G′(π) < 0. Çðîáèâøè âiäïîâiäíi ïiäðàõóíêè, îòðèìó¹ìî óìîâó

áiñòàáiëüíîñòi ñèíôàçíîãî òà àíòèôàçíîãî ñòàíó:

r < min

{
− cosα

2 cos β
,

cosα

2 cos β

}
= −1

2

∣∣∣∣cosα

cos β

∣∣∣∣ . (3.39)
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Ïiäñóìîâóþ÷è âèêëàäåíå âèùå, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ.

Òåîðåìà 3.4.1. Ðiâíÿííÿ ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (3.37), ùî îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ

äâîõ âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ, ìà¹ ÷îòèðè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ϕ0 = 0

� ñèíõðîíiçîâàíèé ñòàí, ϕπ = π � àíòèôàçíèé ñòàí òà äâà ïîëîæåííÿ ðiâ-

íîâàãè ϕ±, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ òà çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (3.38).

Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèϕ± âèíèêàþòü ç ϕ0 òà ϕπ âíàñëiäîê ñóïåðêðèòè÷íî¨

òà ñóáêðèòè÷íî¨ âèëêîâèõ áiôóðêàöié, êîëè r = ±(cosα)(2 cos β). Ðiâíÿííÿ

(3.37) ìà¹ áiñòàáiëüíiñòü ñòàíiâ ϕ0 òà ϕπ ïðè âèêîíàííi óìîâè (3.39).

ßê çàçíà÷àëîñü ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, ïîâíiñòþ åêâiâàëåíòíîþ ñè-

ñòåìi (3.36) (òî¨ æ ðîçìiðíîñòi) ¹ ñèñòåìà ó çìiííèõ (θ, ϕ), äå ïåðøå ðiâíÿííÿ

ìà¹ âèãëÿä:

dθ

dt
=

1

2
(sinα− r sin β − sin(ϕ− α) + r sin(2ϕ− β)) , (3.40)

à äðóãå îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.37). Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâíÿííÿ

(3.37), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñèñòåìà (3.40), (3.37) ìà¹ çàâæäè äâi ïåðiîäè-

÷íi îðáiòè ó T2 òà ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ ìîæå ìàòè òàêèõ îðáiò

÷îòèðè. Öi îðáiòè ìàþòü êîîðäèíàòè (θ(t), ϕ∗), äå

θ(t) =
1

2
[sinα− r sin β − sin(ϕ∗ − α) + r sin(2ϕ∗ − β)] t+ θ(0),

à ÷åðåç ϕ∗ ïîçíà÷åíî âiäïîâiäíó êîîðäèíàòó ϕ0, ϕπ, ϕ− ÷è ϕ+.

Îïèñàíà âèùå äèíàìiêà âçà¹ìîäi¨ äâîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ çäà¹òüñÿ äî-

ñèòü ïðîñòîþ. Ïðîòå, îïèñàíi âèùå ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâíÿííÿ (3.4.1) ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçóìiííÿ äèíàìiêè âçäîâæ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ ó

ñèñòåìàõ áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi. Çîêðåìà, ïîáóäîâà ìiíiìàëüíèõ õèìåðíèõ ñòà-

íiâ ó ñèñòåìi ÷îòèðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ áóäå áàçóâàòèñü íà âëàñòèâîñòi

áiñòàáiëüíîñòi ðiâíÿííÿ (3.4.1).
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3.5. Áiôóðêàöi¨ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ó ìîäåëi òðüîõ îñöèëÿ-

òîðiâ

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè ÿêiñíó ïîâåäiíêó òðüîõ

çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ (3.1) ç ôóíêöi¹þ ôàçîâî¨

âçà¹ìîäi¨ (3.3). Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïåâíi ðåçóëü-

òàòè, îòðèìàíi ó ïiäðîçäiëi 3.4 äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè äâî�êëàñòåðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Ïîâåäiíêà òðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ ñóòò¹âî ñêëàäíiøîþ íiæ

äâîõ. Çîêðåìà, ó âèïàäêó N = 3 ïîÿâëÿ¹òüñÿ áàãàòî íîâèõ òèïiâ âçà¹ìîäi¨

ìiæ åëåìåíòàìè, à òàêîæ ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨ ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ. Ó äà-

íîìó ïiäðîçäiëi ìè ñïåðøó íàâåäåìî äåÿêi ðåçóëüòàòè äëÿ äâî�ãàðìîíi÷íî¨

ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî âèãëÿäó, à ïîòiì äóæå äåòàëüíî ðîçáåðåìî áiôóðêàöiéíó

ïîâåäiíêó ñèñòåìè, ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi ôàçîâîãî çñóâó ó äðóãié ãàðìîíiöi

ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ (3.3), òîáòî ïðè β = 0.

3.5.1. Áiôóðêàöi¨ íà êëàñòåðàõ ïðè β 6= 0

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3.3 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè óìîâè ái-

ôóðêàöié ó ñèñòåìi (3.1), (3.3) äëÿ N = 3. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè áóäåìî

ëèøå íàçèâàòè òèï âiäïîâiäíî¨ áiôóðêàöi¨, à ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî

îïèñóâàòè êîæíó áiôóðêàöiþ äåòàëüíî òà âêàçóâàòè íà ïðè÷èíè ¨¨ âèíèêíå-

ííÿ. Îòæå, iíâàðiàíòíi ðåæèìè ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.

1. Òðàíñêðèòè÷íà/ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìó Θsync =

(θ, θ, θ) (àáî Φsync = (0, 0) äëÿ ôàçîâèõ ðiçíèöü) âèíèêà¹ ïðè óìîâi

r =
cosα

2 cos β

i çìiíþ¹ ñòiéêiñòü öüîãî ðîçâ'ÿçêó.

2. Ñòiéêiñòü ðåæèìó ðîçïîäiëåíèõ ÷àñòîò Θsplay =

{(θ, θ + 2π/3, θ + 4π/3), (θ, θ + 4π/3, θ + 2π/3)} (àáî Φsplay =

{(2π/3, 4π/3), (4π/3, 2π/3), }) çãiäíî Òåîðåìi 3.3.2 çàäà¹òüñÿ âëàñíèìè

çíà÷åííÿìè ßêîáiàíó:
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λ1,2 (Θsplay) = −1

2
q cosα + r cos β ± ı

[
1

2
q sinα + r sin β

]
, λ3 (Θsplay) = 0.

Îòæå, áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà âiäáóâà¹òüñÿ ïðè

r =
cosα

2 cos β
.

Ìè áà÷èìî, ùî äâi ðiçíi áiôóðêàöi¨ âiäáóâàþòüñÿ íà îäíié i òié æå áiôóðêà-

öiéíié ïîâåðõíi. Àëå äàíå ÿâèùå íå ¹ çàãàëüíèì, âîíî âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå äëÿ

N = 3. Òàêîæ âiäìiòèìî, ùîM(3) = Θsplay ó âèïàäêó òðüîõ îñöèëÿòîðiâ.

3. Ñèñòåìà (3.1) ïðè N = 3 ìà¹ ëèøå îäèí òèï äâî�êëàñòåðíîãî ðåæèìó ç

içîòðîïi¹þ S2 × S1, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ (3.3.4) äëÿ p = 1. Ïîêëàâøè P = 1/3,

q = −1, ðiâíÿííÿ (3.28) ìîæå áóòè âèðàæåíå, ÿê êóái÷íå äëÿ ξ = tan(ϕ/2) ó

íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

− sinαξ3-3(2r cos β + cosα)ξ2+

+ (4r sin β − sinα)ξ + 6r cos β − 3 cosα = 0.

Áiôóðêàöi¨ äâî�êëàñòåðíîãî ñòàíó (êîòði ìîæóòü áóòè ñiäëî�âóçëîâèìè àáî

âèëêîâèìè) âiäáóâàþòüñÿ ó âèïàäêó, êîëè äèñêðèìiíàíò îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ

¹ íóëüîâèì, òîáòî êîëè ïàðàìåòðè ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiâíiñòþ:
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0 = 576
(
9 cos2 β + sin2 β

)
cos2 βr4+

+ 64(36 sinα cos2 β sin β + 9 cosα cos β sin2 β+

+ 4 sinα sin3 β + 81 cosα cos3 β)r3+

+ 16(9 cos2 α sin2 β − 99 sin2 α cos2 β−

− 12 sin2 α sin2 β − 18 sinα cosα cos β sin β)r2+

+ 16(63 sin2 α cosα cos β − 45 sinα cosα2 sin β−

− 81 cos3 α cos β + 3 sin3 α sin β)r−

− 4(sin4 α + 16 sin2 α cos2 α + 81 cos4 α). (3.41)

Äàíà ðiâíiñòü ¹ äîñèòü ãðîìiçäêîþ. Ïðîòå, âîíà ¹ êîðèñíîþ äëÿ âèçíà-

÷åííÿ áiôóðêàöiéíèõ ïîâåðõîíü ó ïðîñòîði (α, β, r) çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ

ìåòîäiâ àáî äëÿ âèçíà÷åííÿ áiôóðêàöiéíèõ êðèâèõ íà ïàðàìåòðè÷íié ïëîùèíi

àíàëiòè÷íî ïðè ôiêñîâàíîìó îäíîìó ç ïàðàìåòðiâ.

Íà ðèñ. 2 ó ðîáîòi [30, Ashwin, Bick, Burylko] çîáðàæåíî ÷îòèðè áiôóðêà-

öiéíi äiàãðàìè íà ïëîùèíi (α, r) äëÿ β = 0, β = π/4, β = π/2 òà β = 3π/4.

Äîñëiäæóþ÷è äàíi áiôóðêàöiéíi äiàãðàìè i âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè Òåî-

ðåìè 3.3.1 òà Òåîðåìè 3.3.2, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.5.1. Äëÿ òîãî, ùîá áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà àíòèôàçíîãî

ðåæèìó òà òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ñèíôàçíîãî ðåæèìó âèíèêàëè äëÿ ði-

çíèõ òî÷îê ó ïàðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ñèñòåìè (3.1) ïðè N = 3 (àáî, ùîá

äâi áiôóðêàöiéíi êðèâi íå ñïiâïàäàëè), íåîáõiäíî, ùîá ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ìàëà

ïðèíàéìíi òðè ãàðìîíiêè.

3.5.2. Ñèñòåìà Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹ ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó (3.1) ç äâî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ ó âè-

ïàäêó âiäñóòíîñòi ôàçîâîãî çñóâó (3.3) ó äðóãié ãàðìîíiöi, òîáòî ïðè β = 0.

Ïðè äîäàòêîâîìó ïðèïóùåííi q = −1 (ïðè÷èíè ÿêîãî îáãîâîðåíi ó ïiäðîçäi-
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ëi 3.2.2) ôóíêöiÿ (3.3) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

g(x) = gα,r(x) = − sin(x− α) + r sin(2x). (3.42)

Ñèñòåìà (3.1) ç ôóíêöi¹þ (3.42) íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹

(ñèñòåìà áóëà âïåðøå çàïðîïîíîâàíà òà âèâ÷àëàñü ó 1993 ðîöi ó ðîáîòàõ

Ä. Ãàíñåëà, Ã. Ìàòî òà Ê. Ìîíü¹ [159, 160]). Äëÿ N = 3 âiäïîâiäíà ñèñòå-

ìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ¹ äâî�âèìiðíîþ òà ìà¹ âèãëÿä:

dϕ1

dt
=

1

3
[− sin(ϕ1 − α)− sin(ϕ2 − α)− sin(ϕ1 + α)− sin(ϕ1 − ϕ2 + α)

+r(2 sin(2ϕ1) + sin(2ϕ2) + sin(2(ϕ1 − ϕ2)))] ,

dϕ2

dt
=

1

3
[− sin(ϕ2 − α)− sin(ϕ1 − α)− sin(ϕ2 + α)− sin(ϕ2 − ϕ1 + α)

+r(2 sin(2ϕ2) + sin(2ϕ1) + sin(2(ϕ2 − ϕ1)))] . (3.43)

Äàíà ñèñòåìà ìà¹ òðè iíâàðiàíòíi ëiíi¨ ϕ1 = 0, ϕ2 = 0 òà ϕ1 = ϕ2, ÿêi ðîçäi-

ëÿþòü ôàçîâèé òîðî¨äàëüíèé ïðîñòið T2 íà äâi iíâàðiàíòíi îáëàñòi

C1 = {(ϕ1, ϕ2) : ϕ1 ∈ [0, 2π], 0 ≤ ϕ2 ≤ ϕ1} ,

C2 = {(ϕ1, ϕ2) : ϕ2 ∈ [0, 2π], ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ 2π}

(äèâ. ôàçîâi ïîðòðåòè íà ðèñ. 8.8 òà ðèñ. 8.10).

Ôàçîâi çìiííi ìîæóòü áóòè âiçóàëiçîâàíi ÿê ó [38, 43] çà äîïîìîãîþ êîì-

ïëåêñíî¨ ôàçîâî¨ ðiçíèöi

ξ = θ1 + e2ıπ/3θ2 + e4ıπ/3θ3.

Ó äàíîìó âèïàäêó ïåðåñòàíîâêè îñöèëÿòîðiâ âiäïîâiäàþòü îáåðòàííþ òà äçåð-

êàëüíèì âiäîáðàæåííÿì ó ôàçîâîìó ïðîñòîði, ÿêi çáåðiãàþòü ðiâíîñòîðîííié

òðèêóòíèê (äèâ. ðèñ. 8.9 àáî ðèñ. 8.18). Âiäïîâiäíî äëÿ ñèñòåìè (3.43) ìîæíà

òðàíñôîðìóâàòè òðèêóòíèêè C1, C2 ó ðiâíîñòîðîííi òðèêóòíèêè, âiäîáðàæà-

þ÷è ¨õ ó ξ�ïëîùèíó. Ó ξ�ïëîùèíi ñèìåòðiÿ ñèñòåìè (3.43) âiäïîâiäà¹ ñèìåòði¨

ðiâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà.
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Ñèíôàçíèé ðåæèì Φsync = (0, 0) òà àíòèôàçíèé ìíîãîâèä M(3) =

{(2π/3, 4π/3), (4π/3, 2π/3)} âiäiãðàþòü íàäçâè÷àéíó ðîëü ó îðãàíiçàöi¨ áiôóð-
êàöiéíî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåìè (3.43). Âiäìiòèìî, ùî êîæíà ç äâîõ òî÷îê ìíîãî-

âèäóM(3) íàëåæèòü îäíié ç iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C1, C2. Êðiì òîãî êîæíà ç

òàêèõ òî÷îê ¹ öåíòðîì Z3 ñèìåòði¨ öüîãî òðèêóòíèêà (öåíòð ðiâíîñòîðîííüî-

ãî òðèêóòíèêà ïðè âiäîáðàæåííi ó ξ�ïëîùèíó). ßê âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ ó

ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ äîñëiäæåíü, ñèíôàçíèé òà àíòèôàçíèé ñòàíè ìàþòü

çàâæäè ïðîòèëåæíi ñòiéêîñòi (îäèí ¹ äæåðåëîì, êîëè iíøèé ñòîêîì). Ñòié-

êîñòi îáîõ ðåæèìiâ çìiíþþòüñÿ, êîëè ïàðàìåòð α, çáiëüøóþ÷èñü âiä íóëÿ,

ïåðåòèíà¹ çíà÷åííÿ α0 = arccos(2r) (ñïî÷àòêó ñèíôàçíèé ðåæèì ¹ àòðàêòî-

ðîì, à àíòèôàçíèé � ðåïåëîðîì, ïîòiì íàâïàêè).

3.5.3. Áiôóðêàöi¨ äëÿ N = 3 ó (α, r)�ïëîùèíi

Äëÿ ðîçóìiííÿ ñòðóêòóðè áiôóðêàöié ó äàíîìó âèïàäêó ñïî÷àòêó áóëî

çîáðàæåíî áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó íà ïëîùèíi (α, ϕ1) îäíîãî ïàðàìåòðó òà

îäíi¹¨ çìiííî¨ ñèñòåìè ïðè ôiêñàöi¨ iíøèõ ïàðàìåòðiâ (ðèñ. 8.7(b)). Íà äàíié

äiàãðàìi ñóöiëüíèìè ïîêàçàíî ëiíiÿìè ãiëêè ðóõó ïîëîæåíü ðiâíîâàãè çi çìi-

íîþ îäíîãî ïàðàìåòðó (çîêðåìà,α) ó ïðîåêöi¨ íà îäíó çìiííó (çîêðåìà, ϕ1).

Òî÷êàìè çîáðàæåíî ìiíiìàëüíi çíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Æèðíèìè ëiíiÿ-

ìè òà òî÷êàìè çîáðàæåíî ñòiéêi ãðàíè÷íi òî÷êè òà ãðàíè÷íi öèêëè, òîíêèìè

ëiíiÿìè i äðiáíèìè òî÷êàìè � íåñòiéêi. Äiàãðàìà äà¹ çìîãó îòðèìàòè óÿâó

ïðî òèïè áiôóðêàöié, ïîáà÷èòè ìåõàíiçìè ïîÿâè íîâèõ îñîáëèâèõ òî÷îê òà

ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, à òàêîæ âiäñëiäêîâóâàòè çìiíó ñòiéêîñòi ïðè âàðiàöi¨ ïà-

ðàìåòðó. Ç äiàãðàìè âèäíî, ùî ñèíôàçíèé òà àíòèôàçíèé ñòàíè íå çìiíþþòü

ñâî¹ ïîëîæåííÿ ó ïðîñòîði (ïðèíàéìíi äëÿ âêàçàíî¨ ïðîåêöi¨), àëå îäíî÷àñíî

çìiíþþòü ñâîþ ñòiéêiñòü ó òî÷êàõ C òà D i ïðè öüîìó αC = αD (äàëi áó-

äå ïîêàçàíî, ùî α = αC � òî÷êà áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà, α = αD �

òî÷êà òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨). Äiàãðàìà äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè óÿâó

ïðî ïîÿâó òà çíèêíåííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ óíàñëiäîê âiäïîâiäíî: áiôóðêàöi¨

Àíäðîíîâà�Õîïôà (α = αC), ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöi¨ öèêëiâ (α = αF ) òà ãå-

òåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ (α = αD). Òàêîæ äiàãðàìà ïîêàçó¹ âèíèêíåííÿ äâîõ

ïîëîæåíü ðiâíîâàãè óíàñëiäîê âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ (α = αA) òà ïîÿâó òà çíè-
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êíåííÿ ïàð ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ïiä ÷àñ ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié (α = αB,

α = αE,).

Ïîâíèé îïèñ áiôóðêàöiéíî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåìè (3.43) äà¹

äâî�ïàðàìåòðè÷íà áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà, çîáðàæåíà íà ðèñ. 8.8. Ó öåíòði

ìàëþíêó çîáðàæåíà ïàðàìåòðè÷íà (α, r)�ïëîùèíà ç íàíåñåíîþ íà íå¨ óñiìà

ìîæëèâèìè áiôóðêàöiéíèìè ëiíiÿìè. Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà îòî÷åíà ôàçî-

âèìè ïîðòðåòàìè, ùî âiäïîâiäàþòü êîíêðåòíèì áiôóðêàöiéíèì îáëàñòÿì íà

äiàãðàìi (çi âêàçiâêàìè ñòðiëî÷êàìè ó ïîòðiáíó îáëàñòü). Ïåâíi áiôóðêàöiéíi

ëiíi¨ íà äiàãðàìi ðèñ. 8.8 áóëî çíàéäåíî àíàëiòè÷íî (íèæ÷å îïèñàííÿ), iíøi

çíàéäåíi çà äîïîìîãîþ ïðîãðàìè XPPAUT/AUTO [115, 121]. Âèêîðèñòîâó-

þ÷è çãàäàíó äiàãðàìó, ìè ïîêàæåìî, ÿêèì ÷èíîì ðiçíi ëîêàëüíi áiôóðêàöi¨

¹ ÷àñòèíàìè ãëîáàëüíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié (ïðèçâîäÿòü äî ïîÿâè

ãåòåðîêëiíi÷íèõ/ãîìîêëiíi÷íèõ öèêëiâ) i äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ öi

áiôóðêàöi¨ âèíèêàþòü.

Íà ìàëþíêó íàâåäåíî áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó ëèøå äëÿ α ∈ [0, π] òà r ≥ 0,

îñêiëüêè iíøi âèïàäêè ìîæóòü áóòè îïèñàíi çà äîïîìîãîþ ÷àñîâî�îáîðîòíî¨

ñèìåòði¨ (x, α, r) 7→ (−x,−α, r) òà ñèìåòði¨ (x, α, r) 7→ (x+ π, α + π, r). Êðèâà

BH =

{
(α, r) : r =

1

2
cosα, α ∈

[
0,
π

2

]}
¹ ëiíi¹þ òðàíñêðèòè÷íî¨ (ó òðüîõ íàïðÿìêàõ) áiôóðêàöi¨ ó ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò (S3�òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨) i îäíî÷àñíî âîíà ¹ ëiíi¹þ îáåðíåíî¨ ñóïåð-

êðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà àíòèôàçíîãî ðîçâ'ÿçêó. Òðàíñêðèòè-

÷íà áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ, êîëè çi çáiëüøåííÿì ïàðàìåòðó α òðè ïîâ'ÿçàíi

S3�ñèìåòði¹þ ñiäëîâi òî÷êè (íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ ϕ1 = 0, ϕ2 = 0 òà ϕ1 = ϕ2)

ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

S3�òðàíñêðèòè÷íà ãîìîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ äëÿ r ∈ (0, rE). Îïè-

øåìî áiôóðêàöiþ, ïðîiëþñòðîâàíó íà ðèñ. 8.8 (Òàáëèöi 8.1), ôiêñóþ÷è ðiçíi

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r òà çìiíþþ÷è ïàðàìåòð α äëÿ öèõ r. Äëÿ r = 0 (ñè-

ñòåìè Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i) áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ ïðè α0 = π/2. Áiôóð-

êàöiéíi ïåðåõîäè (äî→ïiä ÷àñ→ïiñëÿ áiôóðêàöi¨) ñõåìàòè÷íî ïðîiëþñòðîâàíi

íà ñåðåäíié ïàíåëi ðèñ. 8.2. Îäíî÷àñíî ç âèðîäæåíîþ áiôóðêàöi¹þ Àíäðîíî-
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âà�Õîïôà àíòèôàçíîãî ñòàíó (ó öåíòði òðèêóòíèêà) âiäáóâà¹òüñÿ ëîêàëüíà

òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó (ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò), ÿêà

ïîðîäæó¹ âèíèêíåííÿ ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó ìiæ ðiçíèìè çîáðàæåííÿìè 0

íà òîði T2. Öåé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë íà ïëîùèíi R2 ðîçïàäà¹òüñÿ íà òðè ñè-

ìåòðè÷íi ãîìîêëiíi÷íi öèêëè, êîëè ìè ðîçãëÿäà¹ìî éîãî íà òîði T2. Ïîÿñíèìî

îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ äåòàëüíiøå. Ó âèïàäêó ðîçãëÿäó ñèñòåìè íà ïëîùèíi R2

iíâàðiàíòíà îáëàñòü C1 îáìåæåíà òðèêóòíèêîì, ñôîðìîâàíèì ç ëiíiéϕ1 = 0,

ϕ2 = 0, ϕ1 = ϕ2 òà òðüîõ ðiçíèõ òî÷îê (0, 0), (0, 2π), (2π, 2π). Ãåòåðîêëiíi÷íèé

öèêë ó öüîìó âèïàäêó ñêëàäà¹òüñÿ ç òðà¹êòîðié, ùî öèêëi÷íî çâ'ÿçóþòü òðè

âêàçàíi òî÷êè. Ó âèïàäêó ñèñòåìè íà òîði T2 òî÷êè (0, 0), (0, 2π), (2π, 2π) ¹

îáðàçàìè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ òî÷êè. ×àñòèíà ìèíóëî¨ ãåòåðîêëiíi÷íî¨ òðà¹êòîði¨,

ùî ç'¹äíóâàëà òî÷êè (0, 0) òà (0, 2π) â R2 òåïåð ó T2 ¹ çàìêíóòîþ ãîìîêëiíi-

÷íîþ ïåòëåþ. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨ ïî÷àòîê êîîðäèíàò

¹ âèðîäæåíèì ñiäëîì ç øåñòè ñiäëîâèìè êîìiðêàìè.

Çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðó r âiä íóëÿ äî rE ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè íåâèðîäæåíî¨

áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà (âåäå äî ïîÿâè íåñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó) òà

S3�òðàíñêðèòè÷íî¨ ãîìîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨, ÿêà ñïðè÷èíÿ¹ ïîÿâó ñòiéêîãî

ãðàíè÷íîãî öèêëó. Îáèäâi áiôóðêàöi¨ âiäáóâàþòüñÿ íà áiôóðêàöiéíié êðèâié

BED.

Êðèâi HA òà AD íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ¹ ëiíiÿìè ñiäëî�âóçëîâèõ

áiôóðêàöi¨ íà iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ (âiäïîâiäíèõ äâî�êëàñòåðíèì ðåæè-

ìàì). Âiäáóâà¹òüñÿ íàðîäæåííÿ (çíèêíåííÿ) ïàðè îñîáëèâèõ òî÷îê íà êîæíié

ç öèõ iíâàðiàíòíèõ ëiíié ïðè çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðó α òà ïåðåòèíó ëiíi¨ HA

(AD, âiäïîâiäíî).

Ñiäëî�âóçëîâà/ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ïðè äëÿ r ∈ (rE, rD).

Äëÿ r > rE äâi äîäàòêîâi îñîáëèâi òî÷êè ëåæàòü íà êîæíié ç iíâàðiàíòíèõ

ëiíié ïiñëÿ òîãî, ÿê ïàðàìåòð α âæå ïåðåòíóâ êðèâó EH òðàíñêðèòè÷íî¨ ái-

ôóðêàöi¨. Ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ íå ç'ÿâèëàñü ç òðàíñêðèòè÷íîþ EH, àëå

ç'ÿâèëàñü ïiçíiøå (çi çáiëüøåííÿì ïàðàìåòðó) ç ñiäëî�âóçëîâîþ áiôóðêàöi-

¹þ ED. Ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ìà¹ âèãëÿä øåñòèêóòíèêà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

òðüîõ ïàð ñiäåë òà ñiäëî�âóçëiâ, ùî ëåæàòü íà ðiçíèõ iíâàðiàíòíèõ ïðÿìèõ òà

iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ öèõ îñîáëèâèõ òî÷îê (äèâ. ðèñ. 8.18).
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Ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ (α, r) âiä E äî D âçäîâæ áiôóðêàöiéíî¨ ëi-

íi¨ ED, ñiäëîâà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ âiä 2π äî 5π/3, à ñiäëî�âóçëîâà òî-

÷êà áóäå ðóõàòèñü âiä π/2 äî 2π/3 âçäîâæ ëiíi¨ ϕ1 = 0 (òà ñèìå-

òðè÷íî íà iíøèõ äâîõ iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ). Ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë,

ïîðîäæåíèé ñiäëî�âóçëîâîþ/ãåòåðîêëiíi÷íîþ áiôóðêàöi¹þ, ìà¹ íàáëèæå-

íî ãåêñàãîíàëüíó ôîðìó íà âiäìiíó âiä òàêîãî æ öèêëó ïîðîäæåíîãî

S3�òðàíñêðèòè÷íîþ ãåòåðîêëiíi÷íîþ áiôóðêàöi¹þ, ÿêèé ìà¹ íàáëèæåíî òðè-

êóòíó ôîðìó (ðèñ. 8.2). Òî÷êà E ïåðåòèíó S3�òðàíñêðèòè÷íî¨ ãåòåðîêëiíi÷íî¨

òà ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöié ìà¹ êîîðäèíàòè

αE = arctan(3) ≈ 1.2490458, rE =
√

10/20 ≈ 0.15811388,

à ôàçîâèé ïîðòðåò äëÿ öi¹¨ òî÷êè ïðîiëþñòðîâàíèé íà ðèñ. 8.10(b). Ìåõàíiçì

ñiäëî�âóçëîâî¨ ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ áóäå îïèñàíî äåòàëüíiøå äàëi ó ïiä-

ðîçäiëi 3.9. Âiäìiòèìî, ùî ïîÿâà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ óíàñëiäîê ñèìåòðè-

÷íî¨ ñiäëî�âóçëîâî¨ òà ñèìåòðè÷íî¨ òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöié ¹ çàãàëüíîþ

âëàñòèâiñòþ ñèñòåìè (3.1) äëÿ äîâiëüíèõ N ≥ 3.

Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ äëÿ r ∈ (rI , rD). Äëÿ r > rI = 1/6 iñíó¹ âèëêîâà

áiôóðêàöiÿ íà áiôóðêàöiéíié ëiíi¨ ED, ùî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî áiôóðêàöiéíî¨

òî÷êè êîðîçìiðíîñòi�äâà, ÿêà ìà¹ êîîðäèíàòè

αD = 5π/6− arccos(
√

21/14) ≈ 1.3806707, rD = 1/
√

7 ≈ 0.37796447.

Öÿ ñóïåðêðèòè÷íà âèëêîâà áiôóðêàöiÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ñiäëî, ÿêå çíàõî-

äèòüñÿ íà îäíié ç iíâàðiàíòíèõ ëiíié áiôóðêó¹ òðàíñâåðñàëüíî äî öi¹¨ ëiíi¨,

ïîðîäæóþ÷è íîâó ïàðó ñiäåë áëèçüêî äî iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨ (òàêèõ áiôóðêàöié

âiäáóâà¹òüñÿ îäíî÷àñíî òðè óíàñëiäîê ñèìåòði¨). Ïðè α = 0 òà ïðè çáiëüøåí-

íi ïàðàìåòðó r i ïðîõîäæåííi íèì çíà÷åííÿ rI , âêàçàíà áiôóðêàöiÿ ñòâîðþ¹

òî÷êó�äæåðåëî ó ñåðåäíié òî÷öi íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ òà ïàðó ñiäëîâèõ òî÷îê,

ùî ðóõàþòüñÿ ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ äî ðiçíèõ àíòèôàçîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Öi ñiäëà äîñÿãàþòü àíòèôàçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó òî÷öi H áiôóðêàöi¨ êîðîçìið-

íîñòi�äâà. Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ, ùî âèíèêà¹ íà ëiíi¨ FD, îçíà÷à¹, ùî
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äæåðåëî íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ çàìiíþ¹òüñÿ ñiäëîì. Öå ñiäëî çíèêà¹ óíàñëiäîê

ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöi¨ íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ ïðè ïðîõîäæåííi ïàðàìåòðiâ

áiôóðêàöiéíî¨ ëiíi¨ DL. Ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë áiôóðêàöiéíié ëiíi¨ êîðîçìið-

íîñòi�îäèí ED ãåíåðó¹ ñòiéêèé öèêë ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó α.

Ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ïîÿâè ñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ïðè

r ∈ (rB, rD). ßê áóëî ïîêàçàíî, ó âèïàäêó íàëåæíîñòi ïàðàìåòðiâ (α, r) áiôóð-

êàöiéíié êðèâié BE, âèíèêà¹ ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ

iíâàðiàíòíèõ ëiíié ç ñèìåòði¹þ S2×S1. Iíøèé ãåòåðîêëiíi÷íèé ãåêñàãîíàëüíî-

ãî òèïó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ñiäåë òà òðüîõ ñiäëî�âóçëiâ, âèíèêà¹, êîëè

(α, r) íàëåæàòü áiôóðêàöiéíié êðèâié ED. Ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë âèíèêà¹

ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó α òà ïåðåòèíi íèì ëiíi¨ BED. Òàêè ÷èíîì, ìîæíà

çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ñïiâiñíóâàííÿ âåëèêîãî ñòiéêîãî òà ìàëîãî íåñòiéêîãî

ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Îáèäâà öèêëè çíèêàþòü óíàñëiäîê ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóð-

êàöi¨ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, êîëè òî÷êà (α, r) ïåðåòèíà¹ ëiíiþ BD.

Z3�ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ïðè r ∈ (rC , rH = 1/2). Òðåòié

òèï ñèìåòðè÷íèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié, ùî òðàïëÿ¹òüñÿ ó ñèñòåìi, ¹

Z3�ãåòåðîêëiíi÷íà (àáî ñiäëî�çâ'ÿçíà/ãåòåðîêëiíi÷íà) áiôóðêàöiÿ íà ëiíiÿõ

CH òà CD. Öÿ áiôóðêàöiÿ âèíèêà¹ äâi÷i ïðè âàðiàöi¨ ïàðàìåòðó α, êîëè

r ∈ (rC , rD) òà r ∈ (rD, 1/2). Áiôóðêàöiÿ âèíèêà¹, êîëè iñíó¹ ãåòåðîêëiíi÷íèé

çâ'ÿçîê ìiæ ïàðàìè òðüîõ ñiäåë âiäïîâiäíî äî Z3 ñèìåòði¨, ÿê ïîêàçàíî íà

ðèñ. 8.9. Çàôiêñóâàâøè r0 ∈ (rC , 1/2), òà çìiíþþ÷è α âiä α = α0 = arccos(2r0),

ìè ñïîñòåðiãà¹ìî òðè îäíî÷àñíi ñèìåòðè÷íi áiôóðêàöi¨ ñiäëîâèõ ç'¹äíàíü, êî-

ëè íåñòiéêèé ìíîãîâèä W u(Si) îäíîãî ñiëäà ç'¹äíó¹òüñÿ çi ñòiéêèì ìíîãî-

âèäîì W S(Si+1). ßê i ó âèïàäêó êëàñè÷íî¨ ãîìîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨, ïîÿâà

ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó ïðèçâîäèòü äî çíèêíåííÿ ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó

ó áiôóðêàöiéíèé ìîìåíò (àíàëîã ðåçóëüòàòó òåîðåìè Àíäðîíîâà�Ëåîíòîâè÷

[22, 209, ñòîð. 200] äëÿ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ). Íà ðèñ. 8.9 íà iíâàðiàíòíié

îáëàñòi�òðèêóòíèêó ïîêàçàíî ÿêèì ÷èíîì iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè (ñåïàðàòðè-

ñè) òðüîõ ñiäåë �ïðîõîäÿòü îäèí êðiçü îäíîãî�, óòâîðþþ÷è ãëîáàëüíó áiôóð-

êàöiþ. Çàôiêñóâàâøè r0 ∈ (rC , 1/2) òà çìiíþþ÷è α âiä α = α0 = arccos(2r0),

áà÷èìî ÿêèì ÷èíîì òðè îäíî÷àñíèõ ñiäëîâèõ ç'¹äíàííÿ óòâîðþþòü ãåòåðî-

êëiíi÷íèé öèêë (ðèñ. 8.9(b)) òà çíèùóþòü ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë (ïðè
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ïåðåõîäi (a)→(b)→(c) íà ìàëþíêó). Ïðè çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðó α äÿÿ r ∈
(rC , rD) Z3�ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ áóäå âiäáóâàòèñü ó çâîðîòíüîìó ïîðÿä-

êó ((c)→(b)→(a) íà ìàëþíêó), àëå ç òîþ âiäìiííiñòþ, ùî öèêë, ÿêèé âèíèê

ïiñëÿ áiôóðêàöi¨, áóäå íåñòiéêèì.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ïiä ÷àñ Z3�ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ (íà ëiíi¨

HCD ó ïàðàìåòðè÷íié ïëîùèíi) ñåïàðàòðèñè ñiäåë (W u(Si)) ¹ ïðÿìèìè ëiíi-

ÿìè, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè:

ϕ2 = (ϕ1 − β)/2, ϕ2 = 2ϕ1 + β − 2π, ϕ2 = −ϕ2 + β + 2π,

äå β ïðîáiãà¹ âiä 0 äî 2π/3, êîëè α ïðîáiãà¹ âiä 0 äî αD. Êîîðäèíàòè ñiäåë,

òàêèì ÷èíîì, ¹ (β + 4π/3, 2π/3), (4π/3, β + 2π/3), (−β + 2π/3,−β + 4π/3) òà

ïîäiáíi äëÿ iíøèõ òðüîõ ñiäåë.

Âiäìiòèìî âàæëèâó îñîáëèâiñòü ïëîñêèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ÿêà ñóò-

ò¹âî âiäðiçíÿ¹ ¨õ âiä ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Ãðàíè÷íèé öèêë ó R2 ðîçäiëÿ¹ ïëîùè-

íó íà äâi ÷àñòèíè: âíóòðiøíþ i çîâíiøíþ (òåæ äëÿ ãîìîëîãi÷íî òðèâiàëüíèõ

öèêëiâ ó T2, àëå íå äëÿ ãîìîëîãi÷íî íåòðèâiàëüíèõ). Ãðàíè÷íèé öèêë ââàæà-

¹òüñÿ ñòiéêèì, êîëè âií ¹ ñòiéêèì ÿê çi ñòîðîíè ñâî¹¨ âíóòðiøíüî¨, òàê i çi ñòî-

ðîíè ñâî¹¨ çîâíiøíüî¨ îáëàñòi. Íà âiäìiíó âiä ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ãîìîêëiíi÷íi

òà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè íà ïëîùèíi ìàþòü àáî ëèøå âíóòðiøíþ îáëàñòü áåç

ñåïàðàòðèñ ñiäåë (ÿê ó ôàçîâèõ ïîðòðåòàõ íà ðèñ. 3.5.3�8.10 ÷è íà ðèñ. 1.8.1(c)

ó [154]), àáî ëèøå çîâíiøíþ òàêó îáëàñòü (ÿê, íàïðèêëàä, íà ðèñ. 1.8.1(b) ó

[154] ÷è ðèñ. 9.18(c) ó [209]), àáî ñåïàðàòðèñè ìiñòÿòüñÿ i ó âíóòðiøíié, i ó

çîâíiøíié îáëàñòÿõ ïëîùèíè ïî âiäíîøåííþ äî öèêëó (ÿê, íàïðèêëàä, íà

ðèñ. 9.19 ó [209]). Î÷åâèäíî, ùî íàÿâíiñòü ñåïàðàòðèñ ñiäåë ç áiäü�ÿêî¨ ñòî-

ðîíè ãîìî/ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó ðîáèòü íåìîæëèâèì éîãî ñòiéêiñòü ç öi¹¨

ñòîðîíè (æîäíà ç òðà¹êòîðié íå ìîæå ïðèòÿãíóòèñü äî öèêëó, áóäå íàòèêà-

òèñü íà ñåïàðàòðèñó). Îòæå, ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè íà ïëîùèíi ìîæóòü áóòè

àáî îäíîñòîðîííüî ñòiéêèìè àáî íåñòiéêèìè. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ç îïèñàíèõ

âèùå ìiðêóâàíü ãîìî/ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë íå ìîæå áóòè ÿê àòðàêòîðîì äëÿ

óñi¹¨ ïëîùèíè, òàê i ðåïåëåðîì. Ãîìîòîïi÷íî íåòðèâiàëüíi ãîìî/ãåòåðîêëiíi÷íi

öèêëè íà òîði T2 òàêîæ íå ìîæóòü áóòè àòðàêòîðàìè óñüîãî ôàçîâîãî ïðî-
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ñòîðó ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü (äèâ. òàêîæ [47, 49]). Íåçâàæàþ÷è íà íåìî-

æëèâiñòü äëÿ îäíîãî îêðåìîãî ãîìîêëiíi÷íîãî/ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó áóòè

àòðàêòîðîì âñi¹¨ ñèñòåìè, àòðàêòîðîì ìîæå áóòè âñÿ çàãàëüíà ñêëàäíà ìåðå-

æà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ (ÿê, çîêðåìà, ïîêàçàíî

íà ðèñ. 8.2(íèæíÿ ïàíåëü) äëÿ ñòiéêî¨ ìåðåæi ç äâîõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ,

êîæåí ç ÿêèõ ¹ ñòiéêèì ëèøå îäíîñòîðîííüî, òà ïðèòÿãó¹ ïîëîâèíó ôàçîâîãî

ïðîñòîðó). Ñòiéêiñòü âèíèêëèõ ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ñïiâïàäà¹ ç

îäíîñòîðîííüîþ ñòiéêiñòþ âiäïîâiäíèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ó áiôóðêàöiéíi ìî-

ìåíòè (äèâ. ðèñ. 8.8).

Ç'¹äíàííÿ ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ òà âèëêîâî¨ áiôóðêà-

öié ó òî÷öi D. Ñiì ðiçíèõ áiôóðêàöiéíèõ ëiíié çóñòði÷àþòüñÿ ó òî÷öi áiôóð-

êàöi¨ êîðîçìiðíîñòi�äâà. Ôàçîâèé ïîðòðåò ó ìîìåíò öi¹¨ áiôóðêàöi¨ çîáðàæå-

íî íà ðèñ. 8.10(a). Äâà òèïè ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié (ñiäëî�âóçëîâà òà

Z3�ãåòåðîêëiíi÷íà) âiäáóâàþòüñÿ îäíî÷àñíî ó òàêèé ñïîñiá, ùî âîíè óòâîðþ-

þòü äâî�âèìiðíi îáëàñòi ó ôàçîâîìó ïðîñòîði (ϕ1, ϕ2), ÿêi ïîâíiñòþ çàïîâíåíi

òðà¹êòîðiÿìè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ (ñiði îáëàñòi íà ðèñ. 8.10(a)). Âåëèêèé

ãåêñàãîíàëüíèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë (çãåíåðîâàíèé ñiäëî�âóçëîâîþ áiôóð-

êàöi¹þ) ìà¹ òðè ñïiëüíi òî÷êè ç ìàëèì òðèêóòíèì ãåòåðîêëiíi÷íèì öèêëîì

(çãåíåðîâàíèé Z3 ãåòåðîêëiíi÷íèìè ç'¹äíàííÿìè). Òàêà ñòðóêòóðà óòâîðþ¹

òðè ç'¹äíàíi òðèêóòíèêè, çàïîâíåíi òðà¹êòîðiÿìè, ÿêi ¹ ÷àñòèíàìè ãåòåðîêëi-

íi÷íèõ öèêëiâ. Ç äàíî¨ äâî�âèìiðíî¨ ìíîæèíè ìîæíà âèáðàòè íåñèìåòðè÷íi

ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè, îáðàâøè íå Z3�ñèìåòðè÷íi òðè òðà¹êòîði¨ ç êîæíîãî

òðèêóòíèêà.

Áiôóðêàöi¨ äëÿ r ∈ (rD, rH = 1/2). Êðèâi DJ , DK òà DL ¹ ëiíiÿìè

âèëêîâî¨, ñiäëî�âóçëîâî¨ òà iíøî¨ ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöié, âiäïîâiäíî. Ðîç-

ãëÿíåìî áiôóðêàöiéíó îáëàñòü HCDJ äëÿ r > rD òà áóäåìî çáiëüøóâàòè

ïàðàìåòð α. � ëèøå îäèí ñòiê òà îäíå äæåðåëî íà êîæíié iíâàðiàíòíié ëiíi¨,

êîëè (α, r) ∈ HCDJ òà äâi ñiäëîâi òî÷êè ëåæàòü çà ìåæàìè iíâàðiàíòíèõ

ëiíié áëèçüêî äî òî÷îê ïåðøèõ äâîõ òèïiâ (óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ âèëêîâî¨

áiôóðêàöi¨, êîëè r < rD). Ñïî÷àòêó (êîëè α ïåðåòèíà¹ ëiíiþ DJ ) âiäáóâà-

¹òüñÿ âèëêîâà áiôóðêàöiÿ òðàíñâåðñàëüíî äî iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨, ùî ãåíåðó¹

äâà íîâèõ ñòîêè òà çàëèøà¹ ñiäëî íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨. Ïîòiì âiäáóâà¹òüñÿ



126

ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ öèõ ñòîêiâ, êîëè α ïåðåòèíà¹ ëiíiþ DK. Íàñòóïíà

ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ äæåðåëà òà ñiäëà íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ (êîëè α ïåðå-

òèíà¹ DL) óòâîðþ¹ ïðîñòèé ôàçîâèé ïîðòðåò ç äâîìà ñòîêàìè ó àíòèôàçíèõ

öåíòðàõ, äæåðåëî ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò òà òðè ñiäëà íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ.

Âiäìiòèìî, ùî ñiäëî�âóçëîâi òî÷êè îñòàííüî¨ áiôóðêàöi¨ ¹ âiäøòîâõóþ÷èìè

äî iíâàðiàíòíèõ ëiíié. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè âîíè íå âõîäÿòü äî æîäíîãî ãåòåðîêëi-

íi÷íîãî öèêëó.

Áiôóðêàöiÿ êîðîçìiðíîñòi�äâà ó òî÷öi E. ßê óæå îïèñóâàëîñü, âíà-

ñëiäîê ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ íà êðèâié AÅD óòâîðþ¹òüñÿ

øåñòèêóòíèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë. Òàêîæ âíàñëiäîê S3�òðàíñêðèòè÷íî¨ ãå-

òåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ íà êðèâié BEG óòâîðþ¹òüñÿ òðèêóòíèé ãåòåðîêëi-

íi÷íèé öèêë. Ïðè ïåðåòèíi âêàçàíèõ äâîõ êðèâèõ AÅD òà BEG ó òî÷öi E

óòâîðþ¹òüñÿ ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, ÿêèé ìóñèòü ìàòè ñïiëüíèé âèãëÿä äëÿ

äâîõ áiôóðêàöié. Òàêèì öèêëîì ¹ òðèêóòíèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, íà êî-

æíié ñòîðîíi ÿêîãî ëåæèòü ïî äîäàòêîâié ñiäëî�âóçëîâié òî÷öi (ðèñ. 8.10).

Òîáòî ó öüîìó âèïàäêó òðè ïàðè ñóìiæíèõ ñòîðií ãåòåðîêëiíi÷íîãî øåñòèêó-

òíèêà âèøèêîâóþòüñÿ ó ïðÿìi ëiíi¨, óòâîðþþ÷è ãåòåðîêëiíi÷íèé òðèêóòíèê.

Îïèñàíèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë å ñòiéêèì ïðè (α, r) = (αE, rE) òà íåñòiéêèì

ïðè (α, r) = (αE,−rE) àáî (α, r) = (αE + π, rE) âíàñëiäîê ñèìåòðié, îïèñàíèõ

âèùå.

Áiôóðêàöiÿ êîðîçìiðíîñòi�äâà ó òî÷öi H. Òî÷êà H ¹ òî÷êîþ ïåðåòè-

íiâ êiëüêîõ áiôóðêàöiéíèõ ëiíié (äèâ. ðèñ. 8.8), ÿêi âiäïîâiäàþòü áiôóðêàöiÿì

ó òðüîõ ðiçíèõ òî÷êàõ ôàçîâîãî ïðîñòîðó, ùî âiäïîâiäàþòü ñèíôàçíîìó ðå-

æèìó òà äâîì àíòèôàçíèì ðåæèìàì. Ïðè (α, r) = (0, 1/2) âiäáóâàþòüñÿ îäíî-

÷àñíî ñiäëî�âóçëîâà, òðàíñêðèòè÷íà, ãîìîêëiíi÷íà áiôóðêàöi¨ òà áiôóðêàöiÿ

Àíäðîíîâà�Õîïôà. Äàíà ñèòóàöiÿ ó ïåâíié ìiði ¹ óñêëàäíåííÿì áiôóðêàöi¨

Áîãäàíîâà�Òàêåíñà ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ îñîáëèâèõ òî÷îê (Z3�ñèìåòðè÷íèé

âàðiàíò). Ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨ àíòèôàçíi ñòàíè ¹ âèðîäæåíèìè ñiäëàìè ç øå-

ñòè ñiäëîâèìè êîìiðêàìè (ôàçîâèé ïîðòðåò çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.10(c))

Áiôóðêàöi¨ ïðè r > rH = 1/2. Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî íå

iñíó¹ íi ãðàíè÷íèõ, íi ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ñèñòåìè

ïðè r > rH = 1/2. Ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó r ôàçîâèé ïîðòðåò ñòà¹ òîïîëî-
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ãi÷íî åêâiâàëåíòíèì äî ñèòóàöi¨, ÿêà áóëà ó áiôóðêàöiéíié îáëàñòi JDK, àëå ç

ïîäâî¹ííÿì ïåðiîäè÷íîñòi (ñòèñêàííÿ âäâi÷i ÷îòèðè ðàçè ïîâòîðþâàíîãî ôà-

çîâîãî ïîðòðåòó: [0, 4π)2 → [0, 2π)2). Îñòàíí¹ ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïåðøà òà

äðóãà ãàðìîíiêè ôóíêöi¨ g(x) = − sin(x − α) + r sin(2x) ìàþòü ïðîòèëåæíi

çíàêè (ïðè r > 0) i ó ïåâíié ìiði �ãàñÿòü� îäíà iíøó, à ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ

r äðóãà ãàðìîíiêà ñòà¹ �âåäó÷îþ� i ó áiëüøié ìiði âèçíà÷à¹ çàãàëüíó äèíàìiêó

ñèñòåìè.

3.6. Áiôóðêàöi¨ ó ìîäåëi ÷îòèðüîõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè äåòàëüíî îïèøåìî áiôóðêàöiéíó ïîâåäiíêó ñèñòå-

ìè ÷îòèðüîõ çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Ñïî÷àòêó áóäóòü ñôîðìóëüîâà-

íi äåÿêi íàñëiäêè òåîðåì ïiäðîçäiëó 3.3 âiäíîñíî áiôóðêàöié íà iíâàðiàíòíèõ

ìíîãîâèäàõ äëÿ äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ β, ïîòiì áiëüø äåòàëüíî áóäóòü îïèñàíi

ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ äëÿ β = 0.

3.6.1. Áiôóðêàöi¨ íà êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ ïðè β 6= 0

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ÷îòèðüîõ iäåíòè÷íèõ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöè-

ëÿòîðiâ (3.1) ç äâî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ (3.3). Âèêîðèñòîâóþ÷è Òåîðå-

ìàì 3.3.1�3.3.3 òà ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 3.3.4 ìîæíà îïèñàòè äåÿêi iíâàði-

àíòíi ìíîæèíè ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäàþòü âàæëèâèì ðåæèìàì êîëåêòèâíî¨

äèíàìiêè, à òàêîæ çðîáèòè âèñíîâêè ïðî ¨õ ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöiéíi âëàñòè-

âîñòi. Îòæå, ñèñòåìà ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ ìà¹ ïåâíi îñîáëèâîñòi:

1. Ñèñòåìà ìà¹ òðè�âèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ç êîîðäèíàòàìè

(θa, θa, θb, θc) (òà áóäü�ÿêèìè ïåðåñòàíîâêàìè öèõ êîîðäèíàò) ç içîòðîïi¹þ

S2×S1×S1 òà äâî�âèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè äâîõ òèïiâ (θa, θa, θa, θb) òà

(θa, θa, θb, θb) (ïëþñ ïåðåñòàíîâêè) ç içîòðîïiÿìè S3×S1 òà S2×S2, âiäïîâiäíî.

Âiäìiòèìî, ùî áiôóðêàöiéíi âëàñòèâîñòi äâîõ òèïiâ äâî�âèìiðíèõ iíâàðiàí-

òíèõ ìíîãîâèäiâ ¹ ïðèíöèïîâî ðiçíèìè (ÿê áóäå äåòàëüíî îïèñàíî íèæ÷å).

2. Ðåæèì ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ iñíó¹ äëÿ âñiõ çíà-

÷åíü ïàðàìåòðiâ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó (3.3). Äàíèé ðåæèì ¹ ñòiéêèì ïðè 2r cos β −
cosα < 0. Ïîâåðõíÿ r = cosα/(2 cos β) ¹ áiôóðêàöiéíîþ ó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ

(α, β, r). Îäíî÷àñíî âiäáóâàþòüñÿ òðàíñêðèòè÷íi áiôóðêàöi¨ íà ìíîãîâèäàõ ç
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içîòðîïi¹þ S3 × S1 òà âèëêîâi áiôóðêàöi¨ íà ìíîãîâèäàõ ç içîòðîïi¹þ S2 × S2.

3. Ñèñòåìà ìà¹ øiñòü ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ ðåæèìiâ Θsplay = (θ, θ+π/2, θ+

π, θ + 3π/2) (ïëþñ óñi ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò) äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðà-

ìåòðiâ. Ñòiéêiñòü äàíîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâàìè Òåîðå-

ìè 3.3.2. Çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè ïiäðîçäiëó 3.3.3 Θsplay ∈M(4). Âiäìiòèìî, ùî

íà âiäìiíó âiä âèïàäêó N = 3, êîëè Θsplay =M(3), äëÿ N ≥ 4 ðåæèì Θsplay ¹

ëèøå îäíî�âèìiðíîþ ïiäìíîæèíîþ (N − 2)�âèìiðíîãî ìíîãîâèäóM(N). Îò-

æå, âàðòî âèâ÷àòè ñòiéêiñòü Θsplay îêðåìî âñåðåäèíi ìíîãîâèäó M(4) òà ó

òðàíñâåðñàëüíèõ äî íüîãî íàïðÿìêàõ. Áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêó Θsplay òàêîæ áó-

äóòü äiëèòèñü íà âíóòðiøíi ïî âiäíîøåííþ äî ìíîãîâèäó M(4) òà çîâíiøíi.

Äëÿ N = 4 ðåæèì Θsplay ìà¹ îäèí âíóòðiøíié íàïðÿìîê ñòiéêîñòi, ÿêèé âè-

çíà÷à¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì

λ
(in)
splay = −2r cos β.

Îòæå, áiôóðêàöiÿ âñåðåäèíi iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó áóäå âiäáóâàòèñü, êîëè

β = ±π/2 àáî êîëè ñèñòåìà (3.1), (3.3) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ñèñòåìó Êóðà-

ìîòî�Ñàêàãó÷i. Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíàòèñü, ùî òî÷îê ç içîòðîïi¹þ

S1×S1×s Z2 (îáåðòàëüíîãî áëîêó (0, π, θ, θ+ π)) âèçíà÷à¹òüñÿ äèôåðåíöiàëü-

íèì ðiâíÿííÿì âèãëÿäó:

dθ

dt
= 4r cos θ sin(θ − β). (3.44)

Îòæå, òàêà äèíàìiêà ¹ âèðîäæåíîþ ó òîìó âiäíîøåííi, ùî âîíà ïîâíiñòþ íå

çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó α. Âiäìiòèìî, ùî áiôóðêàöi¨ îáåðòàëüíèõ áëîêiâ ñòà-

þòü íåâèðîäæåíèìè ëèøå òîäi êîëè ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ìà¹ ÷åòâåðòó ãàðìîíiêó

(ëèøå òîäi âèíèêàþòü íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè çi çãàäàíîþ âèùå ñèìåòði¹þ).

4. Ñèñòåìà ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(4), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ðîçâ'ÿçêiâ

òèïó (θa, θa+π, θb, θb+π) (òà iíøèõ, îòðèìàíèõ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ êîîðäèíàò).

Äàíèé ìíîãîâèä ¹ äâî�âèìiðíèì. Ó ÷îòîðè�âèìiðíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði T4

êîæíà òî÷êà ìíîãîâèäóM(4) ìà¹ äâà òðàíñâåðñàëüíi äî íüîãî íàïðÿìêè: îäèí

âíóòðiøíié i îäèí îáåðòàëüíèé (íàïðèêëàä, θ), ùî âèíèêà¹ çãiäíî ñèìåòði¨

ôàçîâîãî çñóâó. Äèíàìiêà ó âíóòðiøíüîìó íàïðÿìêó êîæíî¨ òî÷êèM(4) îïè-
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ñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (3.44). Ó òðàíñâåðñàëüíîìó íàïðÿìêó ñòiéêiñòü êîæíîãî

îáåðòàëüíîãî áëîêó îïèñó¹òüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè:

λ
(1)
1,2 (Θsplay) = −1

2
cosα± ı1

2
sinα.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ïðè cosα = 0 (àáî α = ±π/2) âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ Àí-

äðîíîâà�Õîïôà. Äàíà áiôóðêàöiÿ ìîæå áóòè ðåãóëÿðíîþ àáî âèðîäæåíîþ â

çàëåæíîñòi âiä âèêîíàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ òðàíñâåðñàëüíîñòi òà âèðîäæåíî-

ñòi äëÿ êîíêðåòíèõ ïàðàìåòðiâ. Âiäìiòèìî, ùî óìîâè áiôóðêàöi¨ α = ±π/2 ¹

çàëåæíèìè ëèøå âiä îäíîãî ïàðàìåòðó i íåçàëåæíèìè âiä iíøèõ äâîõ.

5. ßê çàçíà÷àëîñü (ó ïóíêòi 1), ñèñòåìà ìà¹ äâî�âèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãî-

âèäè äâîõ òèïiâ. Íà êîæíîìó ç ìíîãîâèäiâ ïðè äîäàòêîâèõ ïàðàìåòðè÷íèõ

óìîâàõ iñíóþòü îäíî�âèìiðíi äâî�êëàñòåðíi ðîçâ'ÿçêè. Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ

N = 4 iñíóþòü ìíîãîâèäè âèãëÿäó (3.23) ç p = 1 òà p = 2. Ïîêëàâøè P = 1/4,

q = −1, ðiâíÿííÿ (3.28) äëÿ âèïàäêó p = 1 ìîæå áóòè âèðàæåíå, ÿê êóái÷íå

äëÿ ξ = tan(ϕ/2) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

− sinαξ3-2(2r cos β + cosα)ξ2

+ (4r sin β − sinα)ξ + 4r cos β − 2 cosα = 0.

Áiôóðêàöiÿ äâî�êëàñòåðíîãî ñòàíó ç içîòðîïi¹þ S3 × S1 âiäáóâà¹òüñÿ òîäi,

êîëè äèñêðèìiíàíò îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíèì íóëåâi.

Äëÿ êëàñòåðiâ ç içîòðîïi¹þ S2 × S2 ìè ìîæåìî ïîêëàñòè p = 2 òà q = −1

ó ðiâíÿííi (3.28), ùî ïðèâåäå éîãî äî êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ:

−(2r sin β + sinα)τ 2 + 2r cos β − 2 cosα = 0.

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìà¹ äèñêðèìiíàíò:

4(4r2 cos2 β= cos2 α) = 0.
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Îòæå, áiôóðêàöiéíi êðèâi îïèñóþòüñÿ âèðàçîì:

r = ± cosα

2 cos β
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíi âèùå àíàëiòè÷íi ïðåäñòàâëåííÿ áiôóðêàöiéíèõ

êðèâèõ òà âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîãðàìó äëÿ ïðîäîâæåííÿ áiôóðêàöiéíèõ êðè-

âèõ âçäîâæ ïàðàìåòðiâ XPPAUT/AUTO [115, 121], íà ðèñ. 4 ó ðîáîòi [30,

Ashwin,Bichk,Burylko] ïðåäñòàâëåíî ÷îòèðè áiôóðêàöiéíi äiàãðàìè ó (α, r) ái-

ôóðêàöiéíèé ïëîùèíi äëÿ ôiêñîâàíèõ β = 0, β = π/4, β = π/2 òà β = 3π/4.

Áiëüø äåòàëüíèé áiôóðêàöiéíèé àíàëiç ñèñòåìè ïðè β = 0 áóäå ïðåäñòàâëåíî

ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

3.6.2. Ñèñòåìà Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹ ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ

Ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Ó äàíîìó ìè äîñëiäæó¹ìî ÷îòè-

ðè�âèìiðíó ìîäåëü Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹, òîáòî ñèñòåìó (3.1), (3.42) äëÿ

N = 4. Äëÿ çðó÷íîñòi äîñëiäæåíü äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè âiäïîâiäíó ñèñòåìó

ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (3.33), ÿêà ¹ òðè�âèìiðíîþ: (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ T3. Äëÿ äàíî¨

ñèñòåìè ïëîùèíè ϕi = 0 òà ϕi = ϕj, i, j = 1, 2, 3, ÿêi âiäïîâiäàþòü êëàñòå-

ðàì ç içîòðîïi¹þ S2 × S1 × S1, ¹ iíâàðiàíòíèìè. Ëiíi¨ ϕi = 0, ϕj, i, j = 0,

òà ϕ1 = ϕ2 = ϕ3, ùî âiäïîâiäàþòü êëàñòåðàì ç içîòðîïi¹þ S3 × S1, ¹ iíâà-

ðiàíòíèìè. � iíâàðiàíòíèìè i iíøi ëiíi¨ ϕi=ϕj, i6=j , i=1,2,3. Ëiíi¨ ϕi = ϕj,

ϕi = ϕj, ϕk = 0, i 6= j 6= k, k = 1, 2, 3, ¹ äiàãîíàëÿìè êóáà i âiäïîâiäàþòü

äâî�êëàñòåðíèì ñòàíàì ç içîòðîïi¹þ S2 × S2.

Ôàçîâèé òîðî¨äàëüíèé ïðîñòið T3 íàøî¨ ñèñòåìè ìîæíà óÿâèòè ÿê

òðè�âèìiðíèé êóá [0, 2π)3. Ùîéíî îïèñàíi iíâàðiàíòíi ïëîùèíè ðîçäiëÿþòü

äàíèé êóá íà øiñòü iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü îäíàêîâèé îá'¹ì i ¹

ñèìåòðè÷íèìè òåòðàåäðàìè (êîæíà îáëàñòü ïðèìèêà¹ äî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi

êóáà). Êîæåí òåòðàåäð âiäïîâiäà¹ iíâàðiàíòíié îáëàñòi ó ôàçîâîìó ïðîñòîði

T4 âèõiäíî¨ ñèñòåìè (3.1), ÿêà îïèñó¹òüñÿ ìíîæèíîþ

{
(θ1, θ2, θ3, θ4) : θσ(1) ≤ θσ(2) ≤ θσ(3) ≤ θσ(4) ≤ θσ(1) + 2π

}
äëÿ äåÿêî¨ ïåðåñòàíîâêè σ ∈ S4. Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè σ ¹ iäåíòè-
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÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ, öÿ iíâàðiàíòíà ìíîæèíà ¹ êàíîíi÷íîþ iíâàðiàíòíîþ

îáëàñòþ [43]. Êîæåí òåòðàåäð, ùî îáìåæó¹ iíâàðiàíòíó îáëàñòü, ìà¹ ÷îòè-

ðè ãðàíi ç içîòðîïi¹þ S2, ÷îòèðè ðåáðà ç içîòðîïi¹þ S3 × S1 òà äâà ðåáðà ç

içîòðîïi¹þ S2 × S2. Ìíîãîâèä àíòèôàçíèõ ðîçâ'ÿçêiâM(4) ñêëàäà¹òüñÿ ç øå-

ñòè ïðÿìèõ ëiíié (øiñòü ëiíié âñåðåäèíi êóáó, ÿêi ïîïàðíî ç'¹äíóþòüñÿ ó òðè

ïðÿìi ëiíi¨ íà òîði T3), ùî ç'¹äíóþòü öåíòðè ãðàíåé êóáó. Êîæíà ç öèõ ëiíié

íàëåæèòü äî îäíîãî ç òåòðàåäðiâ òà ìà¹ Z2�içîòðîïiþ. Öåíòð ìíîãîâèäóM(4)

âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ ôàç Θsplay òà ìà¹ içîòðîïiþ Z4.

Òî÷êà ïåðåòèíó ëiíié ç içîòðîïiÿìè S2 × S2 òà Z2 ìà¹ içîòðîïiþ (S2)2 ×s Z2,

äå ×s îçíà÷à¹ íàïiâïðÿìèé äîáóòîê. Îòæå, ôàçîâèé ïðîñòið (òîð) ñèñòåìè ó

ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà øiñòü ñèìåòðè÷íèõ òåòðàåäðiâ, ÿêi ìàþòü

âèãëÿä, ïîêàçàíèé íà ðèñ. 8.11.

Óÿâèìî, ùî ÷îòèðè òî÷êè êóáà (0, 0, 0), (2π, 0, 0), (2π, 2π, 0), (2π, 2π, 2π)

ç'¹äíàíi ïîñëiäîâíî ó çàìêíåíó êðèâó γ1 òà öÿ êðèâà ìà¹ íàïðÿìîê. Ó òàêèé

æå ñïîñiá ìîæíà îçíà÷èòè ïîäiáíi êðèâi γi, i = 2, . . . , 6 äëÿ iíøèõ òåòðàåäðiâ.

Ç öi¹¨ òî÷êè çîðó ìîæíà ðîçãëÿäàòè äèíàìiêó âñåðåäèíi ëèøå îäíîãî ç òå-

òðàåäðiâ, îñêiëüêè äèíàìiêà ó âñiõ iíøèõ òåòðàåäðàõ áóäå îïèñóâàòèñü çãiäíî

ñèìåòði¨.

Íà ðèñ. 8.11.(b) îêðåñëåíî îäíó ç øåñòè iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, îáìåæå-

íó òåòðàåäðîì. Áiëüø äåòàëüíî îêðåìèé iíâàðiàíòíèé òåòðàåäð çîáðàæåíî

íà ðèñ. 8.11.(a). Íà öüîìó ìàëþíêó âêàçàíî içîòðîïiþ êîæíî¨ ëiíi¨ (íå âðà-

õîâóþ÷è ñèìåòðè÷íèõ ïîâòîðiâ). Äëÿ ëiíi¨ òà òî÷êè êîæíîãî ç ðiçíèõ òèïiâ

ñèìåòði¨ çîáðàæåíî ðîçïîäië ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ íà ôàçîâîìó êîëi. Ó ðàçi

ïåðiîäè÷íî¨ îðáiòè ó iíâàðiàíòíié îáëàñòi, âîíà ìóñèòü àáî îõîïëþâàòè ìíî-

ãîâèä M(4) (ëiíiþ içîòðîïi¨ Z2), àáî ìàòè ùå òðè ñâî¨õ êîïi¨ çãiäíî ñèìåòði¨

Z4. Ç ìàëþíêó 8.11.(a) âèäíî, ÿêèì ÷èíîì ìîæóòü ïåðåáóäîâóâàòèñü êëàñòå-

ðè îñöèëÿòîðiâ, êîëè òðà¹êòîðiÿ ïðîõîäèòü áëèçüêî äî iíâàðiàíòíèõ ëiíié.

Ãðàíè÷íèé Z4�ñèìåòðè÷íèé öèêë, çîáðàæåíèé íà 8.11.(b), ïðîõîäèòü áëèçü-

êî äî ÷îòèðüîõ ëiíié ç içîòðîïiÿìè S3 × S1, ùî îçíà÷à¹ ïåðåáóäîâó ÷îòèðè

ðàçè îñöèëÿòîðíèõ êëàñòåðiâ: (θa, θa, θa, θb)→ (θa, θa, θb, θa)→ (θa, θb, θa, θa)→
(θb, θa, θa, θa)→ (θa, θa, θa, θb) ïiä ÷àñ ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè.

Áiôóðêàöiéíà ñòðóêòóðà äëÿ N = 4. Ñòðóêòóðà áiôóðêàöiéíèõ ëiíié
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äëÿ ñèñòåìè (3.3.5) ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ ïîêàçàíà ó çàãàëüíîìó íà ðèñ. 8.12.

Ëiíi¨ áiôóðêàöié êîðîçìiðíîñòi�îäèí íà öüîìó ìàëþíêó îïèñàíi ó Òàáëèöi 8.2.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ ïðè r = 0, òîáòî ñèñòåìó Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i

(îïèñàíó ó ïiäðîçäiëi 2.3). Äëÿ α = 0 ñèñòåìà ìà¹ îäèí àòðàêòîð ó ïî÷àòêó

êîîðäèíàò òà îäèí ðåïåëåð, ùî ¹ ìíîãîâèäîì íåðóõîìèõ òî÷îêM(4). Òàêîæ ó

öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ ñiäëà ç êîîðäèíàòàìè 0 òà π. Ïðè α = π/2 âiäáó-

âà¹òüñÿ òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò òà îäíî÷àñíî ç íåþ

âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà ó êîæíié òî÷öi ìíîãîâèäóM(4).

Ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨ êîæåí òåòðàåäð çàïîâíåíèé çàìêíóòèìè òðà¹êòîðiÿìè

(äâî�ïàðàìåòðè÷íîþ ñiì'¹þ), à âñi iíâàðiàíòíi ïëîùèíè çàïîâíåíi ãåòåðîêëi-

íi÷íèìè öèêëàìè (îäíî�ïàðàìåòðè÷íîþ ñiì'¹þ). Êîæíå ç'¹äíàííÿ

γ(ϕ) = W u(P1(ϕ)) ∩W s(P2(2π − ϕ))

çâ'ÿçó¹ äâà âèðîäæåíèõ ñiäëà P1(ϕ), P2(2π−ϕ), ϕ ∈ [0, π], äå ϕ ¹ ïàðàìåòðîì

öi¹¨ ëiíi¨ (ìè ìà¹ìî òðè ïàðè òî÷îê P1, P2, îñêiëüêè ¹ òðè ëiíi¨ ç içîòðîïi¹þ

S2 × S2 ó ïðîñòîði T3). Óòâîðþ¹òüñÿ íåïåðåðâíi ìíîæèíè ãåòåðîêëiíi÷íèõ

öèêëiâ, îñêiëüêè âñÿ iíâàðiàíòíà S2 × S2�ëiíiÿ çàïîâíåíà ñiäëîâèìè òî÷êà-

ìè (ðèñ. 8.13(a)). Êîæåí ç øåñòè iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ öiëêîì çàïîâíå-

íèé äâî�ïàðàìåòðè÷íîþ ìíîæèíîþ íåéòðàëüíèõ Z4�ñèìåòðè÷íèõ ïåðiîäè-

÷íèõ îðáiò, ùî îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî ìíîãîâèäóM(4) (îäíà ç òàêèõ îðáiò çî-

áðàæåíà íà ðèñ. 8.11(b)). Ïî÷àòîê êîîðäèíàò òà ìíîãîâèäM(4) çìiíÿòü ñâî¨

ñòiéêîñòi íà ïðîòèëåæíi ó ìîìåíò çãàäàíî¨ áiôóðêàöi¨, à ãåòåðîêëiíi÷íi öè-

êëè çíèêíóòü, çà âèíÿòêîì âèïàäêó α = π/2. Ç óìîâ ñèìåòði¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó

(3.42) âèïëèâà¹, ùî òî÷êà α = −π/2 òàêîæ ¹ áiôóðêàöiéíîþ òîãî æ òèïó

ùî α = π/2. Âiäìiòèìî, ùî Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ¹ ñïiëüíîþ ÷àñòèíîþ (ïåðå-

òèíîì) ìîäåëi Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹ òà ìîäåëi ç íåëiíiéíì ôàçîâèì çñóâîì.

Äèíàìiêó öi¹¨ ìîäåëi òàêîæ îïèñàíî ó Òåîðåìi 2.3.1 ó ðîçäiëi 2.

Áiôóðêàöiéíà ñòðóêòóðà ñèñòåìè ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ äóæå óñêëàäíþ-

¹òüñÿ ïðè ïîÿâi äðóãî¨ ãàðìîíiêè ó ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó, òîáòî ïðè r 6= 0 ó (3.3).

Íàâåäåíi ó ïiäðîçäiëi 3.6.1 äîçâîëÿþòü ïîáóäóâàòè ÷àñòèíó áiôóðêàöiéíèõ

êðèâèõ (ðèñ. 8.12) ëîêàëüíèõ áiôóðêàöié íà iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ ó îñî-
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áëèâèõ òî÷êàõ (Φsync, Φsplay, òî÷êàõ ìíîãîâèäó M(4), òî÷êàõ ìíîãîâèäiâ ç

ñèìåòðiÿìè S3 × S1 òà S2 × S2). Äåÿêi ç öèõ ëîêàëüíèõ áiôóðêàöié ¹ ÷àñòè-

íàìè êîíñòðóêöié ãëîáàëüíèõ áiôóðêàöié, çîêðåìà, áiôóðêàöié ïîÿâè ãåòå-

ðîêëiíi÷íèõ òà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Îêðiì çãàäàíèõ áiôóðêàöié íà ìíîãîâè-

äàõ, ñèñòåìà ìà¹ ðÿä áiôóðêàöié âñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, ÿêi òàêîæ

íå ïîïàäàþòü íà M(N). Äåÿêi áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ ëåæàòü äóæå áëèçüêî îäíà

äî îäíî¨ òàêèì ÷èíîì, ùî ¨õ äóæå âàæêî çîáðàçèòè íà çàãàëüíié áiôóðêà-

öiéíié äiàãðàìi (ó îïèñàííi áiôóðêàöiéíî¨ äiàãðàìè ó Òàáëèöi 8.2 äàíi êðèâi

ïîçíà÷àþòüñÿ áóêâàìè çi øòðèõàìè). ßê áóäå ïîêàçàíî äàëi, ïðè íåâåëèêié

çìiíi ïàðàìåòðó ìîæëèâèé ëàíöþæîê êiëüêîõ áiôóðêàöié. Ïðè ïîäàëüøîìó

äîñëiäæåííi ñèñòåìè ç äðóãîþ ãàðìîíiêîþ, îñîáëèâó óâàãó ìè áóäåìî çâåð-

òàòè íà ñòðóêòóðó, ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ÿêi

âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ðåæèìàì ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ îñöèëÿòîðíèìè

êëàñòåðàìè.

3.6.3. Ñòðóêòóðà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ

Íà ðèñ. 8.12 ïîêàçàíî, ùî íà áiôóðêàöiéíié ïëîùèíi ¹ äâi êðèâi α1(r) <

α2(r) äëÿ r ∈ (0, 1/2) òàêi, ùî ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè iñíóþòü äëÿ âñiõ çíà-

÷åíü α ∈ (α1(r), α2(r)) ñèñòåìè. Íåçâàæàþ÷è íà âåëèêó ðiçíîìàíiòíiñòü òèïiâ

áiôóðêàöié, ùî ¨õ óòâîðþþòü, âñi ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ìàþòü ñïiëüíi âëàñòè-

âîñòi:

1. Âñi ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ñêëàäàþòüñÿ ç îá'¹äíàííÿ äâîõ êðèâèõ Γ1 òà Γ2,

ùî ¹ ïiäìíîæèíàìè äâîõ ðiçíèõ S2 iíâàðiàíòíèõ ïëîùèí, ÿêi ç'¹äíàíi ìiæ

ñîáîþ S2 × S2 iíâàðiàíòíîþ ëiíi¹þ. Êîæíà ç öèõ äâîõ êðèâèõ Γ1 òà Γ2 ñêëà-

äà¹òüñÿ ç äåêiëüêîõ ÷àñòèí:

Γi =
m⋃
j=1

Γij, i = 1, 2, j = 1, . . . ,m,

äå m ìîæå çìiíþâàòèñü âiä 1 äî 5 â çàëåæíîñòi âiä òèïó ãåòåðîêëiíi÷íîãî

öèêëó.

2. Γ1 òà Γ2 ç'¹äíóþòü äâà ñiäëà òàêèì ÷èíîì, ùî W u(P1) = Γ11, W s(P2) =

Γ1N , W u(P2) = Γ21,W
s(P1) = Γ2N . à iíøi äâi ÷àñòèíè ñòiéêîãî ìíîãîâèäó
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êîæíîãî ñiäëà íàëåæàòü iíâàðiàíòíié S2 × S2 ëiíi¨.

Äëÿ áóäü�ÿêîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r ∈ (0, 1/2) òà çðîñòàþ-

÷îãî ïàðàìåòðà α ñiäëà P1 òà P2 âèíèêàþòü âíàñëiäîê ñóáêðèòè÷íî¨ âèëêîâî¨

áiôóðêàöi¨, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, êîëè α− = arccos(2r0), òà

çíèêàþòü âíàñëiäîê ñóáêðèòè÷íî¨ âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ ó ñåðåäèíi S2 × S2 ií-

âàðiàíòíî¨ ëiíi¨ (ó òî÷öi ç ñèìåòði¹þ (S2)2 ×s Z2), êîëè α+ = π − arccos(2r0).

Ëiíi¨ äâîõ îïèñàíèõ âèëêîâèõ áiôóðêàöié ïîçíà÷åíî âiäïîâiäíî BH òà BQ ó

(α, r)�ïëîùèíi íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi (ðèñ. 8.12). Ñiäëà P1 òà P2 íà iíâàði-

àíòíié S2 × S2 ëiíi¨ ìàþòü êîîðäèíàòè òà ϕ(P2) = 2π− arccos
(

cosα
2r

)
. Ñèñòåìà

(3.33), (3.42) ìà¹ òi æ ñàìi âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ òî÷îê P1 òà P2 (âíàñëiäîê

ñèìåòði¨), ÿêi îïèñóþòüñÿ âèðàçàìè:

λ1(α, r) = −2

r

(
4r2 − cos2 α

)
,

λ2,3(α, r) = −1

r

(
cosα(2r − cosα)∓ sinα

√
4r2 − cos2 α

)
.

Çàçíà÷èìî, ùî iñíóâàííÿ ñiäëîâèõ òî÷îê P1 òà P2 ¹ íåîáõiäíîþ, àëå íå

äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ iñíóâàííÿ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, òîáòî (α1, α2) ⊂
(α−, α+). Äëÿ çàçíà÷åíîãî âèùå ¹ äâi ïðè÷èíè. Ïåðøîþ ïðè÷èíîþ ¹ òå, ùî

iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ñiäåë Pi, i = 1, 2, çìiíþþòü ñòiéêiñòü òàêèì ÷èíîì, ùî

dimW u(Pi) = 1, dimW s(Pi) = 2 äî áiôóðêàöi¨ ïðè α = α2 òà dimW u(Pi) = 2,

dimW s(Pi) = 1 ïiñëÿ áiôóðêàöi¨. Äðóãîþ ïðè÷èíîþ ¹ òå, ùî ëàíöþã iíâà-

ðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ Γij, j = 1, . . . ,m (÷àñòèíè ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó, ùî

íàëåæàòü äî iíâàðiàíòíèõ ïëîùèí) ìîæå áóòè ðîçiðâàíèì íà S3 × S1 iíâà-

ðiàíòíèõ ëiíiÿõ àáî áëèçüêî äî íèõ çà äîïîìîãîþ áiôóðêàöié ðiçíîìàíiòíèõ

òèïiâ.

3.6.4. Áiôóðêàöi¨ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ

Òðàíñêðèòè÷íî�Âèëêîâà/ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ. Ïåðøà ãåòå-

ðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïðè r0 ∈ (0,
√

5/10) òà ¹ S4�áiôóðêàöi¹þ

òðàíñêðèòè÷íî�âèëêîâîãî òèïó. Îïèøåìî öþ ãëîáàëüíó áiôóðêàöiþ äåòàëü-

íiøå ïî ÷àñòèíàõ. Îäíî÷àñíî ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò âiäáóâàþòüñÿ ñiì ëîêàëü-
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íèõ áiôóðêàöié äâîõ òèïiâ: òðàíñêðèòè÷íi áiôóðêàöi¨ íà ÷îòèðüîõ iíâàðiàí-

òíèõ ëiíiÿõ ç S3 × S1 içîòðîïi¹þ òà âèëêîâi áiôóðêàöi¨ íà òðüîõ iíâàðiàí-

òíèõ ëiíiÿõ ç S2 × S2 içîòðîïi¹þ. Öi áiôóðêàöi¨ äâîõ òèïiâ âiäáóâàþòüñÿ ïðè

α = α− = arccos(2r0), òîáòî íà ëiíi¨ BH ó äâî�ïàðàìåòðè÷íié ïëîùèíi (òà æ

ñàìà ëiíiÿ BH áóëà äëÿ òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ äëÿ N = 3). Òðàíñêðèòè-

÷íà áiôóðêàöiÿ çìiíþ¹ ñòiéêiñòü ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà ïðîòèëåæíó. Âèëêîâà

áiôóðêàöiÿ ãåíåðó¹ ïàðó òî÷îê P1, P2, çãàäàíèõ âèùå. Ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨

ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ âèðîäæåíèì ñiäëîì. Îïèñàíi âèùå ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨

ðàçîì óòâîðþþòü ãëîáàëüíó áiôóðêàöiþ óòâîðåííÿ ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó.

Çãiäíî ñèìåòðiÿì ñèñòåìè îäíî÷àñíî óòâîðþ¹òüñÿ øiñòü ãåòåðîêëiíi÷íèõ öè-

êëiâ γi, i = 1, . . . , 6, ó êîæíié ç êàíîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé Ci. Êîæåí
ç óòâîðåíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ òðà¹êòîðié, ùî

íàëåæàòü iíâàðiàíòíèì S3 × S1 (ðèñ. 3.11(b)).

Ç iíøîãî áîêó, ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨ ç'ÿâëÿþòüñÿ ÷îòèðè ãîìîêëiíi÷íi îð-

áiòè íà òîði T3, ùî âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò i â íüîãî æ ïîâåðòàþòüñÿ.

Â òåðìiíàõ Γ ìè ìà¹ìî Γi = Γi1
⋃

Γi2, i = 1, 2, äå âñi Γij ¹ iíâàðiàíòíèìè

S3 × S1 ëiíiÿìè. Ïðè çáiëüøåííi α > α− ñiäëà P1 òà P2 ðóõàþòüñÿ âçäîâæ

iíâàðiàíòíî¨ S3 × S1 ëiíi¨ òà ïðèòÿãóþòü çà ñîáîþ Γi â ñåðåäèíó òåòðàåäðà.

Ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ Γi çàëèøà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ç äâîìà ñiäëàìè ó S2 × S2

íàïðÿìêó òà âòðà÷à¹ öþ îñîáëèâó òî÷êó ó îðòîãîíàëüíîìó íàïðÿìêó. Òàêèì

÷èíîì ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ êðèâà Γi ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ ÷àñòèíè, à êîæåí

ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ êðèâèõ Γ1, Γ2, ç'¹äíàíèõ P1, P2 (äèâ.

ðèñ. 8.13(b)). Îòæå, óòâîðþþòüñÿ ïî äâà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ó êîæíîìó ií-

âàðiàíòíîìó ðåãiîíi Ci, à êîæíà êðèâà Γi ¹ îäíî÷àñíîþ ñêëàäîâîþ äâîõ ðiçíèõ

(ñóñiäíiõ) ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ (ÿê êðèâà Γ2 íà ðèñ. 8.13(b))), ùî íàëåæàòü

ðiçíèì iíâàðiàíòíèì ðåãiîíàì.

Òðàíñâåðñàëüíà âèëêîâà áiôóðêàöiÿ. Ìè îïèñàëè ïîÿâó ãåòåðîêëiíi-

÷íèõ öèêëiâ ïåðøîãî òèïó áiôóðêàöié, ùî âèíèêàëè ïðè r ≤
√

5/10 òà êîëè

α1 íàëåæèòü ëiíi¨ BH. Äëÿ iíøèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà r òà çáiëüøåííÿ ïàðàìå-

òðà α âèíèêàþòü iíøi òèïè áiôóðêàöié, ùî ãåíåðóþòü ïîÿâó ãåòåðîêëiíi÷íèõ

öèêëiâ. Íåçàëåæíî âiä òèïó áiôóðêàöi¨, ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ïîÿâëÿþòüñÿ,

iñíóþòü íà iíòåðâàëi α ∈ (α1, α2) òà çíèêàþòü ïîäiáíèì ÷èíîì äëÿ âñiõ çíà-
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÷åíü ïàðàìåòðó r ∈ (0, 1/2). Ó íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïåðåä çíèêíå-

ííÿì ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ êðèâèõ Γ11, Γ12, ùî ç'¹äíàíi

òî÷êàìè P1, P2 (ðèñ. 8.13(b)). Ñiäëà P1 òà P2 çíèêàþòü ó íàñëiäîê âèëêîâî¨

áiôóðêàöi¨ íà ëiíi¨

BQ =

{
(α, r) : r = −1

2
cosα, α ∈ (π/2, π)

}
,

êîëè α = α+, àëå ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè çíèêàþòü ðàíiøå ç iíøîþ âèëêîâîþ

áiôóðêàöi¹þ íà ëiíi¨

BV =

{
(α, r) : r =

cosα

2 cos(2α)
, α ∈ (π/2, π/3)

}
,

êîëè α = α2. Öÿ îñòàííÿ ñóïåðêðèòè÷íà âèëêîâà áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ

ó òðàíñâåðñàëüíîìó íàïðÿìêó äî S2 × S2 iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨ ó òî÷êàõ P1 òà

P2. Äâà íîâèõ ñiäëà âèíèêàþòü íà iíâàðiàíòíié ïëîùèíi äå ëåæèòü êðèâà

Γ1 = W u(P1), à äâà iíøèõ ñiäëà âèíèêàþòü ó iíøié iíâàðiàíòíié ïëîùèíi äå

ëåæèòü Γ2 = W u(P2). Âëàñíi çíà÷åííÿ λ2(α, r) òî÷îê P1, P2 çìiíþþòü ñâî¨

çíàêè ç íåãàòèâíèõ íà ïîçèòèâíi íà êðèâié BV . Öi òî÷êè ñòàþòü íåñòiéêèìè

ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨ íàïðÿìêàõ, âíàñëiäîê ÷îãî ií-

âàðiàíòíi öèêëè ïåðåðèâàþòüñÿ (ïîÿâà íîâèõ îñîáëèâèõ òî÷îê íà çàìêíóòié

îäíîíàïðàâëåíié îðáiòi ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó ïðèçâîäèòü äî çìiíè ôàçîâèõ

íàïðÿìêiâ äåÿêèõ éîãî ÷àñòèí i, îòæå, äî ðóéíóâàííÿ ñàìîãî ãåòåðîêëiíi÷íî-

ãî öèêëó). Öå ùå îäèí øëÿõ äî ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Âiäìiòèìî,

ùî BQ òà BV ¹ áiôóðêàöiéíèìè ëiíiÿìè êîëè α ∈ (π/2, π) òà r ∈ (0, 1/2).

Îòæå, ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè iñíóþòü ïðèíàéìíi äëÿ âñiõ α ∈ (π/2, α2) òà çíè-

êàþòü (âèíèêàþòü) ïiä÷àñ âèëêîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ íà áiôóðêà-

öiéíié ëiíi¨ BV . Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè áiëüø äåòàëüíî îïèøåìî âïëèâ

áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ íà çìiíó ñòiéêîñòi ðiçíîìàíiòíèõ ðåæèìiâ íà ïîÿâó

ìóëüòèñòàáiëüíîñòi ó ñèñòåìi.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèñàëè ëèøå äâi ç ìîæëèâèõ áiôóðêàöié ïîÿâè

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Âàæëèâîþ âiäìiííiñòþ (êðiì iíøîãî) ó öèõ äâîõ ái-

ôóðêàöiÿõ ¹ òå, ùî ó ïåðøîìó âèïàäêó ëîêàëüíà ÷àñòèíà áiôóðêàöi¨ ó òî÷öi
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âiäáóâàëàñü âçäîâæ iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó, à ó äðóãîìó âèïàäêó öÿ áiôóð-

êàöiÿ âiäáóâàëàñü ó òðàíñâåðñàëüíîìó íàïðÿìêó. Î÷åâèäíî, ùî äîñëiäæåííÿ

áiôóðêàöié ïåðøîãî òèïó ¹ áiëüø ïðîñòèì, îñêiëüêè ëîêàëüíî çàäà÷à ìîæå

çâåñòèñü äî çíàõîäæåííÿ áiôóðêàöié íà iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ ìåíøî¨ ðîç-

ìiðíîñòi i, êðiì òîãî, òàêi áiôóðêàöi¨ ïðîñòiøå çíàõîäèòè ÷èñåëüíèìè ìåòîäà-

ìè. Äâi îïèñàíi áiôóðêàöi¨ íå âè÷åðïóþòü ìîæëèâîñòi ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ

öèêëiâ. Äàëi ìè ïîêàæåìî áiëüø ñêëàäíi áiôóðêàöiéíi ñöåíàði¨ ïîÿâè öèõ öè-

êëiâ, äîñëiäæåííÿ ÿêèõ âèìàãà¹ âèâ÷åííÿ äèíàìiêè çà ìåæàìè îäíî�âèìiðíèõ

iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ùî ¹ ðåáðàìè êàíîíi÷íî¨ iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi. Äåÿêi

ç áiôóðêàöié íå ðóéíóþòü ñòðóêòóðó ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, à ëèøå çìiíþ-

þòü ¨õ ñòiéêiñòü.

3.6.5. Çìiíà ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ó ìîìåíòè áiôóðêàöié

Âëàñíi çíà÷åííÿ λ1(α, r) ñiäåë P1, P2 óçäîâæ S2 × S2 íàïðÿìêó ¹ íåãà-

òèâíèìè äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ó ïàðàìåòðè÷íié îáëàñòi BQH

(äèâ. ðèñ. 8.12), òîáòî êîëè α ∈ (α−, α+) òà r ∈ (0, 1/2). Òîìó öi ñiäëà ïðè-

òÿãóþòüñÿ óçäîâæ S2 × S2 iíâàðiàíòíèõ ëiíié. Ñóìà iíøèõ ïàð âëàñíèõ çíà-

÷åíü σ(α, r) = λ2(α, r) + λ3(α, r) ¹ íåãàòèâíîþ äëÿ α ∈ (α−, π/2) òà âîíà ¹

ïîçèòèâíîþ äëÿ α ∈ (π/2, α+). Öi ðåçóëüòàòè ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè â

ïîäàëüøîìó äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðiçíèõ òèïiâ ðîçâ'ÿçêiâ. Âiäìiòèìî,

ùî íà âiäìiíó âiä ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ÷àñòiøå áóâàþòü

íàïiâñòiéêèìè, îñêiëüêè ìiñòÿòü ñiäëîâi òî÷êè. Îäíàê ãëîáàëüíà ãåòåðîêëiíi-

÷íà ìåðåæà ìîæå áóòè ¹äèíèì àòðàêòîðîì óñi¹¨ ñèñòåìè, ÿê áóäå ïîêàçàíî

äàëi.

Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ ãåòåðîêëiíi÷íîãî òà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Çi

ñêàçàíîãî âèùå ìè ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê ùî ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë

Γ1

⋃
Γ2 ¹ ïðèòÿãóþ÷èì, êîëè âií iñíó¹ òà α < π/2, òà âií ¹ âiäøòîâõóþ÷èì

ïðè α > π/2. Ïðÿìà ëiíiÿ

BM = {(α, r) : α = π/2}

¹ ëiíi¹þ çìiíè ñòiéêîñòi (ðåçîíàíñó) ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ÿêà äëÿ öi-
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¹¨ ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç ëiíi¹þ áiôóðêàöié Àíäðîíîâà�Õîïôà àíòèôàçíèõ

Z4�ñèìåòðè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ñóáêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ

âèíèêà¹ òðàíñâåðñàëüíî äî iíâàðiàíòíî¨ S2 ïëîùèíè ïðè ïåðåòèíi ïàðàìåòðîì

αëiíi¨ BM . Ïðè çìåíøåííi ïàðàìåòðó α òà ïåðåòèíi íèì ëiíi¨ BM âíàñëiäîê

âêàçàíî¨ áiôóðêàöi¨ íåñòiéêèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñòà¹ ñòiéêèì òà îäíî-

÷àñíî íàðîäæóþòüñÿ äâà ñèìåòðè÷íèõ ñiäëîâèõ ãðàíè÷íèõ öèêëè. Äâà íîâi

ñiäëîâi ãðàíè÷íi öèêëè óòâîðþþòüñÿ ó äâîõ ðiçíèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòÿõ Ci
i êîæåí ç íèõ íàñëiäó¹ ôîðìó ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó, ç ÿêîãî âií ïîÿâèâñÿ.

Äàíó áiôóðêàöiþ áóäåìî íàçèâàòè âèëêîâîþ áiôóðêàöi¹þ ãåòåðîêëiíi÷íîãî òà

ãðàíè÷íèõ öèêëiâ (PFC), îñêiëüêè âîíà íàñëiäó¹ ïåâíi âëàñòèâîñòi âèëêîâî¨

áiôóðêàöi¨ òî÷îê. Ìè îïèñàëà ñóïåðêòèòè÷íèé òèï òàêî¨ áiôóðêàöi¨. Î÷åâè-

äíî, ùî àíàëîãi÷íî âiäáóâà¹òüñÿ ñóáêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ òîãî òèïó. Áëèçüêi

îäíèí äî îäíîãî ãåòåðîêëiíi÷íèé òà ãðàíè÷íèé öèêë ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíi

íà ðèñ. 3.11(b) ïðè α íå íàáàãàòî ìåíøîìó çà π/2.

Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âñåðåäèíi êàíîíi÷íîãî iíâàðiàíòíîãî ðåãiî-

íó. Ðîçãëÿíåìî àíòèñèíõðîííó ìíîæèíóM(4) âñåðåäèíi iíâàðiàíòíîãî òåòðà-

åäðà (ëiíiÿ ç Z2 ñèìåòði¹þ íà ðèñ. 3.11(a)). ÖåíòðM(4) (òîáòî òî÷êà ðiâíîðîç-

ïîäiëåíèõ ôàç Φsplay ç ñèìåòði¹þ Z4) ¹ àòðàêòîðîì âçäîâæ öüîãî ìíîãîâèäó

äëÿ áóäü�ÿêèõ α, r ç ðåãiîíó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi. Òî-

÷êà Φsplay ¹ ñiäëî�ôîêóñîì äëÿ α ∈ [0, π/2) òà âîíà ¹ ñòîêîì äëÿ α ∈ (π/2, π).

Öåíòð iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó M(4) çìiíþ¹ ñâîþ ñòiéêiñòü ó ðåçóëüòàòi ñó-

ïåðêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà íà ëiíi¨ BM .

Îòæå, ïðè α òðîõè ìåíøîìó çà π/2 ñèñòåìà ìà¹ äâà ñèìåòðè÷íi ãåòå-

ðîêëiíi÷íi öèêëè íà ãðàíÿõ òåòðàåäðà, ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë âñåðåäèíi

òåòðàåäðà, òà äâà ñiäëîâèõ ãðàíè÷íèõ öèêëè. Âiäìiòèìî, ùî äâî�âèìiðíi ií-

âàðiàíòíi ìíîãîâèäè çãàäàíèõ ñiäëîâèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ðîçäiëÿþòü

êîæåí òåòðàåäð íà òðè áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ (ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ òà ãðà-

íè÷íîãî öèêëó). Ïðè ïîäàëüøîìó çìåíøåííi ïàðàìåòðó α òà ïðîõîäæåííi

íèì ÷åðåç êðèâó BTR (äèâ. ðèñ. 8.12) âiäáóâà¹òüñÿ ñóáêðèòè÷íà âèëêîâà ái-

ôóðêàöiÿ ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó òà äâîõ ñiäëîâèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Äëÿ

ùå ìåíøèõ çíà÷åíü α (ïiñëÿ áiôóðêàöi¨) ñiäëîâèõ ãðàíè÷íèé öèêë ¹ ¹äèíèì

ãðàíè÷íèì öèêëîì âñåðåäèíi (êîæíîãî ç øåñòè) iíâàðiàíòíîãî òåòðàåäðà. Ó
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âèïàäêó r ∈ [0,
√

5/10] öåé ñiäëîâèé ãðàíè÷íèé öèêë âèíèêà¹ ðàçîì ç ãå-

òåðîêëiíi÷íèìè öèêëàìè ó òðàíñêðèòè÷íié�âóçëîâié áiôóðêàöi¨ öèêëiâ ïðè

ïðîõîäæåííi ïàðàìåòðó α ÷åðåç ëiíiþ BH. Ïiä ÷àñ öi¹¨ áiôóðêàöi¨ ïðèòÿãóþ-

÷èé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ÷àñòèí, ðîçïàäà¹òüñÿ

íà äâà ñòiéêèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí, i ïðè

öüîìó ìiæ äâîìà ñòiéêèìè ãåòåðîêëiíi÷íèìè öèêëàìè ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ñiäëî-

âèé ãðàíè÷íèé öèêë. Öå ¹ äðóãèé âàðiàíò çìiøàíî¨ âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨ ãåòå-

ðîêëiíi÷íèõ òà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Âiäìiòèìî, ùî ó äàíîìó âèïàäêó ñiäëîâi

ãðàíè÷íi öèêëè ñïiâiñíóþòü çi ñòiéêèìè ãðàíè÷íèìè öèêëàìè, ÿêi ¹ ¹äèíèìè

àòðàêòîðàìè ñèñòåìè. ßê i ó âèïàäêó N = 3, ëiíiÿ òðàíñêðèòè÷íî¨ ãîìîêëi-

íi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó ç'¹äíó¹òüñÿ ç ëiíi¹þ ñiäëî�âóçëîâî¨

áiôóðêàöi¨ (ëiíi¨ HGEB òà HAED íà ðèñ. 8.12). Âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi

êîðîçìiðíîñòi�äâà E, äå (αE, rE) = (arctan(3),
√

5/10).

Äâî�âèìiðíi ìíîæèíè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Ó âèïàäêó N = 4 ñi-

äëîâà�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ïîÿâè äâîõ òî÷îê íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ âiäáóâà¹òüñÿ

ïðè ïåðåòèíi ïàðàìåòðàìè êðèâî¨ HA ó (α, r)�ïëîùèíè. Öÿ ëîêàëüíà áiôóð-

êàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ íà ÷îòèðüîõ iíâàðiàíòíèõ S3×S1 ëiíiÿõ îäíî÷àñíî i ðîçáè-

âà¹ ãëîáàëüíèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðà¹êòîðié öèõ ëiíié,

ç'¹äíàíèõ ïîñëiäîâíî. Äëÿ r > rE îïèñàíèé ñöåíàðié ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè

íåñòiéêèé ìíîãîâèäW u(P1) ïðÿìó¹ äî òî÷êè ñòîêó. Ñiäëî�çâ'ÿçíà áiôóðêàöiÿ,

ÿêà âiäáóâà¹òüñÿ íà iíâàðiàíòíèõ S3 × S1 ëiíiÿõ òà ó iíâàðiàíòíèõ ïëîùèíàõ,

áëèçüêî äî iíâàðiàíòíèõ ëiíié, ¹ òàêîæ ïðè÷èíîþ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öè-

êëiâ. Íàéïðîñòiøèé ñöåíàðié öi¹¨ áiôóðêàöi¨ âiäáóâà¹òüñÿ äëÿ r ∈ (rE, rD)

òà ñõåìà âiäïîâiäíîãî ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó çîáðàæåíà íà ðèñ. 8.14(a). Ó

öüîìó âèïàäêó êîæíà êðèâà Γi, i = 1,2, ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿòè ÷àñòèí. Ðîç-

ãëÿäàþ÷è òåòðàåäð â öiëîìó, ìîæíà áà÷èòè, ùî äâà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ó

òåòðàåäði ìàþòü ÷îòèðè ñïiëüíi ÷àñòèíè (R11R12, R13R14, R21R22, R23R24, ).

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñíóþòü ÷îòèðè êâàçi�òðèêóòíi äâî�âèìiðíi îáëàñòi (ÿê

R24P1R11, çîêðåìà), ÿêi çàïîâíåíi òðà¹êòîðiÿìè, ùî ðóõàþòüñÿ ó îäíîìó íà-

ïðÿìêó. Îòæå, ÿê çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.14(b), ñèñòåìà ìà¹ äâî�âèìiðíó ìíîæè-

íó ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Êîæåí òàêèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ¹ îá'¹äíàííÿì

÷îòèðüîõ òðèêóòíèõ äâî�âèìiðíèõ ìíîæèí òðà¹êòîðié, ùî ç'¹äíóþòüñÿ îêðå-
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ìèìè òðà¹êòîðiÿìè�ëiíiÿìè. Îäèí, ç ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ îïèñàíî¨ ìíî-

æèíè ìà¹ 12 ÷àñòèí: P1R11R12P
′
1R13R14P2R21R22P

′
2R23R24. Ìåíøi ãåòåðîêëi-

íi÷íi öèêëè ñêëàäàþòüñÿ âiä 8 äî 11 òðà¹êòîðié, ÿêi ç'¹äíàíi ñiäëîâèìè

òà ñiäëî�âóçëîâèìè òî÷êàìè. Çi çáiëüøåííÿì ïàðàìåòðó α îïèñàíèé áàãà-

òî�êîìïîíåíòíèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà çâè÷àéíèé äëÿ

N = 4 ãåòåðîêëiíi÷íi öèêë (ðèñ. 8.13(b)). Îñòàíí¹ ïåðåòâîðåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ

âíàñëiäîê çíèêàííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê ñiäëî�âóçëiâ ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ òà ïåðåõî-

äó òðà¹êòîðié Γi öiëêîì ó âíóòðiøíþ ÷àñòèíó òåòðàåäðà ç iíâàðiàíòíèõ ëiíié.

Ñòiéêiñòü íîâîãî ðåãóëÿðíîãî ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó çìiíèòüñÿ çáiëüøåííi α

i äîñÿãíåííi çíà÷åííÿ π/2 , à ñàì öèêë ó ïîäàëüøîìó çíèêíå ïðè ïåðåòèíi

αëiíi¨ BV .

Ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöié ïîÿâè âíóòðiøíiõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öè-

êëiâ. Íà ðèñ.8.15 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè íà iíâà-

ðiàíòíèõ ïëîùèíàõ, êîëè ïàðàìåòðè íàëåæàòü îáëàñòi HGDR áiôóðêàöiéíî¨

ïëîùèíè. Òóò ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ùî ñöåíàðié ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íîãî öè-

êëó ìîæå áóäå íàáàãàòî ñêëàäíiøèì íiæ ãëîáàëüíà áiôóðêàöiÿ, ëîêàëüíîþ

÷àñòèíîþ ÿêî¨ ¹ ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ íà iíâàðiàíòíèõ S3×S1 ëiíiÿõ. Ëi-

íiÿ ID íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ðåïðåçåíòó¹ òðàíñêðèòè÷íi òà ñiäëî�âóçëîâi

áiôóðêàöi¨, ùî âêëþ÷àþòü äæåðåëî, ùî ëåæèòü íà S3 × S1 iíâàðiàíòíié ëiíi¨

òà øiñòü ñiäåë, ùî íàëåæàòü iíâàðiàíòíèì ïëîùèíàì. Äâi ëiíi¨ áiôóðêàöié

ëåæàòü äóæå áëèçüêî îäíà äî îäíî¨. Ïîñëiäîâíiñòü ï'ÿòè áiôóðêàöié âiäáóâà-

¹òüñÿ íà iíâàðiàíòíèõ ïëîùèíàõ i öÿ ïîñëiäîâíiñòü ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíà íà

ðèñ. 8.16(I). Òî÷êà I áiôóðêàöiéíî¨ äiàãðàìè (ðèñ. 8.12) ìà¹ êîîðäèíàòè α = 0

òà r = 1/4. âíàñëiäîê áiôóðêàöié âèíèêà¹ äâàíàäöÿòü ñiäåë äëÿ áóäü ÿêîãî

r > 1/4 ïðè α = 0. Âèëêîâi áiôóðêàöi¨ äåâ'ÿòè ñiäåë ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó

α ðåäóêóþòü öi äâàíàäöÿòü ñiäåë äî øåñòè ñiäåë, ùî ëåæàòü ó iíâàðiàíòíèõ

ïëîùèíàõ. Ëiíiÿ ID ïåðåòèíà¹ ëiíiþ ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöi¨ HA ó òî÷öi G,

à ëiíiþ òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ BH ó òî÷öi F . Îòæå, iñíóþòü òðè îñíîâíi

ìîæëèâîñòi äëÿ âèíèêíåííÿ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ äëÿ r > rG ≈ 0.303.

1. Ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó α íåñòiéêà òî÷êà Ui áåðå ó÷àñòü ó äåÿêèõ áiôóð-

êàöiÿõ ç îñîáëèâîþ òî÷êîþ Vi òà ñòà¹ ñiäëîâîþ òî÷êîþ. Öå ñiäëî ïî¹äíó¹òüñÿ

çi ñòiéêîþ òî÷êîþ Wi ó ñiäëî�âóçëîâié/ãåòåðîêëiíi÷íié áiôóðêàöi¨, ÿê ïîêà-
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çàíî íà ðèñ. 8.16(I). Ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöié âiäáóâà¹òüñÿ, êîëè íàáëèæåíî

r ∈ (0.303, 0404).

2. Ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó α ñòiéêà òî÷êà Wi áiôóðêó¹ äî òðüîõ ñòié-

êèõ òî÷îê âñåðåäèíi òåòðàåäðà íà òðüîõ iíâàðiàíòíèõ ïëîùèíàõ òà òðàíñ-

ôîðìó¹òüñÿ ó ñiäëî ïåðåä çíèêíåííÿì ó ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨ ç òî-

÷êîþ Ui. Ùîéíî óòâîðåíi ñiäëîâi òî÷êè ó ïîäàëüøîìó áåðóòü ó÷àñòü ó ñi-

äëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöiÿõ ç òî÷êàìè Vi ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðà α, ÿê ïî-

êàçàíî íà ðèñ. 8.16(II(a)). Ëiíiÿ DJ íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ðåïðåçåí-

òó¹ ïåðøó ñiäëî�âóçëîâó áiôóðêàöiþ, ñõåìàòè÷íèé ïîðòðåò ÿêî¨ ïîêàçàíî íà

ðèñ. 8.16(II(b)). Âiäìiòèìî, ùî îñòàííÿ ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹-

òüñÿ âñåðåäèíi òåòðàåäðà íà iíâàðiàíòíié ïëîùèíi çà ìåæàìè iíâàðiàíòíî¨

S3 × S1 ëiíi¨. Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî ñiäëî�çâ'ÿçíà áiôóðêàöiÿ íà ëiíi¨ KD,

ÿêà ïðîâîäèòü ðåîðãàíiçàöiþ ñåïàðàòðèñ V1W2 òà UV2, âiäáóâà¹òüñÿ ðàíiøå

ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöi¨ ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó. Ïiñëÿ ñiäëî�çâ'ÿçíî¨ ái-

ôóðêàöi¨ ìè ìà¹ìî ôàçîâèé ïîðòðåò, ùî çîáðàæåíèé íà ðèñ. 8.15. Äàëi âiä-

ìiòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöié (ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.16(II)) ¹ ðiçíîþ,

çîêðåìà, áiôóðêàöiÿ (g)�(h) âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåä (e)�(f) ïðè çáiëüøåííi ïàðà-

ìåòðà α, êîëè çíà÷åííÿ iíøîãî ïàðàìåòðà r ¹ áëèçüêèì äî 1/2.

3. Ó âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòð r çìiíþ¹òüñÿ íà ìàëîìó iíòåðâàëi ó îêîëi çíà÷å-

ííÿ 0.404, ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöié ìîæå áóòè ùå ñêëàäíiøîþ. Ó ïîïåðåäíiõ

âèïàäêàõ îäèí çi ñòiéêèõ âóçëiâ Ui ÷è Wi ñòàâàâ ñiäëîì (íåñòiéêèì ÷è ñòié-

êèì ó òðàíñâåðñàëüíîìó äî iíâàðiàíòíèõ ëiíié íàïðÿìêó, âiäïîâiäíî) ïiñëÿ

äåÿêî¨ áiôóðêàöi¨ i ïîòiì öå ñiäëî âçà¹ìîäiÿëî ç iíøèìè âóçëàìè, çíèêàþ÷è

ó ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨. Ó öüîìó æ âèïàäêó ¹ ïðÿìà âçà¹ìîäiÿ âêàçà-

íèõ âóçëiâ, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.16(III)), êîëè ïàðàìåòð αçìiíþ¹òüñÿ íà

äóæà ìàëîìó iíòåðâàëi. Âiäìiòèìî, ùî ïðÿìà âçà¹ìîäiÿ äâîõ âóçëiâ ¹ äîñèòü

íåñòàíäàðòíîþ áiôóðêàöi¹þ, ÿêà ìîæå áóòè îïèñàíà ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi

íîðìàëüíîþ ôîðìîþ dz/dt = z2 + µ, äå z = x + ıy ∈ C, µ � áiôóðêàöié-

íèé ïàðàìåòð. Ó ïîäàëüøîìó âiäáóâà¹òüñÿ ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ, ïðî-

äåìîíñòðîâàíà íà ðèñ. 8.17. Ëîêàëüíà ÷àñòèíà ôàçîâîãî ïîðòðåòó (e) ïiñëÿ

îñòàííüî¨ ç ïîñëiäîâíîñòi áiôóðêàöié, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 8.16(III)), ¹ ÷àñòè-

íîþ ãëîáàëüíîãî ôàçîâîãî ïîðòðåòó, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 8.17(a). Ãëîáàëüíà
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áiôóðêàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ëîêàëüíèõ ïåðåáóäîâ ñåïàðàòðèñ íà iíâàðiàíòíèõ

ïëîùèíàõ âñåðåäèíi êîæíîãî òåòðàåäðà. Ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨ ãåòåðîêëiíi-

÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê ç S3 × S1

iíâàðiàíòíîþ ëiíi¹þ (ðèñ. 8.17(b)). Ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ òàêîæ âèíè-

êà¹ ïðè ìàëèõ âàðiàöiÿõ ïàðàìåòðó r ∈ (0.404, 0.4045) ÿê ïðîäîâæåííÿ ïî-

ñëiäîâíîñòi áiôóðêàöié, ïîêàçàíèõ íà ðèñ. 8.16(III(a) − (d)), ç ïîäàëüøèìè

ñiäëî�âóçëîâèìè áiôóðêàöiÿìè íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨. Ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ êîæåí

ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ÷àñòèí, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ

òî÷îê ç S3 × S1 iíâàðiàíòíîþ ëiíi¹þ (ðèñ. 8.17(c)). Ñiäëîâi òî÷êè Ri1 ñïiâi-

ñíóþòü ó öüîìó âèïàäêó ç ãåòåðîêëiíi÷íèì öèêëîì ïðè ìàëîìó çáiëüøåííi

ïàðàìåòðó α òà çãîäîì âîíè çíèêàþòü ó ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨.

3.6.6. Ðåçþìå ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié äëÿ N = 4

Âèùå áóëî ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà ÷îòèðüîõ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ

îñöèëÿòîðiâ (3.1) ç äâî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨ (3.3) ìàæ ï'ÿòü

ðiçíèõ òèïiâ áiôóðêàöié ïîÿâè ãðóáèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Ëiíi¨ ãå-

òåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié êîðîçìiðíîñòi�îäèí ïîêàçàíî íà ïàðàìåòðè÷íié

(α, r)�ïëîùèíi íà ðèñ. 8.12. À ñàìå ñèñòåìà ìà¹ íàñòóïíi ãåòåðîêëiíi÷íi ái-

ôóðêàöi¨:

1. TCPFH (transcritical�pitchfork heteroclinic). Òðàíñêðèòè÷íî�âèëêîâà ãå-

òåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà ïàðàìå-

òðè÷íié ëiíi¨ BE.

2. SNH (saddle�node/heteroclinic). Ñiäëî�âóçëîâà/ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ

íà iíâàðiàíòíèõ S3 × S1 ëiíiÿõ, ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà ïàðàìåòðè÷íié ëiíi¨ ED.

3. SNIH (saddle�node inside (tetrahedra)/heteroclinic). Ciäëî�âóçëîâà áiôóð-

êàöiÿ íà iíâàðiàíòíèõ S2 ïëîùèíàõ ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ êàíîíi÷íèõ ðåãiî-

íiâ (òåòðàåäðiâ), ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà ïàðàìåòðè÷íié ðèâié DL.

4. SCIH (saddle�connecion inside/heteroclinic). Ciäëî�çâ'ÿçíà áiôóðêàöiÿ íà

iíâàðiàíòíèõ S2 ïëîùèíàõ ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ òåòðàåäðiâ, ùî âiäáóâà¹-

òüñÿ ó ìàëîìó îêîëi òî÷êè D ó ïàðàìåòðè÷íié ïëîùèíi.

5. PFH (pitchfork/heteroclinic). Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ íà iíâàðiàíòíèõ S2 × S2

ëiíiÿõ, ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà ïàðàìåòðè÷íié ðèâié BV .
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6. MPFC (mixed pitchfork of the heteroclinic and limit cycles). Âèëêîâà ái-

ôóðêàöiÿ ãåòåðîêëiíi÷íî öèêëó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç iíâàðiàíòíèõ ëiíié içîòðîïi¨

S3 × S1, òà äâîõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà ïàðàìåòðè÷íié ëiíi¨

BM . Äðóãèé âàðiàíò öi¹¨ áiôóðêàöi¨ äëÿ âçà¹ìîäi¨ äâîõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ òà

ãðàí÷íîãî öèêëó, ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà ëiíi¨ BH.

Ãðóáèé ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè iñíóþòü âñåðåäèíi îáëàñòi BEDTLV ó ïà-

ðàìåòðè÷íié ïëîùèíi (ðèñ. 8.12). Öi ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ¹ ñòiéêèìè ïðè

α < π/2 òà íåñòiéêèìè ïðè α > π/2 ç áiôóðêàöi¹þ ðåçîíàíñó ïðè α = π/2.

Ó áiëüøîñòi ïàðàìåòðè÷íî¨ îáëàñòi BEDTLM ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ¹ ¹äèíè-

ìè àòðàêòîðàìè ñèñòåìè (3.1), (3.3). Ëèøå áiëÿ ïàðàìåòðè÷íî¨ ëiíi¨ TL êðiì

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ iñíóþòü ïðèòÿãóþ÷i ðîçâ'ÿçêè ç içîòðîïi¹þ S2.

Iñíóþòü äâî�âèìiðíi ìíîæèíè îðáiò, ÿêi ¹ ÷àñòèíàìè ãåòåðîêëiíi÷íèõ

öèêëiâ. Òîáòî iñíó¹ ìíîæèíà ïîñëiäîâíî çâ'ÿçàíèõ îêðåìèõ òðà¹êòîðié,

äâî�âèìiðíèõ ìíîæèí òðà¹êòîðié òà ïîëîæåíü ðiâíîâàãè (ñiäëîâîãî òà ñi-

äëî�âóçëîâîãî òèïiâ), ÿêà ðàçîì óòâîðþ¹ íåïåðåðâíó îäíî�ïàðàìåòðè÷íó

ñiì'þ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ (ðèñ. 8.14(b)). Äàíà ìíîæèíà óòâîðþ¹òüñÿ, êîëè

(α, r) = (π/2, 0) òà ó ìîìåíò áiôóðêàöié SNH íà ëiíi¨ ED (8.12).

Âiäìiòèìî, ùî áiôóðêàöi¨ TCPFH òà SNH óòâîðþþòü ìåðåæó, ÿêà ¹ åêñ-

òðåìàëüíî ÷óòëèâîþ äî çáóðåíü (äåòàëüíî åêñòðåìàëüíà ÷óòëèâiñòü áóäå äî-

ñëiäæóâàòèñü ó ïiäðîçäiëi 3.9) òà âèâ÷àëàñü ó ðîáîòàõ [34, 33]. Iíøi æ ãåòåðî-

êëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ óòâîðþþòü öèêëè, ÿêi ñòèñêàþòüñÿ ó ñåðåäèíó êàíîíi÷íèõ

iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé i îòæå íå ¹ åêñòðåìàëüíî ÷óòëèâèìè äî çáóðåíü ÷àñòîò.

3.7. Äèíàìiêà ìîäåëi Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíî-

ñòi

Ó äàíîìó ðîçäiëi áóëî ïðîâäåíî áiôóðêàöiéíèé àíàëiç ãëîáàëüíî

çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿ-

òîðiâ áóëî îïèñàíî ëîêàëüíi áiôóðêàöi¨ íàéáiëüø ïðîñòèõ òà íàéáiëüø âàæëè-

âèõ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè. Îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ, òî

âèíèêíåííÿ çíà÷íî¨ êiëüêîñòi ãëîáàëüíèõ áiôóðêàöi¨ ¹ òèïîâèì. Òàêi ãëîáàëü-

íi áiôóðêàöi¨ âêëþ÷àþòü ó ñåáå ñêëàäîâèìè ÷àñòèíàìè ðiçíi òèïè ëîêàëüíèõ
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áiôóðêàöié (ÿê, íàïðèêëàä áiëüøiñòü ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié). Êðiì òî-

ãî, äåÿêi ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨ âêëþ÷àþòü ó ñåáå ñêëàäîâèìè iíøi ãëîáàëüíi

áiôóðêàöi¨, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ó ìåíøèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòîðó (ÿê, íà-

ïðèêëàä, ñiäëî�çâ'ÿçíà ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ àáî áiôóðêàöiÿ êàòàñòðîôè

áëàêèòíîãî íåáà). Ó äâîõ ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ áóëî äåòàëüíî îïèñàíî ãëî-

áàëüíi áiôóðêàöi¨ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ó ìîäåëÿõ òðüîõ òà ÷îòèðüîõ

îñöèëÿòîðiâ (ó ìîäåëi äâîõ îñöèëÿòîðiâ âñi áiôóðêàöi¨ ëîêàëüíi) ïðè âàðiàöi¨

äâîõ ïàðàìåòðiâ. Áiôóðêàöiéíi ñöåíàði¨ âèÿâèëèñü íà äèâî ðiçíîìàíiòíèìè,

âðàõîâóþ÷è ìàëó êiëüêiñòü ñòóïåíiâ ñâîáîäè. Äàíà ðiçíîìàíiòíiñòü ó ïåâíié

ìiði ¹ íàñëiäêîì SN ñèìåòði¨ ñèñòåìè. Ñèìåòði¨ ïîðîäæóþòü áiôóðêàöi¨ êîðî-

çìiðíîñòi�îäèí ç öåíòðàëüíèìè ìíîãîâèäàìè, ùî ìàþòü ðîçìiðíiñòü äâà ÷è

áiëüøå, ÿêi ìàþòü íåòðèâiàëüíi îáìåæåííÿ íà íîðìàëüíi ôîðìè (äèâ., íàïðè-

êëàä, [146, 209, 149]). Îäíàê, òîïîëîãiÿ òîðó ñïðè÷èíÿ¹ òå, ùî ëîêàëüíi áiôóð-

êàöi¨ ÷àñòî ìàþòü ãëîáàëüíi íàñëiäêè. Òàêîæ ñèìåòði¨ i çâ'ÿçêè òîðî¨äàëüíîãî

ïðîñòîðó ñïðè÷èíÿþòü ïîÿâó äîñèòü ñêëàäíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ ñòðóêòóð, ÿê,

çîêðåìà, áàãàòî�âèìiðíi íåïåðåðâíi ìíîæèíè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ.

Îïèñàíi âèùå áiôóðêàöi¨ ñèñòåìè (3.1) ¹ çäåáiëüøîãî çàãàëüíèìè ó êîí-

òåêñòi íàÿâíèõ ñèìåòðié i, îòæå, ¹ ãðóáèìè òà íåçàëåæíèìè âiä âèáîðó ôóí-

êöi¨ çâ'ÿçêó. Çáiëüøåííÿ ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè òà óñêëàäíåííÿ ôóíêöi¨ âçà¹-

ìîäi¨ ïðèçâîäèòü äî î÷åâèäíîãî óñêëàäíåííÿ äèíàìiêè ñèñòåìè. Ó ðîáîòàõ

[31, 194, 39, 60, 59], çîêðåìà, ïîêàçàíî iñíóâàííÿ ñêëàäíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ

ñòðóêòóð, õàîòè÷íèõ àòðàêòîðiâ òà êîíñåðâàòèâíîãî õàîñó ó âèïàäêó N ≥ 5

äëÿ äâî�ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ôàçîâî¨ âçà¹ìîäi¨ òà ó âèïàäêó N ≥ 4, êîëè

ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ìà¹ ÷åòâåðòó ãàðìîíiêó.

Íåçâàæàþ÷è íà çàãàëüíó ñêëàäíiñòü äèíàìi÷íî¨ ïîâåäiíêè (3.1), (3.3), äå-

ÿêi âëàñòèâîñòi öi¹¨ ñèñòåìè ìîæíà îïèñàòè âèêîðèñòîâóþ÷è ùîéíî îïèñàíi

ðåçóëüòàòè òà çàñòîñîâóþ÷è ïîäiáíi äî íàâåäåíèõ âèùå ìåòîäiâ.

1. Ñèñòåìà (3.1) ìà¹ ñèìåòðiþ SN , à òàêîæ iíøi ñèìåòði¨, ïîðîäæåíi öi¹þ òà

âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ ôàçîâî¨ âçà¹ìîäi¨ g. Òàêîæ ñèñòåìà ìà¹ ñèìåòðiþ ôà-

çîâîãî çñóâó.

2. Ñèñòåìà (3.1) ìîæå çàâæäè áóòè çâåäåíîþ äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ.

Ïðè öüîìó ðîçìiðíîñòi îñíîâíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí çìåíøóþòüñÿ íà îäè-
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íèöþ.

3. Ñèñòåìà ìà¹ iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ïîòîêó ìíîæèíè, ùî âiäïîâiäàþòü ði-

çíîìàíiòíèì êëàñòåðàì ç θi = θj, i 6= j. Ðîçìiðíiñòü iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè

ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ âàðiþ¹òüñÿ âiä 1 äî N − 2, ùî âiäïîâiäà¹ êiëüêî-

ñòi êëàñòåðiâ âiä 2 äî N−1. Iíâàðiàíòíi (N−2)�âèìiðíi ãiïåðïëîùèíè ñèñòåìè

ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (3.33) ðîçäiëÿþòü âåñü ôàçîâèé ïðîñòið TN−1íà (N − 1)!

êàíîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ ðåãiîíiâ C. Iíâàðiàíòíi ðåãiîíè ðóéíóþòüñÿ ëèøå ïðè
íàÿâíîñòi çáóðåíü ÷àñòîò ñèñòåìè, êîëè îñöèëÿòîðè ñòàþòü íåiäåíòè÷íèìè.

4. Ñèíõðîííèé ðîçâ'ÿçîê Θsync (ïî÷àòîê êîîðäèíàò Φsync) iñíó¹ äëÿ áóäü�ÿêèõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ α, r. Âií ¹ ñòîêîì ïðè α ∈ (− arccos(2r), arccos(2r)), âè-

ðîäæåíèì ñiäëîì ïðè α = ± arccos(2r) òà äæåðåëîì äëÿ iíøèõ α. Ëîêàëü-

íi áiôóðêàöi¨ äàíî¨ òî÷êè çàâæäè ¹ ãëîáàëüíèìè áiôóðêàöiÿìè ïîÿâè áiëüø

ñêëàäíèõ äèíàìi÷íèõ ñòðóêòóð (ÿê i ó îïèñàíèõ âèïàäêàõ N = 3, 4).

5. Ðåæèì ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ôàç Θsplay (àáî Φsplay äëÿ ñèñòåìè ó ðiçíè-

öÿõ) ç ñèìåòði¹þ ZN iñíó¹ äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. Äàíi ðåæèìè

¹ ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ i òàêèõ ðiçíèõ ðå-

æèìiâ ¹ (N − 1)! (ó çàëåæíîñòi âiä ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê). Äëÿ ñèñòåìè ó

ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ öi òî÷êè ¹ öåíòðàìè äëÿ êàíîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ ðåãiîíiâ

C. Ñòiéêiñòü äàíèõ ðåæèìiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì 3.20. Òèïîâîþ ái-

ôóðêàöi¹þ äëÿ òàêèõ ðåæèìiâ ¹ áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà, ùî çìiíþ¹ ¨õ

ñòiéêiñòü, à òàêîæ ïîðîäæó¹ iñíóâàííÿ îäíîãî àáî ìíîæèíè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ

(ó çàëåæíîñòi âiä ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè i ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó).

6. Âàæëèâîþ äëÿ ñèñòåìè ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ ìíîæèíàM(N),

ùî îïèñó¹ ñèòóàöiþ ïîâíî¨ àíòèôàçè, òîáòî êîëè ïàðàìåòð ïîðÿäêó R = 0.

M(N) ¹ (N − 2)�âèìiðíîþ äëÿ îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè òà (N − 3)�âèìiðíîþ äëÿ

ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ. Äëÿ N = 2, 3, 4 ìíîæèíà M(N) ¹ iíâàðiàíòíîþ

âiäíîñíî ïîòîêiâ ñèñòåìè, à äëÿ N ≥ 5 âîíà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó iíâàðiàí-

òíîþ íå ¹. Ìíîæèíà ðåæèìiâ ðîçïîäiëåíèõ ÷àñòîò ¹ î÷åâèäíîþ ïiäìíîæèíîþ

ðåæèìó ïîâíî¨ àíòèôàçè: Θsplay ⊂M(N).

7. Ïðè r = ±1
2

cosα ñèñòåìà (3.33) ìà¹ òðàíñêðèòè÷íó ãîìîêëiíi÷íó áiôóðêà-

öiþ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêùî r ∈ (0, r̃), äå
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r̃ =
N − 2

2
√

2N2 − 4N + 4
.

Îñòàííÿ áiôóðêàöiÿ ¹ òðàíñêðèòè÷íî�âèëêîâîþ/ãåòåðîêëiíi÷íîþ ó âèïàäêàõ

ïàðíèõ çíà÷åíü N . Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ó öüîìó âèïàäêó ñêëàäàþòüñÿ ç N

iíâàðiàíòíèõ ëiíié, ùî ìàþòü içîòðîïiþ SN−1 × S1.

8. Ñèñòåìà ìà¹ ñiäëî�âóçëîâó/ãåòåðîêëiíi÷íó áiôóðêàöiþ ïðè r ∈ [r̃, r]

äëÿ äåÿêèõ r < 1/2 (çàëåæíèõ âiä ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè). Óìîâîþ iñíó-

âàííÿ áiôóðêàöi¨ ¹ çâ'ÿçêè ìiæ îäíî�âèìiðíèìè iíâàðiàíòíèìè ìíîãîâè-

äàìè ñiäåë, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ ñèñòåìè. Áiôóðêàöiÿ

êîðîçìiðíîñòi�äâà ïåðåòèíó êðèâèõ òðàíñêðèòè÷íî¨/ãîìîêëiíi÷íî¨ òà ñi-

äëî�âóçëîâî¨/ãîìîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ âiäáóâà¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî ãåòåðî-

êëiíi÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç âèðîäæåíîãî ñiäëà ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÷àñòèí

iíâàðiàíòíèõ SN−1 × S1 ëiíié, ÿêi ç'¹äíóþòüñÿ ñiäëî�âóçëîâèìè òî÷êàìè.

9. Äëÿ ñèñòåì N çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ iñíóþòü ãðóái ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè

äëÿ äîñèòü øèðîêî¨ îáëàñòi ïàðàìåòðiâ (α, r). Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ìîæóòü

áóòè ó öüîìó âèïàäêó àòðàêòîðàìè, ðåïåëåðàìè àáî íàïiâñòiéêèìè ìíîæèíà-

ìè. Iñíó¹ ìíîæèíà ïàðàìåòðiâ äå ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ¹ ¹äèíèìè àòðàêòîðà-

ìè ñèñòåìè.

3.8. Äèíàìiêà ìîäåëåé ç ïàðíèìè òà íåïàðíèìè ôóíêöiÿìè âçà-

¹ìîäi¨

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (3.1) ó äâîõ ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ, êîëè ôóíêöiÿ g(x)

¹ ïàðíîþ ÷è íåïàðíîþ. Òàêîæ, ÿê i ðàíiøå, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî äàíà ôóíêöiÿ

¹ 2π�ïåðiîäè÷íîþ òà äèôåðåíöiéîâíîþ: g(x) ∈ C1(S1). Äàíà ôóíêöiÿ çàâæäè

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíîþ ó âèãëÿäi:

g(x) = g+(x) + g−(x), g+(x) =
1

2
[g(x) + g(−x)], g+(x) =

1

2
[g(x)− g(−x)],

(3.45)
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äå g+(x) ¹ ¨¨ ïàðíîþ, à g−(x) ¹ ¨¨ íåïàðíîþ ÷àñòèíàìè. Äëÿ áiëüø êîíêðå-

òíî¨ äâî�ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó (3.3) ïðåäñòàâëåííÿ ïàðíî¨ òà íåïàðíî¨

÷àñòèí ìàþòü âèãëÿä:

g+(x) = −q cosx sinα− r cos(2x) sin β, (3.46)

g−(x) = q sinx cosα + r sin(2x) cos β. (3.47)

Ç îñòàííiõ ñïiââiäíîøåíü âèäíî, ùî äâî�ãàðìîíi÷íà g(x) ¹ ïàðíîþ, êîëè α =

β = π/2 i íåïàðíîþ, êîëè α = β = 0. Òàêîæ i äëÿ çàãàëüíîãî ðîçêëàäó ôóíêöi¨

g(x) ó ðÿä Ôóð'¹ ¨¨ ïàðíiñòü ÷è íåïàðíiñòü âèçíà÷àþòü ïàðàìåòðè ôàçîâîãî

çñóâó äëÿ êîæíî¨ ãàðìîíiêè. Ïðîäîâæåííÿ áiôóðêàöiéíî¨ êðèâî¨ ìiæ äâîìà

ãðàíè÷íèìè ñòàíàìè ìîæå ìàòè ñâî¨ öiêàâi òà âàæëèâi îñîáëèâîñòi íå ëèøå

äëÿ ñèñòåìè ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ åëåìåíòiâ, à i äëÿ iíøèõ ñèìåòðè÷íèõ ìåðåæ

âçà¹ìîäi¨, ÿê, çîêðåìà áóäå ïîêàçàíî ó ðîçäiëi 5.

3.8.1. Ãðàäi¹íòíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè ç íåïàðíèì çâ'ÿçêîì

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ¹ íåïàðíîþ (òîáòî,

êîëè g+(x) ≡ 0). ßê çàçíà÷àëîñü ó ïiäðîçäiëi 3.2, ó âèïàäêó iäåíòè÷íèõ îñöè-

ëÿòîðiâ ìîæíà ââàæàòè íóëüîâîþ çàãàëüíó ÷àñòîòó ω i çàìiñòü ñèñòåìè (3.1)

ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó

dθi
dt

=
1

N

N∑
j=1

g(θi − θj), j = 1, . . . N. (3.48)

Äiéñíî ïåðåõiä âiä (3.1) äî (3.48) âiäáóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ

θi íà θi − ωt. Ñèñòåìà (3.48) ¹ �çàìîðîæåíèì� âàðiàíòîì ñèñòåìè (3.1), êîëè

çóïèíÿ¹òüñÿ ðóõ óçäîâæ íàïðÿìêó (1, . . . , 1) i öiëi ïåðiîäè÷íi îðáiòè ðåäóêóþ-

òüñÿ ó òî÷êó. Çîêðåìà, ñèíõðîííèé ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ ñèñòåìè Θsync ¹ ïî÷àòêîì

êîîðäèíàò. .
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Òåîðåìà 3.8.1. Ñèñòåìà (3.48) ¹ ãðàäi¹íòíîþ ç ïîòåíöiàëîì

V (θ1, . . . , θN) = − 1

2N

N∑
i,j=1

h(θi − θj), h′(x) = g(x),

êîëè ôóíêöiÿ g(x) ¹ íåïàðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ íåïàðíî¨ ôóíêöi¨ g(0) = 0, áåçïîñåðå-

äíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

−∂V (Θ)

∂θi
=

∂

∂θi

(
1

2N

N∑
i,j=1

h(θi − θj)

)
=

1

2N

N∑
j=1,j 6=i

(
g(θi − θj)−

N∑
j=1,j 6=i

g(θj − θi)

)
=

=
1

N

(
g(0) +

N∑
j=1,j 6=i

g(θi − θj)

)
=

1

N

N∑
j=1

g(θi − θj) =
dθi
dt
.

Ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. �

Î÷åâèäíî, äëÿ îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (3.1) òà íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ âèêîíó-

¹òüñÿ:

d

dt
θi = ω − ∂

∂θi
V (θ1, . . . , θN), i = 1, . . . , N.

Ç Òåîðåìè 3.48 âèïëèâà¹, ùî äëÿ íåïàðíîãî çâ'ÿçêó âèêîíó¹òüñÿ:

dV (θ1, . . . , θN)

dt
=

N∑
j=1

∂V (Θ)

∂θj
· dθj
dt

= −
N∑
j=1

(
∂V (Θ)

∂θj

)2

≤ 0.

Îñòàííié âèðàç ¹ ðiâíiñòþ ëèøå ó ïîëîæåííÿõ ðiâíîâàãè ñèñòåìè i ëèøå ó

öèõ òî÷êàõ ¹ ëîêàëüíi ìiíiìóìè ïîòåíöiàëó. Ç îñòàííüîãî òàêîæ âèïëèâà¹,

ùî ñèñòåìà (3.48) ç íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨ íå ìîæå ìàòè ïåðiîäè÷íèõ

òà ãîìîêëiíi÷íèõ îðáiò, à òàêîæ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ.

Ëîãi÷íèì çäà¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ, ùî âiäïîâiäíà (3.48) ñèñòåìà ó ôàçîâèõ

ðiçíèöÿõ òàêîæ ìà¹ áóòè ãðàäi¹íòíîþ. Àëå öå íå òàê. Ïîêàçàòè öå ìîæíà íà

êîíòðïðèêëàäi âæå äëÿ ñèñòåìè òðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Cèñòåìà (3.48)

ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ϕ2 = θ1 − θ3, ϕ1 = θ1 − θ2 ìà¹ âèãëÿä:
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dϕ1

dt
=

1

3
(2g(ϕ1) + g(ϕ2) + g(ϕ1 − ϕ2)) ,

dϕ2

dt
=

1

3
(2g(ϕ2) + g(ϕ1) + g(ϕ2 − ϕ1)) . (3.49)

Öÿ ñèñòåìà ¹ ãðàäi¹íòíîþ, ÿêùî äëÿ íåïàðíî¨ 2π�ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ g(x)

iñíó¹ ôóíêöiÿ V (ϕ1, ϕ2)�ïîòåíöiàë, ÿêà ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè óìîâi

V (ϕ1, ϕ2) = −
∫
dϕ1

dt
dϕ1 + C1(ϕ2) = −

∫
dϕ2

dt
dϕ2 + C2(ϕ1),

äå C1(ϕ2), C2(ϕ1) � ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿêi ïîòðiáíî âiäïîâiäíèì ÷èíîì

ïiäiáðàòè. Îñòàííÿ ðiâíiñòü äëÿ ñèñòåìè (3.49) îçíà÷à¹, ùî

− (2h(ϕ1) + g(ϕ2)ϕ1 + g(ϕ1 − ϕ2))+3C1(ϕ2) = − (2h(ϕ2) + g(ϕ1)ϕ2 + g(ϕ2 − ϕ1))+3C2(ϕ1),

à, îòæå, ùî C1(ϕ2) = −2
3
h(ϕ2), C2(ϕ1) = −2

3
h(ϕ1) òà

g(ϕ2)ϕ1 = g(ϕ1)ϕ2.

Î÷åâèäíî, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ æîäíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ ôóí-

êöi¨, îòæå ñèñòåìà (3.49) íå ¹ ãðàäi¹íòíîþ i, òàêèì ÷èíîì, áiëüø çàãàëüíà

ñèñòåìà (3.48) íå ¹ ãðàäi¹íòíîþ òàêîæ.

3.8.2. Áåçäèâåðãåíòíiñòü ñèñòåìè ç ïàðíîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨

Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ñèñòåìè (3.1) ç ïàðíîþ ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó (òîáòî,

êîëè g−(x) ≡ 0). Äèíàìiêà ñèñòåìè ó öüîìó âèïàäêó ¹ áàãàòøîþ òà öiêàâiøîþ

íiæ ó ñèñòåìè ç íåïàðíèì çâ'ÿçêîì. Çîêðåìà, ÿê ïîêàçàíî ó ðîáîòàõ [60, 59],

äàíà ñèñòåìà ìîæå ìàòè õàîòè÷íó êîíñåðâàòèâíó äèíàìiêó ó âèïàäêó íàÿâ-

íîñòi ÷åòâåðòî¨ ãàðìîíiêè ó ôóíêöi¨ g. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹

îäíó ç îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè.

Òåîðåìà 3.8.2. Ïîòiê ñèñòåìè (3.1) ¹ áåçäèâåðãåíòíèì ó âèïàäêó, êîëè

ôóíêöiÿ g(x) ¹ ïàðíîþ. Êðiì òîãî ðåäóêîâàíà ñèñòåìà (3.10) ¹ òàêîæ áåç-
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äèâåðãåíòíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî äëÿ ïðàâèõ ÷àñòèí F (Θ) = (F1(Θ), . . . , FN(Θ)),

Fi(Θ) = Fi(θ1, . . . , θN), ðiâíÿííÿ (3.1) âèêîíó¹òüñÿ:

∂Fi(Θ)

∂θi
=

1

N

N∑
j=1,j 6=i

g′(θi − θj)

i, îòæå, ìà¹ ìiñöå

N∑
i=1

∂Fi(Θ)

∂θi
=

1

N

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

g′(θi − θj).

Ç ïàðíîñòi ôóíêöi¨ g(x) âèïëèâà¹ íåïàðíiñòü ôóíêöi¨ g′(x). Òàêèì ÷èíîì

g′(θi − θj) = −g′(θj − θi) i, îòæå,

N∑
i=1

∂Fi(Θ)

∂θi
=

1

N

∑
1≤i<j≤N

g′(θi − θj) +
1

N

∑
1≤j<i≤N

g′(θi − θj) =

=
1

N

( ∑
1≤i<j≤N

g′(θi − θj)−
∑

1≤j<i≤N

g′(θj − θi)

)
=

=
1

N

( ∑
1≤i<j≤N

g′(θi − θj)−
∑

1≤i<j≤N

g′(θi − θj)

)
= 0.

Àíàëîãi÷íî äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (3.32) âèêîíó¹òüñÿ:

N−1∑
i=1

∂Gi(Φ)

∂ϕi
=

1

N

(
N−1∑
i=1

g′(−ϕi) + g′(ϕi)+

+
N−1∑

j=1,j 6=i

g′(ϕj − ϕi)

)
=

1

N

N−1∑
i=1

(
N−1∑

j=1,j 6=i

g′(ϕj − ϕi)

)
=

=
1

N

( ∑
1≤j<i≤N−1

g′(ϕj − ϕi)−
∑

1≤i<j≤N−1

g′(ϕi − ϕj)

)
= 0.
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Áåçäèâåðãåíòíiñòü ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ îçíà÷à¹ òàêîæ òå, ùî îðèãi-

íàëüíà ñèñòåìà ¹ áåçäèâåðãåíòíîþ ó ïðîñòîði íàïðÿìêiâ òðàíñâåðñàëüíèõ äî

íàïðÿìêó ôàçîâîãî çñóâó. �

Ñèìåòðiÿ ïåðåñòàíîâîê ñèñòåìè ðàçîì ç áåçäèâåðãåíòíiñòþ ïðèçâîäÿòü äî

iñíóâàííÿ iíøèõ òèïiâ ñèìåòðié. Ïîêàæåìî, ùî äàíà ñèñòåìà ìà¹ îñîáëèâèé

òèï ñèìåòðié, ùî íàçèâà¹òüñÿ ÷àñîâî�îáîðîòíîþ àáî ðåâåðñèâíîþ. Ðîçðîáëå-

íà ïîòóæíà òåîðiÿ âiäíîñíî îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåì ç òàêîþ ñèìåòði¹þ,

ïåðøi ðåçóëüòàòè ÿêî¨ áóëè îòðèìàíi ó ðîáîòàõ I. Ïàðàñþêà [254], Â. Àðíîëü-

äà [27, 29] òà Ì. Ñåâðþêà [292, 293]. Òàêîæ ñëiä âiäìiòèòè ðîáîòè ç öüîãî

íàïðÿìêó [239, 114, 324, 292, 138, 214, 274, 129, 52, 215, 349, 77, 75, 294, 303]

i ñòàòòþ Äæ. Ëàìáà òà Äæ. Ðîáåðòñà [213], ÿêà ¹ äóæå äåòàëüíèì îãëÿäîì

ëiòåðàòóðè ïî ðåâåðñèâíèõ ñèñòåìàõ (áiáëiîãðàôiÿ ìiñòèòü áiëüøå ÷îòèðüîõ

ñîòåíü ðîáiò).

Îçíà÷åííÿ 3.8.1. Iíâîëþöiÿ R : TN → TN ¹ ÷àñîâî�îáîðîòíîþ (ðåâåðñèâ-

íîþ) ñèìåòði¹þ, ÿêùî
d

dt
R(Θ) = −F (R(Θ)),

òîáòî R âiäîáðàæà¹ áóäü�ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ó iíøèé ðîçâ'ÿçîê, íàïðÿìîê ïîòîêó

ÿêîãî ¹ ïðîòèëåæíèì.

Äóæå âàæëèâîþ ïðè âèâ÷åííi ðåâåðñèâíîãî ïîòîêó ¹ éîãî ôiêñîâàíà ìíî-

æèíà:

FixR =
{

Θ ∈ TN : RΘ = Θ
}
. (3.50)

×àñîâî�ðåâåðñèâíèé äèíàìi÷íèé ïîòiê ìîæíà óÿâèòè ÿê ïîòiê ç äçåðêàëü-

íîþ ñèìåòði¹þ âiäíîñíî FixR, äå äçåðêàëüíî âiäîáðàæåíi ÷àñòèíè òðà¹êòîðié
ìàþòü ïðîòèëåæíèé ôàçîâèé íàïðÿìîê. Ïðè äîñëiäæåííÿõ ôàçîâèõ ïîòîêiâ

çðó÷íî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè âëàñòèâiñòü: R2 = Id, äå Id � iäåíòè÷íèé îïå-

ðàòîð. Òîáòî, ÿêùî R ¹ N×N�ìàòðèöåþ, îñòàííié çàïèñ ìà¹ âèãëÿä R2 = IN ,

IN � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Âàæëèâî âiäìiòèòè, ùî ôiêñîâàíà ìíîæèíà ÷àñîâî�ðåâåðñèâíî¨ ñèìåòði¨

íå ¹ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ó çàãàëüíîìó âèïàä-
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êó. Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹ ðåâåðñèâíó ñèìåòðiþ âiä, íàïðè-

êëàä, äçåðêàëüíî¨ ç òèì æå ôiêñîâàíèì ïiäïðîñòîðîì. Ðåâåðñèâíà ñèñòåìà

ìà¹ i iíøi âàæëèâi âëàñòèâîñòi, ÷àñòèíà ç ÿêèõ áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å ó öüîìó

ïiäðîçäiëi, à iíøi áóäóòü ïðîäåìîíñòðîâàíi ó ðîçäiëi 5. Çîêðåìà, âîíà ìî-

æå ìàòè ôiêñîâàíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið íóëüîâî¨ ðîçìiðíîñòi. Ìíîæèíà

ðåâåðñèâíèõ ñèñòåì ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíàìè ãàìiëüòîíîâèõ òà åêâiâàðiàí-

òíèõ ñèñòåì, ïðè öüîìó æîäíà çi çàçíà÷åíèõ ìíîæèí íå ïîãëèíà¹ iíøó [213,

ðèñ. 1]. Òàêîæ ðåâåðñèâíi ñèñòåìè ìîæóòü ìàòè ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ òà êâà-

çi�ïåðiîäè÷íèõ îðáiò òà íåòðèâiàëüíi ãåòåðîêëiíi÷íi ñòðóêòóðè, ÿêi çàçâè÷àé

îáìåæóþòü öi ñiì'¨. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹ ñèìåòðiþ ðîçãëÿäóâàíî¨ ó

öüîìó ðîçäiëi ñèñòåìè.

Òåîðåìà 3.8.3. Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ g(x) ñèñòåìà (3.1) ìà¹ ÷à-

ñîâî òà ïàðàìåòðè÷íî�ðåâåðñèâíó ñèìåòðiþ R : TN → TN , äå

R(Θ) = −Θ, ω 7→ −ω, t 7→ −t.

Äëÿ ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (3.10) öå âiäïîâiäà¹ ÷àñîâî�îáîðîòíié ñèìåòði¨ R̃ :

TN−1 → TN−1,

R̃(Θ̃) = −Θ̃, t 7→ −t.

Äîâåäåííÿ. Ïðè ω = 0 äëÿ ïðàâèõ ÷èñòèí ñèñòåìè ìà¹ìî:

Fi(θ1, . . . , θk) =
1

N

N∑
j=1

g(θi − θj) =

=
1

N

N∑
j=1

g(−θi + θj) = Fi(−θ1, . . . ,−θk).

Îòæå, äëÿ âåêòîðó ïðàâèõ ÷àñòèí âèêîíó¹òüñÿ: F (Θ) = F (R(Θ)). Îäíî÷àñíî

dR(Θ)/dt = −dΘ/dt. Îòæå, RF (Θ) = −F (RΘ) i ñèñòåìà ¹ ÷àñîâî ðåâåðñèâíî

äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó ω = 0. Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (3.1) ¹ ðåâåðñèâíîþ ïðè çìiíi

çíàêó ïàðàìåòðó ω äëÿ çâîðîòíüîãî ÷àñó. Ïîäiáíèì ÷èíîì ïåðåêîíó¹ìîñü,

ùî ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ òàêîæ ¹ ðåâåðñèâíîþ. Àëå ñèñòåìà (3.10) ¹
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÷àñîâî�îáîðîòíîþ ó çàãàëüíîìó íà âiäìiíó âiä ñèñòåìè (3.1), ÿêà ó çàãàëüíîìó

âèïàäêó ìà¹ ëèøå ÷àñîâî�ïàðàìåòðî�îáîðîòíó ñèìåòðiþ. �

Âiäìiòèìî, ùî ó âèïàäêó êîëè ñèñòåìà ìà¹ áóäü�ÿêó ñèìåòðiþ γ ∈ Γ òà

÷àñîâî�îáîðîòíó ñèìåòðiþ R, òî êîìïîçèöiÿ äâîõ ñèìåòðié γ ◦ R ¹ òàêîæ

÷àñîâî�îáîðîòíîþ ñèìåòði¹þ. Çîêðåìà, ìíîæèíà ÷àñîâî�îáîðîòíèõ ñèìåòðié

íà TN−1 ¹ îäíîçíà÷íî âiäïîâiäíîþ ìíîæèíîþ òàêèõ ñèìåòðié íà Γ [292, 213].

Îñòàííÿ ìíîæèíà ìîæå áóòè çãåíåðîâàíîþ ÿê ìíîæèíà ðåâåðñèâíèõ ñèìåòðié

R− äëÿ áóäü�ÿêî¨ äàíî¨ ðåâåðñèâíî¨ ñèìåòði¨ R. Íàñëiäêîì ç âèùå ñêàçàíîãî

¹ òå, ùî êîëè Θ ∈ TN ìà¹ içîòðîïiþ H ⊂ SN × T, òî òàêó æ içîòðîïiþ ìà¹ i

R(Θ).

ßê çàçíà÷àëîñü âèùå, ôiêñîâàíà ìíîæèíà ñèìåòði¨ R íå îáîâ'ÿçêîâî ïî-

âèííà áóòè iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ïîòîêó ñèñòåìè. Àëå, íåçâàæàþ÷è íà öå,

äàíà ìíîæèíà ¹ êëþ÷îì òà ïåðøèì êðîêîì äëÿ çíàõîäæåííÿ, äîñëiäæåí-

íÿ òà îïèñàííÿ ìíîæèí ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à òàêîæ ãîìîêëiíi÷íèõ òà

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Çîêðåìà ðåâåðñèâíà öåíòðàëüíà òåîðåìà Ëÿïóíî-

âà ñòâåðäæó¹, ùî çà óìîâè íåðåçîíàíñíîñòi ó îêîëi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç

FixR ç ïàðîþ ÷èñòî óÿâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, iñíó¹ äâî�ïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ

ðåâåðñèâíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, íàâiòü çà ó ìîâè íàÿâíîñòi äîäàòêîâèõ íóëüî-

âèõ âëàñíèõ çíà÷åíü [114, 324, 143]. Îñòàííþ âëàñòèâiñòü ìè ðîçãëÿíåìî òà

îïèøåìî ó äåòàëÿõ äëÿ ñèñòåìè ç öèðêóëÿíòíèì çâ'ÿçêîì ó ïiäðîçäiëi 5.4.

Ó âèïàäêó òðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ñèñòåìà ìà¹ äîäàòêîâó âèðîäæå-

íiñòü, ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì.

Òåîðåìà 3.8.4. Ñèñòåìà (3.1) òðüîõ îñöèëÿòîðiâ ç ïàðíîþ ôóíêöi¹þ

çâ'ÿçêó g(x) ìà¹ ïåðøèé iíòåãðàë

I(Θ) = I(θ1, θ2, θ3) = h(θ1 − θ2) + h(θ2 − θ3) + h(θ3 − θ1), (3.51)

äå h′(x) = g(x). Òàêîæ ïåðøèé iíòåãðàë âèãëÿäó

Ĩ(Φ) = Ĩ(ϕ1, ϕ2) = h(ϕ1)− h(ϕ2) + h(ϕ2 − ϕ1) (3.52)

ìà¹ ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (3.32).
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Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàäàíî ó äîäàòêó Â.6 (äèâ. ñòîð. 387).

Âèñëîâèìî òóò ãiïîòåçó, ùî ñèñòåìà (3.1) ìà¹ ïåðøèé iíòåãðàë äëÿ äîâiëü-

íîãî N i ïàðíié g(x). Òàêi iíòåãðàëè çíàéäåíi äëÿ iíøèõ êîíôiãóðàöié îñöèëÿ-

òîðíèõ ìåðåæ, çîêðåìà äëÿ öèðêóëÿíòíèõ ìåðåæ (äèâ. ïiäðîçäië 5.6.1). Äëÿ

ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ìåðåæ öå ïèòàííÿ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Ó ðîáîòi [30, Ashwin, Bick, Burylko] äåòàëüíî îïèñàíî ñòðóêòóðó ôàçîâîãî

ïðîñòîðó ó ðåâåðñèâíîìó âèïàäêó äëÿ N = 3 òà N = 4. Ó öié ðîáîòi áó-

ëî îïèñàíî, ÿêèì ÷èíîì ÷àñîâî�ðåâåðñèâíà ñèìåòðiÿ âïëèâà¹ íà ôîðìóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëèøå ïåâíèõ òèïiâ. Çîêðåìà áóëî ïîêàçàíî ÿêèì ÷èíîì ñó-

ïåðïîçèöiÿ ñèìåòðié R òà ZN ñïðè÷èíÿþòü iñíóâàííÿ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ

òà ñiìåé ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Âiäìiòèìî òàêîæ ùî ó âèïàäêó N = 4 ñèñòåìà

ìîæå ìàòè êîíñåðâàòèâíèé õàîñ [60, 35, 58, 59] ó âèïàäêó íàÿâíîñòi òðåòüî¨ òà

÷åòâåðòî¨ ãàðìîíiê ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ g. Êðiì òîãî ó âèïàäêó N ≥ 4 ôàçîâèé

ïðîñòið ìîæå çàïîâíþâàòèñü ñiì'ÿìè äóæå öiêàâèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

ùî ìàþòü âèãëÿä êiëüêîõ çâ'ÿçàíèõ ñèìåòðè÷íèõ �ïðóæèí� i ìîæóòü îïè-

ñóâàòè òèïîâó äèíàìiêó íåéðîííèõ ñèãíàëiâ (bursting neuron) [170, 176, 124].

Äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè òà áiôóðêàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé ó âèïàäêó ñèñòåìè

(3.1) ç N ≥ 5 òà ïàðíîþ ôóíêöi¹þ g ¹ îäíèì ç íàéöiêàâiøèõ íàïðÿìêiâ, ùî

ìîæëèâî ïðèçâåäå äî ïîÿâè íîâèõ òåîðié.

3.9. Åêñòðåìàëüíà ÷óòëèâiñòü äî çáóðåíü ó ôàçîâèõ ìîäåëÿõ

Ó ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ äàíîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäàëàñü ñèñòåìà ãëîáàëüíî

çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ (3.1), âñi âëàñíi ÷àñòîòè ÿêèõ ¹ iäåíòè÷íèìè: ωi = ω.

Iäåíòè÷íiñòü ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ñïðè÷èíÿëà ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê, ÿêà, ó

ñâîþ ÷åðãó, ïðèçâîäèëà äî iñíóâàííÿ êëàñòåðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, êà-

íîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü âèêëþ÷íî ôàçîâî çàìêíóòi òðà-

¹êòîði¨. Ïðèðîäíié iíòåðåñ âèêëèêà¹ ñèòóàöiÿ, êîëè ÷àñòîòè îñöèëÿòîðiâ ωi
¹ íåiäåíòè÷íèìè. Î÷åâèäíî, ùî âñi ñèìåòði¨ ïîðóøóþòüñÿ, ùî ïðèçâåäå äî

ïåðåáóäîâè iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ðîçðèâó ãðàíèöü iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé

i, îòæå, ïîÿâè íîâèõ òèïiâ êîëåêòèâíèõ îñöèëÿòîðíèõ ðåæèìiâ. Äåÿêi âëà-

ñòèâîñòi òàêèõ ÷àñòîòíèõ çáóðåíü îïèøåìî ó äàíîìó ïiäðîçäiëi.
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Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó íåiäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
i=1

g(θi − θj), i = 1, . . . , N, (3.53)

äå θi � ôàçîâi çìiííi, ωi � âëàñíi ÷àñòîòè, K � ïàðàìåòðà ñèëè çâ'ÿçêiâ, g

� ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨, òà ¨¨ ðåäóêöiþ ó ôàçîâèõ çìiííèõ (3.31), ïðåäñòàâëåíó

ó âèãëÿäi

dϕi
dt

= ∆i +
K

N

(
−g(−ϕi) +

N−1∑
j=1

g(ϕj)−
N−1∑

j=1,j 6=i

g(ϕj − ϕi)

)
, i = 1, . . . , N − 1,

(3.54)

äå ∆i = ω1 − ωi+1, i = 1, . . . , N. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó Ãàíñå-

ëà�Ìàòî�Ìîíü¹, êîëè ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨ çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

g(x) = − sin(x− α) + r sin(2x) (3.55)

ç ïàðàìåòðàìè α, r. Äëÿ ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi Êóðàìîòî ç r = α = 0 çìåíøåí-

íÿ ñèëè çâ'ÿçêó K ïðèçâåäå äî áiëüøî¨ ÷óòëèâîñòi ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó äî

âàðiàöi¨ âëàñíèõ ÷àñòîò ωi, ùî ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ÿê íåâiäïîâiäíiñòü íàáóòî¨ ñåðå-

äíüî¨ ÷àñòîòè îñöèëÿòîðiâ, ÿêùî ðiçíèöÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ¹ äîñèòü âåëèêîþ.

Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèñòåìè (3.53) ç ôóíêöi¹þ (3.55) ñèòóàöiÿ ¹ çíà-

÷íî ñêëàäíiøîþ. Äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè åêñòðåìàëüíî ìàëå çáóðåííÿ ÷àñòî ìîæå

äåñèíõðîíiçóâàòè ôàçîâó äèíàìiêó íàâiòü áåç ðîç'¹äíàííÿ íàáóòèõ ÷àñòîò.

Íàñïðàâäi âàðiàöi¨ ïàðàìåòðiâ α òà r ìîæóòü ïðèçâåñòè äî ìèòò¹âî¨ çìiíè

ñòiéêîñòåé ñèíôàçíîãî òà àíòèôàçíîãî ðåæèìiâ. Áóäå ïîêàçàíî, ùî ïåðåõiä

ìiæ äâîìà ôàçîâî çàìêíóòèìè ñòàíàìè, ÿê ïðàâèëî, ñóïðîâîäæó¹òüñÿ òàê

çâàíîþ åêñòðåìàëüíîþ ÷óòëèâiñòþ äî ÷àñòîòíèõ çáóðåíü. Öå îçíà÷à¹, ùî

ïîáëèçó ïåðåõiäíîãî ñòàíó ôàçîâà çàìêíóòiñòü ìîæå áóòè çðóéíîâàíà øëÿõîì

ââåäåííÿ äîâiëüíèõ ìàëèõ ðiçíèöü ôàçîâèõ ÷àñòîò iíäèâiäóàëüíèõ îñöèëÿòî-

ðiâ. Iíøèìè ñëîâàìè ìàëi çáóðåííÿ ìîæóòü çðóéíóâàòè áàð'¹ðè êàíîíi÷íèõ

iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, à ôàçîâî çàìêíóòà òðà¹êòîðiÿ ìîæå ñòàòè ôàçîâî íå-

çàìêíóòîþ ïiñëÿ çáóðåííÿ, ïîêèäà¹ ñâîþ iíâàðiàíòíó îáëàñòü òà ïî÷èíà¹ �ãó-
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ëÿòè� ïî iíøèõ ÷àñòèíàõ ôàçîâîãî ïðîñòîðó, ÿêi äî çáóðåííÿ áàëè äëÿ íå¨

íåäîñòóïíèìè.

ßê áóëî ïîêàçàíî ó ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ ñèñòåìà (3.53) ïîêàçó¹ äóæå

âàðiàòèâíó äèíàìiêó ó âèïàäêó ωi = ω. Íàéáiëüø õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ

ñèñòåìè ¹ íàÿâíiñòü ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ i ðiçíîìàíiòíèõ áiôóðêàöié, ùî

ïðèçâîäÿòü äî ¨õ ïîÿâè. Äàëi áóäå ïîêàçàíî, ùî ñàìå çáóðåííÿ öèõ ãåòåðîêëi-

íi÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ïðèâîäèòü äî iñíóâàííÿ åêñòðåìàëüíî¨ ÷óòëèâîñòi

ó ñèñòåìi.

Îçíà÷èìî âåêòîð ÷àñòîòíî¨ ÷óòëèâîñòi

δ = (∆1, . . . ,∆N), ∆i = ω1 − ωi+1, i = 1, . . . N − 1.

Îçíà÷åííÿ 3.9.1. Çàôiêñó¹ìî âñi ïàðàìåòðè ó ñèñòåìi (3.53) êðiì δ. ×óòëè-

âiñòþ äî çáóðåíü ñèñòåìè ââàæà¹ìî ìíîæèíó çíà÷åíü Ω òàêèõ, ùî âñi àòðà-

êòîðè ñèñòåìè ìàþòü îáìåæåíi ðiçíèöi ôàç ïðè ‖δ‖<Ω. ßêùî Ω ¹ ìàëèì, òî

ñèñòåìà ìà¹ íèæíié ïîðiã ÷óòëèâîñòi äî çáóðåíü. ßêùî Ω = 0 òî ñèñòåìà ¹

åêñòðåìàëüíî ÷óòëèâîþ äî çáóðåíü.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ïðè ïîðóøåííi íåðiâíîñòi ‖δ‖<Ω ñèñòåìà ìà¹

ôàçîâî íåçàìêíóòi òðà¹êòîði¨. Àëå îñòàíí¹ íå îçíà÷à¹, ùî âñi òðà¹êòîði¨ ïî-

âèííi áóòè òàêèìè. Îçíà÷åííÿ ìîæíà ðîçøèðèòè, ÿêùî âèìàãàòè, ùîá ïðè

ïîðóøåííi çãàäàíî¨ íåðiâíîñòi íå ëèøå àòðàêòîðè ñòàâàëè ôàçîâî íåçàìêíó-

òèìè, à i áóäü ÿêà òðà¹êòîðiÿ. Ïîäiáíi ðåæèìè òðàïëÿþòüñÿ ïðè çáóðåííi

áåçäèâåðãåíòíèõ ñèñòåì, òîáòî êîëè ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó g ¹ ïàðíîþ.

ßêùî ωi = ω (òîáòî ∆i = 0), òî (ÿê áóëî ïîêàçàíî âèùå) êëàñòåðíi ìíî-

æèíè Pij, îçíà÷åíi äëÿ θi = θj ¹ iíâàðiàíòíèìè äëÿ âñiõ i 6= j òà ôîðìóþòü

äèíàìi÷íi áàð'¹ðè êîðîçìiðíîñòi�îäèí ó ñèñòåìi. Öi áàð'¹ðè ôîðìóþòü êà-

íîíi÷íi iíâàðiàíòíi îáëàñòi C îïèñàíi (3.11). Îñòàíí¹ ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî
ôàçîâi ðiçíèöi ðîçâ'ÿçêiâ ìóñÿòü áóòè îáìåæåíèìè íåçàëåæíî âiä ðîçìiðíîñòi

ñèñòåìè òà ¨¨ äèíàìiêè. Îñòàííié àðãóìåíò âæå íå äi¹, êîëè âëàñíi ÷àñòîòè ωi
ñòàþòü ðiçíèìè. Ñèñòåìà (3.53), (3.55) ç r = α = 0 òà ∆i = 0 ìà¹ âèðîäæåíó

áiôóðêàöiþ ó òî÷öi K = 0 ïðè çìiíi öüîãî ïàðàìåòðó. ßêùî K > 0, òî ¹äèíèì

àòðàêòîðîì öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ðåæèì ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync, à ¹äèíèì ðåïåëå-
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ðîì � ñòàí ïîâíî¨ àíòèôàçè ç R = 0, ùî çàäà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì

M(N). Ïðè K < 0 âñå íàâïàêè: M(N) � ¹äèíèé àòðàêòîð, Θsync � ðåïåëåð.

ßê áóëî ïîêàçàíî ó äàíîìó ðîçäiëi, äèíàìiêà äóæå óñêëàäíþ¹òüñÿ ïðè r 6= 0,

α 6= 0, àëå âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ, ùî ìiíÿ¹ ìiñöÿìè àòðàêòîðè òà ðåïåëåðè

ïðàöþ¹ òàê ñàìî, êîëè îñöèëÿòîðè ¹ iäåíòè÷íèìè. Ìè áóäåìî âiäøòîâõóâà-

òèñü âiä íåçáóðåíîãî âèïàäêó ñèñòåìè (3.53), (3.55), ïîêëàâøè K = 1 (ùî

ìîæíà çðîáèòè ìàñøòàáóâàííÿì ÷àñó), òà çáóðþþ÷è ó ïîäàëüøîìó ðiçíèöi

âëàñíèõ ÷àñòîò.

3.9.1. ×óòëèâiñòü äî çáóðåíü ÷àñòîò ïðè N = 2

Ó âèïàäêó äâîõ îñöèëÿòîðiâ ñèñòåìà (3.53) ðåäóêó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôà-

çîâî¨ ðiçíèöi ϕ = θ1 − θ2 äî îäíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dϕ

dt
= ∆1 − sinϕ cosα + r sin(2ϕ). (3.56)

Äëÿ ∆1 = 0 äèíàìiêà äàíî¨ ñèñòåìè äåòàëüíî îïèñàíà ó ïiäðîçäiëi 3.4. Äëÿ

r ∈ (0, 1/2) ñèñòåìà ìà¹ äâà îñîáëèâèõ ðîçâ'ÿçêè: ñèíõðîííèé ðåæèì ϕ = 0

òà àíòèôàçíèé ðåæèìè ϕ = π, ùî iñíóþòü äëÿ áóäü�ÿêèõ α. Òàêîæ ¹ ãiëêè

ðîçâ'ÿçêiâ ϕ = ± arccos
(

cosα
2r

)
, ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè α = arccos(2r) òà çíèêàþòü

ïðè α = arccos(−2r) âíàñëiäîê ñóïåðêðèòè÷íî¨ âèëêîâî¨ áiôóðêàöi¨. Ãiëêó

ïåðåõîäó âiä ðîçâ'ÿçêó ϕ = 0 äî ϕ = π ïðè çìiíi ïàðàìåòðó α ïîêàçàíî íà

áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi 8.7(a) íà (α, ϕ)�ïëîùèíi ïðè r 6= 0. Ïðè r = 0 öÿ

ãiëêà áóäå âåðòèêàëüíîþ ëiíi¹þ i îòæå âiäáóäåòüñÿ ìèòò¹âå ïåðåìèêàííÿ ìiæ

çãàäàíèìè ðîçâ'ÿçêàìè. Äëÿ r ∈ (0, 1/2) òà äîâiëüíèõ α ïàðàìåòð ÷óòëèâîñòi

äî çáóðåíü

Ω = min {|F−| , |F+|} , F− = min
ϕ∈T1

F (ϕ), F+ = max
ϕ∈T1

F (ϕ), F (ϕ) = − sinϕ cosα+r sin(2ϕ).

Ïiäðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî åêñòðåìóìè ôóíêöiÿ F (ϕ) ìà¹ ó òî÷êàõ

ϕmax,min = ± arccos

(
cosα±

√
cos2 α + 32r2

8r

)
.
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Äàëi ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî ìiíiìóì äîñÿãà¹òüñÿ ïðè α = ±π/2, äå |F−| = |F+|.
Ïîäàëüøi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî áàð'¹ðíèì çíà÷åííÿì ÷óòëèâîñòi ¹ Ω =

r. Òàêèì ÷èíîì ñèñòåìà äâîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ åêñòðåìàëüíî ÷óòëèâîþ

ëèøå ïðè r = 0, à r 6= 0 âîíà íå ¹ åêñòðåìàëüíî ÷óòëèâîþ.

3.9.2. Åêñòðåìàëüíà ÷óòëèâiñòü ïðè N = 3

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (3.54) ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ϕ1 = θ1 − θ2, ϕ2 = θ1 − θ3

òðüîõ íåiäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, òîáòî ç ∆1 = ω1−ω2, ∆2 = ω1−ω3.

ßê i ó âèïàäêó äâîõ îñöèëÿòîðiâ äîñëiäæåííÿ ïî÷èíà¹ìî ç íåçáóðåíî¨ ñèñòå-

ìè. Äèíàìiêà òà áiôóðêàöiéíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè òðüîõ iäåíòè÷íèõ îñöè-

ëÿòîðiâ äåòàëüíî îïèñàíà ó ïiäðîçäiëi 3.5. Íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi 8.7(b)

ïîêàçàíî áiôóðêàöiéíi êðèâi íà ïëîùèíi (α, ϕ1) ïðè r = 0.2. Áiôóðêàöiÿ ó òî-

÷öi E íà öié äiàãðàìi ïðè α = α0 ≈ 1.2574, r = 0.2 âèêëèêà¹ îñîáëèâèé iíòåðåñ,

îñêiëüêè âîíà ¹ ïðè÷èíîþ åêñòðåìàëüíî¨ ÷óòëèâîñòi äî çáóðåíü. Öÿ áiôóðêà-

öiÿ ¹ ñiäëî�âóçëîâîþ/ãåòåðîêëiíi÷íîþ ÿê áóëî îïèñàíî ó ïiäðîçäiëi 3.5.3 òà

ïîêàçàíî íà (α, r)�áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ðèñ. 8.8.

Íà ðèñ. 8.18 çîáðàæåíî ôàçîâi ïîðòðåòè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

âñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé íà ôàçîâié ïëîùèíi ξ = θ1 +e2πı/3θ2 +e4πı/3θ2

(ïåðåñòàíîâêè îñöèëÿòîðiâ âiäïîâiäàþòü ïîâîðîòàì ÷è äçåðêàëüíèì âiäîáðà-

æåííÿì, ùî çáåðiãàþòü ðiâíîñòîðîííié òðèêóòíèê). Ñòîðîíè òðèêóòíèêà âiä-

ïîâiäàþòü iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäàì ϕ1 = 0, ϕ2 = 0, ϕ1 = ϕ2 ñèñòåìè (3.54)

äëÿ ∆i = 0. Íà ðèñ. 8.18(a) ÷åðåç P ïîçíà÷åíî ñòiéêi âóçëè, à ÷åðåç R òà Q

� ñiäëîâi òî÷êè (óñiõ ïî òðè âíàñëiäîê ñèìåòði¨ Z3). Ïðè α = α0 âiäáóâà¹òüñÿ

ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ òî÷îê P òà R (ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.18(b)) i ïiñëÿ

áiôóðêàöi¨ ïðè α > α0 îáèäâi òî÷êè çíèêàþòü (ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.18(c)).

Áiôóðêàöiÿ ñïðè÷èíÿ¹ ïîÿâó ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó L.

Ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨ (ðèñ. 8.18(b)) ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ

òî÷êè Q ¹ λ1 < 0 òà λ2 > 0, ó òîé ÷àñ, ÿê òî÷êà P ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ

λ3 < 0 òà 0. Ïîñòàâèìî ïåðåðiçè Ïóàíêàðå, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.19, òà îçíà-

÷èìî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå H : Π1 7→ Π′1 çà äîïîìîãîþ H(a) = c äëÿ

0 < a� 1. Îñêiëüêè Π1 òà Π′1 ¹ iäåíòè÷íèìè âiäíîñíî ñèìåòði¨, òî ïîâíå âiä-

îáðàæåííÿ ïîâåðíåííÿ çàäà¹òüñÿ ÿê H3. Ðîçãëÿíåìî ïàðàìåòð ν òàêèé, ùî
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ïðè ν<0 ñèñòåìà ìà¹ äâi ãiïåðáîëi÷íi òî÷êè P , R, ïðè ν = 0 iñíó¹ ñiäëî�âóçîë,

à ïðè ν > 0 ñèñòåìà íå ìà¹ æîäíî¨ ç öèõ òî÷îê. Ïðè ν � 0 òðà¹êòîði¨ ïî-

÷èíàþòü íàáëèæàòèñü äî iíâàðiàíòíèõ ïðîñòîðiâ, òîáòî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ

a òðà¹êòîði¨ íå ìîæóòü ïåðåòíóòè Π′1, îñêiëüêè âîíè ñïî÷àòêó ïîïàäóòü ó

�ïàñòêó� òî÷êè P . Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ν > 0 òðà¹êòîðiÿ ñòàðòóâàëà ç Π1

íà âiäñòàíi a âiä ñòiéêîãî ìíîãîâèäó ñiäëîâî¨ òî÷êè Q òà ïîâåðíóëàñü äî Π1

íà âiäñòàíi ã âiä öüîãî æ ñòiéêîãî ìíîãîâèäó. Íàáëèæåííÿ ëiíiéíîãî ïîòîêó

áiëÿ Q äàñòü ñòàðøèé ïîðÿäîê ã = C1 exp{−C2ν
−1/2} äëÿ äîäàòíiõ êîíñòàíò

C1, C2. Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî ñòiéêà ïåðiîäè÷íà îðáiòà óòâîðþ¹òüñÿ ïî-

áëèçó iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ òî÷êè Q. Ó òåðìiíàõ îðèãiíàëüíèõ çìiííèõ

ν = |α− α0| îòðèìó¹ìî
ã = C1e

−C2

√
|α−α0|

íåçàëåæíî âiä ïàðàìåòðà a ó ñòàðøîìó ïîðÿäêó |α − α0|. Ïåðiîä T öèêëó L

îïèñó¹òüñÿ ÿê

T =
C3√
|α− α0|

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïåðiîä äóæå ïîâiëüíî çðîñòà¹ äî íåñêií÷åííîñòi ïðè

íàáëèæåííi ïàðàìåòðó äî áiôóðêàöiéíîãî çíà÷åííÿ α → α0. Öåé ãðà-

íè÷íèé öèêë ïðîiëþñòðîâàíèé íà ðèñ. 8.19(b) æèðíîþ ëiíi¹þ. Ó ìî-

ìåíò ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ ïðèòÿãóþ÷à ìåðåæà âçà¹-

ìîçâ'ÿçàíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ ïî÷èíà¹ íåòðèâiàëüíî îáåðòàòèñü íàâ-

êîëî ôàçîâîãî òîðó. Òàêà ñòðóêòóðà âèíèêà¹, êîëè òðà¹êòîðiÿ çàëèøà¹ ií-

âàðiàíòíó îáëàñòü ïîêàçàíó íà ðèñ. 8.19(b) (äå òðà¹êòîðiÿ ¹ øåñòèêóòíèì

ôàçîâî çàìêíóòèì ãðàíè÷íèì öèêëîì ç âåðøèíàìè P , Q òà ¨õ ñèìåòðè÷íèìè

âiäîáðàæåííÿìè, ç'¹äíàíèìè iíâàðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè, òðè ç ÿêèõ ëåæàòü

íà ϕ1 = 0, ϕ2 = 0 òà ϕ1 = ϕ2) òà ïî÷èíà¹ ðóõàòèñü íà óñüîìó ôàçîâîìó òîði

(ðèñ. 8.19(ñ)). Òàêà ìåðåæà ç'¹äíàíü ñïðè÷èíÿ¹òüñÿ äîâiëüíî ìàëèìè çáóðå-

ííÿìè, ùî äàþòü àòðàêòîðè áiëÿ öi¹¨ ìåðåæi, ùî ìàþòü íåîáìåæåíi ôàçî-

âi ðiçíèöi. Òîáòî äåñèíõðîíiçîâàíèé àòðàêòîð (ðèñ. 8.19(ñ)) óòâîðþ¹òüñÿ ç

çàìêíóòîãî ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó (ðèñ. 8.19(b)) ïðè çìiùåííi iíâàðiàí-
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òíèõ ìíîãîâèäiâ. Áiëüøå òîãî, ïðè α > α0 ïðèòÿãóþ÷i ïåðiîäè÷íi îðáiòè ¹

åêñïîíåíöiàëüíî áëèçüêèìè äî iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ (ðèñ. 8.19 (c) òà (b)).

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî

Ω = O
(

exp

{
− K√

α− α0

})
äëÿ α > α0.

Äëÿ α < α0 âèêîíó¹òüñÿ Ω = O (|α− α0|) çàâäÿêè ïàði ñiäëî�âóçëiâ. Îñòàíí¹
óçãîäæó¹òüñÿ ç ìàñøòàáóâàííÿì ÷óòëèâîñòi Ω áiëÿ α = α0. Îòæå, äóæå íåçíà-

÷íi çáóðåííÿ ñèìåòði¨ âëàñíèõ ÷àñòîò ïðèçâîäÿòü äî ðîçðèâó ãåòåðîêëiíi÷íî¨

êîíñòðóêöi¨ i ðîáèòü ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ôàçîâî íåçàìêíóòèì. Ìè áà÷èìî

ñóòò¹âó âiäìiííiñòü âèïàäêiâ ñèñòåìè (3.54) ïðè N = 2 òà N = 3 ó òîìó, ùî

ìåíøà ñèñòåìà íå ¹ åêñòðåìàëüíî ÷óòëèâîþ äî çáóðåíü ïðè r 6= 0, à áiëüøà ¹.

×óòëèâà çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðiâ ïðîiëþñòðîâàíà íà ðèñ. 4(a) òà 5 ðîáîòè

[228].

3.9.3. Åêñòðåìàëüíà ÷óòëèâiñòü ñèñòåì ñòàðøèõ ðîçìið-

íîñòåé

Äëÿ N ≥ 4 áiôóðêàöiéíi êîíñòðóêöi¨ ¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøèìè (ÿê áóëî

ïîêàçàíî ó ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ). Ó öèõ âèïàäêàõ ìîæíà çíàéòè âiäêðè-

òi îáëàñòi ïàðàìåòðiâ, äå iñíó¹ ëèøå îäèí àòðàêòîð, ÿêèé ¹ ãðóáèì ãåòåðî-

êëiíi÷íèì öèêëîì, ùî ç'¹äíó¹ êiëüêà êëàñòåðíèõ ñòàíiâ (ðåæèì ïîâiëüíîãî

ïåðåìèêàííÿ). Êðiì ïðîñòèõ ñiäåë, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêèé àòðàêòîð ìî-

æå ìiñòèòè ñiäëîâi ïåðiîäè÷íi ñiäëîâi îðáiòè. Ïî÷èíàþ÷è ç ðiçíèõ ïî÷àòêî-

âèõ äàíèõ, òðà¹êòîði¨ ïðèòÿãóþòüñÿ äî öèõ ç'¹äíóâàëüíèõ îðáiò, òîáòî âîíè

îñöèëþþòü ìiæ ñèìåòðè÷íî çâ'ÿçàíèìè ñiäëîâèìè ïåðiîäè÷íèìè îðáiòàìè ïî-

êàçóþ÷è �ñïîâiëüíåííÿ� ïåðiîäó êîëèâàíü. Åêñòðåìàëüíó ÷óòëèâiñòü ó öüîìó

âèïàäêó ìîæóòü ñïðè÷èíÿòè òàêîæ ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ, ëîêàëüíèìè

÷àñòèíàìè ÿêî¨ ¹ êiëüêà ñèìåòðè÷íèõ áiôóðêàöié ñiäëî�âóçëó öèêëiâ. Àíàëiç

áiôóðêàöié ïîêàçó¹ [37, 33, 322, 34], ùî ñèñòåìà ìîæå ìàòè åêñòðåìàëüíó ÷ó-

òëèâiñòü íå ëèøå áëèçüêó äî ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨, à i ó âèïàäêàõ

ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié iíøèõ òèïiâ (òðàíñêðèòè÷íî¨, ñiäëî�çâ'ÿçíî¨, òà

iíøèõ, îïèñàíèõ âèùå), ùî äîçâîëÿþòü òðà¹êòîðiÿì íåîáìåæåíî îáåðòàòèñü
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íàâêîëî òîðó.

Íà ðèñ. 4 ðîáîòè [34, Ashwin, Burylko, Maistrenko, Popovych] ïîêàçàíî ái-

ôóðêàöiéíi êðèâi åêñòðåìàëüíî¨ ÷óòëèâîñòi Ω ó çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðó α

äëÿ âèïàäêiâ N = 2, 3, 4 òà 5 ïðè ôiêñîâàíèõ K = 1, r = 0.2. Ω äåìîíñòðó¹

íàéìåíøó íàéáiëüøó àìïëiòóäó ÷óòëèâîñòi ∆ òàê, ùî ïðèíàéìíi îäèí àòðà-

êòîð íå ¹ ôàçîâî çàìêíóòèì (ìóëüòèñòàáiëüíiñòü ¹ òèïîâèì ÿâèùåì). Ïðè

N = 2 âiäñòàíü äî ∆ = 0 çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ (ÿê i áóëî ïîêàçàíî ðà-

íiøå), ó òîé ÷àñ ÿê ïðè N ≥ 3 êðèâà ÷óòëèâîñòi Ω íàáëèæà¹òüñÿ äî íóëÿ i

çàëèøà¹òüñÿ òàì íà ïðîòÿçi äåÿêîãî iíòåðâàëó. Ñöåíàði¨ âèíèêíåííÿ ÷óòëè-

âîñòi ¹ íåâèðîäæåíèìè äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè, çà âèíÿòêîì ïðèïóùåííÿ

ãëîáàëüíîãî çâ'ÿçêó ìiæ åëåìåíòàìè.

Íîâå ÿâèùå âèíèêà¹ ïðè N ≥ 5. Ó ðîáîòàõ [31, 34] ïðîäåìîíñòðîâàíî

ãåòåðîêëiíi÷íèé àòðàêòîð, ÿêèé äîçâîëÿ¹ íåîáìåæåíèé çðiñò ôàçîâèõ ðiçíèöü

äëÿ ÿê çàâãîäíî ìàëîãî çáóðåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò. Äàíà ñèòóàöiÿ âiäìiííà âiä

N = 4, äå ãåòåðîêëiíi÷íèé àòðàêòîð ¹ ãðóáèì, àëå íå çâ'ÿçó¹ ôóíäàìåíòàëüíi

îáëàñòi. ×èñåëüíi ïiäðàõóíêè äëÿ ñèñòåìè (3.54) ïðè N = 5, K = 1, r = 0.2

ïîêàçóþòü, ùî iñíó¹ iíòåðâàë α ∈ [1.21, 1.41] äëÿ ÿêèõ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè äëÿ

ìàëèõ âiäõèëåíü ∆ (õèáíî) ïðèòÿãóþòüñÿ äî ñiäëîâî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè. Íà

ðèñ. 5 ó [34] ïðîäåìîíñòðîâàíî ôàçîâî íåçàìêíóòi àòðàêòîðè, ùî âèíèêàþòü

ïðè ∆ ≈ 10−7 òà ìà¹ åêñòðåìàëüíó ÷óòëèâiñòü Ω ≈ 10−17.

Àíàëiòè÷íi äîñëiäæåííÿ òà ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ïiäòâåð-

äæóþòü ùî åêñòðåìàëüíà ÷óòëèâiñòü äî çáóðåíü âëàñíèõ ÷àñòîò ¹ çàãàëüíîþ

âëàñòèâiñòþ ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ òà ìîæå âiäáóâàòèñü áåç

ðîç'¹äíàííÿ îñöèëÿòîðiâ. Âîíà âèíèêà¹ áiëÿ çìiíè ñòiéêîñòi ñèíôàçíèõ òà àí-

òèôàçíèõ ñèíõðîííèõ ñòàíiâ i ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ïîðóøåííÿì ÷àñòîòíî¨ ñèíõðîíi-

çàöi¨ ìiæ iíäèâiäóàëüíèìè îñöèëÿòîðàìè ïðè ÿê çàâãîäíî ìàëîìó çáóðåííi òà

ìîæå âèíèêàòè íà âiäêðèòèõ ìíîæèíàõ ó ïàðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði. Âiäìi-

òèìî, ùî çàâäÿêè åêñòðåìàëüíié ÷óòëèâîñòi ñèñòåìà ìîæå çìiíèòè òèïè ñâî¨õ

àòðàêòîðiâ ïðè íàÿâíîñòi íåâåëèêîãî øóìó àáî ïðè ñëàáêèõ çîâíiøíiõ ñèãíà-

ëàõ íàâiòü ïðè äóæå ñëàáêîìó çâ'ÿçêó ìiæ åëåìåíòàìè. Ó ðîáîòi [33] òàêîæ

ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íî¨ ÷óòëèâîñòi òà ïîêàçó¹òüñÿ éîãî çâ'ÿçîê ç

åêñòðåìàëüíîþ ÷óòëèâiñòþ.



Ðîçäië 4

Áiôóðêàöi¨ â ñèñòåìàõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç

ïðèòÿãóþ÷îþ òà âiäøòîâõóþ÷îþ âçà¹ìîäi¹þ

4.1. Âèíèêíåííÿ ìîäåëi

Ó ïîïåðåäíiõ äâîõ ðîçäiëàõ ìè äåòàëüíî âèâ÷àëè ìîäåëi ãëîáàëüíî

çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ÿêi ìàþòü ðiçíi ïàðàìåòðè ó ôóí-

êöiÿõ âçà¹ìîäi¨, àëå ÿêi ìàþòü îäíàêîâó ñèëó K âïëèâó îäíèõ åëåìåíòiâ íà

iíøèõ. Íåçâàæàþ÷è íà ñêëàäíiñòü òà ðiçíîìàíiòíiñòü êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ,

ó ïðåäñòàâëåíèõ âèùå ìîäåëÿõ óñi îñöèëÿòîðè ïîâîäÿòü ñåáå ó ïåâíîìó ñåíñi

îäíàêîâî. À ñàìå, óñi åëåìåíòè ñèñòåìè àáî ñèíõðîíiçóþòüñÿ äëÿ ïåâíèõ ïà-

ðàìåòðiâ, àáî ñòàðàþòüñÿ ðîçiéòèñü ó ãëîáàëüíó àíòèôàçó äëÿ iíøèõ ïàðàìå-

òðiâ. Iñíóâàííÿ êëàñòåðíîãî ðåæèìó, ç ñèíõðîíiçàöi¹þ ëèøå ïåâíî¨ êiëüêîñòi

îñöèëÿòîðiâ (òîáòî íåñèìåòðè÷íèé ïî âiäíîøåííþ äî åëåìåíòiâ ñèñòåìè ðå-

æèì) ñïðè÷èíÿ¹ iñíóâàííÿ óñiõ êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ ç iíøèìè íàáîðàìè åëå-

ìåíòiâ êëàñòåðiâ ó âiäïîâiäíîñòi ç ãëîáàëüíîþ ñèìåòði¹þ ïåðåñòàíîâîê. Çîêðå-

ìà, íàéïðîñòiøà ç îñöèëÿòîðíèõ ìîäåëåé ñòàíäàðòíà ìîäåëü Êóðàìîòî ç ãëî-

áàëüíèì ïàðàìåòðîì ñèëè âçà¹ìîäi¨ K òà ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêiâ g(x) = − sinx

ìà¹ ëèøå ïî îäíîìó ñòiéêîìó ðåæèìó: ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ïðè K > 0 (òîá-

òî çâ'ÿçîê ¹ ïðèòÿãóþ÷èì) òà ãëîáàëüíîãî àíòèôàçíîãî ðåæèìó ïðè K < 0

(òîáòî çâ'ÿçîê ¹ âiäøòîâõóþ÷èì). Âèíèêà¹ ïðèðîäí¹ ïèòàííÿ: ÿêîþ áóäå êî-

ëåêòèâíà ïîâåäiíêà îñöèëÿòîðiâ, êîëè ÷àñòèíà çâ'ÿçêiâ ìiæ åëåìåíòàìè áóäå
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ïðèòÿãóþ÷îþ, à ÷àñòèíà âiäøòîâõóþ÷îþ? Âèíèêà¹ i áiëüø çàãàëüíà çàäà÷à

ïðî äîñëiäæåííÿ ñèíõðîííèõ ðåæèìiâ ó îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì ç ìàòðèöåþ

âçà¹ìîäi¨ K = {Kij}Ni,j=1, êîëè âçà¹ìîäiÿ ìiæ åëåìåíòàìè áóäó¹òüñÿ äëÿ îïè-

ñàííÿ òèõ ÷è iíøèõ ïðèðîäíiõ ÿâèù.

Ñèñòåìè ç íåîäíîðiäíèìè ñèëàìè çâ'ÿçêiâ ïðèâåðòàëè óâàãó áàãàòüîõ äî-

ñëiäíèêiâ. Çîêðåìà, ñèñòåìè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äåêiëüêîõ ãðóï îñöèëÿòîðiâ,

ïîâ'ÿçàíèõ ðiçíèìè òèïàìè âçà¹ìîäi¨, âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ [108, 235, 271, 296,

168, 167, 169, 227]. Äæ. Ñòiëëåð òà Ã. Ðàäîíñ [306] âèâ÷àëè ñèñòåìó ç ñèìåòðè-

÷íîþ ìàòðèöåþ ñèë âçà¹ìîäi¨, ÿêi âèáèðàëèñü íåçàëåæíî ç îäíîãî é òîãî æ

ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé. Ñèñòåìè, ïðîàíàëiçîâàíi ó ðîáîòi [167], ìàþòü ñèëè

âõiäíèõ çâ'ÿçêiâ, ÿêi ìîæóòü ïðèéìàòè îäíå ç äâîõ çíà÷åíü, îäíå ïîçèòèâíå,

iíøå íåãàòèâíå, äå êîæíå çíà÷åííÿ àñîöiþ¹òüñÿ ç ïåâíîþ éìîâiðíiñòþ. Îáè-

äâi âèùå çãàäàíi ìîäåëi ç âèïàäêîâî âèáðàíèìè ñèëàìè âçà¹ìîäi¨ ïîêàçóþòü

òèïîâó ïîâåäiíêó ñåðåäíüîãî ïîëÿ òà âiäîáðàæàþòü ôàçîâi ïåðåõîäè äðóãîãî

ïîðÿäêó, ïîäiáíi äî ïðèòàìàííèõ ñòàíäàðòíié ìîäåëi Êóðàìîòî.

Îñîáëèâà êîëåêòèâíà ïîâåäiíêà âèíèêà¹ ó ìîäåëi, âïåðøå çàïðîïîíîâàíié

Õ. Äàiäî [108], ùî äåòàëüíî äîñëiäæóâàëàñü ó ðîáîòàõ Õ. Õîíã òà Ñ. Ñòðîãà-

òöà [168, 167, 169], ÿêó ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî íàçèâàòè ìîäåëëþ (ñèñòåìîþ)

Õîíã�Ñòðîãàòöà. Öþ ìîäåëü òàêîæ ìîæíà íàçâàòè ñèñòåìîþ çâ'ÿçàíèõ îñöè-

ëÿòîðiâ ç ïðèòÿãóþ÷èìè òà âiäøòîâõóþ÷èìè çâ'ÿçêàìè. Ó öié ìîäåëi ìíî-

æèíà âñiõ îñöèëÿòîðiâ ðîçäiëåíà íà äâi ãðóïè. Îñöèëÿòîðè ïåðøî¨ ãðóïè ìè

áóäåìî íàçèâàòè êîíôîðìiñòàìè (conformists). Îñöèëÿòîðè öi¹¨ ãðóïè îòðè-

ìóþòü ïîçèòèâíi çîâíiøíi ñèãíàëè, ùî ñïðèÿþòü ¨õ ñèíõðîíiçàöi¨. Îñöèëÿòî-

ðè ïåðøîãî òèïó ïðàãíóòü ñèíõðîíiçóâàòèñü íå ëèøå âñåðåäèíi ñâî¹¨ ãðóïè,

à òàêîæ ñèíõðîíiçóâàòè àêòèâíiñòü óñiõ iíøèõ îñöèëÿòîðiâ ó ñèñòåìi. Îñöè-

ëÿòîðè äðóãî¨ ãðóïè ìè áóäåìî íàçèâàòè íîíêîíôîðìiñòàìè (contrarians).

Îñöèëÿòîðè öi¹¨ ãðóïè îòðèìóþòü íåãàòèâíi çîâíiøíi ñèãíàëè, ùî ñïðèÿþòü

¨õ äåñèíõðîíiçàöi¨. Òî÷íiøå îñöèëÿòîðè äðóãî¨ ãðóïè ìàþòü ñïiëüíå âiäøòîâ-

õóþ÷å ñåðåäí¹ ïîëå. Îñöèëÿòîðè öi¹¨ ãðóïè íàìàãàþòüñÿ ðîçïîäiëèòè ðiâíî-

ìiðíî âïëèâ óñiõ åëåìåíòiâ ñèñòåìè íå ëèøå âñåðåäèíi ñâî¹¨ ãðóïè, à i äëÿ

âñiõ åëåìåíòiâ ñèñòåìè.

Äàíà ìîäåëü ìà¹ ñîöiîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ (ñîöiîëîãi÷íîþ áóëà i îäíà
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ç ìîòèâàöié ¨¨ ñòâîðåííÿ). Êîíôîðìiñòè íàìàãàþòüñÿ ñòâîðèòè óìîâè äëÿ

çàëó÷åííÿ äî ãîëîñóâàííÿ çà ïåâíîãî ïðåòåíäåíòà íà ïîñàäó/çàêîíîïðîåêò

ÿêîìîãà áiëüøî¨ êiëüêîñòi ó÷àñíèêiâ. Íîíêîíôîðìiñòè íàìàãàþòüñÿ ñòâîðèòè

òàêi óìîâè, ùîá ïåðåâàã ãîëîñiâ íå ìàâ æîäåí ïðåòåíäåíò/çàêîíîïðîåêò ç çà-

ïðîïîíîâàíèõ. Òîáòî, íîíêîíôîðìiñòè íàìàãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîðîøèòè

ãîëîñè âèáîðöiâ äëÿ óíèêíåííÿ ïðèéíÿòòÿ êîíêðåòíîãî ðiøåííÿ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óçàãàëüíåíó ÂÑ òåîðiþ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà [276, 263]

òà àíçàòö Îòòà�Àíòîíñåíà [251] Õ. Õîíã òà Ñ. Ñòðîãàòö ïîêàçàëè, ùî ñèñòå-

ìà äîñòàòíüî âåëèêî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ çäàòíà ãåíåðóâàòè ðiçíi ìîæëèâi

äèíàìi÷íi ðåæèìè: ñòiéêi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, çàëåæíi âiä ÷àñó ðåæèìè,

ìàíäðiâíi õâèëi, ò.ï. Õîíã òà Ñòðîãàòö ñòâîðèëè ïåâíó òåîðiþ, ùî áàçó¹òüñÿ

íà ââåäåííi äâîõ ðiçíèõ ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó òà çâåäåííi äàíî¨ ñèñòåìè çà

äîïîìîãîþ ïåâíî¨ çàìiíè, ùî âèêîðèñòîâó¹ öi ïàðàìåòðè ïîðÿäêó äî ñèñòå-

ìè ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî äàíèé ïiäõiä ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹

íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ñèñòåìi i ìà¹ ïåâíi íåäîëiêè ïðè ñïðîái

çàñòîñóâàííÿ äî ñêií÷åííî�âèìiðíèõ ñèñòåì.

Ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì àòðàêòèâíî�ðåïóëüñèâíî¨ ìîäåëi ìîæíà ââàæàòè

ìîäåëü ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì, ÿêèé áóäå ðîçãëÿíóòî ó ðîçäiëi 7. Ó öüî-

ìó âèïàäêó ìíîæèíà êîíôîðìiñòiâ ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòó, à

ïðèòÿãóþ÷i îñöèëÿòîðè âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ ëèøå ëîêàëüíî.

Ó äàíîìó ðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî áiôóðêàöiéíèé àíàëiç äëÿ âèâ÷åííÿ

iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ ñèñòåì ç ìåòîþ ðîçïîâñþäæåí-

íÿ ðåçóëüòàòiâ Õîíã òà Ñòðîãàòöà ó äâîõ íàïðÿìêàõ. Ïî�ïåðøå, äëÿ ñèñòå-

ìè Õîíã�Ñòðîãàòöà ìè àíàëiòè÷íî îïèøåìî ñòðóêòóðó iíâàðiàíòíèõ ìíîãî-

âèäiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, âèçíà÷èìî òèïè áiôóðêàöié, ùî âèíèêàþòü ïðè

çìiíi ïàðàìåòðiâ, òà îïèøåìî ìåæi îáëàñòåé ðiçíèõ ðåæèìiâ ó áiôóðêàöié-

íîìó ïðîñòîði. Áóäå òàêîæ îïèñàíî íîâèé äèíàìi÷íèé ðåæèì ñèíõðîíiçàöi¨

îäíîãî ç íîíêîíôîðìiñòiâ ç ãðóïîþ êîíôîðìiñòiâ, ùî âèíèêà¹ ïðèíöèïîâî

ó ñêií÷åííî�âèìiðíîìó âèïàäêó. Ïî äðóãå, ìè ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåííÿ ñè-

ñòåìè Õîíã�Ñòðîãàòöà, ââîäÿ÷è ôàçîâèé çñóâ ó ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó. Äëÿ òàêî¨

ñèñòåìè ìè íàâåäåìî äåòàëüíèé áiôóðêàöiéíèé àíàëiç òà áiôóðêàöiéíi äi-

àãðàìè äëÿ ñèñòåì ìàëî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ (äâîõ, òðüîõ òà ÷îòèðüîõ).
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Áóäå ïðîäåìîíñòðîâàíî äåêiëüêà òèïiâ íåòðèâiàëüíî¨ äèíàìiêè (ïîâiëüíå ïå-

ðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè, õàîòè÷íà ïîâåäiíêà, òîùî), ÿêi ¹ íåìîæëèâèìè

â îðèãiíàëüíié ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà, àëå ìîæóòü áóòè ïðèñóòíiìè íàâiòü

äëÿ ìàëèõ ôàçîâèõ çñóâiâ. Ìè çàñòîñîâó¹ìî àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä âiäíîñíî

òåîði¨ Õîíã�Ñòðîãàòöà, àëå áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äåÿêi åëåìåíòè öi¹¨ òåî-

ði¨ òà ïîðiâíþâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. Îñíîâîþ äàíîãî ïiäõîäó ¹ çâåäåííÿ

ìîäåëi äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ òà âèêîðèñòàííÿ ìåòîäiâ, ÿêi áóëè

ïðîäåìîíñòðîâàíi ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, òà çàñòîñîâóþòüñÿ âïðîäîâæ óñi¹¨

äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

4.2. Îïèñàííÿ ìîäåëi òà äåÿêi ¨¨ âëàñòèâîñòi

4.2.1. Îñöèëÿòîðíà ìåðåæà ç ïðèòÿãàííÿì òà âiäøòîâ-

õóâàííÿì

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòî-

ðiâ, ÷èÿ äèíàìiêà îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dθi
dt

= ω − Ks

N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i = 1, . . . , N, (4.1)

äå θi ∈ T1 = R/(2πZ) ¹ ôàçîâîþ çìiííîþ i�ãî îñöèëÿòîðà, ω ¹ íàòóðàëüíîþ

÷àñòîòîþ îñöèëÿòîðiâ, Ks ¹ ïàðàìåòðàìè ñèëè çâ'ÿçêó ìiæ îñöèëÿòîðàìè,

α ∈ T1 � ôàçîâèé çñóâ. Ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè ¹ N�âèìiðíèì òîðîì TN .
Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî Ks ìîæå ïðèéìàòè îäíå ç äâîõ çíà÷åíü K1 6= 0 àáî K2.

Âèïàäîê K1 = K2 = 0 ¹ òðèâiàëüíèì i îïèñó¹ ñèòóàöiþ íåçâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþ

îñöèëÿòîðiâ. Òîäi ìíîæèíà óñiõ îñöèëÿòîðiâ H ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâi ïiäìíî-

æèíè H1 òà H2, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç îñöèëÿòîðiâ, ùî ìàþòü âõiäíi çâ'ÿçêè K1

òà K2, âiäïîâiäíî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N1 êiëüêiñòü îñöèëÿòîðiâ ìíîæèíè H1, à ÷åðåç N2 êiëü-

êiñòü îñöèëÿòîðiâ ìíîæèíè H2. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîæíà ç ìíîæèí Hi ¹

íåïîðîæíüîþ, òîáòî N1 > 0, N2 > 0. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi (âíàñëiäîê

ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê) îñöèëÿòîðè ñóáïîïóëÿöi¨ H1 ìîæóòü áóòè ïðîiíäåêñî-
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âàíi ÿê {1, 2, . . . , N1} = J1, à îñöèëÿòîðè ñóáïîïóëÿöi¨ H2 ìîæóòü áóòè ïðîií-

äåêñîâàíi ÿê {N1 + 1, . . . , N} = J2. Àðõiòåêòóðà âçà¹ìîäi¨ ìiæ äâîìà ãðóïàìè

ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ïðîäåìîíñòðîâàíà íà ðèñ. 8.20(a).

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó θi → θi +ωt, òà âêàçàíi âèùå ïîçíà÷åííÿ ìíîæèí

iíäåêñiâ, ñèñòåìó (4.1) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

dθi
dt

= −K1

N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i ∈ J1,

dθi
dt

= −K2

N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i ∈ J2. (4.2)

Ó âèïàäêó K1 = K2 ñèñòåìà (4.2) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ìîäåëü Êóðàìî-

òî�Ñàêàãó÷i iäåíòè÷íèõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ (äèâ. ïiäðîçäië 2.3). ßêùî íà

äîäàòîê α = 0, òî ñèñòåìà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ñòàíäàðòíó ìîäåëü Êóðàìî-

òî. Ó âèïàäêó, êîëè K1 > 0, K2 < 0 òà α = 0 ñèñòåìà (4.2) ñòà¹ ìîäåëëþ

Õîíã�Ñòðîãàòöà [168, 167]. Ó öié ìîäåëi îñöèëÿòîðè ïiäìíîæèíè H1 ìè íàçè-

âà¹ìî êîíôîðìiñòàìè, à îñöèëÿòîðè ïiäìíîæèíè H2 � íîíêîíôîðìiñòàìè.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè öi òåðìiíè i äëÿ áiëüø çàãàëüíî¨ ñèñòåìè (4.2).

Ó âèïàäêó, êîëè îáèäâà ïàðàìåòðè K1òà K2 ¹ äîäàòíiìè, àëå K1 6= K2, òî

ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ãðóï íåiäåíòè÷íèõ êîíôîðìiñòiâ. Ó âèïàäêó, êî-

ëè îáèäâà çãàäàíèõ ïàðàìåòðè ¹ íåãàòèâíèìè, òî ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ

ãðóï íîíêîíôîðìiñòiâ.

4.2.2. Ïàðàìåòðè ïîðÿäêó ñèñòåìè ç ïðèòÿãóâàííÿì òà âiäøòîâ-

õóâàííÿì

ßê i ó ñèòóàöiÿõ, îïèñàíèõ ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, äëÿ âèçíà÷åííÿ ìiðè

ñèíõðîíiçàöi¨ îñöèëÿòîðiâ çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ïàðàìåòð ïîðÿäêó

R(t)eıψ(t) =
1

N

N∑
j=1

eıθj(t), (4.3)
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äå R ¹ àìïëiòóäîþ, à ψ ¹ ôàçîþ êîìïëåêñíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ. ßê çàçíà÷à-

ëîñü âèùå, ñòàíäàðòíà ìîäåëü Êóðàìîòî, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç êîíôîðìi-

ñòiâ (ó òåðìiíàõ äàíîãî ðîçäiëó) ìà¹ ëèøå ñòiéêèé ñòàí ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨

ç R = 1 (äèâ. ðèñ. 8.20(b)). Ó ïðîòèëåæíîìó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó ñèñòåìà

ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íîíêîíôîðìiñòiâ. Ó öüîìó âèïàäêó îñöèëÿòîðè âiäøòîâ-

õóþòü îäèí îäíîãî òàê, ùî ¨õ ôàçè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëÿþòüñÿ ïî êîëó (äèâ.

ðèñ. 8.20(c)). Òàêi ñòàíè (ðåæèìè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ôàç àáî õâèëi îáåð-

òàííÿ) ìàþòü R = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî ó ñèñòåìó âõîäÿòü ÿê êîíôîðìiñòè òàê i íîíêîíôîðìiñòè.

Äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äâà ðiçíèõ ïàðàìåòðè

ïîðÿäêó r1 òà r2 äëÿ êîæíî¨ ç ñóáïîïóëÿöié H1 òà H2, ââåäåíi ó ðîáîòi [167].

Îòæå, ïîçíà÷èìî:

rse
ıψs =

1

Ns

∑
j∈Js

eıθj , s = 1, 2,

p =
N1

N
, q = 1− p =

N1

N
,

δ = ψ2 − ψ1, C =
K1

K1 −K2

,

äå p, q � âiäíîñíi êiëüêîñòi êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ, δ � ñåðåäíÿ

ôàçîâà ðiçíèöÿ ìiæ ñóáïîïóëÿöiÿìè, C � âiäíîñíà iíòåíñèâíiñòü âçà¹ìîäi¨.

Îòæå, ó ïîäàëüøîìó áóäåìî ðîçðiçíÿòè çàãàëüíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó R óñi-

¹¨ ïîïóëÿöi¨ îñöèëÿòîðiâ òà ÷àñòêîâi ïàðàìåòðè ïîðÿäêiâ r1, r2 äëÿ ïiäãðóï

êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ. Ó ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà îñöèëÿòîðè êîí-

êóðóþòü ó ñïðîái íàâ'ÿçàòè ñâié âëàñíèé ñòèëü ïîâåäiíêè âñiì îñöèëÿòîðàì

ó ñèñòåìi. Êîíôîðìiñòè íå òiëüêè íàìàãàþòüñÿ ñèíõðîíiçóâàòè ñâîþ âëàñíó

ñóáïîïóëÿöiþ (ç r1 = 1), àëå é íàìàãàþòüñÿ çàëó÷èòè äî öi¹¨ ñèíõðîíiçàöi¨

äåÿêèõ íîíêîíôîðìiñòiâ. Ç iíøîãî áîêó, íîíêîíôîðìiñòè íàìàãàþòüñÿ ðîçïî-

ðîøèòè ôàçè âñiõ îñöèëÿòîðiâ ó ñèñòåìi (çi ñâî¹¨ i ÷óæî¨ ñóáïîïóëÿöi¨) ðiâ-

íîìiðíî ïî êîëó. Îñòàòî÷íà äèíàìiêà ñèñòåìè çàëåæèòü âiä êîíêóðåíòíîãî

âïëèâó êîæíî¨ ç ãðóï êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ íà óñþ ïîïóëÿöiþ,

ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïàðàìåòðàìè N1, N2, K1, K2. Ïðè



168

íàÿâíîñòi íàâiòü íåçíà÷íîãî ôàçîâîãî çñóâó (α 6= 0) äèíàìiêà ñèñòåìè ìîæå

ñèëüíî óñêëàäíþâàòèñü.

4.2.3. Ðåäóêöiÿ äî ôàçîâèõ ðiçíèöü

Äëÿ äîñëiäæåííÿ êîëåêòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè (4.2), ÿê i ó ïîïåðå-

äíiõ ðîçäiëàõ, çðó÷íî çâåñòè öþ ñèñòåìó äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N − 1. (4.4)

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ïîìíîæèòè âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà

N/K1 (îñêiëüêè ìè ðàíiøå ïðèïóñòèëè, ùî ñèñòåìà ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí êîí-

ôîðìiñò i K1 > 0). Òîäi, ââîäÿ÷è íîâèé ïàðàìåòð

k =
K2

K1

= 1− 1

C

òà ïåðåìàñøòàáîâóþ÷è ÷àñó (÷àñ áóäå çâîðîòíiì ïðè K1 < 0), çàïèøåìî ñè-

ñòåìó ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ:

dϕi
dt

= − sin(ϕi + α)−
N−1∑
j=1

sin(ϕj − α)

−
N−1∑

j=1,j 6=i

sin(ϕi − ϕj + α), i = 1, . . . , N1 − 1,

dϕi
dt

= −k sin(ϕi + α)−
N−1∑
j=1

sin(ϕj − α)

− k
N−1∑

j=1,j 6=i

sin(ϕi − ϕj + α)− (k − 1) sinα, i = N1, . . . , N − 1. (4.5)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè K1 < 0 ñòiéêi ðåæèìè ñèñòåìè (4.2) ñòàíóòü íåñòié-

êèìè ðåæèìàìè ñèñòåìè (4.5) òà íàâïàêè. Îñêiëüêè íàø ïîäàëüøèé áiôóð-

êàöiéíèé àíàëiç ñèñòåìè (4.5) áóäå ñòîñóâàòèñü óñi¹¨ ¨¨ äèíàìi÷íî¨ ïîâåäiíêè,

òî iíâåðñiÿ ÷àñó íå îáìåæó¹ ¨¨ çàãàëüíîñòi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (4.5) ÿê ç íåãàòèâíèìè, òàê i ç ïîçèòèâíèìè

çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðó k. Âèïàäîê ïîçèòèâíîãî k 6= 1 âiäïîâiäà¹ äâîì ãðóïàì

êîíôîðìiñòiâ ÷è íîíêîíôîðìiñòiâ ç äâîìà ðiçíèìè ñèëàìè âçà¹ìîäi¨. Äàëi

áóäå ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà ç íåíóëüîâèìè çíà÷åííÿìè ôàçîâîãî çñóâó ç òàêèì

ïàðàìåòðîì k ìîæå ìàòè öiêàâó íåòðèâiàëüíó äèíàìiêó, âêëþ÷àþ÷è õàîñ.

4.2.4. Ñèìåòði¨ ñèñòåìè

ßê i â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ïåðøèì åòàïîì äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè ñè-

ñòåìè áóäå âèâ÷åííÿ íàÿâíèõ ñèìåòðié ñèñòåìè òà ¨õ âïëèâó íà ôîðìóâà-

ííÿ êëàñòåðiâ òà iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ôàçîâîãî ïîòîêó ìíîæèí ñèñòåìè.

Òàêi äîñëiäæåííÿ òàêîæ äîïîìîæóòü âèâ÷åííþ áiôóðêàöiéíî¨ ïîâåäiíêè ñè-

ñòåìè ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàòiâ òà ìåòîäiâ çàïðîïîíîâàíèõ ó ðîáîòàõ

[146, 43, 147, 145, 131]. Ó ïîäàëüøîìó ìè ðîçãëÿäà¹ìî îäíî÷àñíî îðèãiíàëüíó

ñèñòåìó (4.2) òà ñèñòåìó ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (4.5), îñêiëüêè ïåâíi îñîáëèâîñòi

äèíàìiêè âèÿâëÿþòüñÿ ó ïåðøî¨ ç öèõ ñèñòåì, à iíøi ó äðóãî¨.

Ñèñòåìà (4.2) ìà¹ ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê SN1 äëÿ îñöèëÿòîðiâ ñóáïîïóëÿ-

öi¨ H1 òà âîíà ìà¹ ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê SN2 äëÿ îñöèëÿòîðiâ ñóáïîïóëÿöi¨

H2. Öÿ ñèñòåìà òàêîæ ìà¹ ñèìåòðiþ ôàçîâîãî çñóâó S1 = T1 âçäîâæ íàïðÿìêó

(1, . . . , 1), ÿêà çàäà¹òüñÿ äi¹þ

(θ1, . . . , θN) 7→ (θ1 + ε, . . . , θN + ε)

äëÿ áóäü�ÿêèõ ε ∈ T1. ßê i â ïîïåðåäíiõ ìîäåëÿõ òèïó Êóðàìîòî, äàíà ñè-

ìåòðiÿ çóìîâëåíà çàëåæíiñòþ ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè âèêëþ÷íî âiä ôàçîâèõ

ðiçíèöü.

Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ sin(x+ α) ïîðîäæóþòü äîäàòêîâi ñèìåòði¨ ó îáîõ ñè-

ñòåìàõ, ùî ïîâ'ÿçóþòü çìiííi, ÷àñ òà ïàðàìåòðè. Ó ñèñòåìi (4.2) äàíi ñèìåòði¨

çàäàþòüñÿ íàñòóïíèìè äiÿìè:

γ1 : (ϕ1, . . . , ϕN−1, α, k, t) 7→ (−ϕ1, . . . ,−ϕN−1, α, k, t),

γ2 : (ϕ1, . . . , ϕN−1, α, k, t) 7→ (ϕ1, . . . , ϕN−1, α + π, k,−t).
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Äàíi ñèìåòði¨ äîçâîëÿþòü íàì ïðîâîäèòè áiôóðêàöiéíèé àíàëiç ñèñòåìè ëèøå

äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðó α ∈ [0, π/2] çàìiñòü óñiõ α ∈ T1. Âiäìiòèìî, ùî äðóãà

ç ñèìåòðié ¹ òàêîæ ïàðàìåòðè÷íî ÷àñîâî�îáîðîòíîþ.

Äîäàòêîâà ñèìåòðiÿ âèíèêà¹ ó âèïàäêó K2 6= 0, îñêiëüêè ñèñòåìà (4.2)

ìîæå áóòè ðåäóêîâàíà äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ó àëüòåðíàòèâíèé äî

(4.4) ñïîñiá ÿê ðiçíèöÿ îñòàííüîãî îñöèëÿòîðà (àáî áóäü�ÿêîãî iíøîãî îñöè-

ëÿòîðà�íîíêîíôîðìiñòà çãiäíî ñèìåòði¨ SN2) ç iíøèìè îñöèëÿòîðàìè ó íà-

ñòóïíèé ñïîñiá:

ϕi = θN − θN−i = ϕN−i−1 − ϕN−1, i = 1, . . . , N − 2,

ϕN−1 = θN − θ1 = −ϕN−1. (4.6)

Ñèñòåìà ó íîâèõ ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ϕi ðåïðåçåíòó¹ òó æ ñàìó îðèãiíàëüíó

ñèñòåìó (4.2), à ¨¨ ôîðìà ¹ àíàëîãi÷íîþ äî (4.5) çà âèíÿòêîì îäíi¹¨ âiäìiííîñòi,

ùî ïàðàìåòð k = K2/K1 çàìiíåíèé ó íîâié ñèñòåìi íà k1 = 1/k = K1/K2.

Òàêèì ÷èíîì, äiÿ

γ3 : (ϕ1, . . . , ϕN−2,ϕN−1, α, k, t)

7→
(
ϕN−2 − ϕN−1, . . . , ϕ1 − ϕN−1,−ϕN−1, α,

1

k
,−t
)

(4.7)

òðàíñôîðìó¹ âåêòîðíå ïîëå ñèñòåìè ç äàíîþ êiëüêiñòþ êîíôîðìiñòiâ ó ïîäi-

áíó ñèñòåìó ç òi¹þ æ êiëüêiñòþ íîíêîíôîðìiñòiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ âëà-

ñòèâiñòü, ìè ìîæåìî îòðèìàòè iíôîðìàöiþ ïðî äèíàìiêó ñèñòåìè (4.5) äëÿ

N1 = 1, . . . , N − 1, ÿêùî âiäïîâiäíà iíôîðìàöiÿ âæå îòðèìàíà ëèøå äëÿ

N1 = 1, . . . , [N/2], äå ÷åðåç [x] ïîçíà÷åíî öiëó ÷àñòèíó x. Çîêðåìà, áiôóð-

êàöiéíà (α, k)�äiàãðàìà äëÿ ñèñòåìè ç n êîíôîðìiñòàìè ¹ iäåíòè÷íîþ ç ái-

ôóðêàöiéíîþ (α, 1/k)�äiàãðàìîþ äëÿ ñèñòåìè ç n íîíêîíôîðìiñòàìè. Áiôóð-

êàöiéíà äiàãðàìà äëÿ N1 = N2 = N/2 ìà¹ áiôóðêàöiéíó òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè

(α, 1/k), ÿêùî âîíà òàêîæ ìà¹ áiôóðêàöiéíó òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (α, k).
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4.3. Iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ñèñòåìè

4.3.1. Êëàñòåðè òà âiäïîâiäíi ìíîãîâèäè

Ðóõ êîæíî¨ êîîðäèíàòè θi âèçíà÷åíèé íà 2π�ïåðiîäè÷íîìó êîëi T1, ÿêå ¹

ôàêòîðèçàöi¹þ äiéñíî¨ ëiíi¨ R ïî ìîäóëþ 2πZ. Ó ïåâíèõ âèïàäêàõ ¹ äîöiëüíèì

ðîçãëÿäàòè ðóõ θi íà óñié ëiíi¨ R (áåç ôàêòîðèçàöi¨). Íàïðèêëàä, öå íåîáõi-

äíî äëÿ ðîçðiçíþâàííÿ äâîõ ïðèíöèïîâî ðiçíèõ òèïiâ ïîâåäiíêè θi òàêèõ ÿê

ôàçîâî�çàìêíóòi òà ôàçîâî�íåçàìêíóòi (âiäìiííîñòi áóëè ïðîäåìîíñòðîâàíi ó

ïiäðîçäiëi 3.9). Íàãàäà¹ìî, ùî äèíàìiêà ¹ ôàçîâî�çàìêíóòîþ, êîëè ôóíêöiÿ

θi(t) ¹ îáìåæåíîþ íà R. I íàâïàêè, ôàçîâî�íåçàìêíóòà äèíàìiêà âiäïîâiäà¹

óìîâàì íåîáìåæåíîñòi θi(t) íà R. Òå æ ñàìå îçíà÷åííÿ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíî

äî ôàçîâèõ ðiçíèöü θi−θj. Ôàçîâà çàìêíóòiñòü θi−θj ïðèçâîäèòü äî ÷àñòîòíî¨
ñèíõðîíiçàöi¨ äâîõ îñöèëÿòîðiâ

Ωij = Ωi − Ωj = 0,

äå ñåðåäíÿ ÷àñòîòà ôàçîâîãî îñöèëÿòîðà çàäà¹òüñÿ ÿê

Ωi = lim
t→∞

θi(t)

t
, θi(t) ∈ R.

Ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê SN1 òà SN2 ïðèçâîäÿòü äî âèíèêíåííÿ ïåâíèõ ií-

âàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü êëàñòåðèçàöi¨ îñöèëÿòîðiâ îäíîãî

òèïó. Òî÷íiøå äàíi ðåæèìè îïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì.

Ëåìà 4.3.1. Ñèñòåìà (4.2) ìà¹ äâà íàñòóïíèõ òèïè iíâàðiàíòíèõ ìíîãî-

âèäiâ:

P̃1
i,j = {(θ1, . . . , θN) : θi = θj} , i, j ∈ J1, i 6= j,

P̃2
i,j = {(θ1, . . . , θN) : θi = θj} , i, j ∈ J2, i 6= j,

äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ K1, K2, α.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé îñöèëÿòîðè θi òà θj îáèäâà íàëåæàòü äî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ
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ìíîæèíè P̃1
i,j àáî P̃2

i,j. Öå îçíà÷à¹, ùî θi − θj = 0. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:

dθi
dt
− dθj

dt
= −Ks

N

N∑
l=1

sin(θi − θl − α) +
Ks

N

N∑
l=1

sin(θj − θl − α)

= −2
Ks

N
sin

(
θi − θj

2

)
·
N∑
l=1

cos

(
θi + θj

2
− θl − α

)
= 0, s = 1, 2.

Îñòàíí¹ äîâîäèòü iíâàðiàíòíiñòü ìíîæèí P̃si,j. �
Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíàòèñü, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè θi ∈ Hi, à θj ∈ H2. Äiéñíî, íàâiòü äëÿ âèïàäêó

α = 0 ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè äëÿ îñöèëÿòîðiâ äâîõ

òèïiâ ïðèçâîäèòü äî âèìîãè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

K1

N1∑
l=1

sin θl +K2

N∑
l=N1+1

sin θl = 0

äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü îñöèëÿòîðiâ, ùî íåìîæëèâî.

Iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó θi = θj ïðèçâîäèòü äî ôàçîâî¨ çà-

ìêíóòîñòi i�òîãî òà j�òîãî îñöèëÿòîðiâ, îñêiëüêè 2πk óòâîðþþòü íåïðîíè-

êíi áàð'¹ðè íà R äëÿ ôàçîâîãî ïîòîêó ϕij = θi − θj. Ìíîãîâèäè P̃si,j ¹

(N−1)�âèìiðíèìè ìíîæèíàìè ó ôàçîâîìó ïðîñòîði TN . Öi ìíîæèíè ¹ òàêîæ
(N − 2)�âèìiðíèìè ãiïåðïëîùèíàìè ó (N − 1)�âèìiðíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði

ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (4.5). Ó ôàçîâèõ çìiííèõ äàíi ìíîæèíè ìàþòü

âèãëÿä:

P1
i,j = {(ϕ1, . . . , ϕN−1) : ϕi = ϕj} , i, j = 0, 1, . . . , N1 − 1, i 6= j,

P2
i,j = {(ϕ1, . . . , ϕN−1) : ϕi = ϕj} , i, j = N1, . . . , N − 1, i 6= j,

äå ϕ0
df
= 0. Ìíîãîâèäè Psi,j, s = 1, 2, ðîçäiëÿþòü âåñü ôàçîâèé ïðîñòið TN−1

ñèñòåìè (4.5). íà iíâàðiàíòíi îáëàñòi. Çàçíà÷èìî, ùî ó ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ

iäåíòè÷íèõ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ: N1 = N (ëèøå êîíôîð-

ìiñò) òà N2 = N (ëèøå íîíêîíôîðìiñòè) âñi iíâàðiàíòíi îáëàñòi ¹ çàìêíóòèìè
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ó RN−1 (âñüîãî ¹ (N−1)! òàêèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ó òîðî¨äàëüíîìó ôàçîâî-

ìó ïðîñòîði TN−1). Ñòðóêòóðà çàìêíóòèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ó ãðàíè÷íèõ

âèïàäêàõ áóëà îïèñàíà ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó iíâàði-

àíòíi îáëàñòi ñèñòåìè (4.5) ¹ íåîáìåæåíèìè ó RN−1 äëÿ N1 ∈ {1, . . . , N − 1},
òîáòî ôàçîâi ðiçíèöi ϕi−ϕj = θj+1− θi+1 ìîæóòü áóòè ôàçîâî íåçàìêíóòèìè,

ÿêùî i = 1, . . . , N1− 1, j = N1, . . . N − 1. Îòæå, ìîæå iñíóâàòè äâî�÷àñòîòíèé

êëàñòåðíèé ðåæèì, êîëè ñåðåäíi ÷àñòîòè êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ

íå ñïiâïàäàþòü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P1
m òà P2

m m�âèìiðíi ìíîæèíè ç ïðîñòîðó TN−1, ùî ¹

ïåðåòèíîì N − m − 1 iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí P1
i,j, P2

i,j (âêëþ÷àþ÷è âñi ïåðå-

ñòàíîâêè åëåìåíòiâ âñåðåäèíi ñóáïîïóëÿöié H1, H2). Öi ìíîãîâèäè îïèñóþòü

âñi ìîæëèâi (N −m)�êëàñòåðè êîíôîðìiñòiâ àáî íîíêîíôîðìiñòiâ. Òàêèì ÷è-

íîì, ìè ìîæåìî îòðèìàòè äåÿêó ÷àñòêîâó iíôîðìàöiþ ïðî äèíàìiêó ñèñòåìè,

ðîçãëÿäàþ÷è ðåäóêîâàíi m�âèìiðíi ñèñòåìè íà âiäïîâiäíèõ ìíîãîâèäàõ. Âiä-

ìiòèìî, ùî òðàíñâåðñàëüíà ñòiéêiñòü òàêèõ ìíîãîâèäiâ ìîæå çìiíþâàòèñü âiä

òî÷êè äî òî÷êè.

4.3.2. Iíâàðiàíòíèé àíòèôàçíèé ìíîãîâèä

ßê ìè áà÷èëè ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, òèïîâèì äëÿ ñèñòåì ãëîáàëüíî

çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ òàêîæ ¹ ìíîãîâèä ùî öiëêîì ñêëàäà¹òüñÿ ç àíòèôà-

çíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

M(N) =

{
(θ1, . . . , θN) :

N∑
j=1

eıθj = 0

}
. (4.8)

Iñíóâàííÿ òàêîãî ìíîãîâèäó ñïðè÷èíåíî, ó òîìó ÷èñëi, íàÿâíiñòþ ãëîáàëüíî¨

ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê SN óñiõ îñöèëÿòîðiâ ñèñòåìè. Ó äàíîìó âèïàäêó ñèñòå-

ìà (4.2) íå ìà¹ òàêî¨ ñèìåòði¨, âîíà ìà¹ ëèøå ÷àñòêîâi ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê

óñåðåäèíi êîæíî¨ ç ñóáïîïóëÿöié. Ïîïåðåäíüî çäà¹òüñÿ, ùî ìíîãîâèä (4.8) ïî-

âèíåí ðîçïàäàòèñü ïðè ðóéíóâàííi ñèìåòði¨ SN . Ïðîòå, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ äàíèé ìíîãîâèä çáåðiãà¹òüñÿ.

Ëåìà 4.3.2. Ìíîæèíà (4.8) ¹ iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì ñèñòåìè (4.2) äëÿ

âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ K1, K2, α.



174

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî êîæíà òî÷êà Θ = (θ1, . . . , θN) ç ìíîæèíè

M(N) ¹ ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè ñèñòåìè (4.8), à, îòæå, ¹ iíâàðiàíòíîþ. Äëÿ

äîâåäåííÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè ïåðåòâîðþþòüñÿ ó

íóëü ó âèïàäêó, êîëè Θ ∈ M(N). Ç ðiâíîñòi ó îçíà÷åííi (4.8) âèïëèâà¹, ùî∑N
j=1 e

−iθj=0. Äàëi ìà¹ìî

Ks

N

N∑
j=1

sin(θl − θj − α) =
Ks

N
Im

(
N∑
j=1

eı(θl−θj−α)

)

= Im

(
Ks

N
eı(θl−α)

N∑
j=1

e−iθj

)
= 0,

äå Imz ïîçíà÷à¹ óÿâíó ÷àñòèíó z. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ s = 1, 2,

l = 1, . . . , N , òà óñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. �

Iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(N) ¹ (N − 2)�âèìiðíîþ ìíîæèíîþ ñèñòåìè,

âií ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëîæåíü ðiâíîâàãè òà ìà¹ íóëüîâèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó

R = 0. Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó ¹ ðåæèì ðiâíî-

ìiðíîãî ðîçïîäiëó ÷àñòîò, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.20(c). Áiëüø íåòðèâiàëüíi

ïðèêëàäè îñöèëÿòîðíèõ ðîçïîäiëiâ íà êîëi ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.20(e)�8.20(g).

Òóò íîíêîíôîðìiñòè âèãðàþòü çìàãàííÿ. Ôàçè âñiõ îñöèëÿòîðiâ ñèñòåìè íå-

ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi ïî êîëó òàêèì ÷èíîì, ùî R = 0.

4.4. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó (4.2) ó âèïàäêó íóëüîâîãî

ôàçîâîãî çñóâó α = 0. ßê çàçíà÷àëîñü ðàíiøå, öþ âåðñiþ ñèñòåìè ìè íà-

çèâà¹ìî ìîäåëëþ Õîíã�Ñòðîãàòöà. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi Õ. Õîíã òà

Ñ. Ñòðîãàòöåì [168, 167, 169] ñòîñóþòüñÿ âèïàäêó âåëèêî¨ êiëüêîñòi çâ'ÿçàíèõ

îñöèëÿòîðiâ àáî ñèñòåìè, îòðèìàíî¨ ïðè òåðìîäèíàìi÷íîìó ïåðåõîäi N →∞.

Ìè äîñëiäæó¹ìî ïðèíöèïîâî ñêií÷åííî�âèìiðíó ñèñòåìó òà âèêîðèñòîâó¹ìî

àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä äëÿ âiäøóêàííÿ òà îïèñàííÿ äèíàìi÷íèõ ðåæèìiâ.
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4.4.1. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

Äëÿ îïèñàííÿ âñiõ ìîæëèâèõ ðåæèìiâ ñèñòåìè (4.2) âèêîðèñòîâóâàòè ÿê

äîïîìiæíèé iíñòðóìåíò ñèñòåìó ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (4.5). Ó ïîäàëüøîìó äî-

ñëiäæåííi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îäíî÷àñíî îáèäâi ñèñòåìè i îáèäâà íà-

áîðè çìiííèõ. Äëÿ âiäøóêàííÿ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ñèñòåìè (4.5) íåîáõiäíî

ðîçâ'ÿçàòè àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó N − 1 ðiâíÿíü. Ó çìiííèõ θi öÿ ñèñòåìà ìà¹

íàñòóïíèé âèãëÿä:

g1(θ1, . . . , θN)− gi(θ1, . . . , θN) = 0, i = 2, . . . , N1,

g1(θ1, . . . , θN)− kgi(θ1, . . . , θN) = 0, i = N1 + 1, . . . , N, (4.9)

äå

gi(θ1, . . . , θN) =
N∑
j=1

sin(θi − θj).

Íàñòóïíà Ëåìà äîçâîëÿ¹ îõàðàêòåðèçóâàòè âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4.9).

Ëåìà 4.4.1. Òî÷êà (θ1, . . . , θN) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (4.9) äëÿ k 6= 0, k 6=
−N2/N1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çàäîâîëüíÿ¹:

(i)
∑N

j=1 e
ıθj = 0,

(ii) θi − θj ∈ {0, π}, i, j = 1, . . . , N .

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.7 (äèâ. ñòîð. 388).

Ïåðåõîäÿ÷è âiä çìiííèõ θi äî ϕi òà çàñòîñîâóþ÷è îòðèìàíi ó ëåìi ðåçóëüòà-

òè äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.4.1. Äëÿ α = 0 òà áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó k òàêèõ, ùî

k 6= 0, k 6= −N2/N1, âñi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (4.5) óòâîðþþòü

íàñòóïíó ìíîæèíó:

FP = FP0π ∪M
(N)
,

äå

FP0π = {(ϕ1, . . . , ϕN−1) : ϕj = {0, π}, j = 1, . . . , N} ,
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M(N)
=

{
(ϕ1, . . . , ϕN) :

N−1∑
j=1

eıϕj = −1

}
.

4.4.2. Áiôóðêàöiéíi îáìåæåííÿ

Ç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ïîëîæåííÿ îñîáëèâèõ òî÷îê ñèñòåìè (4.5) íå çà-

ëåæèòü âiä ïàðàìåòðó k, êîëè k 6= 0, k 6= −N2/N1. Ñèñòåìà ìà¹ ëèøå 2N

ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ç êîîðäèíàòàìè 0 òà π, ùî îïèñóþòüñÿ ìíîæèíîþ FP0π,

òà (N−3)�âèìiðíèé ìíîãîâèäM(N) ∈ TN−1. Âiäìiòèìî, ùî (N−3)�âèìiðíèé

ìíîãîâèäM(N)
ó çìiííèõ ϕi ôàçîâîãî ïðîñòîðó TN−1, ïðåäñòàâëåíèé ó Òåî-

ðåìi 4.4.1, âiäïîâiäà¹ (N − 3)�âèìiðíîìó ìíîãîâèäó (4.8) ó çìiííèõ θi ôàçî-

âîãî ïðîñòîðó TN . Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ ïàðíî�âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ (ïðè
N = 2l, l ∈ N) iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè FP0π òàM

(N)
ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷êàõ

(ϕ1, . . . , ϕN−1) ç N/2− 1 êîîðäèíàò ðiâíèõ 0 òà N/2 êîîðäèíàò ðiâíèõ π.

Òåîðåìà 4.4.1 ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíà ðåæèìiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïîëîæåí-

íÿì ðiâíîâàãè FP0π ñèñòåìè (4.5) ¹ øèðøîþ çà ìíîæèíó ðåæèìiâ, îïèñàíèõ

òåîði¹þ Õîíã�Ñòðîãàòöà [167]. Ìíîæèíà òî÷îê ¹ øèðøîþ FP0π îñêiëüêè íå

âñi ¨¨ òî÷êè ¹ ñòiéêèìè äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó k. Ïðîòå ìè ïîêà-

æåìî, ùî ñèñòåìà ìà¹ áiëüøå ñòiéêèõ ðåæèìiâ ç FP0π íiæ ¹ îïèñàíî ó ðîáîòi

[167].

Òåîðåìà 4.4.1 ìà¹ äâà îáìåæåííÿ: k 6= 0 òà k 6= −N2/N1. Îáèäâà îáìåæå-

ííÿ ¹ ïðèðîäíiìè i ç ìàòåìàòè÷íî¨, i ç ñîöiîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó. Óìîâà k = 0

îçíà÷à¹, ùî K2 = 0, òîáòî êîíôîðìiñòè íå ìàþòü âïëèâó íà íîíêîíôîðìiñòiâ.

Ó ìîìåíò k = 0 ñèñòåìà ìà¹ áiôóðêàöiþ. Ïðè öüîìó ñèñòåìà ñòà¹ âèðîäæåíîþ

i ìà¹ N2 iäåíòè÷íèõ ðiâíÿíü. Ó äðóãîìó âèïàäêó, êîëè k = −N2/N1, ñèñòåìà

ìà¹ ïðèíàéìíi äâà ëiíiéíî çàëåæíèõ ðiâíÿííÿ. Ìè ïîêàæåìî, ùî áiôóðêàöiÿ

òàêîæ òðàïëÿ¹òüñÿ ïðè öüîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðó k.

Òåîðåìà 4.4.1 òàêîæ âñòàíîâëþ¹ îáìåæåííÿ íà ìîæëèâi òèïè áiôóðêàöié

ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ñèñòåìè. Êîîðäèíàòè óñiõ òî÷îê ìíîæèíè FP0π çàëèøàþ-

òüñÿ ïîñòiéíèìè ïðè çìiíi ïàðàìåòðó k. Îòæå, ñiäëî�âóçëîâà, òðàíñêðèòè÷íà

òà âèëêîâà áiôóðêàöi¨ öèõ òî÷îê ¹ íåìîæëèâèìè. Òîáòî íåìîæëèâèìè ¹ âñi

áiôóðêàöi¨ ðóõó, ïîÿâè òà çíèêíåííÿ òî÷îê. Îäíàê áiôóðêàöi¨ çìiíè ñòiéêî-
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ñòi ìîæóòü âiäáóâàòèñü äëÿ âêàçàíèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. Êîëè içîëüîâàíà

îñîáëèâà òî÷êà çìiíþ¹ ñòiéêiñòü ó ìîìåíò êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó,

iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä öi¹¨ òî÷êè (ïðèíàéìíi îäèí) ñòà¹ íåéòðàëüíèì òà ñêëà-

äà¹òüñÿ ç íåiçîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê. Áiëüø òî÷íî, íîðìàëüíà ôîðìà íà

iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi ìiñòèòü ëèøå íóëüîâi ÷ëåíè. Öåé îñîáëèâèé âèïàäîê

âèðîäæåíî¨ áiôóðêàöi¨ ïîäiáíèé äî âèðîäæåíîãî âèïàäêó áiôóðêàöi¨ Àíäðî-

íîâà�Õîïôà (òàêîæ âiäîìî¨ ÿê �âåðòèêàëüíà áiôóðêàöiÿ Õîïôà�). Ó ïîäàëü-

øîìó íà äiàãðàìàõ ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè öåé áiôóðêàöiéíèé âèïàäîê ëiòåðàìè

DB (degenerate bifurcation).

Íàñòóïíèé ïðèêëàä îïèñó¹ âèðîäæåíó áiôóðêàöiþ ó âèïàäêóN1 = 1,N2 =

2. Ó öüîìó âèïàäêó äâî�âèìiðíà ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (ϕ1, ϕ2) ìà¹ äâà

îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäè äëÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó

k = −2. Ïðÿìà ëiíiÿ ϕ2 = ϕ1 ìiñòèòü äâi îñîáëèâi òî÷êè (0, 0), (π, π) òà ¨õ

ñïiëüíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè. Äðóãà êðèâà

ϕ2 = ϕ1 + 2 arctan[(2 + cosϕ1)/ sinϕ1]

ìiñòèòü ÷îòèðè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (0, π), (4π/3, 2π/3), (π, 0), (2π/3, 4π/3) òà

¨õ iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè. Ïðÿìà ëiíiÿ ¹ íåñòiéêîþ, à êðèâà ¹ ñòiéêîþ ó òðàíñ-

âåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ, àëå îáèäâi âîíè ¹ íåéòðàëüíèìè ïðè k = −2. Îñîáëèâi

òî÷êè (4π/3, 2π/3), (2π/3, 4π/3) íàëåæàòü ìíîãîâèäó M(N) (àëå íå ìíîæèíi

FP0π) òà âîíè ¹ içîëüîâàíèìè ó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Ïðè âàðiàöi¨ ïàðàìåòðó

ñòiéêiñòü óñiõ çãàäàíèõ øåñòè òî÷îê çìiíþþòüñÿ ïðè êðèòè÷íîìó çíà÷åííi

ïàðàìåòðó (k = −2). Iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ¹ íåéòðàëüíèìè (ñêëàäàþòüñÿ ç

ñiì'¨ íåiçîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê) ó ìîìåíò êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ïàðàìå-

òðó. Iíøà âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ âiäïîâiäà¹ êðèòè÷íîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòðó

k = 0 ç iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì ϕ2 = −ϕ1. Áà÷èìî, ùî i ó ïåðøîìó i ó

äðóãîìó âèïàäêó êðèòè÷íi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ñïiâïàäàþòü ç çàáîðîíåíèìè

ó òåîðåìi çíà÷åííÿìè. Ìíîæèíè íåiçîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê (êðiì ìíîãî-

âèäóM(N)
, ùî òàêîæ ñêëàäà¹òüñÿ ç íåiçîëüîâàíèõ òî÷îê) ç'ÿâëÿþòüñÿ ëèøå

ïðè çàáîðîíåíèõ ó òåîðåìi çíà÷åííÿõ i âîíè ¹ òàêîæ çíà÷íî øèðøèìè, íiæ

ìíîæèíà FP0π.
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Ó âèïàäêó ñèñòåìè ç íåíóëüîâèì ôàçîâèì çñóâîì âèðîäæåíi áiôóðêàöi¨

ñòàþòü áiôóðêàöiÿìè êîðîçìiðíîñòi�äâà. Íàïðèêëàä, ïðè âàðiàöi¨ äâîõ ïàðà-

ìåòðiâ âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ âiäïîâiäà¹ ïåðåòèíó äâîõ ñiäëî�âóçëîâèõ êðè-

âèõ. Ìè òàêîæ ïîêàæåìî, ùî ïðè âàðiàöi¨ ïàðàìåòðiâ òî÷êè iíâàðiàíòíîãî

ìíîãîâèäó M(N)
ìîæóòü çìiíþâàòè ñâîþ ñòiéêiñòü ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ

äî ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ.

4.5. Ñòiéêi ðåæèìè ñèñòåìè Õîíã�Ñòðîãàòöà

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèøåìî âñi ìîæëèâi ñòiéêi ðåæèìè ñèñòåìè ó

ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (4.5) äëÿ α = 0. Iñíóþòü äâi ïðèíöèïîâî ðiçíi ìíîæèíè

ñòiéêèõ ðåæèìiâ: ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç ïîñòiéíèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà ïî-

ðÿäêó (R = const) òà íåñòàöiîíàðíi ðåæèìè, ïàðàìåòð ïîðÿäêó çìiíþ¹òüñÿ

ç ÷àñîì (R = R(t)). Îáèäâà ðåæèìè áóëè çíàéäåíi ó ðîáîòi [167] äëÿ íå-

ñêií÷åííî�âèìiðíèõ ñèñòåì. Ìè ïîêàæåìî, ùî êðiì îïèñàíèõ ó [167] ñòiéêèõ

ñòàöiîíàðíèõ ðåæèìiâ iñíóþòü i iíøi, ÿêi ó öié ðîáîòi íå çãàäóâàëèñü. Íàÿâ-

íiñòü íîâèõ ðåæèìiâ çóìîâëåíà ñêií÷åííî�âèìiðíiñòþ ñèñòåìè. Òàêîæ áóäóòü

îïèñàíi äåÿêi íåñòàöiîíàðíi ðåæèìè òà âñòàíîâëåíî íàéìåíøó ìîæëèâó êiëü-

êiñòü îñöèëÿòîðiâ, ÿêà äîçâîëÿ¹ iñíóâàííÿ òàêèõ ðåæèìiâ.

4.5.1. Ñòàöiîíàðíi ñòiéêi ðåæèìè

Òåîðåìà 4.4.1 ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíà FP ìiñòèòü âñi ïîëîæåííÿ ðiâíîâà-

ãè ñèñòåìè (4.5) ÿê içîëüîâàíi äëÿ ïiäìíîæèíè FP0π, òàê i íåiçîëüîâàíi äëÿ

ïiäìíîæèíè M(N)
. Äåÿêi ç öèõ òî÷îê ¹ ñòiéêèìè, iíøi � íi. Ñòiéêiñòü óñiõ

îñîáëèâèõ òî÷îê çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà k. Ïîäàëüøà íàøà ìåòà îïèñàòè âñi

ìîæëèâi ñòiéêi ðåæèìè òà ïàðàìåòðè÷íi îáëàñòi ¨õ ñòiéêîñòi.

4.5.1.1. Ñòiéêi ñòàíè ç êîîðäèíàòàìè 0 òà π

Êîæíà ç òî÷îê ìíîæèíè FP0π ìà¹ êîîðäèíàòè âèêëþ÷íî ðiâíi 0 àáî π. Ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó, òàêà òî÷êà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi:

Φ(N1, N2, n1, n2) = (

n1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, π, . . . , π︸ ︷︷ ︸

N1−1

,

n2︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, π, . . . , π)︸ ︷︷ ︸

N2

.



179

Ç óðàõóâàííÿì ïåðåñòàíîâîê òàêèõ òî÷îê ìîæå áóòè Cn1
N1−1 · C

n2
N2
. ßêîáiàí

ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè ó òàêié òî÷öi ìà¹ âèãëÿä:

J(N1, N2, n1, n2) =


A1 0 0 0

−2 A2 −2 2

−1 + k 1− k A3 1− k

−1− k 1 + k −1− k A4

 ,

äå A1 , A2 , A3 òà A4 ¹ n1, (N1−n1−1), n2, òà (N2−n2)�âèìiðíèìè êâàäðàòíèìè

ìàòðèöÿìè òàêèìè, ùî:

1. A1 ìà¹ N − 2n− 2 íà äiàãîíàëi òà 0 çà ¨¨ ìåæàìè,

2. A2 ìà¹ −N + 2n+ 4 íà äiàãîíàëi òà 2 çà ¨¨ ìåæàìè,

3. A3 ìà¹ k(N − 2n− 1)− 1 íà äiàãîíàëi òà k − 1 çà ¨¨ ìåæàìè,

4. A4 ìà¹ k(−N + 2n+ 3) + 1 íà äiàãîíàëi òà k + 1 çà ¨¨ ìåæàìè.

Òóò ìè âèêîðèñòàëè ïîçíà÷åííÿ n = n1+n2. Æèðíèì øðèôòîì ìè ïîçíà÷èëè

êâàäðàòíi ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ðîçìiðíîñòåé, çàïîâíåíi îäíàêîâèìè åëåìåí-

òàìè: 0, −2, −1 + k, i òàê äàëi.

Òèï âêàçàíî¨ ìàòðèöi ßêîáiàíó äîçâîëÿ¹ íàì òðàíñôîðìóâàòè ¨¨ ñïî÷à-

òêó äî áëî÷íî�òðèêóòíî¨ òà, ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨,

ïiäðàõóâàòè âëàñíi çíà÷åííÿ. Ìè íå áóäåìî òóò íàâîäèòè äóæå ãðîìiçäêi ïåðå-

òâîðåííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòié-

êîñòi ïîëîæåíü òà âèçíà÷åííÿ áiôóðêàöié öèõ òî÷îê íàì â îñíîâíîìó ïîòði-

áíi ëèøå âèðàçè äiéñíèõ ÷àñòèí âëàñíèõ çíà÷åíü, îñêiëüêè òèïè áiôóðêàöié

äóæå îáìåæåíi i íå âèìàãàþòü áiëüø äåòàëüíî¨ iíôîðìàöi¨ (îïèñàíî âèùå).

Òîìó â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî äåìîíñòðóâàòè ëèøå îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò

äîñëiäæåíü, áåç ïðîìiæíèõ ïåðåòâîðåíü. Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî äåÿêi

òî÷êè ç ìíîæèíè FP0π ¹ ñòiéêèìè äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó k, à iíøi

¹ íåñòiéêèìè (íåñòiéêi âóçëè, ñiäëà ÷è âèðîäæåíi ñiäëà) äëÿ óñiõ çíà÷åíü k.

Ñòiéêi ðåæèìè ìîæíà ïiäðîçäiëèòè íà êiëüêà ãðóï (ÿê ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî

íà ðèñ.8.20).
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Ñèíõðîíiçàöiÿ ç îäíèì íîíêîíôîðìiñòîì (S1�ñòàí). Ïî÷àòîê êî-

îðäèíàò ñèñòåìè (4.5) âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ âñiõ îñöèëÿ-

òîðiâ Φsync = (0, . . . , 0). Ó öüîìó âèïàäêó êîíôîðìiñòè âèãðàþòü çìàãàí-

íÿ, ñèíõðîíiçóþ÷èñü âñåðåäèíi ñâî¹¨ ãðóïè i ñèíõðîíiçóþ÷è ç ñîáîþ ãðóïó

íîíêîíôîðìiñòiâ. Ó òåðìiíàõ ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó R = 1, ùî ïðèâîäèòü äî

r1 = r2 = 1, δ = 0. ßê ìè çàçíà÷àëè ðàíiøå, òàêà ñèòóàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ äëÿ

ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi Êóðàìîòî, òîáòî äëÿ N1 = N , òîáòî êîëè ñèñòåìà ñêëà-

äà¹òüñÿ ëèøå ç êîíôîðìiñòiâ. Ó âèïàäêó äîëó÷åííÿ êîíôîðìiñòiâ äî çàãàëü-

íî¨ ìåðåæi ñèòóàöiÿ çìiíèòüñÿ. Äîäàòíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó k = K2/K1 > 0

îïèñóþòü ñèòóàöiþ äâîõ ðiçíèõ ãðóï êîíôîðìiñòiâ (ÿêi çãîäíi ñèíõðîíiçóâà-

òèñü) i, îòæå, ó öüîìó âèïàäêó ïîëîæåííÿ Φsync òàêîæ ¹ ñòiéêèì. Î÷åâèäíî,

ùî íîíêîíôîðìiñòè ïî÷íóòü âiäùåïëþâàòèñü âiä çàãàëüíî¨ ãðóï ó ðàçi ñâîãî

iñíóâàííÿ, òîáòî ïðè N2 ≥ 1 òà k < 1 (äâi ãðóïè ìàþòü çâ'ÿçêè K1, K2 ðiçíîãî

çíàêó). Ïîçíà÷èìî kS1ïåðøå íåãàòèâíå ïàðàìåòðè÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó k,

êîëè òî÷êà Φsync âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü (iíäåêñ ïàðàìåòðó S1 íàòÿêà¹ íà òèï

iíøîãî ðåæèìó, ùî ç'ÿâèòüñÿ ïiñëÿ áiôóðêàöi¨). Çíà÷åííÿ kS1âèçíà÷à¹òüñÿ ó

çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi êîíôîðìiñòiâ íàñòóïíèì ÷èíîì:

kS1 =


0, N1 = 1, . . . , N − 2,

− 1
N−1

, N1 = N − 1,

−∞, N1 = N.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹ ùî ëèøå îäèí íîíêîíôîðìiñò ó ñèñòåìi (N1 = N − 1 ⇐⇒
N2 = 1) ìîæå áóòè ïðèòÿãíóòèé ñèíõðîííîþ ãðóïîþ ç N − 1 êîíôîðìiñòiâ.

Òàêèé ðåæèì, ÿêèé ìè íàçèâà¹ìî S1�ðåæèìîì, âèíèêà¹ ïðè

k ∈ [-1/(N-1),0].

Òàêèé ðåæèì ¹ ìîæëèâèì âèêëþ÷íî äëÿ ñêií÷åííî�âèìiðíî¨ ç îäíèì íîí-

êîíôîðìiñòîì, îñêiëüêè äëÿ ïîçèòèâíî¨ òà íåãàòèâíî¨ îñöèëÿòîðíèõ ôðàêöié

âèêîíó¹òüñÿ p → 1, q → 0 ïðè N → ∞. Çàóâàæèìî, ùî âèùåâêàçàíà ôîðìó-
ëà âêëþ÷à¹ î÷åâèäíèé âèïàäîê ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi ç



181

äâîìà ãðóïàìè êîíôîðìiñòiâ K1 > 0 òà K2 > 0.

π�ñòàí (πS). Ñëiäóþ÷è çà [167], áóäåìî íàçèâàòè π�ñòàíîì ðåæèì ïðÿ-

ìî¨ àíòèôàçíî¨ ïîëÿðèçàöi¨ ãðóï êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ, òîáòî ïðè

r1 = r1 = 1, δ = π. Íà ðèñ. 8.20(d) ïîêàçàíî ïðèêëàä ðîçïîäiëó îñöèëÿòîðiâ

ïî êîëó äëÿ òàêîãî ðåæèìó, êîëè N1 = 4, N2 = 3. Êîîðäèíàòè òî÷îê, ùî

âiäïîâiäàþòü π�ñòàíó, ðîçïîäiëÿþòüñÿ çãiäíî íàñòóïíîìó âèðàçó:

Φ(N1, N2) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N1−1

, π, . . . , π︸ ︷︷ ︸
N2

) ∈ TN−1, N1 = 0, . . . , N − 1.

Öi òî÷êè ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèìè, êîëè

k < kπS = −N2

N1

äëÿ N1 > N2, N ≥ 3.

Òàêèì ÷èíîì, π�ñòàí ¹ ìîæëèâèì ëèøå òîäi, êîëè êîíôîðìiñòè äîìiíóþòü

íàä íîíêîíôîðìiñòàìè. Ìîæíà ïåðåêîòèñü ó òîìó, ùî çàãàëüíèé ïàðàìåòð

ïîðÿäêó R = (N1 − N2)/N = 2p − 1, êîëè N1 > N2. Ðåçóëüòàòè âiäíîñíî

ñòiéêîñòi òî÷îê Φ(N1, N2) óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [167], ÿêi áóëè

ïðåäñòàâëåíi ó òåðìiíàõ ïàðàìåòðiâ (p, C).

π�ïîäiáíèé ñòàí (πS1): Îäèí íîíêîíôîðìiñò�ðåíåãàò. Ó äîäàòîê

äî ðåæèìiâ ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ òà π�ñòàíó ñèñòåìà (4.5) ìîæå ìàòè äåÿêi

iíøi àñèìïòîòè÷íî ñòiéêi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç ìíîæèíè FP0π. Êîîðäèíàòè

öèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè îïèñóþòüñÿ âèðàçîì:

Φ1(N1, N2) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N1−1

, 0, π, . . . , π︸ ︷︷ ︸
N2

) ∈ TN−1, N1 = 1, . . . , N − 2.

Âîíè ¹ ñòiéêèìè, êîëè

k ∈
(
−N2

N1

; −N2 − 2

N2

)
äëÿ 2 ≤ N2 ≤ N1 +

1− (−1)N

2
.

Òîáòî ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó ðåæèìi, êîëè âñi êîíôîðìiñòè ¹ ñèíõðîíiçîâà-

íèìè ó ñâî¨é ãðóïi i N2 − 1 íîíêîíôîðìiñòiâ òàêîæ ñèíõðîíiçîâàíi ó ñâî¨é,
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àëå îäèí íîíêîíôîðìiñò��ðåíåãàò� ïðè¹äíàâñÿ äî ãðóïè êîíôîðìiñòiâ (ÿê

çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.20(i)). Âiäìiòèìî, ùî öåé âèïàäîê âiäñóòíié ó êëàñè-

ôiêàöi¨ ñòiéêèõ ðåæèìiâ ó ðîáîòi [167]. ×àñòêîâèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó ãðóïè

êîíôîðìiñòiâ ó öüîìó âèïàäêó r1 = 1 ó òîé ÷àñ, ÿê ïàðàìåòð ïîðÿäêó íîí-

êîíôîðìiñòiâ r2 = (N2 − 2)/N2 òà ôàçîâèé çñóâ δ = π. Çàãàëüíèé ïàðàìåòð

ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä:

R =
|(N1 + 1)− (N2 − 1)|

N
=
N1 −N2 + 2

N
= 2p− 1− 2

N
.

Öåé ïàðàìåòð ïîðÿäêó çàëåæèòü íå ëèøå âiä ðîçìiðiâ ôðàêöié p, q, à òà-

êîæ âiä ÷èñëà îñöèëÿòîðiâ N . Áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ kπS1 = −(N2 − 2)/N2

òàêîæ íå ìîæå áóòè âèðàæåíî ç âèêîðèñòàííÿì ëèøå çíà÷åíü ðîçìiðiâ îñöè-

ëÿòîðíèõ ôðàêöié. Òàêèì ÷èíîì, πS1�ñòàí ìîæëèâèé âèêëþ÷íî äëÿ ñêií÷åí-

íî�âèìiðíèõ ñèñòåì, ùî i ïîÿñíþ¹ âiäñóòíiñòü öüîãî ñòàíó ó êëàñèôiêàöi¨

íåñêií÷åííî�âèìiðíèõ ñèñòåì Õ. Õîíã òà Ñ. Ñòðîãàòöà.

π�ñòàí ç íóëüîâèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó (πSM). Âñi òî÷êè ìíî-

ãîâèäó M(N)
ç êîîðäèíàòàìè 0 òà π íàëåæàòü ïåðåòèíó ìíîæèí πSM =

M∩FP0π. Ìíîæèíà πSM ¹ íåïîðîæíüîþ ëèøå òîäi, êîëè N ¹ ïàðíèì ÷èñëîì,

à ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìàþòü N/2 − 1 íóëüîâèõ êîîðäèíàò òà N/2 êîîðäè-

íàò ðiçíèõ π (ç óñiìà ïåðåñòàíîâêàìè 0 òà π). Òàêi òî÷êè ¹ ñòiéêèìè ëèøå ó

îäíîìó òðàíñâåðñàëüíîìó äîM(N−1) íàïðÿìêó äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðó

k < kπSM = −N1

N2

, N2 = 1, . . . , N − 1,

òà âîíè ¹ íåéòðàëüíèìè ó iíøèõ N − 2 íàïðÿìêàõ. Îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòðiâ

ïîðÿäêó ïîêàçóþòü, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

r1 = r2 = 0 abo N1r1 = N2r2

çà âèíÿòêîì ñïåöiàëüíîãî âèïàäêó N1 = N2 = N/2, êîëè

r1 = r2 = 1, R = 0, δ = π.
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Öå îçíà÷à¹, ùî ñòiéêà òî÷êà πSM íàëåæèòü ïåðåòèíó ìíîæèí IS ∪ BπS (öi

ìíîæèíè áóäóòü îïèñàíi íèæ÷å) àáî ìíîæèíi P îñîáëèâèõ òî÷îê, ùî âiäîáðà-

æàþòü ñèòóàöiþ ðiâíî¨ êiëüêîñòi êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ.

Çàóâàæåííÿ 4.5.1. Ìíîæèíà ñòiéêèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ñèñòåìè (4.5)

¹ ñóòò¹âî âóæ÷îþ çà ìíîæèíó FP . Iñíó¹ çíà÷íà êiëüêiñòü ïîëîæåíü ðiâíîâà-

ãè ç ìíîæèíè FP0π, ÿêi íå ¹ ñòiéêèìè äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó k

(äæåðåëà, ñiäëà, âèðîäæåíi ñiäëà). Ìíîæèíà

FP stable
0π (k) = S1 ∪ πS ∪ πS1 ∪ πSM

¹ ìíîæèíîþ âñiõ òî÷îê, ùî ìîæóòü áóòè ñòiéêèìè äëÿ âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðó k.

Ìíîæèíà ñòiéêèõ òî÷îê FP0π ìîæå áóòè ðîçøèðåíîþ, ÿêùî ñèñòåìà (4.5)

ðîçãëÿäà¹òüñÿ ç áiëüø çàãàëüíîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨, ÿêà ìà¹ âèùi ãàðìîíiêè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨ ¹ äîâiëüíà íåïàðíà ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ

f(x) òàêà, ùî f(π) = 0. Êîìï'þòåðíà ñèìóëÿöiÿ ïîêàçó¹, ùî âñi òî÷êè ó

ìíîæèíi FP0π ñòàþòü ñòiéêèìè ïðè ïðàâèëüíîìó ïiäáîði ïàðàìåòðiâ k, a =
df(x)
dx

∣∣
x=0

òà b = df(x)
dx

∣∣
x=π

. Àíàëiòè÷íå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ¹ äîâîëi ñêëàäíîþ

ïðîáëåìî.

4.5.1.2. Iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(N)
: íîíêîíôîðìiñòè âèãðàþòü

Äðóãîþ ïiäìíîæèíîþ (îêðiì PF0π), ùî áóëà îïèñàíà Òåîðåìîþ 4.4.1, ¹

ìíîãîâèä M(N)
, ÿêèé öiëêîì ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëîæåíü ðiâíîâàãè òà ìà¹ çà-

ãàëüíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó R = 0. Öåé ìíîãîâèä ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ ìíîæèí

M(N)
= IS ∪ BπS (îïèñàíèõ ó ðîáîòi [167]), ïåðøà ç ÿêèõ IS íàçèâà¹òüñÿ

íåêîãåðåíòíèì ñòàíîì, à äðóãà BπS � ðîçìèòèì π�ñòàíîì.

Ìè íàãàäó¹ìî, ùî dim
(
M(N)

)
= N − 3 ó ïðîñòîði TN−1 ñèñòåìè ó

ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ. Îòæå, äâi êîîðäèíàòè êîæíî¨ ç òî÷îê öüîãî ìíîãîâèäó

ϕN−2, ϕN−1 ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi ôóíêöié âiä iíøèõ êîîðäèíàò

ϕ1, . . . , ϕN−3 çãiäíî ôîðìóëàì (2.27), (2.28) ç ïiäðîçäiëó 2.4. Äëÿ ñïðîùåííÿ

ïîçíà÷åíü áóäåìî òàêîæ ïèñàòèM :=M(N)
.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ áóäå ñôîðìóëüîâàíå äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó,

íiæ òîé, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó äàíîìó ïiäðîçäiëi, à ñàìå äëÿ âèïàäêó ñèñòåìè
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(4.5) ç äîâiëüíèì ôàçîâèì çñóâîì α (ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå

âèïàäîê α = 0).

Ëåìà 4.5.1. Ðàíã ßêîáiàíó ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (4.5) ¹ íàñòóïíèì:

rank(J ) =

1, ÿêùî (ϕ1, . . . , ϕN−1) ∈ πSM,

2, ÿêùî (ϕ1, . . . , ϕN−1) ∈M \ πSM,

äåJ = J (ϕ1, . . . , ϕN−1, k, α) = ∂(G1, . . . GN−1)/∂(ϕ1, . . . , ϕN−1),

Gi(ϕ1, . . . , ϕN−1, k, α), i = 1, . . . , N − 1, � ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (4.5).

Äîâåäåííÿ. ßê áóëî ïîêàçàíî ó Ëåìi 4.3.2 ìíîãîâèä M öiëêîì ñêëà-

äà¹òüñÿ ç îñîáëèâèõ òî÷îê äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ α òà k. Òî÷êè

äàíîãî ìíîãîâèäó ðîçäiëÿþòüñÿ íà äâi ïiäìíîæèíè πSM òà M \ πSM, âiä-
íîñíî êiëüêîñòi íóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Äàëi äîâåäåííÿ äàíî¨ ëåìè ¹ àíà-

ëîãi÷íèì äîâåäåííþ Ëåìè 2.4.2. Ó îáîõ ëåìàõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäèí i òîé æå

îá'¹êò, äîâîäÿòüñÿ iäåíòè÷íi òâåðäæåííÿ, àëå äëÿ ðiçíèõ îñöèëÿòîðíèõ ñè-

ñòåì (2.4) òà (4.5). Âiäìiííiñòü ó äîâåäåííÿõ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ó äàíîìó

âèïàäêó åëåìåíòè ìàòðèöi ïåðøèõ N1−1 ðÿäêiâ òà îñòàííiõ N2 ðÿäêiâ ìàþòü

ðiçíó ñòðóêòóðó, à ôàçîâèé çñóâ α ¹ êîíñòàíòîþ. �

Ëåìà 4.5.1 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ ôàçîâèõ çñóâiâ α, òîáòî äëÿ áiëüø

çàãàëüíî¨ ñèñòåìè, íiæ ìîäåëü Õîíã�Ñòðîãàòöà (ïðè α = 0). Òîáòî íàÿâíiñòü

ôàçîâîãî çñóâó ó ñèñòåìè ç ïðèòÿãóþ÷èìè òà âiäøòîâõóþ÷èìè åëåìåíòàìè

íå ëèøå íå ðóéíó¹ iíâàðiàíòíó ìíîæèíóM òà ¨¨ ñòðóêòóðó, à i çáåðiãà¹ ïåâíi

âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi äëÿ äâîõ ðiçíèõ òèïiâ ñèìåòði¨.

Ç Ëåìè 4.5.1 âèïëèâà¹, ùî N − 3 âëàñíèõ çíà÷åíü îñîáëèâèõ òî÷îê ìíî-

ãîâèäó ¹

λ1 = · · · = λN−3 = 0.

Iíøi äâà âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ ôóíêöiÿìè êîîðäèíàò òî÷îê ìíîãîâèäó:

λN−2 = h1(ϕ1, . . . , ϕN−3), λN−1 = h2(ϕ1, . . . , ϕN−3).

Ó äâî�êëàñòåðíîìó ñòàíi ùå îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ ðiâíå íóëþ (λN−2 = 0).
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Iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M ¹ íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ íåiçîëüîâàíèõ îñî-

áëèâèõ òî÷îê. Çãiäíî Ëåìè 4.5.1 ñòiéêiñòü öèõ òî÷îê âñåðåäèíi ìíîãîâèäó ¹

íåéòðàëüíîþ. Ñòiéêiñòü êîæíî¨ òî÷êè ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî ìíîãîâèäó

íàïðÿìêàõ çàëåæèòü âiä ïîëîæåííÿ öi¹¨ òî÷êè íà ìíîãîâèäi. Ñòiéêiñòü äâîõ

ðiçíèõ òî÷îê ìíîãîâèäó ìîæå áóòè ðiçíîþ íàâiòü äëÿ îäíèõ i òèõ æå çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè.

Äëÿ îïèñó áiôóðêàöié òî÷îê ìíîãîâèäó ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ïàðàìåòð

ñèñòåìè, ÿê ôóíêöiþ, çàëåæíó âiä çìiííèõ íà ìíîãîâèäi k = k(M) =

k(ϕ1, . . . , ϕN−1). Òîäi ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà ìíîãîâèäó ¹ òðàíñâåðñàëü-

íî ñòiéêîþ, ÿêùî k < kmax(M) = maxϕj∈M k(ϕ1, . . . , ϕN−1) òà âñi òî-

÷êè öüîãî ìíîãîâèäó ¹ òðàíñâåðñàëüíî ñòiéêèìè, ÿêùî k < kmin(M) =

minϕj∈M k(ϕ1, . . . , ϕN−1). Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî òåîðiÿ áiôóðêàöiÿ áåç ïàðà-

ìåòðiâ (äèâ. ðîáîòè [128, 218] òà íàâåäåíèé ó íèõ ñïèñîê ëiòåðàòóðè) ìîæå

áóòè ãàðíî çàñòîñîâàíà äëÿ äîñëiäæåííÿ ÿêiñíî¨ ñòðóêòóðè ìíîãîâèäóM.

Íåêîãåðåíòíèé ñòàí (IS � Incoherent State). Âiäïîâiäíî äî ðîáî-

òè [167] áóäåìî íàçèâàòè íåêîãåðåíòíèì (iíêîãåðåíòíèì) ñòàíîì ðåæèì ç

r1 = r2 = 0 (ðèñ. 8.20(g)). Iñíó¹ ìíîãîâèä îñîáëèâèõ òî÷îê ç âëàñòèâîñòÿìè

r1 = r2 = 0, ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîãîâèäó M, îñêiëüêè çàãàëüíèé ïàðàìå-

òðè ïîðÿäêó ó öüîìó âèïàäêó R = 0. Ïîçíà÷èìî Ms ∈ TN ìíîæèíè, äëÿ

ÿêèõ rs = 0, s = 1, 2. Êîæíà ç öèõ ìíîæèí ¹ (Ns − 2)�âèìiðíîþ ó TN . Îòæå,
ìíîæèíà

MIS {(θ1, . . . , θN) : (θ1, . . . , θN1) ∈M1, (θN1+1, . . . , θN) ∈M2}

¹ m�âèìiðíîþ, äå

m = m1 +m2, ms =


0, Ns = 0,

1, Ns = 2, Ns 6= 1.

Ns − 2, Ns ≥ 3,

Ìíîãîâèä MIS ¹ (m − 1)�âèìiðíèì äëÿ (N − 1)�âèìiðíî¨ ñèñòåìè (4.5) ó

ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ. dim(MIS) < dim(M), êîëè Ns 6= N .

Ðiçíi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìíîãîâèäó MIS ìîæóòü ìàòè ðiçíi ñòiéêîñòi
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ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî öüîãî ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ ó çàëåæíîñòi âiä ¨õ

ðîçòàøóâàííÿ. Áiôóðêàöiéíèé ïàðàìåòð kIS = kIS(Φ) ¹ ôóíêöi¹þ, äå Φ cêëà-

äà¹òüñÿ ç (m− 1) êîîðäèíàò ϕi. Iñíó¹ iíòåðâàë

[kmin(IS), kmax(IS)] =

[
min

Φ∈MIS

k(Φ), max
Φ∈MIS

k(Φ)

]
çíà÷åíü ïàðàìåòðà k äå ìíîãîâèä ïîñòóïîâî âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü ñâî¨õ òî÷îê.

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N = 7, N1 = 4, N2 = 3. Ìíîãî-

âèä MIS ¹ äâî�âèìiðíèì ó ôàçîâîìó ïðîñòîði T6. Âií ìîæå áóòè îïèñàíèé

äâî�ïàðàìåòðè÷íîþ ìíîæèíîþ

MIS = (π, φ1, φ1 + π, φ2, φ2 + 2π/3, φ2 + 4π/3) ∈ T6

ç r1 = r2 = 0. Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî áiôóðêàöiéíèé ïàðàìåòð k çàëåæèòü

ëèøå âiä ïåðøîãî ç ïàðàìåòðiâ ìíîãîâèäó iMIS ¹ ñòiéêèì, êîëè

k < k(MIS) = kIS(φ1) = −4(1 + | cosφ1|)/5.

Îòæå, [kmin(IS), kmax(IS)] = [−8/3,−4/3].

Ðîçìèòèé π�ñòàí (BπS � blurred π state). Íàñòóïíèì ðåæèìîì, ìî-

æëèâèì äëÿ ñèñòåìè (4.1) ¹ òàê çâàíèé ðîçìèòèé π� ñòàí, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâàì pr1 = qr2 (ùî åêâiâàëåíòíî N1r1 = N2r2) òà δ = π (äèâ. ðèñ. 8.20(f)).

Íàçâà âiäîáðàæà¹ òå, ùî êîíôîðìiñòè êîíöåíòðóþòüñÿ íàâêîëî ñèíõðîííîãî

ñòàíó, ðîçìiùóþ÷èñü ó äåÿêié îáëàñòi (íå â îäíié òî÷öi), à íîíêîíôîðìiñòè

êîíöåíòðóþòüñÿ â îáëàñòi ïðîòèôàçè êîíôîðìiñòàì. Ðîçìèòèé π� ñòàí ¹ ïiä-

ìíîæèíîþ ìíîãîâèäóM. Áiëüø òî÷íî

MBπS =M\MIS, dim(MIS) = N − 3 ó ôàçîâîìó ïðîñòîði TN−1.

Òàêèì ÷èíîìMBπS ¹ (N − 3)�âèìiðíîþ ìíîæèíîþ íåiçîëüîâàíèõ ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ. Óñi öi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìàþòü

(N − 3) íóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü âñåðåäèíi ìíîãîâèäó òà äâà iíøèõ âëà-

ñíèõ çíà÷åííÿ, ùî ¹ ôóíêöiÿìè êîîðäèíàò íà ìíîãîâèäi i ÿêi õàðàêòåðèçóþòü
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ñòiéêiñòü ó òðàíñâåðñàëüíèõ äî ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ. ßê i ó ïîïåðåäíüîìó

âèïàäêó ¹ äâà âàæëèâèõ áiôóðêàöiéíèõ çíà÷åííÿ kmin(BπS) òà kmax(BπS).

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ç ÷îòèðüîìà êîíôîðìiñòàìè òà òðüî-

ìà íîíêîíôîðìiñòàìè. dim(MBπS) = 4 ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ñèñòåìè (4.5).

Ïåðåâiðèìî ñòiéêiñòü îäíî�ïàðàìåòðè÷íîãî ìíîãîâèäó MBπS, ÿêèé ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

MBπS(φ) = (0, π, ϕ, 2π/3, 4π/3, ϕ+ π) ∈ T6.

Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ëîêàëüíi ïàðàìåòðè ïîðÿäêó:

r1 =
1

4

√
2(1 + cosϕ), r2 =

1

3

√
2(1 + cosϕ).

Êîæíà ç òî÷îêMBπS ¹ íåéòðàëüíîþ ó ÷îòèðüîõ íàïðÿìêàõ âñåðåäèíi ìíîãî-

âèäó òà ñòiéêîþ ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ, êîëè

k < kBπS(φ) = −
2
(

2 sin2 φ+ 6 +
√

36 + 13 sin2 φ− 4 sin2(2φ)
)

4 cosφ+ 5
.

Ïàðàìåòðè÷íà îáëàñòü çìiíè ñòiéêîñòi ¹ äîñèòü øèðîêîþ: kBπS(φ) ∈
[−6,−8/3]. Ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òðàíñâåðñàëüíà ñòiéêiñòü, ïàðàìåòðè ïîðÿä-

êó òà ïàðàìåòðè÷íi îáëàñòi ñòiéêîñòi ñóòò¹âî çàëåæàòü âiä ðîçòàøóâàííÿ òî-

÷êè íà BπS�ìíîãîâèäi.

I îñòàòî÷íî ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ðåæèìiâ ãëîáàëüíî¨ ïåðå-

ìîãè íîíêîíôîðìiñòiâ, òîáòî êîëè R = 0 ó òåðìiíàõ îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè

(4.2).

1. Kîæåí ðåæèì ç R = 0 ¹ íåiçîëüîâàíèì;

2. Âñi ðîçâ'ÿçêè ç R = 0 ñêëàäàþòü íåïåðåðâíó (N − 2)�âèìiðíó ìíîæèíó

(iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä)M;

3. M ¹ îá'¹äíàííÿì íåêîãåðåíòíèõ ðåæèìiâ òà ðîçìèòèõ π�ñòàíiâ;

4. Êîæåí ðåæèì ¹ ñòiéêèì ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî ìíîãîâèäó íàïðÿì-

êàõ òà íåéòðàëüíèì ó iíøèõ íàïðÿìêàõ;
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5. Òðàíñâåðñàëüíà ñòiéêiñòü ¹ ðiçíîþ äëÿ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìíîãîâèäó òà

çàëåæèòü ðîçòàøóâàííÿ ¨õ íàM.

6. Áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó k òàêîæ çàëåæàòü âiä ïîëîæåííÿ

ðîçâ'ÿçêó íà ìíîãîâèäi.

4.5.2. Íåñòàöiîíàðíi ñòiéêi ðåæèìè

Âèùå áóëè îïèñàíi ðåæèìè, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ñèñòå-

ìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ. Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü ñïðè÷èíÿëà ïîñòiéíiñòü ïàðàìå-

òðó ïîðÿäêó R = const. Äàëi ðîçãëÿíåìî ðåæèìè ç íåïîñòiéíèì ïàðàìåòðîì

ïîðÿäêó R = R(t).

Ìàíäðiâíi õâèëi (TW � raveling waves). Ðîçãëÿíåìî ðåæèì, êîëè âñi

êîíôîðìiñòè ¹ ñèíõðîíiçîâàíèìè (r1 = 1), à âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ íîíêîí-

ôîðìiñòiâ çìiíþ¹òüñÿ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ç ÷àñîì (ïàðàìåòð ïîðÿäêó ó öüî-

ìó âèïàäêó íå ìîæå áóòè êîíñòàíòîþ r2 = r2(t)). Òîäi êóò δ = δ(t) òàêîæ

íå ìîæå áóòè êîíñòàíòîþ, ó ïðîòèâàãó äî ïîïåðåäíiõ ðåæèìiâ, äå δ = 0 àáî

δ = π. Ãëîáàëüíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó òîäi òàêîæ íå ¹ ïîñòiéíèì: R = R(t) .

Ðåæèì ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè áóâ íàçâàíèé ðåæèìîì (ñòàíîì) ìàíäðiâíî¨

õâèëi ó [167]. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî òåðìií �ìàíäðiâíà õâèëÿ� ¹ êîðåêòíèì äëÿ

âèïàäêó äóæå âåëèêî¨ (÷è íåñêií÷åííî¨) êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ, çîêðåìà íîí-

êîíôîðìiñòiâ (ÿê ó [167, 169]). Ó âèïàäêó, êîëè ÷èñëî îñöèëÿòîðiâ ¹ ïîðiâíÿíî

íåâåëèêèì, âàæêî ãîâîðèòè ïðî �õâèëi� ó çâè÷àéíîìó çíà÷åííi öüîãî ñëîâà.

Îäíàê ìè çáåðiãà¹ìî öåé òåðìií äëÿ ñèñòåì äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi, îñêiëü-

êè âëàñòèâîñòi ðåæèìiâ ç r1 = 1 òà r2 = r2(t) ¹ îäíàêîâèìè äëÿ äîâiëüíî¨

êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ òà ïîäiáíèõ ïàðàìåòðè÷íèõ îáëàñòåé.

Óìîâà r1 = 1 ðåäóêó¹ ñèñòåìó (4.5) äî ñèñòåìè íàN2�âèìiðíîìó ìíîãîâèäi

P1
N2
∈ TN−1 (ϕi = 0, i = 1, . . . , N1 − 1):

dϕi
dt

= −kN1 sinϕi −
N2∑
j=1

sinϕj − k
N2∑

j=1,j 6=i

sin(ϕi − ϕj), i = 1, . . . , N2. (4.10)

Ñòiéêiñòü ðåæèìiâ ìàíäðiâíèõ õâèëü ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ó äâà êðîêè:
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1. Çíàõîäæåííÿ ôàçîâî íåçàìêíóòèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ äëÿ N2�âèìiðíî¨

ñèñòåìè (4.10) âñåðåäèíi ìíîãîâèäó;

2. Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ó òðàíñâåðñàëüíèõ äî ìíîãîâèäó íà-

ïðÿìêàõ.

Ïåðøi N1 − 1 ðiâíÿíü ñèñòåìè (4.5):

dϕi
dt

= − sinϕi −
N2∑
j=1

sinϕj −
N2∑

j=1,j 6=i

sin(ϕi − ϕj), i = 1, . . . , N1 − 1, (4.11)

âiäïîâiäàþòü çà òðàíñâåðñàëüíó ñòiéêiñòü ìíîãîâèäó. Öÿ ïiäñèñòåìà ìà¹ çìií-

íi (ϕ1, . . . , ϕN1−1) òà ïàðàìåòðè (ϕN1 , . . . , ϕN−2). ßêîáiàí ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåìè

(4.11) ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìà¹ íàñòóïíi âëàñíi çíà÷åííÿ:

λi = −N1 −
N−1∑
j=N1

cosϕj, i = 1, . . . , N1 − 1.

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîãîâèä P1
N1
¹ òðàíñâåðñàëüíî ñòiéêèì äëÿ N1 ≥

N2. Îòæå, âñi ñòiéêi òðà¹êòîði¨ (4.11) ¹ ñòiéêèìè äëÿ (4.5) êîëè N1 ≥ N2. Îñòà-

ííÿ óìîâà ¹ íåîáõiäíîþ, àëå íå äîñòàòíüîþ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî¨ ñòiéêîñòi.

Âiäìiòèìî, ùî ðåæèì, êîëè âñi íîíêîíôîðìiñòè ¹ ñèíõðîíiçîâàíèìè (r2 =

1), àëå ïðèíàéìíi îäèí êîíôîðìiñò ¹ íåñèíõðîíiçîâàíèé ç iíøèìè (r1 6= 1) ¹

íåìîæëèâèì. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè òðàíñâåðñàëüíîþ íåñòiéêiñòþ iíâàðiàíòíîãî

ìíîãîâèäó P2
N1

(ϕN1 , . . . , ϕN−1) äëÿ âñiõ çíà÷åíü k, êîëè r1 6= 1.

Ñèñòåìà (4.10) ìà¹ ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê çìiííèõ ϕi. Ðåæèì ìàíäðiâíèõ

õâèëü âiäïîâiäà¹ ôàçîâî íåçàìêíóòèì ãðàíè÷íèì öèêëàì (íåãîìîëîãi÷íèì

íóëþ ïåðiîäè÷íèì îðáiòàì íà òîði) äëÿ ñèñòåì ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ. Öi öèêëè

âèíèêàþòü òà çíèêàþòü âíàñëiäîê áiôóðêàöi¨ ñêëàäêè ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ

öèêëiâ àáî ó ðåçóëüòàòi ñiäëî�çâ'ÿçíî¨ áiôóðêàöi¨. Iñíóâàííÿ ñòiéêîãî ãðàíè-

÷íîãî öèêëó ñèñòåìè (4.10) ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ðåæèìiâ ìàíäðiâ-

íèõ õâèëü.

Ñèñòåìà (4.10) íå ìîæå ìàòè ðåæèì ìàíäðiâíèõ õâèëü ó íàéïðîñòiøîìó

íåòðèâiàëüíîìó âèïàäêó N = 3, N1 = 2, îñêiëüêè ¹äèíî ìîæëèâèé òàêèé ðå-
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æèìîì ìóñèòü áóòè íà ëiíi¨ ϕ1 = 0. Îäíàê, çãiäíî Ëåìi 4.4.1 äâà ïîëîæåííÿ

ðiâíîâàãè çíàõîäÿòüñÿ íà öié ëiíi¨ ó òî÷êàõ 0 òà π, íåçàëåæíî âiä çíà÷åííÿ ïà-

ðàìåòðà k, i âîíè çàïîáiãàþòü âiëüíîìó ïðîõîäæåííþ ôàçîâî¨ òî÷êè óçäîâæ

ëiíi¨. Ç òi¹¨ æ ïðè÷èíè ñèñòåìà ç äâîìà êîíôîðìiñòàìè òà äîâiëüíîþ êiëüêi-

ñòþ íîíêîíôîðìiñòiâ òàêîæ íå ìîæå ìàòè ìàíäðiâíèõ õâèëü. Àíàëiç ñèñòåìè

(4.10) ó äâî�âèìiðíîìó âèïàäêó ïîêàçó¹, ùî âîíà íå ìà¹ ñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ

öèêëiâ äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ N1, k. Öÿ ñèñòåìà ìà¹ äâi êâàäðàòíi

iíâàðiàíòíi îáëàñòi ó T2, îáìåæåíi iíâàðiàíòíèìè ëiíiÿìè ϕ2 = ±ϕ1. Ç àíà-

ëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü ñèñòåìà (4.10) ìîæå ìàòè ìàíäðiâíi õâèëi äëÿ äîâiëüíî¨

êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ ëèøå çà óìîâè N1 ∈ [3, N − 1].

ßêùî âñi êîíôîðìiñòè ñèíõðîíiçîâàíi, òî ïåðiîäè÷íi, êâàçi�ïåðiîäè÷íi òà

íàâiòü õàîòè÷íi ìàíäðiâíi õâèëi ìîæóòü iñíóâàòè ó ïiäìíîæèíi íîíêîíôîð-

ìiñòiâ (ðèñ. 8.21(ëiâà ïàíåëü)). Iäåíòèôiêàöiÿ öèõ òèïiâ äèíàìiêè, à òàêîæ

âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðè÷íèõ îáëàñòåé ¨õ iñíóâàííÿ ïðîâîäèëîñü çà äîïîìîãîþ

÷èñåëüíîãî àíàëiçó.

Ïåðiîäè÷íi ìàíäðiâíi õâèëi (TWP ). Ó öüîìó ðåæèìi âñi ôàçîâi ði-

çíèöi íîíêîíôîðìiñòiâ ϕN1+1, . . . , ϕN ¹ ïåðiîäè÷íèìè (ñèñòåìà ìà¹ ñòiéêèé

ãðàíè÷íèé öèêë íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi P1
N1
). Öå çíà÷èòü, ùî ÷àñòêî-

âèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó r2(t) ¹ ïåðiîäè÷íèì i, îòæå, R(t) ¹ ïåðiîäè÷íèì òàêîæ.

Ïåðiîäè÷íi ìàíäðóþ÷i õâèëi âèíèêàþòü, êîëè k ∈ (kP , kQ) äëÿ kQ < 0 (kQ
çàçâè÷àé áëèçüêå äî íóëÿ). Íàéìåíøèìè ðîçìiðíîñòÿìè äëÿ iñíóâàííÿ äàíî-

ãî ðåæèìó ¹ N = 5 òà N1 = 2. Êðiì òîãî, ÷îòèðè�âèìiðíà ñèñòåìà ç òðüîìà

íîíêîíôîðìiñòàìè ìà¹ ñòiéêèé ïåðiîäè÷íèé ðåæèì äëÿ ìàëèõ (çà ìîäóëåì)

íåãàòèâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà k. Òàêèé ðåæèì ìîæå ôîðìàëüíî ââàæàòèñü

TW ñòàíîì ç îäíèì êîíôîðìiñòîì (çâè÷àéíî r1 = 1 ó öüîìó âèïàäêó).

Êâàçi�ïåðiîäè÷íi ìàíäðiâíi õâèëi (TWQ). Ñèñòåìà ìîæå ìàòè ñòiéêi

êâàçi�ïåðiîäè÷íi ðåæèìè ((c) ó ïðàâié ïàíåëi ðèñ. 8.21) ç êâàçi�ïåðiîäè÷íèìè

ôóíêöiÿìè r2(t) òà R(t). Öåé ðåæèì âèíèêà¹ ó äóæå âóçüêié ïàðàìåòðè-

÷íié îáëàñòi k ∈ (kQ, 0). Êîëè k = 0 ñèñòåìà (4.5) ñòà¹ âèðîäæåíîþ

òà ìà¹ N2 åêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü. Òàêèì ÷èíîì, iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið

P1
N1
çàïîâíåíèé ïðÿìèìè ëiíiÿìè ïðè áiôóðêàöiéíîìó çíà÷åííi k = 0. Âóçü-

êèé êâàçi�ïåðiîäè÷íèé àòðàêòîð âèíèêà¹, êîëè k ñòà¹ íåãàòèâíèì. Äðóãèé
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òèì ìàíäðóþ÷èõ õâèëü âèíèêà¹ ÿê ïåðåõiäíèé ðåæèì âiä ïåðiîäè÷íîãî äî

õàîòè÷íîãî àòðàêòîðó (çãiäíî ðîáîòàì [279, 244]) äëÿ k ∈ (kC , kP ). Ïåðåõiä

âiä ïåðiîäè÷íîãî äî êâàçi�ïåðiîäè÷íîãî, à òîäi i äî õàîòè÷íîãî àòðàêòîðà ïî-

êàçàíî íà ðèñ. ðèñ. 8.21 ó ïðàâié ïàíåëi. Íàéìåíøi ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè äëÿ

iñíóâàííÿ êâàçi�ïåðiîäè÷íîãî ðåæèìó: N1 = 2, N2 = 3.

Ìàíäðiâíèé õàîñ (TWÑ). Äåòåðìiíîâàíèõ õàîñ ìîæëèâèé, êîëè

N2�âèìiðíà ñèñòåìà (4.10) ìà¹ ôàçîâî�íåçàìêíóòó õàîòè÷íó òðà¹êòîðiþ. Õà-

îòè÷íèé àòðàêòîð âèíèêà¹ âíàñëiäîê áiôóðêàöié ãîìîêëiíi÷íèõ äîòèêiâ àáî

âíàñëiäîê áiôóðêàöiéíîãî ñöåíàðiþ Ðóåëÿ�Òàêåíñà�Íüþõàóñà [279, 244]. Õàîñ

iñíó¹, êîëè k ∈ (kC1 , kC2). Íàéìåíøå ÷èñëî îñöèëÿòîðiâ, ùî âèìàãà¹òüñÿ äëÿ

iñíóâàííÿ ìàíäðiâíîãî õàîñó, ¹ N1 = N2 = 3. Ó öüîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó

kC1 ≈ −0.3554, kC2 ≈ −0.2174.

4.6. Ñèñòåìà ç ôàçîâèì çñóâîì

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê ñèñòåìè (4.2) ç äâîìà òèïàìè âçà¹ìî-

äi¨, à ñàìå êîëè öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ôàçîâèé çñóâ α ∈ T1. Ìîäåëü

Õîíã�Ñòðîãàòöà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì äàíî¨ ñèñòåìè íå ëèøå ïðè α = 0.

Ïðè α = π âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ îñöèëÿòîðàìè ìiíi¹ ìiñöÿìè êîíôîðìiñòiâ òà

íîíêîíôîðìiñòiâ. Âiäìiòèìî, ùî ïðè k = 1 îòðèìó¹ìî ñòàíäàðòíó ìîäåëü

Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i (äèíàìiêó ÿêî¨ äåòàëüíî îïèñàíó ó ïiäðîçäiëi 2.3), ùî

âiäïîâiäà¹ íàÿâíîñòi ó ñèñòåìi ëèøå êîíôîðìiñòiâ ïðè N1 = N àáî ëèøå íîí-

êîíôîðìiñòiâ ïðè N2 = N .

4.6.1. Ñèñòåìà äâîõ îñöèëÿòîðiâ

Íàéïðîñòiøîþ ìîæëèâîþ ñèñòåìîþ ç äâîìà òèïàìè âçà¹ìîäi¨ ¹ ìîäåëü ç

îäíèì êîíôîðìiñòîì òà îäíèì íîíêîíôîðìiñòîì: N1 = N2 = 1. Ó öüîìó âè-

ïàäêó ñèñòåìà (4.2) çâîäèòüñÿ äî îäíîãî ðiâíÿííÿ òèïó (4.5). Îñòàíí¹ ðiâíÿ-

ííÿ ìà¹ ëèøå äâà ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ϕ1 = π òà ϕ∗1 = −2 arctan
(
k−1
k+1

tanα
)
.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ ìà¹ òðè ëiíi¨ òðàíñêðèòè÷íèõ áiôóðêàöié k = −1,

α = ±π/2, ùî âèíèêàþòü ó òî÷öi ϕ1 = π. Òî÷êà ϕ1 = π âiäïîâiäà¹ ðåæè-

ìó àíòèôàçè êîíôîðìiñò�íîíêîíôîðìiñò ç R = 0. Öåé ðåæèì ¹ ñòiéêèì ó

ïàðàìåòðè÷íèõ îáëàñòÿõ k < −1, α ∈ (−π/2, π/2) òà k > −1, α ∈ (π/2, 3π/2).
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4.6.2. Ñèñòåìà òðüîõ îñöèëÿòîðiâ

Äëÿ âèïàäêó N = 3 âæå ìîæëèâi äâi êîíôiãóðàöi¨ N1 = 1, N2 = 2 òà

N1 = 2, N2 = 1 (âèïàäêè N1 = 3 òà N1 = 0 âiäïîâiäàþòü ìîäåëi Êóðàìî-

òî�Ñàêàãó÷i i áóëè ðîçãëÿíóòi ó ðîçäiëi 1). Îñêiëüêè ÷èñëî êîíôîðìiñòiâ ó

ïåðøîìó âèïàäêó ¹ ðiâíèì ÷èñëó íîíêîíôîðìiñòiâ ó äðóãîìó, òî ñèòóàöiÿ

çàäîâîëüíÿ¹ ñèìåòði¨ γ3 (4.7). Ó äàíîìó âèïàäêó öÿ äiÿ ìà¹ âèãëÿä

γ3 : (ϕ1, ϕ2, α, k, t) 7→ (−ϕ1, ϕ2 − γ1, α, 1/k,−t). (4.12)

Ïàðàìåòð k ïåðøî¨ ñèñòåìè òðàíñôîðìó¹òüñÿ ó ïàðàìåòð 1/k äðóãî¨. Îáèäâi

ðåäóêîâàíi ñèñòåìè (4.5) äëÿ N = 3 ìàþòü íóëü�âèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíî-

ãîâèäè M(N)
, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí M

(3)

1 = (2π/3, 4π/3), M(3)

2 =

(4π/3, 2π/3). Äiÿ γ3 ïåðåâîäèòüM
(3)

1 7→ M
(3)

2 òà íàâïàêè.

Ñèñòåìà (4.5) ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä P1
1={(ϕ1, ϕ2) : ϕ1 = 0} äëÿ N1 =

2. Ñèñòåìà (4.5) ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä P2
1={(ϕ1, ϕ2) : ϕ1 = ϕ2} äëÿ N2 =

2. Äiÿ γ3 ïåðåâîäèòü ìíîãîâèä P1
1 ïåðøî¨ ñèñòåìè ó P2

1 äðóãî¨. Iíâàðiàíòíèé

ìíîãîâèä P1
1 íå ðîçäiëÿ¹ ôàçîâèé ïðîñòið T2 íà iíâàðiàíòíi îáëàñòi (iñíó¹

ëèøå îäíà iíâàðiàíòíà îáëàñòü). Ñèòóàöiÿ ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñòàíäàð-

òíî¨ ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i, ÿêà ìà¹ Z3 ñèìåòðiþ i, âíàñëiäîê öüîãî, ¨¨

ôàçîâèé ïðîñòið ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà äâi iíâàðiàíòíi îáëàñòi òðüîìà iíâàðiàíòíè-

ìè ìíîãîâèäàìè ϕ1 = 0, ϕ2 = 0, ϕ1 = ϕ2.

Ôàçîâi ïîðòðåòè äëÿ ìîäåëi äâîõ êîíôîðìiñòiâ (N1 = 2) òà îäíîãî íîí-

êîíôîðìiñòà (N2 = 1) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.23.

Ó äàíîìó âèïàäêó ñèñòåìà (4.5) ìà¹ ñèìåòðiþ Z2 çàäàíó äi¹þ γ : (ϕ1ϕ2) 7→
(−ϕ1, ϕ2 − ϕ1). Áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ äàíî¨ ñèñòåìè ó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ (α, k)

ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.22. Ñèñòåìà ìà¹ íàñòóïíi áiôóðêàöi¨:

1) Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà (AH) ó iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ M(3)
i ,

i = 1, 2, ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà ëiíiÿõ α = ±π/2 .

2) Òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ (TC) òàêîæ óM(3)
i ïðè k = −1/2. Äàíà áiôóð-

êàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ ç äæåðåëàìè i ñiäëàìè ïðè α ∈ (−π/2, π/2) òà ç ñòîêàìè

òà ñiäëàìè ïðè α ∈ (π/2, 3π/2).

3) Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ (SN) íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi P1
1 . Öÿ áiôóð-
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êàöiÿ ãåíåðó¹ ìàíäðiâíó õâèëþ, ùî âiäïîâiäà¹ çíèêíåííþ îñîáëèâî¨ òî÷êè íà

ϕ1 = 0 òà ¨¨ òðàíñôîðìàöi¨ ó ñòiéêèé (äëÿ α ∈ (−π/2, π/2)) ÷è íåñòiéêèé (äëÿ

α ∈ (π/2, 3π/2)) ãðàíè÷íèé öèêë, ùî ¹ ôàçîâî�íåçàìêíóòèì âçäîâæ ϕ2 = 0.

Âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ ó α = ±π/2 çìiíþ¹ ñòiéêiñòü öüîãî öèêëó. Äàíà ái-

ôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ îäíî÷àñíî ç AH áiôóðêàöi¹þ.

4) Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ (PF), ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi P1
1

ó òðàíñâåðñàëüíîìó äî íüîãî íàïðÿìêó.

5) Ñiäëî�çâ'ÿçíà (ãåòåðîêëiíi÷íà) áiôóðêàöiÿ (HC), ùî ïðèçâîäèòü äî âèíè-

êíåííÿ ãîìîêëiíi÷íèõ òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ó áiôóðêàöié-

íèé ìîìåíò. Ãîìîêëiíi÷íi òà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè (ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ

ñiäëîâèõ ÷è ñiäëî�âóçëîâèõ òî÷îê òà ¨õ îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãî-

âèäiâ) áóâàþòü äâîõ òèïiâ: ôàçîâî�çàìêíóòi (ðèñ. 8.23(b), (e)�(h)) òà ôàçî-

âî�íåçàìêíóòi (ðèñ. 8.23(b), (f)�(h), (n), (o)). Öi ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ ¹

ïåðåõîäîì äî âèíèêíåííÿ ôàçîâî�çàìêíóòèõ òà ôàçîâî�íåçàìêíóòèõ ãðà-

íè÷íèõ öèêëiâ (ðèñ. 8.23(c), (f)�(h)). Êðiì îêðåìèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ìî-

æóòü óòâîðþâàòèñü îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ ôàçîâî�çàìêíóòèõ òà íåçàìêíó-

òèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, ùî îáìåæóþòüñÿ ãîìî ÷è ãåòåðîêëiíi÷íèìè öèêëàìè

(ðèñ. 8.23(b), (e)�(h)). Òàêi êîíñòðóêöi¨ òðàïëÿþòüñÿ ïðè (α, k) = (±π/2,−1)

ïðè ïåðåòèíi êiëüêîõ ëiíié ó ïàðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði.

6) Áiôóðêàöi¨ ïåðåòâîðåííÿ ãîìîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ó ãåòåðîêëiíi÷íi ïðè ðóñi

ïàðàìåòðó k âçäîâæ áiôóðêàöiéíèõ ëiíié α = ±π/2 (ÿê íàïðèêëàä ïåðåòâî-

ðåííÿ âiä ôàçîâîãî ïîðòðåòó ðèñ. 8.23(b) ÷åðåç ðèñ. 8.23(e) äî ðèñ. 8.23(f) ïðè

(α, k) = (±π/2, 1)).

7) Òðàíñêðèòè÷íi áiôóðêàöi¨ ôàçîâî�íåçàìêíóòèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ.

Ôàçîâî�íåçàìêíóòi ãðàíè÷íi òà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ¹ òèïîâèìè äëÿ ñè-

ñòåìè ç äâîìà òèïàìè çâ'ÿçêiâ òà ôàçîâèì çñóâîì (i äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêî-

ñòi êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ ïðè N ≥ 3). Òàêi òðà¹êòîði¨ âiäïî-

âiäàþòü ðåæèìàì ìàíäðóþ÷èõ õâèëü (ñèíõðîíiçàöi¨ êîíôîðìiñòiâ r1 = 1,

r2 = r2(t) ∈ [0, 1], ðèñ. 8.23(d)). Ìîæå áóòè i áiëüø çàãàëüíà ñèòóàöiÿ, êîëè

îáèäâà ïàðàìåòðè ïîðÿäêiâ êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ ¹ ôóíêöiÿìè

÷àñó r1(t), r2(t) òà δ = δ(t). Îñòàíí¹ âiäïîâiäà¹ iñíóâàííþ ñòiéêîãî ôàçî-

âî�íåçàìêíóòîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó ç íåíóëüîâîþ ôàçîâîþ ðiçíèöåþ ϕ1 6= 0
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(äèâ. ðèñ. 8.23(j)�(m) òà (p)). Ñèñòåìà ìà¹ áàãàòî áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê êîðî-

çìiðíîñòi 2, çîêðåìà, SN∩TC, AH∩TC, PF∩HC òà iíøi. Áàãàòî áiôóðêàöié-

íèõ ëiíié ïåðåòèíàþòüñÿ ó îäíié òî÷öi, ÿê öå òðàïëÿ¹òüñÿ ó òî÷êàõ (0,−1/2),

(π,−1/2), (±π/2,−1/2), (±π/2, 1) òà (±π/3,−1/2) ïàðàìåòðè÷íî¨ ïëîùèíè.

Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè îäíîãî êîíôîðìiñòà (N1 = 1) òà äâîõ íîíêîí-

ôîðìiñòiâ (N2 = 2) ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ

N1 = 2, N2 = 1 (ðèñ. 8.23) ïðè çàñòîñóâàííi ñèìåòði¨, çàäàíî¨ äi¹þ (4.12).

Çîêðåìà, äiÿ ñèìåòði¨ âiäîáðàçèòü ìíîãîâèä ϕ1 = 0 ñèñòåìè ç N1 = 2 ó ìíî-

ãîâèä ϕ1 = ϕ2 ñèñòåìè ç N1 = 1, à ÷àñòèíè ìíîãîâèäóM(3)
¹ iíâàðiàíòíèìè

âiäíîñíî öi¹¨ ñèìåòði¨. Áóäü�ÿêà áiôóðêàöiéíà êðèâà áiôóðêàöiéíî¨ äiàãðàìè

ðèñ. 8.22(ïðàâà ïàíåëü) âiäïîâiäà¹ ïåâíié áiôóðêàöiéíié êðèâié íà äiàãðàìi

ðèñ. 8.22(ëiâà ïàíåëü) ïiñëÿ âiäîáðàæåííÿ (α, k) 7→ (α, 1/k). Áiôóðêàöi¨ SN

òà PF òåïåð âiäïîâiäàþòü iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäó ϕ1 = ϕ2. Áiôóðêàöiéíà

ëiíiÿ k = 0 âiäïîâiäà¹ áiôóðêàöiéíié ëiíi¨ íà íåñêií÷åííîñòi, ùî íå ìîãëà áó-

òè çîáðàæåíîþ íà ðèñ. 8.22(ëiâîðó÷) äëÿ N1 = 2. Ïåðåòèí öi¹¨ ëiíi¨ îçíà÷à¹

ïåðåòâîðåííÿ êîíôîðìiñòiâ ó íîíêîíôîðìiñòiâ òà íàâïàêè. Ó âèïàäêó k = 0

âåñü ôàçîâèé ïðîñòið çàïîâíåíèé òðà¹êòîðiÿìè, ùî ¹ ïðÿìèìè ëiíiÿìè.

4.6.3. Ñèñòåìà ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ

Ó âèïàäêó N = 4 ¹ òðè íåòðèâiàëüíèõ ðîçïîäiëè êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîí-

ôîðìiñòiâ ç N1 = 1, 2, 3.

Iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè. Iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè P1
2 òà P2

2 âiäïîâiäàþòü

êëàñòåðàì äâîõ êîíôîðìiñòiâ òà äâîõ íîíêîíôîðìiñòiâ, òà ¹ ïëîùèíàìè

ó ôàçîâîìó ïðîñòîði T3 ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (4.5). Ïîëîæåííÿ iíâàðiàí-

òíèõ ìíîãîâèäiâ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði äëÿ ðiçíèõ êîíôiãóðàöié êîíôîðìi-

ñòiâ�íîíêîíôîðìiñòiâ çîáðàæåíî íà ðèñ. 7 ðîáîòè [86, Burylko, Kazanovich,

Borisyuk]. Óñi ñèñòåìè ðiçíèõ êîíôiãóðàöié ìàþòü îäèí ñïiëüíèé iíâàðiàí-

òíèé ìíîãîâèä çãiäíî Ëåìi 4.3.2, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ëiíié

M(4)
(ϕ) = (ϕ, π, ϕ+π) (òà ïåðåñòàíîâîê) ó T3. ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, êîæíà

÷àñòèíàM(4)
ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëîæåíü ðiâíîâàãè, ùî ¹ íåéòðàëüíèìè ìiæ ñî-

áîþ (îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ êîæíî¨ òî÷êè ¹ íóëüîâèì) òà ìîæå ìàòè ðiçíi òèïè

ñòiéêîñòi ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî ìíîãîâèäó íàïðÿìêîì. Òðàíñâåðñàëüíi
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âëàñíi çíà÷åííÿ äî ëiíiéM(4)
¹ ðiçíèìè ó êîæíîìó âèïàäêó i çàëåæíèìè âiä

çìiííî¨ ϕ:

λ1,2(ϕ) =
1

2

(
τ ±

√
τ 2 − 4ξ sin2 ϕ

)
, äå τ = (N1+ξN2) cosα, ξ = (ξ1+ξ2)(ξ3+ξ4),

ξi, j = 1, . . . , 4, äîðiâíþ¹ 1 àáî k òàê, ùî
∑4

j=1 ξj = N1 + kN2. Òàêèì ÷èíîì

ìîæíà îïèñàòè òðàíñâåðñàëüíó ñòiéêiñòüM(4)
, òà çíàéòè áiôóðêàöi¨ öèõ éîãî

îñîáëèâèõ òî÷îê.

Òðè êîíôîðìiñòè òà îäèí íîíêîíôîðìiñò. Ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê N1 = 3,

N2 = 1. Iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè P1
2 îïèñóþòüñÿ (ó òåðìiíàõ ôàçîâèõ ðiçíèöü)

ðiâíîñòÿìè ϕ1 = 0, ϕ2 = 0, ϕ1 = ϕ2. Ôàçîâi ðiçíèöi ìiæ êîíôîðìiñòàìè

¹ îáìåæåíèìè, ó òîé ÷àñ, ÿê ôàçîâà ðiçíèöÿ ìiæ íîíêîíôîðìiñòîì òà êîí-

ôîðìiñòîì ìîæå çðîñòàòè äî íåñêií÷åííîñòi ó R3. Ñèñòåìà ìà¹ Z3 ñèìåòðè÷íó

ãðóïó îáåðòàíü íàâêîëî öåíòðàëüíèõ ëiíié ϕ1 = 2π/3, ϕ2 = 4π/3 òà ϕ1 = 4π/3,

ϕ2 = 2π/3 ó êîæíié iíâàðiàíòíié îáëàñòi.

Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà äëÿ (α, k)�ïàðàìåòðè÷íî¨ ïëîùèíè ïðåäñòàâëåíà

íà ðèñ. 8.24(ëiâîðó÷). Ç Òåîðåìè 4.4.1 âiäîìî, ùî íà äîäàòîê äî îñîáëèâèõ

òî÷êî ìíîãîâèäóM(4)
ñèñòåìà ìà¹ âiñiì ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ç êîîðäèíàòàìè

0 òà π. Çíèêíåííÿ îñîáëèâèõ òî÷îê (0, 0, 0) òà (0, 0, π) ïiñëÿ ñiäëî�âóçëîâî¨

(SN) áiôóðêàöi¨ ïðèçâîäèòü äî ïðîõiäíîñòi iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨ P1
1 ϕ1 = ϕ2 = 0.

Öÿ ëiíiÿ ¹ ñòiéêèì ôàçîâî íåçàìêíóòèì ãðàíè÷íèì öèêëîì, êîëè ñèñòåìà ïà-

ðàìåòðiâ çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi êâàçi�òðèêóòíèêiâ, ñôîðìîâàíèõ SN áiôóð-

êàöiéíèìè ëiíiÿìè òà ëiíiÿìè òðàíñêðèòè÷íèõ áiôóðêàöié TCcycles. Ëiíiÿ HC

âiäïîâiäà¹ ãîìîêëiíi÷íié (ñiäëî�çâ'ÿçíié) áiôóðêàöi¨ ñiäëà íà êîæíié ç òðüîõ

iíâàðiàíòíèõ ïëîùèí P i2. Öÿ áiôóðêàöiÿ ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ òðüîõ ñè-
ìåòðè÷íèõ ñiäëîâèõ öèêëiâ âñåðåäèíi êîæíî¨ iíâàðiàíòíî¨ ïëîùèíè. Öi ñiäëîâi

öèêëè ¹ ñòiéêèìè âñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ òà íåñòiéêèìè ó òðàíñ-

âåðñàëüíèõ äî ìíîãîâèäiâ íàïðÿìêàõ.

Ñèìåòðè÷íà òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ TCcycles ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öè-

êëó P1
1 òà òðüîõ ñiäëîâèõ öèêëiâ âiäáóâà¹òüñÿ ïðè α = ±π/2. Öÿ áiôóðêàöiÿ ¹

ïîäiáíîþ äî òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ ñiäåë òà äæåðåëà, îïèñàíî¨ ó ïiäðîç-
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äiëi 2.5.1 òà ïðîiëþñòðîâàíî¨ íà ðèñ. 2.1. Ó áiôóðêàöiéíèé ìîìåíò ëiíiÿ P1
1

¹ âèðîäæåíèì ñiäëîâèì öèêëîì ç øåñòè ñiäëîâèìè êîìiðêàìè. Ãëîáàëüíî öi

öèêëè óòâîðþþòü ãîìîêëiíi÷íèé öèêë (ãåòåðîêëiíi÷íèé ó ôàçîâîìó ïðîñòîði

R3 çàìiñòü T3). Ó öüîìó âèïàäêó ñòiéêèé òà íåñòiéêèé äâî�âèìiðíi iíâàðiàíòíi

ìíîãîâèäè ¹ iíâàðiàíòíèìè ïëîùèíàìè: W u
2 (P1

1 ) = W s
2 (P1

1 ) = P1
2 .

Õàîòè÷íà òðà¹êòîðiÿ âñåðåäèíi iíâàðiàíòíîãî ðåãiîíó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ó òî÷öi

áiôóðêàöi¨ α = π/2. Öÿ òðà¹êòîðiÿ ¹ ôàçîâî íåçàìêíóòîþ âçäîâæ çìiííî¨

ϕ3. Ôàçîâà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ó òîìó æ íàïðÿìêó, ÿê i ôàçîâà òî÷êà âèðîäæå-

íîãî ñiäëîâîãî öèêëó P1
1 , ìåòóøèâøèñü áiëÿ iíâàðiàíòíî¨ ïëîùèíè P1

2 , íà-

ìàãàþ÷èñü äîñÿãòè ñiäëîâîãî öèêëó òà çðàçó âòiêàþ÷è âiä íüîãî. Õàîòè÷íèé

àòðàêòîð iñíó¹ íà âóçüêié îáëàñòi ïàðàìåòðiâ α > π/2 (ïåðåðiç Ïóàíêàðå õà-

îòè÷íî¨ òðà¹êòîði¨ ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ëiâié ïàíåëi ðèñ. 8.24(a)), ïiñëÿ ÷îãî

ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó âií ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà êâàçi�ïåðiîäè÷íèé àòðàêòîð

òà çãîäîì íà ñòiéêèé ôàçîâî íåçàìêíóòèé ãðàíè÷íèé öèêë âñåðåäèíi iíâàði-

àíòíî¨ îáëàñòi (âiäïîâiäíî äî [279, 244]). Öåé ñòiéêèé öèêë çíèêà¹ ðàçîì ç

ñiäëîâèì öèêëîì ó áiôóðêàöi¨ ñêëàäêè (ëiíiÿ F íà ðèñ. 8.24(ïðàâîðó÷)).

Âñi òðè ôàçîâî íåçàìêíóòi àòðàêòîðè (ïåðiîäè÷íèé, êâàçi�ïåðiîäè÷íèé òà

õàîòè÷íèé) ìàþòü íåïîñòiéíèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó r1 = r1(t). Öåé ôàêò ðîáèòü

íåìîæëèâèìè äàíi ðåæèìè ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà, îñêiëüêè

äëÿ íå¨ r1 = 1. Ñèñòåìà ç ôàçîâèì çñóâîì ìîæå ïîêàçóâàòè õàîòè÷íó ïîâåäií-

êó íàâiòü äëÿ äâîõ ãðóï êîíôîðìiñòiâ. Ïåðåðiç Ïóàíêàðå çãàäàíî¨ õàîòè÷íî¨

òðà¹êòîði¨ ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ïðàâié ïàíåëi ðèñ. 8.24(b)) äëÿ k = 2 òà

α = π/2. Íàãàäà¹ìî, ùî ïðè α = 0 (âèïàäîê Õîíã�Ñòðîãàòöà) ìîæëèâà ëèøå

ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ äâîõ ãðóï êîíôîðìiñòiâ ïðè K1 > 0, K2 > 0.

Áóäü�ÿêà îñîáëèâà òî÷êà ìíîãîâèäóM(4)
âiäïîâiäà¹ ðîçìèòîìó π�ñòàíó

ç ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó r1 = 1/3, r2 = 1. Âñi òàêi òî÷êè ìàþòü îäíàêîâèé

òèï òðàíñâåðñàëüíî¨ ñòiéêîñòi, çà âèíÿòêîì òî÷îê ç êîîðäèíàòàìè 0 òà π (ÿêi

ìàþòü îäèí äîäàòêîâèé íàïðÿìîê íåéòðàëüíî¨ ñòiéêîñòi äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà-

÷åíü ïàðàìåòðiâ). Âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà (AH) âiäáóâà¹-

òüñÿ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó M(4)
ïðè α = π/2. Îäíàê,

ãðàíè÷íèé öèêë íå âèíèêà¹ ïiñëÿ öi¹¨ áiôóðêàöi¨ ó çâ'ÿçêó ç íåïàðíîþ ñèìå-

òði¹þ ñèñòåìè ùîäî ïàðàìåòðó α = ±π/2. Äîäàòêîâî, âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ
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(ëiíiÿ DG(M) íà äiàãðàìi) âiäáóâà¹òüñÿ äëÿ òî÷îê ìíîãîâèäó, êîëè k = −1.

Öÿ áiôóðêàöiÿ çìiíþ¹ ñòiéêiñòü ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ó òðàíñâåðñàëüíèõ íà-

ïðÿìêàõ. Òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ (TC) âiäáóâà¹òüñÿ íà iíâàðiàíòíèõ ìíî-

ãîâèäàõ P1
2 ó òî÷êàõ, ùî âiäïîâiäàþòü π�ñòàíàì ñèñòåìè ïðè k = −1/3.

Äâà êîíôîðìiñòè òà äâà íîíêîíôîðìiñòè. Ó öüîìó âèïàäêó äâi iíâàði-

àíòíi ïëîùèíè P1
2 òà P2

2 ¹ íåñèìåòðè÷íèìè îäíà îäíié òà âîíè íå ðîçäiëÿþòü

ôàçîâèé ïðîñòið íà iíâàðiàíòíi îáëàñòi. Îñêiëüêè ñèñòåìè ìà¹ îäíàêîâå ÷èñëî

êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ, iñíóþòü îáèäâi áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ (α, k) òà

(α, 1/k) âiäïîâiäíî äî ñèìåòði¨ γ3 (áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà çîáðàæåíà íà ðèñ. 8

ðîáîòè [86]). Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, íå âñi ëiíi¨ iíâàðiàíòíî-

ãî ìíîãîâèäó M(4)
¹ âçà¹ìíî ñèìåòðè÷íèìè. Îäíî�ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà

M(4)
ðåïðåçåíòó¹ äâà ðiçíèõ ðåæèìè: iíêîãåðåíòíi ñòàíè ç êîîðäèíàòàìè

(π, ϕ, π + ϕ) òà ðîçìèòi π�ñòàíè ç êîîðäèíàòàìè (ϕ, π, π + ϕ). Ïàðàìåòð ïî-

ðÿäêó ðîçìèòîãî π�ñòàíó çàëåæèòü âiä êîîðäèíàòè, r1 = r2 =
√

(1 + cosϕ)/2.

Òðàíñâåðñàëüíà ñòiéêiñòü ¹ îäíàêîâîþ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè íà äâîõ iíâàðiàíòíèõ

ëiíiÿõ, çà âèíÿòêîì òî÷îê, ùî ìàþòü êîîðäèíàòè 0, π, ÿêi ðåïðåçåíòóþòü πSM
ðåæèì òà ìàþòü äîäàòêîâó íåéòðàëüíó ñòiéêiñòü (çãiäíî Ëåìi 4.5.1).

Âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà ðîçìèòèõ π�ñòàíiâ ìíîãîâèäó

M(4)
(áåç âèíèêíåííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó) âiäáóâà¹òüñÿ ïðè α = ±π/2 òà äî-

âiëüíèõ k. Âåñü ôàçîâèé ïðîñòið (çà âèíÿòêîì ìíîãîâèäó M(4)
) çàïîâíåíèé

ìíîæèíîþ íåiçîëüîâàíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Ôàçîâî çàìêíóòi òà ôàçîâî íåçà-

ìêíóòi ïåðiîäè÷íi îðáiòè ñïiâiñíóþòü íà áiôóðêàöiéíié ëiíi¨ ïðî ïåâíèõ çíà÷å-

ííÿõ k. Iíøà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà BπS òî÷îê âèíèêà¹ ïðè k = −1.

BπS ìíîæèíà ¹ òðàíñâåðñàëüíî ñòiéêîþ ïðè k < −1, |α| < π/2 òà ïðè k > −1,

π/2 < α < 3π/2. Òî÷êè ëiíi¨ iíêîãåðåíòíîãî ñòàíó ¹ âèðîäæåíèìè ñiäëàìè

(ðiçíèõ ñòiéêîñòåé) äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ (PF)

âèíèêà¹ äëÿ òî÷êè, ùî íàëåæèòü iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäó P2
2 ó òðàíñâåð-

ñàëüíîìó íàïðÿìêó äî öi¹¨ ïëîùèíè. Îäíå ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ïî-

ðîäæó¹ äâi íîâi ñòiéêi òî÷êè. Îñîáëèâi òî÷êè çíèêàþòü ó òðàíñêðèòè÷íié

áiôóðêàöi¨ (TC) íà ëiíi¨ α = ±π/2 (ÿêà ñïiâïàäà¹ ç AH áiôóðêàöiéíî¨ ëiíi-

¹þ) òà çìiíþþòü ñâî¨ ñòiéêîñòi ó âèðîäæåíié áiôóðêàöi¨ íà ëiíi¨ k = 0. Äëÿ

α = ±π/2 ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè iñíó¹ ó áiôóðêàöiéíié îáëàñòi,
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äå iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(4)
¹ íåñòiéêèì ó òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ.

Ãîìîêëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ (HC) òàêîæ âiäáóâàþòüñÿ íà iíâàðiàíòíèõ ïëîùèíàõ

P1
2 , P2

2 òà âîíè ïðèçâîäÿòü äî âèíèêíåííÿ ñiäëîâèõ öèêëiâ.

Ç îïèñàíîãî âèùå áà÷èìî, ùî äâi ñèñòåìè ç ðiçíîþ êiëüêiñòþ êîíôîðìiñòiâ

òà íîíêîíôîðìiñòiâ ìàþòü àáñîëþòíî ðiçíó áiôóðêàöiéíó äèíàìiêó.

Îäèí êîíôîðìiñò òà òðè íîíêîíôîðìiñòè. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N1 =

1, N2 = 3. Ó öüîìó âèïàäêó iíâàðiàíòíi ïëîùèíè ðîçäiëÿþòü ôàçî-

âèé ïðîñòið T3 íà äâi òðèêóòíi iíâàðiàíòíi îáëàñòi. Ñèñòåìà (4.5) ìà¹

Z3 ñèìåòðè÷íó ãðóïó îáåðòàíü íàâêîëî îäíî¨ ç öåíòðàëüíèõ ëiíié L1 =

{ϕ1 − ϕ2 = 2π/3, ϕ1 − ϕ3 = 4π/3}, L2 = {ϕ1 − ϕ2 = 4π/3, ϕ1 − ϕ3 = 2π/3} íà
êóò 2π/3 ç îäíî÷àñíèì çñóâîì âçäîâæ ëiíi¨ íà 2π/3 (îáåðòàííÿ íàâêîëî òîðó).

ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, áiôóðêàöiéíà (α, k)�äiàãðàìà äëÿ âèïàäêó N1 = 1

ìîæå áóòè îòðèìàíà ç áiôóðêàöiéíî¨ äiàãðàìè äëÿ N1 = 3 (ðèñ. 8.24(ëiâà

ïàíåëü)) çàìiíîþ k íà 1/k. Êðiì òîãî íîâà áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà ìàòèìå

áiôóðêàöiéíó ëiíiþ k = 0, ùî âiäïîâiäà¹ áiôóðêàöi¨ íà íåñêií÷åííîñòi äëÿ

ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó.

4.6.4. Ðåæèìè, ÿêi ¹ íåìîæëèâèìè ó ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà

Ïiäñóìîâóþ÷è ñêàçàíå âèùå, ìîæíà ñêàçàòè, ùî ïðè α 6= 0 âèíèêàþòü íî-

âi ðåæèìè, ùî ¹ íåìîæëèâèìè ó îðèãiíàëüíié ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà. Ïåðøà

âiäìiííiñòü ¹ ó ìîæëèâîñòi âçà¹ìíîãî îáåðòàííÿ äâîõ ñèíõðîííèõ êëàñòåðiâ

êîíôîðìiñòiâ (r1 = 1) òà íîíêîíôîðìiñòiâ (r2 = 1) ç ðóõîìèì êóòîì ìiæ êëà-

ñòåðàìè δ = δ(t). Öå îáåðòàííÿ âiäïîâiäà¹ òðà¹êòîði¨, ùî ðóõà¹òüñÿ âçäîâæ

îäíî�âèìiðíî¨ ëiíi¨, ÿêà ¹ ïåðåòèíîì äâîõ ãiïåðïëîùèí

P1
N2
∩ P2

N1
= {(ϕ1, . . . , ϕN−1) : ϕ1 = · · · = ϕN1−1 = 0, ϕN1 = · · · = ϕN−1} .

Âiäïîâiäíî äî Òåîðåìè 4.4.1, ïî÷àòîê êîîðäèíàò òà îñîáëèâi òî÷êè

(0, . . . , 0, π, . . . , π) (ç N1 − 1 êîîðäèíàò 0 òà N2 êîîðäèíàò π) íàëåæàòü äî

iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨ P1
N2
∩ P2

N1
êîëè α = 0. Öå ðîáèòü âçà¹ìíå îáåðòàííÿ çãàäà-

íèõ âèùå êëàñòåðiâ íåìîæëèâèì äëÿ ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà. Ç iíøîãî áîêó,

ïðè çìiíi ïàðàìåòðó α äâi îñîáëèâi òî÷êè (çi çãàäàíèõ) ïî÷èíàþòü ðóõàòèñü
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âçäîâæ iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨ P1
N2
∩ P2

N1
òà, çãîäîì, çíèêàþòü ó ñiäëî�âóçëîâié

áiôóðêàöi¨. Ó ðåçóëüòàòi iíâàðiàíòíà ëiíiÿ ñòà¹ ïðîõiäíîþ ïðè α 6= 0, α 6= π

äëÿ ôàçîâî¨ òî÷êè, ùî âiäïîâiäà¹ ðóõó äâîõ êëàñòåðiâ îäèí âiäíîñíî îäíîãî.

Íàéïðîñòiøèé âèïàäîê âêàçàíîãî ðåæèìó ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè N1 = N2 = 2.

Äðóãîþ âiäìiííiñòþ ¹ ðåæèì ôàçîâî�íåçàìêíóòèõ àòðàêòîðiâ. Öåé ðå-

æèì ïðèïóñêà¹ êîëèâàííÿ íå ëèøå íîíêîíôîðìiñòiâ, à i êîíôîðìiñòiâ. Ïðè

α = 0 ïðèòÿãóþ÷èé çâ'ÿçîê ìiæ êîíôîðìiñòàìè çìóøó¹ ¨õ çíàõîäèòèñü ðàçîì,

à ïåðiîäè÷íi ðåæèìè ¹ ñòiéêèìè ó öüîìó âèïàäêó, ëèøå êîëè âîíè íàëåæàòü

äî ìíîãîâèäiâ P1
m. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìîæå ìàòè äâà êëàñòåðè

êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ çi ñêëàäíîþ äèíàìiêîþ âñåðåäèíi êîæíîãî

ç êëàñòåðiâ òà áåç ñèíõðîíiçàöi¨ êëàñòåðiâ ìiæ ñîáîþ. Îñöèëÿòîðè ¹ ôàçî-

âî�çàìêíóòèìè âñåðåäèíi êîæíîãî êëàñòåðà, àëå íåìà¹ ôàçîâî¨�çàìêíóòîñòi

ìiæ êëàñòåðàìè. Íà äîäàòîê, ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ âñåðåäèíi êëàñòåðiâ êîí-

ôîðìiñòiâ ç r1 = 1, ïåðiîäè÷íi, êâàçi�ïåðiîäè÷íi òà õàîòè÷íi ðåæèìè ìîæóòü

âèíèêàòè (ç r1 = r1(t)), êîëè α 6= 0 òà α 6= π.

Ñòiéêi ãîìîêëiíi÷íi òà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ¹ òàêîæ íåìîæëèâèìè ïðè

α = 0. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

äâîõ òî÷îê (0, 0), (π, π) òà ¨õ îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ iñíó¹

íà äâî�âèìiðíîìó ìíîãîâèäi P1
2 (äâà íîíêîíôîðìiñòè) äëÿ áóäü�ÿêî¨ êiëü-

êîñòi êîíôîðìiñòiâ N1 òà äîñòàòíüî ìàëèõ (çà ìîäóëåì) íåãàòèâíèõ çíà÷åíü

k, àëå öåé öèêë ¹ íåñòiéêèì. Ãîìîêëiíi÷íi òà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ìîæóòü

iñíóâàòè íà ìíîãîâèäàõ âèùèõ ðîçìiðíîñòåé (ñèñòåìà (4.10)), àëå âîíè ¹ âæå

íåñòiéêèìè âñåðåäèíi ìíîãîâèäiâ. Ââåäåííÿ ôàçîâîãî çñóâó ïðèçâîäèòü äî

òðàíñôîðìàöi¨ íåñòiéêèõ ãîìîêëiíi÷íèõ òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ äî ñòiéêèõ

(çà äîïîìîãîþ ðiçíèõ áiôóðêàöié). Öå òàêîæ ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ñòié-

êèõ ãîìî òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ âñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ (äèâ.,

íàïðèêëàä, ðèñ. 8.23).

Áàãàòîâèìiðíi íåéòðàëüíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öè-

êëiâ ìîæëèâi ëèøå äëÿ α = ±/2. Ðiçíi òèïè öèõ äâî�âèìiðíèõ ñòðóêòóð ïî-

êàçàíî íà ðèñ. 8.23. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (äîâiëüíié êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ)

ôàçîâî�íåçàìêíóòi ïåðiîäè÷íi îðáiòè çàïîâíþþòü âñþ iíâàðiàíòíó îáëàñòü

(ñòðóêòóðè ðîçìiðíîñòi N − 1) òà ñïiâiñíóþòü ç ãîìî òà ãåòåðîêëiíi÷íèìè öè-
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êëàìè. Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè (àáî ¨õ ìíîæèíè) ¹ áàð'¹ðàìè ìiæ ìíîæèíàìè

ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ðiçíî¨ òîïîëîãi¨.

4.7. Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi áàãàòîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ç ïðèòÿãàííÿì

òà âiäøòîâõóâàííÿì

Íà çàâåðøåííÿ äàíîãî ðîçäiëó êîðîòêî îïèøåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi îñöè-

ëÿòîðíèõ ñèñòåì ç ïðèòÿãóþ÷èìè òà âiäøòîâõóþ÷èìè çâ'ÿçêàìè. Óìîâè iñíó-

âàííÿ, âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi, áiôóðêàöié òà ìóëüòèñòàáiëüíîñòi ðiçíèõ êîëå-

êòèâíèõ ðåæèìiâ âçà¹ìîäi¨ êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ òàêîæ îïèñàíî

ó ðîáîòàõ [86, 82] áiëüø äåòàëüíî.

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå ðåäóêöiÿ ñèñòåìè (4.2) äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíè-

öÿõ (4.5) ¹ çðó÷íèì ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí, àòðàêòîðiâ

òà áiôóðêàöié. Äàíèé ìåòîä ¹ áiëüø åôåêòèâíèì çà ìåòîä Õîíã�Ñòðîãàòöà

ó âèïàäêó ñêií÷åííî âèìiðíèõ (à îñîáëèâî ìàëî âèìiðíèõ) ñèñòåì, îñêiëüêè

äîçâîëÿ¹ îïèñóâàòè ðåæèìè ç ìàëèìè ñêií÷åííèìè êëàñòåðàìè. Äàíèé ìå-

òîä ¹ òàêîæ åôåêòèâíèì ïðè íàÿâíîñòi ôàçîâîãî çñóâó ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíèõ ïiäõiä, áóëî âèÿâëåíî, ùî ñèñòåìà (4.2) i ¨¨ ðåäóêöiÿ

(4.5) ìàþòü iíâàðiàíòíi êëàñòåðíi ìíîãîâèäè P1
m, P2

m òà àíòèôàçíèé ìíî-

ãîâèä M(N) äëÿ ìàéæå âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ k, α (çà âèíÿòêîì k = 0,

k = −N2/N1, äå ñèñòåìè âèðîäæóþòüñÿ) òà äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi êîíôîðìiñòiâ

N1 òà íîíêîíôîðìiñòiâ N2. Áàãàòî áiôóðêàöié âiäáóâàþòüñÿ ñàìå íà öèõ ií-

âàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ i òîìó ¹ çðó÷íèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ. Ïðîñòå îïèñàííÿ

ïåâíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí òàêîæ äîïîìàãà¹ çðîçóìiòè ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨

(çîêðåìà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ), ÷àñòèíàìè ÿêèõ ¹ ëîêàëüíi áiôóðêàöi¨ íà

öèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèíàõ. Âàæëèâîþ âiäìiííiñòþ ñèñòåì ç ïðèòÿãóþ÷èìè

òà âiäøòîâõóþ÷èìè çâ'ÿçêàìè âiä ñòàíäàðòíèõ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ñèñòåì ¹

òå, ùî iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ïåðøèõ (ñèñòåì) ðîçäiëÿþòü ôàçîâèé íà iíâàði-

àíòíi îáëàñòi òàêèì ÷èíîì, ùî ôàçîâi òðà¹êòîðiÿõ ¹ (ó çàãàëüíîìó âèïàäêó)

ôàçîâî íåçàìêíóòèìè (ðèñ. 7 ðîáîòè [86]). Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà iäåíòè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ ç äâîìà òèïàìè âçà¹ìîäi¨ ìîæå ìàòè äåñèíõðîíiçàöiþ íà âiäìiíó

âiä ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ñèñòåì iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ.
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Âêàæåìî íà äåÿêi (íå âñi) áiôóðêàöi¨ äëÿ ñèñòåìè (4.5) ó çàãàëüíîìó âè-

ïàäêó òà ¨õ ëîêàëiçàöiþ.

1. Ñèñòåìà ìà¹ áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ α = ±π/2 ó êîæíié òî÷öi iíâàðiàíòíîãî

ìíîãîâèäóM(N) äëÿ âñiõ çíà÷åíü N1 òà N2.

2. Ñèñòåìà ìà¹ äâi ñèìåòðè÷íi ëiíi¨ áiôóðêàöié ñiäëî�âóçëà, ùî ïåðåòèíàþ-

òüñÿ ó òî÷öi (α, k) = (0,−N2/N1) (áiôóðêàöiÿ êîðîçìiðíîñòi 2). Öåé ïåðåòèí

âiäïîâiäà¹ âèíèêíåííþ ñòiéêîãî π�ñòàíó ó ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà äëÿ ìåí-

øèõ çíà÷åíü k.

3. Ñèñòåìà ìà¹ òðàíñêðèòè÷íó (àáî âèëêîâó äëÿ N1 = N2) áiôóðêàöiþ íà ëiíi¨

k = −N2/N1. Öÿ ëiíiÿ òàêîæ ïåðåòèíà¹ çãàäóâàíó âèùå áiôóðêàöiéíó òî÷êó

êîðîçìiðíîñòi 2.

4. Ñèñòåìà ìà¹ ñêëàäíó ñòðóêòóðó ó ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ α = ±π/2. Ó äàíî-

ìó âèïàäêó iñíóþòü òà ñïiâiñíóþòü (â çàëåæíîñòi âiä ðîçìiðíîñòi) íåïåðåðâíi

ìíîæèíè íåiçîëüîâàíèõ ôàçîâî�çàìêíóòèõ òà ôàçîâî�íåçàìêíóòèõ ïåðiîäè-

÷íèõ îðáiò, ãîìîêëiíi÷íi òà ãåòåðîêëiíi÷íi ñòðóêòóðè ñiäëîâèõ òî÷îê òà ñiäëî-

âèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, à òàêîæ õàîòè÷íi òðà¹êòîði¨. Âàæëèâèì ¹ íåéòðàëüíà

ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèõ òèïiâ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði.

5. Ââåäåííÿ ôàçîâîãî çñóâó ðàäèêàëüíî çìiíþ¹ äèíàìiêó ñèñòåìè. Íîâi ñòiéêi

ðåæèìè (ôàçîâî íåçàìêíóòi òðà¹êòîði¨, ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè, ò.ï.) âèíèêàþòü

ïðè α 6= 0. Ñèñòåìà ¹ ÷óòëèâîþ äî ìàëèõ çáóðåíü ïàðàìåòðó.

6. Íåòðèâiàëüíà äèíàìiêà (êâàçi�ïåðiîäè÷íiñòü, õàîñ) äëÿ äâîõ ðiçíèõ ãðóï

êîíôîðìiñòiâ àáî äâîõ ãðóï íîíêîíôîðìiñòiâ ìîæëèâà ëèøå ïðè íåíóëüîâî-

ìó ôàçîâîìó çñóâi.

Ïiäñóìîâóþ÷è, ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî ñèñòåìà (4.2) ç äâîìà òèïàìè

âçà¹ìîäi¨ òà ôàçîâèì çñóâîì (α 6= 0) ¹ çíà÷íî ñêëàäíiøîþ çà ñèñòåìó

Õîíã�Ñòðîãàòöà i ìà¹ çíà÷íî øèðøèé ñïåêòð ìîæëèâèõ ðåæèìiâ i, âiäïî-

âiäíî, ìîæëèâèõ áiôóðêàöié. Êðiì ïàðàìåòðiâ, äèíàìiêà ñèñòåìè ñóòò¹âî çà-

ëåæèòü âiä êiëüêîñòi ïðèòÿãóþ÷èõ òà âiäøòîâõóþ÷èõ çâ'ÿçêiâ.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi áóëà ðîçãëÿíóòà ñèñòåìà, çâ'ÿçêè ó ÿêié ìîæíà ïðåä-

ñòàâèòè ìàòðèöåþ K = (Kij)
N
i,j=1, äå Kij = K1 > 0 ïðè i = 1, . . . , N1 òà

Kij = K2 < 0 ïðè i = N1 + 1, . . . , N . Ïðèðîäíiì óçàãàëüíåííÿì äàíî¨ ñèòóàöi¨

¹ ñèñòåìà ç ìàòðèöåþ çâ'ÿçêiâ, ÿêà ¹ áiëüø çàãàëüíîþ i ìà¹ ðÿäêè îäíàêîâèõ
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åëåìåíòiâ: Kij = Ki, i = 1, . . . , N (ïîäiáíi ñèñòåìè ðîçãëÿäàþòüñÿ, çîêðåìà,

ó [262, 111]). Òîäi ìîæíà íàçèâàòè êîíôîðìiñòàìè îñöèëÿòîðè, äiÿ íà ÿêi

iíøèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ ïîçèòèâíî (Ki > 0), à íîíêîíôîðìiñòàìè îñöèëÿòîðè ç

òàêîþ æ íåãàòèâíîþ äi¹þ. Äèíàìiêà äàíî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíî ¹ ñêëàäíiøîþ

çà (4.2) àëå çáåðiãà¹ áàãàòî âëàñòèâîñòåé, îïèñàíèõ âèùå. Çîêðåìà âiäïîâiäíà

ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ïðè α = 0 ìà¹ âñi òi æ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ùî

i (4.5). Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè, íàâåäåíi ó [168, 167, 86] ìîæíà äîñèòü

ïîâíî îïèñàòè êîëåêòèâíi ðåæèìè äàíî¨ ñèñòåìè.



Ðîçäië 5

Ñïiâiñíóâàííÿ êîíñåðâàòèâíî¨ òà äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiê ó

êiëüöåâèõ ìåðåæàõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ

5.1. Ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè

Áàãàòî ïðèðîäíè÷èõ ÿâèù ìîæóòü äîñëiäæóâàòèñü, âèêîðèñòîâóþ÷è ìå-

ðåæi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì. Ïðèêëàäàìè ¹ âçà¹ìîçâ'ÿçàíi íàïiâïðî-

âiäíèêîâi ëàçåðè [302], íåéðîííi ìåðåæi [21, 270], ìåõàíi÷íi ñèñòåìè [180],

áiîëîãi÷íi îñöèëÿòîðè [312] òà iíøå. Ó ìåæàõ ñëàáêîãî çâ'ÿçêó, äèíàìiêà

êîæíî¨ ïiäñèñòåìè ìîæå áóòè îïèñàíîþ ñêàëÿðíîþ ôàçîâîþ çìiííîþ, à

çâ'ÿçàíà ñèñòåìà ìîæå áóòè çâåäåíà äî ìåðåæi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Â öüî-

ìó êîíòåêñòi îäíîâèìiðíi ìàñèâè ç ïåðiîäè÷íèìè óìîâàìè øèðîêî âèâ÷à-

ëèñü â ðîáîòàõ [101, 283, 230, 312, 139, 323, 343, 342, 259]. Ñèìåòðiÿ îáåð-

òàííÿ òàêî¨ ñèñòåìè ¹ äæåðåëîì áàãàòî¨ äèíàìi÷íî¨ ïîâåäiíêè, âêëþ÷àþ÷è

îáåðòàëüíi õâèëi [270, 348, 148, 335, 343, 69, 258, 149], ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè

[159, 201, 208, 126, 33, 17, 35], ñèìåòðè÷íèé õàîñ [110, 230, 259, 348], õèìåðíi

ñòàíè [207, 14, 211, 249, 340, 155, 32, 23], êîìïàêòîíè [261]. ßê çàñòîñóâàííÿ â

íàóöi ïðî íåéðîíè, áiôóðêàöiéíi ìåõàíiçìè â êiëüöÿõ íåéðîíiâ ìîäåëåé òèïó

Õîäæêiíà�Õàêñëi ç ãàëüìóþ÷èìè òà çáóäæóþ÷èìè ñèíàïñàìè âèâ÷àëèñü â ðî-

áîòàõ [54, 297, 179, 339], äå áóëè âèÿâëåíi ñêëàäíi äèíàìi÷íi ñöåíàði¨ òà ìóëü-

òèñòàáiëüíiñòü. Ñïåöèôi÷íà ñòðóêòóðà ç'¹äíàíü íà êîëi ó âèïàäêó íàïðàâëå-

íèõ íåëîêàëüíèõ çâ'ÿçêiâ ç êiëüêîìà íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè ïðèçâîäèòü äî

203
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âèíèêíåííÿ ñàìîîðãàíiçîâàíèõ ñòðóêòóð ç êîãåðåíòíî�íåêîãåðåíòíîþ äèíà-

ìiêîþ, òàê çâàíèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ, ÿêié áóëà ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü

ðîáiò i ÿêi áóäóòü äåòàëüíî ðîçãëÿäàòèñü ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Õî÷à äëÿ äåÿêèõ çàñòîñóâàíü, òàêèõ ÿê ìîëåêóëÿðíi ëàíöþãè, çâ'ÿçîê êî-

æíîãî åëåìåíòà ç ñóñiäíiìè ¹ ñèìåòðè÷íèì ùîäî âiäîáðàæåííÿ â ïðîñòîði,

äëÿ iíøèõ ñèñòåì òàêèé çâ'ÿçîê ¹ ñóòò¹âî íàïðàâëåíèì. Öå âiäáóâà¹òüñÿ, íà-

ïðèêëàä, ó ëàçåðíèõ ñèñòåìàõ ç ïðÿìèì ç÷åïëåííÿì ÷åðåç îïòè÷íó âçà¹ìîäiþ

àáî â íåéðîííèõ ñèñòåìàõ, äå íåéðîíè çâ'ÿçóþòüñÿ â îäíîìó íàïðÿìêó çà äî-

ïîìîãîþ õiìi÷íèõ ñèíàïñiâ. Îòæå, iñíó¹ ïîòðåáà ó òåîðåòè÷íîìó îñìèñëåííi

äèíàìi÷íèõ âëàñòèâîñòåé êiëåöü ç íåñèìåòðè÷íèìè (àíiçîòðîïíèìè) ç÷åïëå-

ííÿìè.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çîñåðåäæó¹ìîñÿ íà ñïåöèôi÷íîìó âèïàäêó àíiçîòðîïi¨,

êîëè ìàòðèöÿ çâ'ÿçêó ìiæ åëåìåíòàìè ¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ. Ó öüîìó âèïàä-

êó ñèñòåìà ìà¹ çâîðîòíüî�÷àñîâó ñèìåòðiþ i äèíàìiêà ñèñòåìè äåìîíñòðó¹

ñïiâiñíóâàííÿ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíèõ i äèñèïàòèâíèõ îáëàñòåé ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði äëÿ îäíèõ i òèõ æå çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. Êðiì òîãî, ìîæå iñíóâàòè

áiëüøå îäíîãî "îñòðîâà" Ãàìiëüòîíîâîãî òèïó, à ðîçâ'ÿçêè â êîíñåðâàòèâíié

îáëàñòi ìîæóòü áóòè ïåðiîäè÷íèìè, êâàçiïåðiîäè÷íèìè àáî õàîòè÷íèìè. Ó

äåÿêèõ âèïàäêàõ äèíàìiêà ñèñòåìè ñòà¹ ñóòî êîíñåðâàòèâíîþ.

Ìè íàãàäà¹ìî, ùî ÷àñîâî�îáîðîòíà (time�reversible, ÷àñîâî�ðåâåðñèâíà)

ñèìåòðiÿ R ñèñòåìè dx/dt = G(x) ¹ iíâîëþöi¹þ R ôàçîâîãî ïðîñòîðó, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

G(RΦ) = −R(G(Φ)) (5.1)

òà R2 = id, äå id îçíà÷à¹ iäåíòè÷íó òðàíñôîðìàöiþ. Çîêðåìà, ç âëàñòèâîñòi

÷àñîâî�îáîðîòíî¨ ñèìåòði¨ ñèñòåìè âèïëèâàõ, ùî R(Φ(−t)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñè-

ñòåìè, ÿêùî òàêèì ¹ Φ(t). Äîáðå âiäîìî, ùî ÷àñîâî�îáîðîòíà ñèìåòðié ñóòò¹âî

âïëèâà¹ íà ãåîìåòðiþ ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ùîäî iñíóâàí-

íÿ ñiìåé ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, åëiïòè÷íèõ îñîáëèâèõ òî÷îê òà iíâàðiàíòíèõ

òîðiâ ìîæíà çíàéòè ó ðîáîòàõ [254, 29, 292, 143, 79, 213, 295]. Ïðèìiòíî, ùî òà-

êi äèíàìi÷íi îñîáëèâîñòi êîíñåðâàòèâíèõ àáî Ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì ìîæóòü ó
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ðåâåðñèâíèõ ñèñòåìàõ ñïiâiñíóâàòè ç äèñèïàòèâíîþ äèíàìiêîþ. Ó ïîäàëüøî-

ìó äëÿ ðîçïiçíàâàííÿ öèõ äèíàìi÷íèõ îçíàê áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òåðìiíè

�Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíà� òà �äèñèïàòèâíà� äèíàìiêà. Òóò ìè íå äà¹ìî òî÷íîãî

îçíà÷åííÿ òåðìiíó �Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨� äèíàìiêè, à éîãî çíà÷åííÿ áóäå

äåòàëüíî îïèñàíî ó êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ ó ïîäàëüøèõ òâåðäæåííÿõ.

Çàçíà÷èìî, ùî ÷àñîâî�îáîðîòíi ñèñòåìè ¹ ïðåäìåòîì øèðîêîãî òåîðåòè-

÷íîãî äîñëiäæåííÿ, â òîé ÷àñ ÿê ïðèêëàäè îïèñàííÿ ñïiâiñíóâàííÿ Ãàìiëüòî-

íîâî�ïîäiáíî¨ òà äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiêè äëÿ êîíêðåòíèõ ïðèðîäíè÷èõ ÿâèù

òðàïëÿþòüñÿ íå äóæå ÷àñòî. À. Ïîëiòi ç ñïiâàâòîðàìè ïîêàçàëè òàêó äè-

íàìiêó â òðüîõ�âèìiðíié ëàçåðíié ñèñòåìi [266]. Ìàñèâè íàäïðîâiäíèêîâèõ

ç'¹äíàíü Äæîçåôñîíà ç ãëîáàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ åëåìåíòiâ áóëè ðîçãëÿíóòi â

ðîáîòàõ [321, 320], äå áóëî ïîêàçàíî ñïiâiñíóâàííÿ äèñèïàòèâíî¨ òà Ãàìiëü-

òîíîâî�ïîäiáíî¨ ñòðóêòóðè, ùî ¹ íåãîìîëîãi÷íîþ íóëþ. Íåñêií÷åííèé ëàí-

öþã ëîêàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç ðåâåðñèâíèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè âèâ÷àâñÿ Òîïàæåì òà Ïiêîâñüêèì ó ðîáîòi [318], à àñèìåòðè÷íå êiëüöå ç

òèìè æ âëàñòèâîñòÿìè ó ðîáîòi Ïiêîâñüêîãî òà Ðîçåíàó [261]. Îñòàííÿ ìî-

äåëü ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñèñòåìè (5.6), ùî áóäå ðîçãëÿíóòà ó äàíîìó ðîç-

äiëi. Ì. Ãîëóáiòñüêèé, Ì. Êðóïà òà ×. Ëiì äîâåëè iñíóâàííÿ ñiì'¨ ïåðiîäè-

÷íèõ òà êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ñèñòåìi àíiçîòðîïíî çâ'ÿçàíèõ ñôåð

(Stokeslet model) [143], âèêîðèñòîâóþ÷è ðåâåðñèâíó ñèìåòðiþ. Çàãàëüíi òåîðå-

òè÷íi ðåçóëüòàòè äèíàìiêè ó ÷àñîâî�îáîðîòíèõ ñèñòåìàõ âèêëàäåíi ó ðîáîòàõ

[239, 114, 292, 138, 214, 274, 129, 52, 215, 349, 77, 75, 294, 303], à íàéáiëüø øè-

ðîêèé îãëÿä òàêèõ ðîáiò ïðåäñòàâëåíî ó ðîáîòi Äæ. Ëàìáà òà Äæ. Ðîáåðòñà

[213].

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç

öèðêóëÿíòíîþ ìàòðèöåþ âçà¹ìîäi¨. Áóäå ïîêàçàíî, ùî äàíà ñèñòåìà ìà¹

ðîçâ'ÿçêè, ùî îïèñóþòü õâèëi îáåðòàííÿ (rotatin waves) òà áóäå äåòàëü-

íî âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi, ìóëüòèñòàáiëüíîñòi òà áiôóðêàöié òàêèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Íàéáiëüø öiêàâi âëàñòèâîñòi äàíà ñèñòåìà ïîêàçó¹ ó âèïàäêó, êîëè

ìàòðèöÿ çâ'ÿçêó ¹ òàêîæ êîñîñèìåòðè÷íîþ. Â äàíîìó ðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî,

ùî ñèñòåìà ç öèðêóëÿíòíîþ êîñîñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ ¹ ÷àñîâî�îáîðîòíîþ.

Áóäå ïîêàçàíî, ùî ðåâåðñèâíiñòü ñèñòåìè ðàçîì ç ¨¨ iíøèìè ñïåöèôi÷íèìè
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âëàñòèâîñòÿìè ïðèçâîäÿòü äî ñïiâiñíóâàííÿ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨ òà äèñè-

ïàòèâíî¨ äèíàìiêè ó îäíîìó é òîìó æ ôàçîâîìó ïðîñòîði. Áiëüø äåòàëüíî

áóäóòü ðîçãëÿíóòi âèïàäêè âçà¹ìîäiþ÷èõ îñöèëÿòîðiâ íà êiëüöåâié ìåðåæi ç

ðiçíèìè çâ'ÿçêàìè ó íàïðÿìêó çà òà ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè ïî êiëüöþ.

Äåòàëüíî áóäóòü ïðîàíàëiçîâàíi áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè â ñèñòåìi ç êiëüêî-

ìà ïàðàìåòðàìè òà íàâåäåíi ñõåìàòè÷íi òà áiôóðêàöiéíi äiàãðàìè, à òàêîæ

ôàçîâi ïîðòðåòè. Áóäå äîñëiäæóâàòèñü âïëèâ âëàñíèõ ÷àñòîò îñöèëÿòîði, ñè-

ìåòðié òà ñòðóêòóðè ôóíêöié çâ'ÿçêó íà çàãàëüíó äèíàìiêó ñèñòåìè, çîêðåìà

íà íàÿâíiñòü êîíñåðâàòèâíî�äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiêè â ñèñòåìi.

5.2. Îñöèëÿòîðíà ìîäåëü ç öèðêóëÿíòíèì çâ'ÿçêîì

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé òðàíñëÿöiéíî�iíâàðiàíòíå êîëî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ

îñöèëÿòîðiâ ç ïåðiîäè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

dθ

dt
= ωi +

N∑
j=1

Kjg(θi − θi+j), i = 1, . . . , N, (5.2)

äå θi ∈ [0, 2π) � ôàçîâi çìiííi, ωi � âëàñíi ÷àñòîòè, g(x) � ãëàäêà 2π�ïåðiîäè÷íà

ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó, Kj, j = 1, . . . , N , � ïàðàìåòðè ñèëè âçà¹ìîäi¨ ìiæ îñöèëÿ-

òîðàìè, à âñi iíäåêñè áåðóòüñÿ ïî ìîäóëþ N . Êîåôiöi¹íò KN = K0 âèçíà÷à¹

ñàìîâïëèâ îñöèëÿòîðà íà ñåáå. Ó äàíîìó ðîçäiëi ìè çàâæäè ïðèïóñêà¹ìî,

ùî ôóíêöiÿ g(·) ¹ äîñòàòíüî ãëàäêîþ äëÿ ãàðàíòóâàííÿ iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ i íå áóäåìî â ïîäàëüøîìó íà öüîìó çóïèíÿòèñÿ. Ñèñòåìà (5.2) ìî-

æå áóòè ïåðåïèñàíîþ ó áiëüø òðàäèöiéíîìó äëÿ ìîäåëåé Êóðàìîòî âèãëÿäi

íàñòóïíèì ÷èíîì:

dθ

dt
= ωi +

N∑
j=1

Kj−ig(θi − θj), i = 1, . . . , N,

òà âîíà îïèñó¹ ìåðåæó îñöèëÿòîðiâ ç ïàðàìåòðàìè ñèëè çâ'ÿçêó, ùî çàäàþòüñÿ

çà äîïîìîãî öèðêóëÿíòíî¨ ìàòðèöi çâ'ÿçêiâ:
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K = circ(K0, K1, . . . , KN−1) =



K0 K1 . . . KN−2 KN−1

KN−1 K0 K1
. . . KN−2

... KN−1 K0
. . .

...

K2
. . . . . . . . . K1

K1 K2 . . . KN−1 K0


. (5.3)

Ðèñ. 8.25 ïîêàçó¹ ïðèêëàäè ìåðåæ ç öèðêóëÿíòíèì ç'¹äíàííÿì äëÿ ñåìè îñöè-

ëÿòîðiâ ç ïàðàìåòðàìè âçà¹ìîäi¨ K0, K1, . . . , K6. Çàóâàæèìî, ùî ñèñòåìà (5.2)

ìîæå áóòè çâåäåíà äî êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Êóðàìîòî ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôà-

çîâèõ îñöèëÿòîðiâ ó âèïàäêó, êîëè Ki = K0 äëÿ âñiõ i = 1, . . . , N − 1, òà

g(x) = sin x.

Ââîäÿ÷è íîâi çìiííi

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N − 1, (5.4)

çâåäåìî ñèñòåìó (5.2) äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ:

dϕi
dt

= ∆i +
N−1∑
j=1

Kj(g(ϕj)− g(ϕi+j − ϕi)), i = 1, . . . N − 1, (5.5)

äå ∆i = ω1 − ωi+1, iíäåêñè áåðóòüñÿ ïî ìîäóëþ N òà ϕ0 = 0. Çàóâàæèìî, ùî

îðèãiíàëüíà ñèñòåìà (5.2) ìà¹ S1ñèìåòðiþ ôàçîâîãî çñóâó θi 7→ θi + const, ùî

äîçâîëÿ¹ ðåäóêóâàòè ¨¨ äî ñèñòåìè â ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (5.5), äå ðåäóêîâàíà

ñèñòåìà ìà¹ íà îäíó çìiííó ìåíøå òà âæå íå ìà¹ ïðÿìî¨ S1ñèìåòði¨.

Â äàíîìó ðîçäiëi ìè çäåáiëüøîãî ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê iäåíòè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ ∆i = 0, çà âèíÿòêîì ïiäðîçäiëó 5.6. Ó ïiäðîçäiëi 5.5 áóäóòü

äåòàëüíî ðîçãëÿíóòi ìàëî�âèìiðíi ñèñòåì çi ñïåöèôi÷íèì çâ'ÿçêîì Kj = a,

K−j = b, j = 1, . . . , l, l < N/2,

dθi
dt

= ωi + a
l∑

j=1

g(θi − θi+j) + b
N−1∑
j=N−l

g(θi − θi+j), j = 1, . . . N. (5.6)
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Ñõåìàòè÷íà äiàãðàìà íà ðèñ. 8.25 äåìîíñòðó¹ ïðèêëàäè ãðàôiâ ñåìè çâ'ÿçàíèõ

îñöèëÿòîðiâ ç (a) l = 1, (b) l = 2 òà (c) l = 3, äå çâ'ÿçêè â ðiçíèõ íàïðÿìêàõ

ïîçíà÷åíî ñòðiëêàìè ðiçíèõ êîëüîðiâ.

Âiäïîâiäíà (5.6) ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ìà¹ âèãëÿä:

dϕi
dt

= ∆i + a
l∑

j=1

(g(ϕj)− g(ϕi+j − ϕi)) + b
N−l∑

j=N−1

(g(ϕj)− g(ϕi+j − ϕi)), (5.7)

i = 1, . . . , N − 1. Ó âèïàäêó iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ωi = ω, i = 1, . . . , N , áåç

îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè a = 1, îñêiëüêè òå æ îòðèìó¹òüñÿ

ïðè ðåäóêöi¨ ÷àñó. Ó öüîìó âèïàäêó i äëÿ ñïåöèôi÷íî¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó g(x) =

− sin(x− α) ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ëèøå ç äâîìà áiôóðêàöiéíèìè çìiííèìè

b òà α.

5.3. Ñèíõðîíiçàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà õâèëi îáåðòàííÿ

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ñèíõðîííèé ðîçâ'ÿçîê

Θsync(t) = {(θ1(t), . . . , θN(t)) : θi(t) = θj(t), i, j = 1, . . . N}

çàâæäè iñíó¹ äëÿ ñèñòåìè iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ äëÿ âñiõ t ∈ R. Äëÿ ñèñòå-
ìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (5.7) öåé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäà¹ ïîëîæåííþ ðiâíîâàãè

Φsync: ϕi = 0, i = 1, . . . , N−1. Íàñïðàâäi, ðåäóêîâàíà ñèñòåìà (5.7) ìîæå ìàòè

áàãàòî ðiçíîìàíiòíèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè â çàëåæíîñòi âiä ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó

g(x), õî÷à äåÿêi ç íèõ ç'ÿâëÿþòüñÿ âèíÿòêîâî â ðåçóëüòàòi ñèìåòði¨ îáåðòàííÿ

ó ìåðåæi ç'¹äíàíü. Âiäìiòèìî, ùî öèðêóëÿíòíà ñòðóêòóðà çâ'ÿçêiâ ó ìåðå-

æi òà iäåíòè÷íiñòü îñöèëÿòîðiâ iíäóêóþòü åêâiâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè âiäíîñíî

öèêëi÷íî¨ ãðóïè ZN , ùî çàäà¹òüñÿ äi¹þ:

γ : (θ1, θ2, . . . , θN) 7−→ (θN , θ1, . . . , θN−1).
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Äëÿ ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (5.7) öÿ ñèìåòðiÿ çàäà¹òüñÿ ÿê:

γ̃ : (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN−1) 7−→ (−ϕN−1, ϕ1 − ϕN−1, . . . , ϕN−2 − ϕN−1).

Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíàòèñü, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5.6), çàäàíi ó ôîð-

ìi

Θsplay(t) = M̃k(t) =
(
θ̃1(t), θ̃2(t), . . . , θ̃N(t)

)
=

=

(
θ(t, k), θ(t, k)− 2πk

N
, . . . , θ(t, k)− (N − 1)2πk

N

)
, k = 0, . . . , N − 1, (5.8)

äå θ(t, k) =
(
ω +

∑N
j=1Kjg

(
2jkπ
N

))
t, ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ ñèìåòði¨ γ

äëÿ áóäü�ÿêî¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó. Äiéñíî, ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (5.8) â i�òå ðiâíÿ-

ííÿ ñèñòåìè (5.2), îòðèìó¹ìî

dθ̃i(t)

dt
= ω +

N∑
j=1

Kjg

(
2jkπ

N

)
= ω +

N∑
j=1

Kjg

(
θ(t, k)− 2(i− 1)πk

N
−

−θ(t, k) +
2(i+ j − 1)πk

N

)
= ω +

N∑
j=1

Kjg
(
θ̃i(t)− θ̃i+j(t)

)
.

Ç îñòàííüî¨ òîòîæíîñòi âèäíî, ùî çãàäàíi ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü äëÿ âñiõ çíà-

÷åíü k òà äîâiëüíèõ ôóíêöié çâ'ÿçêó g. Âèðàç (5.8) çàäà¹ îáåðòàëüíi õâèëi

ç õâèëüîâèìè íîìåðàìè k, äå êîæåí îñöèëÿòîð çñóíóòèé ïî ôàçi íà 2πk/N

âiäíîñíî êîæíîãî çi ñâî¨õ ñóñiäiâ.

Âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (5.7) ¹ ¨¨ ïîëîæåííÿìè ðiâíîâà-

ãè i âîíè çàäàþòüñÿ âèðàçàìè \

Φsplay =Mk =

(
2kπ

N
,
4kπ

N
, . . . ,

2(N − 1)kπ

N

)
. (5.9)

Äiéñíî, ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ (5.9) â ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (5.7) ïåðåêîíó-
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¹ìîñü, ùî

N−1∑
j=1

Kj(g(ϕj)− g(ϕi+j − ϕi)) =

=
N−1∑
j=1

Kj

(
g

(
j

2kπ

N

)
− g

(
(i+ j)

2kπ

N
− i2kπ

N

))
= 0.

Â ïîäàëüøîìó îñîáëèâi òî÷êèMk ìè òàêîæ áóäåìî íàçèâàòè õâèëÿìè îáåð-

òàííÿ. Âiäìiòèìî, ùî ñèíõðîííèé ðîçâ'ÿçîê ¹ õâèëåþ îáåðòàííÿM0 ç íóëüî-

âèì õâèëüîâèì íîìåðîì. Óçàãàëüíþþ÷è ñêàçàíå âèùå, ñôîðìóëþ¹ìî íàñòó-

ïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 5.3.1. Äëÿ áóäü�ÿêî¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó g ñèñòåìà çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ

ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ (5.6) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè òèïó õâèëü îáåðòàííÿ (5.8) ç óñiìà

ìîæëèâèìè õâèëüîâèìè íîìåðàìè k. Âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ó ôàçî-

âèõ ðiçíèöÿõ (5.5) ¹ ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè (5.9).

Âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà (5.5) ìîæå ìàòè i iíøi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè íà

äîäà÷ó äî Mk â çàëåæíîñòi âiä òèïó ìàòðèöi òà ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó, ïðèêëàäè

ÿêèõ áóäå ïðîäåìîíñòðîâàíî â ïîäàëüøîìó.

Äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü âàæëèâî îïèñàòè âçà¹ìîâiäíîøåííÿ ìiæ

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (5.2) òà âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (5.5).

Ìè ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ áiëüø çàãàëüíîãî

âèãëÿäó:

dθi
dt

= ωi +
N∑
j=1

Kijg(θi − θj), i = 1, . . . , N, (5.10)

i ¨¨ âiäïîâiäíå çâåäåííÿ äî ôàçîâèõ ðiçíèöü:

dϕi
dt

= ∆i +
N∑
j=1

(K1,jg(ϕj−1)−Ki+1,jg(ϕj−1 − ϕi−1)) , i = 1, . . . , N − 1. (5.11)

Ñèñòåìè (5.2) òà (5.5) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì âiäïîâiäíèõ ñèñòåì (5.10) òà
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(5.11) äëÿ âèïàäêó Kij = Kj−i, i, j = 1, . . . , N . Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹,

ùî ßêîáiàíè ìàòðèöü îðèãiíàëüíî¨ òà ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåì, âèçíà÷åíi äëÿ âiä-

ïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ìàþòü îäíàêîâi ìíîæèíè âëàñíèõ çíà÷åíü, çà âèíÿòêîì

îäíîãî òðèâiàëüíîãî, iíäóêîâàíîãî ñèìåòði¹þ ôàçîâîãî çñóâó â îðèãiíàëüíié

ñèñòåìi.

Ëåìà 5.3.2. Íåõàé A òà B ¹ ßêîáiàíàìè ìàòðèöü (5.10) òà (5.11) âiä-

ïîâiäíî, ùî âèçíà÷åíi ó âiäïîâiäíèõ òî÷êàõ (θ1, . . . , θN) òà (ϕ1, . . . , ϕN−1),

ϕi = θ1 − θi+1 (i = 1, . . . , N − 1). Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå âiäíîøåííÿ

det(A− λIN) = −λ det(B − λIN−1),

äå IN ¹ N ×N�âèìiðíîþ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Äîâåäåííÿ äàíî¨ ëåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.8 (äèâ. ñòîð. 393).

Âiäìiòèìî, ùî äîäàòêîâå íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi A âiäïîâiäà¹

íåéòðàëüíié ñòiéêîñòi êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (5.2) âçäîâæ

âåêòîðà v = (1, . . . , 1), ÿêà â ñâîþ ÷åðãó, ¹ íàñëiäêîì ñèìåòði¨ ôàçîâîãî çñó-

âó. Ðàçîì çi çíèêíåííÿì îäíi¹¨ ðîçìiðíîñòi ó ñèñòåìi ôàçîâèõ ðiçíèöü (5.11)

ïðèïàäà¹ i ñèìåòðiÿ ôàçîâîãî çñóâó, ùî òàêîæ âiäîáðàæà¹òüñÿ ó çíèêíåííi

âiäïîâiäíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ßêîáiàíó.

5.3.1. Ñòiéêiñòü õâèëü îáåðòàííÿ

Íàñòóïíà ëåìà îïèñó¹ ñïåêòð õâèëü îáåðòàííÿMk.

Ëåìà 5.3.3. Âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi ßêîáiàíó ñèñòåìè (5.2) ó òî÷êàõ, ùî

âiäïîâiäàþòü õâèëÿì îáåðòàííÿMk, ¹ íàñòóïíèìè:

λm(Mk) =
N−1∑
j=1

Kjηkj

(
1− eı

2mjπ
N

)
, m = 1, . . . , N − 1, (5.12)

äå ηkj = g′
(

2πk
N
j
)
.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.9 (äèâ. ñòîð. 395).
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Ç ðiâíîñòi (5.12) âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà ìà¹ [N/2] êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ

ïàð (âèïàäîê, êîëè Imλ = 0 òàêîæ âðàõîâó¹òüñÿ):

λN−m(Mk) = λ−m(Mk) = λm(Mk), (5.13)

äå λ � êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå äî λ ÷èñëî. Çîêðåìà, ðiâíiñòü Im (λN/2(Mk)) = 0

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü�ÿêèõMk, êîëè N ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç Ëåìè 5.3.3 i ïiäñóìîâó¹ âëàñòèâîñòi ñòié-

êîñòi õâèëü îáåðòàííÿMk :

Íàñëiäîê 5.3.1. Âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi

� ßêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Re(λm(Mk)) =
N−1∑
j=1

Kjηkj

(
1− cos

(
2mjπ

N

))
< 0

äëÿ âñiõ m = 1, . . . , N − 1, òîäi õâèëÿ îáåðòàííÿMk ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ.

� ßêùî iñíó¹ iíäåêñ 1 ≤ m ≤ N − 1 òàêèé, ùî Re(λm(Mk)) > 0, òîäi õâèëÿ

îáåðòàííÿ ¹ íåñòiéêîþ.

� ßêùî iñíó¹ iíäåêñ 1 ≤ m ≤ N − 1, m 6= N/2 òàêèé, ùî Re(λm(Mk)) = 0,

òîäi iñíó¹ ïàðà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü

λ±m(Mk) = ±ıΩm, Ωm = −
N−1∑
j=1

Kjηkj sin

(
2mjπ

N

)
.

Íàñëiäîê 5.3.1 ïîêàçó¹, ùî óìîâè Re(λm(Mk)) = 0 çàáåçïå÷óþòü ãðàíèöi

ñòiéêîñòi äëÿ õâèëü îáåðòàííÿ òà ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè k = 0. Ó âèïàäêó,

êîëè Ω 6= 0 ìîæå âiäáóâàòèñÿ áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà [144, 209, 298,

154].

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìïëåêñíó ñïðÿæåíiñòü: ν−m = νm, ìîæåìî ïåðåïèñàòè
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äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíè âëàñíèõ çíà÷åíü (5.12) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Re (λm(Mk)) =

[(N−1)/2]∑
j=1

(Kjηkj +K−jη−kj)

(
1− cos

(
2mjπ

N

))
+

+
1

2

(
(−1)N + 1

) (
(−1)m+1 + 1

)
KN/2, (5.14)

Im (λm(Mk)) = −
[(N−1)/2]∑

j=1

(Kjηkj −K−jη−kj) sin

(
2mjπ

N

)
, (5.15)

äå [·] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà. Íàñëiäîê 5.3.1 ðàçîì ç ðiâíÿííÿì (5.14) ïîêàçó-

þòü ìîæëèâiñòü âèíèêíåííÿ âèðîäæåíî¨ áiôóðêàöi¨, ÿêà ìà¹ äî [(N − 1)/2]

êðèòè÷íèõ ïàð âëàñíèõ çíà÷åíü ó ßêîáiàíà â îñîáëèâié òî÷öiMk.

Çàóâàæåííÿ 5.3.1. Ñèñòåìà (5.5) ìà¹ iíøi îñîáëèâi òî÷êè êðiì ïî÷à-

òêó êîîðäèíàò òà õâèëü îáåðòàííÿ (5.9). Íàïðèêëàä, äëÿ íåïàðíèõ ôóíêöié

çâ'ÿçêó âîíà ìà¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Φ̃ = (ϕ̃1, . . . , ϕ̃N−1) ç êîîðäèíàòàìè 0 òà

π (ϕ̃i ∈ {0, π}). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìàòðèöÿ ßêîáiàíó ñèñòåìè (5.2) âçäîâæ
ðîçâ'ÿçêó Θ̃ (âiäïîâiäíèé äî ðîçâ'ÿçêó Φ̃ ñèñòåìè (5.5) ) íå ¹ öèðêóëÿíòíîþ.

Îòæå, âëàñíi çíà÷åííÿ λm(Θ̃) íå ìîæóòü áóòè ðîçïîäiëåíèìè ïîäiáíî (5.12).

5.3.2. Ìîäåëü ç íåñèìåòðè÷íèìè ïðîòèëåæíèìè çâ'ÿçêàìè

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè Íàñëiäêó 5.3.1 äî ñèñòåìè (5.7), îòðèìó¹ìî

íàñòóïíi òâåðäæåííÿ äëÿ âàæëèâîãî ÷àñòêîâîãî âèïàäêó, ÿêèé áóäå ðîçãëÿ-

äàòèñü â ïîäàëüøîìó â äåòàëÿõ.

Íàñëiäîê 5.3.2. Ó òî÷êàõ Mk, k = 0, . . . , N − 1, ñèñòåìè (5.7), ùî îïèñóþòü

õâèëÿì îáåðòàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ, ÿêùî

Re(λm(Mk)) =
l∑

j=1

(aηkj + bη−kj)

(
1− cos

(
2mjπ

N

))
= 0 (5.16)
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äëÿ äåÿêèõ 1 ≤ m ≤ [(N − 1)/2]. ßêùî äîäàòêîâî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Ω := Im(λm(Mk)) = −
l∑

j=1

(aηkj − bη−kj) sin

(
2mjπ

N

)
6= 0, (5.17)

òîäi âèíèêà¹ ïàðà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êðèòè÷íèõ âëàñíèõ çíà÷åíü λ±m =

±ıΩ.

Íàñëiäîê 5.3.3. Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ õâèëi îáåðòàííÿMk ñèñòåìè (5.7) îñöè-

ëÿòîðiâ, çâ'ÿçàíèõ ïî êîëó ëèøå ç íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè (l = 1), íàëåæàòü

óÿâíié îñi, ÿêùî çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ óìîâà

ag′(2kπ/N) + bg′(−2kπ/N) = 0. (5.18)

ßêùî äîäàòêîâî g′(2kπ/N) 6= 0, òî ñåðåä öèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ¹ [(N − 1)/2]

êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ ïàð.

Ðîçâ'ÿçêè Mk ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèìè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

ag′(2kπ/N) + bg′(2kπ/N) < 0.

Óìîâè (5.16) òà (5.17) ìîæóòü áóòè ñïðîùåíèìè äëÿ ñèíõðîííîãî

ðîçâ'ÿçêó Φsync =M0 ñèñòåìè (5.7) äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

Re(λm(M0)) = g′(0)(a+ b)
l∑

j=1

(
1− cos

(
2mjπ

N

))
= 0, m = 1, . . . , N − 1,

(5.19)

Im(λm(M0)) = −g′(0)(a− b)
l∑

j=1

sin

(
2mjπ

N

)
6= 0. (5.20)

Îñòàííié ìíîæíèê â ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó (5.19) ¹ çàâæäè äîäàòíiì à îñòàí-

íié ìíîæíèê â ïðàâié ÷àñòèíi (5.20) ¹ íåíóëüîâèì òîìó, ùî m 6= 0, j 6= 0. Äëÿ

âèçíà÷åííÿ áiôóðêàöié ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíi óìîâè

Íàñëiäîê 5.3.4. Ñèíõðîííèé ðîçâ'ÿçîê M0 ñèñòåìè (5.7) çi âçà¹ìîäi¹þ ëèøå

íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ (l = 1) ìà¹ âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ÷èñòî óÿâíèìè, ÿêùî



215

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

a = −b 6= 0 ÷è g′(0) = 0. (5.21)

Ó âèïàäêó g′(0) = 0 âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ íóëüîâèìè.

Ðîçâ'ÿçîê Φsync ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî ag′(0) + bg′(0) < 0.

Ïðèêëàäîì ñèñòåìè, ó ÿêèõ âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ñèíõðîíiçàöi¨ íóëüîâi ¹

ìîäåëü Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i [282] ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó g(x) = − sin(x− α) äëÿ

çíà÷åííÿ α = ±π/2, ïðè ÿêîìó âiäáóâà¹òüñÿ âèðîäæåíà òðàíñêðèòè÷íà ái-

ôóðêàöiÿ, îñêiëüêè g′(0) = − cos(0− α) = 0 (òà âèêîíóþòüñÿ iíøi óìîâè).

Ó âèïàäêó a = b, êîëè ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ¹ ñèìåòðè÷íîþ, óìîâà (5.16) çâî-

äèòüñÿ äî íàñòóïíî¨:

l∑
j=1

(ηkj + η−kj)

(
1− cos

(
2mjπ

N

))
= 0. (5.22)

Çîêðåìà, óìîâà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k, ÿêùî ïîõiäíà ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó ¹ íå-

ïàðíîþ g′(x) = −g′(−x). Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 5.3.5. Íåõàé a = b â ñèñòåìi (5.7) òà ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ¹ ïàðíîþ g(x) =

g(−x). Òîäi ñïåêòð õâèëü îáåðòàííÿMk ¹ êðèòè÷íèì, òîáòî Re(λm(Mk)) = 0

äëÿ m = 1, . . . , N − 1 òà k = 0, . . . , N − 1.

Íàñëiäîê 5.3.6. Íåõàé a = −b â ñèñòåìi (5.7) òà ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ¹ íåïàðíîþ

g(x) = −g(−x). Òîäi ñïåêòð õâèëü îáåðòàííÿMk ¹ êðèòè÷íèì.

5.4. Ñïiâiñíóâàííÿ äèíàìiêè Ãàìiëüòîíîâîãî òèïó òà äèñèïàòèâ-

íî¨ äèíàìiêè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó (5.2) äîâiëüíîãî ÷èñëà N

çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Áóäå ïîêàçàíî, ùî ôàçîâèé ïðîñòið ìîæå

ðîçùåïèòèñü íà ðåãiîíè ç äèñèïàòèâíîþ i Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíîþ äèíàìiêîþ

ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ âçà¹ìîäi¨ ¹ êðiì öèðêóëÿíòíî¨ ùå i êîñîñèìåòðè-

÷íîþ, òîáòî Kj = −K−j.
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5.4.1. ×àñîâî�îáîðîòíà ñèìåòðiÿ ñèñòåìè

Äëÿ êîñî�ñèìåòðè÷íîãî çâ'ÿçêó ñèñòåìè (5.2) òà (5.5) ìîæóòü áóòè ïåðå-

ïèñàíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

dθi
dt

= ω +

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj (g(θi − θi+j)− g(θi − θi−j)) , (5.23)

dϕi
dt

=

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj(g(ϕj)− g(ϕ−j)− g(ϕi+j − ϕi) + g(ϕi−j − ϕi)) (5.24)

ç i = 1, . . . , N−1. Çàóâàæèìî, ùî K0 = 0, à òàêîæ KN/2 = 0, êîëè N ¹ ïàðíèì.

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ¹ ÷àñîâî�îáîðîòíîþ.

Ëåìà 5.4.1. Ñèñòåìà (5.24) ìà¹ ÷àñîâî�îáîðîòíó ñèìåòðiþ R : TN−1 −→
TN−1, äå

R(ϕ1, . . . , ϕN−1) = (ϕN−1, . . . , ϕ1), t 7−→ −t. (5.25)

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî äëÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè (5.5),

çàïèñàíî¨ ó âåêòîðíié ôîðìi (8.11), âèêîíóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ

Gi(RΦ) = Gi(ϕN−1, . . . , ϕ1) =

=

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj(g(ϕ−j)− g(ϕj)− g(ϕ−(i+j) − ϕ−i) + g(ϕ−(i−j) − ϕ−i)) =

= −
[(N−1)/2]∑

j=1

Kj(g(ϕj)− g(ϕ−j)− g(ϕ(−i)+j − ϕ−i) + g(ϕ(−i)−j − ϕ−i)) =

= −G−i(ϕ1, . . . , ϕN−1) = −GN−i(Φ)

äëÿ áóäü�ÿêèõ i = 1, . . . , N − 1. Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî

(G1(RΦ), . . . , GN−1(RΦ))T = −R(G1(Φ), . . . , GN−1(Φ))T .

Ëåìó äîâåäåíî. �
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Ìè íàãîëîøó¹ìî, ùî âëàñòèâiñòü ÷àñîâî¨ îáîðîòíîñòi ¹ íåçàëåæíîþ âiä

ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó g(x).

Iíâàðiàíòíèé (ôiêñîâàíèé) ïiäïðîñòið iíâîëþöi¨ R ó äàíîìó âèïàäêó îïè-

ñó¹òüñÿ ÿê

FixR = {Φ ∈ TN−1 : RΦ = Φ} =

{
Φ ∈ TN−1 : ϕi = ϕN−i, 1 ≤ i ≤

[
N − 1

2

]}
.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçìiðíiñòü öi¹¨ ìíîæèíè âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

d(N) := dim(FixR) = N − 1− [(N − 1)/2] = [N/2].

Ïîçíà÷èìî L+(t) ÷àñòèíó òðà¹êòîði¨ Φ∗(t) ñèñòåìè (5.24):

L+
t = {Φ∗(t) : Φ∗(t0) = Φ∗0 ∈ FixR, t ∈ [t0, t1]}.

Φ∗(t) ¹ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî Φ∗(t1) ∈ FixR äëÿ t1 ≥ t0, îñêiëüêè iñíó¹ ñèìå-

òðè÷íà òðà¹êòîðiÿ L−t = RL+
t òàêà, ùî Φ∗(−t1) = RΦ∗(t1) = Φ∗(t1) i, îòæå,

Φ∗(t) = L+
t ∪ L−t . Âèêîðèñòîâóþ÷è òà ðîçøèðþþ÷è öi ìiðêóâàííÿ áà÷èìî,

ùî ïiäïðîñòið FixR ¹ çðó÷íèì äëÿ îïèñó äèíàìi÷íèõ îñîáëèâîñòåé ñèñòåìè

çàâäÿêè íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

� ßêùî äåÿêà îðáiòà ïåðåòèíà¹ FixR â äâîõ òî÷êàõ, òî âîíà ¹ ïåðiîäè÷íîþ

i âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí, ùî âiäîáðàæàþòüñÿ ç îäíi¹¨ ó iíøó çà

äîïîìîãîþ iíâîëþöi¨ R.

� Êîæíà íåïåðiîäè÷íà òðà¹êòîðiÿ ìîæå ïåðåòèíàòè FixR íå áiëüøå îäíî-

ãî ðàçó (ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó öÿ òðà¹êòîðiÿ ¹ ïåðiîäè÷íîþ).

� ßêùî îáîðîòíà ñèñòåìà ìà¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñòiê ÷è äæåðåëî, òîäi

âîíî íå íàëåæèòü FixR.

� ßêùî îáîðîòíà ñèñòåìà ìà¹ ñòiê (äæåðåëî)M, òîäi RM ¹ ïîëîæåííÿì

ðiâíîâàãè i âîíî ¹ äæåðåëîì (ñòîêîì).

� ßêùî òðà¹êòîðiÿ ïî÷èíà¹òüñÿ ó äæåðåëi òà ïåðåòèíà¹ FixR, òîäi âîíà
ïðÿìó¹ äî ñèìåòðè÷íîãî ñòîêó òà öÿ òðà¹êòîðiÿ ¹ ãåòåðîêëiíi÷íîþ (ÿê
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ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.27, ðèñ. 8.28, ðèñ. 8.29). Âiäìiòèìî, ùî ç îáîðîòíîñòi

ñèñòåìè íå âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òðà¹êòîði¨, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ ç âèòîêó i ïå-

ðåòèíà¹ FixR, òîáòî ñòiê i âiäïîâiäíèé âèòiê ìîæóòü áóòè íåçâ'ÿçàíèìè
ñïiëüíîþ òðà¹êòîði¹þ.

Îñêiëüêè âñi òðà¹êòîði¨, ùî ïåðåòèíàþòü FixR äâi÷i ¹ ïåðiîäè÷íèìè çà ÷àñîì,

òî äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü áóëî á iíôîðìàòèâíèì ðîçãëÿíóòè ïåðåòèí

ïiäïðîñòîðó FixR ç éîãî iíâîëþöi¹þ âiäíîñíî ïîòîêó ñèñòåìè:

Ft(FixR) = {Φ(t) : Φ(0) ∈ FixR, t ∈ R}.

Ðåâåðñèâíi ïåðiîäè÷íi òðà¹êòîðiÿõ âèíèêàþòü äëÿ êîæíî¨ ç òî÷îê ïåðåòèíó

FixR∩Ft(FixR). Îñêiëüêè ðîçìiðíiñòü Ft(FixR) çàäà¹òüñÿ âèðàçîì dt(N) :=

dim(Ft(FixR)) = [N/2] + 1 âiäïîâiäíî äî òåîðåìè ïðî òðàíñâåðñàëüíiñòü, òî

ðîçìiðíiñòü ïåðåòèíó â ïðîñòîði TN−1 ó çàãàëüíîìó âèïàäêó áóäå çàäàâàòèñü

ôîðìóëîþ:

d∗(N) := dim(FixR∩ Ft(FixR))

= d(N) + dt(N)− (N − 1) =

{
1, êîëè N ¹ íåïàðíèì,

2, êîëè N ¹ ïàðíèì.

Òîìó, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî ñèñòåìà (5.24) ìà¹ ëèøå

îäíî àáî äâî�ïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, â çàëåæíîñòi âiä ïàðíîñòi

ðîçìiðíîñòi ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Ïðèêëàäè òàêèõ ñiìåé áóäóòü îïèñàíi ó ïiä-

ðîçäiëi 5.5 ïðî ìàëî�âèìiðíi ñèñòåìè. Çîêðåìà, ó âèïàäêàõ N = 3 òà N = 4,

êîëè ôàçîâèé ïðîñòið ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (5.24) ìà¹ ðîçìiðíîñòi 2 òà 3 âiä-

ïîâiäíî, ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò çàïîâíþþòü âiäêðèòi ìíîæèíè â ôàçîâîìó

ïðîñòîði, ôîðìóþ÷è Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíi îáëàñòi, çàïîâíåíi ïåðiîäè÷íèìè

îðáiòàìè. Ëèøå ó âêàçàíèõ âèïàäêàõ d∗(N) = d(N), ùî òàêîæ íåÿâíî äîâî-

äèòü íåìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ öèõ ñèñòåì.

Äëÿ áiëüøèõ ðîçìiðíîñòåé N ≥ 5 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d∗(N) < d(N), ùî

íàòÿêà¹ íà iñíóâàííÿ ñêëàäíiøèõ çà ïåðiîäè÷íi ðåâåðñèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Âæå
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äëÿ N = 5, êîëè ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè (5.24) ¹ ÷îòèðè�âèìiðíèé, ñiì'¨

ïåðiîäè÷íèõ îðáiò íå çàïîâíþþòü ïîâíiñòþ âiäêðèòó ìíîæèíó ôàçîâîãî ïðî-

ñòîðó, à ëèøå ôîðìóþòü äâî�âèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè. Ó ðåçóëüòàòi ó

ðåøòi ôàçîâîãî ïðîñòîðó ç'ÿâëÿþòüñÿ iíøi äèíàìi÷íi ðåæèìè òàêi, ÿê êâà-

çi�ïåðiîäè÷íi ÷è õàîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè.

5.4.2. Ñïiâiñíóâàííÿ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹ ñïiâiñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíîãî òèïó ó ôà-

çîâîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 5.4.1. Äëÿ ôóíêöié çâ'ÿçêó, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó g'(0) 6=0 òà
äëÿ ìàéæå âñiõ êîñîñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü çâ'ÿçêó K òàêèõ. ùî Kj =

−K−j, ñèñòåìà (5.24) ìà¹ íàñòóïíi äèíàìi÷íi ðåæèìè:

(A) Ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi òî÷êè M0: Iñíó¹

îäíî�ïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ Φσ(t) â îêîëi M0,

êîëè N ¹ íåïàðíèì, òà äâî�ïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ Φ(σ1,σ2)(t) ïåðiîäè-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, êîëè N ¹ ïàðíèì, ç ïåðiîäîì áëèçüêèì äî 2π/Ωm, äå

Ωm = 2g′(0)
∑[(N−1)/2]

j=1 Kj sin
(

2mjπ
N

)
.

(B) Ùiëüíà ìíîæèíà iíâàðiàíòíèõ òîðiâ â îêîëi M0: Ïðè âèêîíàííi

óìîâ íåðåçîíàíñíîñòi òà íåâèðîäæåíîñòi (b1) òà (b2), âêàçàíèõ íèæ÷å,

â áóäü�ÿêîìó îêîëi M0 iñíóþòü àíàëiòè÷íi [(N − 1)/2]�âèìiðíi êâàçiïåðiî-

äè÷íi òîðè ç íåñóìiðíèìè ÷àñòîòàìè áëèçüêèìè äî Ω1, . . . ,Ω[(N−1)/2]. Òîðè

¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïîòîêó ñèñòåìè i âiäíîñíî äî îáîðîòíîãî ïåðå-

òâîðåííÿ R. Êðiì òîãî, ÿêùî Uε ¹ ε�îêîëîì òî÷êè M0, òîäi ìiðà Ëåáåãà

iíâàðiàíòíîãî òîðó ïðÿìó¹ äî ïîâíî¨ ìiðè îêîëó Uε ïðè ε→ 0.

(b1) Óìîâà íåðåçîíàíñíîñòi: (q,Ω) =
∑[(N−1)/2]

m=1 qmΩm 6= 0 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

âñiõ q ç |q| ≤ 2l + 2 òà äå�ÿêèì l ∈ N.
(b2) Óìîâà íåâèðîäæåíîñòi: Âåäó÷èé êóái÷íi ÷ëåíè (òîáòî ¨õ óÿâíi ÷àñòèíè)

íîðìàëüíî¨ ôîðìè ¹ íåâèðîäæåíèìè.

(C) Òâåðäæåííÿ (A) òà (B) âèêîíóþòüñÿ òàêîæ äëÿ îêîëó òî÷êèMN/2,

ÿêùî N ¹ ïàðíèì.

(D) Äèñèïàòèâíà äèíàìiêà: Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Mk, k 6= 0, ¹ ñòîêîì
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ÿêùî óìîâà

Re(λm(Mk)) =

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj (ηkj − η−kj)
(

1− cos

(
2mjπ

N

))
< 0 (5.26)

çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ äëÿ âñiõ m = 1, . . . , N − 1. Ó öüîìó âèïàäêóM−k ¹ äæåðå-

ëîì.

Äîâåäåííÿ. (A) Iñíóâàííÿ ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ìîæå áóòè ïîêàçàíî çà

äîïîìîãîþ öåíòðàëüíî¨ òåîðåìè Ëÿïóíîâà äëÿ ÷àñîâî�îáîðîòíèõ ñèñòåì [114,

324, 143]. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ öi¹¨ òåîðåìè ó äâîõ îêðåìèõ âèïàäêàõ

äëÿ íåïàðíèõ i ïàðíèõ N .

×àñîâà îáîðîòíiñòü ñèñòåìè áóëà äîâåäåíà ó Ëåìi5.4.1. Ëåãêî ïåðåêî-

íàòèñü, ùî RM0 = M0, ùî îçíà÷à¹: M0 ∈ FixR. Âèêîðèñòîâóþ÷è êî-

ñî�ñèìåòðè÷íiñòü ìàòðèöiK òà âèðàç (5.12), âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ ñèíõðîííîãî

ñòàíóM0 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

λm(M0) = g′(0)

[(N−1)/2]∑
j=1

(Kj +K−j)

(
1− cos

(
2mjπ

N

))
−

− ıg′(0)

[(N−1)/2]∑
j=1

(Kj −K−j) sin

(
2mjπ

N

)
= −

− ı2g′(0)

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj sin

(
2mjπ

N

)
=: ıΩm, (5.27)

äëÿ áóäü�ÿêèõ m = 1, . . . , N − 1. Îòæå, λ±m(M0) = ±ıΩm, m = 1, . . . , [(N −
1)/2] òà λN/2(M0) = 0, ÿêùî N ¹ ïàðíèì ÷èñëîì. Îñòàííié âèðàç ïîêàçó¹, ùî

íàñòóïíi óìîâè íåðåçîíàíñíîñòi âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ çíà÷åíü Kj ïðè

N ≥ 5 òà òî÷íî äëÿ âñiõ çíà÷åíü K äëÿ N = 3, N = 4:

i) âñi ıΩm ¹ ïðîñòèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿì ìàòðèöi ßêîáiàíó B(M0);

ii) ınΩm íå ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè B(M0) äëÿ âñiõ n > 1.

Êîëè N ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì, óñi óìîâè Òåîðåìè 1.1 ç ðîáîòè Ãîëóáiöüêî-
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ãî�Êðóïè�Ëiìà [143] âèêîíóþòüñÿ â îêîëi M0 ∈ FixR. Îòæå, çãiäíî öié òå-

îðåìi, iñíó¹ îäíî�ïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ Φσ(t) ñèñòåìè

(5.24).

Ó âèïàäêó ïàðíîãî N ìîæíà çàñòîñóâàòè Òåîðåìó 2.1 ç ðîáîòè [143].

Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâ öi¹¨ òåîðåìè, íåîáõiäíî äîäàòêîâî ïåðåâiðèòè, ùî R
¹ iäåíòè÷íîþ òðàíñôîðìàöi¹þ íà ker(B(M0)). Äiéñíî, ìîæíà ïåðåêîíà-

òèñü, ùî âëàñíèé âåêòîð òðèâiàëüíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λN/2(M0) = 0

ìà¹ âèãëÿä v = (1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0, 1)T òà V0 = ker(B(M0)) = span(v) =

(ϕ, 0, ϕ, 0, . . . , ϕ, 0, ϕ), ϕ ∈ T1. Îòæå dimV0 = 1 òà ïåðåñâiä÷ó¹ìîñÿ, ùîRv = v.

Äàëi, çãiäíî Òåîðåìi 2.1 [143], iñíó¹ äâî�ïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ïåðiîäè÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ó îêîëi M0 ó âèïàäêó, êîëè ðîçìiðíiñòü N ¹ ïàðíîþ. Ïåðiîä öèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ¹ áëèçüêèì äî 2π/Ωm.

(B) Iñíóâàííÿ ùiëüíèõ ñiìåéñòâ êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ òîðiâ âèïëèâà¹ ç ÊÀÌ

òåîði¨ äëÿ îáîðîòíèõ ñèñòåì [254, 29, 293, 79, 78, 213, 77]. Äîâåäåííÿ äàíîãî

ïóíêòó ïîëÿãà¹ ó ïåðåâiðöi âèêîíàííÿ óìîâ Ëåìè i Òåîðåìè ç ðîáîòè Ì. Ñåâ-

ðþêà [293]. Öi óìîâè ïåðåâiðÿþòüñÿ îêðåìî äëÿ äâîõ ðiçíèõ âèïàäêiâ: (a) êîëè

ðîçìiðíiñòü ôàçîâîãî ïðîñòîðó ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè N − 1 ¹ ïàðíîþ, òîäi çà-

ñòîñîâó¹ìî Òåîðåìó Ñåâðþêà ç m = (N−1)/2, k = 0 i (b) êîëè öÿ ðîçìiðíiñòü

¹ íåïàðíîþ, òîäi âèêîðèñòîâó¹ìî òåîðåìó äëÿ m = (N − 2)/2, k = 1. Ñèñòåìà

(5.24) ¹ àíàëiòè÷íîþ â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò M0 ∈ T2m+k = TN−1, ÷àñî-

âî�îáîðîòíîþ (çãiäíî Ëåìi 5.4.1 ), à òàêîæM0 ¹ ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè ïðè

âñiõ çíà÷åííÿõ Kj i RM0 = M0. Â äîâåäåííi ïóíêòó (A) áóëî äîêàçàíî, ùî

ñèñòåìà ìà¹ [(N − 1)/2] ïàðó óÿâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü λ±m(M0) = ±ıΩm, ÿêi

¹ íåñóìiðíèìè çãiäíî âèìîçi (b1). Iíøå âëàñíå çíà÷åííÿ λN/2(M0) ó âèïàäêó

íåïàðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó (5.24) ¹ çàâæäè íóëüîâèì, ùî òàêîæ çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè Ëåìè Ñåâðþêà äëÿ ç k=1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðìiíîëîãiþ ðîáîòè

Ì. Ñåâðþêà [293], ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî â óìîâàõ éîãî Òåîðåìè S0 = λN/2 äëÿ

ïàðíèõ N , M � íåíóëüîâå ÷èñëî, îïåðàòîð Γ = (Ω1, . . . ,Ω[(N−1)/2]) ¹ íåâèðî-

äæåíèì çãiäíî óìîâi (b2), λµ = 0. Âiäìiòèìî, ùî îñêiëüêè ðîçãëÿäàþòüñÿ äâà

íàéïðîñòiøèõ âèïàäêè k = 0 òà k = 1 (äîïîâíþþ÷èé äî ñiì'¨ òîðiâ ïiäïðîñòið

àáî âiäñóòíié, àáî îäíî�âèìiðíèé), òî íåðiâíîñòi Ëåìè i Òåîðåìè Ñåâðþêà âè-

êîíóþòüñÿ àâòîìàòè÷íî, ìàòðè÷íi âèðàçè ç óìîâè òåîðåìè ïåðåòâîðþþòüñÿ



222

íà ÷èñëîâi i ëåãêî ïåðåâiðÿþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî âèêîíàííÿ òâåð-

äæåííÿ ïóíêòó (B).

(C) Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè MN/2 ¹ íåéòðàëüíèì,

îñêiëüêè ηN/2j − η−N/2j = 0 òà, îòæå, Re(λm(B(MN/2))) = 0 äëÿ áóäü�ÿêèõ

m. ÎñêiëüêèMN/2 ∈ FixR, òî äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòó (C) âèêîðèñòîâóþòüñÿ

âñi òi æ ñàìi àðãóìåíòè, ùî i â (A) òà (B).

(D) ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, ñèñòåìà (5.24) ìà¹ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèMk

íåçàëåæíî âiä çíà÷åíü ¨¨ ïàðàìåòðiâ. Äëÿ ïåðåâiðêè ñòiéêîñòi öèõ òî÷îê ìîæå

áóòè âèêîðèñòàíà Ëåìà 5.3.3 òà ¨¨ íàñëiäêè. Çîêðåìà, äiéñíi ÷àñòèíè âëàñíèõ

çíà÷åíü â ßêîáiàíó â òî÷êàõMk, k 6= 0 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

Re(λm(Mk)) =

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj (ηkj − η−kj)
(

1− cos

(
2mjπ

N

))
, (5.28)

m = 1, . . . , N − 1. Âiäïîâiäíî äî ÷àñîâî�îáîðîòíî¨ ñèìåòði¨ R ïîëîæåííÿ ðiâ-

íîâàãèM−k ¹ äæåðåëîì ó òîìó âèïàäêó, êîëèMk ¹ ñòîêîì i íàâïàêè.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Çàóâàæåííÿ 5.4.1. Óìîâà (5.26) ¹ ëèøå äîñòàòíüîþ i âîíà ìîæå áó-

òè ïîñëàáëåíîþ, âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî ñèñòåìà ìà¹ iíøi àòðàêòî-

ðè/ðåïåëåðè êðiì ïîëîæåíü ðiâíîâàãèMk.

Çàóâàæåííÿ 5.4.2. Ó âèïàäêàõ, êîëè ôóíêöiÿ g(x) ¹ ïàðíîþ ÷è íåïàð-

íîþ, ñèñòåìà ìîæå ìàòè äîäàòêîâi ñïåöèôi÷íi âëàñòèâîñòi. Ìîæíà ïåðåêîíà-

òèñü â òîìó, ùî óìîâà (5.26) íå âèêîíó¹òüñÿ, êîëè g(x) ¹ íåïàðíîþ. Òàêîæ

Im(λm(M0)) = 0,m = 1, . . . , N−1, êîëè g(x) ¹ ïàðíîþ. Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹,

ùî â äàíié ñèòóàöi¨ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ âèðîäæåíèì ñiäëîì à êîíñåðâàòèâíà

îáëàñòü çâóçèëàñü äî îäíi¹¨ òî÷êè.

Çàóâàæåííÿ 5.4.3. Âiäìiòèìî, ùî ç ñóïåðïîçèöié ñèìåòðié ZN òà R âè-

ïëèâà¹ iñíóâàííÿ N − 1 iíøèõ ðåâåðñèâíèõ ñèìåòðié Ri, i = 2, . . . , N . Òàêèì

÷èíîì, iñíóþòü N − 1 ãiïåðïëîùèí FixRi = γ̃iZNFixR1, R1 := R, ÿêi ¹ iíâàði-
àíòíèìè (ôiêñîâàíèìè) âiäíîñíî òðàíñôîðìàöié Ri, i = 2, . . . , N . Âñi FixRi

ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öiM0, ÿêùî N ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì, i âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ

âçäîâæ îäíîâèìiðíî¨ ëiíi¨ V0 ∈ TN−1 (ç äîâåäåííÿ (A) ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè),
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ÿêùî N ¹ ïàðíèì (äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ ïîòðiáíî êiëüêà ðàç

çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ γ äî FixR òà ïîðiâíÿòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè).

Çàóâàæåííÿ 5.4.4. ßêùî ïåðiîäè÷íà îðáiòà ïåðåòèíà¹ îäíó FixRi ó

äâîõ òî÷êàõ, òîäi ¹ N ZN�ñèìåòðè÷íî çàëåæíèõ îðáiò. ßêùî ïåðiîäè÷íà îð-

áiòà ïåðåòèíà¹ ïðèíàéìíi äâi FixRi, òîäi âîíà ïåðåòèíà¹ âñi ç íèõ. ßê áóäå

ïðîiëþñòðîâàíî äàëi â ïiäðîçäiëi 5.5, ó ìàëî�âèìiðíèõ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíà

äèíàìiêà ëîêàëiçîâàíà íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, êîëè N ¹ íåïàðíèì òà âî-

íà òðàíñëþ¹òüñÿ âçäîâæ ëiíi¨ V0, êîëè N ¹ ïàðíèì ÷èñëîì. Òàêîæ ¹ äðóãèé

�îñòðiâ� Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨ äèíàìiêè ó ïàðíî�âèìiðíîìó âèïàäêó íàâêîëî

íåéòðàëüíîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèMN/2.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi áóëî ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìè çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöè-

ëÿòîðiâ ç öèðêóëÿíòíèì êîñî�ñèìåòðè÷íèì çâ'ÿçêîì ìîæå ìàòè Ãàìiëüòîíî-

âî�ïîäiáíó äèíàìiêó (ç äåÿêîþ äîëåþ óìîâíîñòi òàêó äèíàìiêó ìîæíà ââà-

æàòè êîíñåðâàòèâíîþ) ó âiäêðèòié îáëàñòi â ôàçîâîìó ïðîñòîði, à çàëèøîê

ôàçîâîãî ïðîñòîðó çàïîâíåíèé äèñèïàòèâíîþ äèíàìiêîþ. Òàêîæ áóëî ïîêà-

çàíî, ùî îáëàñòåé Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨ äèíàìiêè ìîæå áóòè äåêiëüêà i âîíè

ìîæóòü ìàòè ïðèíöèïîâî ðiçíó ñòðóêòóðó ó ïàðíî òà íåïàðíî�âèìiðíèõ âè-

ïàäêàõ ïðîñòîðó. Òàêîæ áóëî îïèñàíî ñòðóêòóðó êîíñåðâàòèâíèõ îáëàñòåé.

Â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi áóäå äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî âëàñòèâîñòi êîíñåðâàòèâ-

íî�äèñèïàòèâíèõ ñèñòåì ïî÷èíàþ÷è ç ñèñòåì íàéìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi, êîëè

òàêà äèíàìiêà iñíó¹. Áóäóòü ïîêàçàíi âàæëèâi îñîáëèâîñòi òàêèõ ñèñòåì, à

òàêîæ áiôóðêàöi¨ ïåðåõîäiâ âiä áiëüø ðåãóëÿðíî¨ äèíàìiêè äî êîíñåðâàòèâ-

íî�äèñèïàòèâíî¨ (ç òî÷êè çîðó òåîði¨ áiôóðêàöié òàêà äèíàìiêà ñàìà ¹ áiôóð-

êàöiéíîþ àáî ïåðåõiäíîþ).

5.5. Áiôóðêàöiéíi âëàñòèâîñòi ìàëî�âèìiðíèõ ñèñòåì

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äåòàëüíî áóäå äîñëiäæóâàòèñü ìàëî�âèìiðíi ñèñòåìè

(5.6)�(5.7) çi ñïåöèôi÷íèìè ôóíêöiÿìè âçà¹ìîäi¨. Â îñíîâíîìó ìè ðîçãëÿäà¹-

ìî ôóíêöiþ çâ'ÿçêó òèïó Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i [282]:

g(x) = − sin(x− α) (5.29)
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ç ôàçîâèì çñóâîì α. Ó âèïàäêó b = −a ñèñòåìà ìà¹ ÷àñîâî�îáîðîòíó ñèìåòðiþ
(5.25), ùî ïðèçâîäèòü äî ñïiâiñíóâàííÿ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨ òà äèñèïàòèâ-

íî¨ äèíàìiê, ÿê öå áóëî ïîêàçàíî ó Òåîðåìi 5.4.1. Íàñòóïíi ðåçóëüòàòè ïðî-

iëþñòðóþòü Òåîðåìó 5.4.1 i, êðiì òîãî, íàäàäóòü áiëüø äåòàëüíó iíôîðìàöiþ

ïðî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ÿê ó äèñèïàòèâíèõ, òàê i ó êîíñåðâàòèâíèõ îáëà-

ñòÿõ. Çîêðåìà, ìè îïèøåìî ñòðóêòóðó ãðàíèöü âêàçàíèõ îáëàñòåé òà âïëèâ

ïàðàìåòðiâ íà ðîçìiðè öèõ îáëàñòåé.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íîãî çâ'ÿçêó a = b ñèñòåìà (5.7) ìà¹

äiåäðàëüíó ñèìåòðiþ DN . Êðiì òîãî, ñèñòåìà (5.7) ç ôóíêöi¹þ ç'¹äíàííÿ Êó-

ðàìîòî�Ñàêàãó÷i (5.29) ìà¹ äîäàòêîâi ñèìåòði¨ Γ1, Γ2 òà Γ3, ÿêi çàäàþòüñÿ

ïåðåòâîðåííÿìè:

γ1 : (ϕ1, . . . , ϕN−1, a, b, α, t) 7−→ (ϕ1, . . . , ϕN−1,−a,−b, α,−t),

γ2 : (ϕ1, . . . , ϕN−1, a, b, α, t) 7−→ (−ϕ1, . . . ,−ϕN−1, a, b,−α,−t),

γ3 : (ϕ1, . . . , ϕN−1, a, b, α, t) 7−→ (ϕ1, . . . , ϕN−1, a, b, α + π,−t).

5.5.1. Òðè çâ'ÿçàíi îñöèëÿòîðè

Ñèñòåìà N = 3 iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó Êóðàìî-

òî�Ñàêàãó÷i (5.29), çàïèñàíà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ, ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

dϕ1

dt
= − sin(ϕ1 − α)− b sin(ϕ2 − α)− b sin(ϕ1 + α)− sin(ϕ1 − ϕ2 + α),

dϕ2

dt
= − sin(ϕ1 − α)− b sin(ϕ2 − α)− sin(ϕ2 + α)− b sin(ϕ2 − ϕ1 + α).

(5.30)

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ïîêëàñòè a = 1, îñêiëüêè òåæ ñàìå

ìîæíà äîñÿãíóòè ìàñøòàáóâàííÿì ÷àñó ó ñèñòåìi. Îòæå, íàäàëi áóäåìî ðîç-

ãëÿäàòè ñèñòåìó, ÿêà ìà¹ ëèøå äâà ïàðàìåòðè b òà α.

ßê ïîêàçàíî ó çíà÷íié êiëüêîñòi äîñëiäæåíü, ñèñòåìà ëèøå òðüîõ

çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ìîæå ïîêàçàòè äóæå âàðiàòèâíó òà ñêëàäíó äèíàìi-

êó â çàëåæíîñòi âiä ñòðóêòóðè çâ'ÿçêiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [148, 149, 30, 245]).

Â ïîäàëüøîìó ìè ïîâíiñòþ îïèøåìî äèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè (5.30).

Çîêðåìà, Òåîðåìà 5.5.1 ðåçþìó¹ ñïiâiñíóâàííÿ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíèõ òà äè-
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ñèïàòèâíèõ äèíàìiê, à òàêîæ áiëüø äåòàëüíî îïèøå ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïðî-

ñòîðó äëÿ êîñî�ñèìåòðè÷íîãî ç'¹äíàííÿ b = −1. Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà ó

ïëîùèíi ïàðàìåòðiâ α òà b ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.26 à òèïîâi ôàçîâi ïîðòðåòè

äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ïîêàçàíi íà ðèñ. 8.27.

5.5.1.1. Ñèìåòði¨ òà ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

Öèðêóëÿíòíà Z3� ñèìåòðiÿ â ñèñòåìi (5.30) ãåíåðó¹òüñÿ äi¹þ γZ3 :

(ϕ1, ϕ2) 7−→ (−ϕ2, ϕ1 − ϕ2). Ïî÷àòîê êîîðäèíàò ñèñòåìèM0 = (0, 0), à òàêîæ

äâi îñîáëèâi òî÷êèM1 = (2π/3, 4π/3) òàM2 = (4π/3, 2π/3) ¹ åêâiâàðiàíòíèìè

âiäíîñíî äi¨ γZ3 . Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ïîëîæåííÿ öèõ òî÷îê ó ôàçîâîìó ïðî-

ñòîði íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè, ¨õ ñòiéêiñòü âiä çìiíè ïàðàìåòðiâ

çàëåæèòü. Êðiì îñîáëèâèõ òî÷îêMk ñèñòåìà ìà¹ òàêîæ Z3�ñèìåòðè÷íi ñiäëà.

Äëÿ α = 0 êîîðäèíàòè öèõ ñiäåë ¹ (0, π), (π, 0), (π, 0) (äèâ. ìàë. 8.27(a)) òà âî-

íè çìiíþþòüñÿ â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ. Ñiäëà iñíóþòü äëÿ âñiõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ çà âèíÿòêîì α = ±π/2. Îäíî�âèìiðíi ñòiéêi òà íåñòiéêi iíâàðiàí-
òíi ìíîãîâèäè (ñåïàðàòðèñè) òðüîõ ñiäåë óòâîðþþòü Z3�ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè

äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. Íà ðèñ. 8.27(c), (f), (g) òà (j) ïîêàçàíî ñòðó-

êòóðó öèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ òà ¨õ ñòðóêòóðíó äåôîðìàöiþ ïðè çìiíi

ïàðàìåòðiâ.

5.5.1.2. Áiôóðêàöi¨ ñèñòåìè

Íà äiàãðàìi ðèñ. 8.26(a) ïîêàçàíî ëiíi¨ êîæíî¨ ç áiôóðêàöié ñèñòåìè òðüîõ

îñöèëÿòîðiâ. ßê âèïëèâà¹ ç Íàñëiäêó 5.3.2 òà óìîâè (5.16), ëiíi¨ áiôóðêàöi¨

Àíäðîíîâà�Õîïôà, ùî âiäáóâàþòüñÿ ó òî÷êàõMk, çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ

âèðàçó:

Hk =

{
(α, b) : b = −cos(2kπ/3− α)

cos(2kπ/3 + α)

}
, k = 0, 1, 2.

Çîêðåìà, áiôóðêàöiéíà ëiíiÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàòM0 ¹ ïðÿìîþ b = −1.

Z3�ñèìåòðè÷íà òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàò âèíèêà¹

íà áiôóðêàöiéíié ëiíi¨ α = ±π/2, êîëè äðóãà ç óìîâ áiôóðêàöi¨ (5.21)

g′(0) = 0 òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Ó öüîìó âèïàäêó òðè ñèìåòðè÷íi ñiäëîâi òî-

÷êè (ðèñ. 8.27(b)) äîñÿãàþòü ïî÷àòêó êîîðäèíàò îäíî÷àñíî òà óòâîðþþòü

âèðîäæåíå (ç øåñòè ñiäëîâèìè êîìiðêàìè) ñiäëî ó áiôóðêàöiéíèé ìîìåíò
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(ðèñ. 8.27(d), (k)). Ïðè ïîäàëüøié çìiíi ïàðàìåòðó âñi ñiäëà ïðîõîäÿòü ïî-

÷àòîê êîîðäèíàò çìiíþþ÷è éîãî ñòiéêiñòü à òàêîæ çìiíþþ÷è ñòiéêiñòü ñâî¨õ

îäíî�âèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ íà ïðîòèëåæíi.

Äâi ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ HC ¹ äóæå áëèçüêèìè äî ëiíié ái-

ôóðêàöié Àíäðîíîâà�ÕîïôàH1 òàH2 îñîáëèâèõ òî÷îêM1 òàM2, âiäïîâiäíî.

Ëiíi¨ HC òà H áiôóðêàöié ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷êàõ (α, b) = (0,−1), (±π/2, 1),

(±π/2,−1) i ó òî÷öi, äå êîîðäèíàòà b ¹ áëèçüêîþ äî −0.4. Ãëîáàëüíà HC

áiôóðêàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ñèìåòðè÷íèõ ñiäëîâèõ ç'¹äíàíü òà âîíà óòâî-

ðþ¹ ñòiéêèé (ðèñ. 8.27(g)) àáî íåñòiéêèé (ðèñ. 8.27(f)) ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè.

Ó ðåçóëüòàòi, ãðàíè÷íi öèêëè âèíèêàþòü â ðåçóëüòàòi H áiôóðêàöié Àíäðî-

íîâà�Õîïôà òà çíèêàþòü ó ðåçóëüòàòi HC ãåòåðîêëiíi÷íèõ Z3�ñèìåòðè÷íèõ

áiôóðêàöié (àáî íàâïàêè). Òðåòié òèï HC áiôóðêàöiéíî¨ ëiíi¨ ñïiâïàäà¹ ç ái-

ôóðêàöiéíîþ ëiíi¹þ H0 (áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà â íóëi) b = −1. Âiäìi-

òèìî, ùî ó îñòàííüîìó âèïàäêó ñïiâïàäàþòü áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ äâîõ áiôóðêà-

öié, àëå ñàìi áiôóðêàöi¨ âiäáóâàþòüñÿ ó ðiçíèõ ÷àñòèíàõ ôàçîâîãî ïðîñòîðó.

Ñèñòåìà (5.30) ¹ êîíñåðâàòèâíîþ ó äâîõ òî÷êàõ áiôóðêàöié êîðîçìiðíî-

ñòi�äâà (α, b) = (0,−1) (ðèñ. 8.27(c)) òà (α, b) = (±π,−1). Ó öèõ âèïàäêàõ

ñèñòåìà ìà¹ ïåðøèé iíòåãðàë:

E(ϕ1, ϕ2) = cosϕ1 + cosϕ2 + cos(ϕ1 − ϕ2).

Ñèñòåìà ¹ òàêîæ êîíñåðâàòèâíîþ ó âèïàäêó (α, b) = (π/2, 1) (ðèñ. 8.27(d)).

Îáëàñòi, äå ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ ñòiéêèì ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí 1)

b > −1, α ∈ (−π/2, π/2) òà 2) b < −1, α ∈ (π/2, 3π/2) (çàôàðáîâàíî ñiðèì

êîëüîðîì íà ðèñ. 8.26(a)). Îáëàñòi ñòiéêîñòi îñîáëèâèõ òî÷îêMk, k = 1, 2, ¹

ñìóãàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè ëiíiÿìè Hi òà âîíè ìàþòü øè-

ðèíó π âçäîâæ îñi α. Ñìóãè ñòiéêîñòi òà íåñòiéêîñòi êîæíî¨ òî÷êè ÷åðãóþòüñÿ.

Çîêðåìà, îáëàñòü ñòiéêîñòi òî÷êèM1 ëåæèòü ìiæ äâîìà (ñèíiìè) ëiíiÿìè H1

íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ðèñ. 8.26(a) i âîíà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòÿì

arctan

(
1 + b√
3(1− b)

)
+ 2nπ < α < arctan

(
1 + b√
3(1− b)

)
+ (2n+ 1)π, n ∈ Z.
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Âèïàäîê b = −1 (α ¹ áóäü�ÿêèìè) ¹ îñîáëèâî äëÿ íàñ öiêàâèì. Ó öüî-

ìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ ÷àñîâî�îáîðîòíó ñèìåòðiþ R, ÿêà îïèñó¹òüñÿ äi¹þ

(5.25). Ëiíiÿ FixR : {(ϕ1, ϕ2), ϕ1 = ϕ2} ¹ ôiêñîâàíîþ (iíâàðiàíòíîþ) ùîäî

âêàçàíî¨ ñèìåòði¨. Âiäìiòèìî, ùî öÿ ëiíiÿ íå ¹ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ âiä-

íîñíî ïîòîêó ñèñòåìè. Ñóïåðïîçèöiÿ Z3 òà R äà¹ íàì äâi iíøi ðåâåðñèâíi

ñèìåòði¨ ç âiäïîâiäíèìè ôiêñîâàíèìè ïiäïðîñòîðàìè ϕ1 = 0 òà ϕ2 = 0. Ó ðå-

çóëüòàòi, ñèñòåìà ìà¹ êîíñåðâàòèâíó òà äèñèïàòèâíó îáëàñòi, ùî ñïiâiñíóþòü

ó ôàçîâîìó ïðîñòîði T2, âiäìi÷åíi æîâòèì òà áiëèì êîëüîðîì íà ðèñ. 8.27(j),

âiäïîâiäíî. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàæå, ùî ôàçîâèé ïîðòðåò, çîáðàæåíèé

íà ðèñ. 8.27(j) ÿêiñíî çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñié çíà÷åíü ïàðàìåòðó α, êîë

b = −1.

Òåîðåìà 5.5.1. Äëÿ b = −1 òà α /∈ {0,±π/2, π} ñèñòåìà (5.30) ìà¹ íàñòó-
ïíó äèíàìiêó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði:

(A) Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíà îáëàñòü: iñíó¹ îáëàñòü ó ôàçîâîìó ïðî-

ñòîði, ùî ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò M0 òà ÿêà ¹ çàïîâíåíîþ

îäíî�ïàðàìåòðè÷íîþ ñiì'¹þ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Öÿ îáëàñòü ¹ îáìåæåíîþ

Z3�åêâiâàðiàíòíèì ãåòåðîêëiíi÷íèì öèêëîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ñiäëî-

âèõ òî÷îê, ç'¹äíàíèõ îäíîâèìiðíèìè iíâàðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè öèõ òî-

÷îê. Âiäïîâiäíi ñiäëîâi òî÷êè íàëåæàòü äî ôiêñîâàíîãî ïiäïðîñòîðó îáîðî-

òíî¨ ñèìåòði¨ FixR àáî îäíîãî ç éîãî ñèìåòðè÷íèõ âiäîáðàæåíü âiäíîñíî

äi¨ Z3.

(B) Äèñèïàòèâíà îáëàñòü: Òî÷êè M1 òà M2 ¹ ñòîêîì òà äæåðåëîì,

âiäïîâiäíî. Òîáòî, iñíóþòü îêîëè òî÷îêM1 òàM2 òàêi, ùî âñi òðà¹êòîði¨,

ùî ïî÷èíàþòüñÿ ó äàíèõ îêîëàõ, àñèìïòîòè÷íî ïðèòÿãóþòüñÿ äî M1 i,

âiäïîâiäíî, âiäøòîâõóþòüñÿ âiäM2 (ïðÿìóþòü äîM2 ó çâîðîòíüîìó ÷àñi).

Äîâåäåííÿ. (A) Ç Òåîðåìè 5.4.1 âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (5.30) ìà¹

îäíî�ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ Φσ(t) ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç ïåðiîäàìè áëèçü-

êèìè äî 2π/Ω1, äå Φ0(t) =M0, à ïàðàìåòð σ çìiíþ¹òüñÿ âçäîâæ ëiíi¨ FixR.
Îòæå, îêië òî÷êèM0 ¹ çàïîâíåíèé ïåðiîäè÷íèìè îðáiòàìè.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ìàêñèìàëüíà îáëàñòü D0, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó íåé-

òðàëüíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ¹ îáìåæåíîþ ãåòåðîêëiíi÷íèì öèêëîì. Âiäîìî,
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ùî ãðàíèöÿ iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ïîòîêó ñèñòåìè. Äëÿ

íàøî¨ äâî�âèìiðíî¨ ñèñòåìè ìîæëèâî òðè òèïè òàêèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí:

ãðàíè÷íèé öèêë, ãîìîêëiíi÷íèé öèêë ÷è ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë. Ãðàíè÷íèé

öèêëó òàêié ñèòóàöi¹ íåìîæëèâèé, îñêiëüêè âií ïîâèíåí áóòè íåéòðàëüíèì ç

ñåðåäèíè (âií îáìåæó¹ íåéòðàëüíi ïåðiîäè÷íi îðáiòè), àëå òîäi âií áóäå íåé-

òðàëüíèì òàêîæ i ç çîâíi, îñêiëüêè áóäü�ÿêà òðà¹êòîðiÿ â ìàëîìó îêîëi öüîãî

öèêëó ïåðåòèíà¹ FixR äâi÷i i, îòæå ¹ ïåðiîäè÷íîþ. Òàêèì ÷èíîì, ïåðåäáà-

÷óâàíà ïåðiîäè÷íà ãðàíè÷íà ïåðiîäè÷íà îðáiòà ìîæå áóòè ëèøå íåéòðàëüíîþ

i, îòæå, âíóòðiøíüîþ ïî âiäíîøåííþ äî D0, ùî, î÷åâèäíî, ïðèçâîäèòü äî

ïðîòèði÷÷ÿ. Ãîìîêëiíi÷íèé öèêë òàêîæ íå ìîæå áóòè ãðàíèöåþ îáëàñòi D0,

îñêiëüêè, çãiäíî óìîâi Z3�ñèìåòði¨, ìîæå áóòè òðè îêðåìèõ ñèìåòðè÷íèõ ãî-

ìîêëiíi÷íèõ ïåòëi, ùî áàçóþòüñÿ íà òðüîõ îêðåìèõ ñiäëàõ Si, àëå îáìåæóþòü

îäíó é òó æ íåéòðàëüíó ôiêñîâàíó òî÷êó M0. Îòæå, öi ãîìîêëiíi÷íi îðáiòè

ìóñÿòü ïåðåòèíàòè îäíà îäíó, ùî ïðèçâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì,

Z3�ñèìåòðè÷íèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ¹ ¹äèíîþ ìîæëèâîþ ãðàíèöåþ äëÿ

îáëàñòi D0. Áiëüø êîíêðåòíî, âií ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ñiäåë S1 (ϕ̃, ϕ̃) ∈ FixR1,

S2 (−ϕ̃, 0) ∈ FixR2, S3 (0,−ϕ̃) ∈ FixR3, äå ϕ̃ = π-2α, FixRi = γ̃i−1
Z3

FixR,
i = 1, 2, 3, òà òðüîõ îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ öèõ ñiäåë. Êîæåí

çi çãàäàíèõ ìíîãîâèäiâ ç'¹äíó¹ äâà ñiäëà i ¹ ñòiéêèì ïî âiäíîøåííþ äî îäíîãî

ñiäëà òà íåñòiéêèì ïî âiäíîøåííþ äî iíøîãî.

(B) Âëàñíi çíà÷åííÿ îñîáëèâî¨ òî÷êèM1 ¹ λ1,2(α) = −3
√

3
2

sinα± ı
√

3
2

cosα.

Îòæå, äëÿ α ∈ (0, π/2) îñîáëèâà òî÷êà M1 ¹ ñòîêîì, à äëÿ α ∈ (π/2, π)

öÿ òî÷êà ¹ äæåðåëîì. Òàêîæ ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî M2 ¹ äæåðåëîì, êîëè M1¹

ñòîêîì i íàâïàêè. �

Íà äîäàòîê äî òâåðäæåííÿ òåîðåìè, ìîæíà òàêîæ ïîêàçàòè, ùî äèñèïà-

òèâíà îáëàñòü ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ i âîíà çàïîâíåíà ãåòåðîêëiíi÷íèìè òðà¹êòîði-

ÿìè, ùî ñòàðòóþòü ç òî÷êèM2 òà ïðÿìóþòü ó òî÷êóM1(àáî íàâïàêè). Ãðà-

íè÷íi ãåòåðîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨ ¹ äåùî ñêëàäíiøèìè íiæ òi, ùî íàëåæàòü äè-

ñèïàòèâíié îáëàñòi, âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç ñiäëà i äâîõ éîãî iíâàðiàíòíèõ ìíî-

ãîâèäiâ ç êiíöÿìè ó M1 òà M2. Äàíå òâåðäæåííÿ ¹ íåïðÿìèì íàñëiäêîì ç

ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè i âîíî âèêîðèñòîâó¹ îáìåæåíiñòü êîíñåðâàòèâíî¨ îáëà-

ñòi.
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×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè, ïðîâåäåíi çà äîïîìîãîþ ïðîãðàì AUTO [115] òà

DsTool [44] ïiäòâåðäæóþòü ñòðóêòóðó êîíñåðâàòèâíî¨ T2 òà äèñèïàòèâíî¨

T2 \ D0 îáëàñòåé (äèâ. (ðèñ. 8.27(j), äå öi îáëàñòi âiäìi÷åíî æîâòèì òà áiëèì

êîëüîðàìè).

Âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà (5.30) ìà¹ òàêîæ i iíøi ÷àñîâî�îáîðîòíi ñèìå-

òði¨ R′ : (ϕ1, ϕ2) 7−→ (−ϕ2,−ϕ1) ó áiôóðêàöiéíèõ òî÷êàõ êîðîçìiðíîñòi�äâà

(α, b) = (0,−1) òà (α, b) = (±π/2, 1) (ðèñ. 8.27(c) òà (d), âiäïîâiäíî). Ôi-

êñîâàíèì ïiäïðîñòîðîì äëÿ R′ ¹ FixR′ = {(ϕ1,−ϕ1), ϕ1 ∈ T1}. Iíøà ÷àñî-

âî�îáîðîòíà ñèìåòðiÿ R′′ : (ϕ1, ϕ2) 7−→ (−ϕ1,−ϕ2) iñíó¹, êîëè α = ±π/2
äëÿ áóäü�ÿêîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó b (ðèñ. 8.27(d), (k) òà (l)). Äàíà îáîðî-

òíà ñèìåòðiÿ ïðèíöèïîâî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîïåðåäíiõ òèì, ùî ¨¨ ôiêñîâàíèé

ïiäïðîñòið ¹ âæå íå îäíî�âèìiðíîþ, à íóëü�âèìiðíîþ ìíîæèíîþ. FixR′′ â
öié ñèòóàöi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ òî÷îê (ϕ1, ϕ2) = (0, 0) òà (ϕ1, ϕ2) = (π, π) íà

âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, êîëè FixR′ ¹ ïðÿìîþ ëiíi¹þ.

Ìè äåòàëüíî îïèñàëè êîñîñèìåòðè÷íó ñèòóàöiþ, òîáòî êîëè b = −1. ßê

óæå íàãîëîøóâàëîñü, âñÿ öÿ ëiíiÿ ¹ áiôóðêàöiéíîþ â ïðîñòîði äâîõ ïàðà-

ìåòðiâ. Âiäìiòèìî, ùî îäíî÷àñíî òðè áiôóðêàöi¨ âiäáóâàþòüñÿ ïðè ïåðåõîäi

ïàðàìåòðó b ÷åðåç öþ ëiíiþ: âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà, ñi-

äëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ, ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ. Ïåðøà ç öèõ áiôóðêàöiÿ

çìiíþ¹ ñòiéêiñòü òî÷êè M0 íà ïðîòèëåæíó, äðóãà ôîðìó¹ îäíîïàðàìåòðè-

÷íó ñiì'þ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, ñêëåþþ÷è ÷àñòèíè äóæå ùiëüíî¨ ñïiðàëi i ïîòiì

ðîçðèâàþ÷è ¨õ, òðåòÿ áiôóðêàöiÿ ¹ ãåòåðîêëiíi÷íîþ i âîíà ôîðìó¹ ãåòåðîêëi-

íi÷íèé öèêë, ùî îáìåæó¹ ñiì'þ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Îòæå, ÷àñîâî�îáîðîòíà

äèíàìiêà ñòâîðþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ öèõ òðüîõ îäíî÷àñíèõ áiôóðêàöié çàâäÿ-

êè êîñî�ñèìåòðè÷íîñòi çâ'ÿçêiâ ìiæ îñöèëÿòîðàìè.

5.5.2. ×îòèðè çâ'ÿçàíi îñöèëÿòîðè

Ñèñòåìà (5.7) äëÿ N = 4 iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ òðüîõ�âèìiðíîþ äëÿ

ôàçîâèõ ðiçíèöü (ϕ1, ϕ2, ϕ3) i âîíà ìà¹ âèãëÿä:

dϕi
dt

= g(ϕ1)− g(ϕi+1 − ϕi) + b(g(ϕ3)− g(ϕi+3 − ϕi)), i = 1, 2, 3, (5.31)
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äå g(x) = − sin(x − α). Òóò òàêîæ ïîêëàäåìî a = 1, ùî íå îáìåæó¹ çàãàëü-

íîñòi ðîçãëÿäó. Îêðiì ñèíõðîíiçîâàíîãî ðîçâ'ÿçêóM0 â ïî÷àòêó êîîðäèíàò,

ñèñòåìà (5.31) ìà¹ çàâæäè iíøi òðè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèM1 = (π/2, π, 3π/2),

M2 = (π, 0, π) òàM2 = (π, 0, π) íåçàëåæíî âiä ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó g(x). Iíøi ïî-

ëîæåííÿ ðiâíîâàãè âèíèêàþòü âæå ïðè ïîÿâi äîäàòêîâèõ ãàðìîíiê ó ôóíêöi¨

g(x). Ïðîâåäåííÿ áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó êîæíîãî ç ïîëîæåíü ðiâíîâàãè äî-

çâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó.

Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà â ïëîùèíi ïàðàìåòðiâ (α, b) äëÿ N = 4 ïîêàçà-

íà íà ðèñ.8.26(b), äå çîáðàæåíî ëiíi¨ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà (H) òà

òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ (TC). Îáëàñòü ñòiéêîñòi ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó ¹

òi¹þ æ, ùî i äëÿ òðüîõ îñöèëÿòîðiâ i âîíà ïîçíà÷åíà ñiðèì êîëüîðîì íà ìà-

ëþíêó. Îáëàñòü ñòiéêîñòi àíòèñèíõðîííî¨ òî÷êè M2 (äâi ïàðè îñöèëÿòîðiâ

çíàõîäÿòüñÿ â àíòèôàçi) ñïiâïàäà¹ ç îáëàñòþ íåñòiéêîñòi ñèíõðîííîãî ñòàíó.

Îáëàñòi ñòiéêîñòi îñîáëèâèõ òî÷îêM1 òàM3 òàêîæ äîïîâíþþòü îäíà îäíó

â áiôóðêàöiéíié ïëîùèíi òà ¹ ðîçäiëåíèìè ëiíiÿìè α = 0, α = π òà b = 1.

Âiäìiòèìî, ùî áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ íà äiàãðàìi ðèñ. 8.26(b) ïîêàçóþòü íå

ëèøå ëîêàëüíi, à é ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ îäíî÷àñíî. Òàê,

çîêðåìà ëiíiÿ îäíî÷àñíèõ äâîõ ëîêàëüíèõ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà b =

−1 ¹ òàêîæ ëiíi¹þ ñiäëîâî�çâ'ÿçíèõ áiôóðêàöié, ó ðåçóëüòàòi ÿêèõ â ìîìåíò

áiôóðêàöi¨ âèíèêàþòü ïåðiîäè÷íi îðáiòè, ÿêi îäðàçó æ çíèêàþòü. Çãàäàíà âè-

ùå áiôóðêàöiÿ ¹ àíàëîãi÷íîþ ïëîñêié ãëîáàëüíié áiôóðêàöi¨ äëÿ òðüîõ îñöè-

ëÿòîðiâ ïðè ïåðåõîäi ïàðàìåòðó b ÷åðåç çíà÷åííÿ −1. Ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨

ìè ìà¹ìî ùiëüíó ìíîæèíó ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, ÿêà ïðè íàéìåíøîìó çáóðåí-

íi ïàðàìåòðó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ùiëüíî íàìîòàíó ñïiðàëü. Âêàçàíà ñïiðàëü

çìîòó¹òüñÿ (ðîçìîòó¹òüñÿ) äî ïåðåõîäó ÷åðåç áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ i ðîç-

ìîòó¹òüñÿ (çìîòó¹òüñÿ) ïiñëÿ íüîãî. Îñêiëüêè öåíòð ñïiðàëi òàêîæ ìóñèòü

çìiíþâàòè ñâîþ ñòiéêiñòü, òî âñåðåäèíi âiäáóâà¹òüñÿ âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ

Àíäðîíîâà�Õîïôà. Íà çîâíiøíié ãðàíèöi ñïiðàëi òàêîæ âiäáóâà¹òüñÿ ãåòå-

ðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ, ÿêà óòâîðþ¹ ãðàíèöþ ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò i ÿêà

iñíó¹ ëèøå â ìîìåíò áiôóðêàöi¨. Iíøîþ ãëîáàëüíîþ áiôóðêàöi¹þ ¹ ãåòåðî-

êëiíi÷íà/òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ, äå âèðîäæåíi ñiäëà, óòâîðåíi âíàñëiäîê

òðàíñêðèòèêè, ¹ âóçëàìè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ.
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Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ñèñòåìà ¹ êîíñåðâàòèâíîþ â òî÷êàõ êîðîçìiðíî-

ñòi�äâà (α, b) = (0,−1) òà (α, b) = (π,−1) áiôóðêàöiéíî¨ ïëîùèíè. Ïðè òàêèõ

çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìà (5.31) ìà¹ äâà ïåðøèõ iíòåãðàëè

I1(ϕ1, ϕ2, ϕ3) = ϕ1 − ϕ2 + ϕ3,

I2(ϕ1, ϕ2, ϕ3) = cos(ϕ1) + cos(ϕ1 − ϕ2) + cos(ϕ2 − ϕ3) + cos(ϕ3).

Âèïàäîê êîñî�ñèìåòðè÷íîãî çâ'ÿçêó âåäå äî ïîÿâè ñïiâiñíóâàííÿ Ãàìiëüòîíî-

âî�ïîäiáíèõ òà äèñèïàòèâíèõ äèíàìiê. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹ ñèòóàöiþ

äåòàëüíiøå.

Òåîðåìà 5.5.2. Äëÿ b = −1 òà α /∈ {0,±π/2,±π} ñèñòåìà (5.30) ìà¹ íà-

ñòóïíó äèíàìiêó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði:

(A) Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíi îáëàñòi: iñíóþòü îêîëè D0 òà D2 ïîëîæåíü ðiâ-

íîâàãè M0 òà M2, ÿêi ¹ îáìåæåíèìè äâî�ïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè ïåðiî-

äè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

(B) Äèñèïàòèâíà îáëàñòü: Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè M1 ¹ àáî ñòîêîì, àáî

äæåðåëîì. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìà¹ äîïîâíþþ÷i äîM3 âëàñòèâîñòi ñòié-

êîñòi.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ äàíîãî òâåðäæåííÿ áàçó¹òüñÿ íà Òåîðåìi 5.4.1.

Çðîáèìî ëèøå äåêiëüêà çàóâàæåíü âiäíîñíî iäå¨ äîâåäåííÿ.

(A) Âiäïîâiäíî äî (5.12), âëàñíi çíà÷åííÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìàþòü âè-

ãëÿä λ1,3(M0) = ±ıΩ1 = ±ı2 cos(α) òà λ2 = 0. Äëÿ α 6= ±π/2 âèêîíó¹òüñÿ

Ω1 6= 0. Äâîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çíàõîäèòüñÿ ó îáëàñòi,

îáìåæåíié òåòðàåäðî�ïîäiáíîþ ñiì'¹þ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ (ÿêà áóäå îïè-

ñàíà äåòàëüíî íèæ÷å). Ãåòåðîêëiíi÷íó ñòðóêòóðó ãðàíèöi îáëàñòi D0 ìîæíà

äîâåñòè ó ñïîñiá, ïîäiáíèé äî äîâåäåííÿ ïóíêòó (A) ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ç

óðàõóâàííÿì íåéòðàëüíîñòi ïåðiîäè÷íèõ îðáiò â îêîëiM0 òà ñèìåòðié ñèñòå-

ìè R, Z4 . Ç ñèìåòðié ñèñòåìè òàêîæ âèïëèâà¹, ùî êîíñåðâàòèâíà îáëàñòü D2

íàâêîëî iíøî¨ íåéòðàëüíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êèM2 ìà¹ òó æ ñòðóêòóðó, ùî i D0,

âiäðiçíÿþ÷èñü ëèøå ïðîòèëåæíèìè íàïðÿìêàìè âåêòîðíîãî ïîëÿ âñåðåäèíi

îáëàñòi. Çàóâàæèìî, ùî Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíi îáëàñòi D0 òà D2 çâóæóþòüñÿ
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äî òî÷îêM0 òàM2, êîëè çíà÷åííÿ |α| äîñÿãà¹ π/2.
(B) Äîâåäåííÿ ïóíêòó (B) ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òàêîìó æ äîâåäåííþ

ó ïîïåðåäíié òåîðåìi ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (5.12). �

Íàâåäåíi íèæ÷å ñïîñòåðåæåííÿ äàþòü áiëüø äåòàëüíó iíôîðìàöiþ òà çà-

âåðøóþòü ãëîáàëüíó êàðòèíó äèíàìiêè â ôàçîâîìó ïðîñòîði ïðè b = −1, âîíè

òàêîæ ïiäñóìîâàíi ó ñõåìàòè÷íèõ çîáðàæåííÿõ íà ðèñ. 8.28(a), (b). Âiäìiòè-

ìî, ùî ñóïåðïîçèöiÿ ñèìåòðié Z4 òà R äà¹ iíøó ÷àñîâî�ðåâåðñèâíó ñèìåòðiþ

R′ ç iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ FixR′ : {(ϕ1, ϕ2, ϕ3) : ϕ2 = 0}. Ïåðåòèí ïëî-

ùèí FixR òà FixR′ äà¹ îäíî�âèìiðó iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ïîòîêó ïiäïðîñòið
V0 = FixR ∩ FixR′ = {(ϕ, 0, ϕ), ϕ ∈ T1} = span v, äå v = (1, 0, 1) ¹ âëàñíèì

âåêòîðîì, âiäïîâiäíèì âëàñíîìó çíà÷åííþ λ2 = 0 ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèM0.

Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíàòèñü, ùî âñÿ ëiíiÿ V0 ¹ çàïîâíåíîþ îñîáëèâèìè

òî÷êàìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âñþ íàâåäåíó âèùå iíôîðìàöiþ, îïèøåìî ñòðóêòóðó

âíóòðiøíüî¨ ÷àñòèíè òà ãðàíèöi êîíñåðâàòèâíî¨ îáëàñòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è Òå-

îðåìó 5.4.1 ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî òî÷êàM0 îòî÷åíà äâî�ïàðàìåòðè÷íîþ ñiì'¹þ

íåéòðàëüíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Êðiì òîãî, âñi âíóòðiøíi òðà¹êòîði¨ D0 ìà-

þòü Z4�ñèìåòðè÷íå îáåðòàííÿ íàâêîëî ëiíi¨ íåéòðàëüíèõ òî÷îê V0, à òàêîæ

äâi ðåâåðñèâíi ñèìåòði¨ R òà R′ i ïåðåòèíàþòü ïî äâà ðàçè ïëîùèíè FixR òà

FixR′. Àíàëîãi÷íî ìiðêóâàííÿì äîâåäåííÿ ïóíêòó (A) Òåîðåìè 5.5.1) ïåðå-

êîíó¹ìîñü, ùî ãðàíèöÿ îáëàñòi D0 ìîæå ñêëàäàòèñü ëèøå ç òðà¹êòîðié, ÿêi ¹

íåéòðàëüíèìè âiäíîñíî âíóòðiøíüî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ îáëàñòi òà íå ¹ íåéòðàëüíè-

ìè âiäíîñíî çîâíiøíüî¨ ¨¨ ÷àñòèíè. Îñîáëèâèìè òî÷êàìè, ùî íàëåæàòü ãðàíè-

öi îáëàñòi ìîæóòü áóòè ëèøå âèðîäæåíi ñiäëà, ÿêi ìàþòü îäèí ïðèòÿãóþ÷èé,

îäèí íåéòðàëüíèé òà îäèí âiäøòîâõóþ÷èé íàïðÿìêè ñâî¨õ îäíîâèìiðíèõ iíâà-

ðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ. òðà¹êòîði¨, ùî íàëåæàòü ãðàíèöi D0, àáî ìàþòü âëàñíó

âíóòðiøíþ ñèìåòðiþ Z4, àáî ìàþòü iíøi ñèìåòðè÷íi äóáëiêàòè ñàìèõ ñåáå.

Âðàõîâóþ÷è âèùå ñêàçàíå, ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî ãðàíèöÿ îáëàñòi D0 ìà¹ íà-

ñòóïíó ñòðóêòóðó � öå òåòðàåäðî�ïîäiáíà ïîâåðõíÿ, ÷îòèðìà ðåáðàìè ÿêî¨ ¹

ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ç ñiäëàìè S1, S2, S3, S4 ó âåðøèíàõ, à iíøi äâà ðåáðà

ñêëàäàþòüñÿ ç îäíî�ïàðàìåòðè÷íèõ ìíîæèí íåiçîëüîâàíèõ âèðîäæåíèõ ñiäåë

(ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.28(b)). Ðåáðà S1S2, S2S3, S3S4, S4S1 ¹ êðèâîëiíié-
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íèìè îäíî�âèìiðíèìè ìíîãîâèäàìè ñiäåë i âîíè òàêîæ ¹ Z4�ñèìåòðè÷íèìè

îäíå âiäíîñíî iíøîãî. Äâà iíøi îäíî�âèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè êîæíîãî

ñiäëà, ùî íå íàëåæàòü ãåòåðîêëiíi÷íîìó öèêëó, ç'¹äíàíi ç iíøèìè îñîáëè-

âèìè òî÷êàìè M1òà M3(ÿê ïîêàçàíî íà ìàëþêó). Ðåáðà òåòðàåäðà S1S3 òà

S2S4 ¹ ïðÿìèìè ëiíiÿìè (íà âiäìiíó âiä iíøèõ ðåáåð) i âîíè öiëêîì çàïîâíåíi

ñiäëàìè, ÿêi ¹ âèðîäæåíèìè âçäîâæ ñàìèõ ðåáåð i íåâèðîäæåíèìè ó òðàíñâåð-

ñàëüíèõ íàïðÿìêàõ. S1S3 i S2S4 ïåðåâîäÿòüñÿ îäíå â iíøå çãiäíî Z2�ñèìåòði¨.

ßê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.28(b), òåòðàåäðî�ïîäiáíà êîíñòðóêöiÿ íàíèçó¹òüñÿ íà

ïðÿìó V0. Íà âiäìiíó âiä ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó S1S2S3S4, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

÷îòèðüîõ òðà¹êòîðié, âñi iíøi ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ãðàíèöi ∂D0 ñêëàäàþòüñÿ

ëèøå ç äâîõ òðà¹êòîðié. Öi öèêëè ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ñiäåë S òà S ′, ñèìå-

òðè÷íèõ âiäíîñíî öåíòðó âiäðiçêó S1S3 (òî÷êè, ÿêà ¹ ïåðåòèíîì S1S3

⋂
V0) i

¨õ îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, êîæåí ç ÿêèõ ¹ îäíî÷àñíî ïðèòÿ-

ãóþ÷èì äëÿ îäíîãî ñiäëà i âiäøòîâõóþ÷èì äëÿ iíøîãî. Íåïåðåðâíà ìíîæèíà

îïèñàíèõ äâî�÷àñòèííèõ öèêëiâ, ùî áàçóþòüñÿ íà ñiäëàõ ç S1S3 óòâîðþ¹ äâi

ç ÷îòèðüîõ ãðàíåé êâàçi�òåòðàåäðà. Iíøi äâi ãðàíi ãðàíèöi ∂D0 óòâîðþþòüñÿ

ñèìåòðè÷íî ç ñiì'¨ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ùî áàçóþòüñÿ íà ëiíi¨ S2S4. Ãåòåðî-

êëiíi÷íi ãðàíi ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè ïîçíà÷åíi íà ðèñ. 8.28(b) ÷åðâîíèì, ãðàíi ç

ìíîæèíè íåéòðàëüíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ïîçíà÷åíi ñèíiì, ïðèêëàäè äâîõ ãåòå-

ðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ âèäiëåíi çåëåíèì íà ãðàíÿõ òåòðàåäðî�ïîäiáíî¨ ãðàíè÷íî¨

îáëàñòi.

Íà ìàëþíêó âèäíî, ÿêi òðàíñôîðìàöi¨ ïåðåâîäÿòü òåòðàåäðî�ïîäiáíó

ñòðóêòóðó ó ñàìó ñåáå, à ñàìå: ïîâîðîò íàâêîëî V0 íà êóò π, äçåðêàëüíå âiä-

îáðàæåííÿ âiäíîñíî FixR àáî FixR′ çi çìiíîþ íàïðÿìêó âñiõ òðà¹êòîðié,

ïîâîðîò íàâêîëî öåíòðó M0 òàêèì ÷èíîì, ùîá êîæíå ç ñiäåë Si ïîïàëî íà

ìiñöå ñiäëà Si+1 (iíäåêñè áåðóòüñÿ ïî ìîäóëþ 4).

Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèM2 òàêîæ íàëåæèòü ïiäïðîñòîðó V0 òà ìà¹ âñi òi æ

âëàñòèâîñòi, ùî iM0. Äðóãà êîíñåðâàòèâíà îáëàñòü D2 ¹ òðàíñëÿöi¹þ îáëàñòi

D0 âçäîâæ âåêòîðà v íà äîâæèíó π (ïîëîâèíó äîâæèíè òîðó âçäîâæ äàíîãî

íàïðÿìêó). Âñi ïåðiîäè÷íi îðáiòè âñåðåäèíi D2 òà âñi ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè íà

ãðàíèöi öi¹¨ îáëàñòi ìàþòü ïðîòèëåæíi íàïðÿìêè ïî âiäíîøåííþ äî òàêèõ æå

ó D0.
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Îòæå, ñèñòåìà (5.31) ìà¹ äâi ïîäiáíi êîíñåðâàòèâíi îáëàñòi D0 òà D2 ÿêi

äîïîâíþþòüñÿ äèñèïàòèâíîþ îáëàñòþ T3\(D0∪D2). Ïåðåòèíè Ïóàíêàðå ìíî-

æèí D0, D2 òà T3\(D0 ∪ D2) ç FixR ïîêàçàíi íà ðèñ. 8.28(ñ). Òî÷êè ìíîãî-

âèäó V0, ùî ïðîíèçó¹ îáèäâi îáëàñòi D0 òà D2 ¹ öiëêîì íåéòðàëüíèìè ïðè

V0

⋂
(D0

⋃
D2). Àëå iíøi òî÷êè öüîãî ìíîãîâèäó ç V0\ (D0

⋃
D2) ¹ íåéòðàëü-

íèìè ëèøå âçäîâæ íüîãî ñàìîãî òà ¹ ñiäëîâèìè ó äâîõ òðàíñâåðñàëüíèõ äî V0

íàïðÿìêàõ. ×åðåç çãàäàíi ç V0\ (D0

⋃
D2) ïðîõîäÿòü ãåòåðîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨,

ùî çâ'ÿçóþòüM3 òàM1(äèâ. ðèñ. 8.28(a), (b)).

Êîæíà ïåðiîäè÷íà òðà¹êòîðiÿ ç D0 êðóòèòüñÿ íàâêîëî V0 òà ïåðåòèíà¹

FixR ó äâîõ òî÷êàõ (ϕ1, ϕ2, ϕ1) òà (ϕ1−ϕ2,−ϕ1, ϕ1−ϕ2), à ïëîùèíó FixR′ ó
òî÷êàõ (−ϕ1, 0, ϕ2−ϕ1) òà (ϕ2−ϕ1, 0,−ϕ1), äå ϕ1, ϕ2 � ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ òðà¹-

êòîði¨ íà FixR. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî FixR ìiñòèòü äâi ëiíi¨ íåiçîëüîâàíèõ

îñîáëèâèõ òî÷îê ϕ2 = 2(ϕ1+α)±π (÷è, åêâiâàëåíòíî, öå îäíà ëiíiÿ íà òîði T2 ç

÷èñëîì îáåðòàííÿ 1:2). Êîæíà îñîáëèâà òî÷êà öi¹¨ ëiíi¨ ¹ âèðîäæåíèì ñiäëîì,

ÿêå ¹ íåéòðàëüíèì ñiäëîì, òîáòî, âîíà ¹ íåéòðàëüíîþ âçäîâæ ñàìî¨ ëiíi¨ i âî-

íà ìà¹ ïðèòÿãóþ÷èé òà âiäøòîâõóþ÷èé îäíî�âèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè

ó òðàíñâåðñàëüíèõ äî çãàäàíî¨ ëiíi¨ íàïðÿìêàõ. Çãiäíî äî ñèìåòði¨ îáåðòàííÿ,

iíøà iíâàðiàíòíà ïëîùèíà FixR′ ìà¹ òàêîæ îäíî�ïàðàìåòðè÷íi ëiíi¨ âèðî-

äæåíèõ ñiäåë, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçîì ϕ3 = −ϕ1 + 2α± π. Îñîáëèâi òî÷êè
íà ïåðåòèíi çãàäàíèõ ëiíié ç V0 ìàþòü âñi íóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ. Âñüîãî

¹ ÷îòèðè òàêi òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (±π ± α, 0,±π ± α). Öi òî÷êè ëåæàòü

íà ãðàíèöi ìiæ êîíñåðâàòèâíîþ òà äèñèïàòèâíîþ îáëàñòÿìè (âîíè ïîçíà÷åíi

æîâòèì òà òåìíî ñèíiì êîëüîðàìè íà ðèñ. 8.28(c)). Îäíî�ïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ

îäíî�âèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ ñiäåë ôîðìó¹ äâî�âèìiðíi ïîâåðõíi (òðóáêè), ÿêi ¹

ãðàíèöåþ ìiæ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíîþ D0 (D2) òà äèñèïàòèâíîþ îáëàñòÿìè.

Âñÿ ïîâåðõíÿ ñåïàðàòðèñ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ùî ç'¹äíóþòü

äâà âèðîäæåíèõ ñiäëà òî¨ æ ñàìî¨ iíâàðiàíòíî¨ ëiíi¨. Iíøi iíâàðiàíòíi ìíîãî-

âèäè çãàäàíèõ ñiäåë ç'¹äíàíi çM1 ÷èM3.

ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, ïðè α = 0 (òà α = π, ñèìåòðè÷íî) ñèñòåìà ¹

ïîâíiñòþ êîíñåðâàòèâíîþ i, îòæå, D0

⋃
D2 = T3. Ïðè çáiëüøóâàííi ïàðàìå-

òðó |α| âiä íóëÿ êîæíà ç êîíñåðâàòèâíèõ îáëàñòåé ñòèñêà¹òüñÿ, çâiëüíÿþ÷è

ïðîñòið äëÿ äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiêè. I ïðè äîñÿãíåííi |α| çíà÷åííÿ π/2 îáèäâi
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êîíñåðâàòèâíi îáëàñòi ñòÿãíóòüñÿ äî îñîáëèâèõ òî÷îê M0 òà M2 (ÿêi â öåé

ìîìåíò ¹ âèðîäæåíèìè ñiäëàìè), íàäàþ÷è ìîæëèâiñòü äèñèïàòèâíié îáëàñòi

ìàêñèìàëüíî ðîçøèðèòèñü i çàïîâíèòè âåñü ôàçîâèé ïðîñòið.

5.5.3. Ï'ÿòü òà áiëüøå çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó N âçà¹ìîäiþ÷èõ îñöèëÿòîðiâ (5.6) ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó

(5.29) òà ¨¨ ðåäóêîâàíèé âàðiàíò ó ôàçîâèõ çìiííèõ (5.7). Âiäìiòèìî, ùî íà

âiäìiíó âiä ñèñòåì òðüîõ òà ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ, êîëè ìîæëèâèé çâ'ÿçîê

êîæíîãî îñöèëÿòîðà ëèøå ç íàéáëèæ÷èì ñóñiäîì (l = 1 â ñèñòåìi (5.6)), äëÿ

âèïàäêó N ≥ 5 îñöèëÿòîðiâ ìîæëèâèé òàêîæ çâ'ÿçîê i ç äâîìà òà áiëüøîþ

êiëüêiñòþ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ, à ñàìå l çìiíþ¹òüñÿ âiä 1 äî [N/2] ó çàãàëüíîìó

âèïàäêó â ñèñòåìi (5.6). Âæå ó âèïàäêó ñèñòåìè ï'ÿòè îñöèëÿòîðiâ äâi ðiçíi

ñèñòåìè äëÿ l = 1 òà l = 2 ìàþòü ðiçíi äèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi. Êðiì òîãî, ó

öüîìó âèïàäêó ñèòóàöiÿ ¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøîþ íiæ ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ

N ≤ 4, îñêiëüêè ïðè N = 5 ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

(5.7) ¹ ÷îòèðè�âèìiðíèì i éîãî óÿâà òà ãðàôi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ ÷àñòî äóæå

ñêëàäíèì. Íåçâàæàþ÷è íà öå, íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè äàþòü ïîâíó êàðòèíó

ëîêàëüíèõ áiôóðêàöié òà ìîæëèâiñòü äîñèòü ïîâíî îïèñàòè ãëîáàëüíó äèíà-

ìiêó. Âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 5.3.1, Íàñëiäîê 5.3.2 òà ôîðìóëó (5.16), ìîæíà

çíàéòè âñi ëiíi¨ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà äëÿ âèïàäêiâ äîâiëüíî¨ êiëüêî-

ñòi îñöèëÿòîðiâ N ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ çâ'ÿçêiâ ç ñóñiäàìè l ≤ [N/2]. N ëiíié

áiôóðêàöié Àíäðîíîâà�Õîïôà äëÿ êîæíî¨ ç õâèëü îáåðòàííÿMk îïèñóþòüñÿ

íàñòóïíèì âèðàçîì:

Hk =

{
(α, b) : b = −

∑l
j=1 cos (2kjπ/N − α) (1− cos (2mjπ/N))∑l
j=1 cos (2kjπ/N + α) (1− cos (2mjπ/N))

}
, k = 0, . . . , N−1.

(5.32)

Çàïèñ ôîðìóë áiôóðêàöiéíèõ ëiíié ¹ çíà÷íî ïðîñòiøèì ó âèïàäêó, êîëè ãðà-

ôîì çâ'ÿçêiâ ¹ îäíîâèìiðíå êîëî (l = 1). Òîäi ôîðìóëà (5.32) ñïðîùó¹òüñÿ äî

âèãëÿäó: b = − cos(2kπ/N − α)/ cos(2kπ/N + α). Âiäìiòèìî, ùî êîæíà ç ái-

ôóðêàöiéíèõ ëiíié äëÿ îñîáëèâèõ òî÷îêMk, k = 1, . . . , N−1, ç êîîðäèíàòàìè

(α, b) ìà¹ ñâîþ êîïiþ çi çñóâîì íà ïiâ ïåðiîäà òà ç êîîðäèíàòàìè (α + π, b),
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âiäïîâiäíî. Òàêi äâi ëiíi¨ ðîçäiëÿþòü ïàðàìåòðè÷íèé öèëiíäð íà äâi ñìóãè:

îäíà ¹ ñìóãîþ ñòiéêîñòi òî÷êè Mk, à äðóãà ¹ ñìóãîþ ¨¨ íåñòiéêîñòi (÷àñòiøå

çà âñå òî÷êà ¹ ñiäëîâîþ). Ïàðíî�âèìiðíèé òà íåïàðíî�âèìiðíèé âèïàäêè ¹

ïðèíöèïîâî âiäìiííèìè. Ó ïàðíî�âèìiðíîìó âèïàäêó êîæíi äâi ëiíi¨ áiôóð-

êàöié Àíäðîíîâà�Õîïôà Hk òà Hk+N/2 ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ. Ó âèïàäêó

íåïàðíî�âèìiðíîãî N óñi Hk ¹ ðiçíèìè.

Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ïîëîæåíü ðiâíîâàãè òàêîæ ïîêàçó¹, ùî ñèñòåìà ìà¹

äâi ëiíi¨ òðàíñêðèòè÷íèõ áiôóðêàöié α = ±π/2. Òàêà òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêà-
öiÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî N ñèìåòðè÷íèõ ñiäåë ïîïàäàþòü îäíî÷àñíî ó ïî÷àòîê

êîîðäèíàò, äå çíàõîäèòüñÿ ñèíõðîíiçîâàíèé ðîçâ'ÿçîê M0. Ñiäëà ïðîõîäÿòü

÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò çìiíþþ÷è ñòiéêîñòi ñâî¨õ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ,

à òàêîæ çìiíþþ÷è ñòiéêiñòüM0 íà ïðîòèëåæíó.

Âèðàç (5.32) âêàçó¹ íà òå, ùî ëiíiÿ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà íå çà-

ëåæèòü âiä êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ ó ñèñòåìi òà êiëüêîñòi çâ'ÿçêiâ ìiæ íèìè

i çàâæäè ¹ ïðÿìîþ ëiíi¹þ b = −1. Öå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó b âiäïîâiäà¹ êî-

ñî�ñèìåòðè÷íîñòi çâ'ÿçêiâ ó ìîäåëi, ñïðè÷èíÿ¹ ðÿä öiêàâèõ âëàñòèâîñòåé (ÿê

i ó âèïàäêàõ ìåíøèõ ðîçìiðíîñòåé). Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíî äèíàìiêó ñèñòåìè

ó êîñî�ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó äëÿ N = 5 îñöèëÿòîðiâ òà l = 1 çâ'ÿçêiâ êî-

æíîãî îñöèëÿòîðà ç ñóñiäàìè ñïðàâà i çëiâà. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì

Òåîðåìè 5.4.1 ç óðàõóâàííÿì ðîçìiðíîñòi ôàçîâîãî ïðîñòîðó òà îñîáëèâîñòåé

çâ'ÿçêiâ ìiæ åëåìåíòàìè ñèñòåìè.

Òåîðåìà 5.5.3. Äëÿ b = −1 òà α /∈ {0,±π/2,±π} ñèñòåìà (5.7) ï'ÿòè

îñöèëÿòîðiâ ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó (5.29) ìà¹ íàñòóïíó äèíàìiêó ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði:

(A) Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíà îáëàñòü: (i) Â îêîëi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè M0

iñíó¹ îäíî�ïàðàìåòðè÷íà îáëàñòü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. (ii) Â áóäü�ÿêîìó

îêîëiM0 iñíó¹ àíàëiòè÷íèé äâî�âèìiðíèé òîð, ÿêèé ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíî-

ñíî ïîòîêó ñèñòåìè òà âiäíîñíî îáîðîòíî¨ òðàíñôîðìàöi¨ R. Êðiì òîãî,

ÿêùî Uε ¹ ε�îêîëîì òî÷êè M0, òî ìiðà Ëåáåãà iíâàðiàíòíèõ òîðiâ ïðÿìó¹

äî ïîâíî¨ ìiðè îêîëó Uε, êîëè ε→ 0.

(B) Äèñèïàòèâíà îáëàñòü: Äëÿ 0 < α < π õâèëi îáåðòàííÿ M1, M2 ¹
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ñòîêàìè, à M3, M4 ¹ äæåðåëàìè. Äëÿ −π < α < 0 ñòiéêîñòi òî÷îê ¹

ïðîòèëåæíèìè, òîáòîM1,M2 � äæåðåëà,M3,M4 � ñòîêè.

Îïèøåìî äèíàìiêó âñåðåäèíi òà íà ìåæi Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨ îáëàñòi

D0. Òåîðåìà 5.5.3 âêàçó¹ íà òå, ùî îêië îñîáëèâî¨ òî÷êè M0 ùiëüíî çàïîâ-

íåíèé äâî�ïàðàìåòðè÷íîþ ìíîæèíîþ êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ òîðiâ, â ÿêó âïëiòà-

¹òüñÿ ï'ÿòü îäíî�ïàðàìåòðè÷íèõ (îäíàêîâèõ âiäíîñíî ñèìåòði¨ Z5) ìíîæèí

ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Íàìàãàííÿ îïèñàòè ìåæó öi¹¨ ìíîæèíè ∂D0 ïðèâîäèòü

äî âèñíîâêó, ùî òàêà ìåæà ìîæå ñêëàäàòèñü ëèøå ç îñîáëèâèõ òî÷îê òèïó

ñiäëî òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ îðáiò. Ó âèïàäêó ï'ÿòè îñöèëÿòîðiâ öÿ îáëàñòü ¹

êðèâîëiíiéíèì ìíîãîãðàííèêîì ó ÷îòèðè�âèìiðíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði, ÿêà

áàçó¹òüñÿ íà ï'ÿòè âåðøèíàõ S1, S2, S3, S4, S5, êîæíà ç ÿêèõ ¹ ñiäëîâîþ òî-

÷êîþ i âñi ðàçîì âîíè ¹ Z5 ñèìåòðè÷íèìè. Êîæíå ñiäëî Si ìà¹ äâî�âèìiðíèé

âiäøòîâõóþ÷èé òà äâîâèìiðíèé ïðèòÿãóþ÷èé iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè. Ãðàíÿ-

ìè ìíîãîãðàííèêà ¹ îäíîâèìiðíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè öèõ ñiäåë S1S2, S2S3,

S3S4, S4S5, S5S1, S1S3, S2S4, S3S5, S4S1, S5S2 (ïîñëiäîâíiñòü iíäåêñiâ âêàçó¹ íà

íàïðÿìîê òðà¹êòîði¨). Îïèñàíèé ãðàô ç 5�òè ñiäåë òà 10�òè ãåòåðîêëiíi÷íèõ

òðà¹êòîðié ìà¹ çàìêíóòi öèêëè ç 3, 4 òà 5 âåðøèíàìè, ùî âiäïîâiäàþòü ãåòå-

ðîêëiíi÷íèì öèêëàì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Òàê ñèñòåìà ìà¹ äâà ìàêñèìàëüíèõ

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëè S1S2S3S4S5 òà S1S3S5S2S4. Òðiéêè ñiäåë òàêîæ óòâî-

ðþþòü äâî�âèìiðíi ãðàíi, êîëè öi ñiäëà íå óòâîðþþòü ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè

(íàïðèêëàä ãðàíü S1S2S3). Òàêi ãðàíi çàïîâíåíi ãåòåðîêëiíi÷íèìè òðà¹êòîði-

ÿìè (ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi âñi âîíè éäóòü ç S1 â S3). Òàêîæ ìåæà ∂D0

÷îòèðè�âèìiðíî¨ ìíîæèíè D0 îáìåæåíà òðüîõ�âèìiðíèìè ãðàíÿìè (âèãëÿäó

S1S2S3S4), ÿêi öiëêîì çàïîâíåíi ãåòåðîêëiíi÷íèìè òðà¹êòîðiÿìè. Ìîæíà ïå-

ðåêîíàòèñü ó òîìó, ùî ñòàðòóþ÷è ç áóäü�ÿêîãî ñiäëà i ïðîõîäÿ÷è 3, 4 àáî 5

ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié, ïîâåðòà¹ìîñÿ äî òîãî æ ñiäëà. Îòæå, âñÿ ìåæà

îáëàñòi D0 öiëêîì ñêëàäà¹òüñÿ ç ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ÿêi ðàçîì óòâîðþ-

þòü îäíî, äâî ÷è òðè�âèìiðíi ìíîæèíè. Âñÿ êîíñòðóêöiÿ D0 ìà¹ ñèìåòði¨ Z5

òà R.
Íà ðèñ. 8.29(b) ïðîiëþñòðîâàíî äèíàìiêó ñèñòåìè (5.7) äëÿ N = 5, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è äâî�âèìiðíèé ôiêñîâàíèé ïiäïðîñòið iíâîëþöi¨ R:
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FixR = {(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) : ϕ1 = ϕ4, ϕ2 = ϕ3} .

×åðâîíà îáëàñòü íà ðèñ. 8.29(b) iëþñòðó¹ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíi îáëàñòi, à ñèíÿ

� äèñèïàòèâíó. Çîêðåìà ÷åðâîíà îáëàñòü âiäïîâiäà¹ òî÷êàì, ÿêi âiäïîâiäàþòü

îðáiòàì ç óñiìà Ëÿïóíîâñüêèìè åêñïîíåíòàìè áëèçüêèìè äî íóëÿ (ìåíøèìè

ïî ìîäóëþ çà 10−4). Ñèíÿ îáëàñòü íàëåæèòü äî áàñåéíó ïðèòÿãàííÿ îäíi¹¨ ç

õâèëü ïðèòÿãàííÿ: ñâiòëî ñèíÿ äî M2, à òåìíî�ñèíÿ äî M1. ×îðíi ëiíi¨ íà

ðèñ. 8.29(b) âiäïîâiäàþòü äâîì îäíî�ïàðàìåòðè÷íèì ñiì'ÿì ïåðiîäè÷íèõ îð-

áiò. Äâi ÷îðíi ëiíi¨ ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öiM0 íà ïåðåðiçi Ïóàíêàðå. Ó ôàçîâî-

ìó ïðîñòîði T4 ñèñòåìè (5.7) iñíó¹ ï'ÿòü äâî�âèìiðíèõ ïîâåðõîíü ïåðiîäè÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó òî÷êóM0.

Àíàëiòè÷íi òà ÷èñåëüíi äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî äèíàìiêà ñèñòåìè

(5.7) ïðèðîäíüî óñêëàäíþ¹òüñÿ ç äîäàâàííÿì íîâèõ ðîçìiðíîñòåé. Íåçâà-

æàþ÷è íà öå, ïåâíi ðèñè ¹ iíâàðiàíòíèìè i äî ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè. Çãiäíî

Òåîðåìi 5.4.1 ñïiâiñíóâàííÿ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨ òà êîíñåðâàòèâíî¨ äèíà-

ìiêè çàâæäè ïðèñóòí¹ äëÿ ñèñòåìè (5.7) ç êîñî�ñèìåòðè÷íèìè çâ'ÿçêàìè,

òîáòî ïðè b = −1. Ñóòò¹âà âiäìiííiñòü äèíàìiêè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó ïàð-

íî�âèìiðíèõ òà íåïàðíî�âèìiðíèõ ñèñòåì. Òàê íåïàðíî�âèìiðíi ñèñòåìè

ìàþòü îäíî�ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò â îêîëi ñèíõðîííîãî

ðîçâ'ÿçêó M0, ôiêñîâàíi ìíîæèíè ðiçíèõ iíâîëþöié ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié

òî÷öi :
N⋂
i=1

FixRi =M0,

ìåæà êîíñåðâàòèâíî¨ îáëàñòi D0 ñêëàäà¹òüñÿ ç içîëüîâàíèõ íåâèðîäæåíèõ ñi-

äåë òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié. Íà âiäìiíó âiä íåïàðíî�âèìiðíèõ ñèñòåì,

ïàðíi ñèñòåìè ìàþòü äâî�ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò â îêîëi ñèí-

õðîííîãî ðîçâ'ÿçêóM0, ôiêñîâàíi ìíîæèíè ðiçíèõ iíâîëþöié ïåðåòèíàþòüñÿ

âçäîâæ îäíî�âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó :

N⋂
i=1

FixRi = V 0
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i âñi ïåðiîäè÷íi i êâàçi�ïåðiîäè÷íi òðà¹êòîði¨ îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî ëiíi¨ íåé-

òðàëüíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê V0, ìåæà êîíñåðâàòèâíî¨ îáëàñòi D0 ñêëàäà¹òüñÿ ç

íåïåðåðâíèõ ìíîæèí âèðîäæåíèõ ñiäåë òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié. Äå-

òàëüíiøå ìîæíà ñêàçàòè, ùî ∂D0 ¹ ZN�ñèìåòðè÷íîþ òà (N − 2)�âèìiðíîþ ãi-

ïåðïîâåðõíåþ ó TN−1 àáî ãiïåðáàãàòîãðàííèêîì, ùî ìîæå áóòè îïèñàíèé ïîâ-

íèì ãðàôîì, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà ñiäëîâèõ òî÷êàõ Si, i = 1, . . . , N , ÿê âåðøèíàõ.

Âñi N(N − 1)/2 îäíîâèìiðíi ðåáðà ∂D0 ¹ iíâàðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè ñiäåë Si
òà ôîðìóþòü ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ó âèïàäêó íåïàðíèõ N . Ëèøå N(N − 3)/2

ðåáåð ∂D0 ¹ ãåòåðîêëiíi÷íèìè òðà¹êòîðiÿìè ó âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi îñöè-

ëÿòîðiâ, iíøi N ðåáåð öiëêîì ñêëàäàþòüñÿ ç îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ìíîæèí âè-

ðîäæåíèõ ñiäåë. Çìiíà ïàðàìåòðó |α| âiä 0 äî π/2 ïðîâîäèòü òðàíñôîðìàöiþ

âiä ïîâíiñòþ êîíñåðâàòèâíî¨ ñèñòåìè äî êîíñåðâàòèâíî�äèñèïàòèâíî¨ i, âðå-

øòi, äî ïîâíiñòþ äèñèïàòèâíî¨ (ÿê i ó îïèñàíèõ âèïàäêàõ ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi).

Äîäàòêîâèé ÷èñåëüíèé àíàëiç ïîêàçó¹ íàÿâíiñòü õàîòè÷íèõ òðà¹êòîðié ó Ãà-

ìiëüòîíîâî�ïîäiáíié îáëàñòi (ïðèíàéìíi äëÿ N ≥ 6), ÿêi ïåðåìiøóþòüñÿ ç

ïåðiîäè÷íèìè òà êâàçi�ïåðiîäè÷íèìè îðáiòàìè. Âiäìiòèìî, ùî õàîòè÷íi òðà-

¹êòîði¨ ¹ êîíñåðâàòèâíîãî òèïó, òîáòî âîíè íå ¹ àòðàêòîðàìè ÷è ðåïåëåðàìè,

âîíè ¹ íåéòðàëüíèìè ïî âiäíîøåííþ äî ñóñiäíiõ òðà¹êòîðié (ïîäiáíi äî êëà-

ñè÷íèõ ABC�ïîòîêiâ [25, 116]).

5.6. Íåiäåíòè÷íi îñöèëÿòîðè

5.6.1. Áåçäèâåðãåíòíà äèíàìiêà

ßê áóëî ïîêàçàíî, ñèñòåìà (5.7) ¹ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíîþ ó âñüîìó ôà-

çîâîìó ïðîñòîði äëÿ òðüîõ òà ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ êîëè ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó

g(x) = − sinx òà a = −b. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ N íåéòðàëüíèõ õâèëü

îáåðòàííÿMk, ñiäëîâi îñîáëèâi òî÷êè, ãåòåðîêëiíi÷íi ñòðóêòóðè, íåïåðåðâíi

ìíîæèíè ïåðiîäè÷íèõ îðáiò (ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.27(c) äëÿ òðüîõ îñöèëÿ-

òîðiâ) òà êâàçi�ïåðiîäè÷íi ÷è õàîòè÷íi òðà¹êòîði¨ (äëÿ âèùèõ ðîçìiðíîñòåé).

Ó öüîìó âèïàäêó âåêòîðíå ïîëå ìà¹ íóëüîâó äèâåðãåíöiþ íàâiòü äëÿ äîâiëü-

íèõ ôàçîâèõ ðiçíèöü ∆i = ω1 − ωi+1. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ óçàãàëüíèòü öi

ðåçóëüòàòè.
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Òåîðåìà 5.6.1. (A) Ñèñòåìà (5.5) ç äîâiëüíèìè ôàçîâèìè ðiçíèöÿìè ∆i, i =

1, . . . , N−1, êîñî�ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ çâ'ÿçêiâ: K−j = −Kj òà íåïàðíîþ

ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêiâ ¹ áåçäèâåðãåíòíîþ.

(B) Ñèñòåìà (5.5) ç äîâiëüíèìè ôàçîâèìè ðiçíèöÿìè ∆i, i = 1, . . . , N−1,

ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ çâ'ÿçêiâ: K−j = Kj òà ïàðíîþ ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêiâ ¹

áåçäèâåðãåíòíîþ.

Äîâåäåííÿ. (A) Ç ïðèïóùåííÿ íåïàðíîñòi ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó: g(x) = −g(−x)

âèïëèâà¹ ïàðíiñòü ¨¨ ïîõiäíî¨: g′(x) = g′(−x). Òîäi áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹-

ìîñü, ùî äëÿ ñèñòåìè (5.5), çàïèñàíî¨ ó âåêòîðíié ôîðìi (8.11), âèêîíóþòüñÿ

ïåðåòâîðåííÿ

divG(Φ) =
N−1∑
i=1

∂ϕ̇i
∂ϕi

=

[(N−1)/2]∑
i=1

Ki(g
′(ϕi)− g′(ϕ−i))+

+
N−1∑
i=1

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj(g
′(ϕi+j − ϕi)− g′(ϕi−j − ϕi))

 =

=

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj

(
N−1∑
i=0

(g′(ϕi+j − ϕi)− g′(ϕi−j − ϕi))

)
=

=

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj

(
N−1∑
i=0

(g′(ϕi+j − ϕi)− g′(ϕi − ϕi+j))

)
= 0.

Ùî i òðåáà áóëî ïîêàçàòè. Äîâåäåííÿ ïóíêòó (B) ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ç

óðàõóâàííÿì òîãî ôàêòó, ùî g(x) = g(−x) =⇒ g′(x) = −g′(−x). �

Çàóâàæåííÿ 5.6.1. Ñèñòåìà Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ

ç ôàçîâèì çñóâîì α = π/2 ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñèñòåìè, îïèñàíî¨ â ïóíêòi

(B).

Áåçäèâåðãåíòíà ñèñòåìè çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ìîæå äåìîíñòðóâàòè ñïiâ-

iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ, êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ òà õàîòè÷íèõ òðà¹êòîðié äëÿ ñè-

ñòåì âèùèõ ïîðÿäêiâ. Íà ðèñ. 8.30 ïîêàçàíî çíàéäåíi ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçêè ði-

çíèõ òèïiâ äëÿ ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü òà äëÿ îäíàêîâèõ ôiêñîâàíèõ çíà-
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÷åíü ïàðàìåòðiâ (N = 7, l = 2, a = −b = −1, g(x) = − sinx). Ãîìîëîãi÷íi òà

íåãîìîëîãi÷íi íóëþ ðîçâ'ÿçêè íà âêàçàíîìó ìàëþêó ñïiâiñíóþòü ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði.

Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ äîçâîëÿþòü çíàéòè äâà íåçàëåæíi ïåðøi iíòå-

ãðàëè ó ïåâíèõ âèïàäêàõ.

Òåîðåìà 5.6.2. Ñèñòåìà (5.24) äëÿ N ≥ 3 çi âçà¹ìîäi¹þ ëèøå ìiæ íàé-

áëèæ÷èìè ñóñiäàìè:

dϕi
dt

= K1(g(ϕ1)− g(ϕN−1)− g(ϕi+1 − ϕi) + g(ϕi−1 − ϕi))

òà íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó g(x) ìà¹ ïåðøèé iíòåãðàë

E1(ϕ1, . . . , ϕN−1) =
N−1∑
i=0

h(ϕi − ϕi+1),

äå h′(ϕ) = g(ϕ), ϕN = ϕ0 = 0. Çàóâàæèìî, ùî h(ϕ) ¹ ïàðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Cèñòåìà ó ôàçîâèõ çìiííèõ (5.24) ¹ ðåäóêöi¹þ ñèñòåìè (5.23)

â îðèãiíàëüíèõ çìiííèõ θi i öÿ ðåäóêöiÿ ìîæëèâà çàâäÿêè ñèìåòði¨ ôàçîâîãî

çñóâó S1, ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, ¹ ìîæëèâîþ âíàñëiäîê òîãî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà

(5.23) ìiñòèòü ëèøå ôàçîâi ðiçíèöi. Ïåðåõiä ϕi = θ1 − θi+1 âiä (5.24) äî (5.23)

îçíà÷à¹ ôiêñàöiþ îäíi¹¨ çìiííî¨ θ1 çi âòðàòîþ ñèìåòði¨. Ôàêòè÷íî, ïåðåõiä äî

ôàçîâèõ ðiçíèöü åêâiâàëåíòíèé ðîçãëÿäó îðèãiíàëüíî¨ N�âèìiðíî¨ ñèñòåìè

ïðè ôiêñàöi¨ θ1 = 0 (öå çðîáèòè äîçâîëÿ¹ íàì ñèìåòðiÿ). Îòæå, ÿêùî îðèãi-

íàëüíà ñèñòåìà ìà¹ ïåðøèé iíòåãðàë, ÿêèé òàêîæ áóäå çàëåæíèì âèêëþ÷íî

âiä ôàçîâèõ ðiçíèöü E1(θ1 − θ2, . . . , θ1 − θN) òî ðåäóêîâàíà ñèñòåìà áóäå ìà-

òè òîé æå ïåðøèé iíòåãðàë ó íîâèõ çìiííèõ E1(ϕ1, . . . , ϕN−1). Òàêèì ÷èíîì,

çàìiñòü îðèãiíàëüíî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i, ìè äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà (5.23) ìà¹

ïåðøèé iíòåãðàë, çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

E1(ϕ1, . . . , ϕN−1) = E1(θ1 − θ2, . . . , θ1 − θN) =
N∑
i=1

h(θi − θi+1),

äå iíäåêñ i áåðåòüñÿ ïî ìîäóëþ N . Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî
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dE1

dθi
= g(θi − θi+1)− g(θi−1 − θi).

Cèñòåìà (5.23) ó âèïàäêó îäíî�âèìiðíîãî êiëüöÿ çâ'ÿçêiâ ìà¹ âèãëÿä

dθ1

dt
= Fi(θ1, . . . , θN) = ω +K1 (g(θi − θi+1)− g(θi − θi−1)) .

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ïîêëàñòè ω = 0, îñêiëüêè öåé ïàðàìåòð

ìîæíà ïðèáðàòè ç ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ çàìiíè θi → θi+ωt. Ïîõiäíà ôóíêöi¨

E1 âçäîâæ âåêòîðíîãî ïîëÿ F ñèñòåìè (5.23) ìà¹ âèãëÿä:

LFE1 =
N∑
i=1

Fi
dE1

dθi
=

N∑
i=1

FiK1(g(θi − θi+1)−

− g(θi − θi−1))(g(θi − θi+1)− g(θi−1 − θi)) =

= K1

N∑
i=1

(g(θi − θi+1)− g(θi − θi−1))(g(θi − θi+1) + g(θi − θi−1)) =

= K1(g2(θ1 − θ2)− g2(θ1 − θN) + g2(θ2 − θ3)− g2(θ2 − θ1)+

+ · · ·+ g2(θN − θ1)− g2(θN − θN−1)) =

= K1(g2(θ1 − θ2)− g2(θN − θ1) + g2(θ2 − θ3)− g2(θ1 − θ2)+

+ · · ·+ g2(θN − θ1)− g2(θN−1 − θN)) = 0.

Ïðè ïåðåòâîðåííÿõ ìè ñêîðèñòàëèñü íåïàðíiñòþ ôóíêöi¨ g òà ïàðíiñòþ ¨¨ êâà-

äðàòó. �

Òåîðåìà 5.6.3. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (5.24) ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ îñöèëÿòî-

ðiâ, íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ g(ϕ) òà êîñî�ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ (Kj = −K−j)
i Kj = 0 äëÿ ïàðíèõ j, òîáòî îñöèëÿòîðè ¹ ç'¹äíàíèìè íàéáëèæ÷èìè ñóñi-

äàìè, òðåòiìè ñóñiäàìè, ï'ÿòèìè ñóñiäàìè i òàê äàëi. Òîäi òàêà ñèñòåìà

ìà¹ ïåðøèé iíòåãðàë

E2(ϕ1, . . . , ϕN−1) =
N−1∑
i=1

(−1)i−1ϕi.
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Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.10 (äèâ. ñòîð. 396).

5.6.2. Ïîïàðíî ðiâíîâiääàëåíi âëàñíi ÷àñòîòè òà îáîðîòíiñòü ñè-

ñòåìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîêàæåìî, ùî çàãàëüíà ñèñòåìà (5.5) ìîæå ìàòè

îáîðîòíi âëàñòèâîñòi, ÿêùî ìàòðèöÿ çâ'ÿçêó ¹ êîñî�ñèìåòðè÷íîþ, à ÷àñòîòè

íå ¹ iäåíòè÷íèìè, àëå çàäîâîëüíÿþòü ïåâíèì ñïiââiäíîøåííÿì. Ñèñòåìà (5.5)

ç êîñî�ñèìåòðè÷íèì çâ'ÿçêîì ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi:

ϕ̇i = ∆i +

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj(g(ϕj)− g(ϕ−j)− g(ϕi+j − ϕi) + g(ϕi−j − ϕi)), (5.33)

äå i = 1, . . . , N − 1 (äèâ. òàêîæ (5.24)).

Ëåìà 5.6.1. Ñèñòåìà (5.33) ¹ ÷àñîâî�îáîðîòíîþ ç iíâîëþöi¹þ R, âèçíà÷å-
íîþ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ (5.25) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðiçíèöÿìè ÷àñòîò:

∆N−i = −∆i, i = 1, . . . , [N/2] (5.34)

Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (5.33) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

dϕi
dt

= G̃i(ϕ1, . . . , ϕN−1) = ∆i +Gi(ϕ1, . . . , ϕN−1), i = 1, . . . , N − 1, (5.35)

äå G(ϕ1, . . . , ϕN−1) = G(Φ) � ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ,

çàïèñàíî¨ ó âåêòîðíié ôîðìi. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü (5.25) òà (5.34),

ïåðåñâiä÷ó¹ìî, ùî

G̃i(RΦ) = ∆i +Gi(RΦ) = −(−∆i +GN−i(Φ)),

à òàêîæ
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−G̃N−i(Φ) = −(∆N−i +GN−i(Φ)).

Ñïiâñòàâëÿþ÷è êîæåí ç ðÿäêiâ îñòàííiõ äâîõ ðiâíîñòåé, îòðèìó¹ìî:

G̃(RΦ) = −R(G̃(Φ)),

ùî i äîâîäèòü ðåâåðñèâíiñòü ñèñòåìè (5.33). �

Çàóâàæåííÿ 5.6.2. Âiäìiòèìî, ùî óìîâà (5.34), à, îòæå, óìîâè Ëåìè 5.6.1

çáåðiãàþòüñÿ ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó ðiâíî�ðîçïîäiëåíèõ ÷àñòîò ωj = ω0 + hj,

h � äiéñíèé êðîê, êîëè ÷èñëî îñöèëÿòîðiâ N ¹ íåïàðíèì.

Ó íàâåäåíîìó âèïàäêó óìîâà îáîðîòíîñòi (5.25) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ òîäi i

òiëüêè òîäi, ÿêùî çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ óìîâà (5.34), ùî âiäïîâiäà¹ äî ðiâíîâiä-

äàëåíîãî ðîçïîäiëó ïàð âëàñíèõ ÷àñòîò íàâêîëî ÷àñòîòè ïåðøîãî îñöèëÿòî-

ðà: (ωi+1 + ωN−i+1)/2 = ω1. Òàêîæ íàãàäà¹ìî, ùî ∆N/2 = 0, êîëè N ¹ ïàð-

íèì. Ïîçíà÷èìî Φ(Mk,∆) ðîçâ'ÿçêè àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè Gi(Φ(Mk,∆)) = 0,

i = 1, . . . , N − 1, ∆ = (∆1, . . . ,∆N−1), äëÿ ïàðàìåòðiâ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(5.34) i òàêî¨, ùî Φ(Mk, 0) =Mk. Òîáòî Φ(Mk,∆) ¹ îñîáëèâèìè òî÷êàìè äè-

ôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5.35), ÿêi ¹ ïðîäîâæåííÿì îñîáëèâèõ Mk ïðè çìiíi

âiä íóëÿ ïàðàìåòðiâ ∆i (ïiä ïðîäîâæåííÿì îñîáëèâèõ òî÷îê ìè ðîçóìi¹ìî ¨õ

ðóõ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ). Çîêðåìà, Φ0 = Φ(M0,∆), ¹

ïðîäîâæåííÿ òî÷êè, ÿêà áóëà ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðè íåâåëèêié çìiíi ïàðà-

ìåòðiâ ∆i, Φ0(M0,0) = M0 ïðè ∆ = 0. Ãiïåðáîëi÷íiñòü ëiíiéíî ñòiéêî¨ îñî-

áëèâî¨ òî÷êè Φ(Mk,∆) ãàðàíòó¹ îäíîçíà÷íå ïðîäîâæåííÿ öüîãî ïîëîæåííÿ

ðiâíîâàãè ó ôàçîâîìó ïðîñòîði çi çáåðåæåííÿì ñòiéêîñòi. Öå îçíà÷à¹ iñíóâàí-

íÿ äèñèïàòèâíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (5.35) ïðè íåâåëèêèõ çáóðåííÿõ ïàðàìåòðiâ

∆i. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Φ0, ÿêå ñòàðòóâàëî ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïåðåä ïî÷à-

òêîì ðóõó ïàðàìåòðiâ ∆i, çàâæäè íàëåæèòü ôiêñîâàíîìó ïiäïðîñòîðó FixR
iíâîëþöi¨ R ó âèïàäêó âèêîíàííÿ óìîâè (5.34). Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ¹ íà-

ñëiäêîì Ëåìè 5.6.1. Çãiäíî Íàñëiäêó 5.3.1 òî÷êàM0 ¹ íåéòðàëüíîþ. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è òi æ ìåòîäè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îñîáëèâà òî÷êà Φ0 (ïðîäîâæåííÿ

M0) çàëèøà¹òüñÿ òàêîæ íåéòðàëüíîþ ïðè âèêîíàííi (5.34). Ïîäiáíî äîâåäåí-

íþ Òåîðåìè 5.4.1 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îáëàñòü DΦ0 , ÿêà ¹ îêîëîì òî÷êè Φ0,
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ìà¹ òóæ ñòðóêòóðó, ùî i D äëÿ òî÷êèM0 ïðè âèêîíàííi (5.34). Íàïðèêëàä,

ïåðiîäè÷íi îðáiòè, îïèñàíi ó ïóíêòi (A) çãàäàíî¨ òåîðåìè çáåðiãàþòüñÿ, îñêiëü-

êè âîíè ç'ÿâèëèñü çàâäÿêè çàãàëüíîãî ïåðåòèíó Ft(FixR) òà FixR. Îáëàñòü
DΦ0 ¹ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíîþ i ìà¹ âñi òi æ âëàñòèâîñòi, ÿêi îïèñàíi â Òåîðå-

ìi 5.4.1. Öÿ îáëàñòü ðóõà¹òüñÿ ðàçîì ç òî÷êîþ Φ0 âçäîâæ ïiäïðîñòîðó FixR,
ïðè öüîìó ìîæëèâà òðàíñôîðìàöiÿ öi¹¨ îáëàñòi. Òàêèì ÷èíîì, êîíñåðâàòèâ-

íî�äèñèïàòèâíà äèíàìiêà ñèñòåìè çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ ïîïàð-

íî ðiâíî�âiääàëåíèõ ïàðàìåòðiâ ∆i, êîëè îñîáëèâi òî÷êè Φ0(∆) òà Φ(Mk,∆)

iñíóþòü òà çáåðiãàþòü ñâî¨ ñòiéêîñòi. Ïiäñóìîâóþ÷è íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ, ìè

ñôîðìóëþ¹ìî áåç äîâåäåííÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.6.2. Ñèñòåìà ó ôàçîâèõ çìiííèõ (5.24)) ìà¹ ñïiâiñíóâà-

ííÿ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíî¨ òà äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiê ó âèïàäêó, êîëè âëà-

ñíi ÷àñòîòè îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè ¹ ïîïàðíî ðiâíîâiääàëåíèìè (âèêîíó¹òüñÿ

(5.34)) òà ïðèíàéìíi îäíà ç îñîáëèâèõ òî÷îê Φ(Mk,∆), k 6= 0, ¹ äæåðåëîì

÷è ñòîêîì.

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ïåðåâiðÿëîñü çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåí-

òiâ.

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, ñèñòåìà iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ (5.24) ìà¹ ZN òà

R ñèìåòði¨. Ñóïåðïîçèöiÿ öèõ ñèìåòðié ïðèçâîäèòü äî N ðiçíèõ iíâîëþöié

Ri ç ôiêñîâàíèìè ïiäïðîñòîðàìè FixRi, âiäïîâiäíî. Óìîâà (5.34) çàâæäè çà-

ëèøà¹ îäíó ç îáîðîòíèõ ñèìåòðié Rj ïðè ∆i 6= 0, àëå ïðè öüîìó ðóéíó¹òüñÿ

ñèìåòðiÿ ZN i ðàçîì ç íåþ (ó çàãàëüíîìó âèïàäêó) ðóéíóþòüñÿ iíøi ñèìåòði¨

Ri, i 6= j. Î÷åâèäíî, ùî ðàçîì ç òèì âàðiàöi¨ âëàñíèõ ÷àñòîò ðóéíóþòü òà-

êîæ N − 1 (àáî (N − 1)/2 ó ïàðíîìó âèïàäêó) iíâàðiàíòíèõ äî îáîðîòíîñòi

ãiïåðïëîùèí FixRi, i 6= j, àëå FixRj ïðè öüîìó çáåðiãà¹òüñÿ.

5.6.3. Ñèñòåìè ç ôàçîâî íåçàìêíóòîþ êîíñåðâàòèâíîþ îáëàñòþ

Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíà äèíàìiêà ñèñòåìè íåiäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ (5.33)

ìîæå ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñü âiä äèíàìiêè iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Äëÿ iäåíòè-

÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ìîæëèâi ëèøå ðîçâ'ÿçêè ãîìîëîãi÷íi íóëþ, ÿêi îáåðòàþòüñÿ

íàâêîëî íåéòðàëüíî¨M0. ×èñåëüíèõ îáðàõóíîê ïîêàçó¹, ùî óæå â íàéïðîñòi-

øîìó íåòðèâiàëüíîìó âèïàäêó ñèñòåìà (5.33) ìîæå ìàòè íåãîìîëîãi÷íî¨ äî



246

íóëÿ ïåðiîäè÷íi îðáiòè (êîòði íà ðîçäiëÿþòü T2 íà äâi ÷àñòèíè) i òàêi îðáiòè

ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ |∆i|. Íà ðèñ. 8.27(o) ïîêàçàíî
(çåëåíèì êîëüîðîì) îáëàñòü, çàïîâíåíà îäíî�ïàðàìåòðè÷íîþ ñiì'¹þ íåãîìî-

ëîãi÷íèõ íóëþ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Òàêîæ ìîæå áóòè ñïiâiñíóâàííÿ ãîìîëîãi-

÷íî¨ íóëþ òà íåãîìîëîãi÷íî¨ íóëþ êîíñåðâàòèâíèõ îáëàñòåé, ÿê öå ïîêàçàíî

íà ðèñ. 8.27(o) æîâòèì òà çåëåíèì êîëüîðàìè, âiäïîâiäíî. Ñïiâiñíóâàííÿ áà-

ãàòüîõ îáëàñòåé äâîõ îïèñàíèõ òèïiâ ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.27(p) äëÿ N = 3 òà

ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó òèïó Ãàíñåëà�Ìàòî�Ìîíü¹

g(x) = − sin(x− α) + p sin(2x). (5.36)

Ñòàðòóþ÷è ç ñèñòåìè iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, òîáòî êîëè |∆i| = 0, òà çìi-

íþþ÷è ïàðàìåòðè ∆i, îòðèìó¹ìî ðóõ êîæíî¨ ç îñîáëèâèõ òî÷îê Φ(Mk,∆),

îïèñàíèõ ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, à òàêîæ iíøèõ îñîáëèâèõ òî÷îê, ÿêi ¹

çäåáiëüøîãî ñiäëîâèìè. Çíà÷íi çìiíè ïàðàìåòðiâ ∆i ïðèçâîäÿòü äî ðiçíîìàíi-

òíèõ áiôóðêàöié, òèïè ÿêèõ çàëåæàòü ñïiââiäíîøåííÿ âêàçàíèõ ïàðàìåòðiâ.

Íàéáiëüø òèïîâèìè ¹ ëîêàëüíi ñiäëî�âóçëîâi, òðàíñêðèòè÷íi òà âèëêîâi ái-

ôóðêàöi¨. Çáiëüøåííÿ |∆i| äî ïåâíèõ áàð'¹ðíèõ çíà÷åíü ïðèçâåäå äî áiôóðêà-
öié çíèêíåííÿ òî÷îê Φ(Mk,∆). Ãîìîëîãi÷íi íóëþ Ãàìiëüòîíîâî ïîäiáíi îáëà-

ñòi DΦ0 çíèêíóòü ðàçîì çi çíèêíåííÿì îñîáëèâî¨ òî÷êè Φ0 ó iíâàðiàíòíîìó

ïiäïðîñòîði FixR. Çíèêíåííÿ âíàñëiäîê áiôóðêàöié ãiïåðáîëi÷íèõ òî÷îê ïðè
óìîâàõ ñèìåòði¨ R òà ñïiââiäíîøåííÿõ (5.34) ïðèçâîäèòü íàâïàêè äî ïîÿâè

íåãîìîëîãi÷íèõ íóëþ Ãàìiëüòîíîâî ïîäiáíèõ îáëàñòåé (ÿê ïîêàçàíî, çîêðåìà

íà ðèñ. 8.27(n), (o), (p) ). Ïîäiáíà ñèòóàöiÿ ç íåãîìîëîãi÷íèìè íóëþ îáëàñòÿ-

ìè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ iíøîãî òèïó ðåâåðñèâíèõ ñèñòåì ó ðîáîòàõ

[321, 320] òà [318]. Çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹ âàæëèâiñòü îöiíêè çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ, êîëè ñèñòåìà íå ìà¹ æîäíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè.

Ëåìà 5.6.2. Ñèñòåìà (5.33) íå ìà¹ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè, êîëè âèêîíó¹òüñÿ

îäíà ç íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé:

min
x∈T1

g(x) > −4[(N − 1)/2] min
i
|∆i|
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àáî

max
x∈T1

g(x) < −4[(N − 1)/2] max
i
|∆i|.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç óìîâè ∆i +Gi(Φ) > 0 (àáî < 0)

äëÿ i = 1, . . . , [N/2]. Âiäìiòèìî, ùî óìîâè äàíî¨ ëåìè âèêîíóþòüñÿ ëèøå ïðè

äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ôàçîâèõ ðiçíèöü. �

Îöiíêè, íàâåäåíi ó ëåìi ¹ äîñèòü ãðóáèìè, àëå ó âèïàäêó ïîïàðíî¨ ðiâ-

íîâiääàëåíîñòi âëàñíèõ ÷àñòîò (5.34) òà ïðè óìîâi ÷àñîâî¨ îáîðîòíîñòi ñè-

ñòåìè, öi îöiíêè ãàðàíòóþòü çàïîâíåíiñòü âñüîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó íåãîìî-

ëîãi÷íèìè íóëþ îðáiòàìè. ×èñåëüíi ïiäðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî â çàëåæíî-

ñòi âiä ðîçïîäiëó ïàðàìåòðiâ, äàíi îðáiòè ìîæóòü áóòè ïåðiîäè÷íèìè, êâà-

çi�ïåðiîäè÷íèìè ÷è õàîòè÷íèìè êîíñåðâàòèâíîãî òèïó. Âiä ðîçïîäiëó ÷àñòî

òàêîæ çàëåæàòü íîìåðè îáåðòàííÿ âêàçàíèõ òðà¹êòîðié.

5.7. Âåëèêi ñèñòåìè (N →∞) òà íåëiíiéíå ðiâíÿííÿØðüîäiíãåðà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äèíàìiêó â îêîëi ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó

θi = θ ó âèïàäêó íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ (N → ∞),

àëå êîëè êîæåí îñöèëÿòîð ç'¹äíàíèé çi ñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ 2l ñóñiäiâ:

dθi
dt

= ω +
l∑

j=−l

Kj g(θi − θi+j), i = 1, . . . , N, (5.37)

ç êîñî�ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ çâ'ÿçêiâ K, òîáòî Kj = −K−j, j = 1, . . . , l. Ìè

çíîâó íàãîëîøó¹ìî, ùî ó âêàçàíîìó âèïàäêó äèíàìiêà ñèñòåìè ¹ ðåâåðñèâíî,

òîáòî Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíîþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è �ñïiâ�îáåðòàëüíi� êîîðäèíàòè

ψi = θi −

(
ω + g(0)

l∑
j=−l

Kj

)
t, çâîäèìî ñèñòåìó (5.37) äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

dψi
dt

=
l∑

j=−l

Kjf (ψi − ψi+j) , (5.38)
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äå f(x) = g(x) − g(0). Îñêiëüêè f(0) = 0, òî îäíî�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé

ìíîãîâèä ñèíõðîíiçàöi¨

Ψsync = {(ψ1, . . . , ψN) : ψi = ψ, i = 1, . . . , N}

öiëêîì ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ψi = ψ = const, ÿêi óòâîðþþòüñÿ

îäíå ç îäíîãî âíàñëiäîê ñèìåòði¨ ôàçîâîãî çñóâó S1. Îòæå âñi öi ïîëîæåí-

íÿ ðiâíîâàãè ìàþòü íåéòðàëüíó ñòiéêiñòü âçäîâæ ìíîãîâèäó Ψsync òà îäíà-

êîâi âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ó òðàíñâåðñàëüíèõ äî ìíîãîâè-

äó íàïðÿìêàõ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèâ÷åííÿ äèíàìiêè â îêîëi ñèíõðîííîãî

ðîçâ'ÿçêó, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ïî÷àòîê êîîðäèíàò ψi = 0, i = 1, . . . , N, ñè-

ñòåìè (5.38). Âiäìiòèìî, ùî ó öüîìó ðîçäiëi ìè íå áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó

ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ òèïó (5.5), à áóäåìî ïðàöþâàòè ïðÿìî ç ñèñòåìîþ (5.38).

Öåé ïiäõiä ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ç ìåòîþ çáåðåæåííÿ ñèìåòði¨ ôàçîâîãî çñóâó

äëÿ ïîäàëüøî¨ çðó÷íî¨ ðîáîòè ç àìïëiòóäíèìè ðiâíÿííÿìè. Òàêîæ âiäìiòèìî,

ùî âëàñòèâiñòü f(0) = 0 ñïðè÷èíÿ¹ âiäñóòíiñòü ÷ëåíó ç êîåôiöi¹íòîì K0 ó

ñóìàõ ïðàâèõ ÷àñòèí íîâî¨ ñèñòåìè.

Ðîçêëàäàþ÷è ôóíêöiþ f(x) ó ðÿä Òåéëîðà â òî÷öi íóëü, ïåðåïèøåìî ñè-

ñòåìó (5.38) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

dψi
dt

=
l∑

j=−l

Qjψi+j +
f ′′(0)

2f ′(0)

l∑
j=−l

Qj (ψi − ψi+j)2 +

+
f ′′′(0)

6f ′(0)

l∑
j=−l

Qj (ψi − ψi+j)3 +O
(
‖ψ‖4

)
, (5.39)

äå f (n)(0) = dn

dxn
f(x)

∣∣
x=0

,

Q0 = f ′(0)
l∑

j=−l,j 6=0

Kj,

Qj = −Kjf
′(0), j = −l, . . . , l, j 6= 0.
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Ìàòðèöÿ ßêîái Q ¹ öèðêóëÿíòíîþ òà, ïîäiáíî äî 5.12), ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ

ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ âèðàçó:

λm(Q) =
l∑

j=−l

Qje
ı2πjm/N , m = 1, . . . , N.

Äëÿ ãðàíè÷íî âåëèêèõ çíà÷åíü N ñïåêòð ìîæå áóòè àïðîêñèìîâàíèé çà äîïî-

ìîãîþ àñèìïòîòè÷íî íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó ÿê öå áóëî ïîêàçàíî ó ðîáîòàõ

[343, 342] íàñòóïíèì ÷èíîì:

λ(φ) =
l∑

j=−l

eıjφQj = Q0+
l∑

j=1

(
(Qj+Q−j) cos(jφ)+ı(Qj−Q−j) sin(jφ)

)
, φ ∈ [0, 2π].

(5.40)

Ôóíêöiÿ φ 7→ λ(φ), φ ∈ [0, 2π], îïèñó¹ çàìêíóòó êðèâó ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi

C. Ç ïðèïóùåííÿ êîñî�ñèìåòðè÷íîñòi ìàòðèöi K ñèñòåìè (5.37) òà îçíà÷åííÿ

ìàòðèöi Q âèïëèâà¹ êîñîñèìåòðè÷íiñòü îñòàííüî¨, òîáòî Q−j = −Qj ∈ R. Ó
îñòàííüîìó âèïàäêó âèðàç (5.40) ñïðîùó¹òüñÿ äî íàñòóïíîãî:

λ(φ) = ı 2
l∑

j=1

Qj sin(jφ) = ı ω̃(φ) with ω̃(φ) ∈ R.

Îòæå, âåñü ñïåêòð çíàõîäèòüñÿ íà óÿâíîìó iíòåðâàëi

[−ımaxφ ω̃(φ), ımaxφ ω̃(φ)] ⊂ ıR. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ω0 = ω̃(φ0), òîáòî

çíà÷åííÿ ñïåêòðó ó êîíêðåòíié òî÷öi λ(φ0) = ıω0.

Òåîðåìà 5.7.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (5.39) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì

óìîâàì:

(i) ìàòðèöÿ çâ'ÿçêiâ ¹ êîñî�ñèìåòðè÷íîþ: Qj = −Q−j;
(ii) iñíó¹ φ0 6= 0 òàêå, ùî ω̃(φ0) 6= 0 òà ω̃′′(φ0) 6= 0;

(iii) ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ìà¹ êóái÷íó íåëiíiéíiñòü â íóëi: f ′′(0) = 0;

(iv) âèêîíó¹òüñÿ íåðåçîíàíñíà óìîâà:
∑l

j=1Qj sin3(jφ0) 6= 0.

Ââåäåìî ìàëèé ïàðàìåòð ε = 1/N . Òîäi áàãàòîìàñøòàáíèé àíçàö

ψi(t) = εA (T1, xi, T2) eı(ω0t+φ0i) + ε3A3 (T1, xi, T2) e3ı(ω0t+φ0i)v3 + c.c., (5.41)
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ç àìïëiòóäîþ A ∈ C, çàëåæíîþ âiä ïåðåìàñøòàáîâàíèõ êîîðäèíàò T1 = εt,

T2 = ε2t òà xi = εi (c.c. ïîçíà÷à¹ êîìïëåêñíî�ñïðÿæåíó ÷àñòèíó, v3 ∈ R )

äî ñèñòåìè (5.39) âåäå äî ðîçâ'ÿçíîñòi óìîâ âêëþ÷íî äî ïîðÿäêó ε3:

ı∂T2u =
1

2
ω̃′′(φ0)∂2

ξu+ ρu|u|2, (5.42)

ç ïåðiîäè÷íèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

u(ξ, T2) = u(ξ + 1, T2), (5.43)

äå ðîçâ'ÿçîê u(ξ, T2) ç ξ ∈ [0, 1] ïîâ'ÿçàíèé ç àìïëiòóäîþ A íàñòóïíèì ÷è-

íîì:

A(T1, xi, T2) = u (ω̃′(φ0)T1 + xi, T2)

òà

ρ =
2f ′′′(0)

f ′(0)

l∑
j=1

Qj sin(jφ0) (cos(jφ0)− 1) . (5.44)

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.11 (äèâ. ñòîð. 398).

Ðiâíÿííÿ (5.42) ¹ íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãåðà. Çíà÷åííÿ v3 =

v3(φ0) îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì (8.18).

Ó ðîáîòi [88, Burylko, Mielke, Wolfrum, Yanchuk] íàâåäåíî ïîäiáíó äî

Òåîðåìè 5.7.1 (Òåîðåìà 7.1 â [88]), çàïðîïîíîâàíó íiìåöüêèì ìàòåìàòèêîì

À. Ìiëüêå. Ó äàíié òåðåìi çàâäÿêè çìiíåíèì âèìîãàì çàáåçïå÷ó¹òüñÿ âçà¹-

ìîçâ'ÿçîê íåñêií÷åííî�âèìiðíî¨ îñöèëÿòîðíî¨ ñèñòåìè ç íåëiíiéíèì ðiâíÿí-

íÿì Øðüîäiíãåðà òà êâàçi�ïåðiîäè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Äîâåäåííÿ öi¹¨

òåîðåìè áàçó¹òüñÿ íà ìåòîäi, ðîçðîáëåíîìó ó ðîáîòi [192], àäàïòîâàíîìó äî

ïðîñòîðîâîãî äèñêðåòíîãî âèïàäêó [139, 342].

Äëÿ ïîäàëüøîãî áiôóðêàöiéíîãî òà ïîðiâíÿëüíîãî àíàëiçó îðèãiíàëüíî¨

îñöèëÿòîðíî¨ ñèñòåìè òà ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà (5.42), (5.44) ìîæíà, çîêðåìà,

âèêîðèñòîâóâàòè ðåçóëüòàòè ðîáiò [163, 192, 139, 342, 20, 6].



Ðîçäië 6

Ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè ó ìiíiìàëüíèõ ìåðåæàõ ôàçîâèõ

îñöèëÿòîðiâ

6.1. Ïîíÿòòÿ �õèìåðíèé ñòàí�

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, ìîäåëi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ áàãàòèì äæåðå-

ëîì ïðèêëàäiâ âèñîêî�âèìiðíî¨ äèíàìi÷íî¨ ïîâåäiíêè, à òàêîæ êëàñiâ ñèñòåì,

ÿêi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçóìiííÿ âèíèêíåííÿ øèðîêîãî äiàïàçî-

íó äèíàìi÷íèõ ÿâèù. Îäíå ç òàêèõ ÿâèù, äå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñïiâiñíóâàííÿ

êîãåðåíòíî¨ òà íåêîãåðåíòíî¨ ïîâåäiíêè, áóëî íàçâàíî �õèìåðíèì ñòàíîì�. Ó

äàíîìó ðîçäiëi ìè äàìî îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ �ñëàáêà õèìåðà� äëÿ ñêií÷åíî¨ ìå-

ðåæi çâ'ÿçàíèõ íåðîçðiçíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Iñíóâàííÿ òà äèíàìiêà

ðåæèìó, îïèñàíîãî ó äàíîìó îçíà÷åííi, âiäíîñíî ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òà ãàð-

íî îïèñó¹òüñÿ. Òàêîæ âêàçàíå îçíà÷åííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü äîñëiäæóâàòè ñòié-

êiñòü òà áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè ñëàáêèõ õèìåð ó ìåðåæàõ ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi.

Õî÷à õèìåðè ó áàãàòüîõ âèñîêî�ðîçìiðíèõ ñèñòåìà íå ¹ ñëàáêèìè õèìåðàìè

ó òîìó ðîçóìiííi, ÿêå ìè òóò îçíà÷à¹ìî, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñëàáêi õèìå-

ðè ìîæóòü áóòè âiäïîâiäàëüíèìè çà îðãàíiçàöiþ äèíàìiêè áiëüø çàãàëüíèõ

õèìåðíèõ ñòàíiâ.

Ó ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ áóëî ïîêàçàíî, ùî íàâiòü ñàìi ïðîñòi ìåðåæi

çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ìîæóòü áóòè ñèíõðîíiçîâàíèìè (ðiçíèì ÷èíîì) àáî

ïîâíiñòþ äåñèíõðîíiçîâàíèìè. Âèíèêíåííÿ ðiçíèõ ðåæèìiâ çàëåæèòü ÿê âiä
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ãðàôiâ ïîáóäîâè ñàìî¨ ìåðåæi, òàê i äèíàìiêè îêðåìèõ åëåìåíòiâ ó âóçëàõ ìå-

ðåæi. Ó 2002 ðîöi É. Êóðàìîòî òà Ä. Áàòòîãòîõ âèÿâèëè ïåâíèé iíòðèãóþ÷èé

äèíàìi÷íèé ðåæèì ó ñèñòåìi íå�ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Êiëüêîìà

ðîêàìè ïiçíiøå Ä. Àáðàìñ òà Ñ. Ñòðîãàòö íàçâàëè òàêi ðîçâ'ÿçêè �õèìåðíèìè

ñòàíàìè� àáî ïðîñòî �õèìåðàìè� [14, 15]. Äàíi ðåæèìè îïèñóþòü êîëåêòèâíó

ïîâåäiíêó îñöèëÿòîðiâ, ÿêi ðîçäiëÿþòüñÿ íà äâi (àáî áiëüøå) ãðóïè, ïåðøà ç

ÿêèõ ¹ êîãåðåíòíîþ, ó òîé ÷àñ ÿê iíøà ¹ iíêîãåðåíòíîþ (ó ïåâíîìó ñåíñi).

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî âñi îñöèëÿòîðè ó ñèñòåìi áóëè ðiâíîïðàâíèìè, òî ïîâå-

äiíêà ðîçäiëåííÿ íà ãðóïè (ïiä äi¹þ ñïiëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ), êîëè îäíà

÷àñòèíà ¨õ ïîâîäèëàñü äóæå âiäìiííî âiä iíøî¨, âèãëÿäàëà äóæå iíòðèãóþ-

÷îþ i ïðèâåðíóëà óâàãó áàãàòüîõ â÷åíèõ. Êóðàìîòî òà Áàòòîãòîõ ðîçãëÿäàëè

ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü òà îïèñàëè õèìåðíi ðåæèìè àíàëiòè÷íî òà ÷èñåëüíî. Ó

çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêëî ïèòàííÿ, ÷è îïèñó¹ äàíà ìîäåëü ÿêiñü ôiçè÷íi ÷è áiî-

ëîãi÷íi ðåæèìè i ÿêèì ÷èíîì. Òàê ñïî÷àòêó áóëè ñòâîðåíi øòó÷íi ìåõàíi÷íi

òà ôiçè÷íi ñèñòåìè. ÿêi á ïîêàçóâàëè õèìåðíi ðåæèìè, à ïiçíiøå iñíóâàííÿ

òàêèõ ðåæèìiâ áóëî çíàéäåíî òà ïiäòâåðäæåíî i ó ïðèðîäíüîìó ñåðåäîâèùi.

Áóëî ïîêàçàíî, ùî õèìåðíi ñòàíè âèíèêàþòü ó ìåõàíiöi [231, 180], õiìi¨ [316],

áiîëîãi¨ [232], íàóöi ïðî íåéðîíè [210, 56], åëåêòðîíiöi [216, 241], îïòèöi [325],

åëåêòðîõiìi¨ [332], ñîöiîëîãi¨ [152] òà ïðè äîñëiäæåííi ïîâåäiíêè ôiíàíñîâîãî

ðèíêó [350]. Âàæëèâèì äëÿ òåîðåòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ õèìåðíèõ ñòàíiâ, íà

íàøó äóìêó, ñòàëà çàïðîïîíîâàíà Å. Îòòîì òà Ò. Àíòîíñåíîì òåîðiÿ [251]

(àíçàòö Îòòà�Àíòîíñåíà). Öiêàâèì ¹ i òîé ôàêò, ùî ïåðøi åêñïåðèìåíòàëüíi

äîñëiäæåííÿ, ùî ïiäòâåðäèëè iñíóâàííÿ õèìåðíèõ ñòàíiâ [155, 316], ç'ÿâèëèñü

ïðèáëèçíî ÷åðåç äåñÿòèði÷÷ÿ ïiñëÿ ïåðøî¨ òåîðåòè÷íî¨ ðîáîòè [207].

Îñòàííiì ÷àñîì äîñëiäæåííÿ õèìåðíèõ ñòàíiâ âiäáóâà¹òüñÿ äóæå iíòåí-

ñèâíî, âïðîâàäæóþòüñÿ íîâi ïîíÿòòÿ äèíàìi÷íèõ ðåæèìiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç õèìå-

ðàìè, äîñëiäæóþòüñÿ õèìåðè íà ðiçíîìàíiòíèõ ìåðåæàõ âçà¹ìîäi¨ åëåìåíòiâ

òà ç ðiçíèìè iíäèâiäóàëüíèìè âóçëàìè, õèìåðíi ñòàíè îïèñóþòüñÿ âñå áiëüø

øèðîêèìè êëàñàìè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì [212, 247, 300, 253, 58, 152, 182, 51].

Ç îãëÿäó íà âåëè÷åçíó êiëüêiñòü ðîáiò ïî äàíèé òåìàòèöi, çäà¹òüñÿ, ùî äàíi

ðåæèìè ¹ íàáàãàòî çàãàëüíiøèìè íiæ ïðèïóñêàëîñü ç ¨õ âèÿâëåííÿì.Ó áiëü-

øîñòi ðîáiò ïðî õèìåðè íåìà¹ ÷iòêîãî àíàëiòè÷íîãî âèçíà÷åííÿ õèìåðíîãî
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ñòàíó, ÿêèé áè ìiã áóòè çàñòîñîâàíèé äî ñèñòåì ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi. Íàïðèêëàä,

ó ðîáîòi [15] ñêàçàíî: �Äëÿ ïåâíîãî âèáîðó ïàðàìåòðiâ òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ,

ìàñèâ (îñöèëÿòîðiâ) ìîæå áóòè ðîçäiëåíèé íà äâi îáëàñòi: îäíà ñêëàäà¹òüñÿ

ç êîãåðåíòíèõ, ôàçîâî�çàìêíóòèõ îñöèëÿòîðiâ, ÿêà ñïiâiñíó¹ ç iíøîþ íåêîãå-

ðåíòíîþ îáëàñòþ, äðåéôóþ÷èõ îñöèëÿòîðiâ�, àëå, çîêðåìà, ñëîâà �îáëàñòü�,

�íåêîãåðåíòíèé�, �äðèôòóâàòè� âèìàãàþòü òî÷íèõ òëóìà÷åíü ïåðåä òèì ÿê

áóòè çàñòîñîâàíèìè äî ìàëî�âèìiðíèõ ñèñòåì. Ïåðøå ñòðîãå îçíà÷åííÿ äåùî

çâóæåíîãî ïîíÿòòÿ õèìåðè áóëî äàíî ó ðîáîòi [32, Ashwin, Burylko].

Ó äàíîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî áàçîâi äèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi ìåðåæ íå-

ðîçðiçíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ òà ïðîïîíó¹ìî òî÷íå ìàòåìàòè÷íå îçíà-

÷åííÿ ñëàáêèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ. Äàëi áóäóòü íàâåäåíi áàçîâi ðåçóëüòàòè

ïðî íåìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ ñëàáêèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ ó ìåðåæàõ ãëîáàëüíî

çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Ïåâíèì ÷èíîì áóäå ñêîíñòðóéîâàíî ìåðåæó

÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ òà ïîêàçàíî, ùî äàíà ñèñòåìà ¹ ìiíiìàëüíî ìîæëèâîþ

äëÿ iñíóâàííÿ õèìåðíèõ ñòàíiâ. Áóäå îïèñàíî ìîäóëüíó ñòðóêòóðó ìåðåæi

(ìåðåæà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåâíèõ áëîêiâ), ÿêà ïîêàçó¹ õèìåðíó äèíàìiêó. Ðiçíi

ìåðåæi øåñòè òà äåñÿòè îñöèëÿòîðiâ áóäóòü äîñëiäæóâàòèñü. Áóäå ïîêàçàíî,

ùî ó ïðèâåäåíèõ ïðèêëàäàõ ñèñòåì õèìåðíi àòðàêòîðè ìîæóòü áóòè ïðèíàéì-

íi êâàçi�ïåðiîäè÷íèìè, à ó áiëüø ñêëàäíèõ ñèñòåìà i ãåòåðîêëiíi÷íèìè ÷è

õàîòè÷íèìè. Òàêîæ áóäóòü âèâ÷àòèñü íåìîäóëüîâàíi ìåðåæi (ñèñòåìè øåñòè

îñöèëÿòîðiâ, çâ'ÿçàíèõ ç íàéáëèæ÷èìè òà äðóãèìè ïî áëèçüêîñòi ñóñiäàìè),

ÿêi ìàþòü ïðèòÿãóþ÷i ñëàáêi õèìåðè, à òàêîæ áóäóòü ðîçãëÿíóòi áiôóðêàöiéíi

ïåðåõîäè ó äàíèõ ñèñòåìàõ. Áóäóòü îïèñàíi äåÿêi îñîáëèâîñòi ïåâíèõ êëàñiâ

ðîçãëÿíóòèõ ñèñòåì. Çîêðåìà, ìè âiäìiòèìî, ùî ó âèïàäêó êiëüöåâî¨ ñèñòåìè

òèïó Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i (ÿêà ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äåìîíñòðàöi¨ õè-

ìåðíèõ ðåæèìiâ) ìà¹ ñiì'¨ ñëàáêèõ õèìåð ç âèðîäæåíîþ ñòiéêiñòþ. Çà íàøèì

ïðèïóùåííÿì îñòàíí¹ ÿâèùå ïîâ'ÿçàíå ç òèì ôàêòîì, ùî õèìåðè ìîæóòü

áóòè ïåðåõiäíèìè ðåæèìàìè ó ñèìóëÿöiÿõ ìàëî�êîìïîíåíòíèõ ìåðåæ.
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6.2. Ìåðåæi ç õèìåðàìè

Ïåðøi ðåçóëüòàòè ïðî êîãåðåíòíî�íåêîãåðåíòíi ðåæèìè áóëè ïðåäñòàâ-

ëåíi ó ðîáîòi [207] äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ îñöèëÿòîðíî¨ ñèñòåìè, çàäàíî¨ ðiâ-

íÿííÿì òèïó Ãiíçáóðãà�Ëàíäàó ç ïåðiîäè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Òi æ

õèìåðíi ðåæèìè ìà¹ i ôàçîâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà�Ëàíäàó, ùî çàäà-

¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

∂θ(y, t)

∂t
= ω +

∫ π

−π
G(y − y) sin(θ(y, t)− θ(y, t) + α)dy, (6.1)

äå y ∈ T1 � ïðîñòîðîâà çìiííà, θ(y, t) � ôàçà îñöèëÿòîðà ó ïîçèöi¨ y, ω � ÷à-

ñòîòà, α � ïàðàìåòð ôàçîâîãî çñóâó, G(y − y) ¹ íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ (ÿäðîì),

ùî çàáåçïå÷ó¹ íåëîêàëüíèé çâ'ÿçîê ìiæ îñöèëÿòîðàìè íà êîëi â çàëåæíîñòi

âiä âiäñòàíi ìiæ íèìè |y−y|. Ó ïåðøèõ ðîáîòàõ [207, 14] ÿäðî ìàëî âiäïîâiäíî

âèãëÿä G(y) = κ exp(−κ|y|)/2 òà G(y) = (1+κ cos y)/(2π), äåκ� ïàðàìåòð. Òåî-

ðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ ùîäî êîãåðåíòíî íåêîãåðåíòíèõ ñòàíiâ, ÿêi çãîäîì ñòàëè

íàçèâàòèñü õèìåðíèìè ñòàíàìè [14], ïiäòâåðäæóþòüñÿ ÷èñåëüíèìè åêñïåðè-

ìåíòàìè äëÿ âåëèêî¨ êiëüêîñòi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ i ïàðàìåòðó ôàçîâîãî

çñóâó α, áëèçüêîãî äî π/2.

Ïðîðîáèâøè äâà êðîêè (ïåðåõiä äî ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè, âèäiëåííÿ ôàçî-

âèõ çìiííèõ) âiä ðiâíÿííÿ (6.1) ìîæíà ïåðåéòè äî ñêií÷åííî�âèìiðíî¨ ñèñòåìè

Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ç öèðêóëÿíòíîþ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ K = (Kij)
N
i,j=1,

åëåìåíòè ÿêî¨ ðîçïîäiëåíi ïîäiáíî äî G(y), äå |y| � äèñêðåòíèé àíàëîã âiä-

ñòàíi åëåìåíòà ìàòðèöi äî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà, ÿê ðîáèòüñÿ ó ïåðåâàæíié

áiëüøîñòi ïåðøèõ ðîáiò ïî õèìåðàõ. Áóäåìî çàñòîñîâóâàòè ïîäiáíèõ ïiäõiä,

àëå íà áiëüø çàãàëüíèõ ìåðåæàõ.

Îòæå, ðîçãëÿíåìî ìåðåæó N çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ÿêà îïèñó¹-

òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dθi
dt

= ωi +
N∑
j=1

Kijg(θi − θj), (6.2)

äå (θ1, . . . , θN) ∈ TN = [0, 2π)N � ôàçîâi çìiííi, ωi � âëàñíi ÷àñòîòè, Kij �
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ñèëè çâ'ÿçêiâ (âïëèâ j�ãî îñöèëÿòîðà íà i�é), g(x) � ãëàäêà 2π�ïåðiîäè÷íà

ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó. Ôàçîâi îñöèëÿòîðè ¹ iäåíòè÷íèìè, ÿêùî ωi = ω, i = 1, . . . N .

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè ω = 0, ÿê öå ïîêàçóâàëîñü ó ïîïå-

ðåäíiõ ðîçäiëàõ. Áóäåìî âèâ÷àòè ìîäåëü òèïó Ãàíñåëà�Ìàíî�Ìîíü¹ [159, 160],

òîáòî ñèñòåìó (6.2) ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó

g(x) = − sin(x− α) + r sin(2x) (6.3)

ç äâîìà ïàðàìåòðàìè α òà r. Íàãàäà¹ìî, ùî ïðè r = 0 ñèñòåìà (6.2) ðåäóêó¹-

òüñÿ äî âèïàäêó ìîäåëi òèïó Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i [282].

Îçíà÷åííÿ 6.2.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî îñöèëÿòîðè ¹ íåðîçðiçíþâàíèìè,

ÿêùî îñöèëÿòîðè ¹ iäåíòè÷íèìè òà âçà¹ìîçàìiííèìè ó ñåíñi, ùî êîæåí

ç íèõ ìà¹ îäíàêîâó êiëüêiñòü òà ñèëó çâ'ÿçêiâ [43].

Âèùå íàâåäåíå îçíà÷åííÿ ¹ åêâiâàëåíòíå äî íàñòóïíèõ òâåðäæåíü (ÿêi ç

ðiçíèõ áîêiâ îïèñóþòü ïðèðîäó ìåðåæi):

(i) Ïîòðiáíî ëèøå îäíå ðiâíÿííÿ äëÿ îçíà÷åííÿ ñèñòåìè, ç òî÷íiñòþ äî ïåðå-

ñòàíîâîê.

(ii) � N ïåðåñòàíîâîê σi ∈ SN ç σi(i) = i äëÿ i = 1, . . . , N , òàêèõ, ùî ìàòðèöÿ

K = {Kij}Ni,j=1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

Kij = kσi(j)

äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà ki òà äëÿ âñiõ i 6= j (à ñàìå ìàòðèöÿ ¹ ïåðåñòàíîâêîþ

âåêòîðiâ ñèë çâ'ÿçêiâ).

(iii) Ñèñòåìà ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ãðóïè ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê, ùî äi¹

òðàíçèòèâíî íà ìíîæèíi N îñöèëÿòîðiâ.

Âiäìiòèìî, ùî ìíîæèíà ñèñòåì ç öèðêóëÿíòíèì çâ'ÿçêîì (ç ìàòðèöåþ

âçà¹ìîäi¨ âèãëÿäó (5.3)) ¹ ïiäìíîæèíîþ íåðîçðiçíþâàíèõ ìåðåæ òîãî æ ïî-

ðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 6.2.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî îñöèëÿòîðè i òà j íà òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè

(6.2) ¹ ÷àñòîòíî ñèíõðîíiçîâàíèìè, ÿêùî
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Ωij = lim
t→∞

1

t
(θi(t)− θj(t)) = 0,

äå ìè âèáèðà¹ìî íåïåðåðâíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ θi(t), θj(t).

Îçíà÷åííÿ 6.2.3. [32, Ashwin, Burylko] Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà A ¹

ñëàáêèì õèìåðíèì ñòàíîì äëÿ ñèñòåìè íåðîçðiçíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿ-

òîðiâ, ÿêùî âîíà ¹ çâ'ÿçíîþ ëàíöþãîâî�ðåêóðåíòíîþ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî

ïîòîêó ìíîæèíîþ òàêîþ, ùî íà êîæíié òðà¹êòîði¨ ç ìíîæèíè A iñíóþòü ií-

äåêñè i, j òà k òàêi, ùî Ωij 6= 0, à Ωik = 0.

Ìè íå íàêëàäà¹ìî æîäíèõ îáìåæåíü íà äèíàìi÷íó ïîâåäiíêó ÷è ñòiéêiñòü

òðà¹êòîðié ç ìíîæèíè A. ßêùî òàêà òðà¹êòîðiÿ ¹ ñiäëîâîãî òèïó ÷è ìà¹ íåé-
òðàëüíó ñòiéêiñòü, ¨¨ ïîâåäiíêà áóäå ñïîñòåðiãàòèñü ÿê ïåðåõiäíèé ðåæèì äëÿ

òèïîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ [341]. ßêùî A ¹ ω�ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ äëÿ äå-

ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, òîäi A ¹ çâ'ÿçíîþ òà ëàíöþãîâî�iíâàðiàíòíîþ [135].

Îòæå, ìè âêëþ÷à¹ìî îñòàííi äâi óìîâè ÿê íåîáõiäíi óìîâè òîãî, ùî äèíàìiêà

ìíîæèíè A îïèñó¹òüñÿ äîâãî�ñòðîêîâîþ ïîâåäiíêîþ îäíi¹¨ òðà¹êòîði¨.

Âíàñëiäîê äðèôòó iíêîãåðåíòíîãî ðåãiîíó, õèìåðíi ñòàíè äëÿ âåëèêèõ N

íå ¹, ïî ñóòi, ñëàáêèìè õèìåðàìè. Ïðîòå, ÿê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, íåñòié-

êi õèìåðè ìîæóòü âiäiãðàâàòè òàêó âàæëèâó ðîëü ó ôîðìóâàííi (çàãàëüíèõ)

õèìåð ó ìåðåæàõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ÿê ïåðiîäè÷íi îðáiòè âiäiãðàþòü âà-

æëèâó ðîëü ó ôîðìóâàííi õàîòè÷íî¨ äèíàìiêè.

� ïåâíèé åëåìåíò íåñïîäiâàíêè ó âèçíà÷åííi ñëàáêèõ õèìåð: ìîæíà î÷i-

êóâàòè, ùî ñèñòåìè íåðîçðiçíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ çàâæäè ÷àñòîòíî

ñèíõðîíiçîâàíèìè, àëå öå íå âiäïîâiäà¹ äiéñíîñòi äëÿ áàãàòüîõ ìåðåæ (ÿê ìè

ïîêàæåìî äàëi). Äëÿ iíøèõ ñèñòåì âèãëÿäó (6.2) ìè çíàõîäèìî ìíîæèíó ïà-

ðàìåòðiâ ïðè ÿêèõ iñíóþòü ïðèòÿãóþ÷i ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè (àòðàêòîðè),

êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(a) ¹ ïðèíàéìíi ÷îòèðè îñöèëÿòîðè â ñèñòåìi,

(b) ìåðåæà ìà¹ ïðèíàéìíi äâi ðiçíèõ ñèëè çâ'ÿçêiâ,

(c) ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ìà¹ ïðèíàéìíi äâà êîìïîíåíòè ðîçêëàäó Ôóð'¹ (òîáòî

r 6= 0 äëÿ ôóíêöi¨ (6.3)).



257

Âiäìiòèìî, ùî ç óìîâè (a) âèïëèâà¹ ç óìîâè (b) äëÿ ñèñòåìè íåðîçði-

çíþâàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Ç íàâåäåíèõ ó ëiòåðàòóði ïðèêëàäiâ âèïëèâà¹, ùî (c)

íå ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ñëàáêèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ, àëå äàíà óìî-

âà ãàðàíòó¹ áiñòàáiëüíiñòü õèìåðíèõ ñòàíiâ i ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨. Óìîâà (c)

òàêîæ áóäå âèêîðèñòàíà íàìè ïðè ïîáóäîâi ïðèêëàäó ìiíiìàëüíèõ ñëàáêèõ

õèìåð.

Âiäìiòèìî, ùî äî ââåäåííÿ îçíà÷åííÿ ñëàáêèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ ó 2015

ðîöi ó ðîáîòi Ï. Åøâiíà òà àâòîðà [32], ïiä îçíà÷åííÿì õèìåð íåôîðìàëüíî

ââàæàëèñü ðåæèìè, ó ïåâíîìó ñåíñi ïîäiáíi äî ðåæèìiâ îïèñàíèõ ó ðîáîòàõ

[207, 14, 15]. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ïîíÿòòÿ ñëàáêèõ õèìåð çâóæó¹ ìíîæèíó

(çàãàëüíèõ) õèìåð, âîíî îäíîçíà÷íèì òà ïðîñòèì äëÿ ôîðìàëüíî¨ ïåðåâiðêè.

Äàíå îçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ðîáîòàõ ïðèñâÿ÷åíèõ îïèñàííþ õèìåð ó

ìåðåæàõ ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi òà ó ðîáîòàõ, äå àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè ¹ íå ìåíø

âàæëèâèìè çà êîìï'þòåðíó ñèìóëÿöiþ.

6.3. Íåðîçðiçíþâàíi ôàçîâi îñöèëÿòîðè òà ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (6.2) ç ãëîáàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ (êîæåí ç êî-

æíèì), äå Kij = K, i, j = 1, . . . , N . Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ ïîâíó ñèìå-

òðiþ ïåðåñòàíîâîê SN i, ÿê íàñëiäîê, ñèñòåìà ìà¹ iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè, ùî

âiäïîâiäàþòü êëàñòåðàì θi = θj (ïî ìîäóëþ 2π) äëÿ áóäü�ÿêèõ i 6= j. Ç íàÿâ-

íîñòi òàêèõ (N − 1)! iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ êîðîçìiðíîñòi�îäèí âèïëèâà¹,

ùî òàêîæ áóäå ïåðåñòàíîâêà îñöèëÿòîðiâ k(j) òàêà, ùî

θk(1) ≤ θk(2) ≤ · · · ≤ θk(N) ≤ θk(1) + 2π, (6.4)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè. Äàíi îáìåæåííÿ ðîáëÿòü ìîæëè-

âèì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 6.3.1. Äëÿ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ N iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ç Kij = K

òà äîâiëüíîþ g(x) âñi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (6.2) ¹ ÷àñòîòíî ñèíõðîíiçîâàíèìè.

Ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè ó äàíî¨ ñèñòåìè íå iñíóþòü.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ÷àñòèíà ëåìè ¹ ïåðåôîðìóëüîâàíîþ Ëåìîþ 5.3 ç ðî-

áîòè Ï. Åøâiíà òà Äæ. Ñâiôòà [43]. Äðóãà ÷àñòèíà ëåìè âèïëèâà¹ ç ïåðøî¨ òà
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Îçíà÷åííÿ 6.2.3, îñêiëüêè äëÿ iñíóâàííÿ ñëàáêèõ õèìåð íåîáõiäíî íàÿâíîñòi

ïðèíàéìíi äâîõ ÷àñòîòíî äåñèíõðîíiçîâàíèõ îñöèëÿòîðiâ θi òà θj. �

Îïèñàíèé â òåîðåìi ðåçóëüòàò íå óçàãàëüíþ¹òüñÿ äëÿ áiëüø ñêëàäíèõ ñè-

ñòåì, ó ÿêèõ êîæåí âóçîë çàäà¹òüñÿ áiëüøå íiæ îäíèì ðiâíÿííÿì, îñêiëüêè

i óìîâà (6.4) ó öüîìó âèïàäêó íå ¹ îáîâ'ÿçêîâîþ äëÿ âèêîíàííÿ. Äiéñíî, õè-

ìåðíi ñòàíè áóëè çíàéäåíi äëÿ ãëîáàëüíî�çâ'ÿçàíèõ ìåðåæ ç äâî�âèìiðíèìè

âóçëàìè [286, 291, 225].

Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî ñëàáêèé çâ'ÿçîê ìiæ äâîìà ïiäìåðåæàìè (÷è ìî-

äóëÿìè) ìîæå ñïðè÷èíèòè iñíóâàííÿ ñëàáêèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ, çîêðåìà äëÿ

ìåðåæ çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 8.31 .

6.3.1. Ìiíiìàëüíà ìåðåæà çi ñòiéêèì õèìåðíèì ñòàíîì

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ (6.2) ç ãðàôîì çâ'ÿçêiâ, ïðåä-

ñòàâëåíèì íà ðèñ. 8.31(a), ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨ (6.3) òà ñèëàìè çâ'ÿçêiâ Kij ∈
{1, ε}. Òîáòî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìåðåæó ç äâîõ ñèëüíî çâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþ ïàð

îñöèëÿòîðiâ θ1, θ3 òà θ2, θ4 çi çâ'ÿçêàìè K13 = K24 = 1, ó òîé ÷àñ, ÿê âñi iíøi

÷îòèðè çâ'ÿçêè ¹ áëèçüêèìè äî íóëÿ: K12 = K23 = K34 = K41 = ε, Kij = Kji.

Î÷åâèäíî, ùî òîäi îñöèëÿòîðíà ìåðåæà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåðîçðiçíþâàíèõ åëå-

ìåíòiâ. Ñèñòåìà (6.2) ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä:

dθ1

dt
= ω + (g(θ1 − θ3) + g(0)) + ε (g(θ1 − θ2) + g(θ1 − θ4) ,

dθ2

dt
= ω + (g(θ2 − θ4) + g(0)) + ε (g(θ2 − θ3) + g(θ2 − θ1) ,

dθ3

dt
= ω + (g(θ3 − θ1) + g(0)) + ε (g(θ3 − θ4) + g(θ3 − θ2) ,

dθ4

dt
= ω + (g(θ4 − θ2) + g(0)) + ε (g(θ4 − θ1) + g(θ4 − θ2) . (6.5)

Òåîðåìà 6.3.1. Iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà ïàðàìåòðiâ (r, α) òàêà, ùî ÷îòè-

ðüîõ�îñöèëÿòîðíà ñèñòåìà (6.2), (6.3) ìà¹ ïðèòÿãóþ÷èé õèìåðíèé ñòàí äëÿ

ε = 0, ÿêèé çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ ε, êîëè |ε| äîñòàòíüî ìàëà âåëè÷èíà.

Äîâåäåííÿ. Ñèñòåìà (6.5) ñïåöiàëüíî ñêîíñòðóéîâàíà òàêèì ÷èíîì, ùîá

ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì Îçíà÷åííÿ 6.2.3. Ñïî÷àòêó
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ðîçãëÿíåìî ðîçùåïëåíó íà äâà áëîêè ïî äâà îñöèëÿòîðè ìåðåæó ïðè ε = 0.

Îñöèëÿòîðè ó êîæíîìó áëîöi ìiæ ñîáîþ ïîâ'ÿçàíi, àëå áëîêè ìiæ ñîáîþ íå

ïîâ'ÿçàíi i ìîæóòü ðóõàòèñü ïî ôàçi ÿê çàâãîäíî îäèí âiäíîñíî îäíîãî. Äî-

âiâøè ñòiéêiñòü ïåâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ñåðåäèíi êîæíîãî áëîêó, ìè ïîêàæåìî,

ùî ôîðìàëüíî ìåðåæà çàäà¹ ñòiéêèé õèìåðíèé ñòàí (ñèíõðîíiçàöiÿ âñåðå-

äèíi áëîêiâ òà äåñèíõðîíiçàöiÿ çîâíi). Ïðîáëåìà ëèøå â òîìó, ùî åëåìåíòè

ñèñòåìè íå ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ ïðè ε = 0 i òîìó âîíà íå ìîæå ââàæàòèñü

ïîâíîöiííîþ ìåðåæåþ. Îòæå, äàëi òðåáà áóäå ïîêàçàòè, ùî çíàéäåíi ñòiéêi

ðåæèìè äëÿ ðîçùåïëåíî¨ ñèñòåìè áóäóòü iñíóâàòè i çàëèøàòüñÿ ñòiéêèìè ïðè

ñëàáêié âçà¹ìîäi¨ ìiæ áëîêàìè ïðè ìàëèõ ε (êîëè ñèñòåìà ìîæå ââàæàòèñü

ïîâíîöiííîþ). Âiäìiòèìî, ùî ñòiéêi ðåæèìè ó êîæíîìó ç áëîêiâ ïîâèííi ìàòè

ðiçíó ñòðóêòóðó, îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó áëîêè ñèíõðîíiçóþòüñÿ

ìiæ ñîáîþ ïðè ïîÿâi ñëàáêî¨ âçà¹ìîäi¨ ó ãëîáàëüíié ìåðåæi. Äëÿ âèêîíàííÿ

îñòàííüî¨ âèìîãè ìè ïîêàæåìî áiñòàáiëüíiñòü ó âíóòðiøíié äèíàìiöi áëîêó.

Çâåäåìî ñèñòåìó (6.5) äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ çà äîïîìîãîþ ââå-

äåííÿ íîâèõ êîîðäèíàò:

ϕ1 = θ1 − θ3, ϕ2 = θ2 − θ4, ϕ3 = θ1 − θ2

òà ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ gij = g(θi − θj). Òîäi îòðèìà¹ìî òðè�âèìiðíó ñèñòåìó
íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

dϕ1

dt
= g13 − g31 + ε(g12+g14 − g32 − g34),

dϕ2

dt
= g24 − g42 + ε(g21+g23 − g41 − g43),

dϕ3

dt
= g13 − g24 + ε(g12+g14 − g21 − g23).

Ïîçíà÷èâøè g(ϕ) = (p(ϕ) + q(ϕ))/2, äå p(ϕ) ¹ ïàðíîþ ÷àñòèíîþ ôóíêöi¨, à
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q(ϕ) ¹ ¨¨ íåïàðíîþ ÷àñòèíî, ïåðåïèñó¹ìî îñòàííþ ñèñòåìó ó âèãëÿäi:

dϕ1

dt
= q(ϕ1) + ε(g(ϕ3) + g(ϕ3 + ϕ2)− g(−ϕ1 + ϕ3)− g(ϕ2 + ϕ3 − ϕ1)),

dϕ2

dt
= q(ϕ2) + ε(g(−ϕ3) + g(ϕ1 − ϕ3)− g(−ϕ2 − ϕ3)− g(ϕ1 + ϕ2 − ϕ3)),

dϕ3

dt
= g(ϕ1)− g(ϕ2) + ε(g(ϕ3) + g(ϕ3 + ϕ2)− g(−ϕ3)− g(ϕ1 − ϕ3)). (6.6)

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (6.6) äëÿ ε = 0. Ó öüîìó âèïàäêó äâà ïåðøi

ðiâíÿííÿ ìàþòü îäíàêîâèé ïðîñòèé âèãëÿä:

dϕ

dt
= q(ϕ), (6.7)

äëÿ ϕ = ϕi, i = 1, 2. Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó g ìà¹ âèãëÿä (6.3),

ìîæåìî çàïèñàòè

q(ϕ) = g(ϕ)− g(−ϕ) = −2 sinϕ cosα + 2r sin(2ϕ) = 2 sinϕ(− cosα + 2r cosϕ).

Ðiâíÿííÿ (6.7) ìà¹ îáëàñòü áiñòàáiëüíîñòi ó ïàðàìåòðè÷íié ïëîùèíi (α, r),

äå ñïiâiñíóþòü äâà àòðàêòîðè: ϕ = 0 òà ϕ = π (ÿê öå áóëî ïîêàçàíî ó ïiä-

ðîçäiëi 3.9.1). Óìîâîþ áiñòàáiëüíîñòi äàíîãî ðiâíÿííÿ ¹ îäíî÷àñíå âèêîíà-

ííÿ íåðiâíîñòåé q′(0) < 0 òà q′(π) < 0. Îñêiëüêè q′(0) = −2 cosα + 4r òà

q′(π) = 2 cosα + 4r, òî ïîòðiáíî âèìàãàòè îäíî÷àñíå âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé

r < −(cosα)/2 òà r < (cosα)/2. Òàêèì ÷èíîì, îáëàñòü áiñòàáiëüíîñòi ðiâíÿííÿ

(6.7) ó ïëîùèíi (α, r) îïèñó¹òüñÿ óìîâîþ:

r < min{cosα,− cosα}/2 = −| cosα|/2. (6.8)

Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâi óìîâè (ϕ1, ϕ2, ϕ3) = (0, π, ξ). Ïðè ε = 0 öi ïåðiîäè÷íi

óìîâè ëåæàòü íà ïåðiîäè÷íié îðáiòi

(ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t)) = (0, π,Ωt+ ξ),

äå Ω := g(0) − g(π) = 2 sinα ¹ íåçàëåæíèì âiä ïàðàìåòðó r. Öÿ ïåðiîäè÷íà
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îðáiòà ¹ êîìïàêòíîþ ðåêóðåíòíîþ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ, ÿêà íå ¹ ÷àñòîòíî

ñèíõðîíiçîâàíîþ ïðè α 6= kπ, k ∈ Z.
Öÿ ïåðiîäè÷íà îðáiòà ¹ ñòiéêîþ ç åêñïîíåíòàìè Ôëîêå: 0, q′(0)2π/Ω òà

q′(π)2π/Ω. I, îñòàòî÷íî, ç ãiïåðáîëi÷íîñòi ëiíiéíî ñòiéêî¨ ïåðiîäè÷íî¨ îðái-

òè âèïëèâà¹ óìîâà iñíóâàííÿ ñòiéêî¨ ïåðiîäè÷íî¨ îðáiòè ïðè ìàëèõ çáóðåí-

íÿõ ïàðàìåòðiâ. Çîêðåìà, äëÿ áóäü�ÿêèõ (α, r), ùî çàäîâîëüíÿþòü (6.8) çíà-

éäåòüñÿ ε0(r, α) òàêå, ùî ñëàáêèé õèìåðíèé ñòàí çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ ε, äå

|ε| < ε0(α, r). �

Ìè íå äà¹ìî âåðõíüî¨ ãðàíèöi ε0(r, α) çà âèíÿòêîì çàóâàæåííÿ, ùî ó

áóäü�ÿêîìó âèïàäêó ε ↘ 0 ïðè r + | cosα|/2 ↗ 0. Ç Òåîðåìè 6.3.1 âèïëèâà¹,

ùî ñëàáêèé õèìåðíèé ñòàí ïîâèíåí çíèêíóòè ïðè ε = 1, i òîìó ε0(r, α) < 1.

Öÿ ñëàáêà õèìåðà ¹ âèðîäæåíîþ ïðè r = 0, îñêiëüêè íåìà¹ áiñòàáiëüíîñòi

ñèíôàçíîãî òà àíòèôàçíîãî ñòàíiâ ðiâíÿííÿ (6.7) ó öüîìó âèïàäêó. Êðèâà

r = −1
2

cosα ó ïàðàìåòðè÷íié ïëîùèíi ñèñòåìè (6.6) âiäïîâiäà¹ ñóáêðèòè-

÷íié âèëêîâié áiôóðêàöi¨ íà iíâàðiàíòíié ïëîùèíi ϕ1 = 0 ñòiéêîãî öèêëó ç

êîîðäèíàòîþ ϕ2 = π òà äâîõ ñiäëîâèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ç êîîðäèíàòàìè

ϕ2 = ± arccos(cosα/(2r)) ïðè ε = 0. Êðèâà r = 1
2

cosα âiäïîâiäà¹ ñóáêðè-

òè÷íié âèëêîâié áiôóðêàöi¨ íà iíâàðiàíòíié ïëîùèíi ϕ2 = π òàêîãî æ ñòié-

êîãî öèêëó ç êîîðäèíàòîþ ϕ1 = 0 òà äâîõ ñiäëîâèõ öèêëiâ ç êîîðäèíàòàìè

ϕ1 = ± arccos(cosα/(2r)).

Ñèñòåìà (6.3.1) ìîæå áóòè óçàãàëüíåíîþ äëÿ äâîõ òèïiâ ñëàáêèõ çâ'ÿçêiâ:

ε1 âiä îñöèëÿòîðà θi äî θi+1 òà ε2 âiä îñöèëÿòîðà θi äî θi−1. Ó öüîìó âèïàäêó

ìåðåæà çàäà¹òüñÿ íàïðàâëåíèì ãðàôîì àáî öèðêóëÿíòíîþ ìàòðèöåþ

K = circ(K1, . . . , K4) = circ(0, ε1, 1, ε2) =


0 ε1 1 ε2

ε2 0 ε1 1

1 ε2 0 ε1

ε1 1 ε2 0

 .

Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ Z4 ñèìåòðiþ. Ó ÷àñòêîâîìó, îïèñàíîìó ñèñòå-

ìîþ (6.5) ãðàô çâ'ÿçêó ¹ íåíàïðàâëåíèì, à ìàòðèöÿK ¹ öèðêóëÿíòíîþ i ñèìå-

òðè÷íîþ. Òåîðåìà 6.3.1 ìîæå áóòè óçàãàëüíåíîþ ó öüîìó âèïàäêó íàñòóïíèì
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÷èíîì. Ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó ε1 = ε2 = ε ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ

(6.6) ìà¹ iíâàðiàíòíó ïëîùèíó ϕ1 = 0, à òàêîæ iñíó¹ õèìåðíèé ñòàí ç ϕ1 = 0.

Ó âèïàäêó óçàãàëüíåíî¨ ñèñòåìè äëÿ ε1 6= ε2 ïëîùèíà âæå íå ¹ iíâàðiàíòíîþ

âiäíîñíî ïîòîêó, àëå äîñèòü ìiñòèòü ñëàáêi õèìåðíi ðîçâ'ÿçêè. Âiäìiòèìî, ùî

ñèñòåìà ñòà¹ âæå çâ'ÿçàíîþ, ÿêùî ε1 (àáî ε2) ñòà¹ íåðiâíèì íóëþ, ó òîé ÷àñ,

êîëè ε2 (âiäïîâiäíî ε1) çàëèøà¹òüñÿ ðiâíèì íóëþ.

Iñíó¹ ùå îäíà ñèñòåìà ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ, ÿêà ìà¹ ñòiéêi ñëàáêi õèìåðíi

ñòàíè. Öå ñèñòåìà, çâ'ÿçêè ó ÿêié çàäàþòüñÿ ìàòðèöåþ

K =


0 ε 0 1

ε 0 1 0

0 1 0 ε

1 0 ε 0


òà çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.32 . Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíiõ âèïàäêiâ, çâ'ÿçêè ó

ìåðåæi íå ¹ ãëîáàëüíèìè, àëå ñèñòåìà ïðè öüîìó ¹ çâ'ÿçíîþ ïðè ε 6= 0, íåðî-

çðiçíþâàíîþ òà, àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ âèïàäêiâ, áóäå ìàòè ñòiéêi õèìåðíi

ñòàíè.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi áóëà ñêîíñòðóéîâàíà ìiíiìàëüíà íåðîçðiçíþâàíà ìî-

äóëüíà ìåðåæà òàêèì ÷èíîì, ùîá çàäàíà íà íié ïåâíèì ÷èíîì äèíàìi÷íà

ñèñòåìà ìàëà ñòiéêó ñëàáêó õèìåðó. Ïîáóäîâà òàêîãî õèìåðíîãî ñòàíó òà äî-

âåäåííÿ éîãî ñòiéêîñòi ìàëî êîíñòðóêòèâíèé õàðàêòåð. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iäåÿ

ïîáóäîâè ìîäóëüíèõ ìåðåæ ç õèìåðàìè ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà i äëÿ ñèñòåì

ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ ÿê ìîäóëiâ, òàê i åëåìåíòiâ îêðåìîãî ìîäóëÿ. Ïðè öüîìó

íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè äèíàìêó âñåðåäèíi êîæíîãî áëîêó ñèñòåìè, ÿêà, î÷å-

âèäíî, óñêëàäíþ¹òüñÿ i óðiçíîìàíiòíþ¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿ ðîçìiðíîñòi. Äàëi

ìè îïèøåìî àëãîðèòìè ïîáóäîâè ìîäóëüíèõ õèìåð ó êiëüêîõ êîíêðåòíèõ âè-

ïàäêàõ òà â öiëîìó.

6.3.2. Ãåòåðîêëiíi÷íi õèìåðè ó áëî÷íèõ ìåðåæàõ

Ðîçãëÿíåìî ìåðåæó äâîõ áëîêiâ (ìîäóëiâ), êîæåí ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç

k = N/2 âçà¹ìîäiþ÷èõ îñöèëÿòîðiâ ç ñèëüíèìè çâ'ÿçêàìè âñåðåäèíi áëîêiâ

òà ñëàáêèìè çâ'ÿçêàìè ìiæ áëîêàìè. Òàêi ìåðåæi ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.31 äëÿ



263

ñèñòåì äâî, òðè òà ï'ÿòè�âèìiðíèõ áëîêiâ. Áëî÷íà ñèñòåìà çàäà¹òüñÿ âèðàçîì:

dθi
dt

= ω +
k∑
j=1

g(θi − θj) + ε
2k∑

j=k+1

g(θi − θj), i = 1, . . . , k,

dθi
dt

= ω + ε
k∑
j=1

g(θi − θj) +
2k∑

j=k+1

g(θi − θj), i = k + 1, . . . , 2k. (6.9)

äå âñi iíäåêñè áåðóòüñÿ ïî ìîäóëþ N . Ìåðåæà (6.9) ç äâîõ k�âèìiðíèõ áëîêiâ

ïîáóäîâàíà àíàëîãi÷íî ñèñòåìi ç äâîõ äâî�âèìiðíèõ áëîêiâ (6.6) ñïåöiàëüíî

òàêèì ÷èíîì, ùîá çáåðåãòè îñîáëèâîñòi ïîïåðåäíüî¨ ñèñòåìè. ßê áóëî ïîêàçà-

íî ó ðîçäiëi 3, ñèñòåìà òðüîõ îñöèëÿòîðiâ âæå äåìîíñòðó¹ äóæå íåòðèâiàëüíó

äèíàìiêó òà ñïiâiñíóâàííÿ àòðàêòîðiâ ðiçíèõ òèïiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìóëü-

òèñòàáiëüíiñòü êiëüêîõ ðiçíèõ ðåæèìiâ òðè�âèìiðíî¨ îñöèëÿòîðíî¨ ñèñòåìè,

òà íàâåäåíó ó ïîïåðåäíié òåîðåìi êîíñòðóêöiþ, ìîæíà ïîêàçàòè iñíóâàííÿ

ñëàáêèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ áiëüø ñêëàäíî¨ äèíàìiêè.

Òåîðåìà 6.3.2. Iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà ïàðàìåòðiâ (r, α) òàêà, ùî øå-

ñòè�îñöèëÿòîðíà ñèñòåìà (6.9), (6.3) ïðè k = 3 ìà¹ ïðèòÿãóþ÷èé õèìåðíèé

ñòàí äëÿ ε = 0, ÿêèé çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ ε, êîëè |ε| äîñòàòíüî ìàëà âåëè÷è-
íà. Äàíà ñèñòåìà ìîæå ìàòè êiëüêà òèïiâ õèìåðíèõ ñòàíiâ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ

ìiæ ñîáîþ äèíàìiêîþ (ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ, äâà êëàñòåðè, ãëîáàëüíà àíòè-

ôàçà, ãðàíè÷íèé öèêë, ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë) âñåðåäèíi äâîõ òðè�âèìiðíèõ

ìîäóëiâ, à ìîäóëi äåñèíõðîíiçîâàíi ìiæ ñîáîþ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèêîíà¹ìî äåÿêi ïåðåòâîðåííÿ äëÿ çàãàëüíî¨

äâî�áëî÷íî¨ ñèñòåìè, îñêiëüêè ñèòóàöiÿ ¹ çàãàëüíîþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òðè

òèïè íîâèõ çìiííèõ

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , k − 1, ϕ0
df
= 0,

ϕi = θk+1 − θi+k+1, i = 1, . . . , k − 1, ϕ0

df
= 0,

ϕ̃ = θ1 − θk+1,
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çâîäèìî ñèñòåìó (6.9) äî (2N − 1)�âèìiðíî¨ ñèñòåìè âèãëÿäó:

dϕi
dt

=
k−1∑
j=0

[
g(ϕj)− g(ϕj − ϕi) + ε

(
g(ϕj + ϕ̃)− g(ϕj − ϕi + ϕ̃)

)]
, i = 1, . . . , k,

dϕi
dt

=
k−1∑
j=0

[
g(ϕj)− g(ϕj − ϕi) + ε

(
g(ϕj + ϕ̃)− g(ϕj − ϕi + ϕ̃)

)]
, i = 1, . . . , k,

dϕ̃

dt
=

k−1∑
j=1

[
g(ϕj)− g(ϕj)

]
+ ε

k−1∑
j=0

[
g(ϕj + ϕ̃)− g(ϕj − ϕ̃)

]
. (6.10)

Ïðè ε = 0 ñèñòåìà (6.10) ðîçùåïëþ¹òüñÿ íà äâi îäíàêîâi (k − 1)�âèìiðíi

ñèñòåìè
dϕi
dt

=
k−1∑
j=0

g(ϕj)− g(ϕj − ϕi), i = 1, . . . , k, (6.11)

äëÿ äâîõ ñèìåòðè÷íèõ òèïiâ çìiííèõ Φ = (ϕ1, . . . , ϕk), Φ = (ϕ1, . . . , ϕk), k =

N/2, òà ðiâíÿííÿ

dϕ̃

dt
=

k−1∑
j=1

[
g(ϕj)− g(ϕj)

]
, (6.12)

ÿêå îïèñó¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ äâîìà áëîêàìè (äëÿ âçà¹ìíîãî ìiñöåïîëîæåííÿ

áëîêiâ îñöèëÿòîðiâ íà êîëi äîñòàòíüî âèáðàòè ïî îäíîìó äîâiëüíîìó ç áëîêó).

Êîãåðåíòíó ÷àñòèíó õèìåðíèõ ñòàíiâ çàáåçïå÷óþòü àòðàêòîðè ó ñåðåäèíi

áëîêiâ, êîîðäèíàòè ÿêèõ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φatr, Φatr, îñêiëüêè áëîê�ñèñòåìà

(6.11) ¹ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíîþ i ìà¹ ëèøå ôàçîâî çàìêíóòi òðà¹êòîði¨. Ïðàâà

÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (6.12) íå çàëåæàòü âiä âëàñíî¨ çìiííî¨, à çàëåæèòü ëèøå

âiä âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ òðà¹êòîðié àòðàêòîðiâ Φatr, Φatr äâîõ áëîêiâ ìiæ

ñîáîþ. Ó âèïàäêó, êîëè äàíi àòðàêòîðè ¹ ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè

ϕ̃(t) = Ωt+ ξ, Ω =
k−1∑
j=1

[
g(ϕj)− g(ϕj)

]
,

òîáòî àòðàêòîðè ¹ ôàçîâî íåçàìêíóòèìè îäèí âiäíîñíî iíøîãî ç ñåðåäíüîþ

÷àñòîòîþ 〈dϕ̃(t)/dt〉 = Ω. Ω 6= 0, îñêiëüêè àòðàêòîðè Φatr, Φatr íå iäåíòè-
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÷íi. Ñåðåäíÿ êóòîâà øâèäêiñòü ìiæ áëî÷íèìè ãðóïàìè îñöèëÿòîðiâ çà ÷àñ T

ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿê

Ω(t) =
1

t

∫ t

0

k−1∑
j=1

[
g(ϕj(τ))− g(ϕj(τ))

]
dτ.

Óìîâà 〈Ω〉 = limt→∞Ω(t) = 0 ìîæå âèêîíóâàòèñü ëèøå ïðè äóæå ñïåöèôi-

÷íèõ âèìîãàõ, ùî áåç ïðèïóùåííÿ äîäàòêîâèõ ñèìåòðié ïîðóøóþòüñÿ. Îñòàí-

í¹ ïðèçâîäèòü äî ôàçîâî¨ íåçàìêíóòîñòi áëîêiâ ïðè ε = 0. Íåâåëèêi çáóðåííÿ

ñèñòåìè çáåðiãàþòü ôàçîâó çàìêíóòiñòü ñèñòåìè âñåðåäèíi áëîêiâ òà çàëèøà-

þòü íåíóëüîâîþ ñåðåäíþ ÷àñòîòó ðóõó áëîêiâ îäèí âiäíîñíî îäíîãî, òîáòî

ñëàáêi õèìåðè ðiçíèõ òèïiâ çáåðiãàþòüñÿ ïðè íåâåëèêèõ çíà÷åííÿõ ç iíòåðâà-

ëó, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè.

Äàëi ïåðåõîäèìî äî ÷àñòêîâîãî âèïàäêó N = 2k = 6. Ïî÷íåìî ç ε = 0. Ç

äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ ó ïiäðîçäiëi 3 âiäîìî, ùî òðè�âèìiðíà ñèñòåìà (6.11)

(ïðè k = 3) ç ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨ (6.3) ìà¹ ñïiâiñíóâàííÿ êiëüêîõ ðiçíèõ àòðà-

êòîðiâ äëÿ äîñèòü øèðîêèõ ïàðàìåòðè÷íèõ îáëàñòåé ó (α, r)�ïëîùèíi. Îòæå,

ìîæíà âèáðàòè ñïåöiàëüíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ α òà r òàêèõ, ùî çàáåçïå÷ó-

þòü áiñòàáiëüíiñòü (öå ìîæíà çðîáèòè, çîêðåìà, çà äîïîìîãîþ áiôóðêàöiéíî¨

äiàãðàìè 8.8). Íàïðèêëàä, äëÿ ïàðàìåòðiâ α = −1.7, α = −0.15 ñèñòåìà ìà¹

ñïiâiñíóâàííÿ ñèíôàçíîãî ñòàíó (ϕ1, ϕ2) òà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíîãî ñòàíó

(ϕ1, ϕ2) = (2π/3, 4π/3). Êðiì öèõ ðåæèìiâ, áóëî ïîêàçàíî ìóëüòèñòàáiëüíiñòü

äâî�êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ, ãðàíè÷íèõ öèêëiâ òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Çîêðå-

ìà, Z3�ñèìåòðè÷íèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñïiâiñíó¹ ç ïîëîæåííÿì ðiâíîìið-

íîãî ðîçïîäiëó ôàç, êîëè ïàðàìåòðè (α, r) íàëåæàòü ëiíi¨ DE ñiäëî�âóçëîâî¨

ãîìîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ íà äiàãðàìi 8.8. Îñòàííi ìîæóòü ñïiâiñíóâàòè ç iíøè-

ìè àòðàêòîðàìè íà ÷àñòèíàõ áiôóðêàöiéíèõ ëiíié ó ïàðàìåòðè÷íîìó ïðîñòî-

ði. Âiäìiòèìî, ùî ñåðåäíÿ ôàçîâà ÷àñòîòà âçà¹ìíîãî ðóõó áëîêiâ îñöèëÿòîðiâ

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæèòü âiä ÷àñó i äâîõ ïàðàìåòðiâ Ω = Ω(t, α, r). Ó

êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó (äâîõ ñïiâiñíóþ÷èõ àòðàêòîðiâ) ¨¨ ñåðåäí¹ çíà-

÷åííÿ íå áóäå íóëüîâèì äëÿ øèðîêî¨ îáëàñòi ïàðàìåòðiâ, à ñëàáêèé õèìåðíèé

ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä (Φatr,Φatr, 〈Ω〉t+ ξ). ßê çàçíà÷àëîñü íåâåëèêi çáóðåííÿ.
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ßê çàçíà÷àëîñü âèùå, âêàçàíà òðà¹êòîðiÿ íå áóäå ðóéíóâàòèñü (ëèøå äåôîð-

ìóâàòèñü) ïðè íåçíà÷íèõ çáóðåííÿ öüîãî ïàðàìåòðó. Òîìó áóäå iñíóâàòè äåÿêå

ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ε0(α, r) òàêå, ùî ïðè |ε| < ε0(α, r) îïèñàíèé õèìåðíèé ñòàí

áóäå âñå ùå çáåðiãàòèñü. �

Çãiäíî ðåçóëüòàòàì ðîáiò [32, 58, 314, 57] äëÿ äâî�áëî÷íèõ ñèñòåì (6.9)

ðîçìiðíîñòi N ≥ 8 êðiì ãåòåðîêëiíi÷íèõ õèìåð ìîæóòü iñíóâàòè õàîòè÷íi õè-

ìåðè. Ìîæëèâîñòi iñíóâàííÿ õèìåð áiëüø ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè ó áëî÷íèõ ñè-

ñòåìàõ âiäêðèâàþòüñÿ ïðè óñêëàäíåííi ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ øëÿõîì çàëó÷åííÿ

íîâèõ ãàðìîíiê òà äîäàòêîâèõ ïàðàìåòðiâ. Ïðèêëàäè êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ òà õà-

îòè÷íèõ õèìåð ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 2 òà ðèñ. 3 ðîáîòè [32, Ashwin, Burylko]

äëÿ ñèñòåì øåñòè òà äåñÿòè îñöèëÿòîðiâ, ïîêàçàíî çàëåæíiñòü âiä ÷àñó ñåðå-

äíiõ ÷àñòîò îñöèëÿòîðiâ òà ïðîåêöi¨ ôàçîâèõ ðiçíèöü. Çîêðåìà íà ðèñ. 3 ðîáî-

òè [32] ïðîäåìîíñòðîâàíî iñíóâàííÿ êîãåðåíòíî�íåêîãåðåíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ

çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ r = 0.2, α = 4.51239, ω = 0.1 òà ε = 0.1 äåñÿòè�âèìiðíî¨

äâîõ iäåíòè÷íèõ ìîäóëiâ, çâ'ÿçàíèõ ôóíêöi¹þ

g(ϕ) = − sin(x− α) + r sin(2ϕ− β).

Òàê, îñòàííÿ ñèñòåìà ïðè âiäñóòíîñòi çâ'ÿçêiâ (ε = 0) ìà¹ ìóëüòèñòàáiëüíiñòü

äâîõ àòðàêòîðiâ: ïîâíiñòþ ñèíôàçíîãî ñòàíó òà ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó, ùî

çâ'ÿçó¹ 30 ñiäëîâèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Çáóðåííÿ ε çàëèøà¹ ãåòåðîêëiíi÷íèé

öèêë ó ïðîåêöi¨ íà îäèí ç áëîêiâ, àëå âçà¹ìîäiÿ ìiæ áëîêàìè ñïðè÷èíÿ¹ êâà-

çi�ïåðiîäè÷íó òà õàîòè÷íó ïîâåäiíêó (â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ) ó ñèñòåìi

â öiëîìó.

Iäåÿ êîíñòðóþâàííÿ áëî÷íèõ ñèñòåì ç õèìåðàìè ¹ äîñèòü ïëiäíîþ i äîçâî-

ëÿ¹ àíàëiòè÷íî äîâåñòè iñíóâàííÿ ñêëàäíèõ ñòiéêèõ õèìåð äëÿ ñèñòåì áiëüøî¨

ðîçìiðíîñòi.. Ðîçãëÿíåìî ìåðåæó ç N = mk îñöèëÿòîðiâ θ ∈ Tm×k i çàäà¹òüñÿ
ñèñòåìîþ:

dθij
dt

= ω +
k∑
q=1

[
Kij,iqg(θij − θiq) + εKij,pq

m∑
p=1,p 6=i

Kij,iqg(θij − θpq)

]
,

äå i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k, à ñèëè çâ'ÿçêiâ Kij,pq ∈ {0, 1} âèáðàíi òàêèì ÷è-
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íîì, ùîá îñöèëÿòîðè ó ìåðåæi áóëè íåðîçðiçíþâàíèìè. Ñèñòåìà ðîçùåïëþ-

¹òüñÿ íà m áëîêiâ ïî k îñöèëÿòîðiâ ó êîæíîìó. Äèíàìiêà ó êîæíîìó ìîäóëi

θ ∈ Tk êåðó¹òüñÿ ñèñòåìîþ

dθj
dt

= ω +
k∑
q=1

Ljqg(θi − θq), j = 1, . . . , k,

äëÿ äåÿêîãî Liq ∈ {0, 1} . ßêùî äèíàìiêà ó îêðåìîìó ìîäóëi ¹ ìóëüòèñòàáiëü-
íîþ, òî ìîæíà îòðèìàòè äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ñëàáèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ

óñi¹¨ ñèñòåìè äëÿ ε > 0. Íàâiòü ó âèïàäêàõ ìîäóëiâ ç ãiïåðáîëi÷íèìè ïåðiîäè-

÷íèìè àòðàêòîðàìè, êîëè äîáóòîê àòðàêòîðiâ ¹ íåãiïåðáîëi÷íèì òà ìà¹ m íó-

ëüîâèõ åêñïîíåíò Ëÿïóíîâà, ìîæíà î÷iêóâàòè äóæå ñêëàäíó ïîâåäiíêó (âêëþ-

÷àþ÷è õàîñ) äëÿ äîâiëüíèõ çáóðåíü. Âêàçàíèé âèùå ìåòîä äà¹ øèðîêi ìîæëè-

âîñòi äëÿ �êîíñòðóþâàííÿ� õèìåðíèõ ñòàíiâ ðiçíèõ òèïiâ [32, 58, 41, 35, 314, 57]

.

6.4. Ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè ó íåìîäóëüîâàíèõ ìå-

ðåæàõ

Äëÿ áëî÷íèõ ìåðåæ, ðîçãëÿíóòèõ ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, ôàêòîðè-

çàöiÿ íà ìóëüòèñòàáiëüíi ìîäóëi äîçâîëÿ¹ çðîçóìiòè ñëàáêi õèìåðè ÿê ñòiéêi

ÿâèùå ó äàíèõ ìåðåæàõ. Òàêîæ íàïðîøó¹òüñÿ iäåÿ, ùî õèìåðè àñîöiþþòüñÿ ç

"ïðîñòîðîâèì õàîñîì" � åêñïîíåíöiàëüíèì ìàñøòàáóâàííÿì êiëüêîñòi àòðà-

êòîðiâ, îñêiëüêè êiëüêiñòü ìîäóëiâ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi [247]. Òèì íå

ìåíø, áàãàòî õèìåð, ÿêi äîñi áóëè äîñëiäæåíi â ëiòåðàòóði, íå ìàþòü òàêî¨

ìîäóëüíî¨ ñòðóêòóðè. Òîìó äàëi áóäóòü ðîçãëÿíóòi êiëüêà ìåðåæ øåñòè îñöè-

ëÿòîðiâ, ùî ìàþòü íå ìîäóëüíó ñòðóêòóðó, àëå áiôóðêàöi¨ â ÿêèõ ïðèâîäÿòü

äî iñíóâàííÿ õèìåð.
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6.4.1. Ñòiéêi òà íåéòðàëüíi ñëàáêi õèìåðè ó ìåðåæàõ øå-

ñòè îñöèëÿòîðiâ

Òðè ðiçíi íåãëîáàëüíî çâ'ÿçàíi ñòðóêòóðè øåñòè íåðîçðiçíþâàíèõ îñöèëÿ-

òîðiâ çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.33. Äëÿ êîæíî¨ ç öèõ ìåðåæ ó ñèñòåìi ç ôóíêöi¹þ

çâ'ÿçêiâ (6.3) ìîæëèâi ïðèòÿãóþ÷i ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè. Íàïðèêëàä, êîæíà ç

òðüîõ ñèñòåì ìà¹ ñòiéêó ñëàáêó õèìåðó ïðè α = 1.6, r = −0.01.

Ðîçãëÿíåìî ìåðåæó, çîáðàæåíó íà ðèñ. 8.33(a), ùî çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ

dθi
dt

= ω +
∑

|i−j|=1,2

g(θi − θj) i = 1, . . . , 6, (6.13)

ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó (6.3), äå iíäåêñè áåðóòüñÿ çà ìîäóëåì 6. Äàíà ñèñòåìà

ìà¹ áàãàòî ñèìåòðié òà âiäïîâiäíèõ ¨ì iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, äàíi ïðî ÿêi

ïiäñóìîâàíî ó Òàáëèöi 6.1. Íà äîäàòîê iíâàðiàíòíèõ ïðîñòîðiâ, ñïðè÷èíåíèõ

ñèìåòðiÿìè, ñòðóêòóðà ç'¹äíàíü îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü äîäàòêîâi iíâàðiàíòíi

ïiäïðîñòîðè, ùî àñîöiþþòüñÿ ç ïåâíèìè îñîáëèâîñòÿìè çâ'ÿçêiâ ó ìåðåæi.

Òðüîõ�ñåêöiéíi ñòðóêòóðè ìåðåæ äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 6

ðîáîòè [32, Ashwin, Burylko].

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà ó ïðîñòî-

ði ïàðàìåòðiâ áiëÿ α = 1.56, r = −0.1, äå ñèñòåìà ìà¹ ñòiéêi ñëàáêi õèìåðè,

ñòiéêiñòü ÿêèõ ïîñòóïîâî âòðà÷à¹òüñÿ ïðè r → 0. Íà ðèñ. 8.34 ïðîäåìîíñòðî-

âàíî òèïîâèé õèìåðíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî íàëåæèòü ïiäïðîñòîðó A7 ⊂ A1 òà ìà¹

âèãëÿä

(θ1, . . . , θ6) = (φ1, φ2, φ1, φ1 + π, φ2, φ1 + π), (6.14)

äå φ1, φ2 � çìiííi íà ïiäïðîñòîði. Îäíàêîâà äèíàìiêà ìîæå áóòè çíàéäåíîþ

äëÿ ïiäïðîñòîðiâ A1 òà A2, îñêiëüêè ó îáîõ âèïàäêàõ òðè�ñåêöiéíà ñòðóêòóðà

ïiäïðîñòîðiâ ¹ îäíàêîâîþ (ðèñ. 7 ó [32]). Iíøi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè, íàïðè-

êëàä, ïiäïðîñòið A6

(θ1, . . . , θ6) = (φ1, φ1 + π, φ2, φ1, φ1 + π, φ2 + π),

ìàþòü ñëàáêi õèìåðíi ðîçâ'ÿçêè, ùî ¹ ñòiéêèìè ïðè r = 0 òà π/2 < α < π.
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Òàáë. 6.1: Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè ñèñòåìè øåñòè îñöèëÿòîðiâ
Ïiäïðîñòið Òèïîâà òî÷êà Ðîçìiðíiñòü

Σ (θ1, . . . , θ6)

D6 (a, a, a, a, a, a) 1
D−6 (a, a+ π, a, a+ π, a, a+ π) 1
Z1

6 (a, a+ ζ, a+ 2ζ, a+ 3ζ, , a+ 4ζ, , a+ 5ζ) 1
Z2

6 (a, a+ 2ζ, a+ 4ζ, a, , a+ 2ζ, , a+ 4ζ) 1
D3 (a, b, a, b, a, b) 2
Z3 (a, b, a+ 2ζ, b+ 2ζ, a+ 4ζ, b+ 4π) 2
D2 (a, b, a, a, b, a) 2
D−2 (a, b, a, a+ π, b+ π, a+ π) 2
Z1

2 (a, b, c, a, b, c) 3
Z2

2 (a, b, c, a+ π, b+ π, c+ π) 3
A0 (a, b, c, a, d, e) 5
A1 (a, b, c, a, c, b) 3
A2 (a, b, b, a, c, c) 3
A3 (a, b, c, a+ π, c+ π, b+ π) 3
A4 (a, b, b+ π, a+ π, c+ π, c) 3
A5 (a, a+ π, b, a, a+ π, b) 2
A6 (a, a+ π, b, a, a+ π, b+ π) 2
A7 (a, a+ π, b, a+ π, a, b) 2
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6.4.2. Ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè òà áiôóðêàöi¨ äëÿ øå-

ñòè�îñöèëÿòîðíî¨ ñèñòåìè

Îçíà÷åííÿ õèìåðíèõ ñòàíiâ òà ïðîâåäåíi âèùå äîñëiäæåííÿ äàþòü îäèí

ç ìåòîäiâ ¨õ âèÿâëåííÿ òà äîñëiäæåííÿ. Ìåòîä ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi iíâàði-

àíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìiíiìàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi, äå ïðèíàéìíi äâà îñöèëÿòîðè ¹

ôàçîâî çàìêíóòèìè, à îäèí ç íèõ ¹ ôàçîâî íåçàìêíóòèé ç òðåòiì. Çíàéäåíà

òàêèì ìåòîäîì ñòðóêòóðà âæå áóäå ñëàáêèì õèìåðíèì ñòàíîì, íåçàëåæíî âiä

ïîâåäiíêè òà ñòiéêîñòi ôàçîâèõ çìiííèõ çà ìåæàìè iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó.

Ç öi¹¨ òî÷êè çîðó îïèøåìî áiëüø äåòàëüíî äèíàìiêó ñèñòåìè (6.13) âñåðåäè-

íi ïiäïðîñòîðó A1. Ïåðåïèñóþ÷è ñèñòåìó (6.13) ó iíâàðiàíòíîìó ïiäïðîñòîði

A1(6.14), îòðèìó¹ìî:

dϕ1

dt
=ω + 2g(φ1 − φ2) + 2g(φ1 − φ3),

dϕ2

dt
=ω + 2g(φ2 − φ1) + 2g(φ2 − φ3) + g(0),

dϕ3

dt
=ω + 2g(φ3 − φ1) + 2g(φ3 − φ2) + g(0),

âiäïîâiäíî äî òðè�ñåêöiéíî¨ ñòðóêòóðè ìåðåæi. Çà äîïîìîãîþ íîâèõ çìiííèõ

ξ = φ1 − φ3, η = φ2 − φ3,

ðåäóêó¹ìî îñòàííþ ñèñòåìó äî ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ:

dξ

dt
=2g(ξ − η) + 2g(ξ)− 2g(−ξ)− g(−η)− g(0),

dη

dt
=2g(ξ − η) + g(η)− 2g(−ξ)− g(−η). (6.15)

Äëÿ ôàçîâîãî çâ'ÿçêó (6.3) ïðè α = π/2, r = 0 ñèñòåìà (6.15) ñïðîùó¹òüñÿ äî

íàñòóïíî¨:
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dξ

dt
=− 2 cos(η − ξ) + cos η + 1,

dη

dt
=− 2 cos(η − ξ) + 2 cos ξ, . (6.16)

Âåêòîðíå ïîëå (6.16) ìà¹ íóëüîâó äèâåðãåíöiþ � âñi îñîáëèâi òî÷êè ¹ ñiäëàìè

àáî öåíòðàìè, à âñi ïåðiîäè÷íi îðáiòè ¹ íåéòðàëüíî ñòiéêèìè. Iñíó¹ "ñìóãà"

íåéòðàëüíî ñòiéêèõ ñëàáêèõ õèìåðíèõ ñòàíiâ, ùî îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî ξ òà

"îñòðîâè" íåéòðàëüíî ñòiéêèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, ÿêi íå ¹ ñëàáêèìè õèìåðàìè

(äèâ. ðèñ. 8.35(d)). Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà íà ðèñ. 8.36 äåìîíñòðó¹ ãiëêè ïî-

ëîæåíü ðiâíîâàãè òà ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðè âàðiàöi¨ ïàðàìåòðó α òà äâîõ

ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ r = 0, r = −0.01. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü. ùî iñíó¹ ñòié-

êèé õèìåðíèé ñòàí A1 äëÿ |α−π/2| òà ìàëèõ íåíóëüîâèõ r. Îñòàííi ïîâ'ÿçàíi ç
ãîìîêëiíi÷íèìè áiôóðêàöiÿìè ãiëîê íà ðèñ. 8.36. Äåòàëüíiøèé àíàëiç ïîêàçó¹,

ùî áàãàòî ç õèìåð ¹ ñòiéêèìè ó òðàíñâåðñàëüíèõ äî A1 íàïðÿìêàõ. Ó çàãàëü-

íîìó âèïàäêó òðàíñâåðñàëüíî ñòiéêi õèìåðíi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü ñïiâiñíóâàòè

ç iíøèìè òðàíñâåðñàëüíî íåñòiéêèìè.

Äåòàëüíèé ÷èñåëüíèé àíàëiç ïðîâîäèâñÿ çà äîïîìîãîþ ïðîãðàì XPPAUT

[121] nf DsTool [44]. Äëÿ âèçíà÷åííÿ áiôóðêàöié ñëàáêèõ õèìåð òðåáà âðà-

õîâóâàòè êiëüêà ñïåöèôi÷íèõ îñîáëèâîñòåé. Çîêðåìà, òðåáà âðàõîâóâàòè òå,

ùî íåçàìêíóòi òðà¹êòîði¨ ó êiëüêîõ ôàçîâèõ êîîðäèíàòàõ ìîæóòü áóòè âáó-

äîâàíèìè ó ñèñòåìè âèùî¨ ðîçìiðíîñòi ÿê çàìêíóòi. Ó ïîäàëüøîìó îïèñàííi

ââàæà¹ìî, ùî ìàëi ëiòåðè âiäïîâiäàþòü ôàçîâèì ïîðòðåòàì ðèñ. 8.35, à âåëè-

êi � áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ðèñ. 8.36. Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà ôàçîâî

çàìêíóòîãî (íåõèìåðíîãî) öèêëó âiäáóâà¹òüñÿ äëÿ 0 < α < π/2 ïðè çáiëüøåí-

íi ïàðàìåòðó r (íàïðèêëàä, ïðè α = 1.5, r = 0.011707) òà B, O. Ãîìîêëiíi÷íà

áiôóðêàöiÿ íåõèìåðíîãî öèêëó âiäáóâà¹òüñÿ ïðè M , N ç ïåðåõîäàìè âiä (b)

äî (ñ) òà âiä (e) äî (f). Ñiäëî�çâ'ÿçíi áiôóðêàöi¨ ñëàáêèõ õèìåðíèõ öèêëiâ

âiäáóâàþòü ó òî÷êàõ A, C, E, K òà çîáðàæåíi íà ôàçîâèõ ïîðòðåòàõ (g), (k).

Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ äâîõ õèìåðíèõ öèêëiâ âiäáóâà¹òüñÿ ó òî÷öi L, à

âèëêîâà áiôóðêàöiÿ òðüîõ õèìåðíèõ öèêëiâ ó òî÷öi B ç ïåðåõîäîì âiä (i) äî
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(j). � òàêîæ ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ó I, H òà (l). Òà-

êîæ ïðèñóòíÿ âèëêîâà áiôóðêàöiÿ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ó (b) ïðè α ≈ 2.91,

ÿêà ¹ âèðîäæåíîþ ó J , D, òîáòî ïðè r = 0, α = 0 òà α = π.

Äëÿ r = 0 íà äiàãðàìi ðèñ. 8.36(a) ¹ ëiíiÿ âèðîäæåíèõ áiôóðêàöié D, B,

O, ùî ðîçïàäà¹òüñÿ íà êðèâi ðåãóëÿðíèõ ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié I, H ïðè

çáóðåííÿõ r 6= 0. Ïðè r = 0 iñíó¹ ëèøå îäíà ãiëêà ñòiéêî¨ ñëàáêî¨ õèìåðè

BC äëÿ α > π/2, ó òîé ÷àñ, ÿê ìîæëèâà ìóëüòèñòàáiëüíiñòü ó îáëàñòi BL

ìiæ ñèíôàçíèì ðîçâ'ÿçêîì, ñëàáêîþ õèìåðîþ òà �íåõèìåðíîþ� ïåðiîäè÷íîþ

îðáiòîþ ïðè r 6= 0.

Ñêàæåìî êiëüêà ñëiâ ïðî iíøi øåñòè îñöèëÿòîðíi ìåðåæi, çîáðàæåíi íà

ðèñ. 8.33. Ìåðåæà çâ'ÿçêiâ ëèøå ç íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè (ðèñ. 8.33(b)) ìà¹

ïðèòÿãóþ÷i ïåðiîäè÷íi ñëàáêi õèìåðíi ðîçâ'ÿçêè íà iíâàðiàíòíîìó ïiäïðîñòîði

A4 (äèâ. Òàáë. 6.1). Ìåðåæà øåñòè îñöèëÿòîðiâ ç òðüîìà âõîäàìè (ðèñ. 8.33(c))

ìà¹ ïåðiîäè÷íi ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè, ùî íàëåæàòü äî iíâàðiàíòíîãî ïiäïðî-

ñòîðó ç òèïîâèìè òî÷êàìè (θ1, . . . , θ6) = (a, b, c, c + π, b + π, a + π). Îñòàí-

íÿ ñèñòåìà ìà¹ òàêîæ ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè äëÿ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêiâ Êóðàìî-

òî�Ñàêàãó÷i r = 0, ùî íåìîæëèâî äëÿ äâîõ ïîïåðåäíiõ ìåðåæ.

Îêðåìi äîñëiäæåííÿ ïîêàçàëè, ùî íàéìåíøîþ ðîçìiðíiñòþ ñèñòåìè ç

îäíî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó (g(x) = − sin(x + α)) ¹ 5, êîëè ìåðå-

æà âêëþ÷à¹ çâ'ÿçêè ëèøå ç äâîìà íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè. Ó öüîìó âèïàäêó

ñèñòåìà ìà¹ ñëàáêi õèìåðè, ùî íàëåæàòü iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäó ç òèïîâîþ

ôàçîâîþ òî÷êîþ (θ1, . . . , θ5) = (a−b, a−c, a, a+b, a+c). Âiäìiòèìî, ùî õèìåðè

äëÿ êiëüöÿ ï'ÿòè îñöèëÿòîðiâ ç îäíîãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ ìîæëèâi òàêîæ ó

òîìó âèïàäêó, êîëè ãðàô çâ'ÿçêiâ ¹ îði¹íòîâàíèì, àëå ìåðåæà ¹ öèðêóëÿíòíîþ

(çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ (5.6) äëÿ N = 5 ïðè a 6= b ).

6.5. Äåêiëüêà çàóâàæåíü âiäíîñíî õèìåð

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi áóëî äàíå îçíà÷åííÿ ñëàáêîãî õèìåðíîãî ñòàíó (çà-

ïðîïîíîâàíå âïåðøå Ï. Åøâiíèì òà àâòîðîì äèñåðòàöi¨ ó ðîáîòi [32]), ÿêå ¹

ïåðøèì ñòðîãèì àíàëiòè÷íèì îçíà÷åííÿ õèìåð. Îçíà÷åííÿ äàíå äëÿ ìåðåæ

íåðîçðiçíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ òà áàçó¹òüñÿ íà íåòðèâiàëüíié êëàñòå-
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ðèçàöi¨ ÷àñòîò. Îçíà÷åííÿ ìà¹ ëèøå ìiíiìàëüíi îáìåæåííÿ íà äèíàìiêó òà

ñòiéêiñòü íîâîãî îá'¹êòó. Îáìåæåííÿ ó äàíîìó âèçíà÷åííi äà¹òüñÿ íà òèï ìå-

ðåæi òà äèíàìiêó ó âóçëàõ ìåðåæi. Ïðîòå äàíå îçíà÷åííÿ ìîæå áóòè óçàãàëü-

íåíèì, íàïðèêëàä äëÿ çâ'ÿçàíèõ õàîòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, ÷è¨ ñåðåäíi ¹ ðiçíèìè

äëÿ ðiçíèõ îñöèëÿòîðiâ ó àòðàêòîði ìåðåæi. Äëÿ óçàãàëüíåííÿ, çîêðåìà, ìî-

æíà ðîçøèðèòè ïîíÿòòÿ íåðîçðiçíþâàíî¨ ìåðåæi iíäèâiäóàëüíèõ åëåìåíòiâ äî

íåðîçðiçíþâàíî¨ ìåðåæi îêðåìèõ áàãàòî�âèìiðíèõ áëîêiâ. Íåçâàæàþ÷è íà òå,

ùî äàíå îçíà÷åííÿ ¹ íå äóæå çðó÷íèì äëÿ äîñëiäæåííÿ íåñêií÷åííèõ îñöè-

ëÿòîðíèõ ìàñèâiâ, îòðèìàíèõ âíàñëiäîê òåðìîäèíàìi÷íèõ ïåðåõîäiâ (ó öüîìó

âèïàäêó çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè òåîðiþ Îòòà�Àíòîíñåíà[251, 211, 212, 264]),

ïðîòå âîíî ¹ ïðîñòèì òà ìàòåìàòè÷íî ÷iòêèì ó äîñëiäæåííi ñêií÷åííèõ ìå-

ðåæ, îñîáëèâî ìàëî�âèìiðíèõ.

Õèìåðè ó âåëèêèõ ñèñòåìàõ ÷àñòî ñïîñòåðiãàþòüñÿ ÿê ïîâiëüíi òà âèïàä-

êîâi äðåéôè iíêîãåðåíòíèõ êëàñòåðiâ (íàïðèêëàä, äèâ. [341]). Öå îçíà÷à¹, ùî

ñòiéêà õèìåðà ìîæå ìàòè iäåíòè÷íi ÷àñòîòè ïðè îá÷èñëåííi ïðîòÿãîì äîñèòü

äîâãèõ ÷àñîâèõ øêàë, ÿêùî òiëüêè ðåãiîíè ðiçíî¨ ïîâåäiíêè íå �ïðèâ'ÿçàíi� äî

îáëàñòåé ç ôiêñîâàíèìè ïðàâèëàìè. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñëàáêi õèìåðè, õî-

÷à i íå ñòiéêi â òàêié ñèòóàöi¨, ïîñëóæàòü äëÿ îðãàíiçàöi¨ ïîâåäiíêè âñåðåäèíi

àòðàêòîðà. Íàøi äîñëiäæåííÿ ïðîïîíóþòü ïîÿñíåííÿ ïiäñòàâ, ÷îìó ó áiëü-

øîñòi âiäîìèõ òà äîáðå îïèñàíèõ âèïàäêiâ õèìåðè ¹ ïåðåõiäíèìè ðåæèìàìè.

Îñòàíí¹ ïîÿñíþ¹òüñÿ âèðîäæåíèì (íåéòðàëüíî ñòiéêèì) õàðàêòåðîì ñëàáêèõ

õèìåð, ùî ¹ ïðîòîòèïàìè õèìåð âåëèêèõ ðîçìiðíîñòåé i ÿêi ìàþòü âåëèêèé

ïåðiîä æèòòÿ. Âiäìiòèìî, ùî ó äàíîìó ðîçäiëi áóëî ïîêàçàíî (Òåîðåì 6.3.1),

ùî ñëàáêi õèìåðè ìîæóòü áóòè àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèìè, ùî çàïåðå÷ó¹ ïåâíi

ïðèïóùåííÿ äëÿ �êëàñè÷íèõ� õèìåð, ÿê òðàíçèòèâíèõ ñòàíiâ.

ßê áóëî çãàäàíî ðàíiøå, ñèñòåìà ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ

îñöèëÿòîðiâ, êîæåí ç ÿêèõ (ðàçîì çi çâ'ÿçêîì) çàäà¹òüñÿ îäíèì ðiâíÿííÿì

âèãëÿäó (6.2) íå ìîæå ìàòè õèìåðíèõ ñòàíiâ. Ó âèïàäêó, êîëè îñöèëÿòîðè

ïðåäñòàâëåíi áiëüø ñêëàäíèìè ðiâíÿííÿìè (îäíà ç óìîâ ïîðóøó¹òüñÿ), õèìå-

ðè ìîæóòü iñíóâàòè i íà ãëîáàëüíèõ ìåðåæàõ iäåíòè÷íèõ çâ'ÿçêiâ. Çîêðåìà, ó

ðîáîòi [344] ïîêàçàíî iñíóâàííÿ õèìåð ó ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ç ãëîáàëü-

íèì çâ'ÿçêîì òà çàïiçíåííÿì. Ó [286] îïèñóþòüñÿ õèìåðè ó ãëîáàëüíî çâ'ÿçíèõ
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êîìïëåêñíîçíà÷íèõ îñöèëÿòîðàõ Ñòþàðòà�Ëàíäàó. Ó [66] ïðîäåìîíñòðîâàíî

iñíóâàííÿ õèìåð ó ìåðåæi ÷îòèðüîõ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ëàçåðiâ.

Ó ðîáîòi [225] ïîêàçàíî iñíóâàííÿ ñëàáêèõ õèìåð ó ðîçøèðåíié ìîäåëi Êó-

ðàìîòî�Ñàêàãó÷i ç iíåðöi¹þ. Îñòàííié âèïàäîê ïîðóøó¹ äâà ïóíêòè âèìîã,

îïèñàíèõ âèùå, ñèñòåìà ¹ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíîþ i ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü îñöè-

ëÿòîðiâ äîðiâíþ¹ òðè, àëå ïðè öüîìó êîæåí îñöèëÿòîð îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

äðóãîãî ïîðÿäêó (àáî äâî�âèìiðíîþ ñèñòåìîþ). Îñòàííÿ ðîáîòà ïîêàçó¹, ùî

ìiíiìàëüíîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ (äîâiëüíî¨ ïðèðîäè) äëÿ iñíóâàííÿ õèìåð ó

äèíàìi÷íié ñèñòåìi, ¹ òðè.

Äîñëiäæåííÿ õèìåðíèõ ðåæèìiâ ïðîâîäÿòüñÿ ó ðiçíèõ íàïðÿìêàõ: ïîáóäî-

âà âñå áiëüø ñêëàäíèõ ìåðåæ iäåíòè÷íèõ åëåìåíòiâ, äå iñíóþòü õèìåðè; ïåðå-

âiðêà iñíóâàííÿ õèìåð ó âiäîìèõ ìåðåæàõ, àëå iíøèìè âóçëîâèìè åëåìåíòàìè;

ïîðiâíÿííÿ âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ñêií÷åííî òà íåñêií÷åííî�âèìiðíèõ

ñèñòåì; åêñïåðèìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ òà ïîðiâíÿííÿ ¨õ ç òåîðåòè÷íèìè ðå-

çóëüòàòàìè òà êîìï'þòåðíîþ ñèìóëÿöi¹þ; îïèñàííÿ õèìåðíèõ ðåæèìiâ, ùî

ìàþòü äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi (õàîòè÷íi, ôðàêòàëüíi, ãåòåðîêëiíi÷íi, òðàíçè-

òèâíi, òîùî), äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi òi áiôóðêàöié õèìåðíèõ ðåæèìiâ. Çîêðå-

ìà, ó ðîáîòi [191] äà¹òüñÿ êëàñèôiêàöiÿ õèìåðíèõ ñòàíiâ çà ðiçíèìè îçíàêàìè.

Âåëèêà êiëüêiñòü îñòàííiõ ðîáiò âiäíîñíî äàíî¨ òåìàòèêè çàñâiä÷ó¹, ùî õèìåðè

¹ îäíi¹þ ç íàéïîïóëÿðíiøèõ òåì äîñëiäæåíü êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ ñêëàäíèõ

ñèñòåì, ùî ìà¹ äóæå øèðîêi ïåðñïåêòèâè äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó.



Ðîçäië 7

Ñèñòåìè îñöèëÿòîðiâ ç

öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì

7.1. Çìàãàííÿ çà ñèíõðîíiçàöiþ ó ñèñòåìàõ ç öåíòðàëü-

íèì åëåìåíòîì

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äâi ìîäåëi, ùî îá'¹äíàíi ñïîñîáîì

ç'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ ìåðåæi. Îáèäâi ñèñòåìè ñêëàäàþòüñÿ ç öåíòðàëüíîãî êå-

ðóþ÷îãî åëåìåíòà òà çâ'ÿçàíèõ ç íèì ïåðèôåðè÷íèõ êåðîâàíèõ åëåìåíòiâ.

Ïåðøà ìîäåëü (ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ïiäðîçäiëi 7.1) Êóðàìîòiâñüêîãî òèïó, ¨¨

åëåìåíòàìè ¹ ôàçîâi îñöèëÿòîðè. Äðóãà ìîäåëü (ïiäðîçäië 7.2) ¹ óçàãàëüíåí-

íÿì ïåðøî¨, âîíà ìiñòèòü äîäàòêîâi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü çìiíó ñèë çâ'ÿçêiâ

ìiæ îñöèëÿòîðàìè (àäàïòàöiþ) â çàëåæíîñòi âiä ïîëîæåííÿ ¨õ ôàç, à òàêîæ

ðiâíÿííÿ çìiíè ÷àñòîòè öåíòðàëüíîãî åëåìåíòà. Îáèäâi ìîäåëi ìàþòü áiîëî-

ãi÷íó ìîòèâàöiþ, à îïèñàíi íèæ÷å ðåçóëüòàòè áóäóòü ìàòè áiîëîãi÷íó iíòåð-

ïðåòàöiþ.

7.1.1. Âñòóï äî ìîäåëåé ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì

Ìåðåæi ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì ç'ÿâëÿþòüñÿ ÿê ÷àñòèíè áiëüø ñêëà-

äíèõ ìåðåæ â òàêèõ ðiçíîìàíiòíèõ îáëàñòÿõ, ÿê ñèñòåìè çâ'ÿçêó, ñîöiàëüíi

ìåðåæi òà íåéðîííà ñòðóêòóðà ìîçêó ññàâöiâ. Â îñòàííüîìó âèïàäêó âîíè
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øèðîêî ðîçïîâñþäæåíi çàâäÿêè êîíâåðãåíòíié îðãàíiçàöi¨ ñïîëóê â i¹ðàðõi¨

ñòðóêòóð ìîçêó [112, 351]. Òàêi ìåðåæi ìîæóòü âiäiãðàâàòè âàæëèâó ðîëü ó

ìîäåëþâàííi ìóëüòèñåíñîðíî¨ iíòåãðàöi¨ [151, 347] òà óâàãè [104, 72].

Óâàãà ¹ çäàòíiñòþ òâàðèí âèäiëÿòè ç âåëèêîãî îáñÿãó iíôîðìàöi¨, ùî íàä-

õîäèòü îäíî÷àñíî, äåÿêó ÷àñòèíó (çàçâè÷àé íàéáiëüø öiêàâó àáî âàæëèâó),

ÿêà ïîâèííà áóòè ïiääàíà áiëüø äåòàëüíié îáðîáöi. Çãiäíî ç îäíi¹þ ç ãiïîòå-

çîþ ñèñòåìà óâàãè ¹ i¹ðàðõi÷íîþ, òîáòî ó íié ¹ ïåâíà ïiäñèñòåìà, ùî íàçèâà-

¹òüñÿ öåíòðàëüíèì âèêîíóþ÷èì åëåìåíòîì (central executive), ÿêà îðãàíiçó¹

âêëþ÷åííÿ òîãî ÷è iíøîãî îá'¹êòó ó ôîêóñ óâàãè [45, 46, 104, 71]. Íåäàâíi

åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi [153] ïîêàçóþòü, ùî âçà¹ìîäiÿ öåíòðàëüíîãî åëåìåíòó

ñèñòåìè óâàãè ç íåéðîííèìè àíñàìáëÿìè, ùî ïðåäñòàâëÿþòü çîðîâi îá'¹êòè,

çäiéñíþþòüñÿ øëÿõîì ñèíõðîíiçàöi¨ íà ÷àñòîòàõ ó ãàììà äiàïàçîíi. Ó ðîáîòàõ

[203, 204, 186, 187] áóëà çàïðîïîíîâàíà òà ïðîàíàëiçîâàíà ìîäåëü óâàãè, ùî

áàçó¹òüñÿ íà ôàçîâîìó àâòîïiäëàøòóâàííi ÷àñòîòè â ñèñòåìi ôàçîâèõ îñöè-

ëÿòîðiâ. Çãiäíî öié ìîäåëi ó ôîêóñ óâàãè âêëþ÷à¹òüñÿ òîé îá'¹êò, ÿêèé êî-

äó¹òüñÿ ó êîði êîëèâàëüíîþ àêòèâíiñòþ, ùî ¹ ñèíõðîíiçîâàíîþ ç àêòèâíiñòþ

öåíòðàëüíîãî åëåìåíòà. Öÿ ìîäåëü áóëà âèêîðèñòàíà äëÿ ðåàëiçàöi¨ ïîñëiäîâ-

íîãî âèáîðó îá'¹êòiâ ó ôîêóñ óâàãè [72] òà äëÿ îäíî÷àñíîãî âiäñëiäêîâóâàííÿ

ðóõó äåêiëüêîõ öiëüîâèõ îá'¹êòiâ [188]. Âèâ÷åííÿ ñèñòåì ç öåíòðàëüíèì åëå-

ìåíòîì ìîæå áóòè êîðèñíèì äëÿ ðîçóìiííÿ ðîëi ñèíõðîíiçàöi¨ ó êîãíiòèâíèõ

ôóíêöiÿõ. Ìîäåëi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ çàáåçïå÷óþòü çðó÷íèé òà ìàòåìàòè-

÷íî ïðèäàòíèé iíñòðóìåíò äëÿ òàêèõ äîñëiäæåíü. Äåòàëüíî áiîëîãi÷íó ìîòè-

âàöiþ âèíèêíåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ îñöèëÿòîðíî¨ ìîäåëi óâàãè ìîæíà çíàéòè ó

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ß.Á. Êàçàíîâè÷à [10]. Ó äàíié ðîáîòi íàâåäåíî äóæå øè-

ðîêó áiáëiîãðàôiþ âiäíîñíî ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü êîãíiòèâíèõ ïðîöåñiâ

ìîçêó, äèñêóòó¹òüñÿ øèðîêèé êëàñ ðiçíîìàíiòíèõ ìîäåëåé, çàäàíèõ íà ìå-

ðåæàõ ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì òà õàáàìè, äåòàëüíî iíòåðïðåòóþòüñÿ ðiçíi

ðåæèìè êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ó òåðìiíàõ íåéðîííèõ ïðîöåñiâ ìîçêó.

Ó äàíîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñïåöiàëüíèé òèï îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì:

ìåðåæi ç öåíòðàëüíèì áëîêîì (åëåìåíòîì). Ó ìåðåæàõ ç öåíòðàëüíèì áëî-

êîì ãëîáàëüíà âçà¹ìîäiÿ åëåìåíòiâ ðåàëiçó¹òüñÿ ÷åðåç öåíòðàëüíèé îñöèëÿ-

òîð (ÖÎ), ÿêèé ìà¹ ïðÿìi i çâîðîòíi çâ'ÿçêè ç óñiìà iíøèìè îñöèëÿòîðàìè,
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ÿêi íàçèâàþòüñÿ ïåðèôåðè÷íèìè îñöèëÿòîðàìè (ÏÎ). Êðiì ç'¹äíàíü ç ÖÎ,

ÏÎ ìîæóòü ìàòè ëîêàëüíi çâ'ÿçêè çi ñâî¨ìè ñóñiäàìè, ÿêi ¹, ÿê ïðàâèëî, íàáà-

ãàòî ñëàáøèìè íiæ öåíòðàëüíèì [72, 188, 190]. Ðiçíi òèïè àðõiòåêòóð ïiäêëþ-

÷åííÿ ìåðåæ ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì ïîêàçàíi íà ðèñ. 8.37. Àðõiòåêòóðà

íà ðèñ. 8.37(a) íàçèâà¹òüñÿ çiðêîâî�ïîäiáíîþ ñèñòåìîþ. Ñèñòåìà ç òàêèìè

çâ'ÿçêàìè ¹ íàéáiëüø çàòðåáóâàíîþ äëÿ îïèñàííÿ ðiçíèõ ïðèðîäíè÷èõ ÿâèù,

òà âîíà ¹ íàéêðàùå âèâ÷åíîþ. Í ðèñ. 8.37(b)�(f) çîáðàæåíî ðiçíi òèïè àðõi-

òåêòóð ìåðåæ ç ëîêàëüíèìè çâ'ÿçêàìè ìiæ ÏÎ.

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî äèíàìiêà ìåðåæ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç öåíòðàëü-

íèì áëîêîì (òà åêâiâàëåíòíèõ ¨é ñèñòåì ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ) âèâ÷àëàñü ó

âåëèêié êiëüêîñòi ðîáiò [185, 186, 187, 72, 74, 73], ïîâíèé àíàëiç ñòiéêîñòi ïî-

ëîæåíü ðiâíîâàãè ó òàêèõ ñèñòåìàõ òà ¨õ áiôóðêàöié ùå äàëåêèé âiä çàâåðøåí-

íÿ. Àíàëiç áiëüø ñêëàäíèõ àòðàêòîðiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì êîëåêòèâíèì

ðåæèìàì, ¹ ñêëàäíîþ çàäà÷åþ íàâiòü äëÿ ìàëî�âèìiðíèõ âèïàäêiâ. Ó äà-

íîìó ïiäðîçäiëi îñîáëèâó óâàãó ìè áóäåìî ïðèäiëÿòè äîñëiäæåííþ ñòiéêîñòi

ðåæèìiâ, êîëè ïåðèôåðè÷íi îñöèëÿòîðè êîíêóðóþòü çà ñèíõðîíiçàöiþ ç öåí-

òðàëüíèì: ëèøå k ç ÏÎ ìîæóòü áóòè ñèíõðîíiçîâàíi ç ÖÎ ó òîé ÷àñ, ÿê iíøi

(N − k) ÏÎ çíàõîäÿòüñÿ ó ïðîòèôàçi àáî êîëèâàþòüñÿ áëèçüêî äî ïðîòèôà-

çè. ×àñòêîâèé âèïàäîê k = 1 ¹ íàéáiëüø áàæàíèì ç áiîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó i

âií âiäïîâiäà¹ îñöèëÿòîðíîìó àíàëîãó ïðîöåäóðè ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå (i

áóäå äóæå äåòàëüíî ðîçãëÿíóòèé äëÿ áiëüø çàãàëüíî¨ ìîäåëi ó ïiäðîçäiëi 7.2).

Âiäìiòèìî, ùî ïåðåä ïî÷àòêîì äîñëiäæåíü åôåêò êîíêóðåíöi¨ ÏÎ çà ñèí-

õðîíiçàöiþ áóâ äëÿ íàñ íå î÷åâèäíèì. Äëÿ ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi Êóðàìîòî ãëî-

áàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ (çâ'ÿçîê óñiõ çi âñiìà) ïðîòèôàçíi ðåæèìè òà-

êîæ ïðèñóòíi, àëå ëèøå ó âèïàäêàõ, êîëè îñöèëÿòîðè âñi¹¨ ãðóïè ðîçäiëÿ-

þòüñÿ íà äâi ìíîæèíè: êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ (ÿê áóëî ïîêàçàíî

ó ðîçäiëi 4). Ó öüîìó âèïàäêó öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì ìîæå âèñòóïàòè âñÿ

ãðóïà êîíôîðìiñòiâ. Ðåíåãàòíèé ðåæèì, îïèñàíèé ó ðîçäiëi 4 òàêîæ ìîæíà

òðàêòóâàòè ó öüîìó ðîçóìiííi ÿê ðåæèì ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå. Ðåæèì

ãëîáàëüíî¨ ïðîòèôàçè, ùî ìîæëèâèé ó ìåðåæàõ ç ãëîáàëüíèì çâ'ÿçêîì, íå

ìîæå äáðå çìîäåëþâàòè ñèòóàöiþ ç áiîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó. Ñèòóàöiÿ ¹ ïðèí-

öèïîâî iíøîþ äëÿ ñèñòåìè ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì. Âñi ÏÎ ïiä âïëèâîì
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äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ðîçùåïëþþòüñÿ íà ïiäìíîæèíè, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó âçà-

¹ìíié àíòèôàçi i öå âiäáóâà¹òüñÿ íåçâàæàþ÷è íà îäíîðiäíèé âïëèâ ÖÎ íà

âñi ÏÎ. Êðiì òîãî ïðîñòèé àíàëiòè÷íèé îïèñ îáëàñòåé ïàðàìåòðiâ, ùî âiäïî-

âiäàþòü âêàçàíèì ðåæèìàì, äîçâîëÿ¹ ñêîíñòðóþâàòè ñèñòåìó ç ÷àñòêîâèìè

ñèíôàçíèìè/ïðîòèôàçíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè îñöèëÿòîðíî¨ àêòèâíîñòi. Âà-

æëèâèì ç áiîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó ¹ ðîçóìiííÿ ìåõàíiçìó ïåðåõîäiâ ìiæ ðiçíèìè

äèíàìi÷íèìè ðåæèìàìè ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ, çîêðåìà, ïåðåõîäiâ ìiæ ñòié-

êiñòþ òà íåñòiéêiñòþ ðiçíèõ òèïiâ ðåæèìiâ êîíêóðåíöi¨. Òàêîæ âàæëèâèì ¹

äîñëiäæåííÿ ìóëüòèñòàáiëüíîñòi ðiçíèõ ðåæèìiâ òà ïàðàìåòðè÷íèõ îáëàñòåé

¨õ iñíóâàííÿ.

7.1.2. Ñèñòåìà ç iäåíòè÷íèìè ïåðèôåðè÷íèìè îñöèëÿòîðàìè

Ìè äîñëiäæó¹ìî ñèñòåìó çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç çiðêî�ïîäiáíèì

çâ'ÿçêîì (ðèñ. 8.37(a)). Áóäåìî ââàæàòè, ùî öåíòðàëüíèé îñöèëÿòîð ìà¹ ií-

äåêñ 0, à ïåðèôåðè÷íi ìàþòü iíäåêñè i = 1, . . . , N . Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìîäåëü,

äèíàìiêà ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dθ0

dt
= ω0 +

N∑
i=1

f(θi − θ0), (7.1)

dθi
dt

= ωi + g(θ0 − θi), i = 1, . . . , N, (7.2)

äå (θ0, θ1, . . . , θN) ∈ TN+1 � ôàçîâi çìiííi íà (N + 1)�âèìiðíîìó òîði, θi ∈
[0, 2π), ωi, i = 0, . . . , N , � âëàñíi ÷àñòîòè îñöèëÿòîðiâ, f(x) òà g(x) � ôóíêöi¨

âïëèâó ÏÎ íà ÖÎ òà íàâïàêè, âiäïîâiäíî. Ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó

f(x), g(x) ¹ íåïàðíèìè, 2π� ïåðiîäè÷íèìè òà ãëàäêèìè. Ç òàêèõ ïðèïóùåíü,

çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî

f(0) = f(π) = g(0) = g(π) = 0.

Âiäíiìàþ÷è ðiâíÿííÿ (7.1) âiä (7.2), îòðèìó¹ìî:
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dϕi
dt

= ∆i −
N∑
j=1

f(ϕj)− g(ϕi), i = 1, . . . , N, (7.3)

äå

ϕi = θi − θ0, ∆i = ωi − ω0.

Ñïî÷àòêó ìè îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì iäåíòè÷íèõ ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ:

ωi = ω, i = 1, . . . , N, (7.4)

òîáòî ïðè ∆i = 0 ó ñèñòåìi (7.3). Ïîçíà÷èìî:

f ′(0) = a1, f ′(π) = a2, g′(0) = b1, f ′(π) = b2. (7.5)

Âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà (7.3), ÿêà òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê äîïîìiæíà, ìà¹

âëàñíó öiííiñòü äëÿ çàñòîñóâàíü [321, 320, 190]. Ñèñòåìà (7.3), (7.4) ìà¹ ñèìå-

òðiþ ïåðåñòàíîâîê SN , ùî ¹ ñïiëüíîþ âëàñòèâiñòþ ç îðèãiíàëüíîþ ñèñòåìîþ

(ó çìiííèõ θi) ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Ãîëîâíîþ âiäìií-

íiñòþ ¹ òå, ùî ðîçãëÿäóâàíà ó äàíîìó ðîçäiëi ðåäóêîâàíà ñèñòåìà âæå íå ìà¹

ñèìåòði¨ ôàçîâîãî çñóâó. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ñèñòåìà (7.3), (7.4) ìà¹ iíâà-

ðiàíòíi êëàñòåðíi ðåæèìè ϕi = ϕj, i 6= j (ùî âiäïîâiäàþòü êëàñòåðàì θi = θj

îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (7.1), (7.2)), äàíi êëàñòåðè âæå íå âèäiëÿþòü çàìêíóòó

iíâàðiàíòíó îáëàñòü C ó TN îñêiëüêè ϕi = 0 íå ¹ iíâàðiàíòíèìè ìíîæèíàìè

ñèñòåìè ó äàíîìó âèïàäêó. Íà âiäìiíó âiä ñèñòåìè ç ãëîáàëüíèì çâ'ÿçêîì,

ñèñòåìà ç çiðêî�ïîäiáíèì çâ'ÿçêîì ìà¹ ôàçîâî íåçàìêíóòi ðåæèìè, ùî âiä-

ïîâiäàþòü íåãîìîëîãi÷íèì íóëþ òðà¹êòîðiÿì.

Âèïàäîê N = 1 ñèñòåìè (7.3) ¹ ïðîñòèì òà äîáðå âiäîìèì, òîìó ó ïîäàëü-

øîìó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäêè N ≥ 2.

7.1.3. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ó çiðêî�ïîäiáíèõ ñèñòåìàõ

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü ó òîìó, ùî òî÷êè Φ = (ϕ1, . . . , ϕN) ç êîîðäèíàòàìè

ϕi ∈ {0, π}, i = 1, . . . , N , ¹ ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè ñèñòåìè (7.3), (7.5) (ïðîòå,

ñèñòåìà ìîæå ìàòè i iíøi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φk òî÷êè,
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ùî ìàþòü k êîîðäèíàò ðiâíèõ 0 òà (N − k) êîîðäèíàò ðiâíèõ π. Äàíà òî÷êà

âiäïîâiäà¹ ðåæèìó, êîëè k ÏÎ âèãðàëè áîðîòüáó çà ñèíõðîíiçàöiþ ç ÖÎ, à

N − k iíøèõ ÏÎ ¨¨ ïðîãðàëè (çíàõîäÿòüñÿ ó ïðîòèôàçi ùî ÖÎ). Ç òî÷êè çîðó

ìîäåëþâàííÿ óâàãè ñòiéêi ðåæèìè Φk ìîæóòü áóòè äîáðå ïðîiíòåðïðåòîâà-

íèìè, îñêiëüêè îïèñóþòü ñèòóàöi¨ , êîëè k îá'¹êòiâ (âëàñòèâîñòåé) ïîïàëè ó

ôîêóñ óâàãè, à iíøi íi. Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ òî÷êà ΦN = Φsync � ðåæèì ïîâíî¨

ñèíõðîíiçàöi¨, Φ0 � ðåæèì àíòèôàçè óñi¹¨ ÏÎ ç ÖÎ, Φ1� ðåæèì ïåðåìîæåöü

îòðèìà¹ âñå (ëèøå îäèí ÏÎ âèãðàâ çìàãàííÿ çà ñèíõðîíiçàöiþ ç ÖÎ). Çãiäíî

ñèìåòði¨, âñi òî÷êè Φk ìàþòü îäíàêîâó ñòiéêiñòü, äîñëiäæåííÿ ÿêî¨ i ¹ íàøîþ

íàéáëèæ÷îþ çàäà÷åþ.

Ëiíåàðèçóþ÷è ñèñòåìó (7.3), ìîæíà çàïèñàòè âëàñíi çíà÷åííÿ ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè Φk. Ïðîïóñêàþ÷è ãðîìiçäêi ïåðåòâîðåííÿ íàâåäåìî êiíöåâèé ðå-

çóëüòàò. Â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðó k çãàäàíi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàþòü íàñòó-

ïíèé âèãëÿä:

k = 0 : λ1,...,N−1 = −b2, λN = −Na2 − b2, (7.6)

k = 1 : λ1,...,N−1 = −b2 (ïðè N ≥ 3), λN−1,N = z, (7.7)

2 ≤ k ≤ N − 2 : λ1,...,k−1 = −b1, λk,...,N−2 = −b2, λN−1,N = z, (7.8)

k = N − 1 : λ1,...,N−2 = −b1 (ïðè N ≥ 3), λN−1,N = z, (7.9)

k = N λ1,...,N−1 = −b1, λN = −Na1 − b1, (7.10)

äå

z = −z1 ±
√
z2

2 + z3, (7.11)

z1 = 0 (7.12)

z2 =
−Na2 + k(a1 + a2) + (b1 − b2)

2
, (7.13)

z3 = k(N − k)a1a2. (7.14)

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ ñòèñëîñòi ïîçíà÷åíü ó ôîðìóëàõ (7.7)�(7.9) îäíà çìiííà

z âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ äâîõ ðiçíèõ çíà÷åíü, âèçíà÷íèõ ó (7.11).
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Âiäïîâiäíî äî (7.11)�(7.14) çìiííi z, z1, z2, z3 çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ N ,

k, a1,a2,b1,b2. Îòæå, óìîâè ñòiéêîñòi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Φk ìîæóòü áóòè

ñôîðìóëüîâàíi ó òåðìiíàõ íåðiâíîñòåé ñïiââiäíîøåíü ìiæ öèìè ïàðàìåòðàìè.

Òåîðåìà 7.1.1. Ðåäóêîâàíà ñèñòåìà (7.3) iäåíòè÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

ìà¹ (êðiì iíøèõ) àíòèôàçíi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Φk ∈ TN , ç k êîîðäèíàòà-
ìè ðiâíèìè 0 òà (N − k) êîîðäèíàòàìè ðiâíèìè π. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ¹

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî

k = 0 : b2 > 0, a2 > −
b2

N
, (7.15)

k = 1 : b2 > 0 (ïðè N ≥ 3), z1 > 0, d < 0, (7.16)

2 ≤ k ≤ N − 2 : b1 > 0, b2 > 0, z1 > 0, d < 0, (7.17)

k = N − 1 : b1 > 0 (ïðè N ≥ 3), z1 > 0, d < 0, (7.18)

k = N : b1 > 0, a1 < −
b1

N
, (7.19)

äå d = z2
2 + z3− z2

1 < 0, à ïàðàìåòðè a1, a2, b1, b2 âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçàìè (7.5).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ Φk ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî. Íå-

ðiâíîñòi (7.15)�(7.19) îïèñóþòü âñi âèïàäêè Re (λ(Φk)) < 0, k = 1, . . . , N , ùî

îòðèìóþòüñÿ ç ïðåäñòàâëåíü (7.6)�(7.10) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó k. �

Ïîäàëüøi ïåðåòâîðåííÿ ïîêàçóþòü, ùî îñòàííi äâi íåðiâíîñòi êîæíîãî

ðÿäêà (7.16)�(7.18) ìîæóòü áóòè òðàíñôîðìîâàíi äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

M1 : L1 = L1(a1, a2, b1, b2, N, k) =kb2a1 + (N − k)b1a2 + b1b2 > 0, (7.20)

M2 : L2 = L2(a1, a2, b1, b2, N, k) =ka1 + (N − k)a2 + (b1 + b2) > 0. (7.21)

Íåðiâíîñòi (7.20), (7.21) îïèñóþòü äâi ïiâïëîùèíè ïî âiäíîøåííþ äî êîîð-

äèíàò (a1, a2). Îñêiëüêè äëÿ ñòiéêîñòi Φk ïîâèííi âèêîíóâàòèñü îáèäâi öi íå-

ðiâíîñòi, òî ìíîæèíà M = M1 ∩M2, òî ìíîæèíà ìiñòèòü ìíîæèíó ñòiéêîñòi

äàíî¨ òî÷êè. Íà ðèñ. 2, 4, 5 ðîáîòè [190, Kazanovich, Burylko, Borisyuk] ïðîäå-
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ìîíñòðîâàíî ïðèêëàäè îáëàñòåé ñòiéêîñòi, íåñòiéêîñòi òà ìóëüòèñòàáiëüíîñòi

Φk äëÿ ðiçíî¨ êiëüêîñòi ÏÎ òà ïðè ðiçíèõ ïàðàìåòðàõ ôóíêöié âçà¹ìîäi¨ f , g.

Çàóâàæåííÿ 7.1.1. Ðåçóëüòàòè, ïîäiáíi îïèñàíèì ó Òåîðåìi 7.1.1 ìîæíà

îòðèìàòè i äëÿ áiëüø çàãàëüíî¨ ñèñòåìè, êîëè ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) ïåðåòèíà-

þòü êîîðäèíàòíó âiñü îäíî÷àñíî ó iíøié ïàði òî÷îê (íå îáîâ'ÿçêîâî 0 òà π).

Êðiì òîãî, äîñòàòíüî ïðèïóñòèòè, ùîá ëèøå îäíà ç ôóíêöié f(x) ÷è g(x) áóëà

íåïàðíîþ.

7.1.4. Çiðêî�ïîäiáíi ìåðåæi ç äâî�ãàðìîíi÷íîþ âçà¹ìîäi¹þ

Áiëüø äåòàëüíî îïèøåìî âèïàäîê, êîëè ôóíêöi¨ çâ'ÿçêiâ ¹ äâîãàðìîíi÷íè-

ìè, à ñàìå êîëè

f(x) = a(sinx+ r sin(2x)), g(x) = b(sinx+ p sin(2x)), (7.22)

äå a, b, r, p � ïàðàìåòðè. Ó äàíîìó âèïàäêó ñèñòåìà ó ôàçîâèõ çìiííèõ (7.3)

ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

dϕi
dt

= −
N∑
j=1

a(sinϕj + r sin(2ϕj))− b(sinϕi + p sin(2ϕi)), i = 1, . . . , N. (7.23)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè Òåîðåìè 7.1.1, ìîæíà çàïèñàòè óìîâè ñòiéêî-

ñòi ïîëîæåíü ðiâíîâàãè Φk, k = 0, . . . , N , ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ðåæè-

ìàì áîðîòüáè ÏÎ çà ñèíõðîíiçàöiþ. Óìîâè ñòiéêîñòi Φk ñèñòåìè (7.23) â

òåðìiíàõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïàðàìåòðàìè ôóíêöié (7.22) ïðåäñòàâëåíî ó

Òàáëèöÿõ8.3�8.4 Íàâåäåíèõ ó Äîäàòêó Ä. Âiäìiòèìî, ùî öi óìîâè ñóòò¹âî

âiäðiçíÿþòüñÿ äëÿ âèïàäêó íàéìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè (Òàáë. 8.3, 8.4).

Âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà (7.23) ìà¹ i iíøi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, êðiì Φk, à

òàêîæ iíøi äèíàìi÷íi ñòðóêòóðè (ïåðiîäè÷íi òðà¹êòîði¨, ãåòåðîêëiíi÷íi ñòðó-

êòóðè, òîùî), ÿêi îïèñóþòü ðiçíi ðåæèìè êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè. Äëÿ ïîâ-

íîãî îïèñàííÿ iñíóâàííÿ ðiçíèõ àòðàêòîðiâ ñèñòåìè òà ¨õ áiôóðêàöiéíèõ ïå-

ðåòâîðåíü âàðòî êðiì àíàëiòè÷íèõ äîñëiäæåíü âèêîðèñòîâóâàòè i ÷èñåëüíi,

îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ ñèëüíî íåëiíiéíîþ. Äåòàëüíi äîñëiäæåííÿ äëÿ ñèñòåì ìà-
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ëî¨ ðîçìiðíîñòi ïðîâåäåíî ó ðîáîòàõ [85, 2, 190]. Âèñíîâêè ïðî äèíàìiêó ñè-

ñòåì äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi ðîáëÿòüñÿ íà áàçi i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð, ÿêi ìà¹

äàíà ñèñòåìà. Äàëi ñòèñëî íàâåäåìî íàéâàæëèâiøi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó

ðîáîòàõ, âêàçàíèõ âèùå.

Ñèìåòði¨, iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè òà áiôóðêàöi¨. ßê çãàäóâàëîñü âè-

ùå, ðåäóêîâàíà ñèñòåìà (7.3) ìà¹ ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê SN , ùî âiäïîâiä-

à¹ ïåðåñòàíîâêàì ÏÎ. Ðåäóêîâàíà ñèñòåìà óæå íå ìà¹ ñèìåòði¨ ôàçîâîãî

çñóâó. Äëÿ äâî�ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié (7.22) ñèñòåìà ìà¹ ïàðàìåòðè÷íi ÷à-

ñîâî�ðåâåðñèâíi ñèìåòði¨, ùî ìîæóòü áóòè îõàðàêòåðèçîâàíi äiÿìèγ1, γ2, γ3,

çãåíåðîâàíèìè íàñòóïíèì ÷èíîì:

γ1 : (ϕ1, . . . , ϕN , a, b, p, r, t) 7→ (−ϕ1, . . . ,−ϕN , a, b, p, r,−t),

γ2 : (ϕ1, . . . , ϕN , a, b, p, r, t) 7→ (ϕ1, . . . , ϕN − a,−b, p, r,−t),

γ3 : (ϕ1, . . . , ϕN , a, b, p, r, t) 7→ (ϕ1 + π, . . . , ϕN + π, a, b,−p,−r,−t).

Öi ñèìåòði¨ äîçâîëÿþòü ðîáèòè âèñíîâêè ïðî äèíàìiêó ñèñòåìè, ðîçãëÿäàþ÷è

ëèøå ïîçèòèâíi (íåãàòèâíi) çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìåòði¨ ìåðåæi çâ'ÿçêiâ òà íåïàðíîñòi ôóíêöié f , g, ìî-

æíà çíàéòè iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ñèñòåìè (7.23), à òàêîæ áiëüø äåòàëüíî

îïèñàòè ¨¨ áiôóðêàöiéíi âëàñòèâîñòi. Äàíà ñèñòåìà ìà¹ äâà òèïè iíâàðiàíòíèõ

êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäiâ:

1. m�âèìiðíi ìíîãîâèäè

Mm = {(ϕ1, . . . , ϕN) : ϕk1 = ϕk2 = · · · = ϕN−m+1} , m = 1, . . . , N,

ùî âiäïîâiäàþòü (n−m+1)�êëàñòåðàì ÏÎ ç óðàõóâàííÿì ¨õ SN ñèìåòði¨.

Âiäìiòèìî, ùî iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä

M1 = {(ϕ1, . . . , ϕN) : ϕ1 = · · · = ϕN}

¹ ëiíi¹þ äiåäðàëüíî¨ ñèìåòði¨ DN . Iñíóþòü òàêîæ iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè
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âèãëÿäóMm, ùî âiäïîâiäàþòü êëàñòåðíèì ðåæèìàì, êîëè ñèñòåìà ìà¹

l ãðóï ç dj, j = 1, . . . , l, îñöèëÿòîðiâ ó êîæíié ãðóïi (d1 + · · · + dl = d =

N −m+ l) ç iäåíòè÷íèìè çíà÷åííÿìè ôàç.

2. m�âèìiðíi ìíîãîâèäè

Qm =
{

(ϕ1, . . . , ϕN) : ϕki + ϕkj = 0, ϕkl ∈ {0, π}
}
,

i = 1, . . . ,m, j 6= i, l = 2m+ 1, m = 1, . . . , [N/2],

(äå [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x), ùî âèíèêàþòü ó âiäïîâiäíîñòi ñèìåòði¨

íåïàðíîñòi ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè. Âñüîãî ¹ n = n(m,N) iíâàðiàíòíèõ

ìíîãîâèäiâ Qm ó TN, äå

n = n(m,N) = 2N−2mC2m
N (2m− 1)!.

Iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ðîçìiðíîñòi (N − 1) ðîçáèâàþòü ôàçîâèé ïðîñòið TN

ñèñòåìè (7.3) íà iíâàðiàíòíi îáëàñòi.

Íà âiäìiíó âiä iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ñèñòåì, ó äà-

íîìó âèïàäêó òàêi îáëàñòi ¹ ôàçîâî íåçàìêíóòèìè (êðiì N = 2). Iíâàði-

àíòíi ìíîãîâèäè ìåíøèõ ðîçìiðíîñòåé ïðîíèçóþòü ôàçîâèé ïðîñòið, óòâî-

ðþþ÷è ïåâíi ìåðåæåâi ñòðóêòóðè. Öi ìåðåæåâi ñòðóêòóðè ÷àñòî ¹ îñíîâîþ

íàðîäæåííÿ ñêëàäíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ ç'¹äíàíü òà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ.

Ãåîìåòðiþ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ ïðîiëþñòðîâàíî äëÿ âèïàäêó N = 3 íà

ðèñ. 7.25(a)�(d) äëÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó T3.

Ñèñòåìà (7.23) ìà¹ íàñòóïíi áiôóðêàöi¨ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè Φk:

1. Áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà ó òî÷öi Φk, ùî çàäà¹òüñÿ ó ïàðàìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði ïîâåðõíåþ:

AH(Φk) = {(a, b, r, p) : 4bp+ 2Nar + (2k −N)a = 0} , k = 1, . . . N − 1;
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2. Âèëêîâi áiôóðêàöi¨, ùî ó çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðó k çàäàþòüñÿ âèðàçàìè:

PF (Φk) =
{

(a, b, r, p) : a(N(4pr + 2r − 2p− 1) + 4k(p− r)) + b(4p2 − 1) = 0
}
,

k = 1, . . . N − 1,

PF (ΦN) = {(a, b, r, p) : b(2p+ 1) +Na(2r + 1) = 0} ,

PF (Φ0) = {(a, b, r, p) : b(2p− 1) +Na(2r − 1) = 0}

òà ïðèçâîäÿòü äî ïîÿâè (çíèêíåííÿ) äâîõ íîâèõ òî÷îê âñåðåäèíi iíâàðiàíòíîãî

ìíîãîâèäóMm;

3. Âèëêîâi áiôóðêàöi¨, ùî âiäáóâàþòüñÿ íà áiôóðêàöiéíèõ ïîâåðõíÿõ:

PF∗(Φk) = {(a, b, r, p) : p = −1/2} , k = 1, . . . , N,

PF ∗(Φk) = {(a, b, r, p) : p = 1/2} , k = 0, . . . , N − 1,

ó òðàíñêðèòè÷íèõ äî iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ íàïðÿìêàõ òà ïðèçâîäÿòü äî

ïîÿâè k − 1 äëÿ PF∗(Φk) òà N − k − 1 äëÿ PF ∗(Φk) ïàð íîâèõ ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè ç êîæíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè Φk;

4. Âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ �ïåðåìèêàííÿ�, ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà ãiïåðïëîùèíi:

SW (Φk) = {(a, b, r, p) : b = 0} , k = 0, . . . , N,

ùî çìiíþ¹ íàïðÿìîê âïëèâó öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà íà ïåðèôåðè÷íi.

Çâè÷àéíî, êðiì ëîêàëüíèõ áiôóðêàöié ñèñòåìà ìà¹ i ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨

ðiçíèõ òèïiâ. Íàéáiëüø òèïîâèìè äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè ¹ ðiçíi òèïè áiôóðêà-

öié ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Çîêðåìà iñíóâàííÿ ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó äëÿ

íàéïðîñòiøîãî âèïàäêó òðüîõ îñöèëÿòîðiâ (äâîõ ÏÎ) ìîæíà îïèñàòè äëÿ ðå-

äóêîâàíî¨ ñèñòåìè (7.3). Ó öüîìó âèïàäêó ôàçîâèé ïðîñòið T2 äiëèòüñÿ ií-

âàðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè ϕ2 = ϕ1 òà ϕ2 = −ϕ1 íà äâi îäíàêîâi îáëàñòi íà

òîði (ðèñ. 4 ðîáîòè [85]). Ãåòåðîêëiíi÷íèé Z2�ñèìåòðè÷íèé öèêë, ùî ç'¹äíó¹

îñîáëèâi òî÷êè ϕN = (0, 0) òà ϕ2 = (π, π) ¹ ãåòåðîêëiíi÷íèì öèêëîì, ÿêùî öi

òî÷êè ¹ ñiäëàìè, à íà âêàçàíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ íåìà¹ iíøèõ îñîáëè-
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âèõ òî÷îê. Âiäìiòèìî, ùî ó òàêîìó âèïàäêó áóäå iñíóâàòè äâà ðiçíèõ ÷îòèðè-

êóòíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëè íà òîði, ó ÿêèõ ôàçîâà òî÷êà (âñüîãî öèêëó) ïî

äâà ðàçè ïðîõîäèòü ÷åðåç êîæíå ñiäëî. Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè äëÿ íàñòóïíî¨

ðîçìiðíîñòi (N = 3) ìîæóòü áóòè äîâîëi ñêëàäíèìè (äèâ. ðèñ. 7.25(e)�(h))

òà áóòè îñíîâîþ (ñêåëåòîì) äëÿ íàðîäæåííÿ êîíñåðâàòèâíîãî òà ðåãóëÿðíîãî

õàîñó ó ñèñòåìi.

Iñíóâàííÿ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ¹ òèïîâèì ÿâèùåì äëÿ ñèñòåì ç ñèìå-

òðiÿìè, ÿê áóëî ïîêàçàíî ó âñiõ ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ äëÿ ïîäiáíèõ òà iíøèõ

ñèòóàöié. Äåÿêi ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ áàçóþòüñÿ íà ëîêàëüíèõ áiôóðêà-

öiÿõ ñiäëîâèõ òî÷îê, i òîìó ¨õ áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ ìîæíà çíàéòè àíàëiòè÷íî.

Ïðè íàÿâíîñòi äîäàòêîâèõ óìîâ ëiíi¨ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié ìîæíà çíà-

éòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (2.26), à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è iíôîðìàöiþ ïðî

íàëåæíiñòü ÷àñòèí ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäàì. Ïðîòå,

ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ ìîæíà çíàéòè ëèøå ç çàñòîñóâàííÿì

÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ. Âiäìiòèìî, ùî äëÿ ñèñòåì ñòàðøèõ ðîçìiðíîñòåé ãåòåðî-

êëiíi÷íi öèêëè ìîæóòü áàçóâàòèñü íå ëèøå íà ñiäëîâèõ îñîáëèâèõ òî÷êàõ, à

òàêîæ íà ñiäëîâèõ öèêëàõ. Ìåðåæi ãåòåðîêëiíi÷íèõ ñòðóêòóð ¹ äîâîëi ñêëà-

äíèìè óæå äëÿ N = 3 (ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.39), ïåðåáóäîâè ¨õ iíâàðiàíòíèõ

ìíîãîâèäiâ ïðèçâîäÿòü äî âèíèêíåííÿ õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåìè.

Òèïîâîþ ðèñîþ ñèñòåìè (7.3) ¹ òàêîæ ìóëüòèñòàáiëüíiñòü ðiçíèõ Φk, ùî

îïèñóþòü ðiçíi ðåæèìè êëàñòåðèçàöi¨. Çàâäÿêè ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê SN ñè-

ñòåìà ìà¹ Ck
N ñèìåòðè÷íèõ òî÷îê Φk, âñi ç ÿêèõ ìóñÿòü áóòè ñòiéêèìè îäíî-

÷àñíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pk(a1, a2, b1, b2, N) íåïîðîæíþ îáëàñòü ó ïàðàìåòðè-

÷íîìó ïðîñòîði, äå òî÷êà Φk ¹ ñòiéêîþ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îáëàñòü ìóëü-

òèñòàáiëüíîñòi ìîæíà îçíà÷èòè íåïîðîæíþ ìíîæèíó

PJ =
⋂
k∈J

Pk,

äå J ¹ ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç äiàïàçîíó {1, 2, . . . , N} . Ç íàâåäåíèõ

âèùå ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ ¹ ìîíîòîííà çàëå-

æíiñòü: P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ PN . Äåòàëüíî ìóëüòèñòàáiëüíiñòü ðåæèìiâ áî-

ðîòüáè çà ñèíõðîíiçàöiþ îïèñàíà ó ðîáîòi [190, Kazanovich, Burylko, Borisyuk]



287

òà ïðîiëþñòðîâàíà äiàãðàìàìè 4, 5. Òàêîæ ìîæëèâå ñïiâiñíóâàííÿ ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè Φk ç iíøèìè àòðàêòîðàìè (ùî âèäíî âæå äëÿ íàéïðîñòiøîãî íå-

òðèâiàëüíîãî âèïàäêó ÖÎ+2ÏÎ), çîêðåìà ç ïåðiîäè÷íèìè îðáiòàìè òà ãåòå-

ðîêëiíi÷íèìè öèêëàìè.

Âåëèêà êiëüêiñòü îïèñàíèõ âèùå êîëåêòèâíèõ âëàñòèâîñòåé çáåðiãàþòüñÿ

i äëÿ áiëüø çàãàëüíî¨ ñèñòåìè ç çiðêî�ïîäiáíîþ ñòðóêòóðîþ çâ'ÿçêiâ, àëå ç

ðiçíèìè ôóíêöiÿìè âïëèâó f1, . . . , fN ÏÎ íà öåíòðàëüíèé. Âiäïîâiäíà ñèñòåìà

ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

dϕi
dt

= −
N∑
j=1

fj(ϕj)− g(ϕi), i = 1, . . . , N. (7.24)

Äàíà ñèñòåìà âòðà÷à¹ ÷àñòèíó ñèìåðié â çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåíü ôóí-

êöié fi ìiæ ñîáîþ. Äàíà ñèñòåìà òàêîæ ìà¹ (êðiì iíøèõ) òi æ ïîëîæåííÿ

ðiâíîâàãè Φk ïðè âèêîíàííi óìîâ (7.22).

Äåòàëüíèé àíàëiç áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ äëÿ ñèñòåìè òðüîõ (ïðè N = 2)

òà ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ (ïðè N = 3) äëÿ áóëî íàâåäåíî ó [85, 2] ç iëþñòðàöi-

ÿìè ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ òà áiôóðêàöiéíèõ äià-

ãðàì. Íà ðèñ. 8.38 íàâåäåíî ÷îòèðè çi âêàçàíèõ áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì. Âiäìi-

òèìî, ùî îñêiëüêè ôóíêöi¨ çâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ¹ íåïàðíèìè i, îòæå, ïðàâi ÷àñòè-

íè ñèñòåìè ¹ íåïàðíèìè ó çàãàëüíîìó, òî âíàñëiäîê ñèìåòði¨ âñi ñiäëî�âóçëîâi

áiôóðêàöi¨ ó öüîìó âèïàäêó çàìiíþþòüñÿ âèëêîâèìè áiôóðêàöiÿìè (âiäáóâà¹-

òüñÿ ïåâíå âèðîäæåííÿ). Òàêîæ òî÷êà áiôóðêàöi¨ Áîãäàíîâà�Òàêåíñà ó öüîìó

âèïàäêó ¹ ïåðåòèíîì áiôóðêàöiéíèõ ëiíié Àíäðîíîâà�Õîïôà, ãîìîêëiíi÷íî¨

òà âèëêîâî¨.

I¹ðàðõi÷íà ñòðóêòóðà ñèñòåìè. Cèñòåìà (7.24) ìà¹ iíâàðiàíòíi ìíîãî-

âèäè Mm, Qm äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f1, . . . , fN , g. Âàæëèâîþ ¹ i¹ðàðõi÷íà

ñòðóêòóðà ñèñòåìè (7.24) âiäíîñíî ñâî¨õ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ Mm, ùî

ïðèñóòíÿ íà âiäìiíó âiä áiëüøîñòi îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì çàäàíèõ íà ìåðåæàõ

ç iíøîþ àðõiòåêòóðîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî áóäü�ÿêà m�âèìiðíà ñèñòåìà (7.24)

ìà¹ òóæ äèíàìiêó, ÿê i äèíàìiêà íà äåÿêîìó iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi Mm

çàãàëüíî¨ N�âèìiðíî¨ ñèñòåìè (7.24) (m < N). Òî÷íiøå, ðîçãëÿíåìî iíâàðiàí-
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òíèé ìíîãîâèäMm ç iíäåêñàìè êîîðäèíàò j = 1, . . . , N−m+1. Òîäi äèíàìiêà

íà öüîìó ìíîãîâèäi çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (7.24) ó íîâèõ çìiííèõ

ϕ̃1 = ϕ1, ϕ̃2 = ϕN−m+2, . . . , ϕ̃m = ϕN

òà ç íîâèìè ôóíêöiÿìè çâ'ÿçêó

f̃1(ϕ̃1) =
N−m+1∑
j=1

fj(ϕ1),

f̃2(ϕ̃2) = fN−m+2(ϕN−m+2), . . . , f̃m(ϕ̃m) = fN(ϕN).

Òàêó æ i¹ðàðõi÷íó âëàñòèâiñòü ìîæíà îïèñàòè i äëÿ áiëüø ñêëàäíî¨ êëàñòå-

ðèçàöi¨ ñèñòåìè, êîëè ñèñòåìà ìà¹ l ãðóï ç dj, j = 1, . . . , l, îñöèëÿòîðiâ ó

êîæíié ãðóïi ç iäåíòè÷íèìè çíà÷åííÿìè ôàç. Íîâi ôóíêöi¨ f̃i, i = 1, . . . ,m, ó

ïðàâié ÷àñòèíi ñèñòåìè (7.24) ¹ òàêîæ íåïàðíèìè òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

f̃i(0) = f̃i(π) = 0. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (i ÿê ïîêàçàíî ó [2, 190]) iíâàði-

àíòíi ìíîãîâèäè Mm ìàþòü ðiçíó òðàíñâåðñàëüíó ñòiéêiñòü ó ðiçíèõ ñâî¨õ

òî÷êàõ, ùî çàëåæèòü âiä çíà÷åíü çìiííèõ âñåðåäèíi ìíîãîâèäiâ òà çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè. Íàâåäåíà i¹ðàðõi÷íà âëàñòèâiñòü äîçâîëÿ¹ àâòîìàòè÷íî

îïèñóâàòè äèíàìiêó ñèñòåìè íà ¨¨ ïåâíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è âæå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ öi¹¨ æ ñèñòåìè ìåíøèõ ðîçìiðíîñòåé.

7.1.5. Ñèñòåìà ç ëîêàëüíèìè çâ'ÿçêàìè ìiæ ïåðèôåðè÷íèìè åëå-

ìåíòàìè

Ó ðîáîòàõ [74, 71, 190] äîñëiäæóþòüñÿ êîëåêòèâíà äèíàìiêà ñèñòåì ç öåí-

òðàëüíèì åëåìåíòîì ó âèïàäêàõ, êîëè ïåðèôåðè÷íi åëåìåíòè âçà¹ìîäiþòü

ìiæ ñîáîþ, òîáòî êîëè ñèñòåìà (7.1), (7.2) ìà¹ áiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä:

dθ0

dt
= ω0 +

N∑
i=1

f(θi − θ0),

dθi
dt

= ω + g(θ0 − θi) +
∑
k∈Ni

h(θk − θi), i = 1, . . . , N,
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äå h(x) � ôóíêöiÿ ëîêàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÏÎ, Ni � ìíîæèíà iíäåêñiâ âçà-

¹ìîäi¨ ÏÎ ìiæ ñîáîþ (ðiçíi òèïè âçà¹ìîäi¨ çîáðàæåíü íà ðèñ. 8.37). Î÷åâè-

äíî, ùî ñèñòåìè çi ñëàáèìè ïåðèôåðè÷íèìè çâ'ÿçêàìè áiëüø òî÷íî ìîäåëþ-

þòü ðåàëüíi íåéðîííi ïðîöåñè. Îñîáëèâó óâàãó ó çãàäàíèõ ðîáîòàõ ïðèäiëåíî

ïèòàííþ âïëèâó àðõiòåêòóðè ïåðèôåðè÷íèõ çâ'ÿçêiâ òà ñèëè âçà¹ìîäi¨ ìiæ

ðiçíèìè ÏÎ íà çàãàëüíó êîëåêòèâíó äèíàìiêó ñèñòåìè. Áóëî äåòàëüíî äîñëi-

äæåíî óìîâè ñòiéêîñòi ðåæèìó ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ (ΦN äëÿ ñèñòåìè ó ôàçî-

âèõ ðiçíèöÿõ). Âèÿâèëîñü, ùî ïîëîæåííÿ ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ ¹ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì ïðè âiäñóòíîñòi çâîðîòíüîãî âïëèâó âiä ÏÎ, àëå âîíî âòðà÷à¹ ñâîþ

ñòiéêiñòü ïðè íàÿâíîñòi çâîðîòíiõ çâ'ÿçêiâ çàëåæíî âiä êiëüêîñòi ÏÎ òà àðõi-

òåêòóðè ìåðåæi ìiæ íèìè. Áóëî ïîêàçàíî, ùî ïàðàìåòðè÷íi óìîâè ñòiéêîñòi

Φsync = ΦN (â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ a1 = f ′(0), b1 = g′(0), c = h′(0))

¹ iäåíòè÷íèìè ó âèïàäêó, êîëè ÏÎ çâ'ÿçàíi íà ïðÿìié òà íà ïëîñêié ãðàòöi,

à òàêîæ âîíè ¹ iäåíòè÷íèìè, êîëè àðõiòåêòóðà ìåðåæi ÏÎ ìà¹ ôîðìó êîëà

òà òîðó. Òàê ñòiéêiñòü ç ìåðåæåþ ÏÎ íà ïðÿìié ðóéíó¹òüñÿ øâèäøå, íiæ íà

êîëi ïðè çáiëüøåííi êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ ó ìåðåæi. Áóëî òàêîæ âñòàíîâëå-

íî, ùî ñòiéêiñòü àíòèôàçíèõ ðåæèìiâ ìîæå áóòè ëåãêî çðóéíîâàíà ïðè ïîÿâi

íåçíà÷íèõ çâ'ÿçêiâ ìiæ ÏÎ.

7.1.6. Êîíñåðâàòèâíèé õàîñ

Îñöèëÿòîðíà çiðêîïîäiáíà ñèñòåìà ç òðüîìà òà áiëüøå ÏÎ ìî-

æå äåìîíñòðóâàòè äîñèòü ñêëàäíó õàîòè÷íó ïîâåäiíêó. Ìîæíà âêàçàòè

çâ'ÿçîê ìiæ âåêòîðíèì ïîëåì (7.1), (7.2) òà äîáðå âiäîìèì ABC�ïîòîêîì

(Arnold�Beltrami�Childress �ow), ÿêèé âïåðøå äîñëiäæóâàâñÿ ó ðîáîòi Â. Àð-

íîëüäà [26]. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

dϕ1

dt
= A sinϕ3 + C cos(ϕ2 − δ),

dϕ2

dt
= B sinϕ1 + A cos(ϕ3 − δ),

dϕ3

dt
= C sinϕ2 +B cos(ϕ1 − δ). (7.25)
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Ñèñòåìà (7.25) ¹ ABC ïîòîêîì ç ïàðàìåòðàìè A, B, C ïðè δ = 0 òà ñïiâïàäà¹

ç ñèñòåìîþ ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (7.3) äëÿ ìîäåëi ç òðüîìà ÏÎ i ôóíêöiÿìè

çâ'ÿçêiâ f(x) = g(x) = − sinx, ïðè A = B = C = 1, δ = π/2. Õàîòè÷íà

ïîâåäiíêà ABC ïîòîêó âèâ÷àëàñü i îïèñàíà ó ëiòåðàòóði ç ðiçíèõ òî÷îê çîðó

[99, 116, 137, 127, 40]. Ñèñòåìà ìà¹ òàê çâàíèé êîíñåðâàòèâíèé õàîñ, êîëè õà-

îòè÷íà òðà¹êòîðiÿ çàïîâíþ¹ ìàéæå âåñü ôàçîâèé òîð T3 çà âèíÿòêîì îäíî-

òà äâî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ öi¹¨ ñèñòåìè. Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ

êîíñåðâàòèâíîãî õàîñó ¹ íóëüîâà äèâåðãåíöiÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Ïîäiáíó ïî-

âåäiíêó ìàþòü ôàçîâi ïîòîêè ñèñòåìè (7.1), (7.2) òðüîõ ÏÎ ïðè ïåâíîìó ðîç-

ïîäiëi ïàðàìåòðiâ. Òàê çàäàíà ñèñòåìà ìà¹ òðè iíâàðiàíòíi ïëîùèíèM2 âè-

ãëÿäó ϕi = ϕj, ùî ðîçäiëÿþòü ôàçîâèé ïðîñòið T3 íà äâi iíâàðiàíòíi îáëàñòi,

çàïîâíåíi õàîòè÷íèìè ôàçîâî�íåçàìêíóòèìè òðà¹êòîðiÿìè [85]. Iíâàðiàíòíi

îáëàñòi ó òðè�âèìiðíîãî òîðó T3 (ÿêèé çðó÷íî ïðåäñòàâëÿòè êóáîì íà ñõå-

ìàòè÷íèõ äiàãðàìàõ) ¹ òðèêóòíèìè íåîáìåæåíèìè ïðèçìàìè (òðóáàìè), ùî

ìàþòü ñèìåòðiþ Z3 òà ðîçòàøîâàíi íàâêîëî ëiíié ñèìåòði¨:

L1 = {(ϕ1, ϕ2, ϕ3) : ϕ1 − ϕ2 = 2π/3, ϕ1 − ϕ3 = 4π/3} ,

L2 = {(ϕ1, ϕ2, ϕ3) : ϕ1 − ϕ2 = 4π/3, ϕ1 − ϕ3 = 2π/3} .

Ôàçîâèé ïðîñòið òàêîæ ïðîíèçàíèé îäíî�âèìiðíèìè iíâàðiàíòíèìè ìíîæè-

íàìèM1: ϕ1 = ϕ2 = ϕ3 òà Q1 âèãëÿäó ϕi + ϕj = 0, ϕk ∈ {0, π}, i, j, k = 1, 2, 3

(ðèñ 8.39(a)�(d)).

Àíàëiçóþ÷è óìîâè ñòiéêîñòi ïîëîæåíü ðiâíîâàãè (7.15)�(7.19) ìîæíà çíà-

éòè âiäêðèòó îáëàñòü ó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ òàêó, ùî âñi òî÷êè Φk ∈ T3

ñèñòåìè ¹ ñiäëîâèìè, à iíøèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ñèñòåìà íå ìà¹. Íà

ðèñ 8.39(e)�(h) ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ñèòóàöiþ, êîëè ñèñòåìà ìà¹ ïîëîæå-

ííÿìè ðiâíîâàãè ëèøå ñiäëîâi òî÷êè Φ0, Φ3, òà ñiäëî�âóçëîâi òî÷êè Φ1, Φ2

(êîòðèõ ïî òðè, âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ) i âñi öi òî÷êè ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ ó

ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë çà äîïîìîãîþ îäíîâèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ

W u(Φk), W s(Φk), ÷àñòèíà ç ÿêèõ ñïiâïàäà¹ çi çãàäàíèìè âèùå ìíîãîâèäàìè

M1, Q1, à iíøi (ôîêóñíi) íàëåæàòü ìíîãîâèäàì òèïóM2. Âåñü ôàçîâèé ïðî-
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ñòið ó öüîìó âèïàäêó ïðîíèçàíèé ìåðåæåþ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Öi ãåòå-

ðîêëiíi÷íi öèêëè ¹ îñíîâîþ iñíóâàííÿ õàîòè÷íèõ òðà¹êòîðié ïîäiáíî ñèòóàöi¨,

îïèñàíié ó ðîáîòi Ë. Øèëüíiêîâà ïðî õàîñ ó îêîëi ïåòëi ñiäëî�ôîêóñà [299]. Ó

âèïàäêó ñèñòåìè (7.25) ïðèêëàä òàêîãî ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó çîáðàæåíî íà

ðèñ. 7.25(e) (äå ïåðåïîçíà÷åíî O := Φ3, Π := Φ0). Öåé ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêë

H3(Φ3,Φ1,Φ0) = H3(Φ3,W
u(Φ3),Φ1,W

u(Φ1),Φ0W
u(Φ0)

ñêëàäà¹òüñÿ ç: ñiäëîâî¨ ñèíõðîííî¨ òî÷êè Φ3 = Φsync, ¨¨ îäíî�âèìiðíîãî ií-

âàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó W u(Φ3) = W s(Φ1), ùî ëåæèòü íà Q1; ñiäëî�ôîêóñíî¨

òî÷êè Φ1; éîãî íåñòiéêîãî ñïiðàëå�âèäíîãî ìíîãîâèäó W u(Φ1) = W s(Φ0), ùî

íàëåæèòü iíâàðiàíòíié ïëîùèíi Q2; ñiäëîâî¨ òî÷êè Φ0; ¨¨ íåñòiéêîãî ìíîãîâè-

äó W u(Φ0) = W s(Φ3), ùî ñïiâïàäà¹ çM1. Òàêèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë iñíó¹

ëèøå ïðè âèêîíàííi óñiõ çâ'ÿçêiâ W u(Φi) = W s(Φj). Âiäìiòèìî, ùî òàêèé

ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ìîæëèâèé ñàìå íà òîði T3 (îñêiëüêè âñi âåðøèíè êó-

áà ¹ iäåíòè÷íèìè (ðèñ. 7.25(e)), i íåìîæëèâèé ó R3, äå ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë

ìiñòèòü äâà ñiäëî�ôîêóñè (ðèñ. 7.25(g)).. Óìîâè iñíóâàííÿ õàîñó ìîæíà îïè-

ñàòè ó òåðìiíàõ ñïiââiäíîøåíü äiéñíèõ ÷àñòèí ñiäëî�ôîêóñó Φ1 (ÿê ó Òåîðåìi

Øèëüíiêîâà) òà ïåâíèõ óìîâ ãîìîêëiíi÷íèõ äîòèêiâ, ùî ¹ äîñèòü íåòðèâiàëü-

íèìè. Áiôóðêàöi¨ êîðîçìiðíîñòi äâà (òèïó Øèëüíiêîâà�Õîïôà ÷è Á¹ëÿêîâà),

îïèñàíi, çîêðåìà ó ðîáîòàõ [91, 298, 92], ïðèçâîäÿòü äî ïîÿâè ãåòåðîêëiíi-

÷íèõ öèêëiâ, âóçëàìè ÿêèõ ¹ ñiäëîâi òî÷êè òà ñiäëîâi öèêëè (ðèñ. 7.25(h)).

Öi áiôóðêàöi¨ ¹ ïðè÷èíîþ äåôîðìàöi¨ òà ñòèñêàííÿ õàîñó, ÿêèé ìîæå çàéìà-

òè âæå íå âåñü òîðî¨äàëüíèé ôàçîâèé ïðîñòið, à ïî÷èíà¹ ñòèñêàòèñü íàâêîëî

ëiíi¨ L1 (àáî L2) ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ ó (7.25). Ñòðóêòóðà õàîòè÷íèõ òðà¹-

êòîðié ïîêàçàíà íà ðèñ. 14 ðîáîòè [85]. À ðèñ. 15 öi¹¨ æ ðîáîòè äåìîíñòðó¹,

ùî ìàêñèìàëüíà Ëÿïóíîâñüêà åêñïîíåíòà ìîæå áóòè ïîçèòèâíîþ äëÿ âåëèêî¨

îáëàñòi ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè, ùî ÷èñåëüíî ïiäòâåðäæó¹ õàîòè÷íiñòü òðà¹êòîðié

ñèñòåìè. Âiäìiòèìî, ùî ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè âçäîâæ ãåòåðîêëiíi÷íî¨ òðà¹êòîði¨

ç ðiçíèìè âóçëàìè Φk âiäïîâiäà¹ ìîäåëþâàííþ ïåðåìèêàííÿ óâàãè ç îäíîãî

îá'¹êòó íà iíøèé ó íåéðîííié ñèñòåìi.

Çãiäíî çi çãàäàíîþ âèùå i¹ðàðõi÷íiñòþ ñòðóêòóðè âiäíîñíî âëàñíèõ ií-
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âàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ ðîçìiðíîñòi N ≥ 4 ìà¹

õàîòè÷íó ñòðóêòóðó âñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâMm,m = 3, . . . , N−1,

ÿêùî âîíà ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó ïðè N = 3. Îòæå äëÿ ñèñòåìè ôàçîâèõ îñöè-

ëÿòîðiâ ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì ìîæíà ïiäiáðàòè ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó òàêèì

÷èíîì, ùî âîíà áóäå ìàòè êîíñåðâàòèâíèé õàîñ, ïîäiáíèé äî ABC ïîòîêó àáî

õàîòè÷íèé àòðàêòîð äëÿ äîâiëüíèõ ðîçìiðíîñòåé N ≥ 3.

7.2. Ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå â ìîäåëÿõ ç öåíòðàëüíèì åëå-

ìåíòîì òà àäàïòàöi¹þ

7.2.1. Äèíàìi÷íèé ðåæèì ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå

Ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå (ÏÎÂ) ¹ îá÷èñëþâàëüíèì ïðèíöèïîì â øòó-

÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæàõ äëÿ âïðîâàäæåííÿ òàêèõ ôóíêöié, ÿê êîíêóðåíòíå

íàâ÷àííÿ, ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü òà âèáið äi¨ [162, 345]. Âiäïîâiäíî äî öüîãî ïðèí-

öèïó, íåéðîíè â ñèñòåìi êîíêóðóþòü îäèí ç îäíèì çà àäàïòàöiþ. Çàçâè÷àé

ëèøå îäèí íåéðîí àáî ïîïóëÿöiÿ íåéðîíiâ ç íàéáiëüøèì çîâíiøíiì iìïóëüñîì

ñòà¹ ïåðåìîæöåì ó öié êîíêóðåíöi¨ òà ïðèãíi÷ó¹ àêòèâíiñòü iíøèõ íåéðîíiâ.

Òðàäèöiéíî ÏÎÂ ìîäåëi ìîæóòü áóòè ðîçäiëåíèìè íà êiëüêà êàòåãîðié

â çàëåæíîñòi âiä òèïiâ åëåìåíòiâ ó ¨õ êîíñòðóêöiÿõ. Ó áiëüø ðàííiõ âåðñiÿõ

ÏÎÂ ìîäåëåé âèêîðèñòîâóþòü áåçiìïóëüñíi áëîêè, ùî ïðàöþâàëè ç àíàëî-

ãîâèìè âõiäíèìè òà âèõiäíèìè ñèãíàëàìè [346, 119, 53, 183, 290]. Ïiçíiøå

áóëè âäîñêîíàëåíi ôóíêöiîíàëüíi ïðèíöèïè öèõ ìîäåëåé, áóëè îòðèìàíi àíà-

ëiòè÷íi òà îá÷èñëþâàëüíi ðåçóëüòàòè âiäíîñíî äèíàìiêè òà ñòiéêîñòi ðiçíî-

ìàíiòíèõ ðåæèìiâ [76, 229, 125, 281, 269, 61, 156]. Òàêi ñèñòåìè ìîæóòü áóòè

çðó÷íî âïðîâàäæåíi ó VLSI ñõåìàõ [217, 100, 305] (very�large�scale integrati-

on � ïðîöåñ ñòâîðåííÿ iíòåãðàëüíî¨ ñõåìè, îá'¹äíóþ÷è òèñÿ÷i òðàíçèñòîðiâ ó

¹äèíèé ÷iï). Äëÿ òîãî, ùîá çðîáèòè ÏÎÂ ñèñòåìè ñóìiñíèìè ç ïðèñòðîÿìè,

ïîäiáíèìè äî ìîçêó, ðîçðîáëÿëèñü òà âèâ÷àëèñü ÏÎÂ ìåðåæi iìïóëüñíèõ (spi-

king) åëåìåíòiâ [103, 221, 178, 93] ðàçîì ç ¨õ VLSI áëîêàìè [173, 250]. ÏÎÂ

ñèñòåìè çàñòîñîâóâàëèñü òàêîæ äëÿ ïîáóäîâè êðåìíi¹âî¨ ìåðåæi [172, 219],

i¹ðàðõi÷íèõ ìîäåëåé çîðó [272] òà äëÿ ìîäåëþâàííÿ êîãíiòèâíèõ ôóíêöié
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[175, 174, 304, 181, 220]. Áóëî äîâåäåíî, ùî îïåðàöiÿ ïåðåìîæåöü îòðèìó¹

âñå ¹ îá÷èñëþâàëüíî ïîòóæíiøîþ ó ïîðiâíÿííi ç iíøèìè íåëiíiéíèìè îïåðà-

öiÿìè, íàïðèêëàä, ïîðîãîâèìè [223, 222].

Ãiïîòåçà òèì÷àñîâî¨ êîðåëÿöi¨ ñòèìóëþâàëà ðîçâèòîê ÏÎÂ ñèñòåì íà

îñíîâi ñèíõðîíiçàöi¨ êîëèâàëüíî¨ àêòèâíîñòi [301]. Íà áàçi îñöèëÿòîðíî¨ ñè-

ñòåìè Âàí äåð Ïîëÿ áóëà ðîçðîáëåíà ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ ãàëüìóþ÷èõ íåéðîíiâ

äëÿ ïîñëiäîâíîãî âèáîðó îá'¹êòiâ íà çîáðàæåííi çà äîïîìîãîþ ÏÎÂ ïðèí-

öèïiâ [328]. Ïîäiáíå âïðîâàäæåííÿ ÏÎÂ ðåæèìó áóëî ðåàëiçîâàíå â ñèñòåìi

ÔiöÕüþ�Íàãóìî ç ãëîáàëüíîþ ãàëüìiâíîþ íåéðîííîþ âçà¹ìîäi¹þ [329]. Â ðî-

áîòi [240] áóëà ïîáóäîâàíà ñèñòåìà ç àäàïòèâíî ç'¹äíàíèõ ÏÎÂ ëàíöþãiâ, äå

êîæåí ëàíöþã ¹ îñöèëÿòîðîì, êåðîâàíèì âçà¹ìîäi¹þ ìiæ áàãàòüìà çáóäæó-

þ÷èìè åëåìåíòàìè òà çàãàëüíîþ ãàëüìóþ÷îþ ñèëîþ. Çìàãàííÿ ìiæ çáóäæó-

þ÷èìè åëåìåíòàìè ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ëèøå îäèí íåéðîí çàëèøà¹òüñÿ

ó çáóäæåíîìó ñòàíi. Ïåðåìèêàííÿ ìiæ ñòàíàìè êîíòðîëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ

çîâíiøíüî¨ ñòèìóëÿöi¨.

Òðàäèöiéíî â ÏÎÂ ñèñòåìàõ âèõiäíi ñèãíàëè êîíêóðóþòü çà àêòèâàöiþ

÷åðåç ëàòåðàëüíå ãàëüìóâàííÿ àáî ðåêóðåíòíå ãàëüìóâàííÿ. Ó öüîìó ïiäðîç-

äiëi ìè ïðîïîíó¹ìî àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä äî ÏÎÂ ïðîáëåìè, ÿêèé áàçó¹òüñÿ

íà ñèíõðîíiçàöi¨ â îñöèëÿòîðíié ìåðåæi ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì. ßê i â

ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ öüîãî ðîçäiëó, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî ïîáóäîâàíà ç

îñöèëÿòîðiâ ç ðàäiàëüíîþ àðõiòåêòóðîþ çâ'ÿçêiâ. Òîáòî ¹ öåíòðàëüíèé îñöè-

ëÿòîð (ÖÎ), ÿêèé çâ'ÿçàíèé ç ìíîæèíîþ ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ (ÏÎ)

çà äîïîìîãîþ çâ'ÿçêiâ ó ïðÿìîìó i çâîðîòíüîìó íàïðÿìêàõ. Ìè ïîêàæåìî,

ùî êîíêóðåíöiÿ ìiæ ÏÎ çà ñèíõðîíiçàöiþ ç öåíòðàëüíèì ìîæå áóòè îðãàíi-

çîâàíà òàêèì ÷èíîì, ùî ëèøå îäèí ç ÏÎ âèãðà¹ öþ êîíêóðåíöiþ. Öåé ÏÎ

áóäå ïðàöþâàòè êîãåðåíòíî ç öåíòðàëüíèì â òîé ÷àñ êîëè ôàçè iíøèõ ÏÎ

áóäóòü ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñü âiä ôàçè öåíòðàëüíîãî. Öå òàêîæ ïðèçâîäèòü äî

ðåçîíàíñíîãî çáiëüøåííÿ àêòèâíîñòi ÏÎ�ïåðåìîæöÿ â òîé ÷àñ, ÿê àêòèâíiñòü

iíøèõ ÏÎ áóäå çìåíøåíîþ äî íèçüêîãî ðiâíÿ.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè óçàãàëüíåíi ôàçîâi îñöèëÿòîðè ÿê åëåìåíòè

ÏÎÂ ñèñòåìè. Óçàãàëüíåíà ñèñòåìà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè

(7.1), (7.2), ïîáóäîâàíî¨ íà áàçi ìîäåëi Êóðàìîòî òèì, ùî ïåâíi ïàðàìåòðè
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íîâî¨ ñèñòåìè òðàíñôîðìóþòüñÿ ó äèíàìi÷íi çìiííi. Ó âèïàäêó íîâî¨ ñèñòå-

ìè çìiííi âêëþ÷àþòü âëàñíó ÷àñòîòó öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà ω0 òà ñèëè

âçà¹ìîäié âiä ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ äî öåíòðàëüíîãî a1, . . . , aN . Ñèëà

âçà¹ìîäi¨ ÏÎ àäàïòó¹òüñÿ ÿê ôóíêöiÿ ïîäiáíîñòi ìiæ ¨¨ ôàçîþ òà ôàçîþ ÖÎ.

Äëÿ îòðèìàííÿ ÏÎÂ ðåæèìó ñèëè çâ'ÿçêó âiä ÏÎ äî ÖÎ áóòè äîäàòíiìè, à

ñèëè çâ'ÿçêó ó çâîðîòíüîìó íàïðÿìêó � íåãàòèâíèìè.

Ïåðåâàãîþ ðîçãëÿäóâàíî¨ òóò ÏÎÂ îñöèëÿòîðíî¨ ñèñòåìè � öå ìîæëèâiñòü

¨¨ âïðîâàäæåííÿ â àïàðàòíó òåõíiêó, òàêó, ÿê ïðèëàäè îïòè÷íèõ ëàçåðiâ ÷è

ìàñèâè ç'¹äíàíü Äæîçåôñîíà. Çàóâàæèìî, ùî ìiæ ÏÎ âiäñóòíÿ âçà¹ìîäiÿ,

òîìó ÷èñëî çâ'ÿçêiâ ó ñèñòåìi 2N .

ÏÎÂ ñèñòåìè óçàãàëüíåíèõ îñöèëÿòîðiâ ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì áóëè

çàïðîïîíîâàíi ß. Êàçàíîâè÷åì òà Ð. Áîðèñþêîì ó ðîáîòàõ [185, 186, 187] ç ìå-

òîþ ìîäåëþâàííÿ âiçóàëüíîãî ïîøóêó. Äóæå äåòàëüíå îïèñàííÿ áiîëîãi÷íî¨

ìîòèâàöi¨ ïîáóäîâè äàíî¨ ìîäåëi ïðåäñòàâëåíî òàêîæ ó äîêòîðñüêié ðîáîòi

ß. Êàçàíîâè÷à [10]. Àâòîðè ìîäåëi çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâóâàëè ñòàòèñòè÷íi

ìåòîäè ¨õ äîñëiäæåííÿ ç çàñòîñóâàííÿì êîìï'þòåðíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ó äàíî-

ìó ðîçäiëi òà ó ðîáîòi [87] íàâåäåíî äåòàëüíèé ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç äèíàìiêè

öèõ ñèñòåì.

Â äàíîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ îñöèëÿòîðíèõ ìåðåæ

ÏÎÂ. Ó âèïàäêó, êîëè âñi ÏÎ ìàþòü îäíàêîâi âëàñíi ÷àñòîòè, âñòàíîâëåíî

óìîâè, êîëè ëèøå îäèí ç öèõ ÏÎ âèãðà¹ çìàãàííÿ. Öåé ïåðåìîæåöü ñèíõðî-

íiçó¹òüñÿ ç ÖÎ òîäi, ÿê óñi iíøi ÏÎ ïåðåáóâàþòü ó ïðîòèôàçi äî ÖÎ. ÏÎÂ

äèíàìiêà âiäïîâiäà¹ iñíóâàííþ ïîëîæåííÿ ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè ó ôàçîâîìó ïðî-

ñòîði ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è áiôóðêàöiéíèé àíàëiç òà òåîðiþ çáóðåíü, ìè ïîêàçó¹ìî,

ùî ó âèïàäêó íåiäåíòè÷íèõ âëàñíèõ ÷àñòîò ÏÎ ñèñòåì ìîæå äåìîíñòðóâàòè

ÿê ñòàöiîíàðíi, òàê i êîëèâíi âåðñi¨ ÏÎÂ ðåæèìó â çàëåæíîñòi âiä ñïiââiä-

íîøåíü ìiæ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìè. Ó ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi ÏÎ�ïåðåìîæåöü

ïðàöþ¹ ìàéæå ó ôàçi ç ÖÎ òîäi, ÿê ìîäóëü ðiçíèöi ìiæ iíøèõ ÏÎ òà ÖÎ ¹

áëèçüêèì, àëå íå ðiâíèì, äî 2π. Ó êîëèâíié âåðñi¨ ÏÎÂ ðåæèìó iñíó¹ ¹äèíèé

ÏÎ�ïåðåìîæåöü, êîòðèé ïðàöþ¹ ìàéæå ó ôàçi çà ÖÎ (ç äóæå íåçíà÷íèìè

âiäõèëåííÿìè) ó òîé ÷àñ, ÿê ôàçè iíøèõ ÏÎ îñöèëþþòü äàëåêî âiä ôàçè ÖÎ
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àáî æ áiãàþòü íåçàëåæíî ïî êîëó ó ïîçèòèâíîìó ÷è íåãàòèâíîìó íàïðÿìêó.

Ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ïîÿâà êîëèâíîãî ÏÎÂ ðåæèìó îáóìîâëåíà áiôóðêàöi¨ ñi-

äëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó òîði (SNIT), ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì äëÿ âèùèõ

ðîçìiðíîñòåé äîáðå âiäîìî¨ áiôóðêàöi¨ ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó öèêëi

(SNIC) (äèâ. [122, 176]). Êîìï'þòåðíà ñèìóëÿöiÿ äëÿ çíà÷íî¨ êiëüêîñòi ðiçíèõ

ïàðàìåòðiâ ïiäòâåðäæó¹ íàøi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè [189, 3, 87].

7.2.2. Îïèñàííÿ ìîäåëi ç àäàïòàöi¹þ

Ñèñòåìà, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ¹ óçàãàëüíåííÿì îñöèëÿòîðíî¨ ìîäåëi ç öåí-

òðàëüíèì åëåìåíòîì, îïèñàíî¨ ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi. Öÿ ñèñòåìà ìiñòèòü

öåíòðàëüíèé îñöèëÿòîð òà íàáið ç N ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. ÖÎ âçà¹ìî-

äi¹ ç óñiìà ÏÎ ÷åðåç ïðÿìó òà çâîðîòíþ âçà¹ìîäiþ. ÏÎ íå çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ.

Äèíàìiêà ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèìè ðiâíÿííÿìè:

dθ0

dt
= ω0 +

1

N

N∑
j=1

ajf(θj − θ0), (7.26)

dθi
dt

= ωi + bg(θ0 − θi), i = 1, . . . , N, (7.27)

dω0

dt
=
α

N

N∑
j=1

ajf(θj − θ0), (7.28)

dai
dt

= β (−ai + c+ γh(θi − θ0)), i = 1, . . . , N, (7.29)

äå (θ0, θ1, . . . , θn, ω0, a1, . . . an) ∈ Tn+1×R×Rn � çìiííi, ωi, i = 1, . . . , N , α, β, γ,

b, c � ïàðàìåòðè. Â ñèñòåìi (7.26)�(7.29) θi ¹ ïîòî÷íèìè ôàçàìè, à ωi ¹ âëàñíè-

ìè ÷àñòîòàìè îñöèëÿòîðiâ, ai òà b îïèñóþòü ñèëó âçà¹ìîäi¨ ìiæ îñöèëÿòîðàìè.

Ìè òàêîæ àñîöiþ¹ìî ai ç àìïëiòóäàìè ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Äîäàòíi

çíà÷åííÿ ñèë âçà¹ìîäi¨ âiäïîâiäàþòü íàìàãàííþ îñöèëÿòîðiâ äî ñèíõðîíiçà-

öi¨, à íåãàòèâíi � äî äåñèíõðîíiçàöi¨. Ìè òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïàðàìåòðè

α, β, γ òà c ¹ çàâæäè äîäàòíèìè.

Ôóíêöi¨ f , g, h ¹ 2π�ïåðiîäè÷íèìè òà çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì óìîâàì:
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f(x) = −f(−x), f ′(0) > 0 f ′(π) = 0, (7.30)

g(x) = −g(−x), g′(0) > 0, g′(π) < 0, (7.31)

h(x) = h(−x), h(0) = 1, h(π) = 0, h′(0) = h′(π) = 0. (7.32)

Îòæå ôóíêöi¨ f òà g ¹ ïàðíèìè, à ôóíêöiÿ h ¹ íåïàðíîþ. Ç ïåðiîäè÷íîñòi

òà íåïàðíîñòi ôóíêöié f òà g âèïëèâàþòü òàêîæ âëàñòèâîñòi f(0) = f(π) =

g(0) = g(π) = 0. Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ f(x), g(x) íå ìàþòü iíøèõ íóëiâ

íà iíòåðâàëi (0, π). Ìè òàêîæ âèìàãà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ h(x) áóëà ìîíîòîííîþ

íà iíòåðâàëi [0, π] (à, îòæå, i íà [−π, 0]).

Ñèñòåìà (7.26)�(7.29) ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîïåðåäíüî¨ ìîäåëi, ïîáóäîâàíî¨

íà áàçi ìîäåëi Êóðàìîòî ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ïðè ââåäåííi äâîõ íîâèõ òèïiâ

ðiâíÿíü: ðiâíÿííÿ äëÿ àäàïòàöi¨ âëàñíî¨ ÷àñòîòè öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà ω0

òà ðiâíÿíü äëÿ àäàïòàöi¨ àìïëiòóä ai. Çíà÷åííÿ ðiâíÿííÿ (7.28) ñòà¹ áiëüø

ïðîçîðèì, ÿêùî éîãî ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

dω0

dt
= α

(
dθ0

dt
− ω0

)
.

Âiäïîâiäíî öüîìó ðiâíÿííþ âëàñíà ÷àñòîòà ÖÎ àäàïòó¹òüñÿ ó íàïðÿìêó ïî-

òî÷íî¨ ÷àñòîòè. Ïàðàìåòð α êîíòðîëþ¹ øâèäêiñòü àäàïòàöi¨.

Çíà÷åííÿ ðiâíÿíü (7.29) ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ðåçîíàíñíå çáiëü-

øåííÿ àìïëiòóäè êîëèâàíü i�ãî ÏÎ äî ðiâíÿ c+ γ, ÿêùî âií ïðàöþ¹ ó ôàçi ç

öåíòðàëüíèì, ó iíøîìó âèïàäêó öÿ àìïëiòóäà çìåíøó¹òüñÿ äî ðiâíÿ c. Ïàðà-

ìåòð β êîíòðîëþ¹ øâèäêiñòü àäàïòàöi¨ àìïëiòóäè.

Ñèñòåìà (7.26)�(7.29) ¹ ïîäiáíîþ äî ñèñòåìè, îïèñàíî¨ ó ïîïåðåäíüîìó

ðîçäiëi, ñòâîðåíî¨ ç ìåòîþ îðãàíiçàöi¨ êîíêóðåíöi¨ ìiæ ÏÎ çà ñèíõðîíiçàöiþ ç

ÖÎ òàêèì ÷èíîì, ùî ó òèïîâîìó âèïàäêó ëèøå îäèí îñöèëÿòîð ìîæå âèãðàòè

öå çìàãàííÿ. Ìè ïîêàæåìî, ùî òàêà ñèòóàöiÿ ìîæëèâà ó âèïàäêó b < 0. Iíøi
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òèïè äèíàìiêè, âêëþ÷àþ÷è ìóëüòèñòàáiëüíiñòü òà õàîòè÷íi ðåæèìè, ¹ òàêîæ

ìîæëèâîþ â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü iíøèõ ïàðàìåòðiâ.

Äâà òèïè äèíàìiêè ìîæóòü áóòè àñîöiéîâàíèìè ç ÏÎÂ ðåæèìîì â ñèñòå-

ìi (7.26)�(7.29). Ó ñòàöiîíàðíîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî ñêàçàòè, ùî i�òèé ÏÎ

âèãðà¹ çìàãàííÿ, ÿêùî âií ¹ ¹äèíèì ÏÎ, ùî ìà¹ àìïëiòóäó, ÿêà àñèìïòîòè÷íî

ïðÿìó¹ äî c+ γ, ó òîé ÷àñ ÿê àìïëiòóäè iíøèõ ÏÎ äîðiâíþþòü c. Ó íåñòàöiî-

íàðíîìó âèïàäêó àìïëiòóäè ÏÎ âæå íå ¹ ïîñòiéíèìè. Ìè ââàæàòèìåìî, ùî

i�òèé ÏÎ âèãðà¹ çìàãàííÿ, ÿêùî àìïëiòóäà ai öüîãî îñöèëÿòîðà àñèìïòîòè-

÷íî ñêîíöåíòðîâàíà ó îáëàñòi, ùî ïåðåâèùó¹ çíà÷åííÿ c+ γ − δ ó òîé ÷àñ, ÿê
àìïëiòóäè iíøèõ ÏÎ aj, j 6= i, çìiíþþòüñÿ â îáëàñòi íèæ÷å çíà÷åííÿ c + δ,

äå δ ¹ ìàëèì ïàðàìåòðîì. Íàøîþ ìåòîþ ¹ çíàõîäæåííÿ óìîâ iñíóâàííÿ ñòà-

öiîíàðíèõ òà íåñòàöiîíàðíèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ. Äëÿ öüîãî ìè ñïî÷àòêó äåòàëüíî

ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (7.26)�(7.29) ó âèïàäêó, êîëè ÏÎ ¹ iäåíòè÷íèìè (ωi = ω),

à ïîòiì, çáóðþþ÷è ÷àñòîòè äàíó òà íàêëàäàþ÷è äîäàòêîâi óìîâè íà ôóíêöi¨

çâ'ÿçêiâ, áóäåìî âèâ÷èòè âèïàäîê íåiäåíòè÷íèõ ÏÎ.

Äåÿêi ðåçóëüòàòè âiäíîñíî ñèñòåìè (7.26)�(7.29) ìîæóòü áóòè îòðèìàíè-

ìè ó âèïàäêó áiëüø çàãàëüíèõ ôóíêöié çâ'ÿçêó ïðè âèêîíàíi ëèøå óìîâ

(7.30)�(7.32). Áiëüø òîíêi òà ñêëàäíi ðåçóëüòàòè âèìàãàþòü ñïåöèôiêàöi¨ ôóí-

êöié f , g, h. Ó öüîìó âèïàäêó ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi òèïè ôóí-

êöié:

f(x) =


sin

(
|x− π|ν

πν−1

)
, x ∈ [0, π],

− sin

(
|x+ π|ν

πν−1

)
, x ∈ [−π, 0],

(7.33)

g(x) = sin x, (7.34)

h(x) =


(
µ2−x2
µ2

)σ
, |x| < µ,

0, µ ≤ |x| ≤ π,
(7.35)

ç ïàðàìåòðàìè ν > 1, σ � 1, µ ∈ (0, π). Ãðàôiêè ôóíêöié f òà h çîáðàæåíi íà

ðèñ. 8.40 äëÿ êiëüêîõ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ.

Ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ïðîñòèé ìàêñèìóì íà iíòåðâàëi (0, π) i ñèìåòðè÷íèé
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ìiíiìóì íà (−π, 0) òàêi, ùî

xmax = −xmin = π
(
1− 2−1/ν

)
, f (xmax) = −f (xmin) = 1

òà

lim
ν→∞

xmax = 0.

Òàêèì ÷èíîì, çáiëüøóþ÷è çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó ν, ìîæíà íåïåðåðâíî ðóõà-

òè òî÷êó ìàêñèìóìó (òà, âiäïîâiäíî, ìiíiìóìó) âiä π/2 (òà, âiäïîâiäíî, âiä

−π/2) äî íóëÿ (äèâ. ðèñ. 8.40(a)). Ïàðàìåòð ν òàêîæ îïèñó¹ íàõèë ôóíêöi¨ f

ó íóëüîâié òî÷öi:

f ′(0) = ν.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü ó òîìó, ùî f ′(π) = 0 äëÿ ν > 1, ùî ïiäòâåðäæó¹ âèêîíà-

ííÿ îäíi¹¨ ç óìîâ (7.30).

Ïàðàìåòð σ êîíòðîëþ¹ �øèðèíó� ôóíêöi¨ h. Çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðó σ ðî-

áèòü òîíøèì òà ãîñòðiøèì ïiê ôóíêöi¨ h(0) (äèâ. ðèñ. 8.40(b)). Íèæ÷å ìè

ïîêàæåìî, ÿê çìiíè çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ν òà σ âïëèâàþòü íà ïîÿâó òà iñíó-

âàííÿ ðiçíèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ.

ßê i â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, äëÿ çðó÷íîñòi äîñëiäæåíü ìè çàôiêñó¹ìî â

íóëi ôàçó öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôàçîâi ðiçíèöi

ϕi = θi − θ0, i = 1, . . . , N, (7.36)

çâåäåìî ñèñòåìó (7.26)�(7.29) äî íàñòóïíî¨:

dϕi
dt

= ωi − ω0 − bg(ϕi)−
1

N

N∑
i=1

ajf(ϕj), i = 1, . . . , N, (7.37)

dω0

dt
=
α

N

N∑
i=1

ajf(ϕj), (7.38)

dai
dt

= β (−ai + c+ γh(ϕi)) , i = 1, . . . , N. (7.39)
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Äàíà ñèñòåìà áóäå îñíîâíèì îá'¹êòîì íàøîãî äîñëiäæåííÿ, àëå îñòàòî÷íi âè-

ñíîâêè ìè áóäåìî ðîáèòè ó òåðìiíàõ îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè.

7.2.3. Iäåíòè÷íi ïåðèôåðè÷íi îñöèëÿòîðè

Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íèé âèïàäîê ðiâíèõ âëàñíèõ ÷àñòîò ïåðèôåðè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ:

ωi = ω, i = 1, . . . , N. (7.40)

Òîäi ñèñòåìà (7.37)�(7.39) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

dϕi
dt

= ω − ω0 − bg(ϕi)−
1

N

N∑
i=1

ajf(ϕj), i = 1, . . . , N

dω0

dt
=

α

N

N∑
i=1

ajf(ϕj),

dai
dt

= β (−ai + c+ γh(ϕi)) , i = 1, . . . , N.

(7.41)

Ñèñòåìà (7.41) ìà¹ ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê SN : ïåðåñòàíîâêè áóäü�ÿêèõ

ïàð çìiííèõ (ϕi, ai) òà (ϕj, aj) íå çìiíèòü âëàñòèâîñòi ñèñòåìè. Ââåäåìî ñêî-

ðî÷åííÿ. Ïîçíà÷èìî:

Φ = (ϕ1, . . . , ϕN), a = (a1, . . . , aN),

Φk := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, π, . . . π︸ ︷︷ ︸
N−k

), k = 0, . . . , N,

Ψk = (c+ γ, . . . c+ γ︸ ︷︷ ︸
k

, c, . . . c︸ ︷︷ ︸
N−k

), k = 0, . . . , N.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ïîçíà÷åííÿ, ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 7.2.1. Ïðè âèêîíàííi óìîâ (7.30)�(7.32) ñèñòåìà (7.41) ìà¹ ëèøå íà-

ñòóïíi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè:
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Pk = (Φ, ω0, a) = (Φk, ω, Ψk) , k = 0, . . . , N. (7.42)

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó

ω − ω0 − bg(ϕi)−
1

N

N∑
i=1

ajf(ϕj) = 0, i = 1, . . . , N

N∑
i=1

ajf(ϕj) = 0,

−ai + c+ γh(ϕi) = 0, i = 1, . . . , N.

(7.43)

óòâîðåíó ç ðiâíîñòi íóëþ ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè (7.41). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü,

ùî òî÷êè (7.42) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè òàêî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè (7.43). Ïðèïóñòè-

ìî iñíóâàííÿ iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè, òà âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ

(7.30)�(7.32), îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ. Ïåðåêîíà¹ìîñü ó öüîìó. Ïiäñòàâëÿþ÷è

(N + 1)�é ðÿäîê ñèñòåìè ó ïîïåðåäíi N òà ïðèðiâíþþ÷è ¨õ ìiæ ñîáîþ îòðè-

ìó¹ìî âèðàç:

g(ϕ1) = g(ϕ2) = · · · = g(ϕN).

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òî÷êà P k =
(
Φ, ω0, a

)
, ùî çàäîâîëüíÿ¹ îñòàííþ ðiâ-

íiñòü i ïðè öüîìó ϕi 6= 0 òà ϕi 6= π. Ç âèìîãè ðiâíîñòi íóëþ ôóíêöi¨ g(x) ëèøå

ó òî÷êàõ 0,π íà ïåðiîäi òà ¨¨ íåïàðíîñòi âèëèâà¹ ùî âñi êîîðäèíàòè ϕi íàëå-

æàòü àáî (0, π) àáî (−π, 0). Ïðèïóñòèìî, ùî âñi ϕi ∈ (0, π) (ó äðóãîìó âèïàäêó

äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå). Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì c > 0 òà çãiäíî ç âëàñòè-

âîñòåé ôóíêöi¨ h âèïëèâà¹, ùî h(x) ≥ 0, òî çãiäíî îñòàííiì N ðiâíÿííÿì

ñèñòåìè (7.43) ai = c + γh(ϕ) ≥ c > 0. Òàêîæ ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ f âè-

ïëèâà¹, ùî f(ϕi) > 0, i = 1, . . . , N , êîëè ϕi ∈ (0, π). Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííi

íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî, äëÿ òî÷êè P k ïîâèííà âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü

N∑
i=1

ajf(ϕj) > 0,

ùî ïðîòèði÷èòü (N + 1)�ìó ðiâíÿííþ ñèñòåìè (7.43). �
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Ëåìà 7.2.1 ñòâåðäæó¹, ùî ñèñòåìà ó ðiçíèöÿõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ìà¹

ëèøå 2N îñîáëèâèõ òî÷îê Pk, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì çíà÷åííÿì k ïåðèôåðè-

÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, ÿêi îäíî÷àñíî ñèíõðîíiçîâàíi ç öåíòðàëüíèì. Äëÿ êîæíîãî

ôiêñîâàíîãî k ¹ Ck
N ñèìåòðè÷íèõ òî÷îê Pk, ÷è¹ iñíóâàííÿ çóìîâëåíî ñèìå-

òði¹þ ïåðåñòàíîâêè. Òî÷êà P1 âiäïîâiäà¹ ñèíõðîíiçàöi¨ ôàç ÖÎ ëèøå ç ÏÎ,

êîëè iíøi ÏÎ ¹ ó ïðîòèôàçi äî ÖÎ. Öåé âèïàäîê ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÏÎÂ

ïðîöåäóðó, êîëè îäèí ÏÎ âèãðà¹ çìàãàííÿ çà ñèíõðîíiçàöiþ ç ÏÎ. Ñèíõðî-

íiçîâàíèé ïåðèôåðè÷íèé îñöèëÿòîð íàçèâà¹òüñÿ ïåðåìîæöåì â òîé ÷àñ, ÿê

iíøi ÏÎ ¹ íåâäàõàìè.

Íàñòóïíà òâåðäæåííÿ îïèøå ñòiéêiñòü ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ç Ëåìè 7.2.1.

Òåîðåìà 7.2.1. Ñèñòåìà ó ðiçíèöÿõ (7.37)�(7.39) äëÿ iäåíòè÷íèõ ïåðè-

ôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ìîæå ìàòè àáî ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (ïîâ-

íà ñèíõðîíiçàöiÿ) äëÿ b > 0 àáî N ñòiéêèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè P1 (ÏÎÂ

ïðîöåäóðà) ðàçîì ç îäíèì ñòiéêèì ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè P0 (âiäñóòíiñòü

ÏÎ�ïåðåìîæöiâ) äëÿ b < 0. Iíøi 2N − N − 2 ïîëîæåíü ðiâíîâàãè Pk,

k = 2, . . . , N − 1, ¹ íåñòiéêèìè òî÷êàìè (ñiäëàìè) äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ. Òî÷êà PN ¹ ñòiéêîþ, ÿêùî N ≥ 2 òà b > 0.

Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè P1 ¹ ñòiéêîþ, ÿêùî

b < 0, (c+ γ)f ′(0) +Nbg′(0) > 0. (7.44)

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íåâåäåíå ó Äîäàòêó Â.12 (äèâ. ñòîð. 403).

Òåîðåìà 7.2.1 îïèñó¹ ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïðîñòîðó äëÿ ñèñòåìè iäåíòè-

÷íèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç àäàïòàöi¹þ (7.41). Òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ó âèïàä-

êó b > 0 (òîáòî, êîëè i öåíòðàëüíèé, i ïåðèôåðè÷íèé îñöèëÿòîðè äiþòü îäèí

íà îäíîãî ïðèòÿãóþ÷èì ÷èíîì) ñèòóàöiÿ ¹ äîñèòü ïðîñòîþ: ñèñòåìà ìà¹ ëèøå

îäèí àòðàêòîð, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïîâíié ñèíõðîíiçàöi¨ âñiõ ÏÎ ç ÖÎ. Ó âèïàäêó

b < 0 ñèòóàöiÿ ¹ íåáàãàòî öiêàâiøîþ. Ó öüîìó âèïàäêó âåñü ôàçîâèé ïðîñòið

ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà N + 1 áàñåéíiâ ïðèòÿãàííÿ N ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ ÏÎÂ òî-

÷îê P1 òà îäíî¨ ñòiéêî¨ òî÷êè, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨ àíòèôàçè êîæíîãî ÏÎ

ç ÖÎ. Âñi ðåæèìè Pk, k = 2, . . . , N − 1, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñèíõðîíiçàöi¨ áiëüøå

îäíîãî ÏÎ ç öåíòðàëüíèì, ¹ íåñòiéêèìè (òî÷íiøå ñiäëîâèìè). Òàêèì ÷èíîì
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ìîæå áóòè ëèøå îäèí ïåðåìîæåöü ó áîðîòüái ÏÎ çà ñèíõðîíiçàöiþ ç ÖÎ àáî

ïðîãðàþòü âñi. Ñiäëîâi òî÷êè òàêîæ âiäãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïðè äîñëiäæåííi

äèíàìiêè ñèñòåìè. Çîêðåìà, iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè W u(Pk) òà W S(Pk) ðîçäi-

ëÿþòü ôàçîâèé ïðîñòið íà îáëàñòi ïðèòÿãàííÿ àòðàêòîðiâ. Çíàþ÷è, ùî ÷à-

ñòèíà âëàñíèõ çíà÷åíü êîæíîãî ç ñiäåë ¹ äîäàòíîþ, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê,

ùî ðîçäiëÿþ÷èìè ¹ ìíîãîâèäè ñiäåë, ó ÿêèõ âiäøòîâõóþ÷èì ¹ ëèøå îäèí íà-

ïðÿìîê. Îòæå, áàð'¹ðíèìè äëÿ ñèñòåìè ¹ N ìíîãîâèäiâ W S(PN−1). ×èñåëüíi

äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ðîçäiëÿþ÷i ïîâåðõíi ìàþòü äóæå íåòðèâiàëüíó

ñòðóêòóðó.

Âiäìiòèìî, ùî Òåîðåìà 7.2.1 äëÿ ôóíêöié çâ'ÿçêó çàãàëüíîãî âèãëÿäó

(7.30)�(7.30). Çâóæåííÿ äàíèõ ôóíêöié äî âèãëÿäó (7.33)� (7.35) ó äàíîìó

âèïàäêó íå âèìàãà¹òüñÿ (àëå áóäå ïîòðiáíî ó ïîäàëüøîìó äëÿ áiëü ñêëà-

äíî¨ ñèòóàöi¨ íåiäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ). Ïðîòå, äëÿ âèïàäêó (7.33)� (7.35),

äå f ′(0) = ν òà g′(0) = 1 óìîâà ñòiéêîñòi ÏÎÂ ðåæèìiâ P1 ñïðîñòèòüñÿ äî

íàñòóïíî¨:−(c + γ)ν/N < b < 0. Ç îñòàííüîãî âèðàçó âèäíî, ùî ó âèïàäêó

çíà÷íî¨ êiëüêîñòi ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ

N ≥ −(c+ γ)ν

b

ñèñòåìà íå áóäå ìàòè ñòiéêèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ. Ó öüîìó âèïàäêó ¹äèíèì àòðà-

êòîðîì áóäå ðåæèì áåç ïåðåìîæöiâ.

Äîäàòêîâèé àíàëiç ïîêàçó¹, ùî ñèñòåìà (7.41) ìà¹ áiôóðêàöiþ Àíäðîíî-

âà�Õîïôà ó òî÷öi Pk, ÿêùî α(c+ γ)f ′(0) = 0. Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà

ñïðè÷èíÿ¹ âèíèêíåííÿ ñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ â îêîëi ïîëîæåíü ðiâíîâàãè

P0, P1 òà PN (ÿêi âòðàòÿòü ñâîþ ñòiéêiñòü ïiñëÿ áiôóðêàöi¨). Ó âèïàäêó ái-

ôóðêàöié íàâêîëî iíøèõ Pk óòâîðåíi öèêëè áóäóòü ìàòè ñiäëîâèé òèï. Òàêîæ

ìîæëèâà âèëêîâà áiôóðêàöiÿ òî÷îê P2, . . . , Pn−1 ïðè âiäïîâiäíèõ óìîâàõ. Àëå

îñòàííÿ áiôóðêàöiÿ çìiíþ¹ ëèøå ðîçìiðíiñòü ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ iíâàðiàí-

òíèõ ìíîãîâèäiâ äàíèõ ñiäëîâèõ òî÷îê i íå çìiíþ¹ ïðè öüîìó íå ìîæå çðîáèòè

öi òî÷êè ñòiéêèìè.

Ñèñòåìà (7.41) iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ìà¹ iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ϕi = ϕ,

ai = a, i = 1, . . . , N , äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. Öåé ìíîãîâèä âiäïî-
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âiäà¹ ïîâíié ñèíõðîíiçàöi¨. Äèíàìiêà ñèñòåìè íà öüîìó ìíîãîâèäi îïèñó¹òüñÿ

òðüîõ�âèìiðíîþ ñèñòåìîþ (7.41) äëÿ N = 1. Öÿ ñèñòåìà ìà¹ äâà ïîëîæåííÿ

ðiâíîâàãè (0, ω, c+ γ) òà (π, ω, c), ùî âiäïîâiäàþòü ñèíôàçíié òà àíòèôàçíié

ñèíõðîíiçàöiÿì öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà ç ïåðèôåðè÷íèì. Ïåðøà òî÷êà ¹

ñòiéêîþ, ÿêùî (c + γ)f ′(0) > −bg′(0), α(c + γ)f ′(0) > 0. Öi óìîâè ìîæóòü

áóòè âèêîíàíèìè ÿê äëÿ äîäàòíèõ, òàê i äëÿ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó

b. Äðóãà òî÷êà ¹ ñòiéêîþ ó äâîõ íàïðÿìêàõ, ÿêùî b < 0 òà íåéòðàëüíîþ ó

òðåòüîìó íàïðÿìêó (îäèí âëàñíå çíà÷åííÿ öi¹¨ òî÷êè ¹ íóëåì).

Âiäïîâiäíî äî ñèìåòði¨ ïåðåñòàíîâîê SN ñèñòåìà (7.41) ìà¹ òàêîæ iíâà-

ðiàíòíi ìíîãîâèäè ϕi = ϕj, ai = aj, i 6= j, ùî âiäïîâiäàþòü ðåæèìó, êîëè

äâà îñöèëÿòîðè (i-é òà j-é ÏÎ) ôîðìóþòü ñèíõðîííèé êëàñòåð. Ïîäiáíèì

÷èíîì ñèñòåìà ìîæå ìàòè êëàñòåð k ñèíõðîííèõ ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ

äëÿ êîæíîãî k = 2, . . . , N .

Çàóâàæåííÿ. Âiäìiòèìî, ùî ðåçóëüòàòè Òåîðåìè 7.2.1 óçãîäæóþòüñÿ ç

ïîïåðåäíiìè ðåçóëüòàòàìè âiäíîñíî ìîäåëi ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì (7.1),

(7.2) çi ñòàëîþ àìïëiòóäîþ îñöèëÿòîðiâ ai(t) = a = const (áåç àäàïòàöi¨).

ßê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå, âêàçàíà ìîäåëü ìà¹ ðiçíi ñòiéêi ðåæèìè Φk, ùî

ñïiâiñíóþòü äëÿ ðiçíèõ k = 1, . . . N . Äîäàòêîâà óìîâà f ′(π) = 0 çàáåçïå÷ó¹

òå, ùî ñòiéêèìè ñåðåä âêàçàíèõ ¹ ëèøå òðè ðåæèìè: ãëîáàëüíà ñèíõðîíiçàöiÿ

ΦN , ÏÎÂ�ðåæèì Φ1 òà ðåæèì áåç ïåðåìîæöiâ Φ0 (âñi iíøi òî÷êè Φk ¹ ñiäëàìè

äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè).

7.2.4. Íåiäåíòè÷íi ïåðèôåðè÷íi îñöèëÿòîðè òà ñòàöiîíàðíi

ðîçâ'ÿçêè

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèñàëè äèíàìiêó ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè

(7.37)�(7.39) ó âèïàäêó iäåíòè÷íèõ ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, ïîêàçàâøè òè-

ïîâiñòü äëÿ öi¹¨ ìîäåëi ðåæèìiâ ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå. Íàøîþ ïîäàëüøîþ

ìåòîþ ¹ îïèñàííÿ äàíî¨ ìîäåëi ó âèïàäêó, êîëè îñöèëÿòîðè íå ¹ iäåíòè÷íèìè,

òîáòî êîëè ðiâíîñòi ωi = ωj ïîðóøóþòüñÿ. Îñîáëèâî âàæëèâèì (ç ïðèêëàäíî¨

òî÷êè çîðó) ¹ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ìîäèôiêàöi¨ ðåæèìiâ ÏÎÂ ïðè çìiíi ïà-

ðàìåòðiâ ωi, à òàêîæ áiôóðêàöi¨ ùî ïðèçâîäÿòü ïåðåõîäè âiä îäíîãî ÿêiñíîãî

ñòàíó ñèñòåìè äî iíøîãî. Íàäàëi ó äàíîìó ðîçäiëi ìè çàâæäè ïðèïóñêà¹ìî,
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ùî ïàðàìåòð b < 0, ùî ¹ ïðèðîäíüîþ óìîâîþ äëÿ î÷iêóâàííÿ âèíèêíåííÿ

ÏÎÂ ðåæèìiâ.

Àíàëiçóþ÷è çãàäàíó ñèñòåìó, áà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ äëÿ ñèë çâ'ÿçêiâ (7.39)

¹ ëiíiéíèì íåîäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì, ÿêå ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

ai(t) = c+ (ai(t0)− c) e−β(t−t0) + βγe−βt
∫ t

t0

eβτh(ϕi(τ))dτ.

Ç óìîâ, íàêëàäåíèõ íà ôóíêöiþ h(x) âèïëèâà¹, ùî 0 ≤ h(x) ≤ 1. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è îñòàíí¹ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

c+ (ai(t0)− c) e−β(t−t0) ≤ ai(t) ≤ c+ γ + (ai(t0)− c− γ) e−β(t−t0).

Äàíà íåðiâíiñòü äà¹ ìîæëèâiñòü îöiíèòè ìåæi àìïëiòóä çâ'ÿçêiâ äëÿ âåëèêèõ

çíà÷åíü ÷àñó.

Ëåìà 7.2.2. Äëÿ áóäü�ÿêèõ ε > 0 iñíó¹ äîñòàòíüî âåëèêèé ìîìåíò ÷àñó t1

òàêèé, ùî äëÿ áóäü�ÿêèõ t > t1 âèêîíó¹òüñÿ

c− ε ≤ ai(t) ≤ c+ γ + ε, i = 1, . . . , N. (7.45)

Öÿ íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü�ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ òà çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ.

Îòæå áà÷èìî, ùî âåðõíÿ i íèæíÿ ìåæi àìïëiòóä ai(t) ñèñòåìè íåiäåíòè-

÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ñïiâïàäàþòü ç àìïëiòóäàìè ïåðåìîæöÿ òà ïåðåìîæåíîãî

ñèñòåìè iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Îñêiëüêè ïðè çáóðåííi ÷àñòîò ñèñòåìà ïðè-

ðîäíüî óñêëàäíþ¹òüñÿ âíàñëiäîê ðóéíóâàííÿ ñèìåòði¨, òî ó çàãàëüíîìó âè-

ïàäêó íå ìîæíà î÷iêóâàòè ñòàöiîíàðíi ðåæèìè íà íåñêií÷åííîñòi. Àëå âêàçàíi

îáìåæåííÿ ïîëåãøóþòü ïîäàëüøå âèâ÷åííÿ äèíàìiêè â ñèñòåìè â öiëîìó.

Äîäàòêîâó ïîòðiáíó iíôîðìàöiþ ïðî ñèñòåìó ìîæíà îòðèìàòè, çàñòîñîâó-

þ÷è òåîðiþ îáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì, íàâåäåíó, çîêðå-

ìà ó [5, 13, 67, 81]. Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà (7.37)�(7.39) çàäàíà ïðî-

ñòîði TN × RN−1, ìà¹ ÷àñòèíó ôàçâèõ çìiííèõ, à ÷àñòèíó ïðÿìèõ. Êðiì òî-

ãî îñòàííi N ðiâíÿíü ¹ ëiíiéíèìè. Öÿ ñèñòåìà ìà¹ ïîäiáíó (ç çàñòåðåæåí-
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íÿìè) ñòðóêòóðó äî òàê çâàíèõ ëiíiéíèõ ðîçøèðåíü äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà

òîði, øî øèðîêî äîñëiäæó¹òüñÿ êè¨âñüêîþ øêîëîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

[11, 13, 7, 12]. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ó ñèñòåìi ìîæíà äîâîëi òî÷íî îïèñàòè òî-

ðî¨äàëüíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi N , âèêîðèñòîâóþ÷è äîäàòêîâi

ïðèïóùåííÿ äî ôóíêöié àäàïòàöi¨, òî â îêîëi öüîãî iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâè-

äó ìîæíà ââåñòè ëîêàëüíi êîîðäèíàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è, çîêðåìà, ðåçóëüòàòè

ðîáiò [11, 7, 83, 84]. ßê áóäå ïîêàçàíî äàëi, âàæëèâèì äëÿ ðîçóìiííÿ áiôóð-

êàöié íåñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå, ¹ òàêîæ âèäiëåííÿ

ñiì'¨ îäíîòèïíèõ (N − 1)�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ òà

ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè ÿê íà ñàìèõ ìíîãîâèäàõ, òàê i ó ¨õ îêîëàõ.

Ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ ïî÷íåìî ç ñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó óñiõ ðiâíèõ ÷à-

ñòîò ωi = ω. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ N ðiçíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè P1, ùî ¹ ñòiéêèìè äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ (Òåîðåìà 7.2.1).

Ùîá ðîçðiçíèòè öi òî÷êè, ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ

P1,l = (ϕ1, . . . , ϕN , ω0, a1, . . . , aN)

= (π, . . . , π, 0︸︷︷︸
l

, π, . . . π, ω, c, . . . c, c+ γ︸ ︷︷ ︸
N+1+l

, c, . . . c), l = 1, . . . , N.

Çáóðåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ïðèçâîäèòü äî çìiùåííÿ òî÷îê P1,l ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði. Òàêå çáóðåííÿ òàêîæ ðóéíó¹ Sn ñèìåòðiþ öèõ òî÷îê (êîîðäèíà-

òè òî÷îê ¹ íå ñèìåòðè÷íi ó çàãàëüíîìó âèïàäêó), àëå âîíî íå çìiíþ¹ ñòié-

êiñòü âêàçàíèõ òî÷îê, îñêiëüêè âîíè ¹ ãiïåðáîëi÷íèìè. Ïîçè÷èìî ÷åðåç Ql

çáóðåíó òî÷êó P1,l (çáóðåíå ìiñöå ðîçòàøóâàííÿ òî÷êè P1,l), êîëè ÷àñòîòà

ωl = ω + ∆l, l = 1, . . . , N , à ∆l ¹ âiäíîñíî ìàëîþ: |∆l| ≤ |b|. Òî÷êà Ql òàêîæ

îïèñó¹ ðåæèì ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå, êîëè l-òèé ïåðèôåðè÷íèé îñöèëÿòîð

¹ ïåðåìîæöåì.

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi îïèñàíî ñòiéêiñòü ðiçíèõ íåñèìåòðè÷íèõ ñòàöiî-

íàðíèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ Ql ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ f , g, h ìàþòü âèãëÿä (7.30),

(7.31), (7.32) ç âåëèêèì ν òà µ < π/2, à òàêîæ ïîêàçàíî âïëèâ ÏÎ�ïåðåìîæöÿ
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íà ÖÎ.

Òåîðåìà 7.2.2. Ñèñòåìà ó ðiçíèöÿõ (7.37)�(7.39) ç ôóíêöiÿìè çâ'ÿçêó

(7.30)�(7.32) ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó ν ôóíêöi¨ f òà

ìàëèõ çáóðåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ωi = ω + ∆i, |∆i| < |b|, ìà¹ N ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè Ql, ùî âiäïîâiäàþòü ñèíõðîíiçàöi¨ l-òîãî ïåðèôåðè÷íîãî îñöèëÿ-

òîðà ç öåíòðàëüíèì îñöèëÿòîðîì. Ó öüîìó âèïàäêó ω0 ≈ ωl, òîáòî öåí-

òðàëüíèé îñöèëÿòîð îòðèìó¹ ÷àñòîòó áëèçüêó äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè ïåðè-

ôåðè÷íîãî îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ. Êðiì òîãî, îñöèëÿòîðè ïåðåìîæåöü ¹

êîãåðåíòíèì ç öåíòðàëüíèì îñöèëÿòîðîì, ó òîé ÷àñ, ÿê iíøi ïåðèôåðè÷íi

îñöèëÿòîðè ¹ ðàäèêàëüíî íåêîãåðåíòíèìè ç íèì.

Êîîðäèíàòè Ql àïðîêñèìóþòüñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè

(ϕ1, . . . , ϕl−1, 0︸︷︷︸
l

, ϕl+1, . . . , ϕN , ωl, c, . . . , c, c+ γ︸ ︷︷ ︸
N+1+l

, c, . . . c), (7.46)

äå

ϕi ≈ π − arcsin

(
ωi − ωl

b

)
, i 6= l.

Òî÷êà Ql ¹ ñòiéêîþ, ÿêùî

b < 0, (c+ γ)ν +Nb > 0.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.13 (äèâ. ñòîð. 409).

Íàñòóïíîþ ïðèðîäíüîþ òà âàæëèâîþ ¹ ïðîáëåìà äîñëiäæåííÿ âëàñòèâî-

ñòåé ñèñòåìè (7.26)�(7.29) ó âèïàäêó ðîçøèðåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò îñöèëÿòîðiâ

íà áiëüø øèðîêèé äiàïàçîí çíà÷åíü. Ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÷è çáåðåæóòüñÿ ðåæèìè

äèíàìiêè ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå ó âèïàäêó, êîëè ñòàöiîíàðíi ÏÎÂ îñî-

áëèâi òî÷êè ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè çíèêíóòü ó ðåçóëüòàòi áiôóðêàöié i ÿêîãî

âèãëÿäó íàáóäóòü öi ðåæèìè ó ðàçi ¨õ çáóðåííÿ? Ïðèðîäíüî ïðèïóñòèòè, ùî

ó ðåçóëüòàòi áiôóðêàöié ïîÿâëÿòüñÿ íîâi ÏÎÂ ðåæèìè, ùî áóäóòü âiäïîâiäàòè

ïåðiîäè÷íèì ÷è áiëüø ñêëàäíèì ðîçâ'ÿçêàì. Ðåçóëüòàòè íàñòóïíîãî ïiäðîç-

äiëó äîïîìîæóòü îïèñàòè ïåâíi ãëîáàëüíi áiôóðêàöi¨ ñèñòåìè (7.37)�(7.39) íà

áiëüø ëîêàëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ öi¹¨ ñèñòåìè.
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7.2.5. SNIT áiôóðêàöiÿ (ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó òîði)

Ìè ðîçãëÿíóëè äâà òèïè ÏÎÂ ðåæèìiâ, êîæåí ç ÿêèõ ¹ ïîëîæåííÿì ðiâíî-

âàãè ñèñòåìè. Ó ïîäàëüøîìó ìè ïîêàæåìî, ùî ïðè çáiëüøåííi ðiçíèöi |ωi − ωi|
ìiæ ôàçîâèìè ÷àñòîòàìè ðiçíèõ îñöèëÿòîðiâ áóäóòü âèíèêàòè ÿêiñíi ïåðåõî-

äè äî íîâèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ, ÿêi âæå íå áóäóòü ñòàöiîíàðíèìè òî÷êàìè ñèñòåìè

â ðiçíèöÿõ, à áóäóòü îïèñóâàòèñü ïåðiîäè÷íèìè ÷è êâàçi�ïåðiîäè÷íèìè òðà¹-

êòîðiÿìè. ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å äëÿ îïèñàííÿ áiôóðêàöié ìiæ ÏÎÂ ðåæè-

ìàìè, íàì áóäå äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè íå óñþ ñèñòåìó, à äåÿêèé ¨¨ ïiäìíîãîâèä

ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè îêðåìî âèêëàäåìî áiôóðêàöiéíó

òåîðiþ, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ó ïîäàëüøîìó áóäåìî îïèñóâàòè ÿêiñíi ïåðåõîäè

ìiæ îñöèëÿòîðíèìè ðåæèìàìè ó ñèñòåìi (7.37)�(7.39).

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dφi
dt

= µi + Fi(φi), i = 1, . . . , n, (7.47)

äå φi ∈ S1 � ôàçîâà çìiííà, µi � ïàðàìåòðè, Fi(φi) ∈ C1 (S1) òàêi, ùî

max
φi∈S1

Fi(φi) > 0, min
φi∈S1

Fi(φi) < 0, Fi(φ) = 0 =⇒ F ′i (φ) 6= 0. (7.48)

Ñèñòåìà (7.47) çàäàíà íà òîði, òîáòî (φ1, . . . , φn) ∈ Tn, òà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåçà-
ëåæíèõ îäíå âiä îäíîãî ðiâíÿíü. Äàíà ïðîñòà ñèñòåìà ¹ ó ïåâíîìó ðîçóìiííi

àíàëîãîì íîðìàëüíî¨ ôîðìè äëÿ ïåâíî¨ áiôóðêàöi¨, ÿêó ìè íàçèâà¹ìî SNIT,

òà ÿêà áóäå îïèñàíà â ïîäàëüøîìó. SNIT áiôóðêàöiÿ ¹ áàãàòî�âèìiðíèì óçà-

ãàëüíåííÿì âiäîìî¨ îäíîâèìiðíî¨ SNIC áiôóðêàöi¨, îïèñàííÿ ÿêî¨ ìè i ïî÷íå-

ìî.

Áiôóðêàöiÿ SNIC. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n = 1 ñèñòåìè (7.47), ïåðåïîçíà-

÷èìî äëÿ ïðîñòîòè φ1 =: φ, F1 =: F i îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

dφ

dt
= µ+ F (φ), φ ∈ S1. (7.49)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà ââàæàòè íîðìàëüíîþ ôîðìîþ äëÿ SNIC áiôóðêàöi¨,
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äå SNIC ¹ àáðåâiàòóðîþ àíãëiéñüêîãî ñëîâîñïîëó÷åííÿ saddle�node on invari-

ant cycle, ùî îçíà÷à¹ ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó öèêëi. Íàçâó äàíî¨ ái-

ôóðêàöi¨ çàïðîïîíóâàëè Á. Åðìåíòðàóò òà Í. Êîïåë [122], àëå âiäîìîþ äàíà

áiôóðêàöiÿ áóëà çíà÷íî ðàíiøå ùå ó ðîáîòàõ Î. Àíäðîíîâà òà éîãî ó÷íiâ.

Iäåÿ ¨¨ ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó. Ðiâíÿííÿ çàäàíå íà êîëi ìà¹ ïðàâó ÷àñòèíó

òàêó, ùî iñíóþòü äâi îñîáëèâi òî÷êè: ïðèòÿãóþ÷à òà âiäøòîâõóþ÷à. Òîáòî ñè-

ñòåìà ìà¹ ÷îòèðè âèäè òðà¹êòîðié: äâi çãàäàíi îñîáëèâi òî÷êè òà òðà¹êòîði¨

ùî âèõîäÿòü ç âiäøòîâõóþ÷î¨ òî÷êè i éäóòü äî ïðèòÿãóþ÷î¨. Ñàìå òàêó ñè-

òóàöiþ îïèñó¹ ðiâíÿííÿ (7.49) ïðè µ = 0. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨

F (φ), î÷åâèäíî áà÷èìî, ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè: ñòiéêå

φ̌ ∈ (φmax, φmin) (ç F (φ̌) = 0, F ′(φ̌) < 0) òà íåñòiéêå φ̂ ∈ (φmin, φmax) (ç F (φ̂) = 0,

F (φ̂) > 0). Âiäáóâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ. Çi çìiíîþ ïàðà-

ìåòðó ñòiéêà òà íåñòiéêà òî÷êè íàáëèæàþòüñÿ îäíà äî îäíî¨ òà çëèâàþòüñÿ ó

ñiäëî�âóçëîâó òî÷êó. Äëÿ ðiâíÿííÿ (7.49) öå ìîæå òðàïèòèñü ó äâîõ âèïàä-

êàõ: êîëè µ = minφ∈S1 F (φ) àáî µ = maxφ∈S1 F (φ). Âèìîãè (7.48) íàêëàäåíi

íà ôóíêöiþ F çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì iñíóâàííÿ ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöi¨

(dφ/dt = µ+ φ2 +O(ϕ3) â òî÷êàõ φmin òà φmax). Ïiñëÿ çëèòòÿ îáèäâi òî÷êè φ̌,

φ̂ ïðîïàäàþòü íàäàþ÷è ìîæëèâiñòü ôàçîâié òî÷öi âiëüíî ðóõàòèñü ïî êîëó â

îäíîìó ÷è ó iíøîìó íàïðÿìêó. Îòæå, ëîêàëüíà ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ¹

÷àñòèíîþ ãëîáàëüíî¨ SNIC áiôóðêàöi¨ íà êîëi. Òàêà áiôóðêàöiÿ ìîæå âiäáó-

òèñü íà çàìêíóòîìó îäíî�âèìiðíîìó êîíòóði (ìíîãîâèäi) ó ïðîñòîði áóäü�ÿêî¨

ðîçìiðíîñòi ïðè âèêîíàííi îïèñàíèõ âèùå óìîâ. Äëÿ ñïðîùåííÿ îïèñó SNIC

áiôóðêàöi¨ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè áóäü�ÿêó ïðîñòó ôóíêöiþ, ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ (7.48), íàïðèêëàä F (φ) = sinφ.

Äâî�âèìiðíà SNIT áiôóðêàöiÿ. Äàëi îïèøåìî óçàãàëüíåííÿ SNIC áiôóð-

êàöi¨ íà äâî�âèìiðíîìó òîði T2 äëÿ ñèñòåìè (7.47) ïðè n = 2, òîáòî äëÿ

ñèñòåìè

dφ1

dt
= µ1 + F1(φ1), (7.50)

dφ2

dt
= µ2 + F2(φ2). (7.51)
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Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó ñïî÷àòêó ïðè µ1 = µ2 = 0 i çìiíþâàòè ñïî÷àòêó

µ1 ïîòiì µ2. Îñêiëüêè äëÿ îïèñàííÿ áiôóðêàöi¨ íå âàæëèâî çáiëüøóâàòè ÷è

çìåíøóâàòè ïàðàìåòðè, òîìó îáèäâà áóäåìî çáiëüøóâàòè. Ôàçîâi ïîðòðåòè

äëÿ ðiçíèõ ÿêiñíèõ ñèòóàöié çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.42. Âiäìiòèìî, ùî äàíèé ìà-

ëþíîê çîáðàæà¹ ñèòóàöiþ äëÿ äåùî ñêëàäíiøî¨ çáóðåíî¨ ñèñòåìè, äå ïðÿìi çà-

ìiíåíi êðèâèìè (ÿê ó çàãàëüíié ñèòóàöi¨), à ïîçíà÷åííÿ òà îïèñàííÿ ìàëþíêó

àäàïòîâàíi äëÿ ïîÿñíåííÿ áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãî-

âèäi ó ñèñòåìi (7.37)�(7.39), äå äâî�âèìiðíèé òîð ¹ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ ó

ôàçîâîìó ïðîñòîði áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi (ùî áóäå ðîçãëÿäàòèñü ó íàñòóïíîìó

ïiäðîçäiëi). Íà ðèñ. 8.41 ïîêàçàíî áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó äëÿ ñèñòåìè (7.50),

(7.51), äå íà ñòðóêòóðíî ñòiéêèõ îáëàñòÿõ öi¹¨ äiàãðàìè òàêîæ ïîìiùåíi ñõå-

ìàòè÷íi ôàçîâi ïîðòðåòè íà òîði T2. Ó âèïàäêó µ1 = µ2 = 0 ñèñòåìà ìà¹

ëèøå ÷îòèðè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè: ñòiéêèé âóçîë Ns(φ̌1, φ̌2), íåñòiéêèé âóçîë

Nu(φ̂1, φ̂2) òà äâi ñiäëîâi òî÷êè S1(φ̌1, φ̂2), S2(φ̂1, φ̌2), äå Fi(φ̌i) = 0, Fi(φ̂i) = 0,

λ̌i = F ′i (φ̌i) < 0, λ̂i = F ′i (φ̂i) > 0, λ̌i, λ̂i � âëàñíi çíà÷åííÿ ßêîáiàíó ñèñòåìè,

i = 1, 2. Òîð T2 ðîçäiëÿ¹òüñÿ íà ÷îòèðè ÷àñòèíè îäíî�âèìiðíèìè ìíîãîâèäà-

ìè (ñåïàðàòðèñàìè) ñèñòåìè Ws(Si) òà Wu(Si), i = 1, 2. Â ñèëó ðîçäiëåíîñòi

ñèñòåìè äàíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ìàþòü äóæå ïðîñòó ñòðóêòóðó, à ñàìå âî-

íè ¹ ïðÿìèìè (ÿêùî ââàæàòè ôàçîâèé ïðîñòið ïëîùèíîþ) Ws(S1) : φ1 = φ̌1,

Ws(S2) : φ2 = φ̌2, : φ1 = φ̂1, Ws(S2) : φ2 = φ̂2 (ðèñ.8.42(a)). Îñêiëüêè ôàçîâèé

ïðîñòið ¹ òîðîì T2, òî êîæíà îïèñàíà ïðÿìà�iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ¹ çàìêíó-

òîþ òðà¹êòîði¹þ íà öüîìó òîði i âîíà ¹ íå ãîìîëîãi÷íîþ íóëþ. Êîæíå ñiäëî Si
ñòî¨òü íà ïåðåòèíi äâîõ òàêèõ çàìêíåíèõ îðáiò (iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ), äâi

òðà¹êòîði¨�íàïiâìíîãîâèäèWu(Si) ïðÿìóþòü äî ñòiéêîãî âóçëà Ns ó äâîõ ïðî-

òèëåæíèõ íàïðÿìêàõ, à äâà iíøi òðà¹êòîði¨�íàïiâìíîãîâèäèWs(Si) ïðÿìóþòü

äî ñiäëà ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ âiä íåñòiéêîãî âóçëà Nu. Çáiëüøóþ÷è àáî

çìåíøóþ÷è ïàðàìåòð µ1 (ïðè ôiêñîâàíîìó µ2 = 0) ìè ðóõà¹ìî îäíî÷àñíî

ñiäëî S1òà âóçîë Ns îäíå äî îäíîãî âçäîâæ ìíîãîâèäó Wu(S1) i îäíî÷àñíî ç

òàêîþ æ øâèäêiñòþ ðóõà¹ìî íåñòiéêèé âóçîë Nu òà ñiäëî S2 âçäîâæWs(S2). Ó

ìîìåíò êîëè µ1 = minφ1 F1(φ1) =: µ1 àáî µ1 = maxφ1 F1(φ1) = µ1 âiäáóäóòüñÿ

îäíî÷àñíî äâi SNIC áiôóðêàöi¨: 1) òî÷îê S1 òà Ns íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãî-

âèäi (êîëi) Wu(S1) i 2) òî÷îê Nu òà S2 íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäi Ws(S2)
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(ðèñ.8.42(b)). Òî÷êè µ1 = µ1 òà µ1 = µ1 ¹ òî÷êàìè SNIC áiôóðêàöi¨. Ïðè

ïîäàëüøîìó çìåíøåííi ïàðàìåòðó µ1 < µ1 ÷è çáiëüøåííi µ1 > µ1 ìè îòðè-

ìó¹ìî äâà ãðàíè÷íèõ öèêëè. Ãðàíè÷íèé öèêë LCs, óòâîðåíèé íà áàçi iíâàði-

àíòíîãî ìíîãîâèäó Wu(S1) ¹ ñòiéêèì, îñêiëüêè óòâîðåíèé ïiñëÿ çíèêíåííÿ S1

òà Ns, ñòiéêèõ ó òðàíñâåðñàëüíîìó äî Wu(S1) íàïðÿìêó (âçäîâæ çìiííî¨ φ2).

Ãðàíè÷íèé öèêë LCu, óòâîðåíèé íà áàçi iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó Ws(S2) ¹

íåñòiéêèì, îñêiëüêè óòâîðåíèé ïiñëÿ çíèêíåííÿ Nu òà S2, íåñòiéêèõ ó òðàíñ-

âåðñàëüíîìó äîWs(S2) íàïðÿìêó (ðèñ.8.42(c)). Îòæå, ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ íà òîði

T2 óòâîðèëèñü ñòiéêèé LCs òà íåñòiéêèé LCu íå ãîìîëîãi÷íi íóëþ ãðàíè÷íi

öèêëè, ÿêi ðîçäiëÿþòü òîð íà äâi ÷àñòèíè. Òåïåð çàôiêcó¹ìî ïàðàìåòð µ2

ó äëÿ áóäü�ÿêîãî çíà÷åííÿ ïiñëÿ îäíî÷àñíèõ SNIC áiôóðêàöié (µ1 < µ1 ÷è

µ1 > µ1) i áóäåìî çìiíþâàòè ïàðàìåòð µ2. Ïðè çìiíi îñòàííüîãî ïàðàìåòðó

äâà öèêëè áóäóòü ðóõàòèñü îäèí äî îäíîãî ó òîìó ÷è iíøîìó íàïðÿìêó. Ïðè

çìåíøåííi ïàðàìåòðó µ2 i äîñÿãíåííi íèì çíà÷åííÿ µ2 = minφ2 F2(φ2) =: µ2

àáî ïðè éîãî çáiëüøåííi i äîñÿãíåííi çíà÷åííÿ µ2 = maxφ2 F2(φ2) = µ2 âiä-

áóâà¹òüñÿ ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ äâîõ öèêëiâ â ðåçóëüòàòi ÿêî¨ óòâîðþ¹-

òüñÿ ñiäëî�âóçëîâèé öèêë LCsn. Âiäìiòèìî, ùî äàíèé öèêë ¹ íàïiâñòiéêèì: âñi

òðà¹êòîði¨ âiäøòîâõóþòüñÿ âiä îäíi¹¨ éîãî ñòîðîíè i ïðÿìóþòü äî iíøî¨ ïðè

çáiëüøåííi ÷àñó (ðèñ.8.42(d)). Äâî�âèìiðíà äèíàìiêà â ñèñòåìi (7.50), (7.51)

âçäîâæ íàïðÿìêó çìiííî¨ φ2 öiëêîì àíàëîãi÷íà îäíîâèìiðíié äèíàìiöi ïiä÷àñ

SNIC áiôóðêàöi¨ â ðiâíÿííi (7.49). Ïiñëÿ ïîäàëüøîãî çìåíøåííÿ ïàðàìåòðó

µ2 òàê, ùîá µ2 < µ2 àáî éîãî çáiëüøåííÿ µ2 > µ2, âiäáóäåòüñÿ çíèêíåííÿ ñi-

äëî�âóçëîâîãî öèêëó SNC (ðèñ.8.42(e)). Ïiñëÿ çíèêíåííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó

íiùî íå ïåðåøêîäæà¹ ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè ó íàïðÿìêó çìiííî¨ φ2. Òîáòî, ëî-

êàëüíà âiäíîñíî óñüîãî òîðó ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ öèêëiâ ¹ ãëîáàëüíîþ

äëÿ öüîãî òîðó áiôóðêàöiþ ó òîìó ðîçóìiííi, ùî âïëèâ öi¹¨ áiôóðêàöi¨ âiä÷ó-

âà¹òüñÿ íà óñüîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Ìè íàçèâà¹ìî öþ áiôóðêàöiþ SNIT

ÿê àíãëiéñüêó àáðåâiàòóðó âiä saddle�node on invarian torus, òîáòî ñi-

äëî�âóçîë (öèêëiâ) íà iíâàðiàíòíîìó òîði . Çãiäíî òåîði¨ äèíàìiêè íà

äâî�âèìiðíîìó òîði áåç îñîáëèâîñòåé ìîæëèâi äâà âàðiàíòè 1) ñiì'ÿ ïåðiî-

äè÷íèõ òðà¹êòîðié, 2) âåñü òîð çàìiòà¹òüñÿ êâàçi�ïåðiîäè÷íîþ òðà¹êòîði¹þ

[197, 11, 47]. Âèêîíàííÿ ïåðøî¨ ÷è äðóãî¨ ñèòóàöi¨ çàëåæèòü âiä ñïiââiäíî-
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øåííÿ ñåðåäíiõ ÷àñòîò òðà¹êòîðié (÷èñëà îáåðòàííÿ), ÿêà ìîæå áóòè ðàöiî-

íàëüíîþ ÷è iðàöiîíàëüíîþ. Ïðè ïîäàëüøié çìiíi ïàðàìåòðiâ ïiñëÿ áiôóðêà-

öiÿ ìîæëèâå ÷åðãóâàííÿ ñèòóàöié i óòâîðåííÿ òàê çâàíèõ ÿçèêiâ Àðíîëüäà

[154, 47, 184].

Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî îïèñàíà SNIT áiôóðêàöiÿ ìà¹ ñïiëüíi ðèñè ç êëàñè-

÷íîþ ñiäëîâóçëîâîþ áiôóðêàöi¹þ öèêëiâ (fold bifurcation), ÿêà ìîæå âiäáóâà-

òèñü íà áóäü�ÿêîìó äâî�âèìiðíîìó ìíîãîâèäi, â òîìó ÷èñëi i íà òîði. Ñïiëü-

íîþ ðèñîþ äâîõ íàçâàíèõ áiôóðêàöié ¹ íàáëèæåííÿ òà çíèêíåííÿ ñòiéêîãî òà

íåñòiéêîãî öèêëiâ. Ñóòò¹âîþ âiäìiííiñòþ ¹ òå, ùî ó âèïàäêó SNIT áiôóðêà-

öi¨ îáèäâà öèêëè ¹ ãîìîòîïi÷íî íåòðèâiàëüíèìè i öÿ áiôóðêàöiÿ íåìîæëèâà

íà ïëîùèíi R2. Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî SNIT áiôóðêàöiÿ ìîæëèâà íà öèëiíäði

S1 × R, êîëè öèêëè LCs, LCu îãîðòàþòü öèëiíäð âçäîâæ êóòîâî¨ çìiííî¨.

Ìè îïèñàëè ñöåíàðié äâîõ áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ ïðè çìiíi ñïî÷àòêó ïà-

ðàìåòðó Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî òó æ ïîñëiäîâíiñòü òàêèõ æå áiôóð-

êàöié ïðè çìiíi ñïî÷àòêó ïàðàìåòðó µ2, à ïîòiì µ1. Âiäìiííiñòü ó îñòàííüîìó

ñöåíàði¨ áóäå ïîëÿãàòè ó îði¹íòàöi¨ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ó ïðîñòîði (ó ïåðøî-

ìó ñöåíàði¨ îáåðòàííÿ âçäîâæ çìiííî¨ φ1, ó äðóãîìó âçäîâæ φ2). Âðàõîâóþ÷è

ïðîñòó ôîðìó ñèñòåìè (7.50), (7.51) òà âèùå îïèñàíó ïðîöåäóðó, ìîæíà ïîâíi-

ñòþ îïèñàòè áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè ó ïëîùèíi ïàðàìåòðiâ.

Âîíà áóäå ñêëàäàòèñü ç ÷îòèðüîõ ëiíié SNIT áiôóðêàöié: µ1 = µ1, µ1 = µ1,

µ2 = µ2 òà µ2 = µ2, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ó ÷îòèðüîõ òî÷êàõ êîðîçìiðíîñòi äâà.

Íà ðèñ. 8.41 ïîêàçàíî âñi îïèñàíi áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ ó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ

(µ1, µ2). Ó òðüîõ âèïàäêàõ ñòðóêòóðíî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè (ìiæ áiôóðêàöiÿìè)

ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíi i ôàçîâi ïîðòðåòè íà äâî�âèìiðíîìó òîði. Iíøi øiñòü

ôàçîâèõ ïîòðåòiâ ìîæíà ëåãêî çîáðàçèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è iñíóþ÷i ìàëþíêè

òà äçåðêàëüíó ñèìåòði¨ φi 7→ −φi, φ1 7→ φ2 äëÿ âiäïîâiäíèõ âèïàäêiâ çàìiíè

ïàðàìåòðiâ µi → −µi, µ1 → µ2 (êîëè íàïðÿìè/ñòðiëêè çàìiíþþòüñÿ íà ïðî-

òèëåæíi ó ïåðøîìó âèïàäêó, à ãîðèçîíòàëüíi (i áëèçüêi äî íèõ) òðà¹êòîðiÿõ

çàìiíþþòüñÿ âåðòèêàëüíèìè).

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (7.50) òà (7.51) íå çâ'ÿçàíi, òî äèíàìiêó òàêî¨ ñèñòå-

ìè áóëî îïèñàòè äîñèòü ïðîñòî òà ïîâíiñòþ. Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ ïðî

äèíàìiêó çâ'ÿçàíèõ, àáî, ïðèíàéìíi, ñëàáî çâ'ÿçàíèõ ïîäiáíèõ ñèñòåì. Òàêà
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äèíàìiêà ¹ ñóòò¹âî ñêëàäíiøîþ òà âîíà îïèñàíà ó ðîáîòàõ Ê. Áàåñåíñ, Äæ. Ãó-

êåíõåéìåðà, Ñ. Êiìà, Ð. ÌàêÊi [47, 48, 49]. Äëÿ íàøèõ äîñëiäæåíü íàéáiëüø

âàæëèâèì ¹ óíiâåðñàëüíiñòü SNIT áiôóðêàöi¨ äâîõ öèêëiâ ó äâî�âèìiðíîìó

òîðî¨äàëüíîìó ïðîñòîði, òîáòî ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ òàêî¨ áiôóðêàöi¨ äëÿ

äîñèòü çàãàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òîði, êîëè ïàðàìåòðè ñèñòåìè âïëèâà-

þòü íà öå ïîëå íå ëèøå ëiíiéíèì ÷èíîì. Íàâåäåìî äåÿêi çàãàëüíi ìiðêóâàííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî íà òîði T2 ñèñòåìà ìà¹ ëèøå äâà ãîìîëîãi÷íî íåòðèâiàëüíèõ

ãðàíè÷íèõ öèêëè: ñòiéêèé LCs òà íåñòiéêèé LCu. Ïðèïóñêà¹ìî òàêîæ, ùî

ñèñòåìà íåìà¹ æîäíèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè i òà êi íå áóäóòü ç'ÿâëÿòèñü ïðè

çìiíi ïàðàìåòðó âiä ïîòî÷íîãî çíà÷åííÿ. Òîäi ìîæíà âiäìiòèòè êiëüêà îñî-

áëèâîñòåé òàêî¨ ñèñòåìè: 1) öèêëè LCs, LCu òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi öèêëàì

ñèñòåìè (7.50), (7.51), òîáòî öèêëàì îïèñàíèì ïðÿìèìè íà óìîâíié ïëîùèíi,

2) öèêëè LCs, LCu íå ìîæóòü iñíóâàòè îäèí áåç îäíîãî, îñêiëüêè iñíóâàííÿ

àòðàêòîðà íà òîði (íà âiäìiíó âiä ïëîùèíè) ñïðè÷èíÿ¹ iñíóâàííÿ ðåïåëåðà

i íàâïàêè, 3) çáóðåííÿ ñèñòåìè ìîæå ðîçiðâàòè îäèí ç öèêëiâ (ïîäiáíî ñi-

äëîâî�çâ'ÿçíié áiôóðêàöi¨) i ïðèçâåñòè äî êâàçi�ïåðiîäè÷íîãî îáåðòàííÿ, àëå

òîäi, çãiäíî ïîïåðåäíüîìó ïóíêòó, òàêå çáóðåííÿ ïîâèííå ðîçiðâàòè i äðóãèé ç

iñíóþ÷èõ öèêëiâ. Îòæå, SNIT áiôóðêàöiÿ ¹ îäíèì ç ñàìèõ ïðèðîäíèõ ñïîñîáiâ

çíèêíåííÿ ãîìîòîïi÷íî íåòðèâiàëüíîãî öèêëó, ùî òàêîæ ïîêàçàíî ó çãàäàíèõ

âèùå ðîáîòàõ. Òàêîæ ñëiä âiäìiòèòè ñèòóàöiþ, êîëè ïðè çìiíi ïàðàìåòðó çáå-

ðiãà¹òüñÿ ëèøå îäèí öèêë, íàïðèêëàä, LCu, à íà iíøîìó (LCs) âiäáóâà¹òüñÿ

SNIC áiôóðêàöi¨, ÿêà éîãî ðîçðèâà¹. Îïèñàíà âèùå ñèòóàöiÿ âiäïîâiäà¹ äèíà-

ìiöi ïîòîêó ×åðði [97, 252].

Òðè�âèìiðíà SNIT áiôóðêàöiÿ. Ïåðåéäåìî äî îïèñàííÿ ïîäiáíî¨ áiôóðêà-

öi¨ íà òðè�âèìiðíîìó òîði. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (7.47) äëÿ n = 3. Áiôóðêàöiéíi

ïåðåõîäè ó äàíié ñèñòåìi çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.43. Ó âèïàäêó êîëè µ1 = µ2 = µ3

ñèñòåìà ìà¹ âiñiì ïîëîæåíü ðiâíîâàãè: ñòiéêèé âóçîë Ns(φ̌1, φ̌2, φ̌3), íåñòié-

êèé âóçîë Nu(φ̂1, φ̂2, φ̂3) òà øiñòü ñiäëîâèõ òî÷îê S1(φ̌1, φ̌2, φ̂3), S2(φ̌1, φ̂2, φ̌3),

S3(φ̂1
ˇ, φ2, φ̌3), S4(φ̌1, φ̂2, φ̂3), S5(φ̂1, φ̌2, φ̂3), S6(φ̂1, φ̂2, φ̌3), äå Fi(φ̌i) = 0, Fi(φ̂i) =

0, F ′i (φ̌i) < 0, F ′i (φ̂i) > 0 (ðèñ. 8.43(a)). Ôiêñóþ÷è ñïî÷àòêó ïàðàìåòðè

µ2, µ3 òà çìiíþþ÷è µ3 ïðèõîäèìî äî áiôóðêàöiéíî¨ ñèòóàöi¨ ïðè µ1 =

minφ1 F1(φ1) =: µ1 àáî µ1 = maxφ1 F1(φ1) = µ1 (ðèñ. 8.43(b)). Âiäáóâà¹òüñÿ
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îäíî÷àñíî ÷îòèðè SNIC áiôóðêàöi¨ íà iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ ñiäåë, ÿêi

ïðîõîäÿòü óçäîâæ çìiííî¨ φ1. Ç ïîäàëüøèì çáiëüøåííÿ ì ïàðàìåòðó µ1 âêà-

çàíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè ïåðåòâîðþþòüñÿ íà ÷îòèðè ãîìîëîãi÷íî íåòðèâi-

àëüíi öèêëè, îäèí ç ÿêèõ ¹ ñòiéêèì LCs, îäèí íåñòiéêèé LCu òà äâà ñiäëî-

âèõ LS1,LS2 (ðèñ. 8.43(c)). Öèêë LCs óòâîðþ¹òüñÿ ïiñëÿ çíèêíåííÿ Ns òà

S3, öèêë LCu óòâîðþ¹òüñÿ ïiñëÿ çíèêíåííÿ Nu òà S4, öèêëè LS1,LS2 óòâî-

ðþþòüñÿ ïiñëÿ çíèêíåííÿ ïàð ñiäåë (ç ðiçíèìè ðîçìiðíîñòÿìè iíâàðiàíòíèõ

ìíîãîâèäiâ) S1,S5 òà S2,S6, âiäïîâiäíî. Äàëi ôiêñó¹ìî ïàðàìåòðè µ1 < µ1 (÷è

µ1 > µ1), µ3 = 0 òà çìiíþ¹ìî µ2. Ïðè çìiíi öüîãî ïàðàìåòðó i äîñÿãíåííi

çíà÷åííÿ µ2 = minφ2 F2(φ2) =: µ2 àáî µ2 = maxφ2 F2(φ2) = µ2 âiäáóâà¹òüñÿ

îäíî÷àñíî äâi SNIT áiôóðêàöi¨ ïàðè öèêëiâ LCs, LS1 òà iíøî¨ ïàðè LCu, LS2

(ðèñ. 8.43(d)). Ïðè ïîäàëüøié çìiíi ïàðàìåòðó µ2 < µ2 (àáî µ2 > µ2) óòâî-

ðþþòüñÿ äâi iíâàðiàíòíi ïîâåðõíi φ3 = φ̌3 òà φ3 = φ̂3, ÿêi ¹ ïîâíiñòþ ïðîõi-

äíèìè äëÿ òðà¹êòîðié (ðèñ. 8.43(e)). Âêàçàíi ïîâåðõíi ¹ î÷åâèäíî ïëîùèíàìè

ó òðè�âèìiðíîìó êóái, ùî îïèñó¹ òðèâèìiðíèé òîð T3, à ó ñàìîìó T3 äàíi

ïîâåðõíi ¹ äâî�âèìiðíèìè òîðàìè: ñòiéêèì LT 2
s òà íåñòiéêèì LT 2

u . Ñòiéêiñòü

òîðiâ LT 2
s òà LT 2

u ðîçóìi¹òüñÿ ó òðàíñâåðñàëüíîìó äî íèõ íàïðÿìêó âçäîâæ

çìiííî¨ φ3. òðà¹êòîði¨ âñåðåäèíi êîæíîãî ç òîðiâ ìîæóòü áóòè ïåðiîäè÷íè-

ìè ÷è êâàçi�ïåðiîäè÷íèìè â çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñîáîþ ïàðà-

ìåòðiâ µ1, µ2. ïðè ïîäàëüøié ôiêñàöi¨ ïàðàìåòðiâ µ1, µ2 ó ïîëîæåííi ïiñëÿ

îñòàííüî¨ áiôóðêàöi¨, çìiíi îñòàííüîãî ïàðàìåòðó òà äîñÿãíåííÿ íèì çíà÷åíü

µ3 = minφ3 F3(φ3) =: µ3 àáî µ3 = maxφ3 F3(φ3) = µ3 âiäáóäåòüñÿ áiôóðêàöiÿ

ñòiéêîãî òà íåñòiéêîãî äâî�âèìiðíèõ òîðiâ LT 2
s òà LT 2

u ó ôàçîâîìó ïðîñòîði

T3 òà óòâîðåííÿ ñiäëî�âóçëîâîãî òîðó SNT 2 (ðèñ. 8.43(f)). Âiäìiòèìî, ùî òîð

SNT 2 ¹ íàïiâñòiéêèì òà âií ¹ ïåðåïîíîþ äëÿ ïðîõîäó òðà¹êòîðié ó íàïðÿìêó

φ3. Ïðè ïîäàëüøié çìiíi ïàðàìåòðó µ3 < µ3 (àáî µ3 > µ3) ñiäëî�âóçëîâèé

òîð ïðîïàäå ðîáëÿ÷è âåñü ôàçîâèé ïðîñòið T3 ïðîõiäíèì äëÿ òðà¹êòîðié. Ïi-

ñëÿ îñòàííüî¨ áiôóðêàöi¨ òîð T3 çàïîâíåíèé àáî äâî�ïàðàìåòðè÷íîþ ñiì'¹þ

ïåðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié, àáî îäíî�ïàðàìåòðè÷íîþ ñiì'¹þ êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ

òðà¹êòîðié, àáî ñóìiøøþ ïåðøîãî òà äðóãîãî â çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøå-

ííÿ ñåðåäíiõ ÷àñòîò àáî íîìåðiâ îáåðòàííÿ (çãiäíî òåîði¨ Â. Àðíîëüäà). Ái-

ôóðêàöiÿ äâî�âèìiðíèõ òîðiâ ó òðè�âèìiðíîìó ¹ öiëêîì àíàëîãi÷íîþ SNIT
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áiôóðêàöi¨ äâîõ öèêëiâ íà äâî�âèìiðíîìó òîði òà ¹ ¨¨ ïðèðîäíiì óçàãàëüíåí-

íÿì.

Îòæå, áóâ ïðîäåìîíñòðîâàíèé ëàíöþæîê áiôóðêàöié âiä iñíóâàííÿ ïîëî-

æåíü ðiâíîâàãè äî ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, ãðàíè÷íèõ òîðiâ i âiäñóòíîñòi àòðàêòî-

ðiâ çà ñõåìîþ çìiíè µ1, ïîòiì µ2,ïîòiì µ3. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàæ ñàìà ñõåìà

ïðàöþ¹ ïðè áóäü�ÿêié ïåðåñòàíîâöi ïîñëiäîâíîñòåé çìiíè ïàðàìåòðiâ. Òàêîæ,

àíàëîãi÷íî âèïàäêó n = 2, ìîæíà îïèñàòè áiôóðêàöiéíèé ïðîñòið (µ1, µ2, µ3).

Äàíèé ïðîñòið ðîçäiëÿ¹òüñÿ øiñòüìà ïëîùèíàìè áiôóðêàöié êîðîçìiðíîñòi

îäèí: µ1 = µ1, µ1 = µ1, µ2 = µ2, µ2 = µ2, µ3 = µ3, µ3 = µ3, ÿêi ïåðåòèíàþ-

÷èñü óòâîðþþòü áiôóðêàöiéíi ïðÿìi êîðîçìiðíîñòi äâà òà áiôóðêàöiéíi òî÷êè

êîðîçìiðíîñòi òðè.

Çàãàëüíà SNIT áiôóðêàöiÿ.Ìè îïèñàëè êîíñòðóêòèâíî áiôóðêàöiéíi ïåðå-

õîäè äëÿ ñèñòåìè (7.47) äëÿ âèïàäêiâ n = 1, 2 òà 3. Îïèñàííÿ ìà¹ iíäóêòèâíèé

õàðàêòåð, ïðè ïîñëiäîâíié çìiíi ïàðàìåòðiâ âiä íóëÿ âiäáóâàþòüñÿ ñïî÷àòêó

áiôóðêàöi¨ ç îá'¹êòàìè ìåíøèõ ðîçìiðíîñòåé, ïîòiì áiôóðêàöi¨ ïîäiáíîãî òè-

ïó ç îá'¹êòàìè íà ðîçìiðíîñòi íà îäèíèöþ áiëüøèìè i òàê äàëi. Ïåðåõîäÿ÷è

äî ñèñòåì (7.47) áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi ìîæíà ïîáóäóâàòè òàêi æ ëàíöþæêè ái-

ôóðêàöié i àíàëîãi÷íî ïîâíiñòþ îïèñàòè ïîâíó áiôóðêàöiéíó ïîâåäiíêó äëÿ

n�âèìiðíî¨ áiôóðêàöiéíî¨ ñèñòåìè. Ïðîõîäÿ÷è àíàëîãi÷íî âñi åòàïè ïîñëiäîâ-

íî¨ çìiíè ïàðàìåòðiâ, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7.2.3. Ó ñèñòåìi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (7.47) ç ïàðàìåòðàìè

µi, i = 1, . . . , n, òà ôóíêöiÿìè Fi(ϕi) ∈ C1(S1), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàìè

(7.48), âiäáóâà¹òüñÿ ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ñòiéêîãî LTm−1
s òà íåñòiéêîãî

LTm−1
u (m − 1)�âèìiðíèõ òîðiâ íà m�âèìiðíîìó òîði LTm äëÿ âñiõ m =

1, . . . , n, ÿêùî ïàðàìåòðè ñèñòåìè ðîçïîäiëåíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

(i) m− 1 ïàðàìåòðiâ çàäîâîëüíÿþòü îäíié ç óìîâ

µi < min
φi∈S1

Fi(φi) abo µi > max
φi∈S1

Fi(φi);
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(ii) n−m ïàðàìåòðiâ òàêi, ùî

min
φi∈S1

Fi(φi) < µi < max
φi∈S1

Fi(φi);

(iii) äëÿ îñòàííüîãî ïàðàìåòðó îäíà ç óìîâ

µi = min
φi∈S1

Fi(φi) abo µi = max
φi∈S1

Fi(φi).

Âiäìiòèìî, ùî ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè ìè ââàæà¹ìî îäíî�âèìiðíèì òî-

ðîì êîëî, à íóëü�âèìiðíèì òîðîì òî÷êó. Ó âèïàäêó n = 1 òåîðåìà îïèñó¹

SNIC áiôóðêàöiþ íà êîëi. Ó âèïàäêó n ≥ 2, m = 1 òåîðåìà îïèñó¹ SNIC ái-

ôóðêàöiþ íà îäíî�âèìiðíîìó iíâàðiàíòíîìó çàìêíóòîìó êîíòóði ó ïðîñòîði

áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi. Ó âèïàäêó m = n âiäáóâà¹òüñÿ SNIT áiôóðêàöiÿ ìà-

êñèìàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi, ùî ðîáèòü ïðîõiäíèì äëÿ òðà¹êòîðié óâåñü ôàçîâèé

ïðîñòið Tn.
Íàñòóïíèì âàæëèâèì ïèòàííÿì ¹ óíiâåðñàëüíiñòü SNIT áiôóðêàöi¨, òîáòî:

ÿêèì ÷èíîì, çà ÿêèõ óìîâ i ÷è âçàãàëi âîíà ìîæëèâà äëÿ çàãàëüíèõ ñèñòåì

dφi
dt

= Fi(φ1, . . . , φn, µ), i = 1, . . . , n,

ïðè çìiíi ïàðàìåòðó ÷è äåêiëüêîõ ïàðàìåòðiâ? Iíøèìè ñëîâàìè: ÷è âèíèêà¹

SNIT áiôóðêàöiÿ ó âèïàäêó, êîëè ñèñòåìà íå ¹ ðîçùåïëåíîþ, ÿê (7.47) i ÿêi

óìîâè äëÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè ïîâèííi âèêîíóâàòèñü, ùîá ïîäiáíà áiôóð-

êàöiÿ áóëà ìîæëèâîþ. Âiäïîâiäü íà öi ïèòàííÿ ¹ ó ðîáîòàõ Ê. Áàåñåíñ, Ð. Ìàê-

Êi [48, 49] äëÿ n = 2. Âiäïîâiäi íà ïîäiáíi ïèòàííÿ ¹ ó ðîáîòàõ À. Øåíñiíå

[94, 95, 96] äëÿ òðè�âèìiðíîãî âèïàäêó, àëå äëÿ ñèñòåì áåç ãëîáàëüíîãî ñà-

ìîç'¹äíàííÿ òðà¹êòîðié íà òîði. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äàíå ïèòàííÿ ¹ äîâîëi

ñêëàäíèì. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó SNIÒ áiôóðêàöi¨ âiäáóâàþòüñÿ i ñèñòåìàõ

çàãàëüíîãî ïîðÿäêó (i öå áóäå ïðîäåìîíñòðîâàíî äàëi). Àëå îïèñàííÿ òàêèõ

áiôóðêàöié ó çàãàëüíîìó äëÿ äîâiëüíèõ áàãàòî�âèìiðíèõ ñèñòåì ¹ äîñèòü íå-

ïðîñòîþ ïðîáëåìîþ, ÿêà íà äàíèé ìîìåíò äîñëiäæåíà íå ïîâíiñòþ. Âiäìi-

òèìî, ùî äëÿ ìîæëèâîñòi iñíóâàííÿ SNIT áiôóðêàöi¨ ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ

ïðèíàéìíi íàñòóïíi óìîâè. Iñíóâàííÿ òðà¹êòîði¨, ïîâåðõíi, ãiïåðïîâåðõíi (çà-



316

ëåæèòü âiä ðîçìiðíîñòåé ñèñòåìè òà áiôóðêàöi¨) íåãîìîëîãi÷íî¨ íóëþ íà òîði.

Öå åêâiâàëåíòíî ïîíÿòòþ, ùî ìà¹ ñòàëó íàçâó global reinjection (ãëîáàëüíå çà-

ìèêàííÿ íà ñåáå) ó àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði. Äàíà óìîâà ïîòðiáíà äëÿ iñíóâà-

ííÿ òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó, ìåíøîãî çà ôàçîâèé òîð. Äðóãîþ íåîáõiäíîþ

óìîâîþ ¹ iñíóâàííÿ ñòiéêîãî òà íåñòiéêîãî öèêëiâ àáî òîðiâ îäíàêîâî¨ ðîç-

ìiðíîñòi, ùî çíàõîäèëèñü áè íà çãàäàíié âèùå ãiïåðïîâåðõíi. Òàêîæ ïîâèííi

âèêîíóâàòèñü ïàðàìåòðè÷íi óìîâè, ùî çìóñÿòü çáëèçèòèñü âêàçàíi òîðè (öè-

êëè) íà ïîâåðõíi áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi. Âñi âêàçàíi âèùå óìîâè ¹ ãëîáàëüíèìè

äëÿ ñèñòåìè, ùî ðîáèòü âiäøóêàííÿ òà îïèñàííÿ äàíî¨ áiôóðêàöi¨ ñêëàäíîþ

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó.

7.2.6. Íåñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ó ìîäåëi ç àäàïòàöi¹þ

Ó ïiäðîçäiëàõ 7.2.3, 7.2.4 áóëî ðîçãëÿíóòî ñèòóàöi¨, êîëè ÏÎÂ ðåæèìè

âiäïîâiäàþòü ñòàöiîíàðíèì ñòàíàì ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (7.37)�(7.39), êîëè

çíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ¹ áëèçüêèìè ìiæ ñîáîþ. ßêùî æ âëàñíi ÷àñòîòè ïå-

ðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ðîçïîäiëåíi â øèðîêîìó äiàïàçîíi (êîëè ïðèíàéìíi

äåÿêi ðiçíèöi ÷àñòîò ïåðåâèùóþòü ïåâíå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ), òî öåíòðàëüíèé

îñöèëÿòîð íå ìà¹ äîñòàòíüî¨ ñèëè äëÿ ôàçîâîãî áëîêóâàííÿ âñiõ ïåðèôåðè-

÷íèõ. Iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ìàþòü äèíàìiêó ÏÎÂ òèïó, ó

öüîìó âèïàäêó, ñòàþòü íåìîæëèâèìè. Òèì íå ìåíøå, ãîëîâíà âëàñòèâiñòü

ÏÎÂ ðåæèìó, êîëè ëèøå îäèí ÏÎ ïðàöþ¹ ó ðåæèìi áëèçüêîìó äî ñèíôàçíî-

ãî ç ÖÎ, ó òîé ÷àñ, ÿê iíøi ÏÎ çíàõîäÿòüñÿ ó àíòèôàçi, ìîæå çáåðiãàòèñü i ó

öüîìó âèïàäêó. Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçêè, çìiííi ÿêèõ ϕl, ω0, a1, . . . , aN ¹ áëèçüêè-

ìè äî êîíñòàíò: çìiííà ϕl ¹ áëèçüêîþ äî íóëÿ, çìiííà ω0 áëèçüêà äî ωl, çìiííà

al âàðiþ¹òüñÿ òðîõè íèæ÷å ðiâíÿ c + γ, à çìiííi ai, i 6= l , âàðiþþòüñÿ òðîõè

âèùå ðiâíÿ c. Öi ïðèïóùåííÿ ðàçîì ç (7.33), (7.35) ïðèçâîäÿòü äî íàñòóïíèõ

íàáëèæåíü ðiâíÿíü äëÿ ôàç ϕi:

dϕi
dt

= Ωi − bg(ϕi), i 6= l, (7.52)

äå Ωi = ωi − ωl. Äëÿ êîæíîãî çàäàíîãî l ñèñòåìà (7.52) çàäà¹ ñèñòåìó íà

òîði TN−1
l . Âiäìiòèìî, ùî òîð TN−1

l íå ¹ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ ñèñòåìè
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(7.37)�(7.39), àëå âií ìiñòèòüñÿ äóæå áëèçüêî äî (N − 1)�âèìiðíîãî iíâà-

ðiàíòíîãî òîðó MN−1
l öi¹¨ ñèñòåìè (ÿêèé ìà¹ áiëüø ñêëàäíó ñòðóêòóðó) ó

TN × R × RN . Âðàõîâóþ÷è îñîáëèâîñòi ñèñòåìè ïðè íàâåäåíèõ îáìåæåííÿõ,

çàñòîñîâóþ÷è òåîðiþ óñåðåäíåííÿ ìîæíà �âèïðÿìèòè�MN−1
l , çâîäÿ÷è éîãî äî

áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó. Äëÿ äåòàëüíîãî äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè ó îêîëi äàíîãî

òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó çðó÷íèì iíñòðóìåíòîì ¹ òàêîæ ââåäåííÿ ëîêàëüíèõ

êîîðäèíàò ó éîãî îêîëi òà ïðèâåäåííÿ ñèñòåìè äî âèãëÿäó ëiíiéíèõ ðîçøè-

ðåíü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði [11, 7, 83, 84]. ÌíîãîâèäMN−1
l ¹ ñòiéêèì ó

òðàíñâåðñàëüíèõ N + 2 íàïðÿìêàõ (ùî ìîæíà ïåðåâiðèòè ìåòîäàìè, ÿêi âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 7.2.2), à ëîêàëüíà äèíàìiêà âñåðåäèíi

öüîãî ìíîãîâèäó ¹ åêâiâàëåíòíîþ äèíàìiöi ñèñòåìè (7.52) íà TN−1.

Çãiäíî Òåîðåìi 7.2.2 ñèñòåìà ìà¹ N ðiçíèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ, ùî çàäàþòüñÿ

ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè ç Ql ∈ TN × RN+1, l = 1, . . . , N . Áóëî ïîêàçàíî, ùî

ñòiéêiñòü öèõ òî÷îê ó òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ a1, . . . , aN íå çàëåæèòü âiä

âëàñíèõ ÷àñòîò îñöèëÿòîðiâ, à ñòiéêiñòü ó íàïðÿìêó ω0 çàëåæèòü ëèøå âiä ωl
(ñåðåäíÿ ÷àñòîòà ω0(t) öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà ïðÿìó¹ äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè

ïåðåìîæöÿ ωl). Êðiì òîãî, ôàçîâà çìiííà ϕl ¹ òàêîæ áëîêîâàíîþ, ùî ïðèðî-

äíiì ÷èíîì îïèñó¹ ñèíõðîíiçàöiþ ÏÎ�ïåðåìîæöÿ ç ÖÎ. Òàêèì ÷èíîì, ïðèðî-

äíiì ¹ ïðèïóùåííÿ, ùî ïîäàëüøà çìiíà ëèøå âëàñíèõ ÷àñòîò ìîæå âïëèâàòè

íà òðàíçèòèâíiñòü òðà¹êòîðié ó ÷àñòèíi (N−1)�âèìiðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó

TN \ {ϕl} âíàñëiäîê ïåâíèõ áiôóðêàöié, íå ðóéíóþ÷è ãëîáàëüíî¨ ñòðóêòóðè ó
òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi óïîðÿäêó¹ìî âëàñíi

÷àñòîòè ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ íàñòóïíèì ÷èíîì:

ω1 ≥ ω2 ≥ ... ≥ ωN . (7.53)

Ïîñëiäîâíî ðîçøèðþþ÷è äiàïàçîí çíà÷åíü âëàñíèõ ÷àñòîò áóäåìî âiäñëiäêî-

âóâàòè áiôóðêàöi¨ çìiíè, ùî ïðèçâîäÿòü äî ðîçïàäó ñòàðèõ òà ïîÿâè íîâèõ

ñòàöiîíàðíèõ ðåæèìiâ i íàñêiëüêè íîâi ðåæèìè âiäïîâiäàþòü êîíöåïöi¨ ïåðå-

ìîæåöü îòðèìó¹ âñå. Òàêîæ âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ ìóëüòèñòàáiëüíîñòi ðiçíèõ

ðåæèìiâ, îñêiëüêè ó ïåðøîïî÷àòêîâîìó ñòàíi (ïðè ðiâíèõ âëàñíèõ ÷àñòîòàõ)

ñèñòåìà ìà¹ N ðiçíèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ, êîæåí ç ÿêèõ ìîæå áiôóðêóâàòè. Íà-
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ñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹ íàéïðîñòiøó ç ìîæëèâèõ áiôóðêàöié ïðè âàðiàöiÿõ

ωi.

Òåîðåìà 7.2.4. SNIC (ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó öèêëi) áiôóðêàöiÿ âiä-

áóâà¹òüñÿ ó ñèñòåìi (7.37)�(7.39) ÿê çëèòòÿ ñòiéêî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè Ql òà

ñiäëîâî¨ òî÷êè Si, êîëè

ωl − ωN = |b|, àëå ω1 − ωl < |b|

÷è êîëè

ω1 − ωl = |b|, àëå ωl − ωn < |b|.

Ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë LCl âèíèêà¹ âçäîâæ îäíî�âèìiðíîãî iíâàðiàíòíîãî

ìíîãîâèäó ñiäëà Sl.ç íåîáìåæåíîþ êîîðäèíàòîþ ϕN (÷è ϕ1 ó äðóãîìó âèïàä-

êó) òà îáìåæåíèìè ôàçîâèìè êîîðäèíàòàìè ϕi, i = 1, . . . , N − 1 (÷è ϕi,

i = 2, . . . , N , âiäïîâiäíî). ßêùî ω1 − ωn = |b|, òîäi SNIC áiôóðêàöi¨ âèíèêà-

þòü îäíî÷àñíî ç òî÷êàìè Q1 òà QN , ïîðîäæóþ÷è äâà ñòiéêèõ ãðàíè÷íèõ

öèêëè LC1 òà LCN .

Äîâåäåííÿ. ßê áóëî ïîêàçàíî ó Òåîðåìi 7.2.2, iñíó¹ N ðiçíèõ ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè Qi, i = 1, . . . , N , ñèñòåìè (7.37)�(7.39) ç êîîðäèíàòàìè, ùî íàáëè-

æåíî çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ (7.46). Êîæíà êîîðäèíàòà ϕ, i 6= l, ó öié ôîðìóëi

¹ îäíèì ç äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè b sinϕi = ωi − ωl òàêîæ, ùî ¹ áëèçüêèìè

äî π. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ¹ óìîâà:

maxi 6=l |(ωl−ωi)/b| ≤ 1. Ìîæíà ïåðåâiðèòè (ó ïîäiáíèé ñïîñiá, ÿêèé áóâ çàñòî-

ñîâàíèé äî îñîáëèâèõ òî÷îê Ql), ùî iñíó¹ N − 1 iíøèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè

Slj, j 6= l, ùî ìàþòü òi æ êîîðäèíàòè, ùî i Ql, çà âèíÿòêîì îäíi¹¨ êîîðäèíàòè

ϕj = ϕ̃j = π−ϕj ≈ arcsin ((ωj − ωl) /b). Òî÷êà Slj ìà¹ òîé ñàìèé ÿêîáiàí (8.25),
ùî i Ql, àëå ç ϕ̃j çàìiñòü ϕj. Â óìîâàõ ñòiéêîñòi êîæíà òî÷êà Slj ìà¹ îäíå äî-

äàòíå âëàñíå çíà÷åííÿ λj = −b cos(ϕ̃j). Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî Slj ¹ ñòiéêîþ

òî÷êîþ, ùî íàëåæèòü îäíî�âèìiðíîìó íåñòiéêîìó iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäó

W u(Sl,j). Âëàñíèé âåêòîð âiäïîâiäíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λj íàëåæèòü äî êî-

îðäèíàòíî¨ ëiíi¨ ϕj. Öå îçíà÷à¹, ùî îáèäâi ãiëêè W u(Sl,j) ìàþòü òi æ êîîðäè-

íàòè, ÿê Slj (òà Ql), çà âèíÿòêîì ϕj òà öi ãiëêè ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ çìiííî¨
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ϕj (ïðèíàéìíi ëîêàëüíî, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.42(a)). Äèâåðãåíöiÿ ó òðàíñ-

âåðñàëüíîìó íàïðÿìêó äîW u(Sl,j) âçäîâæ ϕj ¹ íåãàòèâíîþ (ßêîáiàí ïîêàçó¹,

ùî W u(Sl,j) ¹ ñòiéêèì ó òðàíñâåðñàëüíîìó íàïðÿìêó), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

îáèäâi ãiëêè W u(Sl,j) äîñÿãàþòü ñòiéêî¨ òî÷êè Ql ç äâîõ ïðîòèëåæíèõ ñòîðií

âçäîâæ ϕj, ôîðìóþ÷è çàìêíóòèé öèêë. Ëîêàëüíà ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ

òî÷îê Ql òà Sl,j (ðèñ. 8.42(b)) ¹ îäíî÷àñíî ãëîáàëüíîþ ñiäëî�âóçëîâîþ áiôóð-

êàöi¹þ íà iíâàðiàíòíîìó öèêëi (SNIC áiôóðêàöi¹þ), ÿêà ïðèçâîäèòü äî âèíè-

êíåííÿ ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó (ðèñ. 8.42(c)). Öÿ áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ

ëèøå çà óìîâè |(ωl − ωj)/b| = 1 ó òî÷öi ϕj = ±π/2. Çãiäíî óïîðÿäêóâàííÿ ÷à-
ñòîò (7.53) SNIC áiôóðêàöiÿ òà çíèêíåííÿ Ql ìîæå òðàïèòèñü ëèøå ïðè óìîâi

j = 1 àáî j = N . Ïåðøà (ó ñåíñi íåïåðåðâíîãî ðóõó çíà÷åíü âëàñíî¨ ÷àñòîòè

ωi âiä ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ωl) òàêà áiôóðêàöiÿ âèíèêíå ïðè ω1 − ωN = |b|
òà l = 1 ÷è l = N . Öÿ áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ îäíî÷àñíî ç äâîìà ïåðèôåðè-

÷íèìè îñöèëÿòîðàìè, ùî ïðîíóìåðîâàíi ïåðøèì òà îñòàííiì ó (7.53). Îòæå,

ìà¹ìî äâi îäíî÷àñíi SNIC áiôóðêàöi¨ ç òî÷êàìè Ql òà S1,N òà QN , SN,1, äå Q1 ¹

ïåðèôåðè÷íèì îñöèëÿòîðîì�ïåðåìîæöåì ç íàéáiëüøîþ âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ω1

òà S1 := S1,N ¹ âiäïîâiäíèì ñiäëîì ç íåñòiéêèì ìíîãîâèäîì W u(S1) âçäîâæ

ôàçîâî¨ çìiííî¨ ϕN (òå æ ñàìå âiäíîñíî QN òà W u(SN), äå SN := SN,1). Ó

ðåçóëüòàòi áiôóðêàöié óòâîðþþòüñÿ ñòiéêi öèêëè LC1, LCN , äå êîæåí öèêë

ìà¹ íåîáìåæåíó (íà òîði) ôàçîâó çìiííó ϕN òà ϕ1, âiäïîâiäíî. Ïiäñóìîâóþ÷è

âèùåçàçíà÷åíi ìiðêóâàííÿ, îòðèìó¹ ðåçóëüòàòè Òåîðåìè. �

Öèêë LC1 ¹ íåãîìîëîãi÷íîþ íóëþ ïåðiîäè÷íîþ îðáiòîþ íà òîði TN ó ôà-

çîâîìó ïðîñòîði, çìiííà ϕN öèêëó ¹ íåîáìåæåíîþ, ó òîé ÷àñ, ÿê iíøi ôàçîâi

çìiííi ¹ îáìåæåíèìè (òå ñàìå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ öèêëó LCN òà çìiííî¨ ϕ1).

SNIC áiôóðêàöi¨ ç ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè Q1, QN ¹ íå ëèøå ¹äèíî ìîæëèâè-

ìè. Iíøi SNIC áiôóðêàöi¨ ó òî÷öiQl âèíèêàþòü, êîëè âiäñòàíü ωl−ωN (÷è êîëè

âiäñòàíü ω1−ωl) ¹ ðiâíîþ |b|. Òàêi áiôóðêàöi¨ ïðèçâîäÿòü äî âèíèêíåííÿ íîâèõ
öèêëiâ LCl, l = 2, . . . , N−1, òà âîíè çàçâè÷àé òðàïëÿþòüñÿ îäíî÷àñíî ç áiëüø

ñêëàäíèìè áiôóðêàöiÿìè iñíóþ÷èõ öèêëiâ LC1, LCN , ÿêi çãîäîì çíèêíóòü.

Ôàçîâi òî÷êè ïåðiîäè÷íî¨ òðà¹êòîði¨ LC1 êðóòèòüñÿ ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó

âçäîâæ ϕN ç ñåðåäíüîþ øâèäêiñòþ ω̂1 ∈ (ω1 − ωN − |b|, ω1 − ωN + |b|). Ïîäi-
áíèì ÷èíîì ñåðåäíÿ øâèäêiñòü öèêëó LCN ¹ ω̂N ∈ (ωN−ω1−|b|, ωN−ω1 + |b|)
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òà îáåðòàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ó íåãàòèâíîìó íàïðÿìêó âçäîâæ ϕ1. Àìïëiòóäè

ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, ÷è¨ ôàçè ïðîáiãàþòü öèêë LC1, ¹ îáìåæåíèìè

(çãiäíî Ëåìi 7.2.2), a1 ≈ c+ γ, aN êîëèâà¹òüñÿ ó ìàëîìó îêîëi âèùå çíà÷åííÿ

c òà âñi iíøi àìïëiòóäè ¹ ïðèáëèçíî ðiâíèìè ai = c. Iíøà SNIC áiôóðêàöiÿ ó

òî÷öi Ql âèíèêà¹, êîëè äèñòàíöiÿ ωl−ωl (÷è ω1−ωl) ¹ ðiâíîþ |b|, ó òîé ÷àñ, ÿê
ω1−ωl (âiäïîâiäíî ωl−ωN) ¹ ìåíøîþ çà |b|. SNIC áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ çi

âñiìà òî÷êàìè Qs, s < l (÷è ç Qs, s > l, äëÿ ω1 − ωl = |b|) ïåðåä òèì, ÿê âîíà
òðàïèòüñÿ ç Ql, îñêiëüêè ωs−ωN ≥ ωl−ωN = |b|. Âiäìiòèìî, ùî SNIC áiôóð-

êàöiÿ íå çìiíþ¹ êiëüêiñòü ÏÎÂ ðåæèìiâ, ïåðåòâîðþþ÷è äâà çi ñòàöiîíàðíèõ

ó ïåðiîäè÷íi i çàëèøàþ÷è ñòàöiîíàðíèìè iíøi N − 2.

Êðiì ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ç îäíi¹þ ðóõîìîþ çìiííîþ ϕi (i 6= l), íåñòàöiîíàð-

íi ÏÎÂ ðåæèìè ìîæóòü áóòè àñîöiéîâàíèìè ç áiëüø ñêëàäíèìè ðîçâ'ÿçêàìè,

êîëè N ≥ 3 òà iñíó¹ äåêiëüêà ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ (áiëüøå îäíîãî),

÷è¨ çìiííi íåîáìåæåíî ðóõàþòüñÿ ó äîäàòíîìó ÷è âiä'¹ìíîìó íàïðÿìêó. Îïè-

øåìî ïîÿâó òàêèõ ðåæèìiâ. Äèíàìiêó íà áàãàòî�âèìiðíîìó òîðî¨äàëüíîìó

ìíîãîâèäi MN−1
l , N ≥ 3, ìîæíà àäåêâàòíî îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè

(7.52). Áiëüø ñêëàäíi ÏÎÂ ðåæèìè (êîëè êiëüêà ôàç ïåðèôåðè÷íîãî îñöè-

ëÿòîðà ðóõàþòüñÿ ïî âiäíîøåííþ äî ôàçè öåíòðàëüíîãî) âèíèêàþòü ÿê ó

ðåçóëüòàòi áiôóðêàöi¨, ùî ¹ ïðèðîäíiì óçàãàëüíåííÿì SNIC áiôóðêàöi¨ i ÿêó

ìè íàçèâà¹ìî SNIT � ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó òîði (äèâ ïîïåðåäíié ïiä-

ðîçäië). Àíàëîãi÷íî äî SNIC áiôóðêàöi¨ äâîõ òî÷îê íà îäíî�âèìiðíîìó òîði

(öèêëi) T1 = S1, SNIT áiôóðêàöiÿ ¹ ñiäëî�âóçëîâîþ áiôóðêàöi¹þ (ñêëàäêè)

îäíî�âèìiðíèõ öèêëiâ íà äâî�âèìiðíîìó òîði T2 (ùî âåäå äî ïîâíî¨ òðàí-

çèòèâíîñòi òîðó), ÷è áiôóðêàöi¨ ñòiéêîãî òà ñiäëîâîãî äâî�âèìiðíèõ òîðiâ ó

ôàçîâîìó ïðîñòîði T3, àáî (ó çàãàëüíîìó âèïàäêó) äî áiôóðêàöi¨ ñòiéêîãî

òà ñiäëîâîãî (m − 1)�âèìiðíîãî òîðiâ íà m�âèìiðíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði

Tm. Àíàëîãi÷íî âèïàäêó íåñòàöiîíàðíèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ âëàñòèâîñòi ôóíêöié

çâ'ÿçêó f(x) òà h(x) ((7.33) òà (7.35), âiäïîâiäíî), çíà÷åííÿ ÿêèõ çáiãàþòüñÿ ç

âiññþ àáñöèñ ìàéæå íà óñüîìó ïåðiîäi êðiì íåâåëèêîãî îêîëó ïî÷àòêó êîîð-

äèíàò, ñïðè÷èíÿþòü ëîêàëiçàöiþ ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè íà

N ðiçíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõMN−1
l ∈ TN × RN−1, l = 1, . . . , N . Òðàíñ-

âåðñàëüíà còiéêiñòü êîæíîãî ç ìíîãîâèäiâMN−1
l íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ
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âëàñíèõ ÷àñòîò, à ëèøå âiä iíøèõ ïàðàìåòðiâ α, β, γ, b, c. Ìîæíà ïðèïóñòèòè,

ùî ïîäàëüøi âàðiàöi¨ ωi íå âïëèíóòü íà îáìåæåííÿ ϕl, al, ùî âiäïîâiäàþòü

ÏÎÂ êîíöåïöi¨. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ÿêèì ÷èíîì çìiíþ¹òüñÿ ñòðó-

êòóðà ÏÎÂ ðåæèìiâ ïðè ïîäàëüøîìó (ïiñëÿ SNIC áiôóðêàöié) ðîçøèðåííi

ðîçïîäiëó ÷àñòîò.

Òåîðåìà 7.2.5. Ó ðåçóëüòàòi SNIT (ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó òîði)

áiôóðêàöi¨ ïàðè ñòiéêîãî LTm−1
l òà ñiäëîâîãî STm−1

l (m−1) �âèìiðíèõ òîðiâ

âèíèêà¹ ñòiéêèé m�âèìiðíèé òîð LTml . Öÿ SNIT áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ

äëÿ áóäü�ÿêîãî ÷èñëà m = 2, . . . , N−1, êîëè ðiçíi m−1 çíà÷åíü |(ωl − ωi)/b|−
1, i 6= l, ¹ äîäàòíèìè, îäíå òàêå çíà÷åííÿ ¹ íóëüîâèì òà N −m− 1 çíà÷åíü

¹ íåãàòèâíèìè.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàâåäåíî ó Äîäàòêó Â.14 (äèâ. ñòîð. 412).

Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ÿê i ó âèïàäêó SNIC áiôóðêàöi¨, êîëè ôàçîâà òî÷êà

íîâîâèíèêëîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó ïðîâîäèòü áiëüøó ÷àñòèíó ÷àñó áiëi �ïðèâè-

äó� ñiäëî�âóçëà, òàê i ïðè SNIT áiôóðêàöi¨ âiäïîâiäíà êîîðäèíàòà áóäå ñèëüíî

ãàëüìóâàòèñü ó îêîëi �ïðèâèäó� ñiäëî�âóçëà öèêëiâ àáî òîðiâ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíi òåîðåìè, òà ïåâíi äîäàòêîâi ìiðêóâàííÿ òà ïå-

ðåòâîðåííÿ, ìîæíà çðîáèòè îñòàòî÷íi âèñíîâêè ïðî ñòðóêòóðó ÏÎÂ ðåæèìiâ.

1. Ñèñòåìà (7.26)�(7.29) ìà¹ N ÏÎÂ ðåæèìiâ, ñòiéêiñòü òà iñíóâàííÿ ÿêèõ íå

çàëåæèòü âiä âëàñíèõ ÷àñòîò.

2. Òèï ÏÎÂ ðåæèìó òà áiôóðêàöi¨ ïåðåõîäiâ âiä îäíèõ ðåæèìiâ äî iíøèõ ñóò-

ò¹âî çàëåæèòü âiä âëàñíèõ ÷àñòîò.

3. Iñíóþòü ðiçíi ÏÎÂ ðåæèìè â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi ïåðèôåðè÷íèõ

ÏÎ�íåâäàõ, êîæåí ç ÿêèõ ìîæå àáî ñòîÿòè ó ïðîòèôàçi äî ÖÎ àáî ðóõàòèñü

ïî ôàçîâîìó êîëó, áiëüøó êiëüêiñòü ÷àñó çíàõîäÿ÷èñü ó ïðîòèôàçi.

4. Ñåðåäíÿ ÷àñòîòà öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà àäàïòó¹òüñÿ äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè

îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ ω0(t)→ ωl, t→∞.

5. Àìïëiòóäà ÏÎ�ïåðåìîæöÿ çàâæäè áëèçüêà äî âåðõíüî¨ ãðàíèöi c+γ, ó òîé

÷àñ, ÿê àìïëiòóäè iíøèõ ÏÎ�íåâäàõ áëèçüêi äî íèæíüî¨ ãðàíèöi c.

Îïèñàíi âëàñòèâîñòi ñõåìàòè÷íî ïðîiëþñòðîâàíi íà ðèñ. 8.44.



322

7.2.7. Ðåæèì áåç ïåðåìîæöiâ

Çãiäíî Òåîðåìè 7.2.1 ñèñòåìà (7.37)�(7.39) iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ êðiì

ïîëîæåíü ðiâíîâàãè P1, ùî îïèñóþòü ÏÎÂ ðåæèìè, ìà¹ òàêîæ ïîëîæåííÿ

ðiâíîâàãè P0 = (ϕ1, . . . , ϕN , ω0, a1, . . . , aN) = (π, . . . , π, ω, c, . . . c), ÿêi âiäïîâiä-

àþòü ðåæèìàì, êîëè âñi ÏÎ çíàõîäÿòüñÿ ó àíòèôàçi äî ÖÎ (òîáòî, êîëè ïå-

ðåìîæöiâ íå iñíó¹). Íà âiäìiíó âiä ïîëîæåíü ðiâíîâàãè P1 (ÿêi ìîæóòü áóòè

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèìè ïðè b < 0) òî÷êà P0 ¹ ñòiéêîþ ó 2N íàïðÿìêàõ òà

¹ íåéòðàëüíîþ âçäîâæ îñòàííüîãî íàïðÿìêó (çãiäíî çãàäàíî¨ òåîðåìè). Íåé-

òðàëüíèì ¹ íàïðÿìîê P0 âçäîâæ ïðÿìó¹ ëiíi¨, ùî ìîæå áóòè îïèñàíîþ ÿê

îäíî�ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü, âëàñíî¨ ÷àñòîòè öåíòðàëü-

íîãî îñöèëÿòîðà ω̃0 = ω0(0), ÿê:

L (ω̃0) =
{

(ϕ1, . . . , ϕN , ω0, a1, . . . , a1) ∈ TN × R× RN : ϕi = ϕ̃, ω0 = ω̃0, ai = c, i = 1, . . . N
}
,

äå

ϕ̃ = π + g−1

(
ω − ω̃0

b

)
, g−1 ¹ îáåðíåíîþ ôóíêöi¹þ äî g.

Âiäïîâiäíî äî Ëåìè 7.2.1 ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ¹ içîëüîâàíèì. Îäíàê, ðîç-

ãëÿäàþ÷è öþ ñèñòåìó çi ñïåöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè âçà¹ìîäi¨ (7.33)�(7.35), ïå-

ðåêîíó¹ìîñÿ, ùî dϕi/dt ≈ 0, dω0/dt ≈ 0, dh/dt = 0, i = 1, . . . N , êîëè ôàçî-

âà òî÷êà íàëåæèòü äî L (ω̃0) ó ìàëîìó îêîëi P0. Ó ðåçóëüòàòi êîìï'þòåðíà

ñèìóëÿöiÿ öi¹¨ ñèñòåìè �ñïðèéìà¹� òî÷êè ç L (ω̃0) ÿê îñîáëèâi òî÷êè, ùî ¹

íåéòðàëüíèìè âçäîâæ L òà ñòiéêèìè ó iíøèõ íàïðÿìêàõ.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ç ôóíêöiÿìè (7.33)�(7.35) òà çáóðåíèìè ÷àñòîòàìè

ωi = ω + ∆i, i = 1, . . . , N . Çáóðåíà ñèñòåìà òîäi ìà¹ íîâå ïîëîæåííÿ ðiâíî-

âàãè P0 (ω1, . . . , ωN), ùî ãëàäêî ðóõà¹òüñÿ çi çìiíîþ âëàñíèõ ÷àñòîò ó ôàçî-

âîìó ïðîñòîði, ñòàðòóþ÷è ç íåçáóðåíîãî ñòàíó P0 (ω, . . . , ω) = P0. Çáóðåííÿ

íå çìiíþþòü àìïëiòóäíi êîîðäèíàòè ai = c ó øèðîêié îáëàñòi âëàñíèõ ÷à-

ñòîò çàâäÿêè âèáîðó ôóíêöié (7.33), (7.35). Êîìï'þòåðíà ñèìóëÿöiÿ ïîêàçó¹,

ùî çáóðåíà òî÷êà P0 (ω1, . . . , ωN) çàëèøà¹òüñÿ ñòiéêîþ ó 2N íàïðÿìêàõ òà

íåéòðàëüíîþ ó îäíîìó íàïðÿìêó. Íåéòðàëüíà ëiíiÿ L òî÷êè P0 (ω1, . . . , ωN)

ðóõà¹òüñÿ ç öi¹þ òî÷êîþ òà ïîâåðòà¹òüñÿ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði çàëåæíî âiþ
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ðîçïîäiëó ÷àñòîò. Êîîðäèíàòà ω0 çáóðåíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè ïðèáëèçíî ðiâ-

íà (ωmax + ωmin) /2, òîáòî ëèøå íàéøâèäøèé òà íàéïîâiëüíiøèé ïåðèôåðè÷íi

îñöèëÿòîðè âèçíà÷àþòü ñåðåäíþ ÷àñòîòó öåíòðàëüíîãî ó ñèòóàöi¨ �áåç ïåðå-

ìîæöiâ�. Iñíó¹ äåêiëüêà ñöåíàði¨â çíèêíåííÿ òî÷êè P0 (ω1, . . . , ωN), ùî áàçó-

þòüñÿ íà ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨ öi¹¨ òî÷êè ç iíøîþ ñiäëîâîþ òî÷êîþ (÷è

òî÷êàìè) çàëåæíî âiä ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè òà ðîçïîäiëó ÷àñòîò. Ó áóäü�ÿêîìó

âèïàäêó, îáëàñòü äå iñíó¹ çãàäàíå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, íàëåæèòü äî îáëà-

ñòi, ùî îáìåæó¹òüñÿ óìîâîþ ωmax − ωmin < 2|b|. Âiäïîâiäíî äî (8.20) îñîáëè-
âà òî÷êà P0 ìà¹ N âëàñíèõ çíà÷åíü λ2(P0) = · · · = λN+1(P0) = b. Çáóðåí-

íÿ ωi ïðèâîäèòü äî (íåîäíîðiäíîãî) ñïàäàííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü

|λi (P0 (ω1, . . . , ωN))|, i = 2, . . . , N + 1, ùî òàêîæ âêàçó¹ íà îáìåæåííÿ áàñåéíó

ïðèòÿãàííÿ P0 (ω1, . . . , ωN).

7.2.8. Ìóëüòèñòàáiëüíiñòü òà áiôóðêàöi¨ ðåæèìiâ ïåðåìîæåöü

îòðèìó¹ âñå

Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi âèùå ðåçóëüòàòè, íàâåäåìî ïðèêëàäè õàðà-

êòåðíèõ äèíàìi÷íèõ ðåæèìiâ ñèñòåìè (7.37)�(7.39) òà ¨õ áiôóðêàöié â çàëå-

æíîñòi âiä ðîçïîäiëó âëàñíèõ ÷àñòîò ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ.

1. Iäåíòè÷íi âëàñíi ÷àñòîòè: ωi = ω, i = 1, . . . , N. Ñèñòåìà ìà¹ N

SN�ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè P1,i ç êîîðäèíàòàìè (7.42).

2. Íåiäåíòè÷íi âëàñíi ÷àñòîòàìè ÏÎ, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi∣∣∣∣ωi − ωjb

∣∣∣∣ < 1, i, j = 1, . . . , N ⇐⇒ max
i∈{1,...N}

ωi − min
i∈{1,...N}

ωi < |b|.

Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ N ñòiéêèõ íåñèìåòðè÷íèõ ïîëîæåíü ðiâ-

íîâàãè Ql, l = 1, . . . , N , ç êîîðäèíàòàìè

ϕl ≈ 0, al ≈ c+ γ, ω0 ≈ ωl, |ϕi − π| <
π

2
, ai ≈ c, i 6= l.
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3. Âëàñíi ÷àñòîòè ÏÎ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

max
i∈{1,...N}

ωi − min
i∈{1,...N}

ωi = |b|.

Ó öüîìó âèïàäêó îäíî÷àñíî ç'ÿâëÿþòüñÿ äâi ñiäëî�âóçëîâi áiôóðêàöi¨

äâîõ ñòiéêèõ òî÷îê Qimax , Qimin
ç âiäïîâiäíèìè êîîðäèíàòàìè ωmax =

maxi ωi, ωmin = mini ωi òà ñiäåë Simax , Simin
. Ñiäëî�âóçëîâi òî÷êè òàêîæ

ìàþòü êîîðäèíàòè ϕimax = π/2, ϕimin
= π/2, âiäïîâiäíî. Áiëüøå íiæ

äâi ñiäëî�âóçëîâi áiôóðêàöi¨ ìîæóòü âiäáóâàòèñü îäíî÷àñíî, ÿêùî áiëüø

íiæ îäíà âëàñíà ÷àñòîòà äîñÿãíå òîãî æ ìiíiìàëüíîãî (ìàêñèìàëüíîãî)

çíà÷åííÿ maxi ωi (mini ωi). Îïèñàíèé áiôóðêàöiéíèé ïåðåõiä ñõåìàòè÷íî

çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.42(a�c), ðèñ. 8.43(a�c).

4. Ïðèíàéìíi îäíà ïàðà âëàñíèõ ÷àñòîò çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi∣∣∣∣ωi − ωjb

∣∣∣∣ > 1⇐⇒ max
i∈{1,...N}

ωi − min
i∈{1,...N}

ωi > |b|.

Öå ñïðè÷èíÿ¹ çíèêíåííÿ òî÷êè Qimax(÷è Qimin
) ïiñëÿ ñiäëî�âóçëîâî¨ ái-

ôóðêàöi¨ òà âèíèêíåííÿ íîâîãî ñòiéêîãî öèêëó. Ëîêàëüíà ñiäëî�âóçëîâà

áiôóðêàöiÿ ¹ ÷àñòèíîþ ãëîáàëüíî¨ SNIC áiôóðêàöi¨, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨

ãðàíè÷íèé öèêë âèíèêà¹ ç îäíî�âèìiðíîãî íåñòiéêîãî iíâàðiàíòíîãî

ìíîãîâèäó ñiäëà Simax(÷è Simin
). Âèíèêíåííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó ¹ ìîæëè-

âèì, îñêiëüêè çãàäàíèé îäíî�âèìiðíèé ìíîãîâèä Simax äîñÿãà¹ âiäïîâiä-

íó ñòiéêó òî÷êó Qimax âçäîâæ êîîðäèíàòè ϕimax , ùî çàìèêà¹òüñÿ íà òîði.

Ñòiéêi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Q2, . . . , QN−1 òà äâà ñòiéêi ãðàíè÷íi öèêëè

LC1, LCN ñïiâiñíóþòü ïiñëÿ öi¹¨ SNIC áiôóðêàöi¨. Ñèñòåìà ìîæå ìàòè

äî N − 1 ãðàíè÷íèõ öèêëiâ LCi.

5. Ïåðøà SNIT áiôóðêàöiÿ òà ïîÿâà äâî�âèìiðíèõ ãðàíè÷íèõ òîðiâ LT 2
1 (÷è

LT 2
N) âiäáóâà¹òüñÿ, êîëè |(ω1−ωN−1)/b| = 1 (àáî êîëè |(ω2−ωN)/b| = 1)).

Ó öüîìó âèïàäêó ñòiéêèé ãðàíè÷íèé òîð LT 2
1 òà ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë

LCN−1âèíèêàþòü îäíî÷àñíî òà iñíóþòü ïðè |(ω1 − ωn−1)/b| > 1 (àáî

îäíî÷àñíî âèíèêàþòü ãðàíè÷íèé òîð LT 2
N òà ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë
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LC2).

6. Ïîäàëüøå çáiëüøåííÿ ÷àñòîòíèõ ðiçíèöü âåäå äî ïîÿâè íîâèõ ïàð SNIC

òà SNIT áiôóðêàöié âiäïîâiäíî äî Òåîðåìè 7.2.5 òà ïðè çáiëüøåííi ðîç-

ìiðíîñòåé íîâèõ àòðàêòîðiâ íà îäèíèöþ (Qi 7−→ LCi, LCi 7−→ LT 2
i ,

LCm−1
i 7−→ LTmi , i = 3, . . . , N − 1). Ïîñëiäîâíîñòi SNIC òà SNIT áiôóð-

êàöié, ùî ïðèâîäÿòü äî çãàäàíèõ ïåðåõîäiâ (Qi 7−→ LT n−1
i ) ñõåìàòè÷íî

çîáðàæåíi íà äâî�âèìiðíîìó òîði íà ðèñ. ðèñ. 8.42 òà íà òðè�âèìiðíîìó

òîði íà ðèñ. 8.43.

7. Ó íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèñòåìà ìà¹ ãðàíè÷íi òîðè LTmi , m =

0, . . . , N−1, äå LT 1
i = LCi ¹ ãðàíè÷íèì öèêëîì, à LT 0

i ¹ ïîëîæåííÿì ðiâ-

íîâàãè. Ñèñòåìà ìà¹ ìóëüòèñòàáiëüíiñòü N àòðàêòîðiâ ðiçíèõ òèïiâ, ùî

âiäïîâiäàþòü ðiçíi ðåæèìè ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå. Ó êîæíîìó âèïà

÷àñòîòà öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà àäàïòó¹òüñÿ äî ÷àñòîòè îáåðòàëüíîãî

ïåðèôåðè÷íîãî îñöèëÿòîðà.

Âiäïîâiäíî Ëåìi 7.2.2, àìïëiòóäà êîæíîãî îñöèëÿòîðà ai(t) íàëåæèòü iíòåðâà-

ëó [c, c+ γ]. Àìïëiòóäà ïåðèôåðè÷íîãî îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ al ¹ áëèçüêîþ

äî çíà÷åííÿ c+γ ÷è îñöèëþ¹ çi çìiíîþ ÷àñó ïiä âêàçàíèì áàð'¹ðîì, àëå äóæå

äî íüîãî áëèçüêî. ßêùî |(ωl − ωi)/b| > 1, òî àìïëiòóäè ïåðèôåðè÷íèõ îñöè-

ëÿòîðiâ�íåâäàõ ai îñöèëþþòü âèùå áàð'¹ðíîãî çíà÷åííÿ c òàêèì ÷èíîì, ùî

maxt>t1 ai(t) ¹ çíà÷íî ìåíøèì íiæ c + γ. Çíà÷åííÿ maxi ai çàëåæèòü âiä ïà-

ðàìåòðó β òà |ωi−ωl/b|. ×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ ïîêàçàëî, ùî maxi ai çðîñòà¹

ïðèáëèçíî ÿê β/(β + |ωi − ωl/b|+ ω̃il), äå ω̃il ¹ êîíñòàíòîþ.

Äàëi îïèøåìî ðåæèìè âçà¹ìîäi¨ öåíòðàëüíîãî òà òðüîõ ïåðèôåðè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ (íåòðèâiàëüíèé âèïàäîê íàéìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi). Âñi ìîæëèâi

òèïè îñöèëÿòîðíèõ ðåæèìiâ, çàëåæíèõ âiä ðîçïîäiëó âëàñíèõ ÷àñòîò ïåðèôå-

ðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ çîáðàæåíî íà äâî�ïàðàìåòðè÷íié áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi

ðèñ. 8.45. Áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ íà äiàãðàìi âiäïîâiäàþòü SNIC òà SNIT áiôóðêà-

öiÿì íà iíâàðiàíòíîìó ìíîãîâèäiM2
l (äèâ. âèðàç (7.52) òà Òåîðåìó7.2.5). Öi

áiôóðêàöi¨ òàêîæ ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.42. Çìiíà ç ÷àñîì ôàçîâèõ

ðiçíèöü êîîðäèíàò ϕi(t), i = 1, 2, 3, äëÿ âñiõ òèïiâ ÏÎÂ ðåæèìiâ òàêîæ çîáðà-

æåíà íà ðèñ. 6 ðîáîòè [87, Burylko, Kazanovich, Borisyuk]. Äëÿ òðüîõN = 3 äâà
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ÏÎ�íåâäàõè àáî çíàõîäÿòüñÿ ó òî÷íié àíòèôàçi äî ÖÎ òà ÏÎ�ïåðåìîæöÿ, çi

çáiëüøåííÿì ðiçíèöi ÷àñòîò âîíè ïî÷èíàþòü ñïî÷àòêó ñëàáî îñöèëþâàòè íàâ-

êîëî àíòèôàçíîãî ñòàíó, à çãîäîì i øâèäêî îááiãàòè êîëî, áiëüøiñòü ÷àñó çà-

ëèøàþ÷èñü áiëÿ ïîëîæåííÿ àíòèôàçè. Ðåëàêñàöiéíiñòü îñòàííüîãî íåñòàöiî-

íàðíîãî ðåæèìó ñïðè÷èíåíà ñiäëî�âóçëîâîþ áiôóðêàöi¹þ i äîâãèì ñòîÿííÿì

ôàçîâî¨ òî÷êè áiëÿ �ïðèâèäó� ñiäëî�âóçëà. Â çàëåæíîñòi âiä ðiçíèöi ÷àñòîò,

ÏÎ�íåâäàõè ìîæóòü ðóõàòèñü ÿê ó îäíîìó, òàê i ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ.

Ó ðîáîòàõ [87, 3, 189] òàêîæ ïðîâåäåíî äåòàëüíèé ñòàòèñòè÷íèé àíàëiç

ðåæèìiâ ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå ðiçíèõ òèïiâ òà ðåæèìó áåç ïåðåìîæöiâ,

ïðîâåäåíèé íà îñíîâi êiëüêî òèñÿ÷ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ç âèïàäêîâèìè

ðîçïîäiëàìè âëàñíèõ ÷àñòîò òà ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü

çîáðàæåíî, çîêðåìà, íà ãiñòîãðàìàõ 8�12 ó ðîáîòi [87] Äàíèé àíàëiç ïîâíiñòþ

ïiäòâåðäèâ àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè, âèêëàäåíi âèùå.

7.2.9. Iíøi ìîäåëi ç êåðóþ÷èì åëåìåíòîì

Ðåçóëüòàòè àíàëiçó ñèñòåì ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì

äîçâîëÿþòü öiëåñïðÿìîâàíî âèáèðàòè îáëàñòi ïàðàìåòðiâ ïðè ÿêèõ ïåðèôåðè-

÷íi îñöèëÿòîðè êîíêóðóþòü çà ñèíõðîíiçàöiþ ç öåíòðàëüíèì. Áiôóðêàöiéíèé

àíàëiç äîçâîëÿ¹ âèÿâèòè ó ñèñòåìi íå ëèøå ñòiéêi êëàñòåðè, à i ãåòåðîêëiíi-

÷íi öèêëè, êîëè ñèñòåìà äîâãèé ÷àñ çíàõîäèòüñÿ ó ìàéæå ñòiéêîìó ñòàíi áiëÿ

îäíîãî îá'¹êòó, ïîòiì øâèäêî ïåðåõîäèòü äî äðóãîãî îá'¹êòó i òàì ïîòiì äîâ-

ãî çàëèøà¹òüñÿ (òðà¹êòîðiÿ �áiãà¹� âiä îäíîãî ñiäëà äî iíøîãî). Õàîòè÷íèé

ðåæèì âàæëèâèé äëÿ íåîäíîçíà÷íîãî ñïðèéíÿòòÿ. Âèáið ïàðàìåòðiâ ìîäåëi

áiëÿ õàîòè÷íîãî îá'¹êòó ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî âèìàãà¹òüñÿ äîâîëi äîâãèé

÷àñ, ùîá ñèñòåìà ïåðåéøëà ó ñòiéêèé ñòàí. Öèì ïîÿñíþ¹òüñÿ òðèâàëèé ÷àñ,

ùî ïîòðiáåí äëÿ âèÿâëåííÿ öiëüîâîãî îá'¹êòó, ÿêùî âií ïîãàíî ïîìiòíèé íà

ôîíi iíøèõ îá'¹êòiâ [74, 71, 85, 190, 87].

Âèõîäÿ÷è ç ôiçè÷íî¨ òà áiîëîãi÷íî¨ ìîòèâàöi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ iíøi ìàòåìà-

òè÷íi ìîäåëi ç êåðóþ÷èìè òà êåðîâàíèìè åëåìåíòàìè. Çîêðåìà äîñëiäæóâà-

ëèñü êîëåêòèâíi ðåæèìè ó çiðêîïîäiáíèõ ìåðåæàõ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì [248],

çiðêîïîäiáíèõ ñèñòåìàõ Ñòþàðòà�Ëàíäàó [136], ðåêóðåíòíèõ íåéðîííèõ ìåðå-

æàõ [280, 281], ðiçíèõ îñöèëÿòîðíèõ òà íåéðîííèõ ìåðåæàõ ç êiëüêîìà õàáàìè
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[195, 347, 134, 287, 233, 326]. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî íå çàëåæíî âiä ñêëàäíîñòi

iíäèâiäóàëüíèõ äèíàìiê òà ñïîñîáó âçà¹ìîäi¨ ìiæ åëåìåíòàìè, çiðêî�ïîäiáíà

ìåðåæà ìà¹ ñâî¨ iíâàðiàíòíi âëàñòèâîñòi (çàëåæíi ëèøå âiä ãðàôó âçà¹ìîäi¨),

ùî çàâæäè âïëèâàþòü íà ôîðìóâàííÿ êëàñòåðiâ, iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí òà

ìîæóòü ïðèçâîäèòè äî i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð êîëåêòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨.

Îáãîâîðåííÿ

Ó áiëüøié ÷àñòèíi ðîáîòè áóëî ðîçãëÿíóòî ìåðåæi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ,

ùî ìàþòü òi ÷è iíøi ñèìåòði¨ ó ñòðóêòóði îêðåìèõ âóçëiâ ìåðåæi, àðõiòåêòó-

ði ìåðåæi òà ñïîñîáiâ âçà¹ìîäi¨ ìiæ åëåìåíòàìè. Ïîðóøåííÿ òàêèõ ñèìåòðié

ìîæå ìèòò¹âî ïðèçâîäèòè äî ðóéíóâàííÿ ïåâíèõ iíâàðiíòíèõ ñòðóêòóð òà âè-

íèêíåííÿ íîâèõ òèïiâ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ (ðîçäiëè 3, 5 òà 7). Ñïîñîáè ïåðå-

õîäiâ âiä ñèíõðîíiçîâàíîãî äî äåñèíõðîííîãî ðåæèìiâ ÷åðåç ðiçíi áiôóðêàöi¨

ïîäðiáíåííÿ êëàñòåðiâ ïiä ÷àñ çáóðåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò îñöèëÿòîðiâ îïèñà-

íî, çîêðåìà ó ðîáîòi [228]. Áiëüø ñêëàäíi ñèñòåìè ÿê, çîêðåìà îñöèëÿòîðíà

ìîäåëü ç ñèíàïòè÷íîþ ïëàñòè÷íiñòþ [226], ìîæóòü ìàòè ìóëüòèñòàáiëüíiñòü

äåñèíõðîíiçàöi¨ ç ñèíõðîíiçàöi¹þ, à òàêîæ i¹ðàðõi÷íó ñòðóêòóðó ñåðåäíiõ ÷à-

ñòîò îñöèëÿòîðiâ. Äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöié ñèñòåì íåiäåíòè÷íèõ çâ'ÿçàíèõ

îñöèëÿòîðiâ ¹ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâîëi ñêëàäíîþ òà ñëàáî âèâ÷åíîþ ïðî-

áëåìîþ.

Âiäìiòèìî, ùî ðiçíîìàíiòíi ìîäåëi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ òèïó Êóðàìîòî

¹ íàéáiëüø ïðîñòèìè äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè, ç îäíî�âèìiðíèìè âóçëàìè òà

áåç äîäàòêîâèõ ðiâíÿíü, ùî çàäàþòü âçà¹ìîäiþ ìiæ åëåìåíòàìè. Íåçâàæàþ-

÷è íà öå, òàêi ñèñòåìè ìàþòü äóæå øèðîêèé ñïåêòð êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè,

ùî âiäïîâiäà¹ áiëüøîñòi âàæëèâèõ ðåæèìiâ ó áiëüø ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ. Ïðè

öüîìó ñèñòåìè òèïó Êóðàìîòî ¹ îäíèìè ç íàéçðó÷íiøèõ äëÿ àíàëiòè÷íîãî äî-

ñëiäæåííÿ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ ïîâåäiíêè. Áëèçüêèìè äî ìîäåëi Êóðàìîòî

¹ ìîäåëü Âiíôði [337] òà ðiçíi ìîäåëi ôàçîâèõ ðîòàòîðiâ, äå ñèñòåìà ðóõó

iíäèâiäóàëüíîãî åëåìåíòó ìîæå ìàòè ñêëàäíèé ìàòåìàòè÷íèé îïèñ. Îäíi-

¹þ ç òàêèõ ñèñòåì ¹ òåòà�ìîäåëü Åðìåíòðàóòà�Êîïåëë, ùî Ñëiä âiäìiòèòè,

ùî ìîäåëü Êóðàìîòî ¹ ôàçîâîþ ÷àñòèíîþ êîìïëåêñíî�çíà÷íî¨ ìîäåëi Ñòþà-
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òðà�Ëàíäàó [310] òà îïèñó¹ çíà÷íó ÷àñòèíó êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè îñòàííüî¨.

Áàãàòî íîâèõ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ äåìîíñòðó¹ ìîäåëü Êóðàìîòî ç iíåðöi¹þ

[118, 313, 225], êîæåí îñöèëÿòîð ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì

äðóãîãî ïîðÿäêó.

ßê áóëî çãàäàíî ó ðîçäiëi 1, äëÿ äîñëiäæåííÿ êîëåêòèâíî¨ íåéðîííî¨ äè-

íàìiêè ÷àñòî äîñòàòíüî äîñëiäæóâàòè ëèøå ôàçîâó ñèíõðîíiçàöiþ ñèãíàëiâ

[277]. Îñòàíí¹ ïîðiäíþ¹ îñöèëÿòîðíi ìîäåëi ç ìîäåëÿìè çâ'ÿçàíèõ íåéðîíiâ

Õîäæêiíà�Õàêñëi [165],ÔiöÕüþ�Íàãóìî [133, 242], Õiíäìàðø�Ðîóç [164],Ìî-

ðiñ�Ëåêàð [238], Ðiíçåëà [273], Iæiêåâi÷à [176], Öèìáàëþêà�Êàëàáðiçà [107],

Òåðìàíà�Ðóáiíà [278], Âiëñîíà�Êîâàíà [336, 234] òà iíøèìè. Äåòàëüíî îïè-

ñàííÿ òàêîãî òèïó ìîäåëåé ìîæíà çíàéòè ó ìîíîãîðàôiÿõ [170, 176, 70, 124].

Çîêðåìà, òàòà�ìîäåëü Åðìåíòðàóòà�Êîïåëë ìîæíà ââàæàòè ïåâíèì ïåðåõî-

äîì ìiæ îñöèëÿòîðíèìè ñèñòåìàìè òà áiëüø ñêëàäíèìè íåéðîííèìè. Îñíîâ-

íèì ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ òàêèõ ìîäåëåé ¹ òåîðiÿ ñòiéêîñòi, òåîðiÿ áiôóðêà-

öié òà ðiçíi ÷èñåëüíi ìåòîäè.

Çäåáiëüøîãî çíàéäåíi òà äîáðå îïèñàíi ðåæèìè äëÿ ïðîñòèõ îñöèëÿòîðíèõ

ìîäåëåé âèÿâëÿþòüñÿ çãîäîì ó òié ÷è iíøié (ìîæëèâî âèäîçìiíåíié) ôîðìi ó

ñêëàäíèõ ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ ÷è íåéðîííèõ ñèñòåìàõ. Ñêàçàíå âèùå íàéêðàùå

äåìîíñòðó¹ ÿâèùå õèìåðíèõ ñòàíiâ, iñíóâàííÿ ÿêèõ âèÿâëåíî ó ðiçíîìàíiòíèõ,

i ÷àñòî äîñèòü ñêëàäíèõ ïðèðîäíè÷èõ ñèñòåìàõ. Äîñëiäæåííÿ ïðîñòiøèõ ìî-

äåëåé âçà¹ìîäiþ÷èõ åëåìåíòiâ ÷àñòî ïîêàçó¹ íàïðÿìîê òà äà¹ iíñòðóìåíòè äëÿ

äîñëiäæåííÿ áiëüø ñêëàäíèõ òà çàãàëüíèõ ñèñòåì ç ïîäiáíèìè îñîáëèâîñòÿ-

ìè ïîáóäîâè ìåðåæ. Ðiçíîìàíiòíi îñöèëÿòîðíi ìîäåëi òèïó Êóðàìîòî íåñóòü ó

ñîái âåëèêèé ïîòåíöiàë òà øèðîêi ìîæëèâîñòi äîñëiäæåííÿ òà îïèñàííÿ ÿâèù

êîëåêòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨ ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ ïðèðîäîçíàâñòâà.



Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ iñíóâàííÿ, ñòiéêîñòi òà ái-

ôóðêàöié ðiçíèõ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ó ìîäåëÿõ çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ

îñöèëÿòîðiâ, ùî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìå-

òðàìè. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íà-

ñòóïíèì ÷èíîì:

� Çàïðîïîíîâàíî êîìïëåêñíèé ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé çâ'ÿçàíèõ

ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiçíèõ ìåðåæ òà òè-

ïiâ âçà¹ìîäi¨ ìiæ iíäèâiäóàëüíèìè äèíàìi÷íèìè îá'¹êòàìè. Ïiäõiä ïîëÿ-

ãà¹ ó âèÿâëåííi ìîæëèâèõ ñèìåòðié ñèñòåìè, âèÿâëåííi òà äîñëiäæåííi

iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ òà iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, äîñëiäæåííi ìîæëè-

âîñòi ðåäóêöi¨ ñèñòåìè, ùî âðàõîâó¹ ñèìåòði¨, íàÿâíiñòü iíâàðiàíòíèõ

ïiäïðîñòîðiâ, ñòiéêèõ êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ, i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð, òîùî.

Äîñëiäæóâàâñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ñèñòåìàìè ðiçíî¨ ðîçìiðíîñòi òà ñèñòåìàìè,

îòðèìàíèìè ïðè òåðìîäèíàìi÷íèõ ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäàõ. Äîñëiäæåííÿ

âåäóòüñÿ øëÿõîì íàêîïè÷åííÿ iíôîðìàöi¨ âiä ïðîñòiøèõ âèïàäêiâ (ñè-

ñòåì ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi, ìåðåæ ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ ñèìåòðié, ôóíêöié

çâ'ÿçêiâ ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ) äî áiëüø ñêëàäíèõ, ç âèêî-

ðèñòàííÿì òåîði¨ áiôóðêàöié, òåîði¨ êîëèâàíü, òåîði¨ çáóðåíü òà òåîði¨

ñêëàäíîñòi. Ïðè âèâ÷åííi ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöié êîëåêòèâíèõ ðåæè-

ìiâ çàñòîñîâóâàëîñü ïî¹äíàííÿ àíàëiòè÷íèõ äîñëiäæåíü ç ÷èñåëüíèìè

åêñïåðèìåíòàìè òà ïîáóäîâîþ ñõåìàòè÷íèõ i áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi âïðîâàäæóþòüñÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ ç ðåòåëüíèì

óðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé êîíêðåòíèõ ïðèðîäíè÷èõ ÿâèù, à îòðèìàíi
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òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè çíàõîäÿòü çâîðîòíþ ïðèðîäíè÷ó iíòåðïðåòàöiþ,

ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè.

� Áóëî îïèñàíî iñíóâàííÿ i ñòiéêiñòü âñiõ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè

äëÿ ìîäåëi ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç íåëiíiéíèì çñóâîì ó ôóí-

êöi¨ âçà¹ìîäi¨. Áóëî ïîêàçàíî, ùî òàêà ñèñòåìà ìà¹ ðåæèì ïîâíî¨ ñèí-

õðîíiçàöi¨, äâî�êëàñòåðíi ðåæèìè, ãðàíè÷íi òà ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè, à

òàêîæ ðåæèì ïîâíî¨ àíòèôàçè ç íóëüîâèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó. Àíàëî-

ãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî ó âèïàäêàõ ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi Êóðàìîòî òà

ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i. Çàïðîïîíîâàíi ìåòîäè äîïîâíþþòü òåîðiþ

Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà ïðè äîñëiäæåííi áiôóðêàöié íà êëàñòåðíèõ ìíî-

ãîâèäàõ, äå âêàçàíà òåîði¨ íå äi¹. Ïðîâåäåíî äåòàëüíèé áiôóðêàöiéíèé

àíàëiç ñèñòåì ç êâàäðàòè÷íèì ôàçîâèì çñóâîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨.

� Âèâ÷àëàñü óçàãàëüíåíà ñèñòåìà ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿ-

òîðiâ ç äâî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨. Îïèñàíî ñòðóêòóðó êàíî-

íi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé òà iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ äëÿ ñèñòåì

ðiçíî¨ ðîçìiðíîñòi. Ïîêàçàíî ãðàäi¹íòíiñòü ñèñòåì ç íåïàðíèìè ôóí-

êöiÿìè âçà¹ìîäi¨ òà áåçäèâåðãåíòíiñòü ç ïàðíèìè. Çíàéäåíî òà îïèñàíî

íîâi òèïè ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié äëÿ ñèñòåì ðiçíèõ ðîçìiðíîñòåé.

Ïðîàíàëiçîâàíî ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ ðåæèìó ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàí-

íÿ ìiæ êëàñòåðàìè òà ðåæèìó �çìàãàííÿ áåç ïåðåìîæöiâ�. Äîñëiäæó-

âàëàñü åêñòðåìàëüíà ÷óòëèâiñòü äî çáóðåíü âëàñíèõ ÷àñòîò íåiäåíòè-

÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Ïîêàçàíî, ÿê öÿ ÷óòëèâiñòü ïîâ'ÿçàíà ç iñíóâàííÿ

ñiäëî�âóçëîâèõ/ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié.

� Äîñëiäæóâàëàñü ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç ïðèòÿãóþ÷èìè òà âiä-

øòîâõóþ÷èìè åëåìåíòàìè, ùî ìîæå çàñòîñîâóâàòèñü ó ñîöiîëîãi¨ òà îïè-

ñóâàòè êîëåêòèâíó âçà¹ìîäiþ äâîõ ãðóï: êîíôîðìiñòiâ (âñi îñöèëÿòî-

ðè ïðàãíóòü áóòè ñèíõðîíiçîâàíèìè) òà íîíêîíôîðìiñòiâ (îñöèëÿòîðè

ïðàãíóòü çíàõîäèòèñü ó ãëîáàëüíié àíòèôàçi). Äëÿ äàíî¨ ìîäåëi äî-

âåäåíî iñíóâàííÿ ðiçíèõ ñòiéêèõ ðåæèìiâ: ðåæèì àíòèôàçíîãî ïðîòè-

ñòîÿííÿ äâîõ ãðóï, ðåæèì ðîçìèòîãî ïðîòèñòîÿííÿ, íåêîãåðåíòíèé ðå-
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æèì ïåðåìîãè íîíêîíôîðìiñòiâ, ìàíäðóþ÷i õâèëi, ðåíåãàòíi ðåæèìè

ñèíõðîíiçàöi¨ îäíîãî íîíêîíôîðìiñòà ç êîíôîðìiñòàìè. Äëÿ ìàëîâèìið-

íèõ ñèñòåì ïðîâåäåíî áiôóðêàöiéíèé àíàëiç äëÿ óçàãàëüíåíî¨ ïðèòÿãóþ-

÷å�âiäøòîâõóþ÷î¨ ìåðåæi ç ôàçîâèì çñóâîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨. Ïîêà-

çàíî, ùî ñèñòåìà ìà¹ ôàçîâî íåçàìêíóòi, ïåðiîäè÷íi, êâàçi�ïåðiîäè÷íi,

ãåòåðîêëiíi÷íi òà õàîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè.

� Äîâåäåíî ñïiâiñíóâàííÿ êîíñåðâàòèâíî¨ òà äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiê ó öèð-

êóëÿíòíèõ ìåðåæàõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç êîñîñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ

âçà¹ìîäi¨. Ïîêàçàíî, ùî ñïiâiñíóâàííÿ òàêèõ ðåæèìiâ ¹ íàñëiäêàìè ÷à-

ñîâî�îáîðîòíî¨ ñèìåòði¨ ó ñèñòåìi. Äîâåäåíî, ùî êîíñåðâàòèâíi îáëàñòi

âiääiëÿþòüñÿ âiä äèñèïàòèâíèõ çà äîïîìîãîþ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ

àáî áàãàòîâèìiðíèõ ìíîæèí òàêèõ öèêëiâ. Ïîêàçàíî ñïiâiñíóâàííÿ îäíî

òà äâî�ïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåé ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ç áàãàòîïàðàìåòðè÷íè-

ìè ñiì'ÿìè êâàçiïåðiîäè÷íèõ îðáiò ó êîíñåðâàòèâíèõ îáëàñòÿõ. Ïîêàçàíî

ÿêèì ÷èíîì âiäáóâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèé ïåðåõiä âiä êîíñåðâàòèâíî¨ äî

êîíñåðâàòèâíî�äèñèïàòèâíî¨ òà, âðåøòi, äî ïîâíiñòþ äèñèïàòèâíî¨ ñè-

ñòåìè. Çíàéäåíî ïåðøi iíòåãðàëè äëÿ áåçäèâåðãåíòíèõ ñèñòåì ç öèðêó-

ëÿíòíèì çâ'ÿçêîì. Äëÿ ñèñòåì íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿ-

òîðiâ íà êiëüöåâié ìåðåæi ç êîñîñèìåòðè÷íèì öèðêóëÿíòíèì çâ'ÿçêîì

áóëî ôîðìàëüíî âèâåäåíå àìïëiòóäíå ðiâíÿííÿ â îêîëi ñèíõðîííîãî

ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ç íåëiíiéíèì ðiâíÿ-

ííÿì Øðüîäiíãåðà.

� Äîñëiäæóâàëîñü ÿâèùå �õèìåðíîãî ñòàíó� äëÿ ñèñòåì íåðîçðiçíþâàíèõ

ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Áóëî çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ �ñëàáêîãî õèìåðíî-

ãî ñòàíó�. Áóëî äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ ¹ íàéìåí-

øîþ ìîæëèâîþ, ÿêà ìà¹ ñòiéêèé ñëàáêèé õèìåðíèé ñòàí. Áóëî íàâåäå-

íî ïîáóäîâè ìîäóëüíèõ îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì, ùî ìàþòü õèìåðíi ñòàíè

ãåòåðîêëiíi÷íîãî òèïó. Îïèñàíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ õèìåðíèõ ñòàíiâ

ìàëîâèìiðíèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ ¨õ ðåäóêöié äî ñèñòåì íà iíâàðiàí-

òíèõ ìíîãîâèäàõ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó õèìåð-

íèõ ñòàíiâ çà äîïîìîãîþ âiäøóêàííÿ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ùî âiä-
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ïîâiäàþòü ïåâíèì ñèìåòðiÿì ìåðåæi i âçà¹ìîäi¨, i ïîäàëüøié ðåäóêöi¨

çàãàëüíî¨ ñèñòåìè íà äàíi iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè.

� Äîñëiäæóâàëàñü îñöèëÿòîðíà ìîäåëü ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì, ùî âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñàííÿ íåéðîííèõ ïðîöåñiâ çîðîâîãî ïîøóêó, óâà-

ãè òà ïàì'ÿòi. Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî ñòiéêiñòü ïîëîæåíü ðiâíîâà-

ãè ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäàþòü ðåæèìàì áîðîòüáè ïåðèôåðè-

÷íèõ îñöèëÿòîðiâ çà ñèíõðîíiçàöiþ ç öåíòðàëüíèì. Ïîêàçàíî íàÿâíiñòü

ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ òà êîíñåðâàòèâíîãî õàîñó ó ñèñòåìàõ ïîäiáíîãî

òèïó. Áóëà çàïðîïîíîâàíà óçàãàëüíåíà ñèñòåìà ç öåíòðàëüíèì åëåìåí-

òîì òà àäàïòàöi¹þ. Áóëî äîâåäåíî, ùî äàíà ñèñòåìà ìà¹ ñòiéêi ðåæèìè

�ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå� ñòàöiîíàðíèõ òà íåñòàöiîíàðíèõ òèïiâ. Áóëî

ïîêàçàíî, ùî äëÿ âñiõ òàêèõ ðåæèìiâ àìïëiòóäà îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ

¹ ñóòò¹âî áiëüøîþ àìïëiòóä iíøèõ ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, à ñåðåäíÿ

÷àñòîòà öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà ïðÿìó¹ äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè ïåðèôå-

ðè÷íîãî îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ. Áóëî çíàéäåíî íîâèé òèï áiôóðêàöié:

ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó òîði, ùî âiäáóâà¹òüñÿ íà iíâàðiàíòíèõ òî-

ðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäàõ ìîäåëi ç àäàïòàöi¹þ. Âèÿâëåíî òà îïèñàíî íîâèé

âèä áiôóðêàöi¨: ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó òîði.
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Âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨:
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ãàòüîõ íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ òà ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ, çîêðåìà

íà:
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Óêðà¨íè (2011; êåðiâíèê: ä.ô.-ì.í. Î.Â. Àíòîíþê);
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Íiìå÷÷èíà, 2006);
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ìå÷÷èíà, 2011);
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çåòåð, Âåëèêîáðèòàíiÿ, 2016);
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� 11th Nonlinear Economics Dynamics Conference (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2019).



Äîäàòîê Á

Äåÿêi ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ áiôóðêàöié

Îñíîâíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ó ðîáîòi ¹ ÿêiñíà òà àíàëiòè÷íà òåîðiÿ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, à òàêîæ òåîðiÿ áiôóðêàöié. Äåòàëüíî öi òåîði¨ âèêëàäåíî

ó áàãàòüîõ ìîíîãðàôiÿõ, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [1, 4, 105, 142, 209, 184, 28, 154,

298, 334, 11, 68]. Äàëi íàâîäèòüñÿ ñïèñîê îñíîâíèõ ïîíÿòü, ùî øèðîêî âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ íà ïðîòÿçi óñi¹¨ äèñåðòàöi¨ çi âêàçiâêîþ íà ñòîðiíêè ¨õ îçíà÷åíü

òà îïèñàíü ó êëàñè÷íèõ ìîíîãðàôiÿõ Äæ. Ãóêåíõåéìåðà, Ï. Õîëìñà [154] òà

Þ. Êóçí¹öîâà [209] (òàêîæ çi âêàçiâêîþ íà iíøi ìîíîãðàôi¨ ó äåÿêèõ âèïàä-

êàõ). Îòæå, íà ïðîòÿçi äàíî¨ ðîáîòè êðiì iíøîãî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü

òàêi ïîíÿòòÿ:

� Iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä [154, còîð. 33], [209, còîð. 11], [11, ñòîð. 56];

� Ñòiéêiñòü iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè [154, còîð. 33], [209, còîð. 59], [11, ñòîð. 19];

� Áiôóðêàöiÿ [154, còîð. 117, 119], [209, còîð. 57];

� Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà [154, còîð. 119], [209, còîð. 61];

� Ëîêàëüíà áiôóðêàöiÿ [154, còîð. 117], [209, còîð. 79];

� Ãëîáàëüíà áiôóðêàöiÿ [154, còîð. 289], [209, còîð. 195];

� Ñòðóêòóðíà ñòiéêiñòü [154, còîð. 39], [209, còîð. 68];

� Íîðìàëüíà ôîðìà áiôóðêàöi¨ [154, còîð. 138], [209, còîð. 65],[43, ñòîð. 73];

� Ãiïåðáîëi÷íà îñîáëèâà òî÷êà [154, còîð. 13], [209, còîð. 50];

� Ãiïåðáîëi÷íèé ãðàíè÷íèé öèêë [154, còîð. 60], [209, còîð. 54];

� Êâàçi�ïåðiîäè÷íà òðà¹êòîðiÿ [154, còîð. 349], [209, còîð. 271], [11, ñòîð. 19];

� Òîðî¨äàëüíèé ìíîãîâèä [154, còîð. 3, 181], [209, còîð. 267], [11, ñòîð. 91];

� Öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä [154, còîð. 123, 127], [209, còîð. 151, 165];
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� Ãðàíè÷íèé öèêë [154, còîð. 15], [209, còîð. 10];

� Ãîìîêëiíi÷íà îðáiòà [154, còîð. 45], [209, còîð. 195];

� Ãåòåðîêëiíi÷íà òðà¹êòîðiÿ [154, còîð. 22], [209, còîð. 195];

� Ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë [154, còîð. 15, 45], [209, còîð. 195], [36, Ñòîð. 111];

� Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ [154, còîð. 146], [209, còîð. 159];

� Òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ [154, còîð. 145, 149], [209, còîð. 75];

� Áiôóðêàöiÿ âèëêè [154, còîð. 145, 150], [209, còîð. 62];

� Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà [154, còîð. 150], [209, còîð. 86];

� Êîðîçìiðíiñòü áiôóðêàöi¨ [154, còîð. 120], [209, còîð. 2];

� Áiôóðêàöiÿ Áîãäàíîâà�Òàêåíñà [154, còîð. 367], [209, còîð. 314];

� Ãîìîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ [154, còîð. 183, 325], [209, còîð. 198];

� Òðàíñâåðñàëüíèé íàïðÿìîê [154, còîð. 120], [209, còîð. 197];

� Âiäîáðàæåííÿ (ïåðåðiç) Ïóàíêàðå [154, còîð. 22], [209, còîð. 23];

� Ãàìiëüòîíîâà ñèñòåìà [154, còîð. 46], [209, còîð. 19];

� SNIC áiôóðêàöiÿ (ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó öèêëi) [154, còîð. 149],

[209, còîð. 59];

� Áiôóðêàöiÿ íàðîäæåííÿ òîðó (Íåéìàðêà�Ñàêåðà) [209, còîð. 114, 125],

[298, òîì 2, ñòîð. 220];

� Ñiäëî�çâ'ÿçíà (ãåòåðîêëiíi÷íà) áiôóðêàöiÿ [154, còîð. 290],

[209, còîð. 59, 200];

� Êîðîçìiðíiñòü áiôóðêàöi¨ [154, còîð. 120], [209, còîð. 63];

� Ñiäëî�ôîêóñ [154, còîð. 318], [209, còîð. 47, 196];

� Ñiäëîâèé öèêë [154, còîð. 30], [209, còîð. 55];

� Äåòåðìiíîâàíèé õàîñ [154, còîð. 66], [334, còîð. 420, 436];

� Âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ [154, còîð. 73], [209, còîð. 90];

� Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ öèêëiâ (áiôóðêàöiÿ ñêëàäêè) [154, còîð. 2],

[209, còîð. 114, 163];

� Áiôóðêàöiÿ ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó [154, còîð. 157, 346], [209, còîð. 114, 123];

� Êàòàñòðîôà áëàêèòíîãî íåáà [209, còîð. 265], [298, òîì 2, ñòîð. 275];

� ×èñëà îáåðòàííÿ [154, còîð. 295], [209, còîð. 269].



Äîäàòîê Â

Äîâåäåííÿ îêðåìèõ òâåðäæåíü

Â.1 Äîâåäåííÿ Ëåìè 2.3.1

Áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî ìíîæèíà (i) çàäîâîëü-

íÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.13) äëÿ áóäü-ÿêèõ α. Òàêîæ ïåðåñâiä÷ó¹ìîñü, ùî ìíîæèíà

(iii) çàäîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ ïðè ïåâíèõ

α = arctan

(
N sinϕk

(2p−N)(cosϕk − 1)

)
, p 6= N/2,

çàëåæíèõ âiä âiäñòàíi ìiæ äâîìà êëàñòåðàìè ϕk = θ1 − θk+1 6= 0 (çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðó α çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (2.15)). Âiäìiòèìî, ùî ó âèïàäêó ïàð-

íî¨ ðîçìiðíîñòi N = 2p âèíèêà¹ íåïåðåðâíà ñiì'ÿ (îäíî�âèìiðíèé ìíîãîâèä)

äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ (iii), ÿêà áóäå îïèñàíà äåòàëüíî íèæ÷å. Ç óìîâè (ii)

âèïëèâà¹, ùî
∑N

j=1 e
−ıθj = 0. Îòæå,

g1(θ1, . . . , θn, α)− gi(θ1, . . . , θn, α) = Im

[
−

N∑
j=1

e−ı(θ1−θj−α) + e−ı(θi−θj−α)

]

= Im

[
−e−ıα

N∑
j=1

e−ıθj
(
eıθ1 − eıθi

)]
= 0.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî êîæåí êîðiíü ñèñòåìè (2.13) çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç óìîâ

(i)�(iii). Ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè (2.13) íàñòóïíèì ÷èíîì:
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(sin(θ1 − α)− sin(θi − α))
N∑
j=1

cos θj−

− (cos(θ1 − α)− cos(θi − α))
N∑
j=1

sin θj = 0, (8.1)

äå i = 2, . . . , N . Äàëi ðîçãëÿíåìî ÷îòèðè ìîæëèâèõ âèïàäêè.

A. ßêùî
∑N

j=1 sin θj = 0 i
∑N

j=1 cos θj = 0 îäíî÷àñíî, òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(ii).

B. Ìîæëèâèì âèïàäêîì ¹ òàêèé, ùî
∑N

j=1 sin θj = 0, àëå
∑N

j=1 cos θj 6= 0. Ó

öüîìó âèïàäêó ç óìîâè (8.1) âèïëèâà¹:

sin(θ1 − α) = sin(θi − α), i = 2, . . . , N .

Êîðåíÿìè îñòàííüî¨ ñèñòåìè ìîæóòü áóòè ëèøå ìíîæèíè çíà÷åíü, ùî âiäïî-

âiäàþòü äâî�êëàñòåðíèì ñòàíàì:

θi =

θ1, ÿêùî i = 2, . . . , p,

−θ1 + 2α + π, ÿêùî i = p+ 1, . . . , N,

ÿêi ìóñÿòü çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ:

p sin θ1 − (N − p) sin(θ1 − 2α) = 0, p = 1, . . . , N.

Îñòàííi ðiâíÿííÿ âèíèêàþòü ç óìîâè
∑N

j=1 sin θj = 0 i âîíè ïîêàçóþòü, ùî

äâî�êëàñòåðíi ñòàíè ìîæëèâi ëèøå äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà α. Âiäìi-

òèìî, ùî âèïàäîê p = N , êîëè óìîâà (iii) ñïðîùó¹òüñÿ äî óìîâè (i), âiäïîâiäà¹

îäíî�êëàñòåðíîìó ðîçâ'ÿçêó.

C. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè
∑N

j=1 cos θj = 0, àëå
∑N

j=1 sin θj 6= 0. ßê

i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ìîæëèâèìè ðîçâ'ÿçêàìè ¹ ëèøå äâî�êëàñòåðíi

(îäíî�êëàñòåðíi ïðè p = N) ñòàíè:

θi =

θ1, ÿêùî i = 2, . . . , p,

−θ1 + 2α, ÿêùî i = p+ 1, . . . , N,
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

p cos θ1 − (N − p) cos(θ1 − 2α) = 0, p = 1, . . . , N .

D. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó çìiííèõ (θ1, . . . , θN) òàêèõ, ùî
∑N

j=1 sin θj 6= 0 òà∑N
j=1 cos θj 6= 0. Ïîçíà÷èìî S :=

∑N
j=1 sin θj , C :=

∑N
j=1 cos θj, sαj := sin(θj−α),
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cαj := cos(θj − α). Òîäi ñèñòåìà (8.1) ïðèéìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

(sα1 − sαi )C − (cα1 − cαi )S = 0, i = 2, . . . , N. (8.2)

D1. Ïðèïóñòèìî ùî sα1 − sαi = 0 äëÿ âñiõ i = 2, . . . , N . Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è

íåðiâíiñòü S 6= 0, ìè îòðèìó¹ìî cα1 − cαi = 0 äëÿ i = 2, . . . , N . Ç îäíî÷àñíîãî

âèêîíàííÿ ðiâíîñòåé äëÿ sαi òà c
α
i âèïëèâà¹

eı(θ1−α) = eı(θj−α), j = 2, . . . , N . Îñòàííi ðiâíîñòi ìîæëèâi ëèøå çà óìîâè, êîëè

âñi çíà÷åííÿ θj,j = 1, . . . , N , ¹ îäíàêîâèìè (ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ).

D2. Òåïåð ðîçãëÿíåìî iíøèé âèïàäîê, ïðèïóñêàþ÷è, ùî iñíó¹ ôiêñîâàíå ÷è-

ñëî i0 òàêå, ùî sα1 − sαi0 6= 0. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi òà çðó÷íîñòi âèêëàäó,

áóäåìî ââàæàòè, ùî i0 = 2. Òîäi ç ïåðøîãî ç ðiâíÿíü (8.2) ìè îòðèìó¹ìî:

C = (cα1 − cα2 )S/ (sα1 − sα2 ) .

Ïiäñòàâëÿþ÷è C â äðóãå ç ðiâíÿíü (8.2) ìè ìà¹ìî:

S (sα1 − sα3 ) (cα1 − cα2 ) / (sα1 − sα2 )− S (cα1 − cα3 ) = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè S 6= 0 òà sα1 − sα2 6= 0, ìè îòðèìó¹ìî:

(sα1 − sα3 ) (cα1 − cα2 )− (sα1 − sα2 ) (cα1 − cα3 ) = 0

i, îòæå,

(sα1 c
α
3 − cα1 sα3 ) + (sα2 c

α
1 − cα2 sα1 ) + (sα2 c

α
2 − cα3 sα2 ) = 0.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ñòàðèõ ïîçíà÷åíü òà âèêîíóþ÷è ïåâíi ïåðåòâîðåííÿ, ìè

îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ðiâíiñòü

sin(θ1 − θ3) + sin(θ2 − θ1) + sin(θ3 − θ2) = 0,

ÿêà âæå íå ìiñòèòü ïàðàìåòðà α. Íàñòóïíó ÷àñòèíó äîâåäåííÿ ìè ïðîâåäåìî

ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Î÷åâèäíî, ùî ïðèïóùåííÿ âèïàäêó D âèêëþ÷à-

þòü âèêîíàííÿ óìîâè (ii). Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî óìîâè (i) òà (iii) òàêîæ íå

âèêîíóþòüñÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (θ1, . . . , θN) ðiâíÿííÿ (8.2) òàêèé,

ùî ïðèíàéìíi òðè çìiííi θi1 ,θi2 , θi3 öüîãî ðiâíÿííÿ íå ¹ ðiâíèìè îäíà îäíié.

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî i1 = 1, i2 = 2, i3 = 3,

îñêiëüêè ìè ìîæåìî ïåðåéìåíóâàòè çìiííi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìåòðiþ ïåðå-

ñòàíîâêè (ìåðåæà çâ'ÿçêó ìà¹ SN ñèìåòðiþ). Ç íåðiâíîñòåé θ1 6= θ2, θ1 6= θ3,
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θ2 6= θ3 âèïëèâà¹ íàñòóïíå:

sin(θ1 − θ3) + sin(θ3 − θ2) + sin(θ2 − θ1)

= −4 sin

(
θ1 − θ3

2

)
sin

(
θ3 − θ2

2

)
sin

(
θ2 − θ1

2

)
6= 0.

Öå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü âèêîíàííÿ (i) àáî (iii).

D3. Äàëi ðîçãëÿíåìî (îñòàííþ ç ìîæëèâèõ) ñèòóàöiþ, êîëè cαi − cαi0 6= 0 äëÿ

äå�ÿêîãî iíäåêñó i0. Òîäi òèì æå ñàìèì ñïîñîáîì, ÿê i ó âèïàäêó D2, äîâîäè-

ìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (8.2) ìóñÿòü çàäîâîëüíÿòè îäíó ç óìîâ (i) àáî (iii).

Ëåìà äîâåäåíà. �

Â.2 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.3.5

Äîâåäåííÿ. Êîðîòêî îïèøåìî îñíîâíi ìîìåíòè â äîâåäåííÿ ïðèâ'ÿçóþ÷è

¨õ äî íàâåäåíèõ âèùå iäåé, ôîðìóë òà òâåðäæåíü. Iñíóâàííÿ ïîëîæåíü ðiâ-

íîâàãè, îïèñàíèõ ó ïóíêòàõ 1�4 Òåîðåìè 2.3.1, âèïëèâà¹ ç Ëåìè 2.3.1. Çãi-

äíî ðåçóëüòàòàì ëåìè ñèñòåìà (2.12) ìà¹ ëèøå ïîëîæåííÿ ïîâíî¨ ñèíõðîíiçà-

öi¨ Φsync (ïóíêò 1), iíâàðiàíòíèé àíòèôàçíèé ìíîãîâèä M(N−1) (ïóíêò 2) òà

äâî�êëàñòåðíi ñòàíè ç içîòðîïi¹þ Sp × SN−p (ïóíêò 3).

Ïóíêò 4 îïèñó¹ ÷àñòêîâèé âèïàäîê äâî�êëàñòåðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïóíêòó 3

äëÿ p = N/2, ÿêi ìàþòü äîäàòêîâi âàæëèâi îñîáëèâîñòi çàâäÿêè äîäàòêî-

âié ñèìåòði¨. Çãiäíî ëåìi, ñèñòåìà (2.12) íå ìà¹ æîäíèõ k�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ

(2.7) äëÿ k ≥ 3, ùî òàêîæ îçíà÷à¹ âiäñóòíîñòi áóäü, ÿêèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè

óñåðåäèíi C \ M(N)
. Çãiäíî ðåçóëüòàòiâ Ëåìè 2.3.1, ìíîæèíà M(N)

íå ëèøå

¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ïîòîêó ñèñòåìè, à âîíà öiëêîì ñêëàäà¹òüñÿ ç îñî-

áëèâèõ òî÷îê ó TN . Òàêîæ Ëåìà 2.3.1 äîçâîëÿ¹ ëîêàëiçóâàòè óñi áiôóðêàöi¨

îñîáëèâèõ òî÷îê. Òîáòî ìîæóòü áóòè ëèøå áiôóðêàöi¨ óçäîâæ îäíî�âèìiðíèõ

iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ùî âiäïîâiäàþòü äâî�êëàñòåðíèì ñòàíàì, àáî ái-

ôóðêàöi¨ òî÷îê ìíîãîâèäóM(N)
, ÿêi ìîæóòü áóòè ëèøå áiôóðêàöiÿìè Àíäðî-

íîâà�Õîïôà. Àíàëiç áiôóðêàöié íà êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ (ïiäðîçäië 2.3.2)

ïîêàçó¹, ùî ìîæëèâîþ ëîêàëüíîþ áiôóðêàöi¹þ íà ∂C ¹ òðàíñêðèòè÷íà ái-

ôóðêàöiÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ñiäëà íà äâî�êëàñòåðíîìó ìíîãîâèäi (2.3.2),
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à ïîëîæåííÿ äàíîãî ñiäëà íà öüîìó ìíîãîâèäi îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.16).

Ñèìåòðiÿ ïåðåñòàíîâîê SN âêàçó¹ íà òå, ùî îäíî÷àñíî âiäáóâà¹òüñÿ N òà-

êèõ ñèìåòðè÷íèõ áiôóðêàöiÿ íà ðiçíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãîâèäàõ P2. Àíàëiç

ïðîâåäåíèé ó ïiäðîçäiëi 2.3.3 ïîêàçó¹, ùî ¹äèíîþ áiôóðêàöi¹þ âñåðåäèíi C ¹
âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà, ùî âiäáóâà¹òüñÿ îäíî÷àñíî ó êî-

æíié òî÷öi ìíîãîâèäóM(N)
, ÿêà íå ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ïi-

ñëÿ áiôóðêàöi¨. Âèðîäæåíiñòü áiôóðêàöi¨ ïîâ'ÿçàíà ç ñèìåòðè÷íiñòþ ñèñòåìè

(âíàñëiäîê ñèìåòði¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó) âiäíîñíî ïàðàìåòðó α ó òî÷öi α0 = π/2

(àáî π/2). Ïîÿâà ãðàíè÷íîãî öèêëó ïiñëÿ ÀÍ áiôóðêàöi¨ ó α = α0 îçíà÷àëà

á iñíóâàííÿ ñèìåòðè÷íîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó äî áiôóðêàöi¨. Ïiä ÷àñ ñàìî¨ ái-

ôóðêàöi¨ ïðè α = ±π/2 êîæíà ç iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C çàïîâíåíà N − 2

ïàðàìåòðè÷íîþ ìíîæèíîþ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Òàêèé âèñíîâîê ìîæíà òàêîæ

çðîáèòè ç ÂÑ òåîði¨, ÿêà îïèñó¹ äàíi ïåðiîäè÷íi îðáiòè ó ðåäóêîâàíîìó ôà-

çîâîìó ïðîñòîði (ÿê öå áóëî îïèñàíî ó Äîäàòêó Á). Ó ãðàíè÷íèõ áiôóðêàöié-

íèõ âèïàäêàõ α = ±π/2 ñiì'ÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ îïèñó¹òüñÿ àíàëiòè÷íî,

îñêiëüêè ñèñòåìà ìà¹ (N − 2) ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ ïåðøèõ iíòåãðàëiâ

(8.35).

Ïîÿâà ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ (ïóíêò 6) ¹ ðåçóëüòàòîì ãëîáàëüíèõ ãåòåðî-

êëiíi÷íèõ áiôóðêàöié, ùî áàçóþòüñÿ íà ëîêàëüíèõ áiôóðêàöiÿõ ñèíõðîííîãî

ðåæèìó Φsync òà ñiäëîâèõ òî÷îê íà ìíîãîâèäàõ ç içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2 (ÿê

îïèñàíî ó ïiäðîçäiëi 2.3.2). Ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨ ïðè α = ±π/2 òî÷êà Φsync ¹

âèðîäæåíèì ñiäëîì, êîæåí îäíî�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ÿêîãî ñïiâ-

ïàäà¹ ç ïðÿìîþ ëiíi¹þ (2.14). Áóäü�ÿêèõ iíøèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè íà êîæíié

äâî�êëàñòåðíié ëiíi¨ ó áiôóðêàöiéíèé ìîìåíò íåìà (çãiäíî ôîðìóëè (2.16)) i,

îòæå Φsync óòâîðþ¹ ñèìåòðè÷íi ãîìîêëiíi÷íi ïåòëi ó ïðîñòîði TN−1 ó êîæíîìó

ç íàïðÿìêiâ (2.14) (ìíîãîâèä çàìèêà¹òüñÿ, âèõîäÿ÷è ç òî÷êè i ïîâåðòàþ÷èñü

äî íå¨ ç iíøîãî áîêó). Ïiäêðåñëèìî, ùî òðà¹êòîði¨ ¹ ãîìîêëiíi÷íèìè çàâäÿêè

òîìó, ùî ôàçîâèé ïðîñòið TN−1 ¹ òîðî¨äàëüíèì. Ó âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ íå ôàêòîðèçîâàíèé ôàçîâèé ïðîñòið RN−1, êîæåí ç iíâàðiàíòíèõ ìíîãî-

âèäiâ ç'¹äíó¹ äâi ðiçíi òî÷êè, ïðèíàéìíi îäíà êîîðäèíàòà ÿêèõ âiäðiçíÿþòüñÿ

(ó îäíi¹¨ 0, ó iíøî¨ 2π). Òîìó ó RN−1 ðiçíi ãîìîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨ óòâîðþ-

þòü N�êîìïîíåíòíi ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè. Äëÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó TN−1 òà-
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êîæ çðó÷íiøå ââàæàòè öèêëè ãåòåðîêëiíi÷íèìè, îñêiëüêè òàêèì ÷èíîì ìîæíà

çðîçóìiòè ãëîáàëüíi ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ i ÿêèì ÷èíîì âîíè ïðèâîäÿòü

äî ïîÿâè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ óñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C. Íàÿâíiñòü òà-
êèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ¹ íàñëiäêîì ñèìåòði¨ ZN , ùî, ó ñâîþ ÷åðãó ¹ íà-

ñëiäêîì ãëîáàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ îñöèëÿòîðiâ. Äðóãèé òèï ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ

óòâîðþ¹òüñÿ ïiä÷àñ áiôóðêàöié ïðè α = ±π/2 äëÿ íåïàðíî�âèìiðíèõ ñèñòåì

ó TN−1, òîáòî êîëè îðèãiíàëüíà ñèñòåìà ìàëà ïàðíó êiëüêiñòü îñöèëÿòîðiâ.

ßê áóëî îïèñàíî ó ïiäðîçäiëi 2.3.2, ó òàêîìó âèïàäêó iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè

ç içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2 öiëêîì çàïîâíþþòüñÿ îñîáëèâèìè òî÷êàìè âíàñëi-

äîê âèðîäæåíî¨ áiôóðêàöi¨. Êîæíà ç òàêèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ¹ íåéòðàëüíîþ

óçäîâæ äàíîãî ìíîãîâèäó òà ¹ ñiäëîâîþ ó òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ ç îäíà-

êîâîþ ðîçìiðíiñòþ N/2− 1 ñòiéêîãî òà íåñòiéêîãî ìíîãîâèäiâ. Ãåòåðîêëiíi÷íi

öèêëè ó öüîìó âèïàäêó ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ñèìåòðè÷íèõ ñiäåë S1, S2 öüîãî

ìíîãîâèäó (ç êîîðäèíàòàìè π ± ϕ, äå ϕ � êîîðäèíàòà íà ìíîãîâèäi) òà ¨õ

îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ W u(S1) = W s(S2), W u(S2) = W s(S1).

Îáèäâà ìíîãîâèäè ¹ òàêîæ ñèìåòðè÷íèìè òà ëåæàòü íà ðiçíèõ ãðàíÿõ ãðàíè-

öi ∂C, çâ'ÿçàíèõ çãàäàíèì ìíîãîâèäîì. Îïèñàíi çàìèêàííÿ ó ãåòåðîêëiíi÷íèé

öèêë ¹ íàñëiäêîì ñèìåòðié ñèñòåìè. Îñêiëüêè ñiäëîâi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

óòâîðþþòü îäíî�ïàðàìåòðè÷íó íåïåðåðâíó ñiì'þ, òî ïîðîäæåíi íèìè ãåòåðî-

êëiíi÷íi öèêëè òàêîæ óòâîðþþòü îäíî�ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ i ¹ íåéòðàëüíèìè

ïî âiäíîøåííþ îäèí äî îäíîãî. Ðåçóëüòàòè ïðî íåéòðàëüíó ãåòåðîêëiíi÷íó

ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêiâ íà ãðàíèöi ∂C äîïîâíþþòü ðåçóëüòàòè ÂÑ òåîði¨, îñêiëü-

êè ÂÑ�òåîðiÿ �íå áà÷èòü� äèíàìêó íà ∂C.
Îòæå, âèêîðèñòàííÿ Ëåìè 2.3.1 äëÿ îïèñàííÿ óñiõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ñè-

ñòåìè (2.3), îïèñàííÿ iíâàðiàíòíèõ äâî�êëàñòåðíèõ òà àíòèôàçíèõ ìíîãîâèäiâ

ñèñòåìè òà áiôóðêàöié íà öèõ iíâàðiàíòíèõ, çàñòîñóâàííÿ ÂÑ òåîði¨ äëÿ îïè-

ñàííÿ äèíàìiêè ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C, óçãîäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ

äâîõ òåîðié äëÿ îïèñàííÿ ãëîáàëüíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié òà áiôóð-

êàöié óòâîðåííÿ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ïðèçâîäèòü äî ïîâíîãî îïèñó îñîáëèâèõ

ðåæèìiâ òà ¨õ áiôóðêàöié, ÿê öå íàâåäåíî ó òåîðåìi. �
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Â.3 Äîâåäåííÿ Ëåìè 2.4.2

Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî ìàòðèöÿ J ìà¹ íàñòóïíi

åëåìåíòè:

Jkk =
∂gk
∂ϕk

= −
[
cos(ϕk − α)− ∂α

∂ϕk

N−1∑
j=1

cos(ϕj − α)

+

(
1 +

∂α

∂ϕk

)(
cos(ϕk + α)−

N−1∑
j=1,j 6=k

cos(ϕk − ϕj + α)

)]
,

Jki =
∂gk
∂ϕi

= −

[
cos(ϕi − α)− cos(ϕk − ϕi + α)− ∂α

∂ϕi

N−1∑
j=1

cos(ϕj − α)

+
∂α

∂ϕi

(
cos(ϕk + α)−

N−1∑
j=1,j 6=k

cos(ϕk − ϕj + α)

)]
.

Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ßêîáiàí íà ìíîãîâèäi M(N)
, òî R = 0. Êðiì òîãî,

âèêîðèñòîâóþ÷è äiéñíó ÷àñòèíó âèðàçó (2.6) òà çàìiíó (2.3), îòðèìó¹ìî

cosα +
N−1∑
j=1

cos(ϕj − α) = 0.

Òàêîæ

0 = Re

(
eı(θk+1−α)

N∑
j=1

e−ıθj

)
=

N∑
j=1

cos(θk+1 − θj − α) =
N∑
j=1

cos(−ϕk + ϕj−1 − α)

= cos(ϕk + α) + cosα +
N−1∑

j=1,j 6=k

cos(ϕk − ϕj + α)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííi âèðàçè, ïåðåêîíó¹ìîñü ó òîìó, ùî âñi åëåìåíòè ìà-

òðèöi ßêîáiàíó íà ìíîãîâèäiM(N) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

∂gk
∂ϕj

∣∣∣∣
M(N)

= cos(ϕj − ϕk − α(0, β)) − cos(ϕj − α(0, β)), j, k = 1, . . . N − 1.

Ïîçíà÷èìî êîæåí ñòîâï÷èê ìàòðèöi J ÷åðåç Jk, k = 1, . . . , N − 1. Äëÿ òîãî,

ùîá äîâåñòè, ùî ðàíã ìàòðèöi ¹ íå áiëüøèì çà äâà, íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè,

ùî iñíó¹ ëiíiéíà çàëåæíiñòü ìiæ áóäü�ÿêèìè òðüîìà ñòîâï÷èêàìè J j, Jk, J l
ìàòðèöi J , òîáòî iñíóþòü äâi ñêàëÿðíi ôóíêöi¨ νj òà νk òàêi, ùî

νjJ j + νkJk = J l.

Áåçïîñåðåäíüî ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

ôóíêöié

νj =
sin(ϕl − ϕk)
sin(ϕj − ϕk)

, νk =
sin(ϕl − ϕj)
sin(ϕk − ϕj)

,

äå ϕj 6= ϕk. Îòæå, rank(J) ≤ 2.

Ðiâíÿííÿ äëÿ ñòîâï÷èêiâ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

sin(ϕk − ϕl)J j + sin(ϕl − ϕj)Jk + sin(ϕj − ϕk)J l = 0.

Âñi êîåôiöi¹íòè öüîãî âèðàçó íå ðiâíi íóëþ, ÿêùî ϕj 6= ϕk 6= ϕl. Òîäi rank(J) ¹

íå ìåíøèì äâîõ, êîëè ñèñòåìà ìà¹ ïðèíàéìíi òðè�êëàñòåðíèé ðåæèì. Îòæå,

rank(J) = 2 äëÿ òðè�÷è�áiëüøå êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ.

Ó âèïàäêó ïàðíîãî ÷èñëà îñöèëÿòîðiâ N = 2p, ñèñòåìà ìà¹ äâî�êëàñòåðíi

ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç ñèìåòði¹þ SN/2×SN/2, ÿêi íàëåæàòü ìíîãîâèäóM
(N)

.

Öå îçíà÷à¹, ùî â îñòàííüîìó ðiâíÿííi îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ ðiâíèé íóëþ i, îòæå,

rank(J) = 1. Ëåìà äîâåäåíà. �

Â.4 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.4.1

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè îõîïëþ¹ êîëåêòèâíó äèíàìiêó ñèñòåìè, ùî îïèñó-

âàëàñü ó ïðîòÿçi óñi¹¨ ïîïåðåäíüî¨ ÷àñòèíè öüîãî ðîçäiëó. Äîâåäåííÿ ïðîâî-

äèòüñÿ ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.3.1, àëå ç óðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé,
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ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ ç íåïîñòiéíèìè ôàçîâèì çñóâîì α = α(R, β). Äàëi ìè äà-

ìî ïîñèëàííÿ íà âiäïîâiäíi ôîðìóëè òà ÷àñòèíè äîâåäåíü, ùî áóëè íàâåäåíi

âèùå.

Òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ îñîáëèâèõ òî÷îê ïóíêòiâ 1�3 âèïëèâà¹ ç Ëå-

ìè 2.4.1 òà ïîïåðåäíüî¨ Ëåìè 2.3.1. Ëåìà 2.4.1 âêàçó¹ íà òå, ùî âñi ïîëîæå-

ííÿ ðiâíîâàãè çíàõîäÿòüñÿ àáî íà iíâàðiàíòíèõ äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ

P2, àáî íà iíâàðiàíòíîìó àíòèôàçíîìó ìíîãîâèäiM(N), ùî ñóòò¹âî ñïðîùó¹

ñòiéêiñíèé òà áiôóðêàöiéíèé àíàëiç öèõ ðåæèìiâ. Ëîêàëiçàöiÿ ïîëîæåíü ðiâ-

íîâàãè íà êëàñòåðíèõ ëiíiÿõ çàëåæèòü âiä íóëiâ ôóíêöi¨ α(R, β) òà îïèñó¹òüñÿ

ðiâíÿííÿì (2.21).

Ñòiéêiñòü ðåæèìó ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ (ïóíêò 1) çàäà¹òüñÿ âèðàçîì (2.23).

Îïèñàííÿ áiôóðêàöié öüîãî ðîçâ'ÿçêó íàâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 2.4.1, äå òàêîæ

ïðèâîäÿòüñÿ âiäïîâiäíi áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ.

Iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä (ïóíêò 2) îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì 2.6 ó êîîðäèíàòàõ

θi òà âèðàæà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (2.27), (2.28) äëÿ ôàçîâèõ ðiçíèöü

ϕi. Ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ òî÷îê iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó M(N) îïèñó¹òüñÿ

Ëåìîþ 2.4.2 òà íàñòóïíèìè çà íåþ ìiðêóâàííÿìè ó ïiäðîçäiëi 2.4.4, äå òàêîæ

âèâîäÿòüñÿ áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ (çàçíà÷åíi ó ïóíêòi 2 òåîðåìè). Çîêðåìà,

êðèòè÷íi çíà÷åííÿ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà îïèñóþòüñÿ âèðàçàìè (2.30),

(2.31) äëÿ ðiâíîìiðíî�ðîçïîäiëåíîãî ñòàíó òà äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê ìíîãîâèäó.

Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè íà äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíàõ (ïóíêò 3 òåîðåìè) ëîêàëi-

çóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (2.14)�(2.16) òà (2.21). Äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ

ðiçíèöÿõ (2.4) óñi äâî�êëàñòåðíi ñòàíè âiäïîâiäàþòü îäíî�âèìiðíèì iíâàði-

àíòíèì ìíîãîâèäàì. Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöié îñîáëèâèõ òî÷îê

çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöié íà âiäïîâiäíèõ ïðÿìèõ. Îïèñàííÿ ñòié-

êîñòi äâî�êëàñòåðíèõ ñòàíiâ òà ¨õ áiôóðêàöié íàâîäèòüñÿ ó ïiäðîçäiëi 2.4.2.

Âiäìiòèìî, ùî Òåîðåìà 2.4.1 íå ìiñòèòü àíàëîãó ïóíêòó 4 ç Òåîðåìè 2.3.1.

Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ òå, ùî íà âiäìiíó âiä ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i, ñèñòåìà

ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì ìà¹ íåâèðîäæåíi áiôóðêàöi¨ ïðè α(R, β) = π/2,

ÿêi òàêîæ âiäáóâàþòüñÿ íå îäíî÷àñíî, îñêiëüêè α ¹ ôóíêöi¹þ ïðîñòîðîâèõ

çìiííèõ òà ïàðàìåòðiâ: α = α(R(ϕ1, . . . , ϕN , ), β).

Iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ (âiäïîâiäíî äî ïóíêòó 4 Òåîðåìà 2.4.1) âè-
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ïëèâà¹ ç òåîði¨ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà [331] (äèâ. Äîäàòîê Á). Òàêi ãðàíè÷íi öè-

êëè ¹ ëiíiÿìè ðiâíÿ çâåäåíî¨ ñèñòåìè, ïðåäñòàâëåíi ó öié òåîði¨. Îñîáëèâîñòi

iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ó ñèñòåìi ç ôàçîâèì çñóâîì íàâîäÿòüñÿ ó òåîði¨

Ïiêîâñüêîãî�Ðîçåíáëþìà [276, 263], ùî ¹ ðîçøèðåííÿì ÂÑ òåîði¨ äëÿ âiäïî-

âiäíîãî âèïàäêó. Îñîáëèâîñòi áiôóðêàöié ïîÿâè öèõ öèêëiâ îïèñóþòüñÿ ó ïiä-

ðîçäiëi 2.4.5. Áiôóðêàöi¨ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ (Àíäðîíîâà�Õîïôà, ñiäëî�âóçëîâà

òà âèëêîâà) öiëêîì îïèñóþòüñÿ áiôóðêàöiÿìè òî÷îê ó âiäîáðàæåííi Ïóàíêà-

ðå ΠN (2.32) óñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C. Ïiñëÿ íàðîäæåííÿ òî÷êè ç

M(N) ïåðiîä öèêëó ¹ áëèçüêèì äî íóëÿ i âií çáiëüøó¹òüñÿ äî íåñêií÷åííîñòi

ïðè íàáëèæåííi öèêëó äî ãðàíèöi îáëàñòi ∂C.
Iñíóâàííÿ òà ñòðóêòóðó ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ (ïóíêò 5) îïèñàíî ó ïiä-

ðîçäiëi 2.4.3. Çãiäíî ðåçóëüòàòàì öüîãî ïiäðîçäiëó, ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ïîâíi-

ñòþ íàëåæàòü ãðàíèöÿì iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ∂C. Âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç ñiäåë
Sk (ðåãóëÿðíèõ ÷è âèðîäæåíèõ) òà ñiäëî�âóçëiâ SNm (ìè íå âèçíà÷à¹ìî òóò

iíòåðâàë çìiíè iíäåêñiâ, îñêiëüêè ÷èñëî ñiäåë òà ñiäëî�âóçëiâ çàëåæèòü âiä áà-

ãàòüîõ ÷èííèêiâ, òàêèõ, ÿê ðîçìiðíiñòü ñèñòåìè òà ïàðàìåòðè ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó

α(R, β)), ùî çíàõîäÿòüñÿ íà iíâàðiàíòíèõ äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ P2, òà

îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâW u(Sk),W s(Sk), ùî öiëêîì íàëåæàòü

ãiïåðïëîùèíàì âèãëÿäó ϕi = 0, ϕi = ϕj (ÿêi óòâîðþþòü ∂C). Ãåòåðîêëiíi÷íi
öèêëè ç'ÿâëÿþòüñÿ âíàñëiäîê ãëîáàëüíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié, ïîáó-

äîâàíèõ íà ëîêàëüíèõ ñiäëî�âóçëîâèõ, òðàíñêðèòè÷íèõ òà âèëêîâèõ áiôóðêà-

öiÿõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè íà P2. Iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäèW u(Sk),W s(Sk) îäíîãî

ñiäëà Sk ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëóHC íàëåæàòü ðiçíèì ãiïåðïëîùèíàì ãðàíèöi

∂C, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî P2 3 Sk. Ñàìå ãåòåðîêëiíi÷íi áiôóðêàöi¨ ¹ ïðè÷è-

íîþ ïîÿâè/çíèêíåííÿ âåëèêèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ íà ìåæi ∂C. Ïåðåòâîðåííÿ
ãðàíè÷íîãî öèêëó ó ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë íà ãðàíèöi ∂C ó ìîìåíò âiäïîâiä-

íî¨ áiôóðêàöi¨ óçãîäæó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì éîãî ïåðiîäó äî íåñêií÷åííîñòi

(çãiäíî àíàëîãàì òåîðåìè Àíäðîíîâà�Ëåîíòîâè÷ [22, 209]).

Îòæå, âèêîðèñòàííÿ Ëåìè 2.4.1 òà Ëåìè 2.4.2 äëÿ îïèñàííÿ ïîëîæåíü ðiâ-

íîâàãè ñèñòåìè (2.3), ¨õ ñòiéêîñòåé, îïèñàííÿ iíâàðiàíòíèõ äâî�êëàñòåðíèõ

òà àíòèôàçíèõ ìíîãîâèäiâ ñèñòåìè òà áiôóðêàöié íà öèõ iíâàðiàíòíèõ, çà-

ñòîñóâàííÿ ÂÑ òåîðié òà Ïiêîâñüêîãî�Ðîçåíáëþìà äëÿ îïèñàííÿ äèíàìiêè
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ó ñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C, óçãîäæåííÿ ðåçóëüòàòiâ öèõ òåîðié äëÿ

îïèñàííÿ ãëîáàëüíèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié òà áiôóðêàöié óòâîðåííÿ

ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ïðèçâîäèòü äî ïîâíîãî îïèñó îñîáëèâèõ ðåæèìiâ òà ¨õ ái-

ôóðêàöié, ÿê öå íàâåäåíî ó òåîðåìi. �

Â.5 Äîâåäåííÿ Ëåìè 3.3.3

Äëÿ N = 2

M(2) =
{

(θ1, θ2) : eıθ1 + eıθ2 = 0
}

= (θ1, θ1 + π).

Äëÿ N = 3

M(3) =
{

(θ1, θ2, θ3) : eıθ1 + eıθ2 + eıθ3 = 0
}

=

(
θ1, θ1 +

2π

3
, θ1 −

2π

3

)
.

Ó îáîõ âèïàäêàõ îïèñàíi ìíîæèíè âiäïîâiäàþòü ñòàíàì ðiâíîìiðíî ðîçïî-

äiëåíèõ ôàç, òîáòî M(2) = Θ
(2)
splay, M(3) = Θ

(3)
splay, ÿêi ìàþòü íóëü�âèìiðíi

ïiäïðîñòîðè îñîáëèâèõ òî÷îê äëÿ ôàçîâèõ ðiçíèöiü i, îòæå, ¹ äèíàìi÷íî ií-

âàðiàíòíèìè.

Äëÿ N = 4 ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíàòèñü, ùî

M(4) =

{
(θ1, . . . , θ4) :

4∑
j=1

eıθj = 0

}
= {(θ1, θ2, θ1 + π, θ2 + π) , (θ1, θ1 + π, θ3, θ3 + π) , (θ1, θ2, θ2 + π, θ1 + π)} .

Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíiõ âèïàäêiâ, ìíîæèíà M(4) íå ñêëàäà¹òüñÿ öiëêîì ç

ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ôàçîâèõ ðiçíèöü, êîëè ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó ìà¹ ñòàðøi ãàð-

ìîíiêè (r 6= 0), çà âèíÿòêîì äèíàìi÷íî iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ Θ
(4)
splay ∈M(4).

Òèì íå ìåíøå, ïîêàæåìî, ùîM(4) ïîâíiñòþ ñêëàäà¹òüñÿ ç äèíàìi÷íî iíâàði-

àíòíèõ òðà¹êòîðié. Äiéñíî, äëÿ ðîçâ'ÿçêó θ = (θ1, θ2, θ1 + π, θ2 + π), âèêîðè-

ñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü g(ϕ− π) = g(ϕ+ π), ìà¹ìî:
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4
d

dt

(
4∑
j=1

eıθj

)
= 4

4∑
j=1

ıeıθj
dθj
dt

= ı
4∑
j=1

eıθj
4∑
j=k

g(θj − θk)

= eiθ1 (g(0) + g(θ1 − θ2) + g(−π) + g(θ1 − θ2 − π))

+ eiθ2 (g(θ2 − θ1) + g(0) + g(θ2 − θ1 − π) + g(−π))

+ ei(θ1+π) (g(π) + g(θ1 − θ2 + π) + g(0) + g(θ1 − θ2))

+ ei(θ2+π) (g(θ2 − θ1 + π) + g(π) + g(θ2 − θ1) + g(0))

=
(
eiθ1 − eiθ1

)
(g(0) + g(θ1 − θ2) + g(π) + g(θ1 − θ2 + π))

+
(
eiθ2 − eiθ2

)
(g(0) + g(θ2 − θ1) + g(π) + g(θ2 − θ1 + π)) = 0.

Äëÿ iíøèõ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ç ìíîæèíèM(4) îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ âíà-

ñëiäîê ñèìåòði¨. Âiäìiòèìî, ùî iíâàðiàíòíiñòü ìíîæèíèM(4) òàêîæ âèïëèâà¹

ç òîãî, ùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ðîçâ'ÿçêiâ ÿêi âiäïîâiäàþòü ïiäïðîñòîðàì ôi-

êñîâàíèõ òî÷îê (S1×S1)2 = ×sZ2 (äèâ. ðèñ. 8.11), ÿêi ¹ òàêîæ iíâàðiàíòíèìè.

Äëÿ ñèñòåì âèùèõ ðîçìiðíîñòåé N ≥ 5 ìíîæèíè M(N) òàêîæ (ÿê i ïðè

N = 4) íà âiäìiíó âiä âèïàäêiâ N = 2, N = 3 íå ¹ îá'¹äíàííÿì ïiäïðîñòîðiâ

îñîáëèâèõ òî÷îê äëÿ ôàçîâèõ ðiçíèöü. Àëå, êðiì òîãî, íà âiäìiíó âiä N = 4,

ìíîæèíàM(N), N ≥ 5, íå ¹ äèíàìi÷íî iíâàðiàíòíîþ. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹ òå, ùî

òðà¹êòîði¨, ÿêi ñòàðòóþòü ç M(N), N ≥ 5, ïîêèäàþòü öþ ìíîæèíó ïiä äi¹þ

âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìè (çà âèíÿòêîì Θ
(N)
splay ∈M(N), N ≥ 5). Ïåðåêîíà¹ìîñü

ó öüîìó äëÿ N = 5. Çîêðåìà, òðè�âèìiðíèé ìíîãîâèä M(5) ìiñòèòü òî÷êè

âèãëÿäó

Θ =

(
θ1, θ1 +

2π

3
, θ1 +

4π

3
, θ4, θ5 + π

)
,

ÿêi ñêëàäàþòü äâîâèìiðíèé ïiäïðîñòið (ïiäìíîãîâèä)

M(3,2) =
{

(θ1, . . . , θN) : R = eıθ1
(
1 + e2ıπ/3 + e4ıπ/3

)
+ eıθ4 (1 + eıπ) = 0

}
∈M5.

Îäíàê, íàéìåíøèé ïiäïðîñòið îñîáëèâèõ òî÷îê, ÿêèé ìiñòèòü âñi òî÷êè öüîãî
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âèãëÿäó, ¹ òðèâiàëüíèì ïiäïðîñòîðîì T5. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ñèìåòðiÿ íå

ñïðè÷èíÿ¹ iíâàðiàíòíîñòiM(5).

Äëÿ äîâiëüíèõ ïàðíèõ òà íåïàðíèõ N ≥ 6 iñíóþòü âiäïîâiäíi ïiäìíîãîâè-

äèM(2,2,...,2) ∈M(2k) = M (N), N = 2+2+· · ·+2, òàM(3,2,...,2) ∈M(2k+1) = M (N),

N = 3 + 2 + · · ·+ 2, k ∈ Z, ùî ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä:

M(2,2,...,2) =

(θ1, . . . , θN) :

N/2∑
k=1

eıθ2k−1 (1 + eıπ) = 0

 ∈M(N)

òà âiäïîâiäíî:

M(3,2,...,2) =

{
(θ1, . . . , θN) : eıθ1

(
1 + e2ıπ/3 + e4ıπ/3

)
+

+

(N−1)/2∑
k=1

eıθ2k+1 (1 + eıπ) = 0

}
∈M(N).

Ðîçìiðíîñòi öèõ ïiäïðîñòîðiâ: dim
(
M(2,2,...,2)

)
= N/2 òà dim

(
M(3,2,...,2)

)
=

(N − 1)/2. Àíàëîãi÷íî âèïàäêó N=5 äàíi êîíñòðóêöi¨ äåìîíñòðóþòü, ùî ñè-

ìåòði¨ ñèñòåìè íå ñïðè÷èíÿþòü iíâàðiàíòíîñòiM(N). �

Â.6 Äîâåäåííÿ Ëåìè 3.8.4

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, âðàõîâóþ÷è ïàðíiñòü ôóíêöi¨ g(x) i ââàæàþ÷è, ùî

iíäåêñ i çìiíþ¹òüñÿ çà ìîäóëåì 3, îòðèìó¹ìî:
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3∑
i=1

Fi(Θ)
∂I(Θ)

∂θi
=

3∑
i=1

(
1

3

3∑
j=1

g(θi − θj)

)
(g(θi − θi+1)− g(θi−1 − θi)) =

=
1

3

3∑
i=1

(g(0) + g(θi − θi+1) + g(θi − θi−1))×

× (g(θi − θi+1)− g(θi − θi−1)) =

=
g(0)

3

3∑
i=1

(g(θi − θi+1)− g(θi − θi−1)) +

+
1

3

3∑
i=1

(
g2(θi − θi+1)− g2(θi − θi−1)

)
=

=
g(0)

3

3∑
i,j=1

(g(θi − θj)− g(θi − θj)) + 0 = 0.

Äëÿ ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ (3.33), ó âèïàäêó íåïàðíîñòi ôóíêöi¨ g

îòðèìó¹ìî:

G1(Φ)
∂Ĩ(Φ)

∂ϕ1

+G2(Φ)
∂Ĩ(Φ)

∂ϕ2

=

=
1

3
(g(ϕ1) + g(ϕ2)− g(−ϕ1)− g(ϕ2 − ϕ1)) (g(ϕ1)− g(ϕ2 − ϕ1)) =

+
1

3
(g(ϕ1) + g(ϕ2)− g(−ϕ2)− g(ϕ1 − ϕ2)) (g(ϕ2 − ϕ1)− g(ϕ2)) =

=
1

3
(g(ϕ2)− g(ϕ2 − ϕ1)) (g(ϕ1)− g(ϕ2 − ϕ1)) =

− 1

3
(g(ϕ1)− g(ϕ2 − ϕ1)) (g(ϕ2)− g(ϕ2 − ϕ1)) = 0.

Ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �

Â.7 Äîâåäåííÿ Ëåìè 4.4.1

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ (i), (ii) òî÷êà (θ1, . . . , θN) áóäå

çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìó (4.9). Ïîêàæåìî, ùî êîðåíi ñèñòåìè (4.9) çàäîâîëüíÿ-

þòü îäíó ç óìîâ (i), (ii). Ïåðåïèøåìî (4.9) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:
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(sin θ1 − sin θi)
N∑
j=1

cos θj − (cos θ1 − cos θi)
N∑
j=1

sin θj = 0,

i = 2, . . . , N1, (8.3)

(sin θ1 − k sin θi)
N∑
j=1

cos θj − (cos θ1 − k cos θi)
N∑
j=1

sin θj = 0,

i = N1 + 1, . . . , N.

(8.4)

Äàëi ðîçãëÿíåìî ÷îòèðè âèïàäêè.

A. ßêùî îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ îáèäâi óìîâè
∑N

j=1 sin θj = 0 i
∑N

j=1 cos θj =

0, òîäi óìîâà (i) Ëåìè áóäå âèêîíóâàòèñü.

B. Íàñòóïíèì ìîæëèâèì âèïàäêîì ¹ òàêèé, ùî
∑N

j=1 sin θj = 0, àëå∑N
j=1 cos θj 6= 0. Ó öüîìó âèïàäêó ç ðiâíîñòåé (8.3), (8.4) âèïëèâà¹:

sin θ1 − sin θi = 0, i = 2, . . . , N1,

sin θ1 − k sin θi = 0, i = N1 + 1, . . . , N.

Îñòàííÿ ñèñòåìà ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

sin θ1 = · · · = sin θN1 =
1

k
sin θN1+1 = · · · = 1

k
sin θN .

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíÿííÿ ìè îòðèìó¹ìî:

N∑
j=1

sin θj = N1 sin θ1 + (N −N1) sin θ1 =

(
N1 +

N2

k

)
sin θ1 = 0.

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè θ1 = 0 òà θ1 = π, îñêiëüêè, çãiäíî

ïðèïóùåíü Ëåìè, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà k 6= −N2/N1. Òàêèì ÷èíîì, ¹äèíèìè

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (4.9) ¹ θi = 0, i = 1, . . . , N , òà θi = π, i = 1, . . . , N . Òàêi

ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (ii).
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C. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè
∑N

j=1 cos θj = 0, àëå
∑N

j=1 sin θj 6= 0. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è öi óìîâè, ñèñòåìó (8.3), (8.4) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

cos θ1 − cos θi = 0, i = 2, . . . , N1,

cos θ1 − k cos θi = 0, i = N1 + 1, . . . , N.

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçêè θi = ±π/2. Òàêèì ÷èíîì óìîâà (ii) ëåìè çàäîâîëü-

íÿ¹òüñÿ.

D. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó çìiííèõ (θ1, . . . , θN) òàêèõ, ùî
∑N

j=1 sin θj 6= 0 òà∑N
j=1 cos θj 6= 0. Ïîçíà÷èìî S :=

∑N
j=1 sin θj , C :=

∑N
j=1 cos θj, sj := sin θj,

cj := cos θj. Òîäi ñèñòåìà (8.3), (8.4) ïðèéìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

(s1 − sj)C − (c1 − cj)S = 0, j = 2, . . . , N1,

(s1 − ksj)C − (c1 − kcj)S = 0, j = N1 + 1, . . . , N. (8.5)

Äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè çíîâó æ ìîæëèâî äåêiëüêà ñèòóàöié.

D1. Ç îäíî÷àñíîãî âèêîíàííÿ óìîâ s1−sj = 0 äëÿ i = 2, . . . , N1 òà s1−ksj = 0

äëÿ i = N1 + 1, . . . , N , íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî c1 − cj = 0 äëÿ i = 2, . . . , N1 òà

c1−kcj = 0 äëÿ i = N1 +1, . . . , N . Âèêîðèñòîâóþ÷è íàøi ïîçíà÷åííÿ ìè òàêîæ

îòðèìó¹ìî:

eıθ1 = · · · = eıθN1 =
1

k
eıθN1+1 = · · · = eıθN .

Öi ðiâíÿííÿ îçíà÷àþòü ùî θ1 = · · · = θN1 òà

θN1+1 = · · · = θN = θ1 +
π

2
(1 + sign(k)) .

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà (ii) âèêîíó¹òüñÿ.

D2. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïðèíàéìíi îäíà ç óìîâ D1 íå âèêîíó¹-

òüñÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ iíäåêñ j0 òàêèé, ùî

(a) s1 − sj0 6= 0, ÿêùî j0 = 1, . . . , N1, àáî

(b) s1 − ksj0 6= 0, ÿêùî j0 = N1 + 1, . . . , N .

Ó âèïàäêó (a), çãiäíî âiäïîâiäíîìó ðiâíÿííþ ñèñòåìè (8.5), ìíîæíèê C ìî-
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æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

C = (c1 − cj0)S/ (s1 − sj0) .

Ïiäñòàâëÿþ÷è C ó êîæíå ç ðiâíÿíü (8.5) ìè îòðèìó¹ìî:

S (s1 − sj) (c1 − cj0) / (s1 − sj0)− S (c1 − cj) = 0, j = 2, . . . , N1,

S (s1 − ksj) (c1 − cj0) / (s1 − sj0)− S (c1 − kcj) = 0, j = N1 + 1, . . . , N.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè S 6= 0 òà s1 − sj0 6= 0, ìè îòðèìó¹ìî:

(s1 − sj) (c1 − cj0)− (s1 − sj0) (c1 − cj) = 0, j = 2, . . . , N1,

(s1 − ksj) (c1 − cj0)− (s1 − sj0) (c1 − kcj) = 0, j = N1 + 1, . . . , N,

i, îòæå,

(s1cj0 − c1sj0) + (sj0cj − cj0sj) + (sj0c1 − cj0s1) = 0, j = 2, . . . , N1,

(s1cj0 − c1sj0) + k (sj0cj − cj0sj) + k (sj0c1 − cj0s1) = 0, j = N1 + 1, . . . , N.

Ïiñëÿ ïîâåðíåííÿ äî ñòàðèõ ïîçíà÷åíü i äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü, ìè îòðèìó¹ìî

âèðàçè:

sin(θ1 − θj)− sin(θj0 − θj) = sin(θ1 − θj0), j = 2, . . . , N1, (8.6)

sin(θ1 − θj)− sin(θj0 − θj) =
1

k
sin(θ1 − θj0), j = N1 + 1, . . . , N. (8.7)

Äàëi ïåðåïèøåìî j0�òå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.9), âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííi

ôîðìóëè. Îòðèìó¹ìî:
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N∑
j=1

sin(θ1 − θj)−
N∑
j=1

sin(θ1 − θj0) = 2 sin(θ1 − θj0)

+
N∑

j=2,j 6=j0

(sin(θ1 − θj)− sin(θj0 − θj)) = 2 sin(θ1 − θj0)

+ (N1 + 2) sin(θ1 − θj0) +N2
1

k
sin(θ1 − θj0) =

(
N1 +

N2

k

)
sin(θ1 − θj0) = 0.

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî θ1−θj0 ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0 àáî π, îñêiëü-

êè k = −N2/N1 çãiäíî óìîâàì Ëåìè.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (b). Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè öüîãî âèïàäêó, ìîæå-

ìî çàïèñàòè:

C = (c1 − kcj0)S/ (s1 − ksj0) .

Òà æ ñàìà ïðîöåäóðà, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ç âèêîðèñòàííÿ ïðèïóùå-

ííÿ Ëåìè k 6= 0 äà¹ íàì ôîðìóëè, ïîäiáíi äî (8.6), (8.7) íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

sin(θ1 − θj)− k sin(θj0 − θj) = k sin(θ1 − θj0), j = 2, . . . , N1, (8.8)

sin(θ1 − θj)− k sin(θj0 − θj) = sin(θ1 − θj0), j = N1 + 1, . . . , N. (8.9)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (8.8), (8.9) ó âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.9), ìè îòðèìó¹ìî:

N∑
j=1

sin(θ1 − θj)− k
N∑
j=1

sin(θ1 − θj0) = (k + 1) sin(θ1 − θj0)

+
N∑

j=2,j 6=j0

(sin(θ1 − θj)− k sin(θj0 − θj)) = (k + 1) sin(θ1 − θj0)

+ (N1 + 1)k sin(θ1 − θj0) + (N2 − 1) sin(θ1 − θj0) = (N1k +N2) sin(θ1 − θj0) = 0.

Îñêiëüêè N1k +N2 6= 0, òî θ1 − θj0 ∈ {0, π}.
Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè, ùî ïðèïóùåííÿ D1 ïðèçâîäÿòü äî âèêîíàííÿ

óìîâè (ii) ó öiëîìó, àëå íåâèêîíàííÿ ïðèïóùåíü D1 äëÿ îäíi¹¨ ïàðè çìiííèõ

(ñèòóàöiÿ D2) òàêîæ ïðèçâîäèòü äî ÷àñòêîâîãî âèêîíàííÿ óìîâè (ii) ñàìå
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äëÿ öi¹¨ ïàðè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåäóðó, îïèñàíó ó ïóíêòi D1, àíàëîãi÷íî

äîâîäèòüñÿ, ùî êiëüêà ðiçíèöü θ1−θi ïðèéìàþòü âèêëþ÷íî çíà÷åííÿ 0 àáî π, ó

âèïàäêó, êîëè óìîâàD2 äëÿ íèõ íå âèêîíó¹òüñÿ. Îñòàòî÷íî θi−θj ∈ {0, π} äëÿ
áóäü�ÿêèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü îáèäâi íåðiâíîñòi

∑N
j=1 sin θj 6= 0,∑N

j=1 cos θj 6= 0 ç ïóíêòó D, îñêiëüêè θi − θj = θi − θ1 + θ1 − θj.
Ëåìà äîâåäåíà. �

Ó ðîáîòi [86, Burylko, Kazanovich, Borisyuk] íàâåäåíî àëüòåðíàòèâíå äîâå-

äåííÿ Ëåìè 4.4.1, ÿêå áóëî çàïðîïîíîâàíå ß. Êàçàíîâè÷åì.

Â.8 Äîâåäåííÿ Ëåìè 5.3.2

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (5.2) òà (5.5) ó âåêòîðíié ôîðìi:

dΘ

dt
= F (Θ), θ = (θ, . . . , θN), (8.10)

òà
dΦ

dt
= G(Φ), Φ = (ϕ1, . . . , ϕN−1). (8.11)

Äîäàâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ

dθ1

dt
= F1(θ1, . . . , θN) = F 1(θ1 − θ2, . . . , θ1 − θN) = F 1(ϕ1, . . . , ϕN−1)

ñèñòåìè (8.10) äî ñèñòåìè (8.11), îäåðæèìî ðîçøèðåíó N�âèìiðíó ñèñòåìó:

dΦ

dt
= G(Φ), Φ = (θ1, ϕ1, . . . , ϕN−1), (8.12)

äå

Φ
T

=

 θ1

ΦT

 = SNΘT , SN =



1 0 . . . 0 0

1 −1
. . . . . . 0

... 0
. . . . . .

...

1
...

. . . −1 0

1 0 . . . 0 −1


. (8.13)
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî det(SN) = (−1)N−1 òà S−1
N = SN . ßêîáiàíè ìàòðèöü

âêàçàíèõ ñèñòåì ó âiäïîâiäíèõ òî÷êàõ Θ0, Φ0 òà Φ
T

0 = SNΘT
0 ¹

A = A(Θ0) =
∂F (Θ)

∂Θ

∣∣∣∣
Θ=Θ0

, B = B(Φ0) =
∂G(Φ)

∂Φ

∣∣∣∣
Φ=Φ0

, B = B(Φ0) =
∂G(Φ)

∂Φ

∣∣∣∣
Φ=Φ0

Åëåìåíòè ìàòðèöi ßêîáiàíó A = A(Θ) = (Aij)
N
i,j=1 , çàïèñàíi ó îáîõ íàáîðàõ

çìiííèõ, ¹ íàñòóïíèìè

Aii =
N∑
j=1

Kijg
′(θi − θj) =

N∑
j=1

Kijg
′(ϕj−1 − ϕi−1), i = 1, . . . , N,

Aij = −Kijg
′(θi − θj) = −Kijg

′(ϕj−1 − ϕi−1), i, j = 1, . . . , N, j 6= i.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (8.13), îòðèìó¹ìî B̄ = SNAS
−1
N . Ç îñòàííüîãî

áà÷èìî, ùî

B̄ =

 B̄11 b̄

¯̄bT B

 ,

B11 =
N∑
j=1

A1j, b = (−A12, . . . ,−A1N), b =

(
N∑
j=1

(A1j − A2j), . . . ,
N∑
j=1

(A1j − ANj)

)
,

Bij = Bi+1,j+1 = Ai+1,j+1 − A1,j+1, i, j = 1, . . . , N − 1.

Ïðàâi ÷àñòèíè îñòàííiõ N − 1 ðiâíÿíü ñèñòåìè (8.12) ñïiâïàäà¹ ç ïðàâèìè

÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ (8.11): Gi+1(ϕ) = Gi(ϕ), i = 1, N − 1, òà ¹ íåçàëåæíèìè

âiä çìiííî¨ θ1. Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî

Bj+1(ϕ) =
∂Gi+1(ϕ)

∂θ1

=
Gi(ϕ)

∂θ1

= 0, i = 1, N − 1,
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i, îòæå, âåêòîð b = (0, . . . , 0). Òàêîæ ïðàâà ÷àñòèíà ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(8.12) ìà¹ âèãëÿä G1(Φ) = F1(Θ) =
∑N

j=1Kjg(θ1 − θi+1) =
∑N

j=1Kjg(ϕj) i,

îòæå, âîíà òàêîæ ¹ íåçàëåæíîþ âiä çìiííî¨ θ1. Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî

B̄11 = ∂Ḡ1/∂θ1 = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå âëàñòèâîñòi ìàòðèöü,

îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

det(A− λIN) = det(S−1
N (B̄ − λIN)SN) = det(B̄ − λIN)

= det

 −λ b̄

0 B − λIN−1

 = −λ det(B − λIN−1).

Ëåìà äîâåäåíà. �

Â.9 Äîâåäåííÿ Ëåìè 5.3.3

Îá÷èñëèìî ßêîáiàí ñèñòåìè (5.2) â òî÷êàõMk, îòðèìó¹ìî:

Aii(Mk) =
N∑
j=1

Kj−ig
′(Mk,j−1 −Mk,i−1) =

N∑
j=1

Kj−iηk(j−i) =
N∑
j=1

Kjηkj,

Aij(Mk) = −Kj−ig
′(Mk,j−1 −Mk,i−1) = −Kj−iηk(j−i), i, j = 1, . . . , N, j 6= i,

äåMi,j = 2πi
N
j îçíà÷à¹ j�é êîìïîíåíò âåêòîðàMi. Ìàòðèöÿ A(Mk) ¹ öèðêó-

ëÿíòíîþ, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî m âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

Ai+m,i+m(Mk) =
N∑
j=1

K(j+m)−(i+m)ηk((j+m)−(i+m))=
∑N
j=1Kj−iηk(j−i)=Ai,i(Mk),

Ai+m,j+m(Mk) = −K(j+m)−(i+m)ηk((j+m)−(i+m))=−Kj−iηk(j−i)=Ai,j(Mk).
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Ç âëàñòèâîñòi öèðêóëÿíòíîñòi ìàòðèöi A(Mk) âèïëèâà¹, ùî âîíà ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíîþ ó âèãëÿäi ïîëiíîìó öèêëi÷íèõ ìàòðèöü ïåðåñòàíîâîê

PN =



0 1 0 . . . 0

0 0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 1

1 0 . . . 0 0


ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

A(Mk) =
N∑
j=1

Kj−iηk(j−i)IN −
N∑
j=1

Kj−iηk(j−i)P
j−i
N =

N∑
j=1

Kjηkj
(
IN − P j

N

)
,

äå ηkj = g′
(

2πk
N
j
)
, k = 0, . . . , N − 1. Òîäi âëàñíi çíà÷åííÿ öi¹¨ öèðêóëÿíòíî¨

ìàòðèöi ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

λm(Mk) =
N∑
j=1

Kjηkj(1− νjm), m = 1, . . . , N, (8.14)

äå νm = exp
(

2πı
N
m
)
¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi PN . Ç ðiâíîñòi νjN =

exp
(

2πı
N
jN
)

= 1 âèïëèâà¹ λN(Mk) = 0, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç äîâåäåíèì ó ïî-

ïåðåäíié ëåìi. Êðiì òîãî, ç νjN = 1 âèïëèâà¹, ùî îñòàííié äîäàíîê ó ðiâíîñòi

(8.14) çíèêà¹ i òîäi âîíà ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

λm(Mk) =
N−1∑
j=1

Kjηkj(1− νjm) =
N−1∑
j=1

Kjg
′
(

2πk

N
j

)(
1− eı

2mjπ
N

)
, m = 1, . . . , N,

Ëåìó äîâåäåíî. �

Â.10 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.6.3

Ñêîðèñòà¹ìîñü ìiðêóâàííÿìè, íàâåäåíèìè ó ïîïåðåäíié òåîðåìi i çàìiñòü

äîâåäåííÿ òîãî, ùî E2(ϕ1, . . . , ϕN−1) ¹ ïåðøèì iíòåãðàëîì çâåäåíî¨ ñèñòåìè
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(5.24), äîâåäåìî, ùî

E2(ϕ1, . . . , ϕN−1) = E2(θ1 − θ2, . . . , θ1 − θN) =
N∑
i=1

(−1)i−1θi

¹ ïåðøèì iíòåãðàëîì îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (5.23). Çãiäíî óìîâàì òåîðåìè,

iíäåêñè ñóìóâàííÿ j â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ñèñòåìè (5.23) íàëåæàòü ìíîæèíi

Nodd = {1, 3, 5, . . . , N/2− 1}.

LFE2 =
N∑
i=1

Fi
dE2

dθi
=

N∑
i=1

( ∑
j∈Nodd

Kj (g(θi − θi+j)− g(θi − θi−j))

)
(−1)i−1 =

=
∑
j∈Nodd

Kj (g(θ1 − θ1+j)− g(θ1 − θ1−j))−

−
∑
j∈Nodd

Kj (g(θ2 − θ2+j)− g(θ2 − θ2−j)) + · · ·+

+
∑
j∈Nodd

Kj (g(θN−1 − θN−1+j)− g(θN−1 − θN−1−j))−

−
∑
j∈Nodd

Kj (g(θN − θN+j)− g(θN − θN−j)) =

=
∑
j∈Nodd

Kj

(
g(θ1 − θ1+j)− g(θ1 − θ1−j)− g(θ2 − θ2+j) + g(θ2 − θ2−j) + · · ·+

+ g(θN−1 − θN−1+j)− g(θN−1 − θN−1−j)− g(θN − θN+j) + g(θN − θN−j)
)

+

=
∑
j∈Nodd

Kj

(
g(θ1 − θ1+j) + g(θ1−j − θ1)− g(θ2 − θ2+j)− g(θ2−j − θ2) + · · ·+

+ g(θN−1 − θN−1+j) + g(θN−1−j − θN−1)− g(θN − θN+j)− g(θN−j − θN)
)

=

= K1

(
g(θ1 − θ2) + g(θN − θ1)− g(θ2 − θ3)− g(θ1 − θ2) + · · ·+

+ g(θN−1 − θN) + g(θN−2 − θN−1)− g(θN − θ1)− g(θN−1 − θN)
)

+ · · ·+

+KN/2−1

(
g(θ1 − θN/2) + g(θ2−N/2 − θ1)− g(θ2 − θ1+N/2)− g(θ3−N/2 − θ2) + · · ·+

+ g(θN−1 − θN/2−2) + g(θN/2 − θN−1)− g(θN − θN/2−1)− g(θN/2+1 − θN)
)
.
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Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî â êîæíèõ äóæêàõ, ÿêi ñòîÿòü áiëÿ ìíîæíèêà Kj, ¹

2N ïàð îäíàêîâèõ äîäàíêiâ ç ïðîòèëåæíèìè çíàêàìè (äëÿ j = 1 öi äîäàíêè

çíàõîäÿòüñÿ ó ñóñiäíiõ ðÿäêàõ, äëÿ j = 3 âîíè çíàõîäÿòüñÿ ÷åðåç äâà ðÿäêè i

ò.ä.). Îòæå, LFE2 = 0. �

Â.11 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.7.1

Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ, ÿêi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè â ïîäàëüøîìó.

Ïîçíà÷èìî

Ls(φ) =
l∑

j=1

jsQje
ıjφ, s = 0, 1, 2.

Ó êîñî�ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó Qj = −Q−j (óìîâà (i) òåîðåìè) äëÿ êîæíîãî

çíà÷åííÿ s äàíèé âèðàç ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íàñòóïíi:

L0(φ) = 2ı
l∑

j=1

Qj sin(jφ) = ıω̃(φ),

L1(φ) = 2
l∑

j=1

jQj cos(jφ) = ω̃′(φ),

L2(φ) = 2ı
l∑

j=1

j2Qj sin(jφ) = −ıω̃′′(φ).

Ðîçêëàäåìî ó ðÿä Òåéëîðà àíçàö (5.41) ïî ïðîñòîðîâié çìiííié xi + εj

i ñïðîñòèìî ïîçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâóþ÷è çàëåæíiñòü ëèøå âiä öi¹¨ çìiííî¨.

Ìà¹ìî:

A (T1, xi + εj, T2) =: A (xi + εj) = A (xi)+εj∂xiA (xi)+
1

2
ε2j2∂2

xi
A (xi)+O

(
ε3
)
.

Äàëi âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ A := A(xi), A � êîìïëåêñíî�ñïðÿæåíà âå-

ëè÷èíà äî A òà ïîïåðåäíié ðîçêëàä, ïåðåïèøåìî çìiííi ñèñòåìè (5.39) òà

îñíîâíi âèðàçè ç íèìè. Îòðèìó¹ìî:
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ψi+j = εA (xi+j) e
ı(ω0t+φ0(i+j)) + ε3A3 (xi+j) e

3ı(ω0t+φ0(i+j))v3 + c.c. =

= ε

(
A+ εj∂xiA+

1

2
ε2j2∂2

xi
A
)
eı(ω0t+φ0i)eıjϕ0 + ε3A3e3ı(ω0t+φ0i)e3ıjφ0v3+

+c.c.+O
(
ε4
)

= εAeı(ω0t+φ0i)eıjϕ0 + εAe−ı(ω0t+φ0i)e−ıjϕ0 +O
(
ε2
)
,

ψi − ψi+j = εAeı(ω0t+φ0i)
(
1− eıjφ0

)
+ εAe−ı(ω0t+φ0i)

(
1− e−ıiφ0

)
+O

(
ε2
)

òà

(ψi − ψi+j)3 =
(
εAeı(ω0t+φ0i)

(
1− eıiφ0

)
+ εAe−ı(ω0t+φ0i)

(
1− e−ıjφ0

))3
+O

(
ε4
)

=

= ε3

(
A3e3ı(ω0t+φ0i)

(
1− eıjφ0

)3
+ 3A |A|2 eı(ω0t+φ0i)

(
1− eıjϕ0

)2 (
1− e−ıjφ0

)
+

+3A |A|2 e−ı(ω0t+φ0i)
(
1− eıjϕ

) (
1− e−ıjφ0

)2
+A3

e−3ı(ω0t+φ0i)
(
1− e−ıjφ0

)3
)

+

+O
(
ε4
)

= ε3

(
A3e3ı(ω0t+φ0i)

(
1− 3eıjφ0 + 3e2ıjφ0 − e3ıjφ0

)
+
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+3A |A|2 eı(ω0t+φ0i)
(
3− 3eıjφ0 + e2ıjφ0 − e−ıjφ0

))
+ c.c.+O

(
ε4
)
.

Ïîçíà÷èâøè
∑l

j=−l ÷åðåç
∑

j, f
′(0), f ′′′(0) ÷åðåç f ′, f ′′′, ïiäñòàâèìî àíçàö

(5.41) ó ðiâíÿííÿ (5.39). Òàêîæ âèêîðèñòàâøè óìîâó (iii) òåîðåìè: f ′′(0) = 0

òà ïîïåðåäíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìó¹ìî:

εeı(ω0t+φ0i)
(
ıω0A+ ε∂T1A+ ε2∂T2A

)
+ ε3e3ı(ω0t+φ0i)A33ıω0v3+

+εe−ı(ω0t+φ0i)
(
−ıω0A+ ε∂T1A+ ε2∂T2A

)
− ε3e−3ı(ω0t+φ0i)A3

3ıω0v3 +O
(
ε4
)

=

= εeı(ω0t+ϕ0i)

(
A
∑
j

Qje
ıjφ0 + ε∂xjA

∑
j

jQje
ıjφ0 +

1

2
ε2∂2

xj
A
∑
j

j2Qje
ıjφ0

)
+

+εe−ı(ω0t+φ0i)

(
A
∑
j

Qje
−ıjφ0 + ε∂xjA

∑
j

jQje
−ıjφ0 +

1

2
ε2∂2

xj
A
∑
j

j2Qje
−ıjφ0

)
+

+ε3e3ı(ω0t+φ0i)A3
∑
j

Qje
3ıjφ0v3 + ε3e−3ı(ω0t+φ0i)A3∑

j

Qje
−3ıjφ0v3−

−ε3A3e3ı(ω0t+φ0i)
f ′′′

6f ′

∑
j

Qj

(
1− 3eıjφ0 + 3e2ıjφ0 − e3ıjφ0

)
−

−ε3A
3
e−3ı(ω0t+φ0i)

f ′′′

6f ′

∑
j

Qj

(
1− 3e−ıjϕ0 + 3e−2ıjφ0 − e−3ıjφ0

)
−

−3ε3A |A|2 eı(ω0t+φ0i)
f ′′′

6f ′

∑
j

Qj

(
3− 3eıjφ0 + e2ıjφ0 − e−ıjφ0

)
−
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−3ε3A |A|2 e−ı(ω0t+φ0i)
f ′′′

6f ′

∑
j

Qj

(
3− 3e−ıjφ0 + e−2ıjφ0 − eıjφ0

)
+O

(
ε4
)
. (8.15)

Ïîðiâíÿ¹ìî ëiâi òà ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü äëÿ âñiõ ñòóïåíiâ ε ó (8.15),

âèêîðèñòîâóþ÷è òàêîæ ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ Ls(φ). Äëÿ ε1îòðèìó¹ìî:

ıω0 = L0(φ0), −ıω0 = L0(−φ0),

ùî çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ óìîâ ç (i) òà (ii) òåîðåìè. Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü îïèñó¹

ñèìåòðiþ ñïåêòðó ñèñòåìè.

Äëÿ ε2 ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ:

∂T1A = L1(φ0)∂xjA.

Îñòàíí¹ ïîÿñíþ¹òüñÿ ââåäåííÿ íîâî¨ àìïëiòóäè u íàñòóïíèì ÷èíîì:

u(ξ, T2) = u(L1(φ0)T1 + xi, T2) = A(T1,xi, T2) (8.16)

ó âiäïîâiäíèõ îáåðòàëüíèõ êîîðäèíàòàõ ξ = L1(φ0)T1 + xi = ω̃′(φ0)T1 + xi ∈
[0, 1].

Äëÿ ε3 ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè äâà âèïàäêè, â çàëåæíîñòi âiä ñòóïåíþ åêñ-

ïîíåíòè. Äëÿ ε3eı(ω0t+ϕ0i) ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ:

∂T2A =
1

2
∂2
xi
A
∑
j

j2Qje
ıjφ0−

−A |A|2 f
′′′(0)

2f ′(0)

∑
j

Qj

(
3− 3eıjφ0 + e2ıjφ0 − e−ıjφ0

)
, φ0 6= 0. (8.17)

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîñî�ñèìåòðè÷íiñòü ìàòðèöi Q, ìîæåìî çàïèñàòè:

l∑
j=−l

Qj

(
3− 3eıjφ0 + e2ıjφ0 − e−ıjφ0

)
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= 2ı
l∑

j=1

Qj (−3 sin(jφ0) + sin(2jφ0)− sin(−ıjφ0))

= 4ı
l∑

j=1

Qj sin(jφ0) (cos(jφ0)− 1) .

Áåðó÷è äî óâàãè ïîçíà÷åííÿ L2(φ) ó êîñî�ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó òà âèùå

îòðèìàíèé âèðàç, ðiâíÿííÿ (8.17) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

∂T2A = −ı1
2
∂2
xj
Aω̃′′(φ))− 2ıA |A|2 f

′′′(0)

f ′(0)

l∑
j=−l

Qj sin(jφ0) (cos(jφ0)− 1) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (5.44) òà (8.16) òà äîìíîæóþ÷è îáèäâi ÷àñòè-

íè îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ íà ı, ìè îòðèìó¹ìî íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà

(5.42), êîëè φ0 6= 0 òà ω̃′′(φ0) 6= 0. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ¹ ÷àñòèíîþ âèìîã (ii)

òåîðåìè.

Ïåðåâiðèìî òåïåð ÿêi îáìåæåííÿ íàêëàäàþòü ðiâíÿííÿ ïðè ε3e3ı(ω0t+ϕ0i)A3

(äðóãèé âèïàäîê äëÿ ε3). Ïiñëÿ ïðèðiâíÿííÿ ïðàâèõ òà ëiâèõ ÷àñòèí (8.15),

òà âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî âèðàç:

3ıω0v3 =
∑
j

Qje
3ıjφ0v3 −

f ′′′(0)

6f ′(0)

∑
j

Qj

(
1− 3eıjφ0 + 3e2ıjφ0 − e3ıjφ0

)
.

Äëÿ òîãî, ùîá îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ áóëî ðîçâ'ÿçíèì âiäíîñíî v3, íåîáõiäíî âè-

ìàãàòè, ùîá

3ıω0 6=
l∑

j=−l

Qje
3ıjφ0 .

Öÿ íåðiâíiñòü ó êîñî�ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä:
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3ω̃(φ0) 6= 2
l∑

j=1

Qj sin(3jφ0) àáî 3ω̃(φ0) 6= ω̃(3φ0)

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèçíà÷à¹ íåðåçîíàíñíó óìîâó (iv) äëÿ iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè. Âèêîíàííÿ îñòàííüî¨ óìîâè òàêîæ äà¹ ìîæëèâiñòü áåçïî-

ñåðåäíüî çàïèñàòè çíà÷åííÿ êîíñòàíòè v3 àíçàöó (5.41) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

v3 =

[
3ω0 − 2

l∑
j=1

Qj sin(3jφ0)

]−1

2f ′′′

3f ′

l∑
j=1

Qj sin(jφ0)(1− 3 cos(jφ0)+

+ 2 cos2(jφ0)) =

[
l∑

j=1

Qj(jφ0)) sin3(jφ0)

]−1

×

× 2f ′′′(0)

3f ′(0)

l∑
j=1

Qj sin(jφ0)
(
1− 3 cos(jφ0) + 2 cos2(jφ0)

)
(8.18)

Òàêèì ÷èíîì, ðîçêëàä (8.15) ñèñòåìè (5.39) çà äîïîìîãîþ àíçàöó (5.41)

ïî ñòåïåíÿõ ε ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

(5.42) ïðè êîåôiöi¹íòi ε3eı(ω0t+ϕ0i). Âèðàçè, ùî îòðèìóþòüñÿ ïðè ε1, ε2 òà

ε3e3ı(ω0t+ϕ0i)A3 çàáåçïå÷óþòü äîäàòêîâi óìîâè, âèêîíàííÿ ÿêèõ ãàðàíòó¹ îäíî-

÷àñíó ðîçâ'ÿçíiñòü âåëèêî¨ îñöèëÿòîðíî¨ ñèñòåìè (5.7.1) òà íåëiíiéíîãî ðiâíÿ-

ííÿ Øðüîäiíãåðà (5.42). �

Â.12 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.2.1

Îá÷èñëèìî ßêîáií (2N+1)�âèìiðíî¨ ñèñòåìè (7.41), âðàõîâóþ÷è, ùî ôóí-

êöi¨ f(x), g(x), h(x) çàäîâiëüíÿþòü óìîâè (7.30)�(7.32). Ìà¹ìî:
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J2N+1 =

−bg′(ϕ1)− a1
N f
′(ϕ1) · · · −aN

N f ′(ϕN ) −1 − 1
N f(ϕ1) · · · − 1

N f(ϕN )
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·
.

.

.

−a1
N f
′(ϕ1) · · · −bg′(ϕN )− aN

N f ′(ϕN ) −1 − 1
N f(ϕ1) · · · − 1

N f(ϕN )

αa1
N f ′(ϕ1) · · · αan

n f ′(ϕN ) 0 α
N f(ϕ1) · · · α

N f(ϕN )

βγh′(ϕ1) · · · 0 0 −β · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · βγh′(ϕ2) 0 0 · · · −β


.

Ïåðåïèøåìî öþ ìàòðèöþ ó áëî÷íié ôîðìi ó âèãëÿäi:

J2N+1 =

 AN +BN −Ek,1 CN

DN 0 FN

GN 0k,1 −βIN

 ,

äå

AN =


−a1
N
f ′(ϕ1) · · · −aN

N
f ′(ϕN)

... · · · ...

−a1
N
f ′(ϕ1) · · · −αaN

N
f ′(ϕN)

 ,

BN = diag {−bg′(ϕ1), . . . ,−bg′(ϕN)},

CN =


− 1
N
f(ϕ1) · · · − 1

N
f(ϕN)

... · · · ...

− 1
N
f(ϕ1) · · · − 1

N
f(ϕN)

 ,

DN =
(αa1

N
f ′(ϕ1), · · · , αaN

N
f ′(ϕN)

)
,

FN =
(
− α
N
f(ϕ1), · · · ,− α

N
f(ϕN)

)
,
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GN = diag {βγh′(ϕ1), . . . , βγh′(ϕN)},

äå IN = diag {1, . . . , 1} � N × N�âèìiðíà îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, EN,m � N ×
m�âèìiðíà ìàòðèöÿ, êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ ¹ 1, 0N,m � N ×m�âèìiðíà ìàòðèöÿ,
êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ ¹ 0.

Âiäìiòèìî, ùî ñòiéêiñòü ïîëîæåíü ðiâíîâàãè íå çàëåæèòü âiä çàãàëüíî¨

÷àñòîòè ω. Ïîçíà÷èìî

p
df
= f ′(0),

df
q0 = g′(0), qπ

df
= g′(π).

Òîäi äëÿ îñîáëèâèõ òî÷îê Pk ìà¹ìî:

AN(Φk) =

 −
a1
N
p · · · −ak

N
p 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−a1
N
p · · · −αak

N
p 0 · · · 0

 ,

BN(Φk) = diag{−b, . . . ,−b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
N−k

},

C(Φk) = 0N,N ,

DN(Φk) =
(αa1

N
p, · · · , αak

N
p, 0, . . . , 0

)
,

F (Φk) = 01,N , GN(Φk) = 0N,N .

Ìàòðèöÿ ßêîáiàíó òîäi ïðèéìà¹ âèãëÿä:

J2N+1 =

(
JN+1(Φk) 0

0 −βIN

)
,
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äå

JN+1(Φk) =



−bq0 − a1
N
p · · · −ak

N
p 0 · · · 0 −1

...
. . .

...
... · · · ...

...

−a1
N
p · · · −bq0 − ak

N
p 0 · · · 0 −1

−a1
N
p · · · −ak

N
p −bqπ · · · 0 −1

... · · · ... · · · . . . · · · ...

−a1
N
p · · · −ak

N
p 0 · · · −bqπ −1

−αa1
N
p · · · −αak

N
p 0 0 0 0


.

Áëîêîâà ñòðóêòóðà ßêîáiàíó äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè ÷àñòèíó âëàñíèõ çíà-

÷åíü. Òàê ìàòðèöÿ J2N+1(Φk) ìà¹ N îäíàêîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü

λN+2(Φk) = ... = λ2N+1(Φk) = −β.

Iíøi âëàñíi çíà÷åííÿ ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ÿê âëàñíi çíà÷åííÿ (n+ 1)× (n+

1)�âèìiðíîãî áëîêó, ÿêèé ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè êîîðäèíàò òî÷êè Pk ìà¹ âèãëÿä:

JN+1(Φk, ω,Ψk) =



−bq0 − (c+γ)
N p · · · − (c+γ)

N p 0 · · · 0 −1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·
.

.

.

.

.

.

− (c+γ)
N p · · · −bq0 − (c+γ)

N p 0 · · · 0 −1

− (c+γ)
N p · · · − (c+γ)

N p −bqπ · · · 0 −1
.

.

. · · ·
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

− (c+γ)
N p · · · − (c+γ)

N p 0 · · · −bqπ −1
α(c+γ)
N p · · · α(c+γ)

N p 0 · · · 0 0



=

 −bq0Ik − (c+γ)
N

pEk,k 0k,N−k −Ek,1
− (c+γ)

N
pEN−k,k −bqπIN−k −EN−k,1

α(c+γ)
N

pE1,k 01,N−k 0

 .

Ïiñëÿ çíà÷íî¨ êiëüêîñòi ïåðåòâîðåíü òà ïåðåïîçíà÷åíü îñòàííÿ ìàòðèöÿ ìî-

æå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó òðèêóòíîìó âèãëÿäi (ìè íå íàâîäèìî öþ ìàòðèöþ,

îñêiëüêè âîíà ¹ çàíàäòî ãðîìiçäêîþ), ïiñëÿ ÷îãî ìîæíà çíàéòè õàðàêòåðè-
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ñòè÷íèé ïîëiíîì òà âëàñíi çíà÷åííÿ öi¹¨ ìàòðèöi. Âëàñíi çíà÷åííÿ ßêîáiàíó

cóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ äëÿ äâîõ âèïàäêiâ i ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

λ1(Φk) = · · · = λk−1(Φk) = −bg′(0),

λk+2(Φk) = · · · = λN+1(Φk) = −bg′(π),

λk,k+1(Φk) = − 1

2N

(
σk +Nbg′(0)±

√
(σk +Nbg′(0))2 − 4Nασk

)
,

k = 1, . . . N, (8.19)

äå σk = f ′(0)
∑k

j=1 aj òà

λ1(Φ0) = 0, λ2(Φ0) = · · · = λN+1(Φ0) = −bg′(π). (8.20)

Îñêiëüêè aj = c+ γ äëÿ j = 1, . . . , k, òî ìè ìà¹ìî:

λk,k+1(Φk, ω,Ψk) = − 1

2N

(
k(c+ γ)f ′(0) +Nbg′(0)±

±
√

(k(c+ γ)f ′(0) +Nbg′(0))2 − 4Nkα(c+ γ)f ′(0)

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü, íèæ÷å ìè ñôîðìó-

ëþ¹ìî ÷îòèðè òèïè óìîâ (i)�(iv) äëÿ ÷îòèðüîõ ðiçíèõ òèïiâ ïîëîæåíü ðiâíî-

âàãè ñèñòåìè (7.41).

(i) Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ PN ñèñòåìè (7.41) ¹ ñòié-

êèì, ÿêùî N ≥ 2 òà âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü b > 0.

Ñòiéêiñòü îñîáëèâî¨ òî÷êè PN âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè (8.19) ïðè k = N . Ó

öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî: λ1(ΦN) = · · · = λN−1(ΦN) = −bg′(0) < 0. Ç óìîâ (7.30),

(7.31), äîäàòíîñòi iíøèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè òà íåðiâíîñòi b > 0 âèïëèâàþòü

íåðiâíîñòi

(c+ γ)f ′(0) + bg′(0) > 0 òà α(c+ γ)f ′(0) > 0.
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Îñòàííi äâi íåðiâíîñòi ãàðàíòóþòü, ùî λN(ΦN) òà λN+1(ΦN) ¹ âiä'¹ìíèìè. Îò-

æå, ñèíõðîííå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ¹ çàâæäè ñòiéêèì ïðè âiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðó b.

Ó âèïàäêó N = 1 òî÷êà PN = P1 (íà âiäìiíó âiä N ≥ 2) áóäå ñòié-

êîþ i ïðè äîäàòíiõ i ïðè âiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðó b, ÿêùî ïðè öüîìó

b > −(c + γ)f ′(0) (ÿê öå ïîêàçàíî íèæ÷å). Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó ïðèðîäíüî,

ùî ¹äèíèé ïåðèôåðè÷íèé îñöèëÿòîð çàâæäè ñèíõðîíiçó¹òüñÿ ç öåíòðàëüíèì

îñöèëÿòîðîì ïðè âiäñóòíîñòi êîíêóðåíòiâ.

(ii) Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè P0 ñèñòåìè (7.41) ¹ ñòiéêèì âçäîâæ 2N íà-

ïðÿìêiâ òà íåéòðàëüíîþ âçäîâæ îäíîãî íàïðÿìêó, ÿêùî b < 0.

Îñîáëèâà òî÷êà P0 âiäïîâiäà¹ àíòèôàçîâîìó ðåæèìó âñiõ ïåðèôåðè÷íèõ

îñöèëÿòîðiâ ïî âiäíîøåííþ äî öåíòðàëüíîãî. Âiäïîâiäíî äî ôîðìóëè (8.20)

òà îñòàííüî¨ ç óìîâ (7.31) öÿ òî÷êà ¹ ïðèòÿãóþ÷îþ âçäîâæ N ñèìåòðè÷íèõ

ôàçîâèõ òà N ñèìåòðè÷íèõ àìïëiòóäíèõ íàïðÿìêiâ. Îñòàííié íàïðÿìîê çãi-

äíî (8.20) ¹ íåéòðàëüíèì òà ïîòðåáó¹ äîäàòêîâèõ äîñëiäæåíü. Íåéòðàëüíiñòü

äàíîãî íàïðÿìêó ¹ ïðèðîäíüîþ, îñêiëüêè îïèñó¹ âëèâ ÷àñòîò ÏÎ íà ÷àñòîòó

ÖÎ â óìîâàõ âiäñóòíîñòi ÏÎ�ïåðåìîæöÿ. Äàíà ñèòóàöiÿ òàêîæ ¹ áiôóðêàöié-

íîþ, òà áóäå îïèñàíà íèæ÷å.

(iii) Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè P1 ñèñòåìè (7.41) ¹ ñòiéêèì ïðè âèêîíàííi

óìîâ (8.19).

Çàïèñóþ÷è âèðàçè (8.19) äëÿ îñîáëèâî¨ òî÷êè P1, ìè ìà¹ìî:

λ1,2(Φ1) = − 1

2N

(
σ1 +Nbg′(0)±

√
(σ1 +Nbg′(0))2 − 4Nασ1

)
,

λ3(Φ1) = · · · = λN+1(Φ1) = −bg′(π).

Äàíà îñîáëèâà òî÷êè ¹ ñòiéêîþ êîëè bg′(π) > 0 òà Re (λ1,2(Φ1)) < 0. Îñòàíí¹

âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

σ1 +Nbg′(0) = (c+γ)f ′(0)+Nbg′(0) > 0 òà Nασ1 = Nα(c+γ)f ′(0) > 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (7.30), (7.31), ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî äëÿ ñòiéêîñòi äàíî¨
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òî÷êè äîñòàòíüî âèêîíàííÿ (8.19).

(iv) Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè P2, . . . , PN−1 ñèñòåìè (7.41) ¹ ñiäëàìè äëÿ

áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ.

Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïðèíàéìíi äâà

âëàñíèõ çíà÷åííÿ êîæíî¨ ç îñîáëèâèõ òî÷îê Pk, k = 2, . . . , N−1, ìàþòü ïðîòè-

ëåæíi çíàêè. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è (8.19) äëÿ äàíèõ òî÷îê, ïåðåêîíó¹ìîñü,

ùî

λ1(Φk) = −bg′(0) =
g′(0)

g′(π)
λN+1(Φk), k = 2, . . . N − 1.

Îñêiëüêè çãiäíî (7.31) g′(0) > 0 òà g′(π) < 0, òî ïðèíàéìíi λ1(Φk) òà λN+1(Φk)

ìàþòü ðiçíi çíàêè i òî÷êà Φk ¹ ñiäëîì. Ç (8.19) òàêîæ áà÷èìî, òàêå ñiäëî

ìàéæå çàâæäè ¹ ðåãóëÿðíèì, êðiì âèïàäêiâ êîëè λk(Φk) = 0 ÷è λk+1(Φk) = 0

(òîáòî âèðîäæåíèì âîíî ìîæå áóòè ëèøå ó äâîõ íàïðÿìêàõ).

Òàêèì ÷èíîì, Ëåìà 7.2.1 ðàçîì ç òâåðäæåííÿìè (i)�(iv) äîâîäÿòü Òåîðå-

ìó 7.2.1. �

Â.13 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.2.2

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íàì ïîòðiáíî âñòàíîâèòè îöiíêè êîîðäèíàò Ql

òà îòðèìàòè óìîâè ¨õ ñòiéêîñòi ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó ñèñòåìè

(7.37)�(7.39) ìàþòü ñïåöiàëüíèé âèãëÿä (7.30)�(7.32). Çãiäíî óìîâ òåîðåìè ïà-

ðàìåòð µ ôóíêöi¨ h(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi µ < π/2. Îòæå, h(x) íå ¹ íóëüîâîþ

ó âiäíîñíî ìàëîìó ïðîìiæêó (−µ, µ). Êîîðäèíàòè òî÷êè Ql âèçíà÷àþòüñÿ ç

ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

ωi − ω0 − b sin(ϕi)−
1

N

n∑
i=1

ajf(ϕj) = 0, i = 1, . . . , N, (8.21)

n∑
i=1

ajf(ϕj) = 0, (8.22)

−ai + c+ γh(ϕi) = 0, i = 1, . . . , N. (8.23)

ç äîäàòêîâèìè óìîâàìè ϕl ∈ D1 = (−π/2, π/2) òà ϕi ∈ D2 = (π/2, 3π/2) äëÿ

i 6= l. Ç ðiâíÿííÿ (8.23) ìè ìà¹ìî ai = c, i 6= l. Ðiâíÿííÿ (8.22) ìîæå áóòè
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ïåðåïèñàíî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

(c+ γh(ϕl))f(ϕl) + c
∑
i 6=l

f(ϕi) = 0.

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî

max
D2

‖f(ϕi)‖ = f (π/2) = sin
(
2−νπ

)
, i 6= l,

ìè ìîæåìî îöiíèòè àáñîëþòíå çíà÷åííÿ f(ϕl) íàñòóïíèì ÷èíîì:

|f(ϕl)| ≤ (N − 1)c
sin (2−νπ)

(c+ γh(ϕl))
≤ (N − 1) sin

(
2−νπ

)
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

|ϕl| ≤ f−1
(
(N − 1) sin

(
2−νπ

)) df
= ϕ∗, ϕ∗ ∈ (xmin, xmax) . (8.24)

Ó âèðàçi (8.24) ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå ó âèïàäêó, ÿêùî ϕi = ±π/2, i 6= l,

òîáòî, êîëè ωi = ωl ± b, i 6= l. ßêùî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ N òà ν ¹ äîñòàòíüî

âåëèêèìè, òî ϕl ¹ äóæå ìàëèì. Íàïðèêëàä, ÿêùî ñèñòåìà ìà¹ ïàðàìåòðè

N = 100, ν = 20, òî |ϕl| < 10−5. Ó ðåãóëÿðíèõ âèïàäêóõ, òîáòî êîëè çìiííi ϕi
ðîçïîäiëåíi áiëüø�ìåíø ðiâíîìiðíî íàâêîëî π/2, çìiííà ϕl ¹ íàáàãàòî (êiëüêà

ïîðÿäêiâ) áëèæ÷å äî íóëÿ íiæ ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó, ÿêèé ìè îöiíþâàëè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (8.24), îòðèìó¹ìî ãðóáó îöiíêó äëÿ ω0, ÿê

|ω0 − ωl| ≤ |b| sin |ϕ∗| ≤ |b| |ϕ∗| .

Àìïëiòóäà îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ îöiíþ¹òüñÿ ÿê

c+ γh (ϕ∗) = c+ γ

(
µ2 − (ϕ∗)2

µ2

)σ

≤ al ≤ c+ γ.

Íàðåøòi, âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç ωi−ωl−b sinϕi ≈ 0 òà áåðó÷è äî óâàãè, ùî ϕi
¹ áëèçüêèì äî π, ìè ìîæåìî àïðîêñèìóâàòè êîîðäèíàòè ôàçîâèõ ïîëîæåíü
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ðiâíîâàãè:

ϕi ≈ π − arcsin

(
ωi − ωl

b

)
, äå

∣∣∣∣ωi − ωlb

∣∣∣∣ ≤ 1 äëÿ âñiõ i 6= l.

Òàêèì ÷èíîì, ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Ql ìîæå áóòè ïðèáëèçíî ïðåäñòàâëåíå ó

âèãëÿäi (7.46) ç âiäïîâiäíèìè îöiíêàìè òî÷íîñòi, íàâåäåíèìè âèùå â äîâåäåí-

íi.

Äàëi âèâåäåìî óìîâè ñòiéêîñòi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Ql ó âèïàäêó, êîëè

ïàðàìåòð ν ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì. Ó öüîìó âèïàäêó ϕl ≈ 0 i, îòæå, f(ϕl) ≈ 0,

f ′(ϕl) ≈ ν. Çíà÷åííÿ f(ϕi) òà f ′(ϕi), i 6= l, ¹ äóæå áëèçüêi äî íóëÿ ó äå-

ÿêîìó äiàïàçîíi ϕi íàâêîëî π. Íàïðèêëàä, îáèäâà maxD2 |f(ϕi)| = f(π/2) òà

maxD2 |f ′(ϕi)| = −f ′(π/2) ¹ ìåíøèì çà 10−5. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââà-

æà¹ìî l = 1. Òîäi ßêîáiàí ñèñòåìè â òî÷öi Ql ìîæå áóòè àïðîêñèìîâàíèé,

ÿê

J2N+1(Q1) ≈ diag {JN+1(Q1), −βIN} , (8.25)

äå Jn+1(Q1) ìà¹ âèãëÿä

JN+1(Q1) =



−b− c+γ
N
ν 0 · · · 0 −1

− c+γ
N
ν −b cos ϕ̄2 · · · 0 −1

...
...

. . .
...

...

− c+γ
N
ν 0 · · · −b cos ϕ̄N −1

α(c+γ)
N

ν 0 · · · 0 0


.

ßêîáiàí ìà¹ ñõîæó ñòðóêòóðó äëÿ áóäü�ÿêîãî l ç ëèøå îäíi¹þ ðiçíèöåþ, ùî

éîãî l-òèé ðÿäîê çàïîâíåíèé, ÿê ïåðøèé ó (8.25). Òåïåð ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè

âëàñíi çíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ:

λl,n+1 = − 1

2n

(
(c+ γ)ν +Nb±

√
((c+ γ)ν +Nb)2 − 4Nα(c+ γ)

)
,



408

λi = −b cos(ϕ̄i), i = 1, . . . , N, i 6= l,

λi = −β, i = N + 2, . . . , 2N + 1.

Îòæå, îòðèìó¹ìî óìîâè ñòiéêîñòi Ql:

(c+ γ)ν +Nb > 0, Nα(c+ γ)ν > 0, b cos(ϕi) > 0, i 6= l.

Îñêiëüêè ìè ïðèïóñêàëè, ùî b < 0, òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ¹ äiéñíîþ, êîëè ϕi
çíàõîäèòüñÿ â ñåðåäèíi iíòåðâàëó D2. Öåíòðàëüíà íåðiâíiñòü òàêîæ çàâæäè

âèêîíó¹òüñÿ ó, îñêiëüêè âñi êîìïîíåíòè äîäàòíi. Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà Ql ¹

ñòiéêîþ ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè.

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî ôàçîâà êîîðäèíàòà ϕl (ðiçíèöÿ ìiæ ôàçàìè

ÏÎ�ïåðåìîæöÿ òà ÖÎ) ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Ql ¹ äóæå áëèçüêîþ äî íóëÿ,

êîëè ôàçîâi ðiçíèöi ÏÎ�ïåðåìîæåíèõ ϕi, i 6= l, çíàõîäÿòüñÿ â îêîëi π. Ó

òîé æå ÷àñ, àìïëiòóäà ÏÎ�ïåðåìîæöÿ ¹ ïðèáëèçíî ðiâíîþ c + γ, à àìïëi-

òóäè ÏÎ�ïåðåìîæåíèõ ¹ áëèçüêèìè äî c. Ìè òàêîæ ïîêàçàëè, ùî ïîòî÷íà

÷àñòîòà ω0(t) öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà ïðÿìó¹ äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè ωl îñöèëÿ-

òîðà�ïåðåìîæöÿ. Îñòàííi ìiðêóâàííÿ çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ òåîðåìè.�

Â.14 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.2.5

Ðîçãëÿíåìî äâî�âèìiðíó ãiïåðïëîùèíó ç âiëüíèìè çìiííèìè ϕj, ϕm òà

êîëè âñi iíøi çìiííi ¹ ïîñòiéíèìè êîîðäèíàòàìè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Ql

(ðèñ. 8.42(a)). Ó öié ãiïåðïëîùèíi òî÷êà Ql ìà¹ êîîðäèíàòè (ϕj, ϕm), à ñi-

äëî Sl,j ìà¹ êîîðäèíàòè (π − ϕj, ϕm). SNIC áiôóðêàöiÿ îñîáëèâèõ òî÷îê Ql

òà Sl,j ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ñiäëî�âóçëîâî¨ òî÷êè SNl,j (ðèñ. 8.42(b)) i

ïiñëÿ öüîãî äî âèíèêíåííÿ ñiäëîâîãî öèêëó LCl (ðèñ. 8.42(c)). Âiäïîâiäíî äî

m�òîãî ðiâíÿííÿ (7.52) ñèñòåìà ìà¹ òàêîæ äâà äîäàòêîâèõ ïîëîæåííÿ ðiâíî-

âàãè Sl,m, ùî íàëåæèòü äî îäíî�âèìiðíîãî ìíîãîâèäó W u(Sl,m), òà Sl,j,m, ùî

íàëåæèòü äâî�âèìiðíîìó íåñòiéêîìó ìíîãîâèäó W uu(Sl,j,m) (Sl,j,m ¹ íåñòié-

êèì âóçëîì äâî�âèìiðíî¨ ïëîùèíè (ϕj, ϕm) ∈ T2
l ). Òî÷êè Sl,m òà Sl,j,m ìàþòü

ñïiëüíèé îäíî�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä, ÿêèé ¹ ñòiéêèì äëÿ ïåðøî¨
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òî÷êè òà íåñòiéêèì äëÿ äðóãî¨. Iíøèìè ñëîâàìè, òî÷êè ëåæàòü íà öèêëi, ùî

ñôîðìîâàíèé äâîìà ãiëêàìè ìíîãîâèäó. SNIC áiôóðêàöiÿ òî÷îê Sl,m òà Sl,j,m
ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ñiäëî�âóçëîâî¨ òî÷êè SNl,i,m (ðèñ. 8.42(b)), à ïî-

òiì äî âèíèêíåííÿ ñiäëîâîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó SCl (ðèñ. 8.42(c)), ÷èé îäèí

íåñòiéêèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ðîçòàøîâàíèé âçäîâæ çìiííî¨ ϕm. Äâi SNIC

áiôóðêàöi¨, à òàêîæ âèíèêíåííÿ LCl òà SCl âiäáóâàþòüñÿ ìàéæå îäíî÷àñíî

(ðèñ. 8.42(a)�(c)). Ó öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî ñòiéêèé òà íåñòiéêèé ãðàíè÷íi

öèêëè íà òîði T2
l . Ó âèïàäêó íåîäíî÷àñíèõ SNIC áiôóðêàöiÿ áóäóòü óòâî-

ðþâàòèñü äâà âàðiàíòè ïîòîêiâ ×åðði [97, 252] íà òîði T2
l : 1) ñòiéêèé öèêë

LCl òà äâà ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Sl,m, Sl,j,m ÷è 2) ñiäëîâèé (íåñòiéêèé íà T2
l )

ãðàíè÷íèé öèêë SCl òà äâà ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Ql, Sl,m. Âiäìiòèìî, ùî ìíî-

ãîâèä M2
l ñèñòåìè (7.37)�(7.39) (ùî ¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèé òîðó T2

l ) ¹

äâî�âèìiðíèì iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì ñiäëîâîãî öèêëó SCl, ÿêèé ¹ ñòiéêèì

2N−1 òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ ãëîáàëüíîãî (2N+1)�âèìiðíîãî ôàçîâîãî

ïðîñòîðó Tn × R× Rn (êîëè SCl iñíó¹).

Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ LCl òà SCl íà iíâàðiàíòíîìó òîði T2
l (SNIT)

¹ ïîäiáíîþ äî SNIC áiôóðêàöi¨, ùî áóëà ðîçãëÿíóòà âèùå. Ëîêàëüíî, öå ¹

ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ (ñêëàäêè) ñòiéêîãî öèêëó LCl òà ñiäëîâîãî öèêëó

SCl (ÿêà âiäáóâà¹òüñÿ âçäîâæ çìiííî¨ ϕm) ùî ïðèçâîäèòü äî òðàíçèòèâíî-

ñòi òðà¹êòîðié ÷åðåç òîð. Ó ðåçóëüòàòi SNIT áiôóðêàöi¨ îòðèìó¹ìî ïåðøèé

ñiäëî�âóçëîâèé öèêë SNCl (ðèñ. 8.42(d)) òà ïiñëÿ öüîãî ñòiéêèé (ó òðàíñ-

âåðñàëüíîìó íàïðÿìêó) ãðàíè÷íèé òîð, ÿêèé ïîçíà÷èìî LT 2
l (ðèñ. 8.42(e)).

Îïèñàíà SNIT áiôóðêàöiÿ ¹ ãëîáàëüíîþ áiôóðêàöi¹þ íà òîði T2
l (ÿê SNIC ¹

ãëîáàëüíîþ áiôóðêàöi¹þ íà öèêëi) òà âîíà ïðèçâîäèòü äî òðàíçèòèâíîñòi òðà-

¹êòîðié íà âñüîìó äâî�âèìiðíîìó òîði. Öÿ áiôóðêàöiÿ âèíèêà¹, êîëè ôàçîâi

ðiçíèöi |ωl − ωm| äîñÿãàþòü çíà÷åííÿ |b|, àëå |ωl − ωj| ≥ |b| òà |ωl − ωi| < |b|
äëÿ i 6= l, i 6= j, i 6= m. Ðàíiøå áóëî çàóâàæåíî, ùî ÿêùî äiàïàçîí âëàñíèõ

÷àñòîò ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ çáiëüøó¹òüñÿ, òî ïàðøi SNIC áiôóðêàöi¨

âèíèêàþòü îäíî÷àñíî êîëè 1�é òà N�é ÏÎ ñòàþòü ïåðåìîæöÿìè. Îñòàíí¹

ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ LC1 òà LCN . Àíàëîãi÷íî ìîæíà

ïåðåêîíàòèñü, ùî ïîäàëüøå çáiëüøåííÿ äiàïàçîíó âëàñíèõ ÷àñòîò ïðèçâîäèòü

âèíèêíåííÿ SNIT áiôóðêàöi¨ îäíî÷àñíî çi SNIC áiôóðêàöi¹þ. Ó ðåçóëüòàòi
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òàêèõ îäíî÷àñíèõ áiôóðêàöié âèíèêà¹ ïàðà LT 2
1 òà LCN−1. Ïîÿâà iíøèõ ãðà-

íè÷íèõ òîðiâ àñîöiþ¹òüñÿ ç áiëüø ñêëàäíèìè áiôóðêàöiÿìè ïîäiáíîãî òèïó.

Ó òîé ñàìèé ñïîñiá ìîæëèâî ïîêàçàòè âèíèêíåííÿ ñiäëîâîãî òîðó ST 2
l ó

ðåçóëüòàòi SNIT áiôóðêàöi¨ äâîõ ñiäëîâèõ öèêëiâ ç îäíî òà äâî�âèìiðíèìè

íåñòiéêèìè ìíîãîâèäàìè. Äâi îäíî÷àñíi áiôóðêàöi¨ âèíèêíåííÿ ñòiéêîãî òà

ñiäëîâîãî iíâàðiàíòíèõ òîðiâ LT 2
l òà ST 2

l ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.43(c)�(e). Òî-

ðè LT 2
l òà ST 2

l íàëåæàòü äî òðè�âèìiðíîãî òîðó T3, ÿêèé, ó ñâîþ ÷åðãó, ¹

iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì ñiäëîâîãî òîðó ST 2
l . ßê i ó âèïàäêó ìåíøèõ ðîç-

ìiðíîñòåé, áiôóðêàöiÿ ñêëàäêè äâîõ òîðiâ LT 2
l òà ST 2

l ïðèçâîäèòü äî âèíè-

êíåííÿ ñiäëî�âóçëîâîãî òîðó SNT 2
l (ðèñ. 8.43(f)) i òîäi äî éîãî çíèêíåííÿ à

ìîæëèâîñòi ïðîõiäíîñòi òðà¹êòîðié ÷åðåç âåñü òðè�âèìiðíèé ìíîãîâèä. Îòæå,

ãëîáàëüíî âiäáóëàñü íîâà SNIT áiôóðêàöiÿ íàñòóïíîãî ðiâíÿ, ÿêà ïðèçâîäèòü

äî âèíèêíåííÿ íîâîãî ñòiéêîãî òîðó LT 3
l ó ãëîáàëüíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði,

ùî ¹ òðàíçèòèâíèì äëÿ òðà¹êòîðié ñèñòåìè. Öåé òîð âèíèêà¹, êîëè äâi ôà-

çîâi ðiçíèöi |ωl − ωi| ¹ áiëüøèìè çà |b|, îäíà òàêà ðiçíèöÿ ¹ ðiâíîþ |b|, à iíøi
N − 3 ðiçíèöü ¹ ìåíøèìè çà |b|. Öåé òîð iñíó¹, êîëè íåðiâíiñòü |ωl − ωi| > |b|
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ òðüîõ çíà÷åíü iíäåêñiâ i, ó òîé ÷àñ, ÿê äëÿ iíøèõ iíäåêñiâ

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |ωl − ωi| < |b|.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäiáíi àðãóìåíòè, ìîæíà îïèñàòè SNIT áiôóðêàöiþ äëÿ

LTm−1
l òà STm−1

l , ùî ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ñòiéêîãî òîðó LTml äëÿ äî-

âiëüíèõ m = 1, . . . , N − 1. Òóò ïîçíà÷åíî LT 1
l = LCl, ST 1

l = SCl, LT 0
l = Q,

ST 0
l = Sl. Ñòiéêiñòü êîæíîãî ç iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ MN−1

l (òîïîëîãi÷íî

åêâiâàëåíòíîãî TN−1
l ) ó òðàíñâåðñàëüíèõ íàïðÿìêàõ íå çàëåæèòü âiä âëàñíèõ

÷àñòîò ñèñòåìè, à âèçíà÷à¹òüñÿ iíøèìè ïàðàìåòðàìè. Âñi áiôóðêàöiéíi ïåðå-

òâîðåííÿ âñåðåäèíi êîæíîãî ç òàêèõ ìíîãîâèäiâ ïðè çìiíi ðiçíèöü Ωi = ωi−ωl
âiäáóâàþòüñÿ çãiäíî Òåîðåìi 7.2.3. Ïðîâîäÿ÷è ïðîöåäóðó âiä áiôóðêàöié ìåí-

øèõ äî áiëüøèõ ðîçìiðíîñòåé i ïåðåâiðÿ÷è âñi óìîâè àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, áà-

÷èìî ùî òîð LTml iñíó¹, êîëè |(ωl − ωi)/b| > 1 äëÿ m ðiçíèõ iíäåêñiâ i 6= l òà

|(ωl − ωi)/b| < 1 äëÿ çàëèøêó N −m − 1 iíäåêñiâ i. Ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè

ïiäñóìîâó¹ öi ìiðêóâàííÿ. �



Äîäàòîê Ã

Òåîðiÿ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà

Ó ðîáîòàõ Ñ. Âàòàíàáå òà Ñ. Ñòðîãàòöà [330, 331] áóëî ïîêàçàíî ÿêèì ÷è-

íîì äèíàìiêà íàäïðîâiäíèêîâèõ ìàñèâiâ Äæîçåôñîíà ìîæå áóòè îïèñàíî çà

äîïîìîãîþ ñèñòåìè Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i iäåíòè÷íèõ åëåìåíòiâ òà ñôîðìóëüî-

âàíî òåîðiþ (ÂÑ), ÿêà äîçâîëÿ¹ ñóòò¹âî ðåäóêóâàòè öþ ñèñòåìó äëÿ ïîäàëü-

øîãî âèâ÷åííÿ. Äàíà òåîðiÿ äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè íåòðèâiàëüíó êîëåêòèâíó äè-

íàìiêó ÿê äëÿ ñêií÷åííî�âèìiðíî¨ ñèñòåìè, òàê i äëÿ íåñêií÷åííîãî ¨¨ àíàëîãà

(óòâîðåíîãî ïðè òåðìîäèíàìi÷íîìó ïåðåõîäi), çâîäÿ÷è äàíó ñèñòåìó äî íîâî¨

òðè�âèìiðíî¨ ñèñòåìè òà N − 3 êîíñòàíò ðóõó, çàëåæíèõ âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ

îðèãiíàëüíî¨. Äàíà òåîðiÿ áóëà óçàãàëüíåíà À. Ïiêîâñüêèì òà Ì. Ðîçåíáëþ-

ìîì [276] äëÿ ðîçøèðåíî¨ ìîäåëi ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì. Íèæ÷å ìè

êîðîòêî âèêëàäåìî îñíîâíi ìîìåíòè äàíî¨ òåîði¨.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ. Äàíà

ñèñòåìà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëüíî¨ ñèñòåìè (2.2) ïðè α(R, β) òà

ωi = ω. Çàìiíîþ çìiííèõ θi → θi−ωt ìîæíà ïðèáðàòè ïàðàìåòð ω i çàïèñàòè

äàíó ñèñòåìó ó âèãëÿäi:

dθi
dt

= −K
N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α). (8.26)

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò òåîði¨ Âàòàíàáå òà Ñòðîãàòöà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî

N�âèìiðíà ñèñòåìà (2.10) ìîæå áóòè çâåäåíîþ äî òðè�âèìiðíî¨ ñèñòåìè
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dρ̃

dt
= K sinα

(1− ρ̃2)3/2

N

N∑
i=1

sin(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
+K cosα

1− ρ̃2

N

N∑
i=1

ρ̃− cos(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
,

ρ̃
dΨ̃

dt
= K sinα

(1− ρ̃2)1/2

N

N∑
i=1

ρ̃− cos(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
−K cosα

1− ρ̃2

N

N∑
i=1

sin(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
,

ρ̃
dΦ̃

dt
= K sinα

1

N

N∑
i=1

ρ̃− cos(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
−K cosα

(1− ρ̃2)1/2

N

N∑
i=1

sin(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
, (8.27)

äå Ψ̃, Φ̃ ¹ �ãëîáàëüíèìè ôàçàìè�, à ρ̃ ∈ [0, 1] ¹ �àìïëiòóäîþ�. Äàíà ðåäóêöiÿ

âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ íàñòóïíî¨ çàìiíè çìiííèõ:

θi(t) = Φ̃(t) + 2 arctan

[√
1 + ρ̃(t)

1− ρ̃(t)
tan

(
1

2
ψi − Ψ̃(t)

)]
, i = 1, . . . , N, (8.28)

äå ψi ¹ êîíñòàíòàìè. Òåîðiÿ ñòâåðäæó¹, ùî ìíîæèíà êîíñòàíò ψi ðàçîì ç

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (8.27) îïèñóþòü ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (8.26) çà äîïîìîãîþ

ïåðåòâîðåííÿ (8.28). Ó ðîáîòàõ [330, 331] ïîêàçàíî, ÿêèì ÷èíîì ñïiââiäíîñÿ-

òüñÿ ïî÷àòêîâi óìîâè ρ̃(0), Ψ̃(0), Φ̃(0) òà êîíñòàíòè ψi íîâî¨ ñèñòåìè ç ïî÷à-

òêîâèìè óìîâàìè θi(0) îðèãiíàëüíî¨. Âàæëèâî âiäìiòèòè, ùî çãiäíî ÂÑ òåîði¨

íà êîíñòàíòè ψi íîâî¨ ñèñòåìè íàêëàäàþòüñÿ îáìåæåííÿ (óìîâè íåêîãåðåí-

òíîñòi):

N∑
i=1

cosψi =
N∑
i=1

sinψi = 0. (8.29)

Äëÿ ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (8.28) ¨¨ àìïëiòóäíà çìiííà ρ̃ âiäiãðà¹ ðîëü ïàðà-

ìåòðó ïîðÿäêó R äëÿ îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (8.26). Çîêðåìà ρ̃ = R = 1 ïðè

ãëîáàëüíié ñèíõðîíiçàöi¨ òà ρ̃ = R = 0 äëÿ ñòàíó ãëîáàëüíî¨ àíòèôàçè. Ó

âèïàäêó R ∈ (0, 1) öåé ïàðàìåòð âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äâi ç íîâèõ çìiííèõ:

R = R(Ψ̃, ρ̃). Ó ðîáîòàõ Âàòàíàáå òà Ñòðîãàòöà ââîäÿòüñÿ ôóíêöi¨:

H(ρ̃, Ψ̃) =
1

N

N∑
i=1

ln

(
1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)√

1− ρ̃2

)
(8.30)
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òà

S(ρ̃, Ψ̃) = −
√

1− ρ̃2

ρ̃

∂H

∂Ψ̃
=

1

N

N∑
i=1

sin(θi − Φ̃) =
1

N

N∑
i=1

√
1− ρ̃2 sin(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
,

T (ρ̃, Ψ̃) = (1− ρ̃2)
∂H

∂ρ̃
= − 1

N

N∑
i=1

cos(θi − Φ̃) =
1

N

N∑
i=1

ρ̃− cos(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ôóíêöi¨ ïàðàìåòð ïîðÿäêó R îðèãiíàëüíi ñèñòåìè ïåðå-

ïèñóþòüñÿ ó òåðìiíàõ ðåäóêîâàíî¨ ó âèãëÿäi:

R2 = S2 + T 2.

Ôóíêöiÿ H, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ρ̃ òà Ψ̃, ìà¹ ìiíiìóì

ïðè H = 0 ó ïî÷àòêó öèõ êîîðäèíàò òà ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi íà îäèíè-

÷íîìó êîëi ρ̃=1. Òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ âàæëèâå ñïiââiäíîøåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ç

ïàðàìåòðàìè îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè:

dH
dt

= KR2 cosα. (8.31)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöi¨ S(ρ̃, Ψ̃) òà T (ρ̃, Ψ̃) ñèñòåìó (8.27) ìîæíà ïåðåïèñàòè

ó âèãëÿäi:

dρ̃

dt
= (1− ρ̃2)K(T cosα + S sinα), (8.32)

ρ̃
dΨ̃

dt
=
√

1− ρ̃2K(T sinα− S cosα), (8.33)

ρ̃
dΦ̃

dt
= K(T sinα− S cosα). (8.34)

ßê ìîæíà áà÷èòè, äâà ïåðøèõ ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè îïèñóþòü äâî�âèìiðíó

ñèñòåìó çìiííèõ ρ̃ òà Ψ̃. Öÿ äâî�âèìiðíà ñèñòåìà äîïîâíþ¹òüñÿ òðåòiì

ðiâíÿííÿì, ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî íå çàëåæèòü âiä âëàñíî¨ çìiííî¨ Φ̃. Òà-
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êîæ ¹ î÷åâèäíèì ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ äâîìà îñòàííiìè çìiííèìè: dΨ̃/dt =√
1− ρ̃2dΦ̃/dt. Çi ñêàçàíîãî ìîæíà, çîêðåìà, çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ñèñòåìà

Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i ðåäóêó¹òüñÿ äî òðè�âèìiðíî¨ ñèñòåìè, ÿêà ìà¹ íåçàëåæíó

äâî�âèìiðíó ÷àñòèíó, i çàëåæíå òðåò¹ ðiâíÿííÿ. Òîìó i îðèãiíàëüíà ñèñòåìà

íå ìîæå ìàòè õàîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ (8.31) ôóíêöiÿ H(ρ̃, Ψ̃) ¹ ôóíêöi¹þ Ëÿïóíî-

âà. Çãiäíî îñòàííüîìó ðiâíÿííþ, ãëîáàëüíå ïðèòÿãàííÿ ÷è âiäøòîâõóâàííÿ ó

ñèñòåìi îïèñó¹òüñÿ çíàêîì âèðàçó K cosα. Ïðè K cosα > 0 ôóíêöiÿ H ìîíî-

òîííî çðîñòà¹, à ñèñòåìà ìà¹ ëèøå îäèí ñèíõðîííèé àòðàêòîð ç ρ̃ = 1. Ïðè

K cosα < 0 ôóíêöiÿ H ìîíîòîííî ñïàäà¹ i ρ̃ → 0, à ñèñòåìà ìà¹ ãëîáàëüíèì

àòðàêòîðîì iíêîãåðåíòíó ìíîæèíó ç ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó R = 0. Cèñòåìà

ìiæ ïðèòÿãóþ÷èìè òà âiäøòîâõóþ÷èìè ìà¹ ñâié ãðàíè÷íèé íåéòðàëüíèé âà-

ðiàíò ïðè cosα = 0, êîëè ñèñòåìà (8.32), (8.32) ìà¹ êîíñòàíòè ðóõó, à òî÷íiøå

ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi Ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè. Ïîâåðòàþ÷èñü äî îðè-

ãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (2.10) ó âêàçàíîìó êðèòè÷íîìó âèïàäêó α = ±π/2 (àáî

g(x) = ± cosx) ìîæíà çàïèñàòè ïåðøèé iíòåãðàë, ùî ìà¹ âèãëÿä:

IWS = sin

(
θ1 − θ2

2

)
sin

(
θ2 − θ3

2

)
× · · · × sin

(
θN−1 − θN

2

)
sin

(
θN − θ1

2

)
.

(8.35)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óñi ïåðåñòàíîâêè iíäåêñiâ, ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî êîíñòàíò ðóõó

òàêîãî òèïó ¹ âñüîãî N !, à ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ ñåðåä íèõ ¹ N − 2.

Î÷åâèäíî, ùî äàíi ïåðøi iíòåãðàëè îõîïëþþòü ìàéæå óâåñü ôàçîâèé ïðîñòið

çà âèíÿòêîì ìíîæèíè ìiðè íóëü, ùî âiäïîâiäà¹ êëàñòåðíèì ìíîãîâèäàì θi =

θj. Àëå ñàìå öÿ ìíîæèíà ¹ ïðîáëåìîþ ÂÑ òåîði¨ ïðè âèâ÷åííi áiôóðêàöiéíèõ

âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè, îñêiëüêè (ÿê áóäå ïîêàçàíî äàëi) ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ çíàõîäÿòüñÿ, ðóõàþòüñÿ òà áiôóðêóþòü (ïðè çìiíi

ïàðàìåòðiâ) ñàìå íà êëàñòåðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ. Äëÿ ïîäîëàííÿ

öi¹¨ ïðîáëåìè òà ïîâíîãî îïèñàííÿ áiôóðêàöiéíèõ ïåðåòâîðåíü ó ñèñòåìi ìè

áóäåìî çàñòîñîâóâàòè iíøi ìåòîäè, ùî äîïîâíÿòü îïèñàíó òóò òåîðiþ.

ßê âiäìi÷àëîñü âèùå, ó ðîáîòàõ À. Ïiêîâñüêîãî òà Ì. Ðîçåíáëþìà

[276, 263] ÂÑ òåîðiÿ áóëà ðîçïîâñþäæåíà íà áiëüø çàãàëüíó ñèñòåìó (2.2)
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ç íåëiíiéíèì çñóâîì α(R, β) ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ g(x). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî, äî

ïåâíî¨ ìiðè, çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ α âiä ïàðàìåòðó ïîðÿäêó òà âåêòîðó ïàðàìå-

òðiâ β íå ïñó¹ ìîæëèâîñòi ðåäóêöi¨ äî òðè�âèìiðíî¨ ñèñòåìè, îïèñàíî¨ âèùå.

Ïðîòå, çâè÷àéíî, çâåäåíà ñèñòåìà ñòà¹ ñêëàäíiøîþ, à ïåâíi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè âæå

íå ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ïîäiáíèìè àíàëiòè÷íèìè ôîðìóëàìè. Ïiêîâñüêèé i

Ðîçåíáëþì òîíêî âðàõîâóþòü íþàíñè ïîâ'ÿçàíi ç óñêëàäíåííÿì ñèñòåìè òà

îñîáëèâîñòÿìè íåëiíiéíîñòi ôàçîâîãî çñóâó. Çîêðåìà, àâòîðè ðîçøèðåíî¨ òåî-

ði¨ ïîêàçóþòü iñíóâàííÿ êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ñèñòåìi (8.32)�(8.34)

ïðè α = α(R, β). Òàê äâî�âèìiðíà ñèñòåìà (8.32), (8.33) ìà¹ ïîëîæåííÿìè

ðiâíîâàãè òî÷êè ç ρ̃ = 0 òà ρ̃ = 1. Îäíàê, îáèäâi âêàçàíi òî÷êè ¹ íåñòiéêèìè

i, îòæå, ïî÷àòîê êîîðäèíàò ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ãðàíè÷íèé öèêë ïåðiîäó T

òàêèé, ùî ρ̃(t) = ρ̃(t + T), Ψ̃(t) + 2π = Ψ̃(t + T). Âàðiàöiÿ çìiííî¨ Φ̃ âçäîâæ

ïåðiîäó çàäà¹òüñÿ âèðàçîì:

Φ̃(T)− Φ̃(0) =

∫ 2π

0

dΨ̃√
1− ρ̃2

.

Ç îñòàííüîãî âèðàçó âèïëèâà¹, ùî

ω

Ω
= 1− 2π∫ 2π

0
dΨ̃√
1−ρ̃2

,

äå Ω ¹ ñåðåäíüîþ ÷àñòîòîþ: Ω =
(
dΦ̃/dt

)
. Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ¹ ó çàãàëü-

íîìó âèïàäêó iððàöiîíàëüíèì. Îòæå, äëÿ òðè�âèìiðíî¨ ñèñòåìè (8.32)�(8.34)

äàíèé àòðàêòîð ¹ äâî�âèìiðíèì òîðîì, ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ îäíi¹þ íåãà-

òèâíîþ òà äâîìà íóëüîâèìè Ëÿïóíîâñüêèìè åêñïîíåíòàìè. Âèùå íàâåäåíèé

ðåçóëüòàò äîâîäèòü íåìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ õàîòè÷íî¨ äèíàìiêè ó îðèãiíàëü-

íié ìîäåëi (2.2) ó âèïàäêó, êîëè âñi ôàçè îñöèëÿòîðiâ ¹ iäåíòè÷íèìè. Ïðèðî-

äíüî, ùî íà íàÿâíiñòü êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ òîðiâ òà ¨õ ñòiéêiñòü ñóòò¹âî âïëèâà¹

êiëüêiñòü íóëiâ ôóíêöi¨ α(R, β) òà çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ó öèõ òî÷êàõ. Çîêðåìà,

ñèñòåìà (8.32), (8.33) ìîæå ìàòè ïîñëiäîâíiñòü êîíöåíòðè÷íèõ ñòiéêèõ òà íå-

ñòiéêèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò, ùî ÷åðãóþòüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi ç íóëÿìè ôóíêöi¨

α(R, β). Òàêîæ çâè÷àéíî ïðè äîñëiäæåííi áiôóðêàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé îðèãi-
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íàëüíî¨ òà ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü åêñòðåìóìè ôóíêöi¨

α(R, β). Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî òåîðiÿ Ïiêîâñüêîãî�Ðîçåíáëþìà ÿê i ÂÑ òåî-

ðiÿ ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà âèïàäîê òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi N → ∞. Ïîâíå

âèêëàäåííÿ îáîõ çãàäàíèõ âèùå òåîðié ¹ äîñèòü ãðîìiçäêèì òà ìiñòèòü äîâãi

ëàíöþæêè ïåðåòâîðåíü âèðàçiâ. Áiëüø ïîâíî ç äàíèìè ðåçóëüòàòàìè ìîæíà

îçíàéîìèòèñü ó ðîáîòàõ [330, 331, 276, 263, 264]. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî äàíà

òåîðiÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç iíøèìè òåîðiÿìè çâ'ÿçàíèõ ñèñòåì, çîêðåìà, ç òåîði¹þ

Îòòà�Àíòîíñåíà òà òåîði¹þ Õîíã�Ñòðîãàòöà.

Íà çâàæàþ÷è íà âñþ êðàñó òà åôåêòèâíiñòü ÂÑ òåîði¨ òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿ,

¨¨ çàñòîñóâàííÿ ìîæå áóòè ïðîáëåìàòè÷íèì äëÿ ïîâíîãî îïèñàííÿ áiôóðêà-

öiéíî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåìè. Ïîâ'ÿçàíî öå ç òèì, ùî ïåðåòâîðåííÿ (8.28) ìàþòü

ïåâíi ñèíãóëÿðíîñòi, à óìîâà íåêîãåðåíòíîñòi (8.29) ìîæå íå âèêîíóâàòèñü,

ó çâ'ÿçêó ç ÷èì òåîðiÿ íå ìîæå áóòè åôåêòèâíî çàñòîñîâàíà íà iíâàðiàíòíèõ

ìíîãîâèäàõ, ùî âiäïîâiäàþòü êëàñòåðíèì ðåæèìàì ñèñòåìè. Ïðîáëåìè çà-

ñòîñóâàííÿ ÂÑ òåîði¨ â óñüîìó ôàçîâîìó ïðîñòîðiâ ñèñòåìè (8.26) îáãîâî-

ðþþòüñÿ ñàìèìè àâòîðàìè ó ðîçäiëi 4.2 ðîáîòè [331], à òàêîæ çàçíà÷åíi ó

ôîðìóëþâàííi Ëåìè íà ñòîð. 217 öi¹¨ ðîáîòè. Òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî äàíà

òåîðiÿ ïðàöþ¹ ëèøå âñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, ÿêi ¹ îáìåæåíèìè öè-

ìè iíâàðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè ðîçìiðíîñòi N − 1 ó TN . ßê áóëî ïîêàçàíî,

áiëüøiñòü ëîêàëüíèõ áiôóðêàöié âiäáóâàþòüñÿ ñàìå äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâè-

äàõ P2 (îïèñàíèõ ôîðìóëîþ (2.8)), ÿêi íå ïîïàäàþòü ó ïîëå çîðó ÂÑ òåîði¨.

Ãëîáàëüíi æ áiôóðêàöi¨ (â îñíîâíîìó ãåòåðîêëiíi÷íi), ÷àñòèíîþ ÿêèõ çãàäàíi

ëîêàëüíi, âiäáóâàþòüñÿ òàêîæ íà ìíîæèíàõ, ùî îïèñóþòüñÿ ïåâíèìè êëàñòå-

ðàìè k�êëàñòåðàìè, k ≥ 3.
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Ðèñ. 8.1: (a) Ñõåìàòè÷íà iëþñòðàöiÿ áiôóðêàöié ïîëîæåíü ðiâíîâàãè äëÿ
N = 3 (ëiâîðó÷) òà N = 4 (ïðàâîðó÷) äëÿ ñèñòåì ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ. Â
ïðàâié ïàíåëi (a) çîáðàæåíà ñõåìà îäíi¹¨ ç øåñòè òåòðàåäðàëüíèõ iíâàðiàí-
òíèõ îáëàñòåé â T3. Çàïîâíåíi òî÷êè ïîçíà÷àþòü ñòiéêi âçäîâæ iíâàðiàíòíèõ
ëiíié ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (òðàíñâåðñàëüíèé íàïðÿìîê íå âðàõîâó¹òüñÿ), ïó-
ñòi òî÷êè � íåñòiéêi, íàïiâçàïîâíåíi � áiôóðêàöiéíi. Iíäåêñè (i, j) âêàçóþòü
íà òå, ùî òî÷êà ëåæèòü íà ëiíi¨ içîòðîïi¨ Si×Sj. Çåëåíi òî÷êè òà ëiíiÿ âiäïî-
âiäàþòü iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäàìM(3) òàM(4), âiäïîâiäíî. Ñõåìàòè÷íî çî-
áðàæåíî ðîçòàøóâàííÿ êiëüêîõ ïåðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié íàâêîëî ìíîãîâèäiâ
M(3) òà M(4) (òàêi òðà¹êòîði¨ íåïåðåðâíî çàïîâíþþòü âåñü ôàçîâèé ïðîñòið
êðiì iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ).
(b) Iëþñòðàöiÿ áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ ó âèáðàíèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðî-
ñòîðó, îêðåñëåíèõ øòðèõîâàíèìè êîëàìè ó (a).
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Ðèñ. 8.2: Ñõåìàòè÷íi iëþñòðàöi¨ ïîÿâè ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ÷åðåç ãåòåðîêëiíi-
÷íi áiôóðêàöi¨. Âåðõíÿ ïàíåëü: Ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âíàñëiäîê
ñèìåòðè÷íèõ ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié. Ñåðåäíÿ ïàíåëü: Âèïàäîê Êóðàìî-
òî�Ñàêàãó÷i, òóò â ìîìåíò áiôóðêàöi¨ iñíó¹ ñiì'ÿ íåéòðàëüíèõ öèêëiâ. Äî i
ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ ñòiéêèìè ¹ àáî ïîâíiñòþ ñèíõðîííèé, àáî ïîâíiñòþ àñèí-
õðîííèé ñòàíè. Íèæíÿ ïàíåëü: Ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âíàñëiäîê
òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨ i ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó.
Ïîçíà÷åííÿ: N � ñòiéêèé âóçîë, S � ñiäëî, SN � ñiäëî�âóçîë, DS � âèðîäæåíå
ñiäëî.
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Ðèñ. 8.3: Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà äëÿ N = 3 îñöèëÿòîðiâ ó (β1, β2) ïàðà-
ìåòðè÷íié ïëîùèíi (äèâ. ðèñ. 8.1(a)). Ïðàâà ïàíåëü ìàëþíêó ¹ ðîçøèðåí-
íÿì åëåìåíòó öåíòðàëüíî¨ ÷àñòèíè ëiâî¨ ïàíåëi. Ïîçíà÷åííÿ: TC � òðàíñ-
êðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ (äèâ. ðèñ. 8.1(b)(1)), SN � ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ
(äèâ. ðèñ. 8.1(b)(2)), AH � áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà, HC(SN), HC(TC)
� ñiäëî�âóçëîâà/ãåòåðîêëiíi÷íà òà òðàíñêðèòè÷íà/ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöi¨
(äèâ. ðèñ. 8.2). Òî÷êè A, B òà C âiäïîâiäàþòü áiôóðêàöiÿì êîðîçìiðíîñòi�äâà.
Îáëàñòü iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó (ïðàâà ïàíåëü) îáìåæåíà ñóïåðêðèòè-
÷íîþ AH áiôóðêàöiéíîþ ëiíi¹þ òà äâîìà ëiíiÿìè ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié
ðiçíèõ òèïiâ.
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Ðèñ. 8.4: Ñõåìàòè÷íèé ôàçîâèé ïîðòðåò äëÿ N = 4 ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ,
íà ÿêîìó çîáðàæåíi ëèøå iíâàðiàíòíi ëiíi¨ êëàñòåðiâ 1 + 3 òà 2 + 2, à òàêîæ
ïëîùèíè, ùî ¨õ ç'¹äíóþòü. Ïðîiëþñòðîâàíî ñïiâiñíóâàííÿ äâîõ òèïiâ ãåòåðî-
êëiíi÷íèõ öèêëiâ. Îäèí íåñòiéêèé ãåòåðîêëiíi÷íèèé öèêë (ñèíié) çîáðàæåíî
ó ìîìåíò áiôóðêàöi¨, iíøèé ñòiéêèé ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë (÷åðâîíèé) � ïiñëÿ
áiôóðêàöi¨.
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Ðèñ. 8.5: Ñõåìàòè÷íi äiàãðàìè ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ äëÿ
÷îòèðüîõ ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Íà êîæíîìó ìàëþíêó ïðåäñòàâ-
ëåíî ôàçîâèé ïîðòðåò ó ñåðåäèíi òà íà ãðàíèöÿõ îäíi¹¨ ç øåñòè iíâàðiàíòíî¨
îáëàñòi C ∪ ∂C ∈ T3. (a) � ïåðåä áiôóðêàöi¹þ, (b) ó áiôóðêàöiéíèé ìîìåíò,
(c) � ïiñëÿ áiôóðêàöi¨. Ñèíiì êîëüîðîì íà (b) òà (c) ïîêàçàíî âiäïîâiäíî
ìíîæèíè ñòiéêèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ òà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ.
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Ðèñ. 8.6: Ïîðiâíÿëüíà äiàãðàìà ëiíié ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié ó (β2, β1) ïà-
ðàìåòðè÷íié ïëîùèíi äëÿ âèïàäêiâ 3, 4, 5, 6 òà 7 îñöèëÿòîðiâ. Êií÷èê �ÿçèêà�
çìiùóþòüñÿ âíèç ïî ìiði çðîñòàííÿ N , à ïðè N ≤ 9 âií ïîïàäà¹ ïiä ëiíiþ
áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà β1 = −π/2.
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Ðèñ. 8.7: (a) Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà ó (α, ϕ)�ïëîùèíi äëÿ ðiâíÿííÿ (3.37) äâîõ
çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ òðàïëÿ¹òüñÿ ó òî÷êàõ A òà B, ùî
âiäáóâàþòüñÿ ïðè α = arccos(±2r). Æèðíîþ ëiíi¹þ ïîêàçàíî ñòiéêi ïîëîæåí-
íÿ ðiâíîâàãè, òîíêîþ � íåñòiéêi. (b) Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà äëÿ N = 3 ó ïëî-
ùèíi (α, ϕ1) îäíîãî ïàðàìåòðó òà îäíi¹¨ çìiííî¨ äëÿ r = 0.2. Àíòèôàçíèé ñòàí
(R = 0) áiôóðêó¹ â òî÷öi C ïîðîäæóþ÷è ãiëêó íåñòiéêèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò
(òî÷êîâà ëiíiÿ). Íåñòiéêi îðáiòè áåðóòü ó÷àñòü ó ñiäëî�âóçëîâié áiôóðêàöi¨ ç
ñòiéêèìè öèêëàìè ó òî÷öi F (ëiíiÿ æèðíèõ òî÷îê), ÿêi, ó ñâîþ ÷åðãó, çíèêàþòü
ïðè ãëîáàëüíié ñiäëî�âóçëîâié/ãåòåðîêëiíi÷íié áiôóðêàöi¨ ó òî÷öi E. Òî÷êàìè
íà ìàëþíêó ïîêàçàíå ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ çìiííî¨ ϕ1 äëÿ öèêëiâ. Cóöiëüíèìè
æèðíèìè ëiíiÿìè ïîêàçàíî ñòiéêi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, òîíêèìè � íåñòiéêi.
Äàíà áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà ïîêàçàíà äëÿ r = 0.2, β = 0. Íà ìàëþêó ðîçãà-
ëóæåííÿ íàñòóïíèõ áiôóðêàöié: A (α ≈ 0.7691) � âèëêîâî¨, B (α ≈ 1.1269) �
ñiäëî�âóçëà òî÷îê, C (α ≈ 1.1593) � Àíäðîíîâà�Õîïôà àíòèôàçíîãî ñòàíó,
D (α ≈ 1.1593) � S3�òðàíñêðèòè÷íî¨ áiôóðêàöi¨, E (α ≈ 1.2574) � ãëîáàëü-
íî¨ ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨, F (α ≈ 1.4452) � ñiäëî�âóçëà ãðàíè÷íèõ
öèêëiâ. Ãiëêà AEBD ëåæèòü âñåðåäèíi ϕ2 = 0. Âiäïîâiäíi ñèìåòðè÷íi ãiëêè ¹
i äëÿ ϕ1 = 0 òà ϕ1 = ϕ2.



424

Ðèñ. 8.8: Ïàðàìåòðè÷íà (α, r)�ïëîùèíà äëÿ ñèñòåìè (3.1), (3.3) ïðè N = 3.
Íà ìàëþíêó ïîêàçàíî ôàçîâi ïîðòðåòè äëÿ (ϕ1, ϕ2) ∈ [0, 2π)2, ÿêi îòî÷óþòü
ïàðàìåòðè÷íó ïëîùèíó. Áiëi êîëà íà ôàçîâèõ ïîðòðåòàõ âêàçóþòü íà äæå-
ðåëà òà ñòîêè, ÷îðíi äèñêè ïîçíà÷àþòü íà ñiäëà. Çîáðàæåíi íà äiàãðàìi ëiíi¨
êîðîçìiðíîñòi �îäèí îïèñóþòüñÿ ó Òàáëèöi 8.1. Ñèñòåìà ìà¹ íàñòóïíi áiôóðêà-
öi¨ êîðîçìiðíîñòi�äâà: A � òî÷êà çâîðîòó, E � âçà¹ìîäiÿ S3�òðàíñêðèòè÷íî¨
ãîìîêëiíi÷íî¨ òà ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöié, D � âçà¹ìîäiÿ
ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ òà Z3�ãåòåðîêëiíi÷íî¨, H � âèðîäæåíà áiôóð-
êàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà àíòèôàçíîãî ðîçâ'ÿçêó.
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Ðèñ. 8.9: Ñõåìàòè÷íà äiàãðàìà, ùî âiäîáðàæà¹ äåòàëi Z3�ãåòåðîêëiíi÷íî¨ ái-
ôóðêàöi¨, ÿêà âiäáóâà¹òüñÿ íà ëiíi¨ CD ó ïàðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði äëÿ N = 3
îñöèëÿòîðiâ. Ãëîáàëüíà áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ âñåðåäèíi iíâàðiàíòíîãî òðè-
êóòíèêà ó îêîëi àíòèôàçíîãî ñòàíó, ïîçíà÷åíîãî òóò ìàëèì òðèêóòíèêîì (äå-
òàëi ó òåêñòi).
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Ðèñ. 8.10: Ôàçîâi ïîðòðåòè äëÿ ϕi ∈ [0, 2π) ñèñòåìè (3.1), (3.3) ïðè N = 3 ó òî-
÷êàõ êîðîçìiðíîñòi�äâà D, E òà H. Äåòàëi ðóõó ôàçîâèõ òðà¹êòîðié ïîêàçàíi
ëèøå ó ëiâîìó âåðõíüîìó òðèêóòíèêó; äëÿ ïðàâîãî íèæíüîãî òðèêóòíèêà öi
äåòàëi âiäòâîðþþòüñÿ ïiä äi¹þ ñèìåòði¨. Áiëi êðóãè âêàçóþòü íà äæåðåëà òà
ñòîêè, ñiði ïîçíà÷àþòü íåãiïåðáîëi÷íi òî÷êè, ÷îðíi äèñêè ïîçíà÷àþòü ñiäëà.
(a) Ôàçîâà äiàãðàìà ó òî÷öi D. Çàòiíåíi òðèêóòíèêè çàïîâíåíi ãåòåðîêëiíi-
÷íèìè òðà¹êòîðiÿìè, ÿêi ðàçîì óòâîðþþòü äâî�âèìiðíó ìíîæèíó ãåòåðîêëi-
íi÷íèõ öèêëiâ. Çîâíiøíié ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç øåñòè òî÷îê
òà òðà¹êòîðié, âñi iíøi ç òðüîõ. (b) Ôàçîâèé ïîðòðåò ó E. Iñíóþòü ç'¹äíàííÿ
âiä âèðîäæåíèõ ñèíôàçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (êóòè) äî òà ç ñiäëî�âóçëîâèõ òî÷îê.
(c) Äiàãðàìà ó òî÷öi H. Iñíó¹ âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà äëÿ
àíòèôàçîâîãî ðåæèìó. Ñòðiëêè âêàçóþòü íà íàïðÿìêè ïîòîêiâ.
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Ðèñ. 8.11: (a) Ñõåìàòè÷íà äiàãðàìà îäíi¹¨ iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi � òåòðàå-
äðà, ÿêà ¹ ÷àñòèíîþ ôàçîâîãî ïðîñòîðó ñèñòåìè (3.3.5) ÷îòèðüîõ iäåíòè÷íèõ
îñöèëÿòîðiâ. Äiàãðàìà ïîêàçó¹ âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâè-
äiâ ç ðiçíîþ ñèìåòði¹þ. Íà ìàëþíêó âêàçàíî içîòðîïiþ êîæíî¨ iíâàðiàíòíî¨
ëiíi¨ i òî÷êè, à òàêîæ ïîêàçàíî âiäïîâiäíi ðîçïîäiëè ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ
íà ôàçîâîìó êîëi (îïèñàííÿ â òåêñòi). (b) Ñõåìàòè÷íà äiàãðàìà ãåòåðîêëiíi-
÷íîãî öèêëó ó ñèñòåìi (3.3.5). Íà ìàëþíêó ïîêàçàíî ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë òà
áëèçüêèé äî íüîãî ãðàíè÷íèé öèêë òðàíñêðèòè÷íî¨�âèëêîâî¨ ãåòåðîêëiíi÷íî¨
áiôóðêàöi¨ (ëiíiÿ BE íà ðèñ. 8.12). Íà ìàëþíêó (b) îêðåñëåíî îäèí ç øåñòè
iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, ÿêèé îêðåìî çîáðàæåíî íà ìàëþíêó (a).
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Ðèñ. 8.12: Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà äëÿ N = 4 îñöèëÿòîðiâ íà (α, r)�ïëîùèíi.
Îïàñàííÿ áiôóðêàöiéíèõ ëiíié çíàõîäèòüñÿ ó Òàáëèöi 8.2. Îáëàñòü iñíóâàííÿ
ãðóáèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ ìiæ äâî�êëàñòåðíèìè ñòàíàìè îáìåæåíà ëiíi-
¹þ BEDTLV . Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ¹ ñòiéêèìè ó âêàçàíié îáëàñòi çëiâà âiä
áiôóðêàöiéíî¨ ëiíi¨ BM . Ñèñòåìà ìà¹ ñêëàäíó ïîñëiäîâíiñòü øâèäêî çìiííèõ
áiôóðêàöié â îêîëi òî÷êè D, äåòàëi ÿêî¨ íà äiàãðàìi íå ïîêàçàíi, àëå îïèñàíi
ó òåêñòi.
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Ðèñ. 8.13: (a) Ñõåìàòè÷íèé ôàçîâèé ïîðòðåò íåïåðåðâíî¨ ìíîæèíè ãåòåðî-
êëiíi÷íèõ öèêëiâ äëÿ N = 4 òà (α, r) = (π/2, 0) (òî÷êà B íà ðèñ. 8.12). Êî-
æåí ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âèðîäæåíèõ ñiäåë P1, P2, ùî
íàëåæàòü iíâàðiàíòíié ëiíi¨ S2 × S2, òà îäíî�âèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâè-
äiâ W u(P1) = W s(P2), W u(P2) = W s(P1) öèõ ñiäåë. Êîæåí ãåòåðîêëiíi÷íèé
öèêë ¹ íåéòðàëüíèì ïî âiäíîøåííþ äî ñóñiäíiõ. (b) Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ
ãðóáèõ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ âñåðåäèíi îáëàñòi BEDTLV íà áiôóðêàöiéíié
äiàãðàìi ðèñ. 8.12 äëÿ N = 4, ùî ¹ ïðèòÿãóþ÷èìè çëiâà òà âiäøòîâõóþ÷èìè
ñïðàâà âiä ëiíi¨ BM äëÿ ïàðàìåòðiâ íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi. Íà âiäìiíó
âiä âèïàäêó (b), ó âèïàäêó (a) âñÿ ïëîùèíà içîòðîïi¨ S2 íåïåðåðâíî çàïîâíå-
íà ãåòåðîêëiíi÷íèìè òðà¹êòîðiÿìè Γ1 àáî Γ2.
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Ðèñ. 8.14: (a) Ñõåìàòè÷íà ñòðóêòóðà ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó ó ìîìåíò éî-
ãî ïîÿâè íà ëiíi¨ ED òà íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi ðèñ. 8.12 äëÿ N = 4. Íà
ìàëþíêó ïîêàçàíà ëèøå òà ÷àñòèíà ãåòåðîêëiíi÷íîãî öèêëó, ùî íàëåæèòü
iíâàðiàíòíèì ïëîùèíàì ç içîòðîïi¹þ S2. (b) Ïîäðîáèöi ñòðóêòóðè ãåòåðîêëi-
íi÷íîãî öèêëó âñåðåäèíi iíâàðiàíòíîãî òåòðàåäðà C. Íà ìàëþíêó ïîêàçàíî,
ùî ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîñòi îäíî�âèìiðíèõ ãåòåðî-
êëiíi÷íèõ òðà¹êòîðié (ÿê R11 → R12) òà äâî�âèìiðíèõ òðèêóòíèõ ìíîæèí
òðà¹êòîðié (ÿê òðà¹êòîði¨ R12 → R13 ç òðèêóòíèêà R12P1R13), ÿêi ç'¹äíóþòü
ñiäëî�âóçëè Rij òà ñiäëà Pk.
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Ðèñ. 8.15: Ñõåìà ãëîáàëüíèõ çâ'ÿçêiâ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ ïðè (α, r) ∈
KDJ íà áiôóðêàöiéíié ïëîùèíi (ðèñ. 8.12) äëÿ N = 4.
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Ðèñ. 8.16: Ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöié ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðó α äëÿ çâ'ÿçêiâ,
ïîêàçàíèõ íà ðèñ. 8.15, äëÿ (I) r ∈ (0.302, 0404) (ñèòóàöiÿ íà ìàëþíêó (f) âiä-
ïîâiäà¹ ïåðåòèíó ïàðàìåòðàìè ëiíi¨ DL íà ðèñ. 8.12), (II) r > 04045 (ñèòóàöiÿ
íà ìàëþíêó (f) âiäïîâiäà¹ ïåðåòèíó DL), (III) r áëèçüêèõ äî 0.404 (ñèòóàöiÿ
íà ìàëþíêó (b) âiäïîâiäà¹ ïåðåòèíó ëiíi¨ DL).
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Ðèñ. 8.17: Ñõåìà ïåðåáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ (a) äî, (b) ó ìîìåíò òà (c) ïiñëÿ ãåòå-
ðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ áiëÿ òî÷êè T íà áiôóðêàöiéíié ïëîùèíi (ðèñ. 8.12) äëÿ
N = 4. Ëîêàëüíîþ ÷àñòèíîþ äàíî¨ áiôóðêàöi¨ ¹ ñiäëîâî�çâ'ÿçíà ïåðåáóäîâà
iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ ïàð ñiäåë (çîêðåìà W u(P1) òà W s(R11)). Âiäìiòè-
ìî, ùî ó ìîìåíòè áiôóðêàöi¨ ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ
ç'¹äíàíèõ îðáiò, à ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ ç äâîõ.
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Ðèñ. 8.18: Ñõåìàòè÷íà äiàãðàìà ôàçîâîãî ïîòîêó áiëÿ ãëîáàëüíî¨ ñi-
äëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨ ñèñòåìè (3.1), (3.55) äëÿ N = 3, ïî-
êàçàíà ñõåìàòè÷íî íà ôàçîâié ïëîùèíi ξ = θ1 + e2πı/3θ2 + e4πı/3θ2. Ôàçîâèé
ïîðòðåò ïîêàçàíî (a) äî ìîìåíòó, (b) ó ìîìåíò òà (c) ïiñëÿ ìîìåíòó áiôóð-
êàöi¨. Òî÷êè P ïîçíà÷àþòü ñòiéêi âóçëè, òî÷êè R ïîçíà÷àþòü ñiäëà íà ìàëþí-
êó (a). Íà ìàëþíêó (b) òî÷êè P ïîçíà÷àþòü ñiäëî�âóçëè, óòâîðåíi ó ìîìåíò
áiôóðêàöi¨ ïðè çëèòòi P òà R ç ìàëþíêó (a). Òî÷êè Q � ñiäëà íà âñiõ ìà-
ëþíêàõ. ×åðåç L ïîçíà÷åíî ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë, ÿêèé óòâîðþ¹òüñÿ ïiñëÿ
ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöi¨. Öåé ãðàíè÷íèé öèêë ðîçìiùåíèé äóæå áëèçüêî
äî iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ, òîáòî ìàëå çáóðåííÿ ïðèçâîäèòü äî óòâîðåííÿ
àòðàêòîðó ç íåîáìåæåíèìè ôàçîâèìè ðiçíèöÿìè. Áiôóðêàöiÿ âèíèêà¹, çîêðå-
ìà, ó òî÷öi r = 0.2, α ≈ 1.2574, ùî íàëåæèòü áiôóðêàöiéíié ëiíi¨ ED íà ðèñ
8.8.
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Ðèñ. 8.19: (a) Êîíñòðóêöiÿ âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ç Π1 íà Π′1. Öå âiäîáðà-
æåííÿ âèçíà÷åíå ëèøå êîëè ñiäëî�âóçëîâà òî÷êà P ðóéíó¹òüñÿ ïðè ìàëèõ
çáóðåííÿõ (ðèñ. 8.18(b)). (b) Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.53) äëÿ N = 3
ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi (Re(ξ), Im(ξ)) äëÿ ïàðàìåòðiâ r = 0.2, α = 1.28
òà ∆1 = ∆1 = ∆ = 4.1 × 10−7. Æèðíà ëiíiÿ ïîçíà÷à¹ ñòiéêèé ãðàíè÷íèé
öèêë, ùî ìà¹ áàñåéí ïðèòÿãàííÿ ïîçíà÷åíèé ñiðèì êîëüîðîì. Ç ñòiéêèì ãðà-
íè÷íèì öèêëîì ñïiâiñíó¹ ñòiéêèé àíòèôàçíèé ñòàí, ùî âiääiëåíèé âiä íüîãî
íåñòiéêèì ãðàíè÷íèì öèêëîì. (c) Ïðè äóæå íåâåëèêîìó çáiëüøåííi çáóðåííÿ
∆ = 4.2 × 10−7 óòâîðþ¹òüñÿ ïðèòÿãóþ÷à ïåðiîäè÷íà îðáiòà, ùî âæå ¹ íåçà-
ìêíóòîþ ó ξ. Ïiäïðîñòîðè ϕ1 = 0, ϕ2 = 0, ϕ1 = ϕ2, êîòði áóëè iíâàðiàíòíèìè
ïðè ∆ = 0, çîáðàæåíî òî÷êîâèìè ëiíiÿìè.



436

Ðèñ. 8.20: (a) Âçà¹ìîäiÿ ìiæ äâîìà ãðóïàìè çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ (ïîâíi ñè-
íi êðóæå÷êè ïîçíà÷àþòü êîíôîðìiñòiâ, âiäêðèòi ÷åðâîíi � íîíêîíôîðìiñòiâ),
(b)�(i) Ðîçïîäië êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ íà êîëi äëÿ ðiçíèõ ñòiéêèõ
ðåæèìiâ: (b) âñi îñöèëÿòîðè ¹ êîíôîðìiñòàìè (R = r1 = 1); (c) âñi îñöèëÿ-
òîðè ¹ íîíêîíôîðìiñòàìè (R = r2 = 0); (d) π�còàí (r1 = r2 = 1, δ = π); (e)
πSM�còàí, π�ïîäiáíèé ñòàí ç R = 0, êîëè N/2 ðiçíèõ îñöèëÿòîðiâ ðîçìiùå-
íi ó 0 òà π; (f) ðîçìèòèé π�còàí (N1r1 = N2r2, δ = π); (g) íåêîãåðåíòíèé
còàí IS (r1 = r2=0); (h) S1�còàí, ñèíõðîíiçàöiÿ îäíîãî ç íîíêîíôîðìiñòiâ ç
êîíôîðìiñòàìè (R = r1 = 1); (i) πS1�còàí, π�ïîäiáíèé ñòàí ç îäíèì íîíêîí-
ôîðìiñòîì�ðåíåãàòîì (r1=1, r2 = (N2 − 2)/N2, δ = π).
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Ðèñ. 8.21: (Ëiâà ïàíåëü) Ñõåìàòè÷íà äiàãðàìà ñïiââiäíîøåíü ìiæ ìíîæèíà-
ìè ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïîçíà÷åííÿ: FP0π � ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (4.5)
ç êîîðäèíàòàìè 0 òà π;M � iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ç R = 0; P � ïàðèòåòíèé
ñòàí ç N1 = N2; S1� ñèíõðîíiçàöiÿ îäíîãî íîíêîíôîðìiñòà ç êîíôîðìiñòàìè;
πS � π�ñòàí; πS1 � π�ïîäiáíèé ñòàí ç îäíèì ðåíåãàòíèì íîíêîíôîðìiñòîì;
πSM = FP0π ∩M; IS � íåêîãåðåíòíèé ñòàí; BπS � ðîçìèòèé π�ñòàí; TW
� áiæó÷i õâèëi.
(Ïðàâà ïàíåëü)Ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíó (ϕ3, ϕ5) (4.5) äëÿN1 = N2 = 3 òðà¹êòî-
ðié ðiçíèõ òèïiâ: (a) ïåðiîäè÷íî¨ òðà¹êòîði¨ (k = −0.21); (b) êâàçi�ïåðiîäè÷íî¨
òðà¹êòîði¨ (k = −0.216); (c) õàîòè÷íî¨ òðà¹êòîði¨ (k = −0.3); (d) ïåðåðiç Ïó-
àíêàðå ϕ4 = π îñòàííüî¨ õàîòè÷íî¨ òðà¹êòîði¨.
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Ðèñ. 8.22: Áiôóðêàöiéíi äiàãðàìè íà (α, k) áiôóðêàöiéíié ïëîùèíi äëÿ òðüîõ
îñöèëÿòîðiâ: (ëiâà ïàíåëü) N1 = 2, N2 = 1; (ïðàâà ïàíåëü) N1 = 1, N2 = 2.
Ïîçíà÷åííÿ áiôóðêàöiéíèõ ëiíié: AH � Àíäðîíîâà�Õîïôà; PF � âèëêîâà;
SN � ñiäëî�âóçëîâà; TC � òðàíñêðèòè÷íà; HC òà HC∗ � ãåòåðîêëiíi÷íi
(ñiäëî�çâ'ÿçíi); DB � âèðîäæåíà. Áiôóðêàöiéíi ëiíi¨ AH òà HC∗ ñïiâïàäàþòü
íà áiôóðêàöiéíié äiàãðàìi, àëå öi äâi áiôóðêàöi¨ âèíèêàþòü ó ðiçíèõ ÷àñòèíàõ
ôàçîâîãî ïðîñòîðó ó áiôóðêàöiéíèé ìîìåíò.
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Ðèñ. 8.23: Ôàçîâi ïîðòðåòè íà äâî�âèìiðíîìó òîði äëÿ ϕ1, ϕ2 ∈ [0, 2π) äëÿ äâîõ
êîíôîðìiñòiâ òà îäíîãî íîíêîíôîðìiñòà. Ôàçîâi ïîðòðåòè (a),...,(p) çîáðàæå-
íi äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ α, k òà âiäïîâiäàþòü îáëàñòÿì áiôóðêàöiéíî¨
äiàãðàìè ðèñ. 8.22(ëiâà ïàíåëü). Äæåðåëà íà ìàëþíêó ïîçíà÷åíi ÷åðâîíèì êî-
ëüîðîì, ñòîêè � ñèíiì, ñiäëà � çåëåíèì, öåíòðè � ôiîëåòîâèì, ñiäëî�âóçëè �
òåìíî çåëåíèì. Ñòiéêi ãðàíè÷íi öèêëè ïîçíà÷åíî ñèíiì êîëüîðîì, íåñòiéêi �
÷åðâîíèì. Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ïîêàçàíî ôiîëåòîâèì. Äâî�âèìiðíi êîëüîðîâi
îáëàñòi âêàçóþòü íà ìíîæèíè íåiçîëüîâàíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò.
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Ðèñ. 8.24: (Ëiâà ïàíåëü) Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà äëÿ ñèñòåìè (4.5) ÷îòè-
ðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç N1 = 3, N2 = 1 íà (α, k) áiôóðêàöiéíié ïëî-
ùèíi. Ïîçíà÷åííÿ áiôóðêàöiéíèõ ëiíié: AH � Àíäðîíîâà�Õîïôà; SN � ñi-
äëî�âóçëîâà; PF � âèëêîâà; TC � òðàíñêðèòè÷íà; F � ñêëàäêà öèêëiâ; HC
� ãîìîêëiíi÷íà; DB � âèðîäæåíà áiôóðêàöiÿ. Òàêîæ âiäìi÷åíi îáëàñòi õàîñó.
(Ïðàâà ïàåíåëü) Ïåðåðiç Ïóàíêàðå ϕ3 = π äëÿ õàîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ æ
ñèñòåìè äëÿ (a) k = −0.1, α = −1.58 òà (b) k = 2, α = π/2.
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Ðèñ. 8.25: Ìåðåæi ñåìè àñèìåòðè÷íî ç'¹äíàíèõ îñöèëÿòîðiâ: (a) êîæåí îñöè-
ëÿòîð çâ'ÿçàíèé ëèøå ç îäíèì íàéáëèæ÷èì ñóñiäîì ç êîæíîãî áîêó, äå l = 1
ó ðiâíÿííi (5.6); ç ïåðøèì òà äðóãèì íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè, l = 2; (c) ç
òðüîìà cóñiäàìè, l = 3. Ìåðåæi (d)�(f) îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ (5.2), äå (d):
K1 = K3 = a, K−1 = K−3 = b òà K2 = K−2 = 0, (e): K1 = a1 6= K2 = a2 òà
K−1 = b1 6= K−2 = b2; (f): ç äîâiëüíèìè Kj, j = 0, . . . , 6. Ðiçíi êîëüîðè ñòðiëîê
îçíà÷àþòü ðiçíi ñèëè çâ'ÿçêiâ.
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Ðèñ. 8.26: Áiôóðêàöiéíi äiàãðàìè ó (α, b) áiôóðêàöiéíié ïëîùèíi äëÿ òðüîõ
(a) òà ÷îòèðüîõ (b) çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ. Hk: êðèâi áiôóðêàöié Àíäðîíî-
âà�Õîïôà âiäïîâiäíèõ îñîáëèâèõ òî÷êè Mk; TCk: ëiíi¨ òðàíñêðèòè÷íèõ ái-
ôóðêàöié ó Mk; HC êðèâi ãåòåðîêëiíi÷íèõ (ñiäëîâî�çâ'ÿçíèõ) áiôóðêàöié.
Ëiíi¨ HC òà H2 (H1) ïðîõîäÿòü äóæå áëèçüêî îäíà äî îäíî¨, ïåðåòèíàþòüñÿ
êîëè b ≈ −0.4 òà ìàéæå çëèâàþòüñÿ íà ìàëþêó (a). Òî÷êè a�l íà áiôóð-
êàöiéíié ïëîùèíi âêàçóþòü íà âiäïîâiäíi ÿêiñíî âiäìiííi ôàçîâi ïîðòðåòè,
çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.27. g òà f âêàçóþòü íà âåðõíþ òà íèæíþ ÷àñòèíè òi¹¨ æ
áiôóðêàöiéíî¨ ëiíi¨ HC; j òà e âêàçóþòü íà âåðõíþ òà íèæíþ îáëàñòi ìiæ H2

òà HC; c(0, 1), d(π/2, 1) , l(π/2,−1) ¹ òî÷êàìè áiôóðêàöié êîðîçìiðíîñòi�äâà;
j íàëåæèòü äî ëiíi¨ H0 ìiæ c òà l; k íàëåæèòü äî TC0 ìiæ d òà l. Çàòåìíåíi ðå-
ãiîíè âêàçóþòü íà ñòiéêiñòü ïàðàìåòðè÷íèõ îáëàñòåé ñèíõðîííîãî ðîçâ'ÿçêó.
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Ðèñ. 8.27: Ôàçîâi ïîðòðåòè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ äëÿ òðüîõ çâ'ÿçàíèõ
îñöèëÿòîðiâ. Ôàçîâi ïîðòðåòè (a)�(l) âiäïîâiäàþòü ñèñòåìi (5.30) òà ïàðàìå-
òðàìè òî÷îê âiä a äî l áiôóðêàöiéíî¨ äiàãðàìè íà ðèñ. 8.26(a). Ôàçîâi ïîðò-
ðåòè (m)�(p) îïèñóþòü äèíàìiêó äëÿ ðiçíèõ âëàñíèõ ÷àñòîò îñöèëÿòîðiâ òà
çàãàëüíiøî¨ ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó (5.36). Êîëüîðîâi ðåãiîíè âèäiëÿþòü Ãàìiëüòîíî-
âî�ïîäiáíi îáëàñòi ó ôàçîâîìó ïðîñòîði, ÿêi ¹ çàïîâíåíèìè íåéòðàëüíî ñòiéêè-
ìè ïåðiîäè÷íèìè îðáiòàìè. Êîëüîðè äëÿ îñîáëèâèõ òî÷îê íàñòóïíi: ÷åðâîíèé
� äæåðåëî, ñèíié � ñòiê, çåëåíèé � ñiäëî, ôiîëåòîâèé � öåíòð, òåìíî çåëåíèé
� âèðîäæåíå ñiäëî. Ñòiéêi ãðàíè÷íi öèêëè çîáðàæåíi ñèíiì, íåñòiéêi � ÷åðâî-
íèì.
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Ðèñ. 8.28: (a) Ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòîðó ñèñòåìè ÷îòèðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöè-
ëÿòîðiâ (5.31) äëÿ b = −a = −1 òà α ∈ (0, π/2). (b) Ãàìiëüòîíîâî ïîäiáíà
îáëàñòü D0, çàïîâíåíà äâî�ïàðàìåòðè÷íîþ ñiì'¹þ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò òà îáìå-
æåíà ïîâåðõíåþ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. (c) Ôiêñîâàíèé ïiäïðîñòið äëÿ ÷àñî-
âî�îáîðîòíî¨ òðàíñôîðìàöi¨ FixR, çíàéäåíèé ÷èñåëüíî ÿê ïåðåòèí Ïóàíêàðå
äëÿ ñèñòåìè (5.31) ïðè α = 0.2. Ñèíÿ îáëàñòü âêàçó¹ íà ïåðåòèí FixR ç áà-
ñåéíîì ïðèòÿãàííÿ õâèëi îáåðòàííÿM1 (ãåòåðîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨ ñòàðòóþòü
â M3, ïåðåòèíàþòü FixR òà çáiãàþòüñÿ äî M1). ×åðâîíà òà çåëåíà îáëàñòi
âêàçóþòü íà òðàíñâåðñàëüíèé ïåðåòèí ñiì'¨ íåiçîëüîâàíèõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò
ç ôiêñîâàíèì ïiäïðîñòîðîì FixR ó îêîëàõ òî÷îêM0 òàM2, âiäïîâiäíî.



445

(a) (b)

Ðèñ. 8.29: (a) òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (5.7) äëÿ N = 5, l = 1 òà α = 0.2. Ñèíÿ òðà¹-
êòîðiÿ ¹ ïåðiîäè÷íîþ, çåëåíà òà ôiîëåòîâà òðà¹êòîði¨ ¹ êâàçi�ïåðiîäè÷íèìè ç
ðiçíèìè àìïëiòóäàìè, ÷åðâîíà òðà¹êòîðiÿ ¹ ãåòåðîêëiíi÷íîþ òà âîíà ç'¹äíó¹
âiäøòîâõóþ÷ó òî÷êó M4 ç ïðèòÿãóþ÷îþ M1. Ïåðøi òðè òðà¹êòîði¨ íàëå-
æàòü äî êîíñåðâàòèâíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè, â òîé ÷àñ ÿê îñòàííÿ íàëåæèòü
äî äèñèïàòèâíî¨ ÷àñòèíè. (b) Ïåðåòèí áàñåéíiâ ïðèòÿãàííÿ ðiçíèõ àòðàêòî-
ðiâ ç ôiêñîâàíèì ïiäïðîñòîðîì iíâîëþöi¨ R. ×åðâîíèì êîëüîðîì ïîêàçàíà
Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíà îáëàñòü, äå âñi Ëÿïóíîâñüêi åêñïîíåíòè ¹ áëèçüêèìè
äî íóëÿ; áëàêèòíèì òà ñèíiì êîëüîðîì ïîêàçàíi áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ îäíi¹¨
ç àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèõ õâèëü îáåðòàííÿ. ×îðíi ëiíi¨ âêàçóþòü íà ïåðåòèí
îäíî�ïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåé ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ç ïiäïðîñòîðîì FixR.
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Ðèñ. 8.30: Ñïiâiñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ, êâàçi�ïåðiîäè÷íèõ òà õàîòè÷íèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ó áåçäèâåðãåíòíié ñèñòåìi ñåìè ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç ãðàôîì
çâ'ÿçêiâ, çîáðàæåíèì íà ðèñ. 8.25(b). ×àñîâi ïðîåêöi¨ (t, ϕ1(t)), t ∈ [0, 2000],
ϕ1 ∈ [−π, π], äëÿ N = 7, l = 2, a = −b = −1, g(x) = − sinx. Ïî÷àòêîâi óìîâè
¹ ðiçíèìè äëÿ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
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Ðèñ. 8.31: Ïðèêëàäè ìåðåæ (a) ÷îòèðüîõ, (b) øåñòè òà (c) äåñÿòè íåðîçðiçíþ-
âàíèõ îñöèëÿòîðiâ, ÿêi ìîæóòü ìàòè ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè. Íåïåðåðâíà ëiíiÿ
âêàçó¹ íà äâîñòîðîííié çâ'ÿçîê ç ñèëîþ 1, ïóíêòèðíà ëiíi¨ âêàçó¹ íà äâîñòî-
ðîííié çâ'ÿçîê ç ñèëîþ ε (äëÿ âèïàäêó (c) çîáðàæåíî ñëàáêi çâ'ÿçêè ëèøå
äëÿ îäíîãî îñöèëÿòîðà). Êîæíà ìåðåæà ìà¹ ìîäóëüíó ñòðóêòóðó, òîáòî âîíà
ðîçùåïëþ¹òüñÿ íà ïåâíó êiëüêiñòü ìåíøèõ ìåðåæ ïðè ε = 0.

Ðèñ. 8.32: Ïðèêëàäè íåðîçðiçíþâàíèõ ìåðåæ ç ìîäóëüíîþ ñòðóêòóðîþ. Êî-
æíà ìåðåæ ðîçùåïëþ¹òüñÿ íà êiëüêà ìåíøèõ iäåíòè÷íèõ ìåðåæ ó âèïàäêó
êîëè çâ'ÿçîê âçäîâæ ïóíêòèðíèõ ëiíié ñòà¹ ðiâíèì íóëþ.
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Ðèñ. 8.33: (a)Ìåðåæà øåñòè îñöèëÿòîðiâ, êîæåí ç ÿêèõ çâ'ÿçàíèé ç äâîìà íàé-
áëèæ÷èìè ñóñiäàìè ç êîæíîãî áîêó. (b) Ìåðåæà øåñòè îñöèëÿòîðiâ çâ'ÿçàíèõ
ëèøå ç íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè. (ñ) Ìåðåæà øåñòè îñöèëÿòîðiâ, êîæåí ç ÿêèõ
çâ'ÿçàíèé ç òðüîìà iíøèìè. Êîæíà ç ìåðåæ ñêëàäà¹òüñÿ ç øåñòè íåðîçðiçíþ-
âàíèõ îñöèëÿòîðiâ i ó êîæíié ç ìåðåæ ìîæëèâi ñëàáêi õèìåðíi ñòàíè (äåòàëi
ó òåêñòi).

Ðèñ. 8.34: Còiéêèé ñëàáêèé õèìåðíèé ñòàí ó êiëüöi øåñòè ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ
(6.13) ïîêàçàíèé ó âèãëÿäi ÷àñîâèõ ðÿäiâ êîæíî¨ çìiííî¨ θi(t) äëÿ ïàðàìåòðiâ
α = 1.56, r = −0.1. Âiäìiòèìî, ùî ÷àñòîòà äðóãîãî òà ï'ÿòîãî îñöèëÿòîðiâ
ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ÷àñòîòè iíøèõ îñöèëÿòîðiâ. Öåé àòðàêòîð ñïiâiñíó¹
ç ïîâíîþ ñèíõðîíiçàöi¹þ.



449

Ðèñ. 8.35: Ôàçîâi ïîðòðåòè äëÿ ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (6.15) íà iíâàðiàíòíîìó
ìíîãîâèäi ó ïëîùèíi (ξ, η) ∈ T2. Ôàçîâi ïîðòðåòè çîáðàæåíî äëÿ íàñòóïíèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ: (a) r = 0, α = 0.5; (b) r = 0, α = 1.3; (c) r = 0, α = 1.5;
(d) r = 0, α = π/2; (e) r = 0, α = 1.64; (f) r = 0, α = 1.84; (g) r = 0,
α = 2.16205; (h) r = 0, α = 2.22; (i) r = −0.01, α = 1.561; (j) r = −0.01,
α = 1.558; (k) r = −0.01, α = 1.5517; (l) r = −0.01, α = 1.97794. Ïîçíà÷åííÿ
òî÷îê òà ëiíié: ñèíié êîëið � àòðàêòîð; ÷åðâîíèé � ðåïåëåð; çåëåíèé � ñiäëî;
ôiîëåòîâèé � íåéòðàëüíèé, ãîìî/ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë. Ïåðiîäè÷íi îðáiòè,
ùî îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî íàïðÿìêó ξ òîðó, ¹ ñëàáêèìè õèìåðíèìè ñòàíàìè,
óòîé ÷àñ, ÿê iíøi ïåðiîäè÷íi îðáiòè íå ¹ ñëàáêèìè õèìåðàìè (äåòàëi ó òåêñòi).
Íà ìàëþíêó (d) âñÿ áëàêèòíà îáëàñòü çàïîâíåíà íåéòðàëüíèìè õèìåðàìè.
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Ðèñ. 8.36: Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà íà ïàðàìåòðè÷íî�êîîðäèíàòíié (α, η) ïëî-
ùèíi äëÿ ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (6.15), (6.3) äëÿ âèïàäêiâ (a) çâ'ÿçêó Êóðàìî-
òî�Ñàêàãó÷i r = 0 òà (b) ïðè r = −0.01. ×åðâîíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü ñòiéêèì
ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè, ÷îðíi � íåñòiéêèì. Çåëåíi/ñèíi/áëàêèòíi ëiíi¨ âêà-
çóþòü íà íåñòiéêi/ñòiéêi/íåéòðàëüíi ïåðiîäè÷íi îðáiòè. Ìîæíà ñïîñòåðiãàòè
áiôóðêàöi¨ òà íåçàãàëüíi �âåðòèêàëüíi ãiëêè� ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ïðè α = π/2,
ÿêi ðîçáèâàþòüñÿ íà êiëüêà çàãàëüíèõ ãiëîê ïåðiîäè÷íèõ îðáiò äëÿ r 6= 0, ó òîé
÷àñ ÿê BC òà KL ¹ ãiëêàìè ñòiéêèõ ñëàáêèõ õèìåð. (c) Ðîçøèðåííÿ äiàãðàìè
(b) â îêîëi α = π/2, äëÿ äåìîíñòðàöi¨ äåòàëåé äåÿêèõ ãiëîê áiôóðêàöié.
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Ðèñ. 8.37: Ðiçíi òèïè çâ'ÿçêiâ ìiæ öåíòðàëüíèì îñöèëÿòîðîì òà ïåðèôåðè-
÷íèìè: (a) çiðêî�ïîäiáíèé çâ'ÿçîê (áåç âçà¹ìîäi¨ ÏÎ ìiæ ñîáîþ), (b ) ÏÎ
ç'¹äíàíi ó ëiíiþ (êîæåí ÏÎ çâ'ÿçàíèé ëèøå ç íàéáëèæ÷èìè ëiâèì i ïðàâèì
ñóñiäàìè), (c) ÏÎ çâ'ÿçàíi ïî ìiæ ñîáîþ ïî êîëó, (d) ÏÎ çíàõîäÿòüñÿ ó âóçëàõ
äâî�âèìiðíî¨ êâàäðàòíî¨ ðåøiòêè (êîæåí ÏÎ çâ'ÿçàíèõ çi ñâî¨ìè íàéáëèæ÷è-
ìè ñóñiäàìè çëiâà, ñïðàâà, çâåðõó òà çíèçó), (e) ÏÎ çíàõîäÿòüñÿ íà ïîâåðõíi
òîðó, (f) ãëîáàëüíèé çâ'ÿçîê ìiæ ïåðèôåðè÷íèìè îñöèëÿòîðàìè. Ó äàíèõ ìå-
ðåæàõ: f � ôóíêöiÿ âïëèâó ÏÎ θ0 íà ÖÎ θj, g � ôóíêöiÿ âïëèâó ÖÎ íà ÏÎ,
h � ôóíêöiÿ âïëèâó ÏÎ îäíîãî íà iíøîãî.
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Ðèñ. 8.38: Áiôóðêàöiéíi äiàãðàìè ñèñòåìè òðüîõ òà ÷îòèðüîõ çâ'ÿçàíèõ îñöè-
ëÿòîðiâ: (a) íà ïëîùèíi ïàðàìåòðiâ (a, p) äëÿ N = 2, b = −1, r = 0 ñèñòåìè
(7.23); (b) íà (a, p)�ïëîùèíi äëÿ N = 2, b = −1, r = 1/4 ñèñòåìè (7.23);
(c) íà (a3, p)�ïëîùèíi äëÿ N = 3, b = −1, r = 1/4, a1 = 1, a2 = 3/2 ñèñòå-
ìè (7.24) ç ôóíêöiÿìè çâ'ÿçêó fj(x) = aj(sinx + r sin(2x)), j = 1, 2, 3; (d) íà
(a, r)�ïëîùèíi äëÿ N = 3, b = −1, p = 0 ñèñòåìè (7.23). Ïîçíà÷åííÿ: PF
� âèëêîâà áiôóðêàöiÿ, AH � áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà, TC � òðàíñ-
êðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ, HC � ãîìîêëiíi÷íà (ãåòåðîêëiíi÷íà) áiôóðêàöiÿ, BT
� áiôóðêàöiÿ Áîãäàíîâà�Òàêåíñà. Àðãóìåíòàìè ó äóæêàõ ïîêàçàíî ó ÿêié
òî÷öi àáî íà ÿêîìó ìíîãîâèäi âiäáóâà¹òüñÿ äàíà áiôóðêàöiÿ (áiëüø äåòàëüíî
ó ðîáîòi [85]). Ñiðèì ïîçíà÷åíî îáëàñòi ñòiéêîñòi àíòèôàçíèõ ñòàíiâ.
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Ðèñ. 8.39: Ñõåìàòè÷íi äiàãðàìè ôàçîâîãî ïðîñòîðó (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ T3: (a) êóá
(òîð) ç iíâàðiàíòíèìè ïëîùèíàìè M(i)

2 ; (b) iíâàðiàíòíà îáëàñòü, îáìåæåíà
iíâàðiàíòíèìè ïëîùèíàìè íàâêîëî ëiíi¨ ñèìåòði¨ Li; (c) iíâàðiàíòíi ëiíi¨ Q(i)

1

âñåðåäèíi êóáó (òîðó); (d) iíâàðiàíòíi ëiíi¨M(i)
1 òà Q(i)

1 âñåðåäèíi iíâàðiàíòíî¨
îáëàñòi; (e) ãåòåðîêëiíi÷íi ç'¹äíàííÿ âñåðåäèíi êóáó, ùî âiäïîâiäàþòü ãåòåðî-
êëiíi÷íîìó öèêëó â T3 (iíâàðiàíòíà ïëîùèíà òà òðàíñâåðñàëüíi iíâàðiàíòíi
ëiíi¨); (f) ïåðåòèí äâîõ iíâàðiàíòíèõ ïëîùèí íà iíâàðiàíòíié ëiíi¨ âñåðåäèíi
êóáó; (g) iíâàðiàíòíà ãåòåðîêëiíi÷íà ìåðåæà ó ñóñiäíiõ êóáàõ; (h) ãåòåðîêëi-
íi÷íèé öèêë ç äâîõ ñiäëîâèõ òî÷îê òà ñiäëîâîãî öèêëó.
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Ðèñ. 8.40: (a) Ïðèêëàäè ôóíêöié çâ'ÿçêó f(x) (7.33) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïà-
ðàìåòðó ν. (b) Ðåçîíàíñíà ôóíêöiÿ çâ'ÿçêó h(x) (7.35) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü µ
òà σ.

Ðèñ. 8.41: Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà äëÿ ñèñòåìè (7.50), (7.51) ó ïëîùèíi ïàðà-
ìåòðiâ (µ1, µ2). Ïðÿìi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü ëiíiÿì SNIT áiôóðêàöié. Ñõåìàòè÷íi
ôàçîâi ïîðòðåòè íà ôàçîâîìó òîði T2 çîáðàæåíi ó âiäïîâiäíèõ ìiñöÿõ ïàðà-
ìåòðè÷íî¨ ïëîùèíè ó âèïàäêàõ ñòðóêòóðíî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè.
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(d) (e)

Ðèñ. 8.42: Ñõåìàòè÷íi ôàçîâi ïîðòðåòè, ÿêi äåìîíñòðóþòü áiôóðêàöiéíi ïå-
ðåõîäè íà äâî�âèìiðíîìó iíâàðiàíòíîìó òîðî¨äàëüíîìó ìíîãîâèäi. Áiôóðêà-
öi¨ ç'ÿâëÿþòüñÿ âñåðåäèíi ìíîãîâèäó, ÿêèé ¹ ñòiéêèì ó âñiõ òðàíñâåðñàëü-
íèõ íàïðÿìêàõ. Ïåðåõîäè äâîõ îäíî÷àñíèõ áiôóðêàöié ïîêàçàíi íà ìàëþíêàõ
(a)�(c). Ñòiéêèé òà íåñòiéêèé ñiäëîâi öèêëè LCl òà SCl âèíèêàþòü (ìàëþ-
íîê (ñ)) ïiñëÿ SNIC áiôóðêàöié ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. Ëîêàëüíà ñiäëî�âóçëîâà
(fold) áiôóðêàöiÿ äâîõ öèêëiâ ¹ ãëîáàëüíîþ áiôóðêàöi¹þ íà iíâàðiàíòíî-
ìó òîðî¨äàëüíîìó ìíîãîâèäi (SNIT áiôóðêàöiÿ). Âîíà ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè
äâî�âèìiðíîãî ãðàíè÷íîãî òîðó LT 2

l . Áiôóðêàöiéíèé ïåðåõiä âñåðåäèíi iíâà-
ðiàíòíîãî òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó ïîêàçàíî íà ìàëþíêàõ (c)�(e). SNCl ïî-
çíà÷à¹ ñiäëî�âóçëîâèé öèêë. Ñòiéêi (íåñòiéêi) îñîáëèâi òî÷êè òà öèêëè âiäìi-
÷åíi ñèíiì (÷åðâîíèì) êîëüîðîì, ñiäëà ïîêàçàíi çåëåíèì êîëüîðîì.
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Ðèñ. 8.43: Ñõåìà 3D SNIT áiôóðêàöi¨. Ëàíöþã áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ ó òðè-
âèìiðíîìó òîðî¨äàëüíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði T3 3 (ϕi, ϕj, ϕm) ïîêàçàíî ó
âèãëÿäi ñõåìàòè÷íèõ ôàçîâèõ äiàãðàì. (a) Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, 1D iíâàði-
àíòíèìè ìíîãîâèäàìè òà 2D iíâàðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè. (b) ×îòèðè îäíî-
÷àñíi SNIC áiôóðêàöi¨. (c) Ïîÿâà ñòiéêîãî, íåñòiéêîãî òà äâîõ ñiäëîâèõ öèêëiâ
ó ðåçóëüòàòi SNIC áiôóðêàöié. (d) Äâi îäíî÷àñíi ñêëàäêîâi áiôóðêàöi¨ ïåðiî-
äè÷íèõ îðáiò. (e) Ïîÿâà ñòiéêî¨ òà íåñòiéêî¨ 2D ïîâåðõîíü ó ðåçóëüòàòi çíè-
êíåííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. (f) SN ñòiéêî¨ òà íåñòiéêî¨ ãðàíè÷íèõ 2D ïîâåðõîíü
ó 3D òîði (SNIT).
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Ðèñ. 8.44: Ñõåìàòè÷íà äiàãðàìà ðîçïîäiëó îñöèëÿòîðiâ ç àìïëiòóäàìè ai òà
ôàçîâèìè ðiçíèöÿìè ϕi. Ñèíiì êîëüîðîì ïîçíà÷åíî ïîëîæåííÿ ïåðåìîæöÿ,
÷åðâîíèì � ïîëîæåííÿ ïåðåìîæåíèõ. Òåìíiøèé êîëið îçíà÷à¹ áiëüøó éìî-
âiðíiñòü çíàõîäæåííÿ îñöèëÿòîðiâ ó çàçíà÷åíié îáëàñòi. Ìàëåíüêi áiëi êîëà
âiäïîâiäàþòü îêðåìèì ïåðèôåðè÷íèì îñöèëÿòîðàì.
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Ðèñ. 8.45: Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà âèïàäêó N = 3 äëÿ ñèñòåìè (7.26)�(7.29)
íà áiôóðêàöiéíié ïëîùèíi ((ω1 − ω2)/|b|, (ω1 − ω3)/|b|). Òåìíà ÷åðâîíà ëiíiÿ
¹ ãðàíèöåþ SNIC áiôóðêàöi¨, òåìíà ñèíÿ òà çåëåíà ëiíi¨ ïîêàçóþòü ãðàíèöi
SNIT áiôóðêàöié. Ðîçïîäiëè ôàç ðåæèìiâ ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå ó ðiçíèõ
áiôóðêàöiéíèõ îáëàñòÿõ çîáðàæåíî íà êîëi: çåëåíèì êîëüîðîì ïîçíà÷åíî öåí-
òðàëüíèé îñöèëÿòîð, ñèíiì � ïåðèôåðè÷íèé îñöèëÿòîð�ïåðåìîæåöü, ÷åðâî-
íèì � îñöèëÿòîðè�íåâäàõè.



Äîäàòîê Å

Òàáëèöi

Òàáë. 8.1: Áiôóðêàöi¨ êîðîçìiðíîñòi�îäèí ïðîiëþñòðîâàíi íà Ðèñ. 8.8.

ID Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ
BEGH Òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò
BEGH Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà àíòèôàçíîãî

ðîçâ'ÿçêó
HFAED Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ íà iíâàðiàíòíèõ ëiíiÿõ
BE S3�òðàíñêðèòè÷íà ãîìîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ
ED Ñiäëî�âóçëîâà ãîìîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ
BD Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ
HCD Z3�ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ
DJ Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ
DK Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ
DL Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ
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Òàáë. 8.2: Áiôóðêàöi¨ ïðîiëþñòðîâàíi íà Ðèñ. 8.12.

BEGH Òðàíñêðèòè÷íà�âèëêîâà áiôóðêàöiÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò
BQ Îáåðíåíà âèëêîâà áiôóðêàöiÿ ñiäåë ç (S2)2 ×s Z2 ñèìåòði¹þ
BV Âèëêîâà/ãåòåðîêëiíi÷íà áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ç ñèìåòði¹þ S2 × S2

(ó òðàíñêðèòè÷íîìó äî S2 × S2 íàïðÿìêó)
BM Áiôóðêàöiÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà àíòèôàçíîãî ðîçâ'ÿçêó (Z4)

òà çìiíè ñòiéêîñòi ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ
HAED Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç ñèìåòði¹þ S3 × S1

IFGD Òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç ñèìåòði¹þ
S3 × S1 ó äæåðåëi Ui

DK Áiôóðêàöiÿ ñiäëîâîãî ç'¹äíàííÿ (íå ãåòåðîêëiíi÷íà)
ó ïiäïðîñòîði ç ñèìåòði¹þ S2

DJ Òðàíñêðèòè÷íà áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç ñèìåòði¹þ
S3 × S1 ó òî÷öi ñòîêó Wi

DTL Ñiäëî�âóçëîâà áiôóðêàöiÿ âñåðåäèíi òåòðàåäðà
íà S2�ïëîùèíi

BTR Âèëêîâà áiôóðêàöiÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ âñåðåäèíi òåòðàåäðà
IFGD′ Ëiíiÿ ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöi¨, ùî ëåæèòü ñïðàâà êðèâié

IFGD òà äóæå áëèçüêî äî íå¨
DJ ′ Ëiíiÿ ñiäëî�âóçëîâî¨ áiôóðêàöi¨, ùî ëåæèòü ìiæ DK òà DJ

(áiôóðêàöiÿ âèíèêà¹ íà WiVi ó ôàçîâîìó ïðîñòîði)
DL′, DL′′ Äâi ëiíi¨ ñiäëî�âóçëîâèõ áiôóðêàöié ìiæ ëiíiÿìè DJ òà DL,

äðóãà ç öèõ áiôóðêàöié âiäáóâà¹òüñÿ íà S3 × S1 iíâàðiàíòíié
ëiíi¨
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Òàáë. 8.3: Óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ Φk, k = 0, . . . , N,
ñèñòåìè (7.23) äëÿ ïàðàìåòðiâ a, b, r, p ïðè N ≥ 3 (÷àñòèíà 1).

b > 0 a > − b
N
äëÿ r > 1

2

k = 0 b < 0 a < − b
N
äëÿ r < 1

2

b > 0 a > − b
N
äëÿ r > 1

2

a > − 2br
N(p−q) äëÿ q < r < 1

2

k = 1 b < 0 − b
N
< a < − 2br

N(p−q) äëÿ −
1
2
< r ≤ −q

a < − b
N
äëÿ r < −1

2
,

äå q := N−2
N

b > 0 a > − b
N
äëÿ r > 1

2

p = r 2 ≤ k ≤ N − 2 b < 0 a < − b
N
äëÿ r < −1

2

a > − b
N
äëÿ r > 1

2

b > 0 − 2br
N(p+q)

< a < − b
N
äëÿ q < r < 1

2

k = N − 1 a < − 2br
N(p+q)

äëÿ −1
2
< r ≤ −q

b < 0 a < − b
N
äëÿ r < −1

2

b > 0 a > − b
N
äëÿ r > −1

2

k = N b < 0 a < − b
N
äëÿ r < −1

2

a > b
N(2r−1)

äëÿ r > 1
2

k = 0 b < 0 a < b
N(2r−1)

äëÿ r < 1
2

r 6= 0, k = 1 b < 0 a > b
2r(N−2)−N äëÿ 1

2
− 1

N
< r < N

2(N−2)

p = 0 k = N − 1 b > 0 a < b
2r(N−2)+N

äëÿ − N
2(N−2)

< r < −1
2

+ 1
N

a > − b
N(2r+1)

äëÿ r > −1
2

k = N b > 0 a < − b
N(2r+1)

äëÿ r < −1
2
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Òàáë. 8.4: Óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ Φk,k = 0, . . . , N,
ñèñòåìè (7.23) äëÿ ïàðàìåòðiâ a, b, r, p ïðè N ≥ 3 (÷àñòèíà 2).

b > 0 a < − b(2p−1)
N

äëÿ p > 1
2

k = 0 b < 0 a < − b(2p−1)
N

äëÿ p < 1
2

b > 0 a < − b(4p2−1)
2p(N−2)+N

äëÿ p > 1
2

b(4p2−1)
2p(N−2)+N

< a < 4bp
N−2

äëÿ −u < p ≤ p1

k = 1 b < 0 a < 4bp
N−2

äëÿ p2 < p ≤ −u
a < − b(4p2−1)

2p(N−2)+N
äëÿ p ≤ p2,

äå u := N
2(N−2)

, p1,2 := −u±
√
u2 − 1

4

b > 0 a < b(4p2−1)
2p(N−2k)+N

äëÿ p > 1
2
,

b(4p2−1)
2p(N−2k)+N

< a < 4bp
N−2k

äëÿ −s < p < −1
2

2 ≤ k ≤ N
2

b < 0 a < 4bp
N−2k

äëÿ p2 < p ≤ −s
a < b(4p2−1)

2p(N−2k)+N
äëÿ p ≤ p,

äå s := N
2(N−2k)

, p1,2 := −s±
√
s2 − 1

4

r = 0 b > 0 a < b(4p2−1)
N

äëÿ p > 1
2

p 6= 0 k = N
2

b < 0 a > b(4p2−1)
N

äëÿ p < 1
2

a > b(4p2−1)
2p(N−2k)−N äëÿ p ≥ p1

N
2
≤ k < N − 2 b > 0 a > 2bp

N−2k
äëÿ −s ≤ p < p1

2bp
N−2k

< a < b(4p2−1)
2p(N−2k)−N äëÿ −1

2
< p ≤ s

b < 0 a > b(4p2−1)
2p(N−2k)−N äëÿ p < −1

2

a > b(4p2−1)
2p(N−2k)−N äëÿ p ≥ p1

b > 0 a > 2bp
N−2k

äëÿ s ≤ p < p1

k = N − 1 − 2bp
N−2k

< a < − b(4p−1)
2p(N−2k)−N äëÿ p2 ≤ p < s

b < 0 a > − b(4p2−1)
2p(N−2k)−N äëÿ p < −1

2

b > 0 a > − b(4p2+1)
N

äëÿ p > −1
2

k = N b < 0 a > − b(4p2+1)
N

äëÿ p < −1
2


