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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ìåðåæi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ïðèâåðíóëè
çíà÷íó óâàãó áàãàòüîõ äîñëiäíèêiâ çà îñòàííi ïiâ ñòîði÷÷ÿ. �õí¹
âèâ÷åííÿ ìîæå ñïðèÿòè ðîçóìiííþ îñíîâíèõ äèíàìi÷íèõ îñîáëè-
âîñòåé çâ'ÿçàíèõ ñèñòåì áàãàòüîõ âèäiâ, ïî÷èíàþ÷è âiä àòîìiâ ÷è
íåéðîíiâ i çàêií÷óþ÷è ëàçåðàìè é æèâèìè îðãàíiçìàìè. Îñíîâíà
ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â ðîçóìiííi òîãî, ÿêèì ÷èíîì ñïåöèôi÷íi âëà-
ñòèâîñòi iíäèâiäóàëüíî¨ ïîâåäiíêè îêðåìèõ äèíàìi÷íèõ îá'¹êòiâ
(îñöèëÿòîðiâ, íåéðîíiâ òîùî) é àðõiòåêòóðà çâ'ÿçêiâ ìiæ ðiçíèìè
îá'¹êòàìè ìîæóòü ïðèâåñòè äî ïîÿâè íîâèõ êîëåêòèâíèõ ÿâèù.

Îñíîâîïîëîæíèì i íàéãëèáøå âèâ÷åíèì êîëåêòèâíèì ÿâèùåì ¹
ñèíõðîíiçàöiÿ êiëüêîõ çâ'ÿçàíèõ ïîäiáíèõ äèíàìi÷íèõ îá'¹êòiâ. Ïåð-
øi åêñïåðèìåíòè, ùî çàñâiä÷èëè ïðîòèôàçîâó ñèíõðîíiçàöiþ äâîõ
ãîäèííèêîâèõ ìàÿòíèêiâ ïðîâiâ Õ. Ãþéãåíñîì iùå ó ñiìíàäöÿòîìó
ñòîði÷÷i. Ñïëåñê íàóêîâîãî iíòåðåñó äî ñèíõðîíiçàöi¨ ïî÷àâñÿ íàïðè-
êiíöi äåâ'ÿòíàäöÿòîãî � íà ïî÷àòêó äâàäöÿòîãî ñòîði÷ ç âèíèêíåí-
íÿì åëåêòðîäèíàìiêè é óñïiõàìè ó äîñëiäæåííi âçà¹ìîäi¨ íåéðîíiâ.
Ïîäàëüøi ïîøòîâõè äî ðîçâèòêó òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨ òà êîëåêòèâíî¨
äèíàìiêè áóëè ñïðè÷èíåíi âèíàõîäîì êîìï'þòåðiâ é ïîÿâîþ êiáåðíå-
òèêè, ïîÿâîþ ðàäiîôiçèêè, ðîçâèòêîì òåîði¨ êîëèâàíü, ïîÿâîþ òåîði¨
áiôóðêàöié, óñïiõàìè ó äîñëiäæåííi ëþäñüêîãî ìîçêó é ïîÿâîþ
ìàòåìàòè÷íèõ íåéðîííèõ ìîäåëåé (ìîäåëi Õîäæêiíà�Õàêñëi ïåðåä-
óñiì), ðiçíîìàíiòíèìè áiîëîãi÷íèìè ñïîñòåðåæåííÿìè êîëåêòèâíî¨
äèíàìiêè æèâèõ îðãàíiçìiâ, âèÿâëåííÿì êîëèâíèõ õiìi÷íèõ ðåàêöié,
âèíàéäåííÿì ëàçåðiâ, ïîÿâîþ ïðèëàäiâ, ùî ñòèìóëþþòü ðîáîòó
ñåðöÿ é ìîçêó, ïîÿâîþ êîìï'þòåðíèõ ìåðåæ òà øòó÷íèõ íåéðîííèõ
ìåðåæ. Ñåðåä ó÷åíèõ, ÿêi çðîáèëè çíà÷íèé âíåñîê ó ñòàíîâëåííÿ
òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨, âàðòî çãàäàòè Äæ. Ðåëåÿ, Á. Âàí-äåð-Ïîëÿ,
Å. Åïïëòîíà, À. Àíäðîíîâà, À. Âiòòà, Í. Âiííåðà. Â ñåðåäèíi äâàäöÿ-
òîãî ñòîði÷÷ÿ ç'ÿâèëîñü ðîçóìiííÿ ñêëàäíîñòi êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè
âçà¹ìîäiéíèõ îá'¹êòiâ i íåîáõiäíiñòü ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé, ÿêi á îïèñóâàëè ñïiëüíi ðèñè ñèíõðîíiçàöi¨ íàâiòü íåçàëåæíî âiä
ïðèðîäè òà ñêëàäíîñòi âçà¹ìîäiéíèõ îá'¹êòiâ i áóëè ÿêîìîãà ïðîñòi-
øèìè òà çðó÷íèìè äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiòè÷íîãî âèâ÷åííÿ. Ïåðøà
âàãîìà ñïðîáà áóëà çäiéñíåíà À. Âiíôði ó 1967 ðîöi, ÿêèé çàïðîïîíó-
âàâ ñêëàäíó îñöèëÿòîðíó ìîäåëü. Iíøèì çíà÷íèì ïðîðèâîì ó òåîði¨
ñèíõðîíiçàöi¨ ìîæíà ââàæàòè çàïðîïîíîâàíó ó 1975 ðîöi ÿïîíñüêèì
ôiçèêîì Éîøèêi Êóðàìîòî ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ.



� 2 �

Çà êîðîòêèé ÷àñ ìîäåëü Êóðàìîòî ñòàëà ïîïóëÿðíîþ çàâäÿêè ñâî¨é
ïðîñòîòi, çðó÷íîñòi äëÿ äîñëiäæåííÿ é ìîæëèâîñòi îïèñàííÿ ñòðó-
êòóðíî äóæå âiäìiííèõ ìiæ ñîáîþ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè,
ÿê, íàïðèêëàä, ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ, ÷àñòêîâà ñèíõðîíiçàöiÿ, ïðîòè-
ôàçíà ñèíõðîíiçàöiÿ, õâèëi îáåðòàííÿ, äîâãîòðèâàëà ñèíõðîíiçàöiÿ ç
ïåðåìèêàííÿì, õèìåðíi ñòàíè òîùî. Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ âêàçàíî¨
ìîäåëi ¹ ¨¨ ãíó÷êiñòü: çìîãà ëåãêî îïèñóâàòè ðiçíi ìåðåæi âçà¹ìîäié,
ìîæëèâiñòü ëåãêî óñêëàäíþâàòè ñïîñîáè âçà¹ìîäi¨, íàáëèæàþ÷è ìà-
òåìàòè÷íèé îïèñ äî êîíêðåòíîãî ïðèðîäíüîãî ÿâèùà. Äîñëiäæåííÿ
ìîäåëi Êóðàìîòî òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ïðèâîäÿòü äî ïîÿâè íîâèõ òèïiâ
ìîäåëåé êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè. Âiäçíà÷èìî, çîêðåìà, ìîäåëi Êóðà-
ìîòî ç çàïiçíåííÿì, ç ïëàñòè÷íiñòþ, ç àäàïòàöi¹þ, ç âèïàäêîâèìè
ðîçïîäiëàìè ÷àñòîò øóìîì, ç íåëiíiéíèìè ôàçîâèìè çñóâàìè, çi
çâîðîòíiì âïëèâîì, ç iíåðöi¹þ, ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì, ç õàáàìè,
à òàêîæ íåñêií÷åííî�âèìiðíi, ðiçíèöåâi, ëàíöþãîâi òà êiëüöåâi
îñöèëÿòîðíi ìîäåëi, ìåðåæi îñöèëÿòîðiâ, çàäàíi ñïåöèôi÷íèìè
ãðàôàìè. Âàãîìèé âíåñîê ó ðîçðîáêó òåîði¨ çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ
îñöèëÿòîðiâ çðîáèëè Ñ. Ñòðîãàòö, À. Ïiêîâñüêèé, Ì. Ðîçåíáëþì,
Þ. Êóðòñ, Õ. Ñàêàãó÷i, Äæ. Êðîôîðä, Ñ. Âàòàíàáå, Í. Êîïåëë,
Á. Åðìåíòðàóò, I. Áëåõìàí, Å. Îòò, Õ. Äàiäî, Ð. Ìiðîëëî, À. Àðåíàñ,
Äæ. Ñâiôò, Ï. Åøâií, Õ. Êîði, Ä. Ãàíñåë, Ð. Áîðèñþê, ß. Êàçàíîâè÷,
Þ. Ìàéñòðåíêî, Î. Îìåëü÷åíêî, Ñ. ßí÷óê, Î. Ïîïîâè÷, Äæ. Àöå-
áðîí, Ï. Òàññ, Õ. Øóñòåð, Ï. Âàãíåð, Ê. Âiçåíôåëüä, Õ. Õîíã,
Ì. Òiììå, Ï. Õîëìñ, Å. Áðàóí, É. Íàêàãàâà òà iíøèi. Äîñëiäæåííÿ
ìîäåëåé çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ïðèâåëî äî âèíèêíåííÿ
íîâèõ ãëèáîêèõ òåîðié, òàêèõ, ÿê òåîðiÿ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà òà
àíçàö Îòòà�Àíòîíñåíà, à òàêîæ äî îïèñàííÿ íîâèõ êîëåêòèâíèõ
ðåæèìiâ, òàêèõ, ÿê õèìåðíi ñòàíè, ðåæèìè ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ.

Ìîäåëi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ìàþòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè
äîñëiäæåííÿõ íåéðîííèõ ìåðåæ, íàäïðîâiäíèêîâèõ ç'¹äíàíü Äæîçå-
ôñîíà, ìàñèâàõ ëàçåðiâ i ïðè ìîäåëþâàííi áàãàòüîõ iíøèõ ñêëàäíèõ
ñèñòåì âçà¹ìîäiéíèõ åëåìåíòiâ. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî äëÿ ìîäåëþ-
âàííÿ îêðåìèõ åëåìåíòiâ ìåðåæi ó áiëüøîñòi ïðèêëàäíèõ âèïàäêiâ
çàñòîñîâóþòüñÿ áàãàòîâèìiðíi ñèñòåìè ç äóæå ñêëàäíîþ iíäèâiäó-
àëüíîþ ïîâåäiíêîþ, äëÿ ìîäåëþâàííÿ ¨õíüî¨ êîëåêòèâíî¨ ïîâåäiíêè
ìîæå áóòè äîñòàòíüî âèâ÷åííÿ ëèøå ¨õíüî¨ ôàçîâî¨ ñèíõðîíiçàöi¨.
Îäíèì çi ñïîñîáiâ äîñëiäæåííÿ ñèíõðîíiçàöi¨ äàíèõ ¹ âèäiëåííÿ ôàç
ñèãíàëiâ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ãiëüáåðòà, ùî äà¹ çìîãó ïîäàëü-
øîãî ¨õíüîãî äîñëiäæåííÿ ó ôîðìi îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì. Iíøèì
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÷èíîì îñöèëÿòîðíó ìîäåëü ìîæíà îòðèìàòè ÿê óñåðåäíåííÿ áiëüø
ñêëàäíî¨ ñèñòåìè çi çáåðåæåííÿì ïåâíèõ âëàñòèâîñòåé êîëåêòèâíî¨
ïîâåäiíêè. Äîñëiäæåííÿ ïðîñòiøèõ ìîäåëåé âçà¹ìîäiéíèõ åëåìåíòiâ
÷àñòî ïîêàçó¹ íàïðÿìîê i äà¹ iíñòðóìåíòè äëÿ äîñëiäæåííÿ áiëüø
ñêëàäíèõ òà çàãàëüíèõ ñèñòåì ç ïîäiáíèìè îñîáëèâîñòÿìè ïîáóäî-
âè ìåðåæ. Çîêðåìà, çà äîïîìîãîþ ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ
òàêîæ áóëè îòðèìàíi çíà÷íi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ,
ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè òàêèõ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ, ÿê
�çìàãàííÿ áåç ïåðåìîæöiâ�, �ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå�, �çìàãàííÿ çà
ñèíõðîíiçàöiþ�. Òàêîæ çà äîïîìîãîþ ïîäiáíèõ ñèñòåìè ìîæóòü áóòè
çìîäåëüîâàíi ïåâíi ñèòóàöi¨ â òåîði¨ iãîð òà òåîði¨ êîíôëiêòiâ.

Ìîäåëi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè, ¹ âàæëèâèìè òà öiêàâèìè
ìàòåìàòè÷íèìè îá'¹êòàìè. Âèâ÷åííÿ êîëåêòèâíèõ òà ïåðåõiäíèõ
ðåæèìiâ ó òàêèõ ñèñòåìàõ ïðèâîäèòü äî ïîÿâè íîâèõ ïîíÿòü òà
øèðîêîãî ñïåêòðó äîñëiäæåíü ó òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, òåîði¨
áiôóðêàöié, òåîði¨ ñêëàäíîñòi. Íàÿâíiñòü ðiçíîìàíiòíèõ êîëåêòèâ-
íèõ ðåæèìiâ ó ìåðåæàõ îñöèëÿòîðiâ çàëåæèòü âiä iíäèâiäóàëüíî¨
ïîâåäiíêè äèíàìi÷íèõ îá'¹êòiâ, àðõiòåêòóðè ìåðåæi òà òèïiâ âïëèâó
åëåìåíòiâ îäíèõ íà iíøèõ. Öå ñòâîðþ¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ñèìå-
òðiÿìè ìåðåæi, iíâàðiàíòíèìè ìíîãîâèäàìè ñèñòåìè, êëàñòåðíèìè
ðåæèìàìè ìîäåëi, à òàêîæ çàäà¹ ìîæëèâi òèïè áiôóðêàöié ïåðå-
õîäiâ. Çîêðåìà, ïåâíi òèïè ñèìåòðè÷íèõ áiôóðêàöié áóëî âèÿâëåíî
ñàìå çàâäÿêè òàêèì ñèñòåìàì. Âåëèêó êiëüêiñòü ãåòåðîêëiíi÷íèõ
áiôóðêàöié âèÿâëåíî ñàìå çàâäÿêè ñèñòåìàì çâ'ÿçàíèõ åëåìåíòiâ.
Çíà÷íèé âïëèâ òàêi ñèñòåìè ìàþòü i íà òåîðiþ äåòåðìiíîâàíîãî
õàîñó, çîêðåìà, àêòèâíî äîñëiäæó¹òüñÿ íàÿâíiñòü õàîòè÷íî¨ ñèí-
õðîíiçàöi¨, êîíñåðâàòèâíîãî õàîñó òà õàîòè÷íèõ õèìåð ó ñèñòåìàõ
ïîäiáíîãî òèïó. Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî àíàëiòè÷íi äîñëiäæåííÿ
çâ'ÿçàíèõ ñèñòåì ïåðåâàæíî äîïîâíþþòüñÿ i ïiäòâåðäæóþòüñÿ
åêñïåðèìåíòàëüíî òà çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðíî¨ ñèìóëÿöi¨, ùî
òàêîæ ïðèâîäèòü äî ïîÿâè íîâèõ íàóêîâèõ ìiæãàëóçåâèõ òå÷ié.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òå-
ìàìè. Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî ó âiääiëi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
òà òåîði¨ êîëèâàíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî
ç íàóêîâî�äîñëiäíèìè òåìàìè �Êîíñòðóêòèâíi òà ÿêiñíi ìåòîäè
àíàëiçó ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ, ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ,
iìïóëüñíèõ òà ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
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0116U003121; �Àíàëiòè÷íi òà ãðóïîâi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìàòå-
ìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñó÷àñíîãî ïðèðîäîçíàâñòâà�, íîìåð äåðæàâíî¨
ðå¹ñòðàöi¨ 0117U002119.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöi¨ ¹ ðîçðîáêà
íîâèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè àíàëiòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ êîëåêòèâíî¨ äè-
íàìiêè øèðîêîãî êëàñó ìîäåëåé çâ'ÿçàíèõ äèíàìi÷íèõ åëåìåíòiâ, ùî
îïèñóþòü êîëåêòèâíi ïðèðîäíi ÿâèùà. Îñíîâíó óâàãó äèñåðòàöi¨ çî-
ñåðåäæåíî íà îïèñàííi òà äîâåäåííi iñíóâàííÿ, ñòiéêîñòi, ìóëüòèñòà-
áiëüíîñòi, áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ, áàñåéíiâ ïðèòÿãàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè, ùî îïèñóþòü êî-
ëåêòèâíi ðåæèìè ó ìåðåæàõ ç ðiçíèìè iíäèâiäóàëüíèìè äèíàìiêàìè
åëåìåíòiâ, ðiçíèìè àðõiòåêòóðàìè çâ'ÿçêiâ i ðiçíèìè òèïàìè âçà¹ìî-
äi¨.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè, ùî ìîäåëþþòü ñêëàäíi ìåðåæi âçà¹ìîäié-
íèõ êîëèâíèõ åëåìåíòiâ (ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, íåéðîíiâ).

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ñè-
ñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì êîëåêòèâ-
íèì ðåæèìàì (ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ, êëàñòåðíi ðåæèìè, àíòèôàçíi
ðåæèìè, õâèëi îáåðòàííÿ, ðåæèìè ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ, ðåæèì
ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå, ðåæèì áîðîòüáà çà ñèíõðîíiçàöiþ, ðåæèì
çìàãàííÿ áåç ïåðåìîæöiâ, õèìåðíi ñòàíè).

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî êîìïëåêñíèé
ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî
çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiçíèõ ìåðåæ òà òèïiâ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ií-
äèâiäóàëüíèìè äèíàìi÷íèìè îá'¹êòàìè. Ïiäõiä ïîëÿãà¹ ó âèÿâëåííi
ìîæëèâèõ ñèìåòðié ñèñòåìè, âèÿâëåííi òà äîñëiäæåííi iíâàðiàíòíèõ
ìíîãîâèäiâ òà iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé, äîñëiäæåííi ìîæëèâîñòi
ðåäóêöi¨ ñèñòåìè, ùî âðàõîâó¹ ñèìåòði¨, íàÿâíiñòü iíâàðiàíòíèõ
ïiäïðîñòîðiâ, ñòiéêèõ êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ, i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð,
òîùî. Ïðè âèâ÷åííi ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöié êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ
çàñòîñîâó¹òüñÿ ïî¹äíàííÿ àíàëiòè÷íèõ äîñëiäæåíü ç ÷èñåëüíèìè
åêñïåðèìåíòàìè òà ïîáóäîâîþ ñõåìàòè÷íèõ i áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòà-
òè, ÿêi âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, òàêi:

1. Äîñëiäæóâàëàñü êîëåêòèâíà äèíàìiêà ó ñèñòåìàõ ãëîáàëüíî
çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç ðiçíèìè òèïàìè âçà¹ìîäi¨.
Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðåæèìiâ ïîâíî¨ òà ÷àñòêîâî¨ ñèíõðîíiçà-
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öi¨, ðåæèìiâ ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ i ïðîòèôàçíèõ ðåæèìiâ
ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi Êóðàìîòî, ìîäåëi Êóðàìîòî-Ñàêàãó÷i
òà ìîäåëi ç íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨.
Äåòàëüíî îïèñàíî óìîâè ñòiéêîñòi òà áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ,
ìóëüòèñòàáiëüíîñòi ðiçíèõ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ òà ¨õíi áàñåéíè
ïðèòÿãàííÿ. Äëÿ ñèñòåì ç êâàäðàòè÷íèì ôàçîâèì çñóâîì îïèñà-
íî ñòðóêòóðó áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåé ïåðiîäè÷íèõ îðáiò òà
ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ.

2. Áóëî çàïðîïîíîâàíî ðîçøèðåííÿ ìîäåëi Õîíã�Ñòðîãàòöà
çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ ç ïðèòÿãàííÿì, âiäøòîâõóâàííÿì òà ôà-
çîâèì çñóâîì. Ìîäåëü îïèñó¹ ïðîòèäiþ äâîõ êîíêóðóþ÷èõ ãðóï
êîíôîðìiñòiâ íà íîíêîíôîðìiñòiâ. Äîâåäåíî, ùî äàíà ñèñòåìà
ìîæå ìàòè ðiçíîìàíiòíi ðåæèìè ïðîòèñòîÿííÿ: ïðîòèôàçíèé
ðåæèì äâîõ ãðóï, ãëîáàëüíà ïðîòèôàçà âñiõ åëåìåíòiâ ñèñòåìè,
ðåæèì íå÷iòêîãî ïðîòèñòîÿííÿ, ìàíäðiâíi õâèëi, à òàêîæ äâà
"ðåíåãàòíèõ" ðåæèìè. Ïîêàçàíî, ùî íàÿâíiñòü ôàçîâîãî çñóâó
çíà÷íî óñêëàäíþ¹ êîëåêòèâíó äèíàìiêó ñèñòåìè, ïðèâîäèòü äî
ïîÿâè íîâèõ òèïiâ ðîçâ'ÿçêiâ, à òàêîæ íîâèõ áiôóðêàöié.

3. Äîñëiäæóâàëîñÿ ñïiâiñíóâàííÿ äèñèïàòèâíî¨ òà êîíñåðâàòèâíî¨
äèíàìiê ó êiëüöåâèõ îñöèëÿòîðíèõ ìåðåæàõ ç àíiçîòðîïíèì
çâ'ÿçêîì. Âèÿâëåíî, ùî òàêå ñïiâiñíóâàííÿ ¹ íàñëiäêîì ÷àñî-
âî�îáîðîòíî¨ ñèìåòði¨ ó ñèñòåìi. Äîâåäåíî, ùî êîíñåðâàòèâíi
òà äèñèïàòèâíi îáëàñòi ðîçäiëÿþòüñÿ áàãàòîâèìiðíèìè ìíîæè-
íàìè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öèðêóëÿíòíî¨
îñöèëÿòîðíî¨ ìåðåæi ç íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãåðà.

4. Áóëî çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ �ñëàáêèé õèìåðíèé ñòàí� â ìå-
ðåæàõ íåðîçðiçíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Áóëî ðîçâ'ÿçàíî
çàäà÷ó ïðî ìiíiìàëüíó îñöèëÿòîðíó ìåðåæó, ùî ìiñòèòü õèìåðíi
ñòàíè. Áóëî íàâåäåíî ïîáóäîâè ìîäóëüíèõ îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì,
ùî ìàþòü õèìåðíi ñòàíè ãåòåðîêëiíi÷íîãî òèïó. Çàïðîïîíîâàíî
ìåòîä áiôóðêàöiéíîãî àíàëiçó õèìåðíèõ ñòàíiâ çà äîïîìîãîþ
ðåäóêöié ñèñòåìè íà iíâàðiàíòíi ìíîãîâèäè.

5. Äîñëiäæóâàëàñü îñöèëÿòîðíà ìîäåëü ç öåíòðàëüíèì åëåìåí-
òîì, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñàííÿ íåéðîííèõ ïðîöåñiâ
çîðîâîãî ïîøóêó, óâàãè òà ïàì'ÿòi. Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî
iñíóâàííÿ, ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âiäïîâiäàþòü
ðåæèìàì áîðîòüáè ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ çà ñèíõðîíiçàöiþ
ç öåíòðàëüíèì.
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6. Áóëà çàïðîïîíîâàíà òà äîñëiäæóâàëàñü óçàãàëüíåíà ñèñòåìà ç
öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì òà àäàïòàöi¹þ. Áóëî äîâåäåíî, ùî öÿ ñè-
ñòåìà ìà¹ ñòiéêi ðåæèìè �ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå� ñòàöiîíàðíèõ
òà íåñòàöiîíàðíèõ òèïiâ, à òàêîæ ïîêàçàíî àäàïòàöiþ ÷àñòîòè
öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè ïåðèôåðè÷íîãî
îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ.

7. Îïèñàíî íîâi áiôóðêàöi¨ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ñèìå-
òðè÷íi áiôóðêàöi¨ òà áiôóðêàöi¨ âòðàòè ñèìåòðié. Âèÿâëåíà òà
äîñëiäæåíà íîâà áiôóðêàöiÿ ñiäëî�âóçëà íà iíâàðiàíòíîìó òîði
(SNIT).

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà
ðîáîòà ìiñòèòü ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ, ùî ìàþòü òåîðåòè÷íèé
õàðàêòåð, à òàêîæ îïèñàííÿ çàñòîñóâàíü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ
ó ïðèðîäîçíàâñòâi. Ó ðîáîòi ìåòîäàìè òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì
ìîäåëþþòüñÿ êîëåêòèâíi ðåæèìè ðiçíèõ ãàëóçåé ïðèðîäîçíàâñòâà.
Îòðèìàíi â ðîáîòi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi
â àíàëiòè÷íié òà ÿêiñíié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òåîði¨ êî-
ëèâàíü, òåîði¨ áiôóðêàöié òà òåîði¨ õàîñó. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi òà âæå âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïè-
ñàííÿ êîëåêòèâíèõ ïðîöåñiâ ó ôiçèöi, íàóöi ïðî íåéðîíè, ìåäèöèíi,
õiìi¨, ñîöiîëîãi¨, à òàêîæ ó çàïðîâàäæåíi øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Òåìàòèêó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè
âèçíà÷åíî çäîáóâà÷åì îñîáèñòî. Âñi îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòà-
òè ¹ íîâèìè. Ç ðåçóëüòàòiâ, íàäðóêîâàíèõ ó ñïiëüíèõ çi ñïiâàâòîðà-
ìè ñòàòòÿõ, â îñíîâíó ÷àñòèíó äèñåðòàöi¨ óâiéøëè òiëüêè òàêi, ùî
îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî, çà âèíÿòêîì êiëüêîõ ðåçóëüòàòiâ,
äå âêëàä ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì. Ó ðîáîòàõ [3, 5, 6, 7, 9, 17, 18, 20]
âíåñîê âñiõ ñïiâàâòîðiâ ó ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ òåîðåòè÷íèõ
ðåçóëüòàòiâ ¹ ðiâíîöiííèì. Ó ðîáîòàõ, ùî íîñÿòü ìiæãàëóçåâèé õàðà-
êòåð, àâòîðó äèñåðòàöi¨ íàëåæèòü ìàòåìàòè÷íà ÷àñòèíà äîñëiäæåíü,
à ñïiâàâòîðàì îïèñàííÿ ôiçè÷íî¨, áiîëîãi÷íî¨ ÷è ìåäè÷íî¨ ìîòèâàöi¨
âèíèêíåííÿ ìîäåëåé, ïîáóäîâà ìîäåëåé òà ïðèðîäíè÷à iíòåðïðåòàöiÿ
îòðèìàíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-
ïîâiäàëèñÿ íà Ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ: Äèôåðåíöiàëü-
íi òà iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ (Îäåñà, Óêðà¨íà, 2000), Óêðà¨íñüêèé Ìà-
òåìàòè÷íèé Êîíãðåñ (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2001), Øîñòi áîãîëþáiâñüêi
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÷èòàííÿ (×åðíiâöi, Óêðà¨íà, 2003), Theory and applications of coupled
cell networks (Êåìáðiäæ, Âåëèêîáðèòàíiÿ, 2005), Nonlinear Dynamics
in Engineering and Nanotechnologies (ßëòà, Óêðà¨íà, 2006), Complex
dynamics and delay e�ects in complex systems (Áåðëií, Íiìå÷÷èíà,
2006), Êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 80�ði÷÷þ ïðîô. Ã. Õàêåíà (Áàä Õîí-
íåô, Íiìå÷÷èíà, 2007), Mathematical modeling in neuroscience (Êè-
¨â, Óêðà¨íà, 2008), Dynamics of coupled phase oscillators (Áåðëií, Íi-
ìå÷÷èíà, 2009), International workshop Nonlinear dynaics on networks
(Êè¨â, Óêðà¨íà, 2010), Nonlinear dynamics of electronic systems (Âîëü-
ôåíáþòåëü, Íiìå÷÷èíà, 2011), Synchronization and oscillators with
generalized coupling (Åêçåòåð, Âåëèêîáðèòàíiÿ, 2016), Ñó÷àñíà ñòî-
õàñòèêà: Òåîðiÿ òà çàñòîñóâàííÿ IV (Êè¨â, 2018), Ñó÷àñíi ïðî-
áëåìè ìàòåìàòèêè (×åðíiâöi, Óêðà¨íà, 2018), Dynamics of coupled
phase oscillators (Áåðëií, Íiìå÷÷èíà, 2018), 11th Nonlinear Economics
Dynamics Conference (Êè¨â, Óêðà¨íà, 2019).

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íåîäíîðàçîâî äîïîâiäàëèñÿ òà
îáãîâîðþâàëèñÿ íà ñåìiíàðàõ âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà
òåîði¨ êîëèâàíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: àêà-
äåìiê À.Ì. Ñàìîéëåíêî), çàñiäàííÿõ Â÷åíî¨ Ðàäè Iíñòèòóòó ìàòå-
ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ñåìiíàði âiääiëó âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Iíñòè-
òóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ïðîô. À.À. Äîðîãîâöåâ),
ñåìiíàðàõ �Òåîðiÿ êîíôëiêòiâ� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
(êåðiâíèê: ïðîô. Â.Ä. Êîøìàíåíêî), ñåìiíàði Ëàáîðàòîði¨ ñêëàäíèõ
ñèñòåì ÊÏÓ Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê: ïðîô. Þ.Ã. Êîíäðàòü¹â), ñå-
ìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ÊÏÓ Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê: ïðîô. Ã.Ì. Òîðáií), ñåìiíàði �Ìàòåìà-
òèêà òà íàóêè ïðî æèòòÿ� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓêðà¨íè (2011,
êåðiâíèê: ä.ô.-ì.í. Î.Â. Àíòîíþê), çàñiäàííÿõ îá'¹äíàíîãî Áåðëií-
ñüêîãî ñåìiíàðó ç äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (êåðiâíèêè: ïðîô. Á. Ôiäëåð,
ïðîô. Ì. Âîëüôðóì), ñåìiíàði Iíñòèòóòó ìåäèöèíè íàóêîâîãî öåí-
òðó ì. Þëiõ, Íiìå÷÷èíà (êåðiâíèõ ïðîô. Ï. Òàññ), ñåìiíàðàõ ôà-
êóëüòåòó ôiçèêè òà àñòðîíîìi¨ Óíiâåðñèòåòó ì. Ïîòñäàì, Íiìå÷÷èíà
(êåðiâíèêè: ïðîô. À. Ïiêîâñüêèé, ïðîô. Ì. Ðîçåíáëþì), ñåìiíàðàõ
ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó ì. Åêçåòåð, Âåëèêîáðèòàíiÿ (êåðiâíèê:
ïðîô. Ï. Åøâií), ñåìiíàðàõ ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Äåðæàâíî-
ãî Óíiâåðñèòåòó Äæîðäæi¨, ÑØÀ (êåðiâíèêè: ïðîô. À. Øèëüíiêîâ,
ïðîô. I. Á¹ëèõ).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ðîáî-
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òàõ [1-20], ùî âiäïîâiäàþòü âèìîãàì äî ïóáëiêàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äèñåð-
òàöiéíèõ ðîáiò ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ iç ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê. 4
iç âêàçàíèõ ðîáiò íàäðóêîâàíî áåç ñïiâàâòîðiâ, 15 ó çàêîðäîííèõ âè-
äàííÿõ. Çãiäíî ç ìiæíàðîäíèìè íàóêîâîìåòðè÷íèìè áàçàìè äàíèõ
Scopus òà Web of Science ¹ ïîíàä 300 ïîñèëàíü íà 14 ç íàâåäåíèõ
ðîáiò àâòîðà äèñåðòàöi¨, ïîíàä 250 ç ÿêèõ áåç ñàìîöèòóâàíü. h�index
öèõ ðîáiò ó âêàçàíèõ áàçàõ äàíèõ ñòàíîâèòü 9.

Âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal & Country Rank íà-
óêîâi ïóáëiêàöi¨ [3, 4, 7, 9, 10, 14, 15, 16] íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ,
ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî êâàðòèëÿ Q1; ðîáîòè [6, 12, 13] � ó âèäàííÿõ, ùî
âiäíîñÿòüñÿ äî Q2; ðîáîòè [8, 20] � ó âèäàííÿõ ç Q3.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi çìi-
ñòó, âñòóïó, ñåìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë,
ùî ìiñòèòü 353 íàéìåíóâàííÿ òà 6 äîäàòêiâ. Ðîáîòà ìiñòèòü 45 ðè-
ñóíêiâ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 462 ñòîðiíêè.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi âèçíà÷åíî îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ òà îá ðóíòî-
âàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàâäàííÿ
äîñëiäæåííÿ, îïèñàíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, îõàðàêòåðèçîâàíî íà-
óêîâó íîâèçíó òà òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ äîñëiäæåííÿ,
ïðîêîìåíòîâàíî ïîâíîòó âèêëàäåííÿ ìàòåðiàëó â îïóáëiêîâàíèõ
ïðàöÿõ òà éîãî ñòóïiíü àïðîáàöi¨.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ôîðìóëþþòüñÿ îñíîâíi çàâäàííÿ äîñëi-
äæåííÿ, ïîäà¹òüñÿ îãëÿä ëiòåðàòóðè, îêðåñëþþòüñÿ ïèòàííÿ, ÿêi
çàëèøèëèñÿ âiäêðèòèìè, i àíîíñóþòüñÿ íîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèíîñÿ-
òüñÿ íà çàõèñò. Ó öüîìó ðîçäiëi êîðîòêî îïèñàíà iñòîðiÿ âèíèêíåííÿ
ïîíÿòòÿ ñèíõðîíiçàöi¨ òà áiëüø çàãàëüíîãî ïîíÿòòÿ êîëåêòèâíî¨
äèíàìiêè, ïîêàçàíî ìîòèâàöiþ âèíèêíåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé,
ùî îïèñóþòü êîëåêòèâíi ðåæèìè ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ïðèðîäîçíàâñòâà,
îïèñàíî ñó÷àñíèé ñòàí äîñëiäæåíü ó öüîìó íàïðÿìêó. Äåòàëüíî
îïèñàíî ìîäåëi çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ òà íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ
òà ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ ñèíõðîíiçàöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹
âçà¹ìîäiþ N çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

dθi
dt

= ωi +
1

N

N∑
j=1

KijΓij(θi − θj), i = 1, . . . , N, (1)
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äå θi ∈ [0, 2π) = T1 � ôàçîâi çìiííi, ωi � âëàñíi ÷àñòîòè îñöèëÿ-
òîðiâ, Kij � ïàðàìåòðè çâ'ÿçêiâ ìiæ îñöèëÿòîðàìè, Γij(x) � ãëàäêi
2π�ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨ çâ'ÿçêó. Öþ ñèñòåìó áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëü-
íåíîþ ìîäåëëþ Êóðàìîòî àáî ìîäåëëþ òèïó Êóðàìîòî. Ïàðàìåòð
Kij âêàçó¹ íà ñèëó âïëèâó i�òîãî îñöèëÿòîðà íà j�é. Ïðè Kij = 0
òàêèé âïëèâ âiäñóòíié. Ìàòðèöÿ K = {Kij}Ni,j=1 îïèñó¹ ìåðåæó
çâ'ÿçêiâ ìiæ åëåìåíòàìè. Ôóíêöi¨ Γij(x) ìîæóòü áóòè iäåíòè÷íèìè
äëÿ âñi¹¨ ìåðåæi àáî äëÿ ¨¨ ÷àñòèíè. Çàëåæíî âiä òèïó ìåðåæi òà
âèãëÿäó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ ñèñòåìà ìà¹ òó ÷è iíøó âëàñíó íàçâó.

Ñèñòåìà ìîæå áóòè óçàãàëüíåíà ðiçíèìè ñïîñîáàìè ç óðàõóâàí-
íÿì òèõ ÷è iíøèõ îñîáëèâîñòåé îá'¹êòà, ùî ìîäåëþ¹òüñÿ. Ïðèðîäíiì
¹ ðîçøèðåííÿ ñèñòåìè çàâäÿêè ââåäåííÿ íîâèõ ðiâíÿíü, ÿêi îïèñóþòü
çàëåæíiñòü ñèëè çâ'ÿçêó ìiæ åëåìåíòàìè âiä ñòóïåíþ ñèíõðîíiçà-
öi¨ ìiæ íèìè. Îñêiëüêè ñèñòåìè ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ¹ ïåâíèìè
ðåäóêöiÿìè íåéðîííèõ ìîäåëåé, òî òàêi çâ'ÿçêè îïèñóþòü ÿâèùà
àäàïòàöi¨ ÷è ñèíàïòè÷íî¨ ïëàñòè÷íîñòi âçà¹ìîäiéíèõ íåéðîíiâ.
Ó öüîìó ðàçi ïàðàìåòðè çâ'ÿçêiâ ¹ ôóíêöiÿìè ÷àñó Kij = Kij(t),
äëÿ ÿêèõ çàäàþòüñÿ äîäàòêîâi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Ó áiëüø
çàãàëüíèõ ìîäåëÿõ iíøi ïàðàìåòðè ñèñòåìè (1) ìîæóòü ïåðåòâîðè-
òèñü ó ôóíêöi¨ äëÿ òî÷íiøîãî îïèñó ïåâíèõ ôiçè÷íèõ ÷è íåéðîííèõ
îñîáëèâîñòåé êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè. Ó ðîáîòi òàêîæ ðîçãëÿäàëèñü
òåðìîäèíàìi÷íi ãðàíè÷íi ïåðåõîäè ó ñèñòåìi (1) ïðè N → ∞ òà ïî-
ðiâíþâàëèñü âëàñòèâîñòi ñêií÷åííî òà íåñêií÷åííî�âèìiðíèõ ñèñòåì.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ ñèñòåìè (1) çðó÷íî çàôi-
êñóâàòè îäèí iç ¨¨ åëåìåíòiâ. Îòæå, ïðîâîäÿ÷è çàìiíó

φi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N − 1. (2)

ïåðåõîäèìî âiä ñèñòåìè (1) äî ñèñòåìè ìåíøî¨ íà îäèí ðîçìiðíîñòi

dφi
dt

= ∆i +
1

N

N∑
j=1

(K1,jΓ1,j(φj−1)

−Ki+1,jΓi+1,j(φj−1 − φi−1)) , i = 1, . . . , N − 1, (3)

äå ∆i = ω1 − ωi+1, i = 1, . . . , N − 1, òà φ0 := 0. Ó ïîäàëüøîìó
íàçèâàòèìåìî ñèñòåìó (3) ñèñòåìîþ ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ äëÿ ðiçíèõ
ìîäåëåé òèïó Êðàìîòî (1).

Êîðîòêî îïèøåìî îñíîâíi ç ïîíÿòü òà îçíà÷åíü, äàíèõ ó ïiäðîçäiëi
1.2.2 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
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1.Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíå ñåðåäí¹ ïîëå ñèñòåìè (1)

Z(t) = R(t)eıψ(t) =
1

N

N∑
j=1

eıθj(t) (4)

äå ı =
√
−1. Íàçèâà¹ìî éîãî àìïëiòóäó R(t) � ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó.

2. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äâà îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ ôàçîâî ñèíõðî-
íiçîâàíèìè, ÿêùî |θi(t) − θj(t)| → 0 ïðè t → ∞ (ÿêùî ãðàíèöÿ
iñíó¹).

3. θi òà θj ïåðåáóâàþòü ó ïðîòèôàçi, ÿêùî |θi(t)− θj(t)| → π, t→ ∞.

4. Îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ ôàçîâî çàìêíóòèìè, ÿêùî |θi(t) − θj(t)| ≤
const < 2π ∀ t (äëÿ íåïåðåðâíî¨ ðåïðåçåíòàöi¨ θi(t) ∈ R).

5. θi òà θj äåñèíõðîíiçîâàíi, ÿêùî âîíè íå ¹ ôàçîâî çàìêíóòèìè.

6. Ñèñòåìà ìà¹ ðåæèì ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync, ÿêùî âñi ¨¨
îñöèëÿòîðè ñèíõðîíiçîâàíi ìiæ ñîáîþ, òîáòî Θsync = (θ, . . . , θ).

7. Îäíî÷àñíà ñèíõðîíiçàöiÿ m îñöèëÿòîðiâ (m ≥ 2) ó ñèñòåìi
íàçèâà¹òüñÿ àáî m�êëàñòåðîì, àáî (ïðîñòî) êëàñòåðîì.

8. k-êëàñòåðíèì ñòàíîì Pk, k = 2, . . . , N − 1, íàçâåìî ðèçáèòòÿ
ìíîæèíè îñöèëÿòîðiâ Θ = (θ1, . . . , θN ) íà k êëàñòåðiâ.

9. Îñöèëÿòîðè θi òà θj ¹ ÷àñòîòíî ñèíõðîíiçîâàíèìè, ÿêùî

Ωij := lim
t→∞

1

t
|θi(t)− θj(t)| = 0. (5)

10. Ñèñòåìà ìà¹ ñòàí ãëîáàëüíî¨ àíòèôàçè, ÿêùî R = 0. Òàêi ðåæèìè
îïèñó¹ (N − 2)-âèìiðíèé ìíîãîâèä:

M(N) =

(θ1, . . . , θN ) :

N∑
j=1

eıθj = 0

 . (6)

11. Ñèñòåìà ìà¹ ðåæèì ðîçïîäiëåíèõ ôàç (àáî õâèëi îáåðòàííÿ)

Θsplay = Mk =

(
θ, θ + k

2π

N
, θ + k

2 · 2π
N

, . . . , θ + k
(N − 1)2π

N

)
, (7)

äå k = 1, . . . , N − 1, iíäåêñè áåðóòüñÿ çà ìîäóëåì N .

12. Áóäåìî êàçàòè, ùî ôàçîâi îñöèëÿòîðè θi, i = 1, . . . , N , çàäàíi
ñèñòåìîþ (1) , ¹ iäåíòè÷íèìè, ÿêùî ωi = ω, i = 1, . . . , N .
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Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ êîëåêòèâíî¨
äèíàìiêè ó ìîäåëi ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç íåëi-
íiéíîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨, çàïðîïîíîâàíié À. Ïiêîâñüêèì òà Ì. Ðî-
çåíáëþìîì. Òàêà ìîäåëü ¹ óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Êóðàìî-
òî òà ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i, àòàêîæ âîíà áiëüø äåòàëüíî îïèñó¹
ïåâíi ôiçè÷íi îá'¹êòè (çîêðåìà, ìàñèâè íàäïðîâiäíèêîâèõ ç'¹äíàíü
Äæîçåôñîíà), ùî âèêîðèñòîâóþòü âçà¹ìîäiþ ÷åðåç ñåðåäí¹ ïîëå.

Ðîçãëÿíåìî àíñàìáëü N çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ÿêi âçà-
¹ìîäiþòü ãëîáàëüíî çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ (4)
ç àìïëiòóäîþ R òàêèì ÷èíîì, ùî

dθi
dt

= ωi −
K

N

N∑
j=1

sin (θi − θj − α(R, β)) , i = 1, . . . , N. (8)

äå K � çàãàëüíèé ïàðàìåòð çâ'ÿçêó. Ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨ g(x) =
− sin(x − α) çàëåæèòü âiä íåëiíiéíîãî ôàçîâîãî çñóâó α(R, β), çà-
ëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà ïîðÿäêó R òà âåêòîðó áiôóðêàöiéíèõ ïàðà-
ìåòðiâ β = (β1, . . . , βm), m ≥ 1.

Ñèñòåìà ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ìà¹ ñèìå-
òðiþ ïåðåñòàíîâîê SN , ùî ïðèâîäèòü äî iñíóâàííÿ êëàñòåðíèõ iíâà-
ðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ Pk. Ìíîãîâèäè PN−1 ðîçäiëÿþòü ôàçîâèé ïðî-
ñòið TN íà (N − 1)! êàíîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé âèãëÿäó

C = {(θ1, . . . , θN ) : θ1 < θ2 < · · · < θN < θ1 + 2π} . (9)

(ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâîê iíäåêñiâ).

Òåîðåìà 2.4.1. Ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ âiäïîâiäíà äî (8) ç
íåëiíiéíèì ôàçîâèì çñóâîì α(R, β) ∈ C1(TN−1) ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨
ìà¹ òàêi îñîáëèâi ìíîæèíè:

1. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Φsync = (0, . . . , 0), ÿêå âiäïîâiäà¹ ðå-
æèìîâi ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè (8),
ùî ¹ ñòiéêèì ïðè α(1, β) ∈ (−π/2, π/2). Ïðè α(1, β) =
±π/2 òî÷êà Φsync âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü óíàñëiäîê îäíî÷àñíèõ
òðàíñêðèòè÷íèõ áiôóðêàöié, ùî âiäáóâàþòüñÿ âçäîâæ iíâàðiàí-
òíèõ äâî�êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäiâ ç içîòðîïi¹þ Sp × SN−p, p =
1, . . . , [N/2] − 1. Ó âèïàäêó ïàðíî¨ êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ N = 2p,
ðàçîì ç òðàíñêðèòè÷íîþ áiôóðêàöi¹þ âiäáóâà¹òüñÿ âèëêîâà ái-
ôóðêàöiÿ âçäîâæ ìíîãîâèäiâ ç içîòðîïi¹þ SN/2 × SN/2.
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2. (N − 3)�âèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M(N), ùî öiëêîì ñêëà-
äà¹òüñÿ ç îñîáëèâèõ òî÷îê. Êîæíà òî÷êà ¹ íåéòðàëüíî ñòié-
êîþ ó N − 2 íàïðÿìêàõ óñåðåäèíi ñàìîãî ìíîãîâèäà ∀α. Ó äâîõ
òðàíñâåðñàëüíèõ äî ìíîãîâèäó íàïðÿìêàõ âîíà ¹ ñòiéêîþ ïðè
α ∈ (π/2, 3π/2). Ìíîãîâèä âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü óíàñëiäîê âè-
ðîäæåíî¨ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà ïðè α = ±π/2.

3. Äâî�êëàñòåðíi ñòàíè, ÿêi íàëåæàòü iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäàì
P2 ç içîòðîïi¹þ Sp × SN−p, p ̸= N/2.

4. Ãðàíè÷íi öèêëè âñåðåäèíi iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C.
5. Ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè íà ãðàíèöÿõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé ∂C, ÿêi
iñíóþòü ó ìîìåíòè ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié, êîòði ñêëàäàþ-
òüñÿ ç ëîêàëüíèõ ñiäëî�âóçëîâèõ, òðàíñêðèòè÷íèõ ÷è âèëêîâèõ
áiôóðêàöié íà äâîêëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ P2.
Òåîðåìà 2.3.1 äåòàëüíî îïèñó¹ äèíàìiêó ìîäåëi Êóðàìîòî-

Ñàêàãó÷i çi ñòàëèì ôàçîâèì çñóâîì α = const. Çîêðåìà, ïðè α =
±π/2 âiäáóâà¹òüñÿ ðÿä ëîêàëüíèõ òà ãëîáàëüíèõ áiôóðêàöié. Ó ái-
ôóðêàöiéíèé ìîìåíò iíâàðiàíòíi îáëàñòi C çàïîâíåíi íåïåðåðâíîþ
ìíîæèíîþ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à ¨õíi ãðàíèöi ∂C íåïåðåðâíîþ
ìíîæèíîþ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ.

Äåòàëüíî îïèñàíèé âèïàäîê ñèñòåìè (8) ç êâàäðàòè÷íîþ ôóíêöi-
¹þ ôàçîâîãî çñóâó: α = α(R, β) = β1 + β2R

2. Ó öüîìó âèïàäêó ïðî-
àíàëiçîâàíî ðiçíi òèïè áiôóðêàöié ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ òà
ñiìåé ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Ïîêàçàíî, ùî ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ ¹
òèïîâèì òàêèé ëàíöþæîê áiôóðêàöiéíèõ ïåðåõîäiâ: ïîâíà ñèíõðî-
íiçàöiÿ → äâî-êëàñòåðíèé ðåæèì → ðåæèì ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ
ìiæ êëàñòåðàìè→ ïåðiîäè÷íèé/êâàçiïåðiîäè÷íèé ÷àñòêîâî ñèíõðîí-
íèé ñòàí → ðåæèì ïîâíî¨ ïðîòèôàçè.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ óçàãàëüíåíà ìîäåëü Êóðàìîòî
ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

g(θi − θj), j = 1, . . . N, (10)

ç 2π�ïåðiîäè÷íîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨ g(x). Áiëüø äåòàëüíî
äîñëiäæåíî ñèñòåìó (10) ç äâîãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêó

g(x) = − sin(x− α) + r sin(2x− β), (11)

äå α, β, r � ïàðàìåòðè. Ó ðàçi iäåíòè÷íîñòi âëàñíèõ ÷àñòîò ñèñòåìà
(10) ìà¹ ñèìåòðiþ ïåðåñòàíîâîê SN , ùî ïðèâîäèòü äî ðîçùåïëåííÿ
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¨¨ ôàçîâîãî ïðîñòîðó (N − 1)! êàíîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé C,
ÿêi ìiñòÿòü âèíÿòêîâî ôàçîâî íåçàìêíóòi òðà¹êòîði¨. Áóëî ïîêàçàíî,
ùî ñèñòåìà ìà¹ òàêi îñîáëèâi ðåæèìè:
1. Ðåæèì ïîâíî¨ ñèíõðîíiçàöi¨ Θsync, ùî ¹ ñòiéêèì ïðè g′(x) < 0;

2. Ðåæèìè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ôàç Θsplay, ùî ¹ ñòiéêèìè ïðè

N−1∑
j=1

g′
(
2π

N
j

)(
1− cos

(
2pjπ

N

))
< 0, p = 1, . . . , N − 1;

3. Ðåæèì ïîâíî¨ àíòèôàçè M(N), ùî ¹ iíâàðiàíòíèì äëÿ N = 2, 3, 4;

4. Äâîêëàñòåðíi ðåæèìè Θp,N−p ⊂ P2;

5. Áàãàòîêëàñòåðíi ðåæèìè, ÿêùî g(x) ìà¹ íå ìåíø íiæ äâi ãàðìî-
íiêè;

6. Ðåæèìè ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè, ùî âiäïîâiäà-
þòü ãåòåðîêëiíi÷íèì öèêëàì ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ;

7. Ðåæèìè áëèçüêi äî ïîâíî¨ ïðîòèôàçè, ùî âiäïîâiäàþòü ïåðiîäè-
÷íèì òà êâàçiïåðiîäè÷íèì òðà¹êòîðiÿì.
Äëÿ ñèñòåìè (10), (11) ïðîàíàëiçîâàíî ãëîáàëüíi áiôóð-

êàöi¨ ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, ÷àñòèíàìè ÿêèõ ¹ ði-
çíi ëîêàëüíi áiôóðêàöi¨. Çîêðåìà, îïèñàíî ñöåíàði¨ ïðîõî-
äæåííÿ ñiäëî�âóçëîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨, SN�òðàíñêðèòè÷íî¨
ãîìîêëiíi÷íî¨, ZN�ñèìåòðè÷íî¨ ñiäëîâî�çâ'ÿçíî¨, òðàíñêðèòè-
÷íî�âèëêîâî¨/ãåòåðîêëiíi÷íî¨ áiôóðêàöié, à òàêîæ çìiøàíî¨ âèë-
êîâî¨ áiôóðêàöi¨ ãåòåðîêëiíi÷íîãî òà ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Îïèñàíî
áiôóðêàöi¨ êîðîçìiðíîñòi�äâà ó òàêèõ ñèñòåìàõ òà ïîÿâó áàãàòîâè-
ìiðíèõ íåïåðåðâíèõ ìíîæèí ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ. Âiäçíà÷èìî,
ùî ãåòåðîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨ òà áëèçüêi äî íèõ çà ñòðóêòóðîþ
ãðàíè÷íi öèêëè âiäïîâiäàþòü ðåæèìàì ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ
ìiæ îñöèëÿòîðíèìè êëàñòåðàìè. Òàêîæ ãåòåðîêëiíi÷íi öèêëè ó
ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ ìîæóòü iíòåðïðåòóâàòèñü ÿê ðåæèìè çìàãàííÿ
áåç ïåðåìîæöÿ.

Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìè ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ iäåíòè÷íèõ îñöèëÿ-
òîðiâ ¹ ãðàäi¹íòíèìè äëÿ äîâiëüíèõ íåïàðíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié
âçà¹ìîäi¨ g(x) òà òàêi ñàìi ñèñòåìè ¹ áåçäèâåðãåíòíèìè, êîëè ôóí-
êöiÿ âçà¹ìîäi¨ ¹ ïàðíîþ. Áiëüø äåòàëüíî îïèñàíî ñèìåòði¨, iíâàði-
àíòíi ìíîãîâèäè, áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ íåéòðàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåì ç ïàðíîþ âçà¹ìîäi¹þ.
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Äîñëiäæóâàëèñü âëàñòèâîñòi ñèñòåìè (10) ó âèïàäêó, êîëè îñöè-
ëÿòîðè ¹ íåiäåíòè÷íèìè. Íàâåäåíî òâåðäæåííÿ ùîäî åêñòðåìàëü-
íî¨ ÷óòëèâîñòi äî çáóðåíü âëàñíèõ ÷àñòîò òà ðóéíóâàííÿ iíâàðiàí-
òíèõ îáëàñòåé ôàçîâî�çàìêíóòèõ òðà¹êòîðié. Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà
¹ åêñòðåìàëüíî ÷óòëèâîþ ó ìîìåíòè ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié äëÿ
N ≥ 3 òà îïèñàíî áiôóðêàöiéíi ïåðåòâîðåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ îñöèëÿòîðíà ñèñòåìà ç ïðè-
òÿãàííÿì òà âiäøòîâõóâàííÿì:

dθi
dt

= −K1

N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i ∈ J1,

dθi
dt

= −K2

N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i ∈ J2, (12)

äå J1 � ïiäìíîæèíà iíäåêñiâ N = {1, . . . , N}, J2 = N \ J1, K1 > 0,
K2 < 0 � ðiçíi ñèëè çâ'ÿçêiâ, α � ïàðàìåòð ôàçîâîãî çñóâó. Öÿ ñèñòåìà
¹ ðîçøèðåííÿì ìîäåëi Äàiäî/Õîíã-Ñòðîãàòöà ç ôàçîâèì çñóâîì α.
Ó ñèñòåìi (12) âñÿ ìíîæèíà îñöèëÿòîðiâ (θ1, . . . , θN ) ðîçïàäà¹òüñÿ íà
äâi ïiäìíîæèíè H1 � êîíôîðìiñòiâ, ùî ìàþòü iíäåêñè ç J1 (çâ'ÿçîê
K1 > 0 ñïðèÿ¹ ïðèòÿãàííþ îñöèëÿòîðiâ) òà H2 � íîíêîíôîðìiñòiâ,
ùî ìàþòü iíäåêñè ç J2 (çâ'ÿçîê K2 > 0 ñïðè÷èíÿ¹ âiäøòîâõóâàííÿ).
Ìàñøòàáóþ÷è ÷àñ ó ñèñòåìi (12) òà ââîäÿ÷è íîâèé ïàðàìåòð k :=
K2/K1, ìîæíà ðåäóêóâàòè êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ äî äâîõ.

Áóëî äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà (12) ìà¹ äâà ìíîãîâèäè P1
m òà P2

m, ùî
âiäïîâiäàþòü ñèíõðîíiçàöi¨ m êîíôîðìiñòiâ òà m íîíêîíôîðìiñòiâ,
ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè ùîäî ïîòîêiâ ñèñòåìè, à òàêîæ ùîäî çìiíè ¨¨
ïàðàìåòðiâ. Áóëî ïîêàçàíî, ùî öi ìíîãîâèäè ðîçäiëÿþòü ôàçîâèé
ïðîñòið íà iíâàðiàíòíi îáëàñòi, ÿêi íå ¹ ôàçîâî çàìêíóòèìè íà
âiäìiíó âiä îáëàñòåé C ñèñòåì, ðîçãëÿíóòèõ ó ðîçäiëàõ 2 òà 3.
Òåîðåìà 5.4.1. Äëÿ α = 0 i áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó k, òà-
êèõ, ùî k ̸= 0, k ̸= −N2/N1, âñi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè ó
ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ âiäïîâiäíî¨ (12) óòâîðþþòü òàêó ìíîæèíó:
FP = FP0π ∪M(N), äå
FP0π = {(φ1, . . . , φN−1) : φj = {0, π}, j = 1, . . . , N},
M(N) � àíòèôàçíèé ìíîãîâèä (6), çàïèñàíèé ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ.

Ââåäåìî ëîêàëüíi ïàðàìåòðè ïîðÿäêó äëÿ ïðîòèäiéíèõ ãðóï Hs:

Zs(t) = rs(t)e
ıψs(t) =

1

Ns

∑
j∈Js

eıθj(t), s = 1, 2,
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òà ðiçíèöþ ôàç ñåðåäíiõ ïîëiâ δ(t) = ψ1(t) − ψ2(t), Ns = |Js|. Òîäi
ïðè α = 0 ñèñòåìà Õîíã-Ñòðîãàòöà ìà¹ òàêi ðåæèìè ïðîòèñòîÿííÿ
êîíôîðìiñòiâ òà íîíêîíôîðìiñòiâ:

1. π-ñòàí ç r1 = r2 = 1, δ = π, ùî ¹ ñòiéêèì ïðè k < −N2/N1,
N1 > N2, N ≥ 3;

2. Íåêîãåðåíòíèé ñòàí ç r1 = r2 = 0 (íîíêîíôîðìiñòè ïåðåìàãà-
þòü), ùî ¹ (N − 2)-âèìiðíèì ïiäìíîãîâèäîì M(N);

3. Ðîçìèòèé π-ñòàí ç N1r1 = N2r2, δ = π òà R = 0.

4. Ðåíåãàòíèé ðåæèì ç r1 = 1, r2 = (N2−2)/N2, δ = π, ùî ¹ ñòiéêèì
ïðè k ∈ (−N2/N1,−(N2 − 2)N2);

5. Ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ ç R = 0, ùî ìîæå âiäáóòèñÿ ëèøå ïðè N2 ∈
{0, 1}. Ïðè N2 = 1 ðåæèì ¹ ñòiéêèì, êîëè k ∈ (−1/(N − 1), 0);

6. Ìàíäðiâíi õâèëi ç r1 = 1 òà íåñòàöiîíàðíèìè r2 = r2(t), δ = δ(t).

Ó âèïàäêó íàÿâíîñòi ôàçîâîãî çñóâó α ̸= 0 äèíàìiêà ñèñòå-
ìè (12) ¹ çíà÷íî ñêëàäíiøîþ ñòîñîâíî ñèñòåìè Õîíã-Ñòðîãàòöà,
ç'ÿâëÿþòüñÿ íîâi êîëåêòèâíi ðåæèìè, ùî îïèñóþòüñÿ áàãàòîïàðàìå-
òðè÷íèìè ñiì'ÿìè ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ç íåñòàöiîíàðíèìè ïàðàìåòðà-
ìè ïîðÿäêó r1 = r1(t), r2 = r2(t), δ = δ(t), ôàçîâî íåçàìêíóòèìè
ãåòåðîêëiíi÷íèìè öèêëàìè, à òàêîæ õàîòè÷íèìè òðà¹êòîðiÿìè.

Áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè ìiæ ðiçíèìè ðåæèìàìè áóëî äåòàëüíî äî-
ñëiäæåíî äëÿ ñèñòåì ðiçíèõ ðîçìiðíîñòåé òà ïðîiëþñòðîâàíî çà äî-
ïîìîãîþ ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ, ñõåìàòè÷íèõ òà áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî öèðêóëÿíòíó ìåðåæó
çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ:

dθ

dt
= ωi +

N∑
j=1

Kjg(θi − θi+j), i = 1, . . . , N, (13)

äå Kj , j = 1, . . . , N , � ïàðàìåòðè ñèëè âçà¹ìîäi¨, à âñi iíäåêñè áåðó-
òüñÿ çà ìîäóëåì N . Áóëî ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà iäåíòè÷íèõ îñöèëÿ-
òîðiâ ìà¹ õâèëi îáåðòàííÿ Mk (7) äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié g(x) òà
îïèñàíî ¨õíi áiôóðêàöi¨. Áóëî ïîêàçàíî, ùî êîëè ìàòðèöÿ çâ'ÿçêiâ
¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ, òî ñèñòåìà iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ (13) ¹ ÷à-
ñîâî îáîðîòíîþ, òîáòî âîíà ìà¹ iíâîëþöiþ R ôàçîâîãî ïðîñòîðó:
G(RΘ) = −R(G(Θ)), R2 = Id, äå G(Θ) � ïðàâà ÷àñòèíà (13). Òàêà
âëàñòèâiñòü âåäå äî ñïiâiñíóâàííÿ êîíñåðâàòèâíî¨ òà äèñèïàòèâíî¨
äèíàìiê.
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Òåîðåìà 5.4.1. Äëÿ ôóíêöié çâ'ÿçêó, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
g'(0) ̸=0 òà äëÿ ìàéæå âñiõ êîñîñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü çâ'ÿçêó K,
òàêèõ, ùî Kj = −K−j, ñèñòåìà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ âiäïîâiäíà (13)
ìà¹ òàêi äèíàìi÷íi ðåæèìè:
(A) Ñiì'¨ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó îêîëi òî÷êè Φsync = M0: Iñíó¹
îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ Φσ(t) â îêîëi M0,
êîëè N ¹ íåïàðíèì, òà äâîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ Φ(σ1,σ2)(t) ïåðiîäè-
÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, êîëè N ¹ ïàðíèì, ç ïåðiîäîì áëèçüêèì äî 2π/Ωm,

äå Ωm = 2g′(0)
∑[(N−1)/2]
j=1 Kj sin

(
2mjπ
N

)
.

(B) Ùiëüíà ìíîæèíà iíâàðiàíòíèõ òîðiâ ó îêîëi M0: Ïðè âè-
êîíàííi óìîâ (b1) òà (b2), âêàçàíèõ íèæ÷å, iñíóþòü àíàëiòè÷íi
[(N−1)/2]�âèìiðíi êâàçiïåðiîäè÷íi òîðè ç íåñóìiðíèìè ÷àñòîòàìè
áëèçüêèìè äî Ω1, . . . ,Ω[(N−1)/2]. Òîðè ¹ iíâàðiàíòíèìè ùîäî ïîòîêó
ñèñòåìè i äî îáîðîòíîãî ïåðåòâîðåííÿ R. Êðiì òîãî, ÿêùî Uε ¹
ε�îêîëîì òî÷êè M0, òîäi ìiðà Ëåáåãà iíâàðiàíòíîãî òîðó ïðÿìó¹
äî ïîâíî¨ ìiðè îêîëó Uε ïðè ε→ 0.

� (b1) Óìîâà íåðåçîíàíñíîñòi: (q,Ω) =
∑[(N−1)/2]
m=1 qmΩm ̸= 0 âèêîíó-

¹òüñÿ äëÿ âñiõ q ç |q| ≤ 2l + 2 òà äåÿêèì l ∈ N,
� (b2) Óìîâà íåâèðîäæåíîñòi: âåäó÷i êóái÷íi ÷ëåíè íîðìàëüíî¨ ôîð-
ìè ¹ íåâèðîäæåíèìè, ó áóäü�ÿêîìó îêîëi M0.
(C) Òâåðäæåííÿ (A) òà (B) âèêîíóþòüñÿ òàêîæ äëÿ îêîëó òî÷êè
MN/2, ÿêùî N ¹ ïàðíèì.
(D) Äèñèïàòèâíà äèíàìiêà: Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãèMk, k ̸= 0, ¹ ñòî-
êîì, ÿêùî óìîâà

[(N−1)/2]∑
j=1

Kj

(
g′
(
2πkj

N

)
− g′

(
−2πkj

N

))(
1− cos

(
2mjπ

N

))
< 0

çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ äëÿ âñiõ m = 1, . . . , N − 1, äå [x] � öiëà ÷àñòèíà
÷èñëà x. Ó öüîìó âèïàäêó M−k ¹ äæåðåëîì.

Áóëî ïîêàçàíî, ùî êîíñåðâàòèâíó òà äèñèïàòèâíó ÷àñòèíè ðîçäi-
ëÿþòü ñiì'¨ ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, à òàêîæ îïèñàíî ñòðóêòóðó öèõ
ìíîæèí äëÿ ìàëîâèìiðíèõ ñèñòåì. Áóëî äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà (13) ç
íåïàðíîþ ôóíêöi¹þ g(x) ¹ áåçäèâåðãåíòíîþ òà ìà¹ ïåðøi iíòåãðàëè

E1(θ1, . . . , θN ) =

N∑
i=1

h(θi − θi+1), h′(x) = g(x),
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E2(θ1, . . . , θN ) =

N∑
i=1

(−1)i−1θi.

Ïîêàçàíî, ÿê ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ ñèñòåìà ìîæå ïåðåòâîðèòèñü ç
êîíñåðâàòèâíî¨ ó êîíñåðâàòèâíî-äèñèïàòèâíó i âðåøòi ó äèñèïàòèâ-
íó ñèñòåìó. Îïèñàíî, ÿêèì ÷èíîì ïðè òàêèõ áiôóðêàöiÿõ çìiíþ¹òüñÿ
ñòðóêòóðà ìåæi êîíñåðâàòèâíî¨ îáëàñòi. Áóëî ïîêàçíî, ùî ñèñòåìà
ìîæå ìàòè êiëüêà "îñòðiâöiâ"êîíñåðâàòèâíî¨ äèíàìiêè ó ôàçîâîìó
ïðîñòîði, ÿêùî ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨ g(x) ìiñòèòü ñòàðøi ãàðìîíiêè ó
ðîçêëàäi â ðÿä Ôóð'¹. Äîñëiäæóâàëîñÿ, ïðè ÿêèõ íåiäåíòè÷íèõ âëà-
ñíèõ ÷àñòîòàõ ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ êîíñåðâàòèâíî-äèñèïàòèâíîþ.
Áóëî ïîêàçàíî, ùî òàêà äèíàìiêà ¹ ìîæëèâîþ, êîëè âëàñíi ÷àñòî-
òè ωi ¹ ïîïàðíî ðiâíîâiääàëåíèìè.

Ïðè òåðìîäèíàìi÷íîìó ïåðåõîäi êiëüêîñòi îñöèëÿòîðiâ äî íåñêií-
÷åííîñòi, êîëè êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ çàëèøà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, ôîðìàëü-
íî âèâåäåíå àìïëiòóäíå ðiâíÿííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi ðåæèìó
ñèíõðîíiçàöi¨ (Òåîðåìà 5.7.1). Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä íåëiíiéíî-
ãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà i îïèñó¹ Ãàìiëüòîíîâî�ïîäiáíó îáëàñòü,
ùî iñíó¹ íàâêîëî ñèíõðîííîãî ñòàíó, àíàëîãi÷íî âèïàäêó ñêií÷åí-
íî�êîìïîíåíòíèõ êiëåöü.

Øîñòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ íîâîãî ìàòåìàòè÷íî-
ãî îá'¹êòó òà ôiçè÷íîãî ÿâèùà, ùî ìà¹ íàçâó "õèìåðíèé ñòàí" (àáî
"õèìåðà"), ÿêå áóëî çàïðîïîíîâàíå É. Êóðàìîòî òà Ä. Áàòòîãòîõîì
ó 2002 ðîöi. Íåçâàæàþ÷è íà âåëèêèé iíòåðåñ äîñëiäíèêiâ äî õèìåð-
íèõ ñòàíiâ, ¨õíüîãî ñòðîãîãî àíàëiòè÷íîãî îçíà÷åííÿ äîâãèé ÷àñ íå
iñíóâàëî. Ìàòåìàòè÷íå îçíà÷åííÿ "ñëàáêîãî õèìåðíîãî ñòàíó" áóëî
âïåðøå çàïðîïîíîâàíî Ï. Åøâiíèì òà Î. Áóðèëêîì ó ðîáîòi [8].

Îçíà÷åííÿ 6.2.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî îñöèëÿòîðè ¹ íåðîçðiçíþâà-
íèìè, ÿêùî îñöèëÿòîðè ¹ iäåíòè÷íèìè òà âçà¹ìîçàìiííèìè ó ñåíñi,
ùî êîæåí ç íèõ ìà¹ îäíàêîâó êiëüêiñòü òà ñèëó çâ'ÿçêiâ

Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ Ωij ç ôîðìóëè (5) îçíà÷åííÿ
÷àñòêîâî¨ ñèíõðîíiçàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 6.2.3. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà A ¹ ñëàáêèì õè-
ìåðíèì ñòàíîì äëÿ ñèñòåìè íåðîçðiçíþâàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ,
ÿêùî âîíà ¹ çâ'ÿçíîþ ëàíöþãîâî�ðåêóðåíòíîþ iíâàðiàíòíîþ ùîäî
ïîòîêó ìíîæèíîþ òàêîþ, ùî íà êîæíié òðà¹êòîði¨ ç ìíîæèíè A iñíó-
þòü iíäåêñè i, j òà k, òàêi, ùî Ωij ̸= 0, à Ωik = 0.
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Íàñòóïíà òåîðåìà íàâîäèòü ìîäóëüíó êîíñòðóêöiþ ìiíiìàëüíî¨
îñöèëÿòîðíî¨ ìåðåæi, ùî ìà¹ ñòiéêèé ñëàáêèé õèìåðíèé ñòàí.

Òåîðåìà 6.3.1. Iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà ïàðàìåòðiâ (r, α), òàêà,
ùî ÷îòèðüîõ�îñöèëÿòîðíà ñèñòåìà

dθ1
dt

= ω + (g(θ1 − θ3) + g(0)) + ε (g(θ1 − θ2) + g(θ1 − θ4) ,

dθ2
dt

= ω + (g(θ2 − θ4) + g(0)) + ε (g(θ2 − θ3) + g(θ2 − θ1) ,

dθ3
dt

= ω + (g(θ3 − θ1) + g(0)) + ε (g(θ3 − θ4) + g(θ3 − θ2) ,

dθ4
dt

= ω + (g(θ4 − θ2) + g(0)) + ε (g(θ4 − θ1) + g(θ4 − θ2) , (14)

ç ôóíêöi¹þ çâ'ÿçêiâ (11) ìà¹ ïðèòÿãóâàëüíèé õèìåðíèé ñòàí äëÿ
ε = 0, ÿêèé çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ ε, êîëè |ε| äîñòàòíüî ìàëà âåëè-
÷èíà.

Ó öüîìó ðîçäiëi òàêîæ áóëî çàïðîïîíîâàíî ìåòîä êîíñòðóþâàí-
íÿ áëî÷íèõ ìåðåæ íåðîçðiçíþâàíèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî ìàþòü õèìå-
ðè ðiçíîãî òèïó. Çîêðåìà áóëî ïîêàçàíî iñíóâàííÿ ãåòåðîêëiíi÷íèõ
òà õàîòè÷íèõ õèìåð. Áóëî çàïðîïîíîâàíî ìåòîä âèÿâëåííÿ òà äî-
ñëiäæåííÿ õèìåðíèõ ñòàíiâ ó íåìîäóëüîâàíèõ ñèñòåìàõ îñöèëÿòîðiâ.
Ìåòîä ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi äîäàòêîâèõ ñèìåòðié, ùî äà¹ çìîãó äî-
âåñòè iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ ñèñòåìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü
ðiçíèì òèïàì êëàñòåðèçàöi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ìåòîä, áóëî ïîêà-
çàíî iñíóâàííÿ ðiçíèõ òèïiâ içîëüîâàíèõ õèìåð òà íåïåðåðâíèõ ìíî-
æèí õèìåð äëÿ ðiçíèõ ìåðåæ, à òàêîæ ðiçíi áiôóðêàöiéíi ñöåíàði¨
âèíèêíåííÿ òàêèõ ðåæèìiâ.

Ó ñüîìîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ùîäî ñèñòåì çâ'ÿçàíèõ
îñöèëÿòîðiâ ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì. Òàêi ñèñòåìè âèâ÷àëèñü ç
ìåòîþ ìîäåëþâàííÿ íåéðîííèõ ïðîöåñiâ çîðîâîãî ïîøóêó, óâàãè òà
ïàì'ÿòi.

Ó ïiäðîçäiëi 7.1 ðîçãëÿíóòî ñèñòåìó

dθ0
dt

= ω0 +
1

N

N∑
j=1

ajf(θj − θ0), (15)

dθi
dt

= ωi + bg(θ0 − θi), i = 1, . . . , N, (16)
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ùî îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà (ÖÎ) ç ôàçîþ θ0 òà
ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ (ÏÎ) ç ôàçàìè θi, i = 1, . . . , N . Ôóí-
êöi¨ f(x) òà g(x), ùî ïðèïóñêàþòüñÿ ãëàäêèìè 2π-ïåðiîäè÷íèìè òà
íåïàðíèìè, îïèñóþòü âïëèâ ÏÎ íà ÖÎ òà íàâïàêè. aj òà b � ïàðà-
ìåòðè ñèëè âçà¹ìîäi¨. Íàéáiëüø âàæëèâèìè ç ïðèêëàäíîãî ïîãëÿäó
¹ ðåæèìè áîðîòüáè ÏÎ çà ñèíõðîíiçàöiþ ç ÖÎ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Φk = (φ1, . . . , φN ) òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòîðó TN ñèñòåìè ó ôàçîâèõ
ðiçíèöÿõ φi = θi − θ0, ùî ìàþòü k êîîðäèíàò ðiâíèõ 0 òà N − k êî-
îðäèíàò ðiâíèõ π (ëèøå k ÏÎ âèãðàëè çìàãàííÿ çà ñèíõðîíiçàöiþ,
iíøi ïðîãðàëè). Ó Òåîðåìi 7.1.1 ïîêàçàíî, ùî Φk ¹ ïîëîæåííÿìè ðiâ-
íîâàãè ñèñòåìè iäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, à òàêîæ íàâîäÿòüñÿ óìîâè
¨õíüî¨ ñòiéêîñòi. Äåòàëüíî îïèñàíî óìîâè âèíèêíåííÿ ëîêàëüíèõ òà
ãëîáàëüíèõ áiôóðêàöié ó ñèñòåìi (15), (16) ó ðàçi, êîëè ôóíêöi¨ f òà
g ¹ äâîãàðìîíi÷íèìè. Îïèñàíî êiëüêà òèïiâ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâè-
äiâ ñèñòåìè. Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà ìà¹ i¹ðàðõi÷íi ñòðóêòóðè, êîëè
äèíàìiêà íà iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðàõ ñèñòåìè áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi
¹ àíàëîãi÷íîþ äèíàìiöi óñi¹¨ ñèñòåìè ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi. Îïèñàíî
ñòiéêiñòü, áiôóðêàöi¨, ìóëüòèñòàáiëüíiñòü òà áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ ði-
çíèõ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ. Òàêîæ ïîàçàíî iñíóâàííÿ êîíñåðâàòèâ-
íîãî õàîñó, ïîäiáíîãî äî ABC-ïîòîêiâ, äëÿ N ≥ 4.

Ó ïiäðîçäiëi 7.2 áóëî çàïðîïîíîâàíî òà äîñëiäæóâàëîñü ðîçøèðå-
ííÿ ñèñòåìè ìîäåëi ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì (15), (16). Ñèëè âïëèâó
ÏÎ íà ÖÎ ai òà ÷àñòîòà ÖÎ ω0 ó öüîìó âèïäêó ¹ ôóíêöiÿìè, äëÿ
ÿêèõ ââîäÿòüñÿ äîäàòêîâi ðiâíÿííÿ:

dω0

dt
=

α

N

N∑
j=1

ajf(θj − θ0), (17)

dai
dt

= β (−ai + c+ γh(θi − θ0)) , i = 1, . . . , N, (18)

Ôóíêöi¨ f , g, h ìà ¹ 2π�ïåðiîäè÷íèìè òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

f(x) = −f(−x), f ′(0) > 0 f ′(π) = 0, (19)

g(x) = −g(−x), g′(0) > 0, g′(π) < 0, (20)

h(x) = h(−x), h(0) = 1, h(π) = 0, h′(0) = h′(π) = 0, (21)

äå ωi, i = 1, . . . , N , α, β, γ, b, c ¹ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìè (15)�(18).
Ìåòîþ âïðîâàäæåííÿ òàêî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè ìîäåëþâàííÿ ði-

çíèõ òèïiâ íåéðîííîãî ðåæèìó "ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå" (ÏÎÂ),
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êîëè òiëüêè îäèí ÏÎ-ïåðåìîæåöü ôàçîâî ñèíõðîíiçó¹òüñÿ ç ÖÎ òèì
÷àñîì, ÿê iíøi ÏÎ-íåâäàõè ïåðåáóâàþòü ç ÖÎ â àíòèôàçi àáî äåñèí-
õðîíiçîâàíi ç íèì. Ñèñòåìà (15)�(18) ìîæå ìîäåëþâàòè ðîçäiëåííÿ
àìïëiòóä ai ÏÎ ðiçíèõ òèïiâ, à òàêîæ êåðóâàííÿ ÷àñòîòîþ ÖÎ.

Ó ðîáîòi ïîêàçàíî, ùî òî÷êè Pk = (Φk, ω,Ψk), k = 0, . . . , N ¹
ïîëîæåííÿìè ðiâíîâàãè ñèñòåìè ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ iäåíòè÷íèõ ÏÎ
ó ôàçîâîìó ïðîñòîði TN × R× RN , äå Ψk ∈ RN ìàþòü k êîîðäèíàò,
ÿêi äîðiâíþþòü c òà N − k êîîðäíèíàò, ÿêi äîðiâíþþòü c+ γ.

Òåîðåìà 7.2.1. Ñèñòåìà (15)�(18), çàïèñàíà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ
äëÿ iäåíòè÷íèõ ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, ìîæå ìàòè àáî ñòié-
êå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (ïîâíà ñèíõðîíiçàöiÿ) äëÿ b > 0, àáî N
ñòiéêèõ ïîëîæåíü ðiâíîâàãè P1 (ÏÎÂ ïðîöåäóðà) ðàçîì iç îäíèì
ñòiéêèì ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè P0 (âiäñóòíiñòü ÏÎ�ïåðåìîæöiâ)
äëÿ b < 0. Iíøi 2N−N−2 ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Pk, k = 2, . . . , N−1, ¹
íåñòiéêèìè òî÷êàìè (ñiäëàìè) äëÿ áóäü�ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ.
Òî÷êà PN ¹ ñòiéêîþ, ÿêùî N ≥ 2 òà b > 0. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè
P1 ñòiéêå, ÿêùî

b < 0, (c+ γ)f ′(0) +Nbg′(0) > 0.

Äëÿ ñèñòåì íåiäåíòè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ ðîçãëÿíåìî ïåâíi ñïåöiàëü-
íi ôóíêöi¨, âëàñòèâîñòi ÿêèõ îáðàíi ç áiîëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü îïèñó
íåéðîííèõ ïðîöåñiâ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨:

f(x) =


sin

(
|x− π|ν

πν−1

)
, x ∈ [0, π],

− sin

(
|x+ π|ν

πν−1

)
, x ∈ [−π, 0],

(22)

g(x) = sinx, (23)

h(x) =


(
µ2−x2

µ2

)σ
, |x| < µ,

0, µ ≤ |x| ≤ π,
(24)

ç ïàðàìåòðàìè ν > 1, σ ≫ 1, µ ∈ (0, π). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi
óïîðÿäêó¹ìî âëàñíi ÷àñòîòè ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ:

ω1 ≥ ω2 ≥ ... ≥ ωN .
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Òåîðåìà 7.2.2. Ñèñòåìà (15)�(18), çàïèñàíà ó ôàçîâèõ ðiçíèöÿõ
äëÿ íåiäåíòè÷íèõ ïåðèôåðè÷íèõ îñöèëÿòîðiâ iç ôóíêöiÿìè çâ'ÿçêó
(19)�(21), ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ν ôóíêöi¨ f
i ìàëèõ çáóðåííÿõ âëàñíèõ ÷àñòîò ωi = ω+∆i, |∆i| < |b|, ìà¹ N ïî-
ëîæåíü ðiâíîâàãè Ql, ùî âiäïîâiäàþòü ñèíõðîíiçàöi¨ l-òîãî ïåðèôå-
ðè÷íîãî îñöèëÿòîðà ç öåíòðàëüíèì îñöèëÿòîðîì. Ó öüîìó âèïàäêó
ω0 ≈ ωl, òîáòî öåíòðàëüíèé îñöèëÿòîð îòðèìó¹ ÷àñòîòó, áëèçüêó
äî âëàñíî¨ ÷àñòîòè ïåðèôåðè÷íîãî îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ. Êðiì
òîãî, îñöèëÿòîð-ïåðåìîæåöü ¹ êîãåðåíòíèì ç öåíòðàëüíèì îñöè-
ëÿòîðîì, ó òîé ÷àñ, ÿê iíøi ïåðèôåðè÷íi îñöèëÿòîðè ¹ ðàäèêàëüíî
íåêîãåðåíòíèìè ç íèì. Êîîðäèíàòè Ql àïðîêñèìóþòüñÿ êîîðäèíà-
òàìè òî÷êè

(φ1, . . . , φl−1, 0︸︷︷︸
l

, φl+1, . . . , φN , ωl, c, . . . , c, c+ γ︸ ︷︷ ︸
N+1+l

, c, . . . c), (25)

äå φi ≈ π − arcsin((ωi − ωl)/b), i ̸= l. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè Ql ¹
ñòiéêèì, ÿêùî b < 0, (c+ γ)ν +Nb > 0.

Áóëî ïîêàçàíî, ùî äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöié âèíèêíåííÿ íåñòàöiî-
íàðíèõ ÏÎÂ ðåæèìiâ ïðè âàðiàöi¨ ÷àñòîò ωi ó ñèñòåìè (15)�(18) ìî-
æíà çâåñòè äî äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöié íà (N − 1)-âèìiðíèõ iíâà-
ðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäàõ. Áóëî âèÿâëåíî, ùî ïðè öüîìó
âiäáóâà¹òüñÿ ãëîáàëüíà áiôóðêàöiÿ íîâîãî òèïó.

Òåîðåìà 7.2.5. Ó ðåçóëüòàòi SNIT (ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàí-
òíîìó òîði) áiôóðêàöi¨ ïàðè ñòiéêîãî LTm−1

l i ñiäëîâîãî STm−1
l

(m − 1)�âèìiðíèõ òîðiâ ó ñèñòåìi (15)�(18) âèíèêà¹ ñòiéêèé
m�âèìiðíèé òîð LTml . Öÿ SNIT áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ äëÿ
áóäü�ÿêîãî ÷èñëà m = 2, . . . , N − 1, êîëè ðiçíi m − 1 çíà÷åíü
|(ωl − ωi)/b| − 1, i ̸= l, ¹ äîäàòíiìè, îäíå òàêå çíà÷åííÿ ¹ íóëüî-
âèì, N −m− 1 çíà÷åíü ¹ íåãàòèâíèìè.

Ó öiëîìó äèíàìiêó ðåæèìiâ ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå ìîæíà îïè-
ñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.
1. Ñèñòåìà (15)�(18) ìà¹ N ÏÎÂ ðåæèìiâ, ñòiéêiñòü òà iñíóâàííÿ
ÿêèõ íå çàëåæàòü âiä âëàñíèõ ÷àñòîò.
2. Òèï ÏÎÂ ðåæèìó é áiôóðêàöi¨ ïåðåõîäiâ âiä îäíèõ ðåæèìiâ äî
iíøèõ ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä âëàñíèõ ÷àñòîò.
3. Iñíóþòü ðiçíi ÏÎÂ-ðåæèìè â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi ÏÎ�íåâäàõ,
êîæåí iç ÿêèõ ìîæå àáî ïåðåáóâàòè ó ïðîòèôàçi äî ÖÎ, àáî ðóõàòèñü
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ôàçîâèì êîëîì, ïåðåâàæíîðîçòàøîâóþ÷èñü ó ïðîòèôàçi.
4. Ñåðåäíÿ ÷àñòîòà öåíòðàëüíîãî îñöèëÿòîðà àäàïòó¹òüñÿ äî âëàñíî¨
÷àñòîòè îñöèëÿòîðà�ïåðåìîæöÿ ω0(t) → ωl, t→ ∞.
5. Àìïëiòóäà ÏÎ�ïåðåìîæöÿ çàâæäè áëèçüêà äî âåðõíüî¨ ãðàíèöi
c+ γ, ó òîé ÷àñ, ÿê àìïëiòóäè iíøèõ ÏÎ�íåâäàõ áëèçüêi äî íèæíüî¨
ãðàíèöi c.

Íàïðèêiíöi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè é âèñíîâêè.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ iñíóâàííÿ, ñòiéêî-
ñòi òà áiôóðêàöié ðiçíèõ ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìiêè ó ìîäåëÿõ
çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨
ðîáîòè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì:
• Çàïðîïîíîâàíî êîìïëåêñíèé ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé
çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ði-
çíèõ ìåðåæ òà òèïiâ âçà¹ìîäi¨ ìiæ iíäèâiäóàëüíèìè äèíàìi÷íèìè
îá'¹êòàìè. Ïiäõiä ïîëÿãà¹ ó âèÿâëåííi ìîæëèâèõ ñèìåòðié ñèñòåìè,
âèÿâëåííi òà äîñëiäæåííi iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ, äîñëiäæåííi ìî-
æëèâîñòi ðåäóêöi¨ ñèñòåìè, ùî âðàõîâó¹ ñèìåòði¨, íàÿâíiñòü iíâàði-
àíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ, i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð, òîùî. Äîñëiäæåííÿ âå-
äóòüñÿ øëÿõîì íàêîïè÷åííÿ iíôîðìàöi¨ âiä ïðîñòiøèõ âèïàäêiâ (ùî-
äî ðîçìiðíîñòåé, ñèìåòðié, êiëüêîñòi ïàðàìåòðiâ) äî ñêëàäíiøèõ, iç
âèêîðèñòàííÿì òåîði¨ áiôóðêàöié, òåîði¨ êîëèâàíü òà òåîði¨ çáóðåíü.
Ïðè âèâ÷åííi ñòiéêîñòi, áiôóðêàöié ìóëüòèñòàáiëüíîñòi êîëåêòèâíèõ
ðåæèìiâ çàñòîñîâóâàëîñü ïî¹äíàííÿ àíàëiòè÷íèõ äîñëiäæåíü ç ÷è-
ñåëüíèìè åêñïåðèìåíòàìè òà ïîáóäîâîþ ñõåìàòè÷íèõ i áiôóðêàöié-
íèõ äiàãðàì. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi âïðîâàäæóþòüñÿ é äîñëiäæóþòüñÿ
ç ðåòåëüíèì óðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé êîíêðåòíèõ ïðèðîäíiõ ÿâèù,
à îòðèìàíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè çíàõîäÿòü çâîðîòíþ ïðèðîäíè÷ó
iíòåðïðåòàöiþ, ùî óçãîäæó¹òüñÿ iç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè.
• Áóëî îïèñàíî iñíóâàííÿ i ñòiéêiñòü ðåæèìiâ êîëåêòèâíî¨ äèíàìi-
êè äëÿ ìîäåëi ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ iç íåëiíiéíèì çñóâîì
ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨. Áóëî ïîêàçàíî, ùî òàêà ñèñòåìà ìà¹ ðåæèì ïîâ-
íî¨ ñèíõðîíiçàöi¨, äâîêëàñòåðíi ðåæèìè, ãðàíè÷íi òà ãåòåðîêëiíi÷íi
öèêëè, à òàêîæ ðåæèì ïîâíî¨ àíòèôàçè ç íóëüîâèì ïàðàìåòðîì ïî-
ðÿäêó. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî ó âèïàäêàõ ñòàíäàðòíî¨ ìî-
äåëi Êóðàìîòî òà ìîäåëi Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷i. Çàïðîïîíîâàíi ìåòîäè
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äîïîâíþþòü òåîðiþ Âàòàíàáå�Ñòðîãàòöà ïðè äîñëiäæåííi áiôóðêà-
öié íà êëàñòåðíèõ ìíîãîâèäàõ, äå âêàçàíà òåîðiÿ íå äi¹. Ïðîâåäå-
íî äåòàëüíèé áiôóðêàöiéíèé àíàëiç ñèñòåì ç êâàäðàòè÷íèì ôàçîâèì
çñóâîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨.
• Âèâ÷àëàñü óçàãàëüíåíà ñèñòåìà ãëîáàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ
îñöèëÿòîðiâ ç äâî�ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨. Îïèñàíî ñòðó-
êòóðó êàíîíi÷íèõ iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé òà iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäiâ
äëÿ ñèñòåì ðiçíî¨ ðîçìiðíîñòi. Ïîêàçàíî ãðàäi¹íòíiñòü ñèñòåì iç íå-
ïàðíèìè ôóíêöiÿìè âçà¹ìîäi¨ òà áåçäèâåðãåíòíiñòü ç ïàðíèìè. Çíà-
éäåíî òà îïèñàíî íîâi òèïè ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié äëÿ ñèñòåì
ðiçíèõ ðîçìiðíîñòåé. Ïðîàíàëiçîâàíî ñòiéêiñòü i áiôóðêàöi¨ ðåæè-
ìó ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ êëàñòåðàìè òà ðåæèìó �çìàãàííÿ
áåç ïåðåìîæöiâ�. Ïîêàçàíî ìóëüòèñòàáiëüíiñòü òà äîñëiäæåíî áàñåé-
íè ïðèòÿãàííÿ êîëåêòèâíèõ ðåæèìiâ ðiçíèõ òèïiâ. Äîñëiäæóâàëàñü
åêñòðåìàëüíà ÷óòëèâiñòü äî çáóðåíü âëàñíèõ ÷àñòîò íåiäåíòè÷íèõ
îñöèëÿòîðiâ. Ïîêàçàíî, ÿê öÿ ÷óòëèâiñòü ïîâ'ÿçàíà ç iñíóâàííÿì ñi-
äëî�âóçëîâèõ/ãåòåðîêëiíi÷íèõ áiôóðêàöié.
• Äîñëiäæóâàëàñü ìîäåëü çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ çi ïðèòÿãóâàëüíè-
ìè i âiäøòîâõóâàëüíèìè åëåìåíòàìè, ùî ìîæå çàñòîñîâóâàòèñü ó ñî-
öiîëîãi¨ òà îïèñóâàòè êîëåêòèâíó âçà¹ìîäiþ äâîõ ãðóï: êîíôîðìiñòiâ
(óñi îñöèëÿòîðè ïðàãíóòü áóòè ñèíõðîíiçîâàíèìè) i íîíêîíôîðìi-
ñòiâ (îñöèëÿòîðè ïðàãíóòü ïåðåáóâàòè ó ãëîáàëüíié àíòèôàçi). Äëÿ
òàêî¨ ìîäåëi äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðiçíèõ ñòiéêèõ ðåæèìiâ: ðåæèì àí-
òèôàçíîãî ïðîòèñòîÿííÿ äâîõ ãðóï, ðåæèì ðîçìèòîãî ïðîòèñòîÿííÿ,
íåêîãåðåíòíèé ðåæèì ïåðåìîãè íîíêîíôîðìiñòiâ, ìàíäðiâíi õâèëi,
ðåíåãàòíi ðåæèìè ñèíõðîíiçàöi¨ îäíîãî íîíêîíôîðìiñòà ç êîíôîð-
ìiñòàìè. Äëÿ ìàëîâèìiðíèõ ñèñòåì ïðîâåäåíî áiôóðêàöiéíèé àíàëiç
äëÿ óçàãàëüíåíî¨ ïðèòÿãóâàëüíî�âiäøòîâõóâàëüíî¨ ìåðåæi ç ôàçî-
âèì çñóâîì ó ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨. Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà ìà¹ ôàçî-
âî íåçàìêíóòi, ïåðiîäè÷íi, êâàçiïåðiîäè÷íi, ãåòåðîêëiíi÷íi i õàîòè÷íi
ðîçâ'ÿçêè.
• Äîâåäåíî ñïiâiñíóâàííÿ êîíñåðâàòèâíî¨ òà äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiê
ó öèðêóëÿíòíèõ ìåðåæàõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ iç êîñîñèìåòðè÷íîþ
ìàòðèöåþ âçà¹ìîäi¨. Äîâåäåíî, ùî êîíñåðâàòèâíi îáëàñòi âiääiëÿþ-
òüñÿ âiä äèñèïàòèâíèõ çà äîïîìîãîþ ìíîæèí íåiçîëüîâàíèõ ãðàíè-
÷íèõ öèêëiâ. Ïîêàçàíî ñïiâiñíóâàííÿ ñiìåé ãðàíè÷íèõ öèêëiâ ç áàãà-
òîïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè êâàçiïåðiîäè÷íèõ îðáiò ó êîíñåðâàòèâíèõ
îáëàñòÿõ. Çíàéäåíî ïåðøi iíòåãðàëè äëÿ áåçäèâåðãåíòíèõ ñèñòåì iç
öèðêóëÿíòíèì çâ'ÿçêîì. Äëÿ ñèñòåì íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çâ'ÿçàíèõ
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îñöèëÿòîðiâ íà êiëüöåâié ìåðåæi ç êîñîñèìåòðè÷íèì öèðêóëÿíòíèì
çâ'ÿçêîì áóëî ôîðìàëüíî âèâåäåíå àìïëiòóäíå ðiâíÿííÿ â îêîëi ñèí-
õðîííîãî ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ç íåëiíié-
íèì ðiâíÿííÿì Øðüîäiíãåðà.
• Äîñëiäæóâàëîñü ÿâèùå �õèìåðíîãî ñòàíó� äëÿ ñèñòåì íåðîçðiçíþ-
âàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ. Áóëî çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ �ñëàáêîãî
õèìåðíîãî ñòàíó�. Äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà ÷îòèðüîõ îñöèëÿòîðiâ ¹ íàé-
ìåíøîþ ìîæëèâîþ, ÿêà ìà¹ ñòiéêèé ñëàáêèé õèìåðíèé ñòàí. Áóëî
íàâåäåíî ïîáóäîâè ìîäóëüíèõ îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåì, ùî ìàþòü õè-
ìåðíi ñòàíè ãåòåðîêëiíi÷íîãî òèïó. Ïðîâåäåíî àíàëiç áiôóðêàöié ïî-
ÿâè õèìåðíèõ ñòàíiâ ó ìàëîâèìiðíèõ îñöèëÿòîðíèõ ñèñòåìàõ.
• Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ, ñòiéêiñòü òà áiôóðêàöi¨ êîëå-
êòèâíèõ ðåæèìiâ ó îñöèëÿòîðíié ìîäåëi ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì òà
¨¨ óçàãàëüíåííi: îñöèëÿòîðíié ñèñòåìi ç àäàïòàöi¹þ. Ïîêàçàíî íàÿâ-
íiñòü i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð, ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ òà êîíñåðâàòèâ-
íîãî õàîñó â ñèñòåìàõ òàêîãî òèïó. Áóëè äîâåäåíi òâåðäæåííÿ ïðî
óìîâè iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ i íåñòàöiîíàðíèõ ðåæèìiâ �áîðîòüáà
çà ñèíõðîíiçàöiþ� òà �ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå�. Âèÿâëåíî é îïèñàíî
íîâèé âèä áiôóðêàöi¨: ñiäëî�âóçîë íà iíâàðiàíòíîìó òîði.
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ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçè-
êî�ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.02 �Äèôåðåíöiàëüíi
ðiâíÿííÿ� (111 � Ìàòåìàòèêà). Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-
íè, Êè¨â, 2020.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ êîëåêòèâíî¨ äèíà-
ìiêè ó ñêëàäíèõ ìåðåæàõ çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿòîðiâ, çàäàíèõ çà äîïîìî-
ãîþ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðàìè. Ïiä
êîëåêòèâíîþ äèíàìiêîþ ìè ðîçóìi¹ìî ðiçíîìàíiòíi òèïè âçà¹ìîäi¨
ìiæ åëåìåíòàìè, ÿêi ìàþòü iíäèâiäóàëüíó äèíàìiêó. Ó ðîáîòi îïèñó-
þòüñÿ òàêi êîëåêòèâíi ðåæèìè, ÿê ôàçîâà é ÷àñòîòíà ñèíõðîíiçàöi¨,
ïðîòèôàçíi ðåæèìè, ðåæèìè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ôàç, ìàíäðiâ-
íi õâèëi, êëàñòåðíi ðåæèìè, ðåæèìè ïîâiëüíîãî ïåðåìèêàííÿ ìiæ
êëàñòåðàìè, õàîòè÷íà ñèíõðîíiçàöiÿ, õèìåðíi ñòàíè, ãåòåðîêëiíi-
÷íi õèìåðè. Òàêîæ äîñëiäæóþòüñÿ ðåæèìè: ïåðåìîæåöü îòðèìó¹
âñå, çìàãàííÿ áåç ïåðåìîæöÿ, êîíêóðåíöiÿ çà ñèíõðîíiçàöiþ, ïðî-
òèñòîÿííÿ ìiæ êîíôîðìiñòàìè òà íîíêîíôîðìiñòàìè. Ó ðîáîòi ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ îñöèëÿòîðíi ìîäåëi ç ðiçíîþ iíäèâiäóàëüíîþ äèíàìiêîþ
åëåìåíòiâ, ðiçíîþ àðõiòåêòóðîþ çâ'ÿçêiâ, à òàêîæ ç ðiçíèìè òèïà-
ìè âçà¹ìîäi¨ ìiæ åëåìåíòàìè. Âèâ÷àëèñÿ êëàñè÷íi, à òàêîæ áóëè
âïðîâàäæåíi òà äîñëiäæóâàëèñü íîâi ñêëàäíi îñöèëÿòîðíi ñèñòåìè.
Ìîäåëi áóäóþòüñÿ ç óðàõóâàííÿì òèõ ÷è iíøèõ ïðèðîäíè÷èõ ïðî-
öåñiâ, à êîæåí ìàòåìàòè÷íèé ðåçóëüòàò ìà¹ êîíêðåòíó ïðèðîäíè÷ó
iíòåðïðåòàöiþ. Ó ðîáîòi äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ, ñòié-
êiñòü, ìóëüòèñòàáiëüíiñòü i áiôóðêàöiéíi ïåðåõîäè ó ñèñòåìàõ ãëî-
áàëüíî çâ'ÿçàíèõ ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ìåðåæàõ ç öåíòðàëüíèì åëå-
ìåíòîì, ñèñòåìàõ iç öèðêóëÿíòíèì çâ'ÿçêîì, ñèñòåìàõ íåðîçðiçíþ-
âàíèõ åëåìåíòiâ, áëîêîâèõ ìåðåæàõ, îñöèëÿòîðíèõ ìåðåæàõ ç àäà-
ïòàöi¹þ, ñèñòåìàõ ç ïðèòÿãàííÿì i âiäøòîâõóâàííÿì, ùî ìîäåëþþòü
âçà¹ìîäiþ ãðóï êîíôîðìiñòiâ i íîíêîíôîðìiñòiâ. Âèÿâëåíî é îïè-
ñàíî íîâi òèïè áiôóðêàöié ïîÿâè ãåòåðîêëiíi÷íèõ öèêëiâ, à òàêîæ
ñiäëî-âóçëîâó áiôóðêàöiþ íà iíâàðiàíòíîìó òîði. Ïîêàçàíî ñïiâiñíó-
âàííÿ êîíñåðâàòèâíî¨ é äèñèïàòèâíî¨ äèíàìiê ó ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ ç
öèðêóëÿíòíèì êîñîñèìåòðè÷íèì çâ'ÿçêîì. Ïîêàçàíî çâ'ÿçîê íåñêií-
÷åííîâèìiðíèõ öèðêóëÿíòíèõ ñèñòåì iç íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿìØðüî-
äiíãåðà. Äëÿ ñèñòåì iäåíòè÷íèõ åëåìåíòiâ îòðèìàíî ðåçóëüòàòè ïðî
âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ñèìåòðiÿìè ìåðåæi òà iñíóâàííÿì iíâàðiàíòíèõ
ìíîãîâèäiâ, iíâàðiàíòíèõ îáëàñòåé i êëàñòåðíèõ ðåæèìiâ. Îïèñàíî
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óìîâè åêñòðåìàëüíî¨ ÷óòëèâîñòi äî çáóðåíü âëàñíèõ ÷àñòîò i ïîÿâè
ôàçîâî�íåçàìêíóòèõ òðà¹êòîðié ó ñèñòåìàõ íåiäåíòè÷íèõ îñöèëÿòî-
ðiâ. Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî ãðàäi¹íòíiñòü, áåçäèâåðãåíòíiñòü ñè-
ñòåì iç ïàðíèìè é íåïàðíèìè ôóíêöiÿìè âçà¹ìîäi¨, ïîêàçàíî, êîëè
òàêi ñèñòåìè ¹ ÷àñîâî�îáîðîòíèìè àáî iíòåãðîâíèìè. Çíàéäåíî ìiíi-
ìàëüíi ìåðåæi ôàçîâèõ îñöèëÿòîðiâ, ùî ìàþòü ñòiéêi õèìåðíi ñòàíè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îñöèëÿòîðíà ìåðåæà, ôàçîâi îñöèëÿòîðè, ñèíõðî-
íiçàöiÿ, ìîäåëü Êóðàìîòî, áiôóðêàöiÿ, ãåòåðîêëiíi÷íèé öèêë, ìåðå-
æà ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì, ñèñòåìà ç àäàïòàöi¹þ, õèìåðíèé ñòàí,
iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä, ñèìåòðiÿ, ÷àñîâî�ðåâåðñèâíà ñèñòåìà, ïàðà-
ìåòð ïîðÿäêó, íåëiíiéíèé ôàçîâèé çñóâ.

Áóðèëêî À.À. Êîëëåêòèâíàÿ äèíàìèêà è áèôóðêàöèè â
ñåòÿõ ñâÿçàííûõ ôàçîâûõ îññöèëëÿòîðîâ. � Êâàëèôèêàöèîí-
íàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà íà ïðàâàõ ðóêîïèñè.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.02 �Äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ� (111 � ìàòåìàòèêà). � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðàèíû, Êèåâ, 2020.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîëëåêòèâíîé
äèíàìèêè â ñåòÿõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, çàäàííûõ ïðè ïîìîùè
ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðà-
ìè. Ïîä êîëëåêòèâíîé äèíàìèêîé ìû ïîíèìàåì ðàçíîîáðàçíûå òè-
ïû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè, êîòîðûå èìåþò èíäèâèäó-
àëüíóþ äèíàìèêó. Â ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ òàêèå êîëëåêòèâíûå ðå-
æèìû, êàê ôàçîâàÿ è ÷àñòîòíàÿ ñèíõðîíèçàöèè, ïðîòèâîôàçíûå ðå-
æèìû, ðåæèìû ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç, áåãóùèå âîëíû,
êëàñòåðíûå ðåæèìû, ðåæèìû ìåäëåííîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó êëà-
ñòåðàìè, õàîòè÷åñêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ, ãåòåðî-
êëèíè÷åñêèå õèìåðû. Òàêæå èññëåäóþòñÿ ðåæèìû: ïîáåäèòåëü ïî-
ëó÷àåò âñå, ñîðåâíîâàíèå áåç ïîáåäèòåëÿ, êîíêóðåíöèÿ çà ñèíõðîíè-
çàöèþ, ïðîòèâîñòîÿíèå ìåæäó êîíôîðìèñòàìè è íîíêîíôîðìèñòà-
ìè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñöèëëÿòîðíûå ìîäåëè ñ ðàçíîé èí-
äèâèäóàëüíîé äèíàìèêîé ýëåìåíòîâ, ðàçíîé àðõèòåêòóðîé ñâÿçåé, à
òàêæå ñ ðàçíûìè òèïàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè. Èçó÷à-
ëèñü êëàññè÷åñêèå, à òàêæå âíåäðåíû è èññëåäîâàíû íîâûå ñëîæíûå
îñöèëëÿòîðíûå ñèñòåìû. Ìîäåëè ñòðîÿòñÿ ñ ó÷åòîì òåõ èëè èíûõ
åñòåñòâåííûõ ïðîöåññîâ, à êàæäûé ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò èìååò
êîíêðåòíóþ åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ. Â ðàáîòå äîêàçàíû óòâåð-
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æäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè, óñòîé÷èâîñòè, ìóëüòèñòàáèëüíîñòè è áè-
ôóðêàöèîííûõ ïåðåõîäàõ â ñèñòåìàõ ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ôàçîâûõ
îñöèëëÿòîðîâ, ñåòÿõ ñ öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì, ñèñòåìàõ ñ öèðêó-
ëÿíòíîé ñâÿçüþ, ñèñòåìàõ íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ, áëî÷íûõ ñåòÿõ,
îñöèëëÿòîðíûõ ñåòÿõ ñ àäàïòàöèåé, ñèñòåìàõ ñ ïðèòÿãèâàíèåì è îò-
òàëêèâàíèåì, ìîäåëèðóþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ãðóïï êîíôîðìèñòîâ è
íîíêîíôîðìèñòîâ. Îáíàðóæåíû è îïèñàíû íîâûå òèïû áèôóðêàöèé
ïîÿâëåíèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ öèêëîâ, à òàêæå ñåäëî-óçëîâîé áèôóð-
êàöèè íà èíâàðèàíòíîì òîðå. Áûëî ïîêàçàíî ñîñóùåñòâîâàíèå êîí-
ñåðâàòèâíîé è äèññèïàòèâíîé äèíàìèê â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ ñ öèð-
êóëÿíòíîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçüþ. Ïîêàçàíî ñâÿçü áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñèñòåì ñ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øð¼äèíãå-
ðà. Äëÿ ñèñòåì èäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î âçàè-
ìîñâÿçè ìåæäó ñèììåòðèÿìè ñåòè è ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé, èíâàðèàíòíûõ îáëàñòåé è êëàñòåðíûõ ðåæèìîâ. Îïè-
ñàíû óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âîçìóùåíèÿì ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò è ïîÿâëåíèÿ ôàçîâî-çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé â ñè-
ñòåìàõ íåèäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ. Áûëè äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ
î ãðàäèåíòíîñòè, áåçäèâåðãåíòíîñòè ñèñòåì ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè
ôóíêöèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàêæå áûëî ïîêàçàíî, êîãäà òàêèå ñè-
ñòåìû îáðàòèìû è èíòåãðèðóåìû. Áûëè íàéäåíû ìèíèìàëüíûå ñåòè
ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ, èìåþùèå óñòîé÷èâûå õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñöèëëÿòîðíàÿ ñåòü, ôàçîâûå îñöèëëÿòîðû,
ñèíõðîíèçàöèÿ, ìîäåëü Êóðàìîòî, áèôóðêàöèÿ, ãåòåðîêëèíè÷åñêèé
öèêë, ñåòü ñ öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì, ñèñòåìà ñ àäàïòàöèåé, õèìåð-
íîå ñîñòîÿíèå, èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå, ñèììåòðèÿ, îáîðîòíàÿ
ñèñòåìà, ïàðàìåòð ïîðÿäêà, íåëèíåéíûé ôàçîâûé ñäâèã.
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The dissertation is devoted to the study of collective dynamics in
complex models of the coupled oscillators given by the systems of ordi-
nary di�erential equations with parameters. By collective dynamics we
understand di�erent types of interaction between di�erent elements that
have their individual dynamics. In particular, the manifestations of



� 31 �

collective dynamics in phase models are as follows: full or partial phase
and frequency synchronization, anti�phase modes, regimes of the uni-
form phase distribution, traveling waves, cluster modes, slow switchi-
ng regimes between clusters, chaotic synchronization, chimera states,
heteroclinic chimeras, etc. Collective dynamics can also be attributed to
the following modes: winner�take�all, winnerless competition, competiti-
on for synchronization, the opposition between conformists and contrari-
ans. In this work we study well�known models, as well as propose and
analyze the new ones. Models are constructed taking into account certain
natural processes and each mathematical result has a speci�c natural
interpretation. In particular, the results obtained in the work have
interpretations in the systems of superconducting Josephson junctions,
the study of neural processes of the attention and memory, Parkinson's
disease, sociological modeling of the interaction of two groups of di�erent
interests, modeling of con�icts, modeling arti�cial neural networks.

The collective dynamics in the model of globally coupled phase osci-
llators with a nonlinear phase shift in the coupling function is studied.
It is shown that the system with nonlinear phase shift has completely
synchronous solutions, two�cluster modes, several di�erent slow switchi-
ng regimes between clusters, full anti-phase mode, as well as complex
periodic and quasiperiodic modes. Bifurcation transitions between di-
�erent collective modes are described in detail. The synchronization and
bifurcation in the systems of globally coupled oscillators with a generali-
zed coupling function is investigated. The statements about the stability
of the mode of complete synchronization, the splay state and the di�erent
two�cluster modes are given. The in�uence of the system symmetries
on the existence of cluster modes, invariant manifolds, and canonical
invariant regions of the system, containing phase�locked trajectories, is
demonstrated. Particular attention is paid to the study of the existence
of the slow switching regimes which are described by di�erent types of
heteroclinic cycles. The statements regarding the extreme sensitivity to
detuning of the frequencies and the destruction of invariant regions of
phase�closed trajectories are presented.

The collective regimes in the models of coupled oscillators with both
simultaneous attractive and repulsive interactions are studied. Such
systems model the struggle between groups of conformists and contrari-
ans and the imposition of their collective behavior on their opponents.
These models well describe certain sociological phenomena. The results
are obtained concerning the stability and bifurcations of the two groups
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synchronization mode and their anti-phase regime, the global anti�phase
mode, blurred π�state, traveling waves, as well as two �renegade� regi-
mes. It is shown that the �nite�dimensional system has several modes
that are impossible in the reduced Hong�Strogatz system which descri-
bes an in�nite number of interacting objects. The bifurcation analysis of
the attractive�repulsive model with phase shift is carried out. It is shown
that the presence of phase shift signi�cantly complicates the dynamics
of the system leading to the emergence of new collective regimes. It has
also been shown that such systems can have a chaotic dynamics in the
presence of four or more elements.

The rings of coupled phase oscillators with anisotropic coupling
are studied. When the coupling is skew�symmetric, the system shows
robustly the coexistence of conservative and dissipative dynamics in
the phase space. We relate this phenomenon to the time-reversibility
of the system. It has been shown that the conservative regions contain
families of the neutral�stable periodic orbits and quasi-periodic tori. It
is proven that the boundary between the dissipative and conservative
regions consists of families of heteroclinic cycles. It is proven that the
circulant skew�symmetric system is divergence�free in the case when
the interacting function between the elements is odd and such a system
is gradient in the case of even coupling function. In the case of the
thermodynamic transition of the oscillators number to the in�nity, we
formally derive the amplitude equation for solutions in the neighborhood
of the synchronous solution. This equation has the form of a nonlinear
Schr�odinger equation.

A new mathematical object and physical phenomenon called the chi-
mera state is investigated. We give the mathematical de�nition of a �weak
chimera state� for the networks of indistinguishable phase oscillators. It
has been shown that the smallest dimension of the system with weak chi-
meras is four. We proposed the method of the constructing of modular
networks that have chimera states of the di�erent types including chaotic
and heteroclinic chimeras. A method for the detection and study of the
chimera states in non�modular oscillator systems has been proposed.

The oscillator model with central element and its extension with
adaptation are proposed and studied. Such a model describes neural
processes of visual search, attention and memory. Di�erent regimes that
correspond to the competition of peripheral oscillators for synchronizati-
on with the central one are thoroughly described for such systems. The
existence of conservative chaos and slow shift regimes are demonstrated.
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It has been proven that for a wide variety of parameters, the model
with adaptation describes the winner-take-all mode which is one of
the important computational principles in arti�cial neural networks.
It has been proven that the entire phase space of the system is split
into attracting regions of di�erent stable solutions that corresponds
to di�erent stationary and non�stationary winner�take�all regimes. In
the study of non-stationary modes, a new bifurcation type called a
saddle�node on invariant torus (SNIT) bifurcation has been considered
and is described in detail.

Key words: oscillators network, phase oscillators, synchronization,
Kuramoto model, bifurcation, heteroclinic cycle, network with central
element, system with adaptation, chimera state, invariant manifold,
symmetry, time�reversible system, order parameter, nonlinear phase
shift
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