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Ñêâîðöîâ Ñ.Î. Ëîêàëüíà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü ç íåîáìåæåíîþ õà-

ðàêòåðèñòèêîþ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ çà ñïå-

öiàëüíiñòþ 111 � Ìàòåìàòèêà (11 � Ìàòåìàòèêà òà ñòàòèñòèêà). - Iíñòèòóò

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2021.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó òåîði¨ âiäîáðàæåíü, à ñà-

ìå, äîñëiäæåííþ ¨õ ëîêàëüíî¨, ìåæîâî¨ òà ãëîáàëüíî¨ ïîâåäiíêè. Ñåðåä

iíøîãî, ðîçãëÿíóòi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç îäíîñòàéíîþ íåïåðåðâíiñòþ ñiìåé

âiäîáðàæåíü âñåðåäèíi i íà ìåæi îáëàñòi, ïðîáëåìà íåïåðåðâíîãî ïðîäîâ-

æåííÿ íà ìåæó, ïðîáëåìà óñóíåííÿ içîëüîâàíî¨ ìåæîâî¨ òî÷êè, ïðîáëåìè

çáiæíîñòi âiäîáðàæåíü òîùî. Âiäîáðàæåííÿ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, ÿê ïðà-

âèëî çàäîâîëüíÿþòü àáî ¾ïðÿìó¿, àáî ¾îáåðíåíó¿ íåðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî.

Âèâ÷åííÿ òàêèõ óìîâ ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ñó÷àñíèõ

êëàñiâ âiäîáðàæåíü çàäîâîëüíÿ¹ âåðõíi òà/àáî íèæíi îöiíêè ñïîòâîðåííÿ

ìîäóëÿ ñiìåé êðèâèõ. Çîêðåìà, ìîäóëü ñiìåé êðèâèõ ¹ íåçìiííèì ïðè êîí-

ôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ, ïðè êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ âií çìiíþ-

¹òüñÿ â ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ, i ìîæå çìiíþâàòèñü ÿê ïåâíà âàãîâà

ôóíêöiÿ ïðè âiäîáðàæåííi çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, äå ¾âàãà¿ äîðiâ-

íþ¹ àáî òàê çâàíié âíóòðiøíié, àáî çîâíiøíié äèëàòàöi¨ âiäîáðàæåííÿ. Â

çàãàëüíié òåîði¨ âiäîáðàæåíü iíîäi ðîçãëÿäàþòü i iíøi âàãè, íàïðèêëàä,

äîòè÷íó äèëàòàöiþ, àáî äèëàòàöiþ âiäíîñíî p -ìîäóëÿ òîùî. Óñi âîíè ¹

ïðèêëàäàìè ôóíêöi¨ ¾Q¿ ç îçíà÷åííÿ êiëüöåâèõ Q -âiäîáðàæåíü, ÿêi âèâ-

÷àþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â òåîði¨ âiäîáðàæåíü âåëèêà óâàãà ïðèäiëÿëàñü

äîñëiäæåííþ êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü. Çãîäîì ç'ÿâèëèñü êâàçiêîíôîðì-

íi âiäîáðàæåííÿ ÿê áiëüø øèðîêèé êëàñ (Ì. Ëàâðåíòü¹â, Þ. Âÿéñÿëÿ,

Ô. Ãåðiíã) òà ¨õ óçàãàëüíåííÿ � âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåí-

íÿì (Þ.Ã. Ðåøåòíÿê). Ó ðiçíèé ÷àñ äîñëiäæåííÿì âëàñòèâîñòåé âêàçà-

íèõ âiäîáðàæåíü çàéìàëèñü òàêi âiäîìi â÷åíi ÿê Ë. Àëüôîðñ, Á. Áîÿð-
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ñüêèé, Ì. Áðàêàëîâà, Â. Ãîëüäøòåéí, Â. Ãóòëÿíñüêèé, Ò. Iâàíåöü, À. Êà-

çàêó, Î. Ëåõòî, Ì. Êðiñòi, Î. Ìàðòiî, Â. Ìiêëþêîâ, Ñ. Ðiêìàí, Á. Øà-

áàò, À. Óõëîâ òà iíøi. Ïðèáëèçíî ç ïî÷àòêó 2000-õ ðîêiâ äî âèâ÷åííÿ

áóâ çàïðîïîíîâàíèé êëàñ Q -ãîìåîìîðôiçìiâ. Òðîõè ïiçíiøå áóâ çàïðî-

ïîíîâàíèé i ¾íàéáiëüø çàãàëüíèé¿ êëàñ êiëüöåâèõ Q -ãîìåîìîðôiçìiâ,

äîñëiäæåííÿì ÿêîãî â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, à çãîäîì i ó ìåòðè÷íèõ ïðî-

ñòîðàõ, çàéìàëèñü Î. Àôàíàñü¹âà, Ì. Êðiñòi, Î. Ìàðòiî, Â. Ðÿçàíîâ, Ð. Ñà-

ëiìîâ, �. Ñåâîñòüÿíîâ, Ó. Ñðåáðî, Å. ßêóáîâ òà iíøi.

Ñåðåä iíøîãî, â äèñåðòàöi¨ äîâåäåíà îäíîñòàéííà íåïåðåðâíiñòü òà

ëîãàðèôìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íå-

ðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî, ìîæëèâiñòü ¨õ íåïåðåðâíîãî ìåæîâîãî ïðîäîâæåííÿ

òà îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü â ìåæîâèõ òî÷êàõ, òåîðåìè çáiæíîñòi. Äëÿ

âiäîáðàæåíü ç ïðÿìîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî äîâåäåíèé àíàëîã òåîðåìè

Ñîõîöüêîãî�Êàñîðàòi�Âåé¹ðøòðàñà ó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Äèñåðòàöiÿ ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü

ñàìîñòiéíèé íàóêîâèé iíòåðåñ i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ÿê äëÿ ïîäàëü-

øèõ äîñëiäæåíü â òåîði¨ âiäîáðàæåíü, òàê i ïðè îòðèìàííi òåîðåì iñíóâà-

ííÿ ãîìåîìîðôíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç âèðîäæåííÿì.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié óêðà¨íñüêîþ òà àíãëié-

ñüêîþ ìîâàìè, âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, çàãàëü-

íèõ âèñíîâêiâ i ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâó¹òüñÿ àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, îïèñàíi

îá'¹êò òà ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ, íàâîäèòüñÿ çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè

ïðîãðàìàìè òà òåìàìè. Òàêîæ çàçíà÷åíi íàóêîâà íîâèçíà, òåìà, çàäà÷i

äîñëiäæåííÿ, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òà iíôîð-

ìàöiÿ ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâåäåíi íåîáõiäíi âiäîìîñòi, îçíà÷åííÿ, à òàêîæ

îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ çà òåìîþ äîñëiäæåííÿ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ïîâåäiíêîþ âiä-

îáðàæåíü îáëàñòåé åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó. Ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ
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ïiäðîçäiëiâ. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíà îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñi-

ìåé âiäîáðàæåíü, îáåðíåíi äî ÿêèõ ¹ êiëüöåâèìè Q -ãîìåîìîðôiçìàìè

çà óìîâè, ùî âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Q ¹ iíòåãðîâíîþ. Ó äðóãîìó ïiäðîç-

äiëi äîâåäåíà òåîðåìà ïðî ëîãàðèôìi÷íó îöiíêó çâåðõó äëÿ âiäêðèòèõ

äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî òà âiäïîâiä-

íèé íàñëiäîê äëÿ ãîìåîìîðôiçìiâ (òàê çâàíà ëîãàðèôìi÷íà íåïåðåðâíiñòü

çà Ãåëüäåðîì). Òðåòié ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïðîáëåìi ïðîäîâæåííÿ âiä-

îáðàæåíü â içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi îáëàñòi ó âèïàäêó, êîëè îáåðíåíå âiä-

îáðàæåííÿ ¹ êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì çà óìîâè iíòåãðîâíîñòi ôóíêöi¨

Q . Îñòàííié ïiäðîçäië � ïðèêëàäè.

Òðåòié ðîçäië ìiñòèòü ÷îòèðè ïiäðîçäiëè. Ïåðøèé ïiäðîçäië ìiñòèòü

äâà âàæëèâèõ òâåðäæåííÿ: ìîæëèâiñòü ç'¹äíàííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê ó çà-

ìèêàííi îáëàñòi íåïåðåñi÷íèìè êðèâèìè i òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî îáðàç

ôiêñîâàíîãî êîíòèíóóìà ïðè êiëüöåâîìó Q -âiäîáðàæåííi íå ìîæå íàáëè-

çèòèñÿ äî ìåæi îáëàñòi îáðàçó, ÿêùî öÿ îáëàñòü íå ìà¹ íåâèðîäæåíèõ

êîìïîíåíò ìåæi, à äiàìåòð îáðàçó öüîãî êîíòèíóóìà îáìåæåíèé çíèçó.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ âiäîáðàæåííÿ, îáåðíåíi äî ÿêèõ ¹

êiëüöåâèìè Q -ãîìåîìîðôiçìàìè. Äëÿ öüîãî êëàñó âiäîáðàæåíü äîâåäå-

íå òâåðäæåííÿ ïðî éîãî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü â çàìèêàííi îáëàñòi çà

óìîâ Q ∈ L1(D) , diam f(A) > δ, àáî h(f(A)) := sup
x,y∈f(A)

h(x, y) > δ, äå

A � äåÿêèé êîíòèíóóì, à h(x, y) � õîðäàëüíà (ñôåðè÷íà) âiäñòàíü ìiæ

òî÷êàìè x, y ∈ Rn. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíà ïîâåäiíêà êiëü-

öåâèõ Q -ãîìåîìîðôiçìiâ ó çàìèêàííi îáëàñòi ç óìîâàìè h(f(A)) > δ i

h(Rn \ f(D)) > δ . Îêðåìî îòðèìàíå àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ âèïàä-

êó âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ çàìêíåíèõ êiëüöåâèõ Q -âiäîáðàæåíü çà óìîâè

iñíóâàííÿ ó êîæíié îáëàñòi êîíòèíóóìà Kf ⊂ D ′f òàêîãî, ùî h(Kf) > δ i

h(f −1(Kf), ∂D) > δ > 0. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi òàêîæ áóâ ðîçãëÿíóòèé âèïà-

äîê òàê çâàíèõ ïðîñòèõ êiíöiâ. Íàðåøòi, â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíi

òåîðåìè ïðî ëîêàëüíó i ìåæîâó ïîâåäiíêó ãîìåîìîðôiçìiâ ç îáåðíåíîþ íå-

ðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ (âèïàäîê ñêëàäíèõ ìåæ).
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×åòâåðòèé ðîçäië ìiñòèòü ï'ÿòü ïiäðîçäiëiâ, ïåðøèé ç ÿêèõ ïðèñâÿ-

÷åíèé äîñëiäæåííþ çáiæíîñòi âiäîáðàæåíü, ÿêi ¹ îáåðíåíèìè äî (p, q) -

âiäîáðàæåíü â êîæíié òî÷öi îáðàçó. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi éäåòüñÿ ïðî ïðî

îäíîñòàéíó íåïåðåâíiñòü ñiì'¨ âñiõ ãîìåîìîðôiçìiâ g : D ′ → D , îáåðíåíi

äî ÿêèõ ¹ Q -ãîìåîìîðôiçìàìè çà óìîâ, ùî D ′ ¹ îáëàñòþ êâàçiåêñòðå-

ìàëüíî¨ äîâæèíè (ñêîðî÷åíî � QED -îáëàñòþ). Ðåçóëüòàò äîâåäåíèé çà

óìîâè iñíóâàííÿ íå ìåíøå äâîõ òî÷îê ìåæi îáðàçó òà çà óìîâè iíòåãðîâ-

íîñòi ôóíêöi¨ Q ç îçíà÷åííÿ êëàñó. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äîâåäåíèé

çà óìîâè, ùî diamf(A) > δ ïðè âiäîáðàæåííi f := g−1(A) . Â òðåòüî-

ìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíà òåîðåìà ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ êiëüöåâîãî

Q -âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëÿ â içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi îáëàñòi

ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. ßê íàñëiäîê, äëÿ öèõ âiäîáðàæåíü i øèðîêîãî êëàñó

ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ îòðèìàíèé àíàëîã êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Ñîõîöüêîãî�

Êàñîðàòi�Âåé¹ðøòðàññà. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíi òåîðåìè ïðî

íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ òà îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiìåé êiëüöåâèõ Q -

âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëiâ ïî ïðîñòèõ êií-

öÿõ. Ï'ÿòèé ïiäðîçäië ìiñòèòü òâåðäæåííÿ ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü

ñiì'¨ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü çà óìîâè, ùî âèõiäíèé ïðîñòið

äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ, à ìåæà îáðàçó ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ

òî÷îê. Òàêîæ ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíi äåÿêi ïðèêëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü

îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êâàçiêîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ, âiäîáðàæåííÿ ç îáìå-

æåíèì i ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ìîäóëi ñiìåé êðèâèõ, îäíîñòàéíà íå-

ïåðåðâíiñòü, íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó.
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Skvortsov S.O. Local behavior of mappings with unbounded characteri-

stics.

The thesis for obtaining the scienti�c degree Doctor of Philosophy in

speciality 111 � Mathematics(PhD). (11 � Mathematics and Statistics). �

Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine,

Kyiv, 2021.

The dissertation is devoted to the development of the mapping theory,

namely, the study of local, boundary and global behavior of mappings. Among

other things, we have considered issues related to the equicontinuity of families

of mappings inside and at the boundary of the domain, the problem of conti-

nuous extension to the boundary, the problem of removability of an isolated

boundary point, the problem of convergence of mappings, and so on. The

mappings under consideration, as a rule, satisfy either the ¾direct¿ or the

¾inverse¿ Poletsky inequality. The study of such conditions due to the fact

that most modern classes of mappings satisfy the upper and/or lower esti-

mates of the distortion of the modulus of the families of paths. In particular,

the modulus of families of paths is not distorted under conformal mappings,

may be distorted in a �nite number of times under quasiconformal mappings,

and can change as a certain weight function under mappings with a �nite

distortion, where the weight is equal to either so-called inner or outher di-

latation. In general mapping theory, other weights are sometimes considered,

such as tangent dilatation, or dilatation with respect to p -modulus, and so

on. They are all examples of the function ¾Q¿ from the de�nition of ring

Q -maps, which are studied in the dissertation.

Initially, the study of the theory of mappings was primarily concerned

with conformal transformations. Later, quasiconformal mappings began to be

studied, which were a wider class of mappings in comparison with conformal

mappings (M. Lavrentyev, J. V�ais�al�a, F. Gehring). As a result of the further

development of the theory of mappings, quasiconformal mappings with branchi-

ng, or quasiregular mappings, also appeared (Yu. Reshetnyak). The well-
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known scientists such as L. Ahlfors, B. Bojarski, M. Brakalova, V. Gol'dshtein,

V. Gutlyanskii, T. Iwaniec, A. Cazacu, O. Lehto, M. Cristea, O. Martio, V. Mi-

klyukov, S. Rickman, B. Shabat, A. Ukhlov and others have been studying

the properties of such mappings at various times. Around the beginning of the

2000s, the class Q -homeomorphisms was proposed for study. A little later, the

¾most general¿ class of ring Q -homeomorphisms was proposed. O. Afanasi-

eva, M. Cristea, O. Mario, V. Ryazanov, R. Salimov, E. Sevost'yanov, U.

Srebro, E. Yakubov studied this class both in Euclidean space and later in

metric spaces.

Among other things, in our dissertation we proved the equicontinuity and

logarithmic H�older continuity of mappings with the inverse Poletsky inequali-

ty, the possibility of their continuous boundary extension and equicontinui-

ty at boundary points, convergence theorems, as well. For mappings with a

direct Poletsky inequality, we proved an analogue of the Sokhotsky-Casorati-

Weierstrass theorem in metric spaces.

The dissertation has a theoretical character. The obtained results have

an independent scienti�c interest and can be used both for further research

in the theory of mappings and in obtaining theorems for the existence of

homeomorphic solutions of Beltrami equations with degeneration.

The dissertation consists of annotations in Ukrainian and English, intro-

duction, four sections, divided into subsections, general conclusions and a list

of references.

In the introduction we substantiate the relevance of the research topic,

describe the object and subject of research, as well as we provide a link to

work with research programs and topics. We also indicate the scienti�c novelty,

topic, research objectives, practical signi�cance, personal contribution of the

applicant and information on approbation of results.

In the �rst section we provide the necessary information, de�nitions, as

well as an overview of the known results on the research topic.

In the second section, we consider issues related to the behavior of mappi-
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ngs of domains of the Euclidean space. The section consists of four subsections.

In the �rst subsection we proved the equicontinuity of the families of mappi-

ngs inverse to which are ring Q -homeomorphisms provided that the corres-

ponding function Q is integrable. The second subsection proves the theorem

on the logarithmic upper estimate for open discrete mappings with inverse

Poletsky inequality and the corresponding consequence for homeomorphisms

(the so-called logarithmic H�older continuity). The third subsection is devoted

to the problem of continuous extension of mappings to an isolated point of

the boundary of the domain in the case when the inverse mapping is a ring

Q -mapping and a function Q is integrable. The last subsection is devoted to

examples.

The third section contains four subsections. The �rst subsection con-

tains two important statements such as the possibility of joining four points

with disjoint paths in the closure of the domain and the statement that the

image of a �xed continuum under a ring Q -mapping can not be close to the

boundary of the image domain, if this domain does not have nondegenerate

boundary components, and the diameter of the image of this continuum is

bounded from below. The second subsection considers mappings inverse to

which are ring Q -homeomorphisms. For this class of mappings, we have

proved its equicontinuity in the closure of a domain under the conditions

Q ∈ L1(D) , diam f(A) > δ, or h(f(A)) := sup
x,y∈f(A)

h(x, y) > δ, where A

is some continuum, and h(x, y) is the chordal (spherical) distance between

the points x, y ∈ Rn. The third subsection investigates the behavior of ring

Q -homeomorphisms in the closure of a domain with conditions h(f(A)) > δ

and h(Rn \ f(D)) > δ . A similar statement was obtained separately for case

of open discrete closed ring Q -maps provided that there exists the continuum

Kf ⊂ D ′f such that h(Kf) > δ and h(f −1(Kf), ∂D) > δ > 0 for any D ′f .

In this subsection we also considered the case of the so-called prime ends.

Finally, in the last subsection we prove theorems on the local and boundary

behavior of homeomorphisms with the inverse Poletsky inequality in terms of
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prime ends (the case of complex boundaries).

The fourth section contains �ve subsections, the �rst of which is devoted

to the study of the convergence of mappings that are inverse to (p, q) -map-

pings at each point of the image. The second subsection deals with the equi-

continuity of the family of all homeomorphisms g : D ′ → D , the inverses

of which are Q -homeomorphisms under the conditions that D ′ is a quasi-

extremal distance domain (abbreviated � QED -domain). We proved this

result provided that there are at least two points of the boundary of the

image and the function Q is integrable. A similar result is proved under

the condition that diam f(A) > δ for f := g−1(A) . In the third subsec-

tion, the theorem on the continuous extension of a ring Q -map with respect

to (p, q) -modulus to an isolated point of the boundary of the metric space

is proved. As a consequence, for these mappings an analog of the classical

Sokhotsky-Casorati-Weierstrass theorem is obtained for a wide class of metric

spaces. The fourth subsection proves the theorems on continuous extension

and equicontinuity of families of ring Q -maps of metric spaces with respect

to (p, q) -modulus by prime ends. The �fth subsection contains statements

about the equicontinuity of the family of open discrete mappings provided

that the source space allows a weak sphericalization, and the boundary of the

image contains at least two points. In this subsection, are also given some

examples that illustrate the obtained results.

Key words: quasiconformal mappings, mappings with bounded and �ni-

te distortion, modules of curve families, equicontinuity, continuous boundary

extension.



10

ÑÏÈÑÎÊ ÎÏÓÁËIÊÎÂÀÍÈÕ ÏÐÀÖÜ

ÇÀ ÒÅÌÎÞ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

1. Ñåâîñòüÿíîâ Å.À., Ñêâîðöîâ Ñ.À. Î ñõîäèìîñòè îòîáðàæåíèé â

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïðÿìûìè è îáðàòíûìè ìîäóëüíûìè óñëî-

âèÿìè. Óêð. ìàò. æóðí. 2018. Ò. 70, � 7. Ñ. 952-967; translation On the

Convergence of Mappings in Metric Spaces with Direct and Inverse Modulus

Conditions. Ukr. Math. J. 2018. V. 70, No. 7. P. 1097-1114.

2. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A., Ilkevych N.S. On boundary behavi-

or of mappings with two normalized conditions. Mat. Studii. 2018. Vol. 49,

No. 2. P. 150-157.

3. Ñåâîñòüÿíîâ Å.À., Ñêâîðöîâ Ñ.À. Î ëîêàëüíîì ïîâåäåíèè îäíîãî

êëàññà îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé. Òðóäû ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû. 2018. Ò. 32.

Ñ. 115-120.

4. Ñåâîñòüÿíîâ Å.À., Ñêâîðöîâ Ñ.À. Î ëîêàëüíîì ïîâåäåíèè îäíî-

ãî êëàññà îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé. Óêð. ìàò. âåñòíèê. 2018. Ò. 15, � 3.

Ñ. 399-417; translation On the local behavior of a class of inverse mappings.

J. Math. Sci. 2019. V. 241, No. 1. P. 77-89.

5. Ñåâîñòüÿíîâ Å.À., Ñêâîðöîâ Ñ.À. Î ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâ-

íîñòè ñåìåéñòâ îòîáðàæåíèé â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ îáëàñòåé. Óêð. ìàò.

æóðí. 2019. Ò. 71, � 7. Ñ. 938-951; translation On the equicontinuity of

families of mappings in the case of variable domains. Ukrainian Mathematical

Journal. 2019. V. 71, No. 7. P. 1071-1086.

6. Ñåâîñòüÿíîâ Å.À., Ñêâîðöîâ Ñ.À. Î ëîêàëüíîì ïîâåäåíèè îòîáðà-

æåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Óêð. ìàò. âåñòíèê. 2019. Ò. 16, � 2.

Ñ. 215�227; transl. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A. On the local behavior

of mappings of metric spaces. J. Math. Sci. 2020. Vol. 244, No. 1. P. 47�55.

7. Ñåâîñòüÿíîâ �.Î., Ñêâîðöîâ Ñ.Î., Iëüêåâè÷ Í.Ñ. Ïðî ïîâåäiíêó

îáåðíåíèõ ãîìåîìîðôiçìiâ â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ. Ïðàöi IÏÌÌ ÍÀÍ

Óêðà¨íè. 2019. Ò. 31. Ñ. 188�203.

8. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A., Ilkevych N.S. On removable sin-



11

gularities of mappings in uniform spaces. Mat. Studii. 2019. Vol. 52, No. 1.

P. 24-31.

9. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A. On mappings whose inverse satisfy

the Poletsky inequality. Ann. Acad. Scie. Fenn. Math. 2020. Vol. 45. P. 259-

277.

10. Ñêâîðöîâ Ñ.Î. Ëîêàëüíà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðî-

ñòîðiâ ç ðîçãàëóæåííÿì. Óêð. ìàò. âiñí. 2020. Ò. 17, � 4, Ñ. 574-593;

translation Local behavior of mappings of metric spaces with branching. Jour-

nal of Mathematical Sciences. 2021. Vol. 254, P. 425-438.

11. Ñåâîñòüÿíîâ �.Î., Ñêâîðöîâ Ñ.Î., Äîâãîï'ÿòèé Î.Ï. Ïðî íåãî-

ìåîìîðôíi âiäîáðàæåííÿ ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî. Óêð. ìàò,

âiñí. 2020. Ò. 17, � 3, Ñ. 414-436; translation On nonhomeomorphic mappi-

ngs with the inverse Poletsky inequality. Journal of Mathematical Sciences.

2021. V. 252, No. 4, P. 541-557.

12. Ilkevych N.S, Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A. On the global behavi-

or of inverse mappings in terms of prime ends. Annales Fennici Mathematici.

2021. V. 46, No. 1, P. 371�388.

13. Sevost'yanov E.O., Skvortsov S.O. Logarithmic H�older continuous

mappings and Beltrami equation. Anal.Math.Phys. 2021. V. 11, No. 138.

https://doi.org/10.1007/s13324-021-00573-6

14. Ñåâîñòüÿíîâ �.Î., Ñêâîðöîâ Ñ.Î. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü îáåð-

íåíèõ âiäîáðàæåíü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó: çá. òåç äîï. âñåóêð. íàóê. êîíô.

ñ.ì.ò. Âîðîõòà, 27 ëþòîãî - 2 áåðåçíÿ 2018 ð. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2018. Ñ. 83-

84.

15. Ñåâîñòüÿíîâ �.Î., Ñêâîðöîâ Ñ.Î. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü âiäî-

áðàæåíü ó çàìèêàííi îáëàñòi ó âèïàäêó, êîëè îáðàçè öi¹¨ îáëàñòi ¹ çìiííè-

ìè. Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó:

çá. òåç äîï. âñåóêð. íàóê. êîíô. ñ.ì.ò. Âîðîõòà, 27 ëþòîãî - 2 áåðåçíÿ 2018

ð. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2018. Ñ. 84-85.



12

16. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A. On boundary behavior of map-

pings with two normalized conditions. Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíî-

ñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó: çá. òåç äîï. âñåóêð. íàóê. êîíô. ñ.ì.ò.

Âîðîõòà, 25 ëþòîãî-1 áåðåçíÿ 2019 ð. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2019. Ñ. 54-55.

17. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A. On equicontinuity of families of

mappings in a case of variable domains. Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨

íàáëèæåíü, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ òà îá÷èñëþâàëüíié ìàòåìàòè-

öi IV, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ ç Äíÿ íàðîäæåííÿ Â.Ê. Äçÿäèêà: çá. òåç

äîï. ìiæí. íàóê. êîíô. ñ. Ñâiòÿçü, 20-26 ÷åðâíÿ 2019 ð., Âîëèíü, 2019.

Ñ. 29-30.

18. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A. On boundary behavior of map-

pings with two normalized conditions. Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíî-

ñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó: çá. òåç äîï. âñåóêð. íàóê. êîíô. ñ.ì.ò.

Âîðîõòà, 26 ëþòîãî-1 áåðåçíÿ 2020 ð. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2020. Ñ. 75-76.

19. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A., Ilkevych N.S. On removable sin-

gularities of mappings in uniform spaces. Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó: çá. òåç äîï. âñåóêð. íàóê. êîíô. ñ.ì.ò.

Âîðîõòà, 26 ëþòîãî-1 áåðåçíÿ 2020 ð. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2020. Ñ. 77.

20. Sevost'yanov E.O., Skvortsov S.O., Ilkevych N.S. On equicontinuity of

inverse mappings on the boundary in terms of prime ends. Ñó÷àñíi ïðîáëåìè

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ: çá. òåç äîï. ìiæí. íàóê.

êîíô. ×åðíiâöi, 16-19 âåðåñíÿ 2020 ð. ×åðíiâöi, 2020. Ñ. 68-69.

21. Sevost'yanov E.O., Skvortsov S.O. On local and boundary behavior of

mappings with inverse Poletsky inequality. Íàóêîâèé ïîøóê ó ñôåði îáðîáêè

òà àíàëiçó ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ: çá. òåç äîï. ìiæí. íàóê.-ïðàêò. êîíô.

Æèòîìèð, 15 ãðóäíÿ 2020 ð. Æèòîìèð, 2020. Ñ. 3-6.

22. Sevost'yanov E.A., Skvortsov S.A. Logarithmic H�older continuous

mappings and Beltrami equation. Êîìïëåêñíèé òà ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç:

çá. òåç äîï. ìiæí. íàóê. êîíô. iì. Á. Âiííèöüêîãî, ì. Äðîãîáè÷, 13-16

âåðåñíÿ 2021 ð. Ëüâiâ, 2021 C. 40.



13

ÇÌIÑÒ

Âñòóï 15

Ðîçäië 1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè 19

1.1 Äåÿêi âiäîìîñòi ç òåîði¨ âiäîáðàæåíü. Ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ ñiìåé

êðèâèõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2 Îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3 Òåîðiÿ ïðîñòèõ êiíöiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4 Íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ . . . . . . 31

Ðîçäië 2. Ëîêàëüíà ïîâåäiíêà ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ âiäîáðà-

æåíü åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó 36

2.1 Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé êiëüöåâèõ ãîìåîìîðôiçìiâ

ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî âñåðåäèíi îáëàñòi . . . 36

2.2 Ëîêàëüíà ïîâåäiíêà âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü. Ëî-

ãàðèôìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà

Ãåëüäåðîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.3 Óñóâíiñòü içîëüîâàíî¨ ñèíãóëÿðíîñòi âiäîáðàæåíü ç îáåðíå-

íîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.4 Äåÿêi ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Ðîçäië 3. Ïîâåäiíêà ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü åâ-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó íà ìåæi òà â çàìèêàííi îáëàñòi 60

3.1 Ìåæîâà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïî-

ëåöüêîãî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2 Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé ãîìåîìîðôiçìiâ â çàìèêàí-

íi îáëàñòi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66



14

3.3 Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé ïðÿìèõ âiäîáðàæåíü â çà-

ìèêàííi îáëàñòi äëÿ çìiííèõ

îáëàñòåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.4 Ëîêàëüíà i ìåæîâà ïîâåäiíêà ãîìåîìîðôiçìiâ ç îáåðíåíîþ

íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ . . . . . 90

Ðîçäië 4. Äåÿêi ïèòàííÿ ëîêàëüíî¨ i ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè âi-

äîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ 108

4.1 Òåîðåìè çáiæíîñòi îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü . . . . . . . . . . 108

4.2 Ëîêàëüíà i ãëîáàëüíà ïîâåäiíêà îáåðíåíèõ ãîìåîìîðôiçìiâ 113

4.3 Àíàëîã òåîðåìè Ñîõîöüêîãî�Âåé¹ðøòðàñà äëÿ ïðîñòîðiâ çi

ñôåðèêàëiçàöi¹þ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.4 Ìåæîâà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü ç íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî ó

ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ . . . . . . 138

4.5 Âiäêðèòi äèñêðåòíi âiäîáðàæåííÿ ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ

Ïîëåöüêîãî. Ëîêàëüíà ïîâåäiíêà. Ïðèêëàäè . . . . . . . . 150

Âèñíîâêè çà äèñåðòàöi¹þ â öiëîìó 167

Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë 169



15

Â Ñ Ò Ó Ï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ãîëîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âiäîáðàæåííÿ

çi ñïåöiàëüíèìè óìîâàìè ìîäóëüíî-¹ìíiñíîãî õàðàêòåðó, òàê çâàíi âiäî-

áðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ùî àêòèâíî âèâ÷àþòüñÿ îñòàí-

íiì ÷àñîì â ðîáîòàõ áàãàòüîõ âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ, äèâ. íàïð., [6], [16],

[43], [44], [52], [53], [59], [60] òà iíøèõ. Öÿ òåìàòèêà áåðå ñâié ïî÷àòîê ó

ðîáîòàõ àêàäåìiêà Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà (äîñëiäæåííÿ êâàçiêîíôîðìíèõ âi-

äîáðàæåíü), ðîáîòàõ Î. Ìàðòiî, Å. ßêóáîâà, Â. Ðÿçàíîâà òà Ó. Ñðåáðî

(Q− ãîìåîìîðôiçìè, à ïiçíiøå Q−âiäîáðàæåííÿ), ðîáîòàõ Â.Ãóòëÿíñüêî-
ãî, Ô. Ãåðiíãà, �. Ïîëåöüêîãî, Þ. Âÿéñÿëÿ, Þ. Ðåøåòíÿêà, Ì. Âóîðiíåíà

i Â. Çîði÷à òà iíøèõ. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî êëàñ âiäîáðàæåíü ç ðîçãàëóæåí-

íÿì ¹ áiëüø øèðîêèì, âiäíîñíî ïîïåðåäíèêiâ, ùî äîçâîëÿ¹ ïîäèâèòèñü à

âæå âiäîìi òà äîñëiäæåíi êëàñè âiäîáðàæåíü äåùî ç iíøîãî áîêó. Ìåòîä

ìîäóëiâ òà ¹ìíîñòåé, âèêîðèñòàíèé â ðîáîòi � îäèí iç ãîëîâíèõ ñïîñîáiâ

äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíü ç îáìåæåíèì òà ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì. Äëÿ

áiëüøîñòi êëàñiâ ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü äîáðå âiäîìi îöiíêè ñïîòâî-

ðåííÿ ìîäóëÿ ñiìåé êðèâèõ. Äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæåíèì ñïîòâî-

ðåííÿì ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê âiäêðèòå, äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ, ùî ñïî-

òâîðþ¹ ìîäóëü ñiìåé êðèâèõ íå áiëüøå íiæ ó ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ,

äèâ. [56].

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà â Æèòîìèðñüêîìó äåðæàâíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi

Iâàíà Ôðàíêà â ðàìêàõ íàóêîâî¨ òåìè "Ãåîìåòðè÷íi i òîïîëîãi÷íi ïðîáëåìè

ñó÷àñíî¨ òåîði¨ âiäîáðàæåíü� ðå¹ñòðàöi¨: 0118U000098.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ëîêàëüíà i ãëîáàëüíà ïîâåäiíêà ñiìåé

âiäîáðàæåíü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði òà ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó òå-
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îði¨ ïðîñòîðîâèõ âiäîáðàæåíü, à ñàìå äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé âiäîáðà-

æåíü, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi ñïåöiàëüíîãî âèäó. Ìåòà äîñëiäæåííÿ

âêëþ÷à¹ â ñåáå äîâåäåííÿ àíàëîãiâ âiäîìèõ òåîðåì ïðî îäíîñòàéíó íåïå-

ðåðâíiñòü ñiìåé âiäîáðàæåíü ç ìîäóëüíèìè óìîâàìè òà ¨õ ïðîäîâæåííÿ â

òî÷êè ìåæi äëÿ âèïàäêiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó òà ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Îäíi¹þ iç îñíîâíèõ çàäà÷ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè áóëî âèçíà÷åííÿ ìåæîâèõ

i òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåíü, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ìîäóëüíi íå-

ðiâíîñòi ñïåöiàëüíîãî âèäó.

Íàóêîâà íîâèçíà. Íàóêîâó íîâèçíó ÿâëÿþòü ñîáîþ íàñòóïíi ðå-

çóëüòàòè äèñåðòàöi¨:

1. Ó âèïàäêó âiäîáðàæåíü åâêëiäîâãî ïðîñòîðó äîâåäåíi òåîðåìè ïðî

îäíîñòàéíó íåïåðåâíiñòü âñåðåäèíi îáëàñòi 2.1.1, 2.1.2, 2.2.1; íåïåðåðâíå

ïðîäîâæåííÿ â içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi: 2.3.1; ïîâåäiíêó âiäîáðàæåíü â çà-

ìèêàííi îáëàñòi: 3.2.1, 3.2.2, 3.3.1, 3.3.2; ïîâåäiíêó âiäîáðàæåíü â òåðìiíàõ

ïðîñòèõ êiíöiâ: 3.3.3, 3.3.4, 3.4.1, 3.4.2.

2. Ó âèïàäêó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ áóëè äîâåäåíi òåîðåìè ïðî íóëü-

âèìiðíiñòü 4.1.1; îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü âñåðåäèíi îáëàñòi 4.2.1, 4.2.3,

4.5.1; îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü â çàìèêàííi îáëàñòi 4.2.2, 4.2.4; iñòîòíó

îñîáëèâiñòü 4.3.2 òà ïðîäîâæåííÿ â içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi 4.3.1; ïîâåäií-

êó âiäîáðàæåíü â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ 4.4.1, 4.4.2.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè i ðîçðîáëåíi â íié

ìåòîäè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî âèâ÷åííÿ ðiçíèõ êëàñiâ âiäîáðàæåíü,

íàïðèêëàä êëàñiâ Ñîáîë¹âà òà ¨õ ïiäêëàñiâ. Ðåçóëüòàòè, âèêëàäåíi â äèñåð-

òàöiéíié ðîáîòi ¹ ãàðíèì äîïîâíåííÿì òåîði¨ âiäîáðàæåíü, ùî ðîçøèðþ¹

ïîãëÿä íà âiäíîñíî íîâi òà äîçâîëÿ¹ ïîäèâèòèñü íà âæå âiäîìi òà äîñëi-

äæåíi êëàñè âiäîáðàæåíü ïiä íîâèì êóòîì.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Äèñåðòàöiÿ ¹ ñàìîñòiéíèì äîñëiä-

æåííÿì. Óñi ðåçóëüòàòè ÿêi âèíîñÿòüñÿ äî çàõèñòó, îòðèìàíi çäîáóâà÷åì

ñàìîñòiéíî. Â äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòàíi ìàòåðiàëè äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ
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çäîáóâà÷åì [34], à òàêîæ ñïiëüíî ç �.Î. Ñåâîñòüÿíîâèì [28], [29], [30], [31],

[32], [73], [75], Î. Äîâãîï'ÿòèì [27], Í. Iëüêåâè÷ [33], [76], [77], [78].

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè àïðîáîâàíi íà êîíôå-

ðåíöiÿõ:

� âñåóêðà¨íñüêié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (Âîðîõòà, 2018);

� âñåóêðà¨íñüêié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (Âîðîõòà, 2019);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨

íàáëèæåíü, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ òà îá÷èñëþâàëüíié ìàòåìà-

òèöi IV" (Ñâiòÿçü, 2019);

� âñåóêðà¨íñüêié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (Âîðîõòà, 2020);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ" (×åðíiâöi, 2020);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâî-ïðàêòè÷íié êîíôåðåíöi¨ "Íàóêîâèé ïîøóê ó ñôå-

ði îáðîáêè òà àíàëiçó ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ" (Æèòîìèð, 2020);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Êîìïëåêñíèé òà ôóíêöiîíàëüíèé

àíàëiç" (Äðîãîáè÷, 2021);

i íà ñåìiíàðàõ:

� çàãàëüíîiíñòèòóòñüêèé ñåìiíàð Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i

ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè;

� ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó Æèòîìèðñüêîãî äåðæàâíî-

ãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê,

ñ.í.ñ. Ñåâîñòüÿíîâ �.Î.);

� ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i

ìåõàíiêè ÍÀÍÓêðà¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê Ðÿçàíîâ Â.I.);
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� ñåìiíàði âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôå-

ñîð Ïëàêñà Ñ.À.);

� ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ ôóíêöié Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíi-

âåðñèòåòó (êåðiâíèê äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Ôàâîðîâ Ñ.Þ.);

� ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó i òåîði¨ ôóíêöié ÄÍÓ iì.

Î. Ãîí÷àðà (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè,

ïðîôåñîð Ìîòîðíèé Â.Ï.);

� Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (êå-

ðiâíèêè ïðîô. Çàáîëîöüêèé Ì.Â., ïðîô. Ñêàñêiâ Î.Á., ïðîô. Ôiëå-

âè÷ Ï.Â., ïðîô. ×èæèêîâ I.Å.).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â 13 ðîáî-

òàõ [27�34,73, 75�78] (1 - áåç ñïiâàâòîðiâ), ñåðåä ÿêèõ 10 ñòàòåé [27, 29�32,

34,73,75�77] ïðîðåôåðîâàíi íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ Scopus.

Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êåðiâíèêó Ñåâîñòüÿ-

íîâó �.Î. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, êîðèñíi ïîðàäè i ïîñòiéíó óâàãó äî ìî¹¨

ðîáîòè.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çãàäà¹ìî ïðî ïîïåðåäíi äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi

áåçïîñåðåäíüî ç òåìîþ äèñåðòàöi¨. Òàêîæ òóò áóäóòü íàâåäåíi âiäîìîñòi

ñòîñîâíî ðîçâèòêó ãåîìåòðè÷íîãî ïiäõîäó äîñëiäæåííÿ ïðîñòîðîâèõ âiäî-

áðàæåíü, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi ìîäóëÿ ñiìåé êðèâèõ. Îñîáëèâà óâàãà

ïðèäiëÿ¹òüñÿ ðîçâèòêó êëàñiâ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, ïî÷èíàþ÷è ç êâàçiêîí-

ôîðìíèõ âiäîáðàæåíü i äîòåïåð. Íèæ÷å íàâîäÿòüñÿ îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷åí-

íÿ íåîáõiäíi íàì äàëi ó òåêñòi.

1.1 Äåÿêi âiäîìîñòi ç òåîði¨ âiäîáðàæåíü. Ïîíÿòòÿ

ìîäóëÿ ñiìåé êðèâèõ

Ðîçïî÷íåìî ç îçíà÷åíü, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äàëi â òåêñòi

äèñåðòàöi¨.

Ïðîñòið Rn âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì

Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Ìíîæèíó A â Rn áóäåìî íàçèâàòè ëiíiéíî çâ'ÿç-

íîþ, ÿêùî áóäü-ÿêi äâi òî÷êè x1, x2 ∈ A ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâîþ, ùî

ëåæèòü â A (äèâ. ðîçä. 13.2 â [60]).

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Îáëàñòþ D â Rn íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòà ëiíiéíî

çâ'ÿçíà ìíîæèíà â Rn, iíøèìè ñëîâàìè, D � îáëàñòü â Rn òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè D âiäêðèòà i, êðiì òîãî, áóäü-ÿêi äâi òî÷êè x1, x2 ∈
D ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâîþ γ, ùî öiëêîì ëåæèòü â D.
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Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n ≥ 2 ;

B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r};

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r};

A(r1, r2, x0) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2};

Åâêëiäîâó âiäñòàíü ìiæ ìíîæèíàìè A òà B áóäåìî ïîçíà÷àòè

dist(A,B), A,B ∈ Rn , à ñèìâîëîì d(A) � åâêëiäîâèé äiàìåòð ìíîæèíè

A ∈ Rn. Òàêîæ îêîëîì ìíîæèíè A áóäåìî íàçèâàòè äîâiëüíó ìíîæèíó

B òàêó, ùî A ⊂ Int B, äå IntB ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âíóòðiøíiõ òî÷îê

ìíîæèíè B .

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Âiäîáðàæåííÿì f : D → Rn, íàçèâà¹òüñÿ ïåðå-

òâîðåííÿ, ÿêå êîæíîìó åëåìåíòó x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D ñòàâèòü ó

âiäïîâiäíiñòü äåÿêèé åëåìåíò f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) (¹äèíèì

÷èíîì). Íàäàëi, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ.

Íàñòóïíi îçíà÷åííÿ ìîæíà çíàéòè, íàïð., â [82, ðîçä. 3]).

Îçíà÷åííÿ 1.1.4. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn (âiäïîâiäíî f : D → Rn )

íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì, ÿêùî îáðàç áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂
D ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â Rn (âiäïîâiäíî â Rn )

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn (âiäïîâiäíî f : D →
Rn ) íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíèì, ÿêùî ïðîîáðàç {f−1 (y)} êîæíî¨ òî÷êè

y ∈ Rn (âiäïîâiäíî êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Rn ) ñêëàäà¹òüñÿ ç içîëüîâàíèõ

òî÷îê.

Îçíà÷åííÿ 1.1.6. Âiäîáðàæåííÿ f îáëàñòi D íà D ′ íàçèâà¹òüñÿ çàì-

êíåíèì, ÿêùî f(E) ¹ çàìêíåíîþ â D ′ äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæè-

íè E ⊂ D .
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Îçíà÷åííÿ 1.1.7. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn (âiäïîâiäíî f : D → Rn )

íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì, ÿêùî f(E) ¹ çàìêíåíîþ â D ′ äëÿ áóäü-ÿêî¨

çàìêíåíî¨ ìíîæèíè E ⊂ D .

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn (âiäïîâiäíî f : D →
Rn ) íàçèâà¹òüñÿ íóëüâèìiðíèì, ÿêùî êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi

f−1(y) âèðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Rn (âiäïîâiäíî áóäü-

ÿêîãî y ∈ Rn ).

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ç äèñêðåòíîñòi ñëiäó¹ íóëüâèìiðíiñòü âiäî-

áðàæåííÿ, îäíàê íàâïàêè, âçàãàëi êàæó÷è, íåâiðíî.

Îçíà÷åííÿ 1.1.9. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ ãîìåîìîð-

ôiçìîì, ÿêùî f íåïåðåðâíå i ìà¹ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ f−1 : D → Rn,

ÿêå ¹ òàêîæ íåïåðåðâíèì.

Äàëi, íàâåäåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ, ñòîñîâíî ñiìåé êðèâèõ, òà ìîäóëÿ

ñiìåé êðèâèõ â Rn .

Îçíà÷åííÿ 1.1.10. Êðèâîþ γ â Rn íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíå âiäîáðà-

æåííÿ γ : I → Rn, äå I = [a, b], (a, b), [a, b) àáî (a, b].

Îçíà÷åííÿ 1.1.11. Äîâæèíà êðèâî¨ γ : [a, b] → Rn âèçíà÷à¹òüñÿ

ðiâíiñòþ

l(γ) := sup
n∑
i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)| ,

äå sup áåðåòüñÿ ïî âñiõ ìîæëèâèõ ðîçáèòòÿõ a = t0 6 t1 6 . . . 6 tn :=

b.

Îçíà÷åííÿ 1.1.12. ßêùî l(γ) <∞, òî êðèâà íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿìëþ-
âàíîþ i, îòæå, êîðåêòíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ äîâæèíè sγ(t), ùî ïîçíà-

÷à¹ äîâæèíó êðèâî¨ γ|[a,t], t ∈ [a, b].

Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ

γ(t) = γ0 ◦ sγ(t),
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äå γ0 íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì ïðåäñòàâëåííÿì êðèâî¨ γ, äèâ. [50,

ðîçäië 7].

Iíòåãðàëîì âiä áîðåëåâî¨ ôóíêöi¨ ρ : X → [0,∞] ïî ñïðÿìëþâàíié

êðèâié γ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

∫
γ

ρ(x) |dx| =
l(γ)∫
0

ρ(γ0(t)) dt .

Îçíà÷åííÿ 1.1.13. Íîñi¹ì (îáðàçîì) êðèâî¨ α â Rn áóäåìî íàçèâàòè

ìíîæèíó |α| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b] : α(t) = x}.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êðèâi γ1 i γ2 íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ÿêùî íå ïåðå-

òèíàþòüñÿ ¨õíi îáðàçè, ÿê ìíîæèíè â Rn.

Îçíà÷åííÿ 1.1.14. Êðèâà γ : I → Rn íàçèâà¹òüñÿ Æîðäàíîâîþ äó-

ãîþ, ÿêùî γ ãîìåîìîðôiçì ìíîæèíè I íà |γ|.

Îçíà÷åííÿ 1.1.15. Ñiì'¹þ êðèâèõ Γ íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ìíîæèíà

êðèâèõ γ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.16. Áîðåëåâà ôóíêöiÿ ρ : Rn → [0,∞] íàçèâà¹òüñÿ

äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γ êðèâèõ γ â X, ÿêùî
∫
γ

ρ(x)|dx| > 1 äëÿ âñiõ

(ëîêàëüíî ñïðÿìëþâàíèõ) êðèâèõ γ ∈ Γ. ßêùî ρ äîïóñòèìà äëÿ Γ, òî

ìè ïèøåìî ρ ∈ adm Γ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.17. Ìîäóëåì ñiì'¨ êðèâèõ Γ ïîðÿäêó p > 1 íàçèâà¹-

òüñÿ âåëè÷èíà

Mp(Γ) = inf
ρ∈ adm Γ

∫
Rn

ρ p(x) dm(x) . (1.1)

ßêùî adm Γ = ∅, ïîêëàäåìî: Mp(Γ) = ∞. Äëÿ âèïàäêó, êîëè â

îçíà÷åííi p = n, ïèøåìî M .

Îçíà÷åííÿ 1.1.18. Ñiì'ÿ êðèâèõ Γ1 â X íàçèâà¹òüñÿ ìiíîðîâàíîþ

ñiì'¹þ êðèâèõ Γ2 â X, ïèøåìî Γ1 > Γ2, ÿêùî, äëÿ êîæíî¨ êðèâî¨
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γ1 ∈ Γ1 , iñíó¹ êðèâà γ2 ∈ Γ1 òàêà, ùî γ2 ¹ ïiäêðèâîþ γ1. ßê âiäîìî,

äèâ., íàïðèêëàä [45, òåîðåìà 1(c)],

Γ1 > Γ2 ⇒ Mp(Γ1) ≤ Mp(Γ2) . (1.2)

Äëÿ ìíîæèí A,B ⊂ Rn ïîêëàäåìî, ÿê çàçâè÷àé,

diamA = sup
x,y∈A

|x− y| , dist (A,B) = inf
x∈A,y∈B

|x− y| .

Äëÿ çàäàíèõ ìíîæèí E i F, ùî ëåæàòü â îáëàñòi D â Rn , ïîçíà÷èìî

÷åðåç Γ(E,F,D) ñiì'þ âñiõ êðèâèõ γ : [a, b] → Rn òàêèõ, ùî γ(a) ∈ E,
γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ D ïðè âñiõ t ∈ (a, b).

Îçíà÷åííÿ 1.1.19. Íåõàé U � âiäêðèòà ìíîæèíà, U ⊂ Rn, u : U →
R � äåÿêà ôóíêöiÿ, u ∈ L 1

loc(U). Òóò i äàëi dm(x) ïîçíà÷à¹ åëåìåíò

îá'¹ìó â Rn, ùî âiäïîâiäà¹ ìiði Ëåáåãà m. Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ

ôóíêöiÿ v ∈ L 1
loc(U), òàêà ùî

∫
U

∂ϕ
∂xi

(x)u(x)dm(x) = −
∫
U

ϕ(x)v(x)dm(x)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C 0
1 (U). Òîäi áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôóíêöiÿ v ¹

óçàãàëüíåíîþ ïîõiäíîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ u ïî çìiííié

xi, i ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì: ∂u
∂xi

(x) := v.

Ôóíêöiÿ u ∈ W 1,1
loc (U), ÿêùî u ìà¹ óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó ïî êîæíié iç çìiííèõ â U.

Îçíà÷åííÿ 1.1.20. Íåõàé G � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn. Âiäîáðàæåííÿ

f : G→ Rn íàëåæèòü êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc (G), ïèøóòü f ∈ W 1,1

loc (G),

ÿêùî âñi êîîðäèíàòíi ôóíêöi¨ f = (f1, . . . , fn) ìàþòü óçàãàëüíåíi ÷à-

ñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêi ëîêàëüíî iíòåãðîâíi â G â ïåðøî-

ìó ñòåïåíi. ßêùî äîäàòêîâî ∂fi
∂xj
∈ Lploc(G), p > 1, i, j = 1, 2, . . . , n, òî

êàæóòü, ùî f ∈ W 1,p
loc (G).

Çàóâàæåííÿ 1.1.1. Çàóâàæèìî, ùî ÷àñòèííi ïîõiäíi ∂fi
∂xj

(x), 1 ≤ i, j ≤ n

ìîæóòü ðîçóìiòèñÿ äâîÿêî: ç îäíîãî áîêó ÿê çâè÷àéíi ïîõiäíi âiäïîâiäíî¨

êîîðèíàòíî¨ ôóíêöi¨ fi ïî çìiííié xj , à ç iíøîãî áîêó, ÿê óçàãàëüíåíà

ïîõiäíà ïî Ñîáîë¹âó, ÿêùî f ∈ W 1,1
loc (U). Òîìó, ñëiä çàçíà÷èòè, ùî îáèäâà

âàðiàíòè çáiãàþòüñÿ ìàéæå ñêðiçü, äèâ. [12, ãë. I, �1.1.3, òåîðåìà 1].
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1.2 Îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè íàâåäåìî äåÿêi ôàêòè âiäîìi íàì ç òåîði¨ âiäî-

áðàæåíü, ùî äîçâîëÿòü íàì áiëüø ãëèáîêî çðîçóìiòè ïðèðîäó òèõ êëàñiâ

âiäîáðàæåíü, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â äèñåðòàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðà-

æåííÿì ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

óìîâè: 1) f ∈ W 1,1
loc , 2) ÿêîáiàí J(x, f) âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x ∈ D

çáåðiãà¹ çíàê ìàéæå ñêðiçü, 3) ||f ′(x)||n ≤ K · |J(x, f)| ïðè ìàéæå âñiõ

x ∈ D i äåÿêié ñòàëié K <∞ , äå ||f ′(x)|| := sup
h∈Rn:|h|=1

|f ′(x)h| [14, ãë. I,

�3] [65, ãë. I, îçíà÷åííÿ 2.1].

ßêùî âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì äîïóñêà¹ íåñêií÷åí-

íiñòü, òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ êâàçiìåðîìîðôíèì [57]. Ïðè öüîìó, âëàñòèâîñòi

1-3 â îêîëi òî÷êè f(x) = ∞ ìîæíà îòðèìàòè iíâåðñi¹þ: φ(x) = x
|x|2 [57].

Âiäêðèòiñòü òà äèñêðåòíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåíü ç îáìåæåíèì

ñïîòâîðåííÿì äîâåäåíi Þ.Ðåøåòíÿêîì â [14, ãë. II, òåîðåìè 6.3 i 6.4] òà [15,

òåîðåìà 1] âiäïîâiäíî. Ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç âiäîáðàæåííÿìè ç îáìåæåíèì

ñïîòâîðåííÿì äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáîòàõ [13�15, 47�49, 56�58, 65, 80, 81] òà

iíøèõ.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ êâàçiêîí-

ôîðìíèì, ÿêùî f ¹ âiäîáðàæåííÿì ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì i,

êðiì òîãî, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì [14, ãë. I, �3]. Ñëiäóþ÷è [79, ãë. I, îçíà-

÷åííÿ 5.5] ãîìåîìîðôiçì f ∈ C1(D) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì âiäî-

áðàæåííÿì, ÿêùî ||f ′(x)||n = |J(x, f)| äëÿ âñiõ x ∈ D .

Àëüòåðíàòèâíèì ïîãëÿäîì íà ïîíÿòòÿ êâàçiêîíôîðìíîãî âiäîáðà-

æåííÿ ¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ, ùî áàçó¹òüñÿ íà âëàñòèâîñòi ñïîòâîðåííÿ

ìîäóëÿ ñiìåé êðèâèõ i ¹ äîñèòü âàæëèâèì äëÿ íàñ, îñêiëüêè íà íüîìó

áàçó¹òüñÿ áiëüøiñòü ïîäàëüøèõ ðåçóëüòàòiâ.
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Ïåðø çà âñå, ñëiä çàóâàæèòè, ùî ÿêùî Γ � ñiì'ÿ êðèâèõ â Rn , à f �

íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òîäi f(Γ) òàêîæ ñiì'ÿ êðèâèõ â Rn . Êàæóòü,

ùî êðèâà ëåæèòü â îáëàñòi, ÿêùî ¨¨ íîñié (îáðàç) íàëåæèòü îáëàñòi ÿê

ïiäìíîæèíà.

Îçíà÷åííÿ 1.2.3. Íåõàé K ′ <∞ � äåÿêà ôiêñîâàíà ñòàëà. Âiäïîâiäíî

äî [79, ãë. II, îçíà÷åííÿ 13.1] âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn
â îáëàñòi D ⊂

Rn, n ≥ 2 ¹ K ′ �êâàçiêîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî óìîâà

1

K ′
·M(Γ) ≤M(f(Γ)) ≤ K ′ ·M(Γ) (1.3)

äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ â îáëàñòi D .

Êàæóòü, ùî ãîìåîìîðôiçì f : D → Rn
¹ êâàçiêîíôîðìíèì, ÿêùî

âií ¹ K ′ �êâàçiêîíôîðìíèì äëÿ äåÿêîãî K ′ <∞ .

Iíàêøå êàæó÷è, íåðiâíîñòi (1.3) îçíà÷àþòü, ùî ìîäóëü ñiì'¨ Γ ñïî-

òâîðþ¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ ó K ′ ðàçiâ ïðè âiäîáðàæåííi f .

Çàóâàæåííÿ 1.2.1. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êâàçiêîíôîðìíîñòi f äîñèòü âè-

êîíàííÿ ëèøå ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (1.3). Òîáòî, ãîìåîìîðôiçì

f äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(f(Γ)) ≤ K ′′ ·M(Γ) (1.4)

äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ K ′′ <∞ i äîâiëüíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ â îáëàñòi D . [79, ãë.

IV, òåîðåìà 34.3].

Óìîâó (1.4) íàçèâàþòü íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî, ÿêèé äîâiâ, ùî áóäü-

ÿêå âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì çàäîâîëüíÿ¹ (1.4) ïðè äå-

ÿêîìó K ′′ [13, �4, òåîðåìà 1]. Òàêîæ ñëiä ñêàçàòè, ùî ñòàëi â (1.4) òà (1.3)

òà ñòàëà ç ïóíêòó 3) îçíà÷åííÿ 1.2.1 âçàãàëi êàæó÷è ñïiâïàäàòè íå ìàþòü.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî â îçíà÷åííi êëàñó, ñïiââiäíîøåííÿ (1.4) çàìi-

íèìî íà

M(f(Γ)) 6
∫
D

Q(x) · ρn(x) dm(x) ∀ ρ ∈ adm Γ (1.5)
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∀ ρ ∈ admΓ, äå Q : D → [1,∞] � äåÿêà (çàäàíà) ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ

(äèâ., íàïð., [61, ãë. 4]).

Îçíà÷åííÿ 1.2.4. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn íàçèâà¹òüñÿ Q -âiäîáðà-

æåííÿì, ÿêùî f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.5) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ

Γ â îáëàñòi D i êîæíî¨ ôóíêöi¨ ρ ∈ admΓ . Òàêîæ, ÿêùî âiäîáðà-

æåííÿ f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, òî òàêå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ Q -

ãîìåîìîðôiçìîì.

Íåðiâíiñòü (1.5) ïðè n = 2 áóëà äîñëiäæåíà Ë. Àëüôîðñîì òà Î. Ëå-

õòî ñïiëüíî ç Ê. Âåðòàíåíîì( [1, ãë. I, �D, òåîðåìà 3] òà [55, ãë. V, �6.3,

íåðiâíiñòü (6.6)]). Òàêîæ, íåðiâíiñòü (1.5) áóëà äîâåäåíà Â. Ãóòëÿíñüêèì,

ñïiëüíî ç Î. Ìàðòiî, Ì. Âóîðiíåíîì òà Ê. Áiøîïîì äëÿ ïðîñòîðîâèõ êâà-

çiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü çà ïåâíîãî Q (äèâ. [40]). Ñëiä çàóâàæèòè, ùî

iç ñïiââiäíîøåííÿ (1.5) âèïëèâà¹ (1.4), êîëè Q îáìåæåíà. Îòæå, áóäü-ÿêå

âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì ¹ Q -âiäîáðàæåííÿì ïðè äåÿêî-

ìó Q ≡ K ′′ . I íàâïàêè, âiäîáðàæåííÿ f áóäå êâàçiêîíôîðìíèì, ÿêùî â

íåðiâíîñòi (1.5) ôóíêöiÿ Q -îáìåæåíà, à f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Òàêîæ âàð-

òî çàçíà÷èòè, ùî ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòèì i äèñêðåòíèì, òî âîíî

¹ âiäîáðàæåííÿì ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêùî äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (1.5). Íåðiâíîñòi òèïó (1.5) âñòàíîâëåíi äëÿ áàãàòüîõ âiäîìèõ êëàñiâ

âiäîáðàæåíü, äèâ. [6], [43], [53], [59]� [61], [67], [68], [66]. Âöiëîìó, âèêîíàííÿ

íåðiâíîñòi (1.5) îçíà÷à¹, ùî ïðè âiäîáðàæåííi f ñïîòâîðåííÿ ñiì'¨ êðè-

âèõ âiäáóâà¹òüñÿ ïåâíèì ÷èíîì, êîíòðîëüîâàíèì ôóíêöi¹þ Q , îäíàê öþ

óìîâó òÿæêî ïåðåâiðèòè. Íàäàëi, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñiì'¨ êðèâèõ, ùî ç'¹ä-

íóþòü êîíöåíòðè÷íi ñôåðè ç öåíòðîì â äåÿêié ôiêñîâàíié òî÷öi îáëàñòi.

Ñêðiçü äàëi, ÿêùî íå ñêàçàíå ïðîòèëåæíå, ìåæà i çàìèêàííÿ ìíîæèíè ðî-

çóìiþòüñÿ â ñåíñi ðîçøèðåíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn. Íåõàé x0 ∈ D,
x0 6=∞,

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , Si = S(x0, ri) , i = 1, 2 ,

A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} .
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Îçíà÷åííÿ 1.2.5. Íåõàé Q : Rn → Rn âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Q(x) ≡ 0 äëÿ x ∈ Rn \D. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn

íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì ó òî÷öi x0 ∈ D \ {∞} ,
ÿêùî óìîâà

M(f(Γ(S1, S2, D))) 6
∫

A∩D

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (1.6)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ 0 < r1 < r2 < d0 := sup
x∈D
|x− x0| i âñiõ âèìiðíèõ çà

Ëåáåãîì ôóíêöié η : (r1, r2)→ [0,∞] òàêèõ, ùî

r2∫
r1

η(r)dr > 1 . (1.7)

Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì â D,

ÿêùî óìîâà (1.6) âèêîíó¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D, i êiëüöåâèì

Q -âiäîáðàæåííÿì â D, ÿêùî óìîâà (1.6) âèêîíó¹òüñÿ â êîæíié òî-

÷öi x0 ∈ D.

Â îçíà÷åííi ¾êiëüöåâå¿ âêàçó¹ íà çîâíiøíié âèãëÿä ñiì'¨ êðèâèõ

Γ(S1, S2, D) â ëiâié ÷àñòèíi óìîâè (1.6), à Q -âiäîáðàæåííÿ � âêàçó¹ íà äié-

ñíîçíà÷íó ôóíêöiþ â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (1.6). Âëàñòèâîñòi òàêèõ

âiäîáðàæåíü ìîæíà çíàéòè â [61] òà [68].

Ñëiä çàçíà÷èòè òàêîæ, ùî Q -âiäîáðàæåííÿ ¹ êiëüöåâèì Q -âiäîáðà-

æåííÿì â áóäü-ÿêié òî÷öi x0 îáëàñòi D . Îöiíêè âèäó (1.6) ìàþòü øè-

ðîêèé ñïåêòð çàñòîñóâàíü i íåðiâíîñòi öüîãî òèïó áåðóòü ñâié ïî÷àòîê

ó [80] äëÿ êâàçiêîíôîðìíèõ i ó [13] äëÿ êâàçiðåãóëÿðíèõ âiäîáðàæåíü. Íå-

ðiâíiñòü (1.6) ìîæíà òàêîæ çàñòîñóâàòè äî âiäîáðàæåíü ç íåîáìåæåíîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ, äèâ. [53, òåîðåìà 4.1] òà [59, òåîðåìè 4.6 i 6.10].

Âïåðøå íàçâà ¾Q -âiäîáðàæåííÿ¿ ç'ÿâèëàñü ó ðîáîòi [59] (Â. Ðÿçàíîâ,

Î. Ìàðòiî, Ó. Ñðåáðî òà Å. ßêóáîâ), ïðàâäà äåùî â iíøîìó âèãëÿäi: ïå-

ðåäáà÷àëîñü âèêîíàííÿ äâîõ íåðiâíîñòåé, îäíà ç ÿêèõ ìàëà âèãëÿä (1.6),

à ñàìi âiäîáðàæåííÿ áóëè ãîìåîìîðôiçìàìè.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.6. Íåõàé x0 ∈ D . Âiäîáðàæåííÿ f : D \ {x0} → Rn

¹ êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì â òî÷öi x0 ∈ D , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (1.6). Ñàìå âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíå ëèøå ó ïðîêîëîòî-

ìó îêîëi òî÷êè x0 .

Âàðòî çàóâàæèòè òàêîæ, ùî ïðè Q ≡ 1 äîâiëüíå êîíôîðìíå âiäîáðà-

æåííÿ f : D → Rn ¹ Q -âiäîáðàæåííÿì, îñêiëüêè çà [79, ãë. I, òåîðåìà 8.1]

äëÿ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ â D âèêîíó¹-

òüñÿ óìîâà M(f(Γ)) = M(Γ) . Êâàçiêîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ òà âiäîáðà-

æåííÿ ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì ïðè K = const ¹ Q -âiäîáðàæåííÿìè.

Äîâiëüíå âiäêðèòå äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ f ∈ W 1,n
loc (D) ¹ Q -âiäîáðà-

æåííÿì ç Q = KO(x, f) , çà óìîâè, ùî ìiðà ìíîæèíè òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ

äîðiâíþ¹ íóëü i K−1
O (x, f) ∈ L1

loc(D) (äå KO(x, f) � çîâíiøíÿ äèëàòàöiÿ

âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x ), ùî áóëî äîâåäåíî â [19, òåîðåìà 1 i íàñëiäîê

3].

Îöiíêè âèäó (1.6) ìàþòü øèðîêèé ñïåêòð çàñòîñóâàíü i íåðiâíîñòi

öüîãî òèïó áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ó [80] äëÿ êâàçiêîíôîðìíèõ i ó [13] äëÿ

êâàçiðåãóëÿðíèõ âiäîáðàæåíü. Íåðiâíiñòü (1.6) ìîæíà òàêîæ çàñòîñóâàòè

äî âiäîáðàæåíü ç íåîáìåæåíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ, äèâ. [59, òåîðåìè 4.6 i

6.10] òà [53, Theorem 4.1].

Îçíà÷åííÿ 1.2.7. Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n > 2. Ïîêëàäåìî â òî÷-

êàõ äèôåðåíöiéîâàíîñòi x ∈ D âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn : ‖f ′(x)‖ =

max
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| , J(x, f) = det f ′(x), äå, ÿê çàçâè÷àé, f ′(x) � ìàòðèöÿ

ßêîái âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x. Âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn áóäåìî

íàçèâàòè âiäîáðàæåííÿì çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêùî f ∈
W 1,1

loc (D) i äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ K(x) : D → [1,∞) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

‖f ′ (x) ‖n 6 K(x) · |J(x, f)|

ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ D (äèâ. [52, ï. 6.3, ÷. VI]).
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Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ óìîâó f ∈ W 1,1
loc (D) çàìiíþþòü ñèëüíiøîþ âèìî-

ãîþ f ∈ W 1,n
loc (D). Äàëi, ÿêùî ìîâà éäå ïðî âiäîáðàæåííÿ f çi ñêií÷åííèì

ñïîòâîðåííÿì, ìè ââàæà¹ìî, ùî f ∈ W 1,1
loc .

1.3 Òåîðiÿ ïðîñòèõ êiíöiâ

Íàãàäà¹ìî òàêîæ äåÿêi îçíà÷åííÿ, ñòîñîâíî òåîði¨ ïðîñòèõ êiíöiâ

(äèâ., íàïð., [10]).

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Íåõàé ω � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rk , k = 1, . . . , n−1 .

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ σ : ω → Rn íàçèâà¹òüñÿ k -âèìiðíîþ ïî-

âåðõíåþ â Rn .

Îçíà÷åííÿ 1.3.2. Ïîâåðõíåþ áóäåìî íàçèâàòè äîâiëüíó (n − 1) - âè-

ìiðíó ïîâåðõíþ σ â Rn.

Îçíà÷åííÿ 1.3.3. Ïîâåðõíÿ σ íàçèâà¹òüñÿæîðäàíîâîþ ïîâåðõíåþ,

ÿêùî σ(x) 6= σ(y) ïðè x 6= y .

Äàëi ìè iíîäi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè σ äëÿ ïîçíà÷åííÿ âñüîãî îáðà-

çó σ(ω) ⊂ Rn ïðè âiäîáðàæåííi σ , σ çàìiñòü σ(ω) â Rn i ∂σ çàìiñòü

σ(ω) \ σ(ω) .

Îçíà÷åííÿ 1.3.4. Æîðäàíîâà ïîâåðõíÿ σ : ω → D â îáëàñòi D íàçè-

âà¹òüñÿ ðîçðiçîì îáëàñòi D , ÿêùî σ ðîçäiëÿ¹ D , òîáòî D \ σ ìà¹

áiëüøå îäíi¹¨ êîìïîíåíòè, ∂σ ∩D = ∅ i ∂σ ∩ ∂D 6= ∅ .

Îçíà÷åííÿ 1.3.5. Ïîñëiäîâíiñòü σ1, σ2, . . . , σm, . . . ðîçðiçiâ îáëàñòi D

íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì, ÿêùî:

(i) ìíîæèíà σm+1 ìiñòèòüñÿ â òî÷íîñòi â îäíié êîìïîíåíòi dm

ìíîæèíè D \ σm , ïðè öüîìó, σm−1 ⊂ D \ (σm ∪ dm) ;

(ii)
∞⋂
m=1

dm = ∅ .
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Îçíà÷åííÿ 1.3.6. Äâà ëàíöþãè ðîçðiçiâ {σm} i {σ ′k} íàçèâàþòüñÿ åêâi-
âàëåíòíèìè, ÿêùî äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, . . . îáëàñòü dm ìiñòèòü âñi

îáëàñòi d ′k çà âèêëþ÷åííÿì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, i äëÿ êîæíîãî k =

1, 2, . . . îáëàñòü d ′k òàêîæ ìiñòèòü âñi îáëàñòi dm çà âèêëþ÷åííÿì

ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.3.7. Êiíåöü îáëàñòi D � öå êëàñ åêâiâàëåíòíèõ ëàíöþ-

ãiâ ðîçðiçiâ îáëàñòi D .

Îçíà÷åííÿ 1.3.8. Íåõàé K � êiíåöü îáëàñòi D â Rn , òîäi ìíîæèíà

I(K) =
∞⋂
m=1

dm íàçèâà¹òüñÿ òiëîì êiíöÿ K .

Ñëiäóþ÷è [62], áóäåìî ãîâîðèòè, ùî

Îçíà÷åííÿ 1.3.9. Êiíåöü K ¹ ïðîñòèì êiíöåì, ÿêùî K ìiñòèòü

ëàíöþã ðîçðiçiâ {σm} , òàêèé, ùî M(Γ(σm, σm+1, D)) <∞ ïðè âñiõ m ∈
N i lim

m→∞
M(Γ(C, σm, D)) = 0 äëÿ äåÿêîãî êîíòèíóóìó C â D .

Äàëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: ìíîæèíà ïðîñòèõ êií-

öiâ, ùî âiäïîâiäàþòü îáëàñòi D, ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ED, à ïîïîâíå-

ííÿ îáëàñòi D ¨¨ ïðîñòèìè êiíöÿìè ïîçíà÷à¹òüñÿ DP .

Îçíà÷åííÿ 1.3.10. Áóäåìî íàçèâàòè ëàíöþã ðîçðiçiâ {σm} ðåãóëÿð-
íèì, ÿêùî σm∩σm+1 = ∅ ïðè êîæíîìó m ∈ N i, êðiì òîãî, d(σm)→ 0

ïðè m→∞. ßêùî êiíåöü K ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäèí ðåãóëÿðíèé ëàí-

öþã, òî K áóäåìî íàçèâàòè ðåãóëÿðíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.3.11. Ãîâîðèìî, ùî îáìåæåíà îáëàñòü D â Rn ðåãóëÿð-

íà, ÿêùî D ìîæíà êâàçiêîíôîðìíî âiäîáðàçèòè íà îáëàñòü ç ëîêàëüíî

êâàçiêîíôîðìíîþ ìåæåþ, çàìèêàííÿ ÿêî¨ ¹ êîìïàêòîì â Rn.

Çàóâàæèìî, ùî ó ïðîñòîði Rn êîæíèé ïðîñòèé êiíåöü ðåãóëÿðíî¨

îáëàñòi ìiñòèòü ëàíöþã ðîçðiçiâ ç âëàñòèâiñòþ d(σm) → 0 ïðè m → ∞,
i íàâïàêè, ÿêùî ó êiíöÿ ¹ âêàçàíà âëàñòèâiñòü, òî âií � ïðîñòèé (äèâ. [5,

òåîðåìà 5.1]).
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Çàìèêàííÿ DP ðåãóëÿðíî¨ îáëàñòi D ¹ ìåòðèçîâíèì, ïðè öüîìó,

ÿêùî g : D0 → D � êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D0 ç ëîêàëüíî

êâàçiêîíôîðìíîþ ìåæåþ íà îáëàñòü D, òî äëÿ x, y ∈ DP ïîêëàäåìî:

ρ(x, y) := |g−1(x)− g−1(y)| , (1.8)

äå äëÿ x ∈ ED åëåìåíò g−1(x) ðîçóìi¹òüñÿ ÿê äåÿêà (¹äèíà) òî÷êà ìåæi

D0, êîðåêòíî âèçíà÷åíà ç îãëÿäó íà [5, òåîðåìà 4.1].

Îçíà÷åííÿ 1.3.12. Çîêðåìà, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü xm ∈
D, m = 1, 2, . . . , çáiãà¹òüñÿ äî ïðîñòîãî êiíöÿ P ∈ ED ïðè m→∞,
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N âñi åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi

xm, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, íàëåæàòü îáëàñòi dk (äå dk, k = 1, 2, . . .

� ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ îáëàñòåé ç îçíà÷åííÿ ïðîñòîãî êiíöÿ P ).

ßêùî f � ãîìåîìîðôiçì îáëàñòi D íà D ′, òî íå âàæêî ïåðåêîíà-

òèñü, ùî ìiæ êiíöÿìè îáëàñòåé D i D ′ = f(D) ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà

âiäïîâiäíiñòü.

1.4 Íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ìåòðè÷íèõ ïðî-

ñòîðiâ

Ñêðiçü äàëi (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) � äîâiëüíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç

ìåòðèêàìè d i d ′, ç ëîêàëüíî ñêií÷åííèì áîðåëåâèìè ìiðàìè µ i µ ′, i

ñêií÷åííèìè õàóñäîðôîâèìè ðîçìiðíîñòÿìè α > 2 i α ′ > 2, âiäïîâiäíî.

Äàëi ìè ââàæà¹ìî âiäîìèìè îçíà÷åííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç êðèâèìè â ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði, äîâæèíàìè äóã, iíòåãðàëàìè, óìîâàìè äîïóñòèìîñòi òîùî (äèâ.

[60, ðîçä. 13]).

Îçíà÷åííÿ 1.4.1. Ìíîæèíà E íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíîþ ÿêùî áóäü-ÿêi

äâi òî÷êè x1 i x2 â E ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâîþ γ : [0, 1]→ E, γ(0) = x1

i γ(1) = x2.
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Îçíà÷åííÿ 1.4.2. Ïðîñòið X ëîêàëüíî (ëiíiéíî) çâ'ÿçíèé ÿêùî

áóäü-ÿêèé îêië òî÷êè x ∈ X ìiñòèòü (ëiíiéíî) çâ'ÿçíèé îêië.

Îçíà÷åííÿ 1.4.3. Îáëàñòü â X öå âiäêðèòà çâ'ÿçíà ìíîæèíà â X.

Îçíà÷åííÿ 1.4.4. Íåõàé G � îáëàñòü â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d, µ) .

Ñëiäóþ÷è [60, ðîçä. 13.4], áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ëîêàëüíî iíòåãðîâíà â

X ôóíêöiÿ ϕ : G → R ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëèâàííÿ â òî-

÷öi x0 ∈ G , ïèøåìî ϕ ∈ FMO(x0) , ÿêùî lim
ε→0

1
µ(G(x0,ε))

∫
G(x0,ε)

|ϕ(x) −

ϕε| dµ(x) < ∞, äå ϕε = 1
µ(G(x0,ε))

∫
G(x0,ε)

ϕ(x) dµ(x) � ñåðåäí¹ iíòåãðàëüíå

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ϕ(x) íàä ìíîæèíîþ G(x0, ε) = B(x0, ε) ∩ G = {x ∈
X : d(x, x0) < ε} ∩G âiäíîñíî ìiðè µ .

Îçíà÷åííÿ 1.4.5. Íåõàé p > 1, òîäi p -ìîäóëåì ñiì'¨ êðèâèõ Γ â

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

Mp(Γ) = inf
ρ∈ adm Γ

∫
X

ρp(x) dµ(x) .

ßêùî adm Γ = ∅, òî ìè ïîêëàäåìî: Mp(Γ) =∞.

Äàëi, íàâåäåìî îçíà÷åííÿ îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi ñiìåé âiäîáðà-

æåíü íà âèïàäîê ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.6. Ñiì'ÿ F âiäîáðàæåíü f : X → X ′ íàçèâà¹òüñÿ

îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0

çíàéäåòüñÿ δ > 0 òàêå, ùî d ′ (f(x), f(x0)) < ε äëÿ âñiõ x òàêèõ, ùî

d(x, x0) < δ i äëÿ âñiõ f ∈ F. Ñiì'ÿ ¹ F îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ,

ÿêùî F ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â êîæíié òî÷öi x0 ∈ X.

Çíà÷íà êiëüêiñòü ðåçóëüòàòiâ, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî ëîêàëüíî¨ i ìåæîâî¨

ïîâåäiíêè, ïîâ'ÿçàíà ç êîìïàêòíiñòþ ïðîñòîðó, â ÿêèé äi¹ öå âiäîáðàæåí-

íÿ (äèâ., íàïð., [16, òåîðåìè 5.1, 5.2], [35, òåîðåìè 1, 2], [60, òåîðåìè 13.1,
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13.2]). Ó âèïàäêó åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó öþ ïðîáëåìó âèðiøó¹ ðîçøèðåíèé

åâêëiäîâèé ïðîñòið, ÿêèé òàêîæ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê âiäïîâiäíó éî-

ìó ðiìàíîâó ñôåðó. Â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ öÿ ñèòóàöiÿ ìîæå âèÿâèòèñü

çíà÷íî áiëüø ñêëàäíîþ. Îäíîòî÷êîâi êîìïàêòèôiêàöi¨ ìîæóòü âèÿâèòèñü

ëèøå òîïîëîãi÷íèìè, àëå íå ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè. Ó çâ'ÿçêó çi ñêàçà-

íèì, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.7. Ïîêëàäåìî X := X ∪ {∞}, i íåõàé h : X × X → R
� äåÿêà ìåòðèêà. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî h çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñëàáêî¨

ñôåðèêàëiçàöi¨, ÿêùî (X, h) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ïðè

öüîìó, h i d ïîðîäæóþòü îäíàêîâó òîïîëîãiþ íà X ).

Îçíà÷åííÿ 1.4.8. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì, ùî

äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ, ÿêùî iñíó¹ õî÷à á îäíà òàêà ìå-

òðèêà h : X ×X → R.

ßêùî íå ñêàçàíå ïðîòèëåæíå, òî ïîíÿòòÿ îêîëó òî÷êè, à òàêîæ ìíî-

æèíè ∂E i E, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî äîâiëüíîãî E ⊂ X (àáî E ⊂ X ) çà

îçíà÷åííÿì àñîöiéîâàíi ç òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó X â òîìó âèïàäêó, êîëè

X äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ. ßêùî ìè ãîâîðèìî ïðî âiäîáðàæåííÿ

f ìiæ ïðîñòîðàìè (X, d) i (X ′, d′) , êîëè X ′ çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó ñôåðè-

êàëiçàöiþ
(
X ′, h

)
, íåïåðåðâíiñòü f òàêîæ âàðòî ðîçóìiòè ó ñåíñi ìåòðèê

d i h, âiäïîâiäíî.

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîêëàäåìî

h(E1, E2) = inf
x∈E1,y∈E2

h(x, y) , E1, E2 ⊂ X ′ ,

h(E) = sup
x,y∈E

h(x, y) , d(F1, F2) = inf
x∈F1,y∈F2

d(x, y) ,

äå E ⊂ X ′ i F1, F2 ⊂ X, i d(F ) = sup
x,y∈F

d(x, y), äå F ⊂ X .

Îçíà÷åííÿ 1.4.9. Ïðîñòið X áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêî ïëîñêèì â

òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó U òî÷êè x0 i êîæíîãî P > 0
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çíàéäåòüñÿ îêië V öi¹¨ òî÷êè, ùî ìiñòèòüñÿ â U, òàêèé, ùî

Mα(Γ(E,F,X)) > P

äëÿ äîâiëüíèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ X, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó E ∩
∂U = ∅ 6= E ∩ ∂V i F ∩ ∂U = ∅ 6= F ∩ ∂V, äèâ. [60, ðîçä. 13.9]. Ïðîñ-
òið X áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêî ïëîñêèì, ÿêùî âêàçàíà âëàñòèâiñòü

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî x0 ∈ X.

Òóò i íàäàëi α ïîçíà÷à¹ õàóñäîðôîâó ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó X. ßêùî

ïðîñòið X äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ, òî äëÿ îáëàñòi G ⊂ X i

ìíîæèí E,F ⊂ G ïîêëàäåìî

Mα(Γ(E,F,G)) := Mα(Γ(E \ {∞}, F \ {∞}, G \ {∞})) .

Áiëüøå òîãî, äëÿ ñiì'¨ êðèâèõ Γ íà X ïîêëàäåìî Mα(Γ) = Mα(Γ ∗), äå

çà îçíà÷åííÿì Γ ∗ ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ i òiëüêè òèõ êðèâèõ ñiì'¨ Γ, ùî íå

ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó ∞. Â òàêîìó âèïàäêó, ïîíÿòòÿ ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi,

ùî âiäíîñèòüñÿ äî X, äîñëiâíî ìîæíà ïåðåíåñòè íà äîâiëüíó îáëàñòü G ⊂
X, à ñàìå:

Îçíà÷åííÿ 1.4.10. Ïðîñòið G áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêî ïëîñêèì â

òî÷öi x0 ∈ G, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó U òî÷êè x0 i äëÿ áóäü-ÿêîãî

P > 0 çíàéäåòüñÿ îêië V öi¹¨ òî÷êè, ùî ìiñòèòüñÿ â U, òàêèé, ùî

Mα(Γ(E,F,G)) > P äëÿ äîâiëüíèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ G, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó E ∩ ∂U = ∅ 6= E ∩ ∂V i F ∩ ∂U = ∅ 6= F ∩ ∂V.

Âiäïîâiäíî äî [60, ðîçäië 13.1], àáî [16, (1.7)] ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå

îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.11. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî X ¹ α -ðåãóëÿðíèì çà Àëü-

ôîðñîì çâåðõó â òî÷öi x0 ∈ X ÿêùî iñíó¹ r0 = r0(x0) > 0 i C =

C(x0) > 0 òàêå, ùî

µ(B(x0, r)) 6 C · r α ∀ r ∈ (0, r0) .
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Öå îçíà÷åííÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàãàëüíîïðèéíÿòîãî òèì, ùî îöiíêà

çíèçó ìà¹ âèêîíóâàòèñü, i ñòàëi r0 i C > 0 íå çàëåæàòü âiä òî÷êè x0 ∈ X
(äèâ. [50, íåðiâíiñòü (8.10)]).

Îçíà÷åííÿ 1.4.12. Äëÿ çàäàíîãî ÷èñëà p > 2, ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ

p -ðiâíîìiðíèì ÿêùî äëÿ êîæíîãî r > 0, iñíó¹ δ = δ(r) > 0 òàêå, ùî

Mp(Γ(F, F ∗, X)) > δ êîëè F i F ∗ êîíòèíóóìè â X ç óìîâîþ h(F ) > r

i h(F ∗) > r.

Ðîçøèðåíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ äóæå äîáðèì i ïðîñòèì ïðèêëà-

äîì ðiâíîìiðíîãî ïðîñòîðó, äèâ [60, (7.29)]. Ó öüîìó âèïàäêó, ïîêàçíèê p

äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n, äèâ. òàì æå.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Îòæå, ìîäóëü ñiìåé êðèâèõ ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì ïðè äîñëiä-

æåííi âiäîáðàæåíü. Çàóâàæèìî, ùî ìàéæå äëÿ âñiõ êëàñiâ ñó÷àñíèõ âiäî-

áðàæåíü âñòàíîâëåíi îöiíêè ìîäóëÿ òà ¹ìíîñòi ïðè íèõ. Ñàìå òàêi îöiíêè

äàþòü ìîæëèâiñòü äîñëiäæóâàòè îêðåìèé êëàñ çàäà÷. Íàéáiëüø ðîçïî-

âñþäæåíèì ¹ âèêîðèñòàííÿ öèõ îöiíîê äëÿ âèâ÷åííÿ ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè

âiäîáðàæåíü, ¨õ ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè, çàäà÷i ïðî óñóíåííÿ içîëüîâàíî¨ ñèí-

ãóëÿðíîñòi òà ïîâåäiíêè ñiìåé âiäîáðàæåíü ó çàìèêàííi îáëàñòi òîùî.
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ÐÎÇÄIË 2

ËÎÊÀËÜÍÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÏÐßÌÈÕ ÒÀ

ÎÁÅÐÍÅÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ ÅÂÊËIÄÎÂÎÃÎ

ÏÐÎÑÒÎÐÓ

Ó äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü

ìiæ îáëàñòÿìè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.

Ó ðîçäiëi ìiñòèòüñÿ 4 ïiäðîçäiëè, ó ïåðøîìó ç ÿêèõ éäåòüñÿ ïðî ïî-

âåäiíêó ãîìåîìîðôiçìiâ ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî ó âíóòðiøíiõ

òî÷êàõ îáëàñòi. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ìîâà éäå ïðî ëîãàðèôìi÷íó ãåëü-

äåðåâiñòü âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi äî-

âåäåíà òåîðåìà ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ

íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî â içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi

íàâåäåíi äåÿêi ïðèêëàäè.

2.1 Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé êiëüöåâèõ ãî-

ìåîìîðôiçìiâ ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëå-

öüêîãî âñåðåäèíi îáëàñòi

Ëîêàëüíà ïîâåäiíêà êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü åâêëiäîâîãî ïðîñ-

òîðó äîáðå âèâ÷åíà çàðàç (äèâ., íàïð., [57, òåîðåìà 3.17], [67, ëåìà 3.12,

íàñëiäîê 3.22] i [79, òåîðåìà 19.2]). Âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò ïðèñâÿ÷åíèõ,

ïðè öüîìó, ¨õ ïîâåäiíöi â çàìèêàííi çàäàíî¨ îáëàñòi. Çàóâàæèìî, íàïðè-

êëàä, [63, òåîðåìà 3.1] i [64, òåîðåìà 3.1], äèâ. òàêîæ [5], [47] i [48]. Ïîñòà-

âèìî òåïåð çàïèòàííÿ ïðî òå, ÿêîþ áóäå ëîêàëüíà ïîâåäiíêà âiäïîâiäíèõ

îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü ?
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Â ðàìêàõ êëàñó êâàçiêîíôîðìíèõ ãîìåîìîðôiçìiâ öå ïèòàííÿ íå çìi-

ñòîâíå. Ñïðàâäi, êâàçiêîíôîðìíiñòü ïðÿìîãî âiäîáðàæåííÿ f òÿãíå êâà-

çiêîíôîðìíiñòü âiäîáðàæåííÿ f −1 (ïðè öüîìó, ñòàëà êâàçiêîíôîðìíîñòi

âiäîáðàæåíü îäíà é òà æ, äèâ. íàïð., [79, íàñëiäîê 13.3]; äèâ. òàêîæ [79, òå-

îðåìà 34.3]). Òàêèì ÷èíîì, âèâ÷åííÿ âiäîáðàæåíü, îáåðíåíèõ äî êâàçiêîí-

ôîðìíèõ, íå äà¹ íàì íi÷îãî íîâîãî.

Ñèòóàöiÿ iñòîòíî çìiíèòüñÿ, ÿêùî çàìiñòü öüîãî ìè ðîçãëÿíåìî äå-

ÿêèé áiëüø çàãàëüíèé êëàñ ãîìåîìîðôiçìiâ. Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ

òà ââåäåìî öåé êëàñ äî ðîçãëÿäó.

Íàñòóïíi îçíà÷åííÿ âiäíîñÿòüñÿ äî óìîâ, ÿêi ðîáëÿòü ìåæó íàøî¨

îáëàñòi äîñòàòíüî ¾ãàðíîþ¿.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Îáëàñòü D íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿç-

íîþ â òî÷öi x0 ∈ ∂D, ÿêùî äëÿ áóäü�ÿêîãî îêîëó U òî÷êè x0 çíà-

éäåòüñÿ îêië V ⊂ U òî÷êè x0 òàêèé, ùî ìíîæèíà V ∩D ¹ çâ'ÿçíîþ.

Çîêðåìà, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî D ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíà íà ìåæi ∂D,

ÿêùî D ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíà â êîæíié òî÷öi x0 ∈ ∂D. Îáëàñòü íà-
çèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà ∂D , ÿêùî âîíà ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ

ó êîæíié òî÷öi ìåæi.

Íàâiòü ïðîñòi, íà ïåðøèé ïîãëÿä îáëàñòi, ìîæóòü íå çàäîâîëüíÿòè

öþ óìîâó. ßñêðàâèì ïðèêëàäîì ¹ êðóã iç ðîçðiçîì. Ïðè öüîìó, ñàìå â

òî÷êàõ öüîãî ðîçðiçó âiäïîâiäíà óìîâà ëîêàëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi ïîðóøó¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.2. Ìåæà îáëàñòi D íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî ïëîñêîþ

â òî÷öi x0 ∈ ∂D, ÿêùî äëÿ êîæíîãî P > 0 i äëÿ áóäü-ÿêîãî îêî-

ëó U òî÷êè x0 çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂ U öi¹¨ æ òî÷êè òàêèé, ùî

M(Γ(E,F,D)) > P äëÿ äîâiëüíèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D, ùî ïåðåòè-

íàþòü ∂U i ∂V. Ìåæà îáëàñòi D íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî ïëîñêîþ, ÿêùî

âiäïîâiäíà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi ìåæi D.

Íàñòóïíà ëåìà, äîâåäåíà â [32, ëåìà 2.2] ìiñòèòü â ñîái òâåðäæåí-

íÿ ïðîòå, ùî ó âêàçàíèõ òî÷êàõ âëàñòèâiñòü ¾ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi¿ çàâæäè
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âèêîíó¹òüñÿ.

Ëåìà 2.1.1. (Ëåìà Âÿéñÿëÿ ïðî ñëàáêó ïëîñêiñòü ó âíóòðiøíiõ

òî÷êàõ). Íåõàé n > 2 , à D îáëàñòü â Rn, i íåõàé x0 ∈ D. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî P > 0 êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x0 çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂ U

öi¹¨ æ òî÷êè, òàêèé, ùî M(Γ(E,F,D)) > P äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóó-

ìiâ E,F ⊂ D, ùî ïåðåòèíàþòü ∂U i ∂V.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî îêië U òî÷êè x0. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, âè-

êîðèñòîâóþ÷è äîïîìiæíó iíâåðñiþ ϕ(x) = x/|x|2, çà ïîòðåáè, ìè ìîæåìî
ââàæàòè, ùî x0 6= ∞. Îáåðåìî ε0 > 0 òàê, ùîá B(x0, ε0) ⊂ D ∩ U. Íå-
õàé cn � äîäàòíà ñòàëà, âèçíà÷åíà â ñïiââiäíîøåííi (10.11) â [79], à ÷èñëî

ε ∈ (0, ε0) äîñèòü ìàëå, ùîá cn · log ε0
ε > P. Íåõàé V := B(x0, ε) i E,F

� äîâiëüíi êîíòèíóóìè, ùî ïåðåòèíàþòü ∂U i ∂V. Òîäi òàêîæ E i F ïå-

ðåòèíàþòü S(x0, ε0) i ∂V (äèâ. [11, òåîðåìà 1.I, ãë. 5, � 46]). Íåîáõiäíèé

âèñíîâîê âèïëèâà¹ íà îñíîâi [79, ðîçä. 10.12], îñêiëüêè

M(Γ(E,F,D)) > cn · log
ε0

ε
> P.

Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Íåõàé D ⊂ Rn, n > 2, ñiì'ÿ F âiäîáðàæåíü f : D →
Rn íàçèâà¹òüñÿ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 ∈ D ÿêùî äëÿ

äîâiëüíîãî ε > 0, iñíó¹ δ = δ(ε, x0) > 0 òàêå, ùî

|f(x)− f(x0)| < ε ∀ f ∈ F, ∀ x ∈ D : |x− x0| < δ . (2.1)

Îçíà÷åííÿ 2.1.4. Ñiì'ÿ F ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D , ÿêùî F

¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D.

Ãðàíè÷íó ìíîæèíó âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi x ïîçíà÷èìî ÷åðåç

C(f, x) := {y ∈ Rn : ∃xk ∈ D : xk → x, f(xk)→ y, k →∞} .

Òåîðåìà, ïðåäñòàâëåíà íèæ÷å, áóëà îïóáëiêîâàíà â [28, òåîðåìà 1] òà [29,

òåîðåìà 1.1]. Äëÿ îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, i äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà
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Ëåáåãîì ôóíêöi¨ Q : Rn → [1,∞], Q(x) ≡ 0 ïðè x 6∈ D, ïîçíà÷èìî

÷åðåç RQ(D,D ′) ñiì'þ âñiõ âiäîáðàæåíü g : D ′ → D òàêèõ, ùî f = g−1

� ãîìåîìîðôiçì îáëàñòi D íà D ′ ç óìîâîþ (1.5). Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïðèïóñòèìî, ùî D i D ′ � êîìïàêòè â Rn. ßêùî Q ∈
L1(D), òî ñiì'ÿ RQ(D,D ′) îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â D ′.

Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1 âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ñiì'ÿ RQ(D,D ′) íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â äåÿêié òî÷öi

y0 ∈ D ′, iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäóòüñÿ y0 ∈ D ′ i ε0 > 0, òàêi ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî m ∈ N iñíó¹ åëåìåíò ym ∈ D ′, |ym − y0| < 1/m, i ãîìåîìîðôiçì

gm ∈ RQ(D,D ′), äëÿ ÿêèõ

|gm(ym)− gm(y0)| > ε0 . (2.2)

Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êè gm(ym) i gm(y0) ïðÿìó r = rm(t) = gm(y0) +

(gm(ym)− gm(y0))t, −∞ < t <∞
Çàóâàæèìî, ùî âêàçàíà ïðÿìà r = rm(t) ïðè t > 1 ìà¹ ïåðåòèíàòè

ìåæó îáëàñòi D ç îãëÿäó íà [11, òåîðåìà 1.I, ãë. 5, � 46]), îñêiëüêè îáëàñòü

D îáìåæåíà; òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ tm1 > 1 òàêå, ùî rm(tm1 ) = xm1 ∈ ∂D.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî rm(t) ∈ D ïðè âñiõ t ∈
[1, tm1 ), òîäi âiäðiçîê γm1 (t) = gm(y0) + (gm(ym) − gm(y0))t, t ∈ [1, tm1 ],

íàëåæèòü D ïðè âñiõ t ∈ [1, tm1 ), γm1 (tm1 ) = xm1 ∈ ∂D i γm1 (1) = gm(ym).

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, çíàéäóòüñÿ tm2 < 0 i âiäðiçîê γm2 (t) = gm(y0) +

(gm(ym) − gm(y0))t, t ∈ [tm2 , 0], òàêi, ùî γm2 (tm2 ) = xm2 ∈ ∂D, γm2 (0) =

gm(y0) i γm2 (t) íàëåæèòü D ïðè âñiõ t ∈ (tm2 , 0]. Ïîêëàäåìî fm := g−1
m .

Òàê ÿê fm � ãîìåîìîðôiçì, òî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó m ∈ N ãðàíè÷íi

ìíîæèíè C(fm, x
m
1 ) i C(fm, x

m
2 ) âiäîáðàæåíü fm ó âiäïîâiäíèõ ìåæîâèõ

òî÷êàõ xm1 , x
m
2 ∈ ∂D ëåæàòü íà ∂D ′ (äèâ. [60, ïðîïîçèöiÿ 13.5]). Òîäi,

çíàéäåòüñÿ òî÷êà zm1 ∈ D ∩ |γm1 | òàêà, ùî dist (fm(zm1 ), ∂D ′) < 1/m. Òàê

ÿê D ′ � êîìïàêò, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü fm(zm1 ) → p1 ∈
∂D ′ ïðè m → ∞. Àíàëîãi÷íî, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü zm2 ∈ D ∩ |γm2 |
òàê, ùî dist (fm(zm2 ), ∂D ′) < 1/m i fm(zm2 )→ p2 ∈ ∂D ′ ïðè m→∞.
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Íåõàé Pm � ÷àñòèíà âiäðiçêà γm1 , ùî çíàõîäèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè zm1

i gm(ym), à Qm � ÷àñòèíà âiäðiçêà γm2 , ùî çíàõîäèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè zm2

i gm(y0). Çà ïîáóäîâîþ i ç îãëÿäó íà (2.2), dist (Pm, Qm) > ε0 > 0. Íåõàé

Γm = Γ(Pm, Qm, D), òîäi ôóíêöiÿ

ρ(x) =

{
1
ε0
, x ∈ D,

0, x /∈ D

¹ äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γm, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨(ëîêàëüíî ñïðÿìëþâà-

íî¨) êðèâî¨ γ ∈ Γm âèêîíó¹òüñÿ
∫
γ

ρ(x)|dx| > l(γ)
ε0

> 1 (äå l(γ) ïîçíà÷à¹

äîâæèíó êðèâî¨ γ ). Îñêiëüêè çà óìîâîþ âiäîáðàæåííÿ fm çàäîâîëüíÿ-

þòü (1.5), ìà¹ìî:

M(fm(Γm)) 6
1

εn0

∫
D

Q(x) dm(x) := c <∞ , (2.3)

ò.ê. Q ∈ L1(D). Ç iíøîãî áîêó, diam fm(Pm) > |ym − fm(zm1 )| > (1/2) ·
|y0 − p1| > 0 i diam fm(Qm) > |y0 − fm(zm2 )| > (1/2) · |y0 − p2| > 0 ïðè

âåëèêèõ m ∈ N, êðiì òîãî,

dist (fm(Pm), fm(Qm)) 6 |ym − y0| → 0, m→∞ .

Òîäi, ç îãëÿäó íà ëåìó 2.1.1

M(fm(Γm)) = M(fm(Pm), fm(Qm), D ′)→∞ , m→∞ ,

ùî ñóïåðå÷èòü ñïiââiäíîøåííþ (2.3). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà õè-

áíiñòü ïðèïóùåííÿ â (2.2), ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 2.1.1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.1.1 âïåðøå áóëî âñòàíîâëåíå

â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ ïðè äîñèòü ñèëüíèõ äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà îáëàñòi

D i D ′, äèâ. [32, òåîðåìà 2]. Îñîáëèâiñòþ öi¹¨ òåîðåìè ¹ âiäñóòíiñòü ÿêèõ-

íåáóäü óìîâ íà öi îáëàñòi, êðiì ¨õ îáìåæåíîñòi.

Çãîäîì, ìè îòðèìàëè ðåçóëüòàò ç òàêèìè æ óìîâàìè [75, òåîðåìà 1.1]

îäíàê äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî êëàñó (êiëüöåâèõ Q -âiäîáðàæåíü).
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Íàñòóïíà òåîðåìà � ðåçóëüòàò, îïóáëiêîâàíèé â [75, òåîðåìà 1.1]. Äëÿ

çàäàíèõ îáëàñòåé D i D ′ â Rn i çàäàíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨

Q : Rn → [0,∞], ùî äîðiâíþ¹ íóëþ çîâíi D, ïîçíà÷èìî ÷åðåç RQ(D,D ′)

ñiì'þ âñiõ ãîìåîìîðôiçìiâ g îáëàñòi D ′ íà D òàêèõ ùî âiäîáðàæåííÿ

f = g−1 ¹ êiëüöåâèì Q -ãîìåîìîðôiçìîì â D. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé n > 2, i D îáìåæåíà îáëàñòü â Rn. ßêùî Q ∈
L1(D), òîäi ñiì'ÿ RQ(D,D ′) îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â D ′.

Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2 âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî âèñíîâîê öi¹¨ òåîðåìè íå âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü

RQ(D,D ′) íå îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â äåÿêié òî÷öi y0 ∈ D ′. Òîäi çíàéäå-
òüñÿ òî÷êà y0 ∈ D ′ ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ êîæíîãî m ∈ N iñíó¹

ym ∈ D ′ i ãîìåîìîðôiçì gm ∈ RQ(D,D ′), òàêi, ùî h(ym, y0) < 1/m, i

âèêîíó¹òüñÿ,

|gm(ym)− gm(y0)| > ε0 . (2.4)

Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó

r = rm(t) = gm(y0) + (gm(ym)− gm(y0))t, −∞ < t <∞,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè gm(ym) i gm(y0). Îñêiëüêè îáëàñòü D îáìåæå-

íà, ç îãëÿäó íà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] âêàçàíà ïðÿìà r = rm(t) ïåðåòèíà¹

∂D ïðè äåÿêîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà t > 1. Ó öüîìó âèïàäêó, çíàéäåòüñÿ

tm1 > 1 òàêå, ùî rm(tm1 ) = xm1 ∈ ∂D. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæíà

ââàæàòè, ùî rm(t) ∈ D äëÿ âñiõ t ∈ [1, tm1 ). Ó öüîìó âèïàäêó, âiäðiçîê

γm1 (t) = gm(y0) + (gm(ym) − gm(y0))t, t ∈ [1, tm1 ], íàëåæèòü îáëàñòi D

äëÿ âñiõ t ∈ [1, tm1 ), γm1 (tm1 ) = xm1 ∈ ∂D i γm1 (1) = gm(ym). Àíàëîãi÷íî

iñíó¹ ïàðàìåòð tm2 < 0 i âiäðiçîê γm2 (t) = gm(y0) + (gm(ym) − gm(y0))t,

t ∈ [tm2 , 0], òàêi, ùî γm2 (tm2 ) = xm2 ∈ ∂D, γm2 (0) = gm(y0) i γm2 (t) ∈ D äëÿ

âñiõ t ∈ (tm2 , 0]. Ïîçíà÷èìî fm := g−1
m i çàôiêñó¹ìî m ∈ N. Îñêiëüêè

fm ãîìåîìîðôiçì, òî ãðàíè÷íà ìíîæèíè C(fm, x
m
1 ) i C(fm, x

m
2 ) íàëå-

æàòü ìíîæèíi ∂D ′ (äèâ. [60, ïðîïîçèöiÿ 13.5]). Òîìó, çíàéäåòüñÿ òî÷êà
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zm1 ∈ D ∩ |γm1 | òàêà, ùî h(fm(zm1 ), ∂D ′) < 1/m. Îñêiëüêè ïðîñòið Rn

êîìïàêòíèé, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî fm(zm1 )→ p1 ∈ ∂D ′ êîëè m→∞.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çíà-

éäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü zm2 ∈ D ∩ |γm2 | òàêà, ùî h(fm(zm2 ), ∂D ′) < 1/m i

fm(zm2 )→ p2 ∈ ∂D ′ êîëè m→∞. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pm ÷àñòèíó ïðÿìî¨

γm1 , ðîçòàøîâàíî¨ ìiæ òî÷êàìè gm(ym) i zm1 , à Qm âiäïîâiäíó ÷àñòèíó

ïðÿìî¨ γm2 , ðîçòàøîâàíî¨ ìiæ òî÷êàìè gm(y0) i zm2 . Ïîêëàäåìî

Am := A(zm1 , ε
m
1 , ε

m
2 ) = {x ∈ Rn : εm1 < |x− zm1 | < εm2 } ,

äå

εm1 := |gm(ym)− zm1 |, εm2 := |gm(y0)− zm1 | .

Íåõàé Γm = Γ(Pm, Qm, D). Ïîêàæåìî, ùî

Γm > Γ(S(zm1 , ε
m
1 ), S(zm1 , ε

m
2 ), Am ∩D) . (2.5)

Äiéñíî, íåõàé γ ∈ Γm, iíøèìè ñëîâàìè, γ = γ(s) : [0, 1] → Rn, γ(0) ∈
Pm, γ(1) ∈ Qm i γ(s) ∈ D äëÿ 0 < s < 1. Íåõàé qm > 1 ÷èñëî, äëÿ

ÿêîãî

zm1 = gm(y0) + (gm(ym)− gm(y0))qm .

Îñêiëüêè γ(0) ∈ Pm, çíàéäåòüñÿ 1 6 tm 6 qm òàêå, ùî

γ(0) = gm(y0) + (gm(ym)− gm(y0))tm .

Òîìó,

|γ(0)− zm1 | = |(gm(ym)− gm(y0))(qm − tm)| 6

6 |(gm(ym)−gm(y0))(qm−1)| = |(gm(ym)−gm(y0))qm+gm(y0)−gm(ym))| =
(2.6)

= |gm(ym)− zm1 | = εm1 .

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè γ(1) ∈ Qm, òîäi iñíó¹ pm 6 0 òàêå, ùî

γ(1) = gm(y0) + (gm(ym)− gm(y0))pm .
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Ó öüîìó âèïàäêó, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

|γ(1)− zm1 | = |(gm(ym)− gm(y0))(qm − pm)| >

> |(gm(ym)−gm(y0))qm| = |(gm(ym)−gm(y0))qm+gm(y0)−gm(y0)| = (2.7)

= |gm(y0)− zm1 | = εm2 .

Çàóâàæèìî, ùî

|gm(y0)− gm(ym)|+ εm1 = |gm(y0)− gm(ym)|+ |gm(ym)− zm1 | = (2.8)

= |zm1 − gm(y0)| = εm2 ,

i, îòæå, εm1 < εm2 . Òîäi iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.7) îòðèìà¹ìî, ùî

|γ(1)− zm1 | > εm1 . (2.9)

ßêùî γ(0) 6∈ S(zm1 , ε
m
1 ), òîäi iç ñïiââiäíîøåíü (2.6) i (2.9) âèïëèâà¹, ùî

|γ| ∩ B(zm1 , ε
m
1 ) 6= ∅ 6= (D \ B(zm1 , ε

m
1 )) ∩ |γ|. Òîäi, ç îãëÿäó íà [11, òå-

îðåìà 1.I.5.46], çíàéäåòüñÿ t1 ∈ (0, 1) òàêå, ùî γ(t1) ∈ S(zm1 , ε
m
1 ). Áåç

îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïðè t ∈ (t1, 1) γ(t) 6∈
B(zm1 , ε

m
1 ). Ïîêëàäåìî γ1 := γ|[t1,1].

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè εm1 < εm2 i γ1(t1) ∈ S(zm1 , ε
m
1 ) , ìà¹ìî, ùî

|γ1| ∩ B(zm1 , ε
m
2 ) 6= ∅. Çà (2.7), ìà¹ìî (D \ B(zm1 , ε

m
2 )) ∩ |γ1| 6= ∅. Òîìó,

iç [11, òåîðåìà 1.I.5.46] çíàéäåòüñÿ t2 ∈ [t1, 1) òàêå, ùî γ1(t2) ∈ S(zm1 , ε
m
2 ).

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî γ1(t) ∈ B(zm1 , ε
m
2 )

äëÿ t ∈ (t1, t2). Ïîêëàäåìî γ2 := γ|[t1,t2]. Òîäi, ìà¹ìî, ùî γ > γ2 i

γ2 ∈ Γ(S(zm1 , ε
m
1 ), S(zm1 , ε

m
2 ), Am). Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (2.5) âñòà-

íîâëåíå.

Ïîêëàäåìî

η(t) =

{
1
ε0
, t ∈ [εm1 , ε

m
2 ],

0, t 6∈ [εm1 , ε
m
2 ] .

Çàóâàæèìî, ùî η çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.7) ïðè r1 = εm1 i r2 =

εm2 . Ñïðàâäi, iç (2.4) i (2.8) ìà¹ìî:

r1 − r2 = εm2 − εm1 = |gm(y0)− zm1 | − |gm(ym)− zm1 | =
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= |gm(ym)− gm(y0)| > ε0 .

Òîäi
εm2∫
εm1

η(t)dt = (1/ε0) · (εm2 − εm1 ) > 1. Çà îçíà÷åííÿì âiäïîâiäíîãî êëàñó

âiäîáðàæåíü ó (2.5) ó òî÷öi zm1 , ìà¹ìî:

M(fm(Γm)) 6M(fm(Γ(S(zm1 , ε
m
1 ), S(zm1 , ε

m
2 ), Am ∩D))) 6

6
1

εn0

∫
D

Q(x) dm(x) := c <∞ , (2.10)

îñêiëüêè Q ∈ L1(D).

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.10) � öå ðiâíîìiðíà îöiíêà âiäïîâiäíîãî ìîäóëÿ

ñiìåé êðèâèõ, äå "ðiâíîìiðíiñòü"çàëåæèòü âiä iíäåêñó m çëiâà; îäíàê,

ïðàâà ÷àñòèíà öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ íå çàëåæèòü âiä m. Òåïåð ïîêàæå-

ìî, ùî öå ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi ç âëàñòèâiñòþ ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi

ó âíóòðiøíié òî÷öi y0, â ÿêié ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàøó ñiì'þ âiäîáðàæåíü

RQ(D,D ′). Äiéñíî, ïåðø çà âñå, ìè ìà¹ìî

h(fm(Pm)) > h(ym, fm(zm1 )) > (1/2) · h(y0, p1) > 0

i

h(fm(Qm)) > h(y0, fm(zm2 )) > (1/2) · h(y0, p2) > 0

äëÿ âåëèêèõ m ∈ N. (Íàãàäà¹ìî, ùî õîðäàëüíèé äiàìåòð h(fm(Qm))

ìíîæèíè E âèçíà÷åíèé ñïiââiäíîøåííÿì (2.14), äå, ó öüîìó âèïàäêó,

E := fm(Qm) ). Áiëüøå òîãî, çàóâàæèìî, ùî

h(fm(Pm), fm(Qm)) := inf
x∈fm(Pm),y∈fm(Qm)

h(x, y) 6 h(ym, y0)→ 0, m→∞ .

Òîäi, çà ëåìîþ 2.1.1, ìà¹ìî:

M(fm(Γm)) = M(Γ(fm(Pm), fm(Qm), D ′))→∞ , m→∞ ,

ùî ñóïåðå÷èòü (2.10) à, îòæå i (2.4). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ ñïðîñòîâó¹

ïðèïóùåííÿ çðîáëåíå â (2.4). Òåîðåìà äîâåäåíà.
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2.2 Ëîêàëüíà ïîâåäiíêà âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âi-

äîáðàæåíü. Ëîãàðèôìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà

Ãåëüäåðîì

Öåé ïiäðîçäië ñòîñó¹òüñÿ äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íå-

ðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî. Òîæ íàâåäåìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ.

ßêùî f : D → Rn � çàäàíå âiäîáðàæåííÿ, y0 ∈ f(D) i 0 < r1 < r2 <

d0 = sup
y∈f(D)

|y− y0|, òî ÷åðåç Γf(y0, r1, r2) ìè ïîçíà÷èìî ñiì'þ âñiõ êðèâèõ

γ â îáëàñòi D òàêèõ, ùî f(γ) ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)).

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Íåõàé Q : Rn → [0,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóí-

êöiÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïî-

ëåöüêîãî â òî÷öi y0 ∈ f(D), ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ

M(Γf(y0, r1, r2)) 6
∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Q(y) · ηn(|y − y0|) dm(y) (2.11)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ η : (r1, r2) →
[0,∞] òàêî¨, ùî

r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (2.12)

Ç ïðèâîäó ïîðiâíÿííÿ (2.11) ç êëàñè÷íîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî âêà-

æåìî íà [13, òåîðåìà 1]. Çàóâàæèìî, ùî Ñåâîñòüÿíîâèì �.Î. âñòàíîâëå-

íi âiäêðèòiñòü i äèñêðåòíiñòü âiäîáðàæåíü âèäó (2.11) çà ïåâíèõ óìîâ íà

ôóíêöiþ Q, äèâ., íàïð., [71]. Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó âèêîíàííÿ

öèõ âëàñòèâîñòåé íå ãàðàíòîâàíå. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî îäíîñòàéíà íå-

ïåðåðâíiñòü ãîìåîìîðôiçìiâ ç óìîâîþ (2.11) ïðè äåùî ìåíø çàãàëüíèõ

îáìåæåííÿõ íà îáëàñòi i âiäïîâiäíi âiäîáðàæåííÿ äåòàëüíî âèâ÷åíi â [71].

Ó ïîäàëüøîìó, â ðîçøèðåíîìó ïðîñòîði Rn = Rn ∪ {∞} âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ ñôåðè÷íà (õîðäàëüíà) ìåòðèêà h(x, y) = |π(x)− π(y)|, äå π
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� ñòåðåîãðàôi÷íà ïðîåêöiÿ Rn íà ñôåðó Sn(1
2en+1,

1
2) â Rn+1, à ñàìå,

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
,

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√

1 + |y|2
, x 6=∞ 6= y (2.13)

(äèâ., íàïð., [79, îçíà÷åííÿ 12.1]). Äëÿ ìíîæèí A,B ⊂ Rn ïîêëàäåìî

h(A,B) = inf
x∈A,y∈B

h(x, y) , h(A) = sup
x,y∈A

h(x, y) , (2.14)

äå h � õîðäàëüíà âiäñòàíü, âèçíà÷åíà â (2.14). Êðiì òîãî, äëÿ ìíîæèí

A,B ⊂ Rn ïîêëàäåìî

dist (A,B) = inf
x∈A,y∈B

|x− y| , diam(A) = sup
x,y∈A

|x− y| .

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ âiä-

êðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü (âiäîáðàæåíü áåç ãîìåîìîðôíîñòi) , ÿêå

ìîæíà çíàéòè íàïðèêëàä â [65, ãë. II, ï. 3].

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. Êðèâà α : [a, c) → D, a < c 6 b, íàçèâà¹òüñÿ ìà-

êñèìàëüíèì ïiäíÿòòÿì êðèâî¨ β ïðè âiäîáðàæåííi f ç ïî÷àòêîì â

òî÷öi x, ÿêùî (1) α(a) = x; (2) f ◦α = β|[a, c); (3) ÿêùî c < c′ 6 b,

òî íå iñíó¹ êðèâî¨ α′ : [a, c′)→ D, òàêî¨ ùî α = α′|[a, c) i f ◦α = β|[a, c′).

Äëÿ îáëàñòi D ⊂ Rn, n > 2, i âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ Q :

Rn → [0,∞] âèçíà÷èìî ÷åðåç FQ(D) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ

âiäîáðàæåíü f : D → Rn òàêèõ, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.11) âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y0 ∈ f(D). Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåíà

â [27, òåîðåìà 1.1]. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ó âèïàäêó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

ìîæíà çíàéòè â [73].

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé Q ∈ L1(Rn). Òîäi çíàéäåòüñÿ ñòàëà Cn > 0,

ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n, òàêà ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî x0 ∈ D i áóäü-ÿêîãî r0 > 0 òàêîãî, ùî 0 < 2r0 < dist (x0, ∂D),
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âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(x)− f(x0)| 6
Cn · (‖Q‖1)

1/n

log1/n
(

1 + r0
|x−x0|

) (2.15)

∀ x ∈ B(x0, r0) , ∀ f ∈ FQ(D) ,

äå ‖Q‖1 � íîðìà ôóíêöi¨ Q â L1(Rn). Çîêðåìà, ñiì'ÿ FQ(D) ¹ îäíî-

ñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî x0 ∈ D, 0 < 2r0 < dist (x0, ∂D) i f ∈ FQ(D).

Ðîçãëÿíåìî x ∈ B(x0, r) i ïîêëàäåìî

|f(x)− f(x0)| := ε0 . (2.16)

ßêùî ε0 = 0, äîâîäèòè íåìà ùî. Íåõàé ε0 > 0. Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êè

f(x) i f(x0) ïðÿìó r = r(t) = f(x0) + (f(x) − f(x0))t, −∞ < t < ∞ .

Íåõàé γ1 : [1, c) → D, 1 < c 6 ∞ � ìàêñèìàëüíå f -ïiäíÿòòÿ ïðîìåíÿ

r = r(t), t > 1, ç ïî÷àòêîì â òî÷öi x, ùî iñíó¹ çà [58, ëåìà 3.12]. Çà öi¹þ

æ ëåìîþ

h(γ1(t), ∂D)→ 0 (2.17)

ïðè t → c − 0. Àíàëîãi÷íî, íåõàé γ2 : (d, 0] → D, −∞ 6 d < 0 �

ìàêñèìàëüíå f -ïiäíÿòòÿ ïðîìåíÿ r = r(t), t 6 0, ç êiíöåì â òî÷öi x0,

ùî iñíó¹ çà [58, ëåìà 3.12]. Òàê ñàìî, ÿê i â (2.17) ìè ìà¹ìî, ùî

h(γ2(t), ∂D)→ 0 (2.18)

ïðè t → d − 0. Çi ñïiââiäíîøåíü (2.17) i (2.18), âðàõîâóþ÷è [11, òåîðå-

ìà 1.I.5.46], âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ÷èñåë 1 6 t1 < c i d 6 t2 < 0 i åëåìåíòiâ

x1 := γ1(t1) i x2 := γ2(t2) ∈ S(x0, 2r0). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìî-

æíà ââàæàòè, ùî γ1(t) ∈ B(x0, 2r0) ïðè âñiõ t ∈ [1, t1] i γ2(t) ∈ B(x0, 2r0)

ïðè âñiõ t ∈ [t2, 0]. Íåõàé

β1 := γ1|[1,t1], β2 := γ2|[t2,0], Γ := (|β1|, |β2|, B(x0, 2r0)) .

Òîäi ç îäíîãî áîêó çà [83, ëåìà 4.3]

M(Γ) > (1/2) ·M(Γ(|β1|, |β2|,Rn)) , (2.19)
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à ç iíøîãî áîêó, çà [81, ëåìà 7.38]

M(Γ(|β1|, |β2|,Rn)) > cn · log

(
1 +

1

m

)
, (2.20)

äå cn > 0 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä n,

m =
dist(|β1|, |β2|)

min{diam (|β1|), diam (|β2|)}
.

Çàóâàæèìî, ùî diam (|βi|) = sup
x,y∈|βi|

|x − y| > r0, i = 1, 2. Òîäi ïî¹äíóþ-

÷è (2.19) i (2.20) i âðàõîâóþ÷è, ùî dist (|β1|, |β2|) 6 |x−x0|, ìè îòðèìó¹ìî,
ùî

M(Γ) > c̃n · log

(
1 +

r0

dist(|β1|, |β2|)

)
> c̃n · log

(
1 +

r0

|x− x0|

)
, (2.21)

äå c̃n > 0 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä n.

Âñòàíîâèìî òåïåð âåðõíþ îöiíêó äëÿ M(Γ). Íåõàé P � ÷àñòèíà

ïðÿìî¨ r(t), ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè f(x) i z1 := f(x1) = f(γ1(t1)), à

Q � ÷àñòèíà ïðÿìî¨ r(t), ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè f(x0) i z
2 := f(x2) =

f(γ2(t2)). Ïîêëàäåìî

A := A(z1, ε1, ε2) = {x ∈ Rn : ε1 < |x− z1| < ε2} ,

äå ε1 := |f(x)− z1|, ε2 := |f(x0)− z1|. Ïîêàæåìî, ùî

f(Γ) > Γ(S(z1, ε1), S(z1, ε2), A) . (2.22)

Ñïðàâäi, íåõàé γ ∈ Γ. Òîäi f(γ) ∈ f(Γ), f(γ) = f(γ(s)) : [0, 1] → Rn,

f(γ(0)) ∈ P, f(γ(1)) ∈ Q i f(γ(s)) ∈ f(D) ïðè 0 < s < 1. Íåõàé q > 1

� ÷èñëî, òàêå ùî

z1 = f(x0) + (f(x)− f(x0)) q.

Îñêiëüêè f(γ(0)) ∈ P, çíàéäåòüñÿ 1 6 t 6 q òàêå, ùî f(γ(0)) = f(x0) +

(f(x)− f(x0))t. Îòæå,

|f(γ(0))− z1| = |(f(x)− f(x0))(q − t)| 6
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6 |(f(x)− f(x0))(q − 1)| = |(f(x)− f(x0))q + f(x0)− f(x))| = (2.23)

= |f(x)− z1| = ε1 .

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè f(γ(1)) ∈ Q, çíàéäåòüñÿ p 6 0 òàêå, ùî

f(γ(1)) = f(x0) + (f(x)− f(x0))p .

Â òàêîìó âèïàäêó, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

|f(γ(1))− z1| = |(f(x)− f(x0))(q − p)| >

> |(f(x)− f(x0))q| = |(f(x)− f(x0))q + f(x0)− f(x0)| = (2.24)

= |f(x0)− z1| = ε2 .

Çàóâàæèìî, ùî

|f(x0)− f(x)|+ ε1 =

= |f(x0)− f(x)|+ |f(x)− z1| = |z1 − f(x0)| = ε2 , (2.25)

à, îòæå, ε1 < ε2. Òîäi ç (2.24) âèïëèâà¹, ùî

|f(γ(1))− z1| > ε1 . (2.26)

Ç (2.23) i (2.26) âèïëèâà¹, ùî |f(γ)| ∩B(z1, ε1) 6= ∅ 6= (f(D) \B(z1, ε1))∩
|f(γ)|. Â òàêîìó âèïàäêó, çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] çíàéäåòüñÿ t1 ∈ (0, 1)

òàêå, ùî f(γ(t1)) ∈ S(z1, ε1). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââà-

æàòè, ùî f(γ(t)) 6∈ B(z1, ε1) ïðè t ∈ (t1, 1). Ïîêëàäåìî α1 := f(γ)|[t1,1].

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè ε1 < ε2 i f(γ(t1)) ∈ S(z1, ε1), ìè îòðèìà¹-

ìî, ùî |α1| ∩ B(z1, ε2) 6= ∅. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.24) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

(f(D)\B(z1, ε2))∩|α1| 6= ∅. Îòæå, çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] iñíó¹ t2 ∈ (t1, 1)

òàêå, ùî α1(t2) ∈ S(z1, ε2). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââà-

æàòè, ùî f(γ(t)) ∈ B(z1, ε2) ïðè t ∈ (t1, t2). Ïîêëàäåìî α2 := α1|[t1,t2].

Òîäi f(γ) > α2 i α2 ∈ Γ(S(z1, ε1), S(z1, ε2), A). Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíî-

øåííÿ (2.22) äîâåäåíå.
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Ç (2.22) âèïëèâà¹, ùî Γ > Γf(z
1, ε1, ε2). Òåïåð ïîêëàäåìî

η(t) =

{
1
ε0
, t ∈ [ε1, ε2],

0, t 6∈ [ε1, ε2] .

Çàóâàæèìî, ùî η çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.12) ïðè r1 = ε1 i r2 =

ε2. Ñïðàâäi, ç (2.16) i (2.25) âèïëèâà¹, ùî

r1 − r2 = ε2 − ε1 = |f(x0)− z1| − |f(x)− z1| =

= |f(x)− f(x0)| = ε0 .

Òîäi
ε2∫
ε1
η(t) dt = (1/ε0) · (ε2 − ε1) > 1. Çà íåðiâíiñòþ (2.22), à òàêîæ ñïiâ-

âiäíîøåííÿì (2.11), çàñòîñîâàíèì â òî÷öi z1 i ïîêëàäåíèì â îñíîâó îçíà-

÷åííÿ ñiì'¨ FQ(D), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

M(Γ) 6M(Γf(z
1, ε1, ε2)) 6

6
1

εn0

∫
Rn

Q(y) dm(y) =
‖Q‖1

|f(x)− f(x0)|n
. (2.27)

Ç (2.21) i (2.27) âèïëèâà¹, ùî

c̃n · log

(
1 +

r0

|x− x0|

)
6

‖Q‖1

|f(x)− f(x0)|n
.

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ áàæàíà íåðiâíiñòü (2.15), äå Cn :=

c̃n
−1/n.

Çàóâàæåííÿ 2.2.1. Ñòîñîâíî îöiíîê òèïó Ãåëüäåðà ùîäî êâàçiêîíôîð-

ìíèõ âiäîáðàæåíü i âiäîáðàæåíü ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì äèâ., íàïð.,

[14, íàñëiäîê 1.II.1], [55, òåîðåìà 3.2.II], [57, òåîðåìà 3.2] i [79, òåîðåìà 18.1,

çàóâàæåííÿ 18.4]. Äëÿ âiäîáðàæåíü ç îáìåæåíèì iíòåãðàëîì Äiðiõëå äèâ.,

íàïð., [36, òåîðåìè 1.1.V i 2.1.V]
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Îêðåìèì âèïàäêîì òåîðåìè 2.2.1 ¹ ñèòóàöiÿ, êîëè f ¹ ãîìåîìîðôiç-

ìîì ó D. Ïîçíà÷èìî â öüîìó âèïàäêó g := f −1 i çàóâàæèìî, ùî

g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))) = Γf(y0, r1, r2) . (2.28)

Ñïðàâäi, ÿêùî γ ∈ g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))), òî γ : [a, b] → Rn,

äå γ = g ◦ α, α : [a, b] → Rn i α(a) ∈ S(y0, r1), α(b) ∈ S(y0, r2)

i α(t) ∈ f(D) ïðè a 6 t 6 b. Òîäi γ(t) ∈ D ïðè a 6 t 6 b i

f(γ) = α ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D)), òîáòî, γ ∈ Γf(y0, r1, r2). Îòæå,

g(Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), f(D))) ⊂ Γf(y0, r1, r2). Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ äîâî-

äèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Ç òåîðåìè 2.2.1, ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (2.28),

âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.2.1. Íåõàé Q ∈ L1(Rn) i íåõàé f : D → Rn � ãîìåîìîðôiçì

òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ D i âñiõ 0 < r1 < r2 < d0 = sup
x∈D
|x − x0|

ñïiââiäíîøåííÿ

M(f(Γ(S(x0, r1), S(x0, r2), D))) 6
∫

A(x0,r1,r2)∩D

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ η : (r1, r2) →
[0,∞] ç óìîâîþ (2.12).

Ïîêëàäåìî g = f −1. Òîäi çíàéäåòüñÿ ñòàëà Cn > 0, ÿêà çàëåæèòü

òiëüêè âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó n, òàêà ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y0 ∈ f(D)

i áóäü-ÿêîãî 0 < 2r0 < dist (y0, ∂f(D)) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|g(y)− g(y0)| 6
Cn · (‖Q‖1)

1/n

log1/n
(

1 + r0
|y−y0|

) ∀ y ∈ B(y0, r0) ,

äå ‖Q‖1 � íîðìà ôóíêöi¨ Q â L1(Rn).

2.3 Óñóâíiñòü içîëüîâàíî¨ ñèíãóëÿðíîñòi âiäîáðà-

æåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìîæëèâiñòü óñóíåííÿ içîëüîâà-

íèõ ñèíãóëÿðíîñòåé âiäîáðàæåíü, îáåðíåíi äî ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü (1.6).
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Içîëüîâàíi ñèíãóëÿðíîñòi âèâ÷àëèñÿ â [16, òåîðåìà 6.1], [35, òåîðåìà 5]

òà [61, íàñëiäîê 5.23], îäíàê, êðiì (1.6), ìè íå ïðèïóñêàëè æîäíèõ äîäà-

òêîâèõ óìîâ íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà ¨õ îáðàçè.

Íàñòóïíå âàæëèâå òâåðäæåííÿ îïóáëiêîâàíå â [6, ëåìà 5.3], äèâ. òà-

êîæ [60, ëåìà 6.5].

Ïðîïîçèöiÿ 2.3.1. Íåõàé D i D ′ � îáëàñòi â Rn, n > 2, i f : D → Rn

ãîìåîìîðôiçì. Òîäi iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ êîìïî-

íåíòàìè K i K ′ ìåæ ∂D i ∂D ′ òàêi, ùî C(f,K) = K ′ i C(f −1, K ′) =

K.

Òâåðäæåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè äîâåäåíå â [75, òåîðåìà 1.2].

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé D i D ′ � îáëàñòi â Rn, n > 2, i íåõàé g �

ãîìåîìîðôiçì îáëàñòi D ′ íà îáëàñòü D, îáåðíåíå f = g−1 äî ÿêîãî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.6) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ ∂D. ßêùî Q ∈ L1(D) i

y0 içîëüîâàíà òî÷êà ìåæi îáëàñòi D ′, òîäi âiäîáðàæåííÿ g ìà¹ íåïå-

ðåðâíå ïðîäîâæåííÿ g : D ′ ∪ {y0} → Rn â òî÷êó y0.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââàæàòè. ùî y0 6=
∞. Òóò i íàäàëi, ÿê çàçâè÷àé, h(x, y) ïîçíà÷à¹ õîðäàëüíó (ñôåðè÷íó)

âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè x, y ∈ Rn, äèâ. (2.14).

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, à ñàìå, ùî g íå ìà¹ ãðàíèöi â òî÷öi y0.

Îñêiëüêè ïðîñòið Rn êîìïàêòíèé, òî C(g, y0) 6= ∅. Òîäi çíàéäóòüñÿ

x1, x2 ∈ Rn, x1 6= x2, i, ùîíàéìåíøå, äâi ïîñëiäîâíîñòi ym, y
′
m → y0 êîëè

m→∞ òàêi, ùî zm := g(ym)→ x1, z
′
m = g(y ′m)→ x2 êîëè m→∞. Áåç

îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî x1 6=∞.

Îñêiëüêè y0 ∈ ∂D ′ içîëüîâàíà òî÷êà ∂D ′, C(g, y0) êîíòèíóóì i,

áiëüøå òîãî, êîìïîíåíòà ìåæi ∂D (äèâ. ïðîïîçèöiÿ 2.3.1). Ïîêàæåìî, ùî

iñíó¹ ε1 > 0 òàêå, ùî

B(x1, ε1) ∩K = ∅ (2.29)

äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè K ìåæi ∂D òàêî¨, ùî C(g, y0) 6= K.
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Äîâåäåìî ñïiââiäíîøåííÿ (2.29) âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî ïðî-

òèëåæíå, òîáòî ùî çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü dm êîìïîíåíò ∂D, dm 6=
C(g, y0), m = 1, 2, . . . , òàêèõ, ùî B(x1, 1/m) ∩ dm 6= ∅. Çà ïðîïîçèöi-

¹þ 2.3.1, êîìïîíåíòà dm ìíîæèíè ∂D åêâiâàëåíòíà êîìïîíåíòi d ′m ⊂ ∂D ′

òàê, ùî C(f, dm) = d ′m. Òîìó, ìè ìîæåìî îáðàòè ζm ∈ B(x1, 1/m) ∩ D
òàê, ùî

h(f(ζm), d ′m) = inf
p∈d ′m

h(f(ζm), p) < 1/m .

Îñêiëüêè d ′m êîìïàêòíà ìíîæèíà â Rn, çíàéäåòüñÿ ξm ∈ d ′m òàêà, ùî

h(f(ζm), d ′m) = h(f(ζm), ξm). Îñêiëüêè Rn êîìïàêò, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâ-

íiñòü f(ζmk
), çáiæíà â Rn êîëè k → ∞. Îñêiëüêè ζmk

∈ B(x1, 1/mk),

òîäi, çà ïðîïîçèöi¹þ 2.3.1 ïîñëiäîâíiñòü f(ζmk
) ìîæå çáiãàòèñü ëèøå äî

y0 êîëè k →∞. Òîäi, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà

h(y0, d
′
mk

) 6 h(y0, ξmk
) 6 h(y0, f(ζmk

)) + h(f(ζmk
), ξmk

)→ 0

êîëè k → ∞, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî òî÷êà y0 içîëüîâàíà òî÷-

êà ∂D ′.

Ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî f(x) 6= ∞ ïðè x ∈ B(x1, ε1) ∩ D. Íåõàé
B∗(x2, ε2) = B(x2, ε2) ïðè x2 6=∞ i B∗(x2, ε2) = {x ∈ Rn : h(x,∞) < ε2}
ïðè x2 =∞. ßê ïðè äîâåäåííi (2.29) çíàéäåòüñÿ ε2 > 0 òàêå, ùî

B∗(x2, ε2) ∩K = ∅

äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîìïîíåíòè K ìåæi ∂D, ùî íå äîðiâíþ¹ C(g, y0) 6= K.

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæíà ñêàçàòè, ùî B(x1, ε1)∩B∗(x2, ε2) = ∅,
zm ∈ B(x1, ε1) i z ′m ∈ B∗(x2, ε2) äëÿ âñiõ m = 1, 2, . . . . Çàóâàæèìî, ùî

ìíîæèíà B(x1, ε1) îïóêëà, i B∗(x2, ε2) ëiíiéíî çâ'ÿçíà. Ó öüîìó âèïàäêó,

òî÷êè z1 i zm ìîæíà ç'¹äíàòè âiäðiçêîì Im(t) = z1 +t(zm−z1), t ∈ (0, 1),

ùî ëåæàòü âñåðåäèíi êóëi B(x1, ε1). Àíàëîãi÷íî, òî÷êè z ′1 i z ′m ìîæåìî

ç'¹äíàòè âiäðiçêîì Jm = Jm(t), t ∈ [0, 1], ùî ëåæèòü â �êóëi� B∗(x2, ε2).

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà |Im| íå ëåæèòü âñåðåäèíi îáëàñòi D ïîâíi-

ñòþ. Îäíàê, ó öüîìó âèïàäêó, çíàéäåòüñÿ tm ∈ [0, 1] òàêå, ùî |Im|[0,tm]| ⊂
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D i h(Im(tm), ∂D) < 1/m. Àíàëîãi÷íî, Jm ìîæå íå ëåæàòè â D ïîâíiñòþ,

àëå çíàéäåòüñÿ pm ∈ [0, 1] òàêå. ùî h(Jm(pm), ∂D) < 1/m i |Jm|[0,pm]| ⊂
D. ßêùî Im ⊂ D àáî Jm ⊂ D, òîäi ïîêëàäåìî tm := 1 i pm := 1,

âiäïîâiäíî. Ïîêëàäåìî C 1
m := Im|[0,tm] i C

2
m := Jm|[0,pm]|. Ðîçãëÿíåìî ïî-

ñëiäîâíîñòi y ∗m := f(Im(tm)) i y ∗∗m : = f(Jm(pm)). Îñêiëüêè ïðîñòið Rn

êîìïàêòíèé, ìîæåìî ââàæàòè, ùî âñi ðîçãëÿíóòi ïîñëiäîâíîñòi Im(tm),

Jm(pm), y ∗m i y ∗∗m çáiãàþòüñÿ ïðè m→∞.

Ïîêàæåìî, ùî y ∗m → y0 i y ∗∗m → y0 êîëè m → ∞. Äiéñíî, íåõàé
y ∗m → w0 êîëè m → ∞. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü Im(tm) çáiãà¹òüñÿ çà

ïðèïóùåííÿì, i, áiëüøå òîãî, h(Im(tm), ∂D) < 1/m, òîäi Im(tm) çáiãà-

¹òüñÿ äî äåÿêî¨ òî÷êè ω0 ∈ ∂D. Îñêiëüêè Im(tm) ∈ B(x1, ε1), i, áiëü-

øå òîãî, çà (2.29) êóëÿ B(x1, ε1) íå ìiñòèòü iíøèõ êîìïîíåíò ∂D îêðiì

C(g, y0), ìà¹ìî, ùî ω0 ∈ C(g, y0). Îñêiëüêè y ∗m = f(Im(tm)) i y ∗m → y0

êîëè m → ∞, îòðèìà¹ìî, ùî w0 ∈ C(f, C(g, y0)). Áåðó÷è äî óâàãè. ùî

g = f −1, çà ïðîïîçèöi¹þ 2.3.1 ìà¹ìî w0 = y0 . Àíàëîãi÷íî ìiðêóþ÷è,

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî y ∗∗m → y0 êîëè m→∞.

Îñêiëüêè B(x1, ε1) ∩ B∗(x2, ε2) = ∅, òîäi äëÿ äåÿêîãî ε∗1 > ε1 ìè

òàêîæ ìà¹ìî, ùî B(x1, ε∗1)∩B∗(x2, ε2) = ∅. Ìîæåìî ââàæàòè, ùî f(x) 6=
∞ ïðè x ∈ B(x1, ε

∗
1) ∩D. Íåõàé Γm = Γ(|C1

m|, |C2
m|, D). Çàóâàæèìî, ùî

Γm > Γ(S(x1, ε
∗
1), S(x1, ε1), A(x1, ε1, ε

∗
1) ∩D) . (2.30)

Íàðåøòi, íåõàé γ ∈ Γm, γ : [a, b]→ Rn. Îñêiëüêè γ(a) ∈ |C1
m| ⊂ B(x0, ε1)

i γ(b) ∈ |C2
m| ⊂ Rn\B(x0, ε1), çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] çíàéäåòüñÿ ïàðàìåòð

t1 ∈ (a, b) òàêèé, ùî γ(t1) ∈ S(x1, ε1). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè

ìîæåìî ââàæàòè, ùî |γ(t) − x1| > ε1 ïðè t > t1. Äàëi, îñêiëüêè γ(t1) ∈
B(x1, ε

∗
1) i γ(b) ∈ |C2

m| ⊂ Rn\B(x0, ε
∗
1), çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] çíàéäåòüñÿ

t2 ∈ (t1, b) òàêå, ùî γ(t2) ∈ S(x1, ε
∗
1). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè

ìîæåìî ââàæàòè, ùî |γ(t) − x1| < ε∗1 ïðè t1 < t < t2. Òàêèì ÷èíîì,

γ|[t1,t2] öå ïiäêðèâà êðèâî¨ γ, ùî íàëåæèòü ñiì'¨

Γ(S(x1, ε
∗
1), S(x1, ε1), A(x1, ε1, ε

∗
1)).
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Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (2.30) âñòàíîâëåíå. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

η(t) =

{
1/(ε∗1 − ε1), t ∈ [ε1, ε

∗
1],

0, t ∈ R \ [ε1, ε
∗
1] .

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ η çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.7) ïðè r1 = ε1

i r2 = ε∗1. Çà (1.6) â òî÷öi x0 := x1, áåðó÷è äî óâàãè, ùî Q ∈ L1(D)

òà (2.30), ìà¹ìî:

M(f(Γm)) 6M(f(Γ(S(x1, ε
∗
1), S(x1, ε1), A(x1, ε1, ε

∗
1) ∩D))) 6 (2.31)

6 ‖Q‖/(ε∗1 − ε1)
n <∞ ,

äå ‖Q‖ ïîçíà÷à¹ L1 -íîðìó ôóíêöi¨ Q â D. Ïîêàæåìî, ùî ñïiââiäíîøåí-

íÿ (2.31) ñóïåðå÷èòü óìîâi ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi â òî÷öi y0 (äèâ. ëåìà 2.1.1).

Ñïðàâäi,

diam |f(C1
m)| > |f(z1)− f(Im(tm))| = |y1 − y∗m| > (1/2) · |y1 − y0| > 0

i

diam |f(C2
m)| > |f(z ′1)− f(Jm(pm))| = |y ′1 − y∗∗m | > (1/2) · |y ′1 − y0| > 0

äëÿ âåëèêèõ m ∈ N, i, òàêîæ,

dist (|f(C1
m)|, |f(C2

m)|) 6 |y∗m − y∗∗m | → 0

ïðè m→∞. Çà ëåìîþ 2.1.1

M(f(Γm)) = M(Γ(|f(C1
m)|, |f(C2

m)|, D ′))→∞

êîëè m→∞, ùî ñóïåðå÷èòü ñïiââiäíîøåííþ (2.31).

Òåîðåìà 2.3.1 íå âêàçó¹ íà ìîæëèâiñòü óñóíåííÿ içîëüîâàíî¨ ñèíãó-

ëÿðíîñòi âiäîáàæåííÿ f, äèâ. [60, ïðîïîçèöiÿ 6.3], õî÷à äëÿ êâàçiêîíôîð-

ìíèõ âiäîáðàæåíü, ÿê ó êîíêðåòíîìó âèïàäêó òàêèõ êëàñiâ, ìè âñå ùå

ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè îáãðóíòîâàíiñòü òåîðåìè 2.3.1 äëÿ f i g, äèâ. [79,

òåîðåìà 17.3]. ßê i ðàíiøå, ìåæà, çàìèêàííÿ, i íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ

âiäîáðàæåíü ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi ðîçøèðåíîãî ïðîñòîðó Rn.
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Çàóâàæåííÿ 2.3.1. Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.3.1

âèêîíó¹òüñÿ ïðè áiëüø ñëàáêèõ óìîâàõ íà âiäîáðàæåííÿ f, à ñàìå, äî-

ñòàòíüî âèìàãàòè óìîâó (1.6) ëèøå â êiíöåâié òî÷öi ãðàíè÷íî¨ ìíîæè-

òè C(g, y0).

Áiëüøå òîãî, íå òàê âàæëèâî âèìàãàòè óìîâó (1.6) â ∂D àáî â D.

Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî çà óìîâ òåîðåìè 2.3.1 ìè âèìàãà¹ìî ñïiââiäíî-

øåííÿ (1.6) íå íà ∂D, à ó êîæíié âíóòðiøíié òî÷öi x0 ∈ D. Ïîâòîðþþ÷è
äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîêðîêîâî â òîìó æ ïîðÿäêó, îòðèìà¹ìî (2.30). Òå-

ïåð íåõàé ak ∈ D, k = 1, 2, . . . , äåÿêà (äîâiëüíà) ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê,

ùî çáiãà¹òüñÿ äî x1 êîëè k → ∞ òàêà, ùî |ak − x1| < 1/k. Çàôiêñó¹ìî

x ∈ B(x1, ε1). Òîäi, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà |x−ak| 6 |x−x1|+|x1−ak| <
ε1 +1/k i, òîìó, B(x1, ε1) ⊂ B(ak, ε1 +1/k). Äàëi, äëÿ x ∈ B(ak, ε1 +2/k)

çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, ìà¹ìî:

|x− x1| 6 |x− ak|+ |ak − x1| < ε1 + 3/k .

Íåõàé k0 ∈ N äîñèòü âåëèêå, ùîá ε1 + 3/k < ε ∗1 ïðè k > k0. Òîäi

B(ak, ε1 + 2/k) ⊂ B(x1, ε
∗
1) ïðè k > k0. Ïîêëàâøè ε̃1 := ε1 + 1/(k0 + 1) i

ε̃2 := ε1 + 2/(k0 + 1), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

B(x1, ε1) ⊂ B(ak0+1, ε̃1) ⊂ B(ak0+1, ε̃2) ⊂ B(x1, ε
∗
1 ) . (2.32)

Àðãóìåíòóþ÷è àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ ôîðìóëè (2.30), çi ñïiââiäíîøåí-

íÿ (2.32) îòðèìà¹ìî

Γ(S(x1, ε
∗
1), S(x1, ε1), A(x1, ε1, ε

∗
1) ∩D) >

> Γ(S(ak0+1, ε̃1), S(ak0+1, ε̃2), A(ak0+1, ε̃1, ε̃2) ∩D) , (2.33)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

η(t) =

{
1/(ε̃2 − ε̃1), t ∈ [ε̃1, ε̃2],

0, t ∈ R \ [ε̃1, ε̃2] .

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ η çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.7) ïðè r1 = ε̃1 i r2 = ε̃2.
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Òîäi çà (1.6) â x0 := ak0+1, áåðó÷è äî óâàãè, ùî Q ∈ L1(D) òà ñïiââiäíî-

øåííÿ (2.30) i (2.33), ìà¹ìî:

M(f(Γm)) 6M(f(Γ(S(ak0+1, ε̃1), S(ak0+1, ε̃2), A(ak0+1, ε̃1, ε̃2) ∩D))) 6

6 ‖Q‖/(ε̃2 − ε̃1)
n <∞ , (2.34)

äå ‖Q‖ ïîçíà÷à¹ L1 -íîðìó Q â D. Îòæå, çàìiñòü (2.31) ìè ìà¹ìî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (2.34). Ðåøòà äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1, áàçó¹òüñÿ íà ïðîòè-

ði÷÷i (2.34) óìîâi ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi ó òî÷öi y0, áåç çìií.

2.4 Äåÿêi ïðèêëàäè

Íàâåäåíi íèæ÷å ïðèêëàäè, âèêîðèñòàíi â [75] äëÿ îïèñó òåîðåì 2.1.2

òà 2.3.1.

Ïðèêëàä 2.4.1. Ìè âæå çãàäóâàëè, ùî âiäîáðàæåííÿ, îáåðíåíi äî çàäà-

íîãî êëàñó, ìîæóòü âèÿâèòèñü êðàùèìè (àáî ãiðøèìè) íiæ âèõiäíèé êëàñ.

Öåé âèïàäîê ìîæëèâèé äëÿ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü, àëå öiëêîì

ðåàëüíèé äëÿ âiäíîñíî ïðîñòèõ âiäîáðàæåíü ç íåîáìåæåíîþ õàðàêòåðè-

ñòèêîþ.

Çàôiêñó¹ìî íîìåð p > 1 ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó n/p(n − 1) < 1.

Ïîêëàäåìî α ∈ (0, n/p(n−1)). Ïîçíà÷èìî fm ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü

îäèíè÷íî¨ êóëi íà êóëþ B(0, 2) :

fm(x) =

{
1+|x|α
|x| · x , 1/m 6 |x| 6 1,

1+(1/m)α

(1/m) · x , 0 < |x| < 1/m .

Çàóâàæèìî, ùî fm çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.6) ïðè Q =
(

1+|x|α
α|x|α

)n−1

ó êîæíié

òî÷öi x0 ∈ Bn, áiëüøå òîãî, Q ∈ Lp(Bn) äèâ., íàïðèêëàä, [25, äîâåäåííÿ

òåîðåìè 7.1].

Çà [83, ëåìà 4.3], êóëÿ B(0, 2) ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó. Çàóâàæèìî,

ùî âiäîáðàæåííÿ fm ôiêñó¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê îäèíè÷íî¨ êóëÿ
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ïðè êîæíîìó m > 2. Çà [75, òåîðåìà 2], ñiì'ÿ G = {gm}∞m=1, gm := f −1
m ,

¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â B(0, 2).

Çàóâàæèìî, ùî �îáåðíåíà� ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü F = {fm}∞m=1 íå îäíî-

ñòàéíî íåïåðåðâíà â Bn. Äiéñíî, |fm(xm) − fm(0)| = 1 + 1/m → 1 êîëè

m→∞, äå |xm| = 1/m. Çîêðåìà, öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ñiì'ÿ G ìiñòèòü

ñêií÷åííó êiëüêiñòü âiäîáðàæåíü gmk
:= f −1

mk
, fmk

∈ F, ùî íå çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó (1.6) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ Q ∈ L1 . Äiéñíî, â iíøîìó âèïàäêó,

çà òåîðåìîþ 2.1.2, ñiì'ÿ F ìà¹ áóòè îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â Bn.

Ïðèêëàä 2.4.2. Ñòîñîâíî òåîðåìè 2.3.1, ìè òàêîæ ìîæåìî ïîáóäóâàòè

ïðèêëàä, äóæå ñõîæèé íà òîé, ùî áóâ íàâåäåíèé âèùå. À ñàìå, çàçíà÷èìî

âèïàäîê, êîëè îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ïðîäîâæó¹òüñÿ çà íåïåðåðâíiñòþ â

içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi îáëàñòi òà âiäïîâiäíå ïðÿìå âiäîáðàæåííÿ âæå íå

ìà¹ öi¹¨ âëàñòèâîñòi.

Íåõàé p > 1, α ∈ (0, n/p(n− 1)) i e1 = (0, 0, . . . , 0, 1/2). Ðîçãëÿíåìî

âiäîáðàæåííÿ f îáëàñòi D := Bn \ {e1 ∪ 0} òàêèì ÷èíîì:

f(x) =
1 + |x|α

|x|
· x , x ∈ Bn \ {e1 ∪ 0} .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f êiëüöåâå Q -âiäîáðàæåííÿ Bn \{e1∪0}
íà A := {1 < |y| < 2} \ {e2}, äå Q(x) :=

(
1+r α

αr α

)n−1
, r = |x| (äèâ.,

íàïð., [60, ïðîïîçèöiÿ 6.3]). Áiëüøå òîãî, Q ∈ Lp(Bn). Çàóâàæèìî, ùî
f(e1) = (0, 0, . . . , 1+(1/2)α) := e2. Îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ g := f −1(y) =
y
|y|(|y| − 1)1/α ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó e2, g := y

|y|(|y| −
1)1/α, g : {1 < |y| < 2} → Bn \ {0} (iñíóâàííÿ öüîãî ïðîäîâæåííÿ òàêîæ
âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.3.1). Ç iíøîãî áîêó, âiäîáðàæåííÿ f := g−1, f :

Bn\{0} → {1 < |y| < 2}, íå ìà¹ íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó 0, ÿêà

¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ ìåæi îáëàñòi Bn\{0}. Îñòàííÿ îáñòàâèíà ïîâ'ÿçàíà
ç âiäñóòíiñòþ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ Q ∗(y), âäiíîñíî âiäîáðàæåííÿ g â

{1 < |y| < 2} â êîíòåêñòi íåðiâíîñòi (1.6).
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçâèíóòà òåîðiÿ âiäîáðàæåíü åâêëiäîâîãî ïðîñòî-

ðó:

1. Áóëà äîâåäåíà îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé âiäîáðàæåíü ó âíó-

òðiøíiõ òî÷êàõ âiäîáðàæåíü, îáåðíåíi äî ÿêèõ ¹ Q -ãîìåîìîðôiçìàìè (òå-

îðåìà 2.1.1) òà êiëüöåâèìè Q -ãîìåîìîðôiçìàìè (òåîðåìà 2.1.2) çà óìîâè,

ùî âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Q ç îçíà÷åíü öèõ êëàñiâ ¹ iíòåãðîâíîþ â D .

2. Äîâåäåíà òåîðåìà ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü (òåîðåìà 2.2.1)

ñiì'¨ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâîëüíÿþòü îáåðíåíó íå-

ðiâíiñòü Ïîëåöüêîãî ó êîæíié òî÷öi îáðàçó îáëàñòi çà óìîâè âèêîíàííÿ

ëîãàðèôìi÷íî¨ íåðiâíîñòi. Òàêîæ äîâåäåíèé íàñëiäîê òåîðåìè ó âèïàäêó,

êîëè f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì â D (íàñëiäîê 2.2.1).

3. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. ùîäî ìîæëèâîñòi ïðîäîâæåííÿ ãîìåîìîðôi-

çìiâ ìiæ îáëàñòÿìè D ′ íà D åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó, îáåðíåíi äî ÿêèõ ¹

êiëüöåâèìè Q−âiäîáðàæåííÿìè â x0 ∈ ∂D çà óìîâè iíòåãðîâíîñòi ôóí-

êöi¨ Q .
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ÐÎÇÄIË 3

ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÏÐßÌÈÕ ÒÀ ÎÁÅÐÍÅÍÈÕ

ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ ÅÂÊËIÄÎÂÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎÐÓ ÍÀ

ÌÅÆI ÒÀ Â ÇÀÌÈÊÀÍÍI ÎÁËÀÑÒI

Ó äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü

ìiæ îáëàñòÿìè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.

Ó ðîçäiëi ìiñòèòüñÿ 4 ïiäðîçäiëè, ó ïåðøîìó ç ÿêèõ éäåòüñÿ ïðî ìå-

æîâó ïîâåäiíêó âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî. Ó äðó-

ãîìó ïiäðîçäiëi áóëà äîñëiäæåíà îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ãîìåîìîðôi-

çìiâ â çàìèêàííi îáëàñòi. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíà îäíîñòàéíà íå-

ïåðåâíiñòü âiäîáðàæåíü ó çàìèêàííi îáëàñòi ó âèïàäêó çìiííèõ îáëàñòåé.

Íàðåøòi, â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ëîêàëüíó i ìåæîâó

ïîâåäiíêó âiäîáðàæåíü â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ.

3.1 Ìåæîâà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ

íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî

Ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ìåæîâî¨ ïîâåäiíêè âiäîáðàæåíü ç îáåðíå-

íîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî, íàâåäåíi äàëi, áóëè îïóáëiêîâàíi â [75]. Ñôîð-

ìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ, íåîáõiäíi íàì äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

ïiäðîçäiëó.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [32, ïðîïîçè-

öiÿ 1].

Ëåìà 3.1.1. Íåõàé n > 2, i D îáëàñòü â Rn ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é

ìåæi. Òîäi áóäü-ÿêi äâi ïàðè òî÷îê a ∈ D, b ∈ D i c ∈ D, d ∈ D, òàêi,
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ùî a 6= c i b 6= d ìîæíà ç'¹äíàòè íåïåðåñi÷íèìè êðèâèìè γ1 : [0, 1] →
D i γ2 : [0, 1] → D òàê, ùî γi(t) ∈ D äëÿ âñiõ t ∈ (0, 1) i i = 1, 2, òà

γ1(0) = a, γ1(1) = b, γ2(0) = c i γ2(1) = d.

Ìè äîâîäèìî îäíå âàæëèâå òîïîëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ïðî íàáëèæåí-

íÿ îáðàçó êîíòèíóóìà äî ìåæi îáëàñòi. Çàóâàæèìî, ùî ñõîæi òâåðäæåí-

íÿ âiäîìi äëÿ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü, äèâ., íàïðèêëàä, [79, òåîðå-

ìè 21.13 i 21.14]. Îäíàê, ìè äîâîäèìî öåé ðåçóëüòàò äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ

êëàñiâ âiäîáðàæåíü òà çà íàøîþ âëàñíîþ ñõåìîþ äîâåäåííÿ, âiäìiííîþ

âiä [79]. Ñåíñ öüîãî òâåðäæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îáðàç ôiêñîâàíîãî

êîíòèíóóìà ïðè âiäîáðàæåííi, ùî çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (1.6) íå ìîæå íà-

áëèçèòèñÿ äî ìåæi îáëàñòi îáðàçó, ÿêùî öÿ îáëàñòü ìà¹ äåÿêi ¾ãàðíi¿ âëà-

ñòèâîñòi i äiàìåòð îáðàçó êîíòèíóóìà îáìåæåíèé çíèçó (äèâ. äîâåäåííÿ

â [75, ëåìà 4.1]).

Ëåìà 3.1.2. Íåõàé n > 2, à D � îáëàñòü, îáìåæåíà â Rn, i íåõàé D ′

äåÿêà îáëàñòü â Rn. Ïðèïóñòèìî, ùî D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ∂D, D ′ ìà¹

ñëàáêî ïëîñêó ìåæó, Q ∈ L1(D) i, áiëüøå òîãî, æîäíà êîìïîíåíòà ìíî-

æèíè ∂D ′ íå âèðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó. Íåõàé fm : D → D ′ ïîñëiäîâíiñòü

ãîìåîìîðôiçìiâ îáëàñòi D íà D ′, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.6)

â D ç îäíi¹þ ôóíêöi¹þ Q.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì A ⊂ D i ÷èñëî δ > 0 òàêå,

ùî h(fm(A)) > δ > 0 äëÿ âñiõ m = 1, 2, . . . , äå, ÿê çàçâè÷àé, h(fm(A))

âèçíà÷åíèé â (2.14). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî δ1 > 0 òàêå, ùî

h(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0 ∀ m ∈ N ,

äå h(fm(A), ∂D ′) = inf
x∈fm(A),y∈∂D ′

h(x, y).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè D îáìåæåíà îáëàñòü i, áiëüøå òîãî, fm(D) = D ′,

m = 1, 2, . . . , òîäi ∂D ′ 6= ∅. Òàêèì ÷èíîì, âiäñòàíü h(fm(A), ∂D ′) âè-

çíà÷åíà.
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Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî âèñíîâîê ëå-

ìè íå âiðíèé. Òîäi äëÿ êîæíîãî k ∈ N iñíó¹ äåÿêèé íîìåð m = mk òàêèé,

ùî h(fmk
(A), ∂D ′) < 1/k. Çâè÷àéíî, ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî ïîñëi-

äîâíiñòü mk çðîñòà¹ ïî k. Îñêiëüêè Rn êîìïàêò, òîìó ìíîæèíà ∂D ′ ¹

òàêîæ êîìïàêòîì ó ðîçøèðåíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Çàóâàæèìî, ùî

ìíîæèíà fmk
(A) ¹ êîìïàêòîì, ÿê íåïåðåðâíèé îáðàç êîìïàêòíî¨ ìíîæè-

íè A ⊂ D ïðè âiäîáðàæåííi fmk
. Ó öüîìó âèïàäêó, iñíóþòü åëåìåíòè

xk ∈ fmk
(A) i yk ∈ ∂D ′ òàêi, ùî h(fmk

(A), ∂D ′) = h(xk, yk) < 1/k .

Îñêiëüêè ∂D ′ êîìïàêòíà ìíîæèíà, ìè ìîæåìî çàóâàæèòè, ùî yk →
y0 ∈ ∂D ′ êîëè k →∞; òîäi òàêîæ

xk → y0 ∈ ∂D ′, k →∞ .

Íåõàé K0 � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè ∂D ′, ùî ìiñòèòü y0. Î÷åâè-

äíî, ùî K0 êîíòèíóóì â Rn. Îñêiëüêè D ′ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó,

âiäîáðàæåííÿ gmk
:= f −1

mk
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-

æåíü gmk
: D ′ → D (äèâ. [35, òåîðåìà 3]). Áiëüøå òîãî, gmk

¹ ðiâíîìið-

íî íåïåðåðâíèìè íà ìíîæèíi D ′ äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî k, îñêiëüêè

âiäîáðàæåííÿ gmk
¹ íåïåðåðâíèìè íà êîìïàêòíié ìíîæèíi D ′. Ó öüîìó

âèïàäêó, äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ δk = δk(ε) < 1/k òàêå, ùî

|gmk
(x)− gmk

(x0)| < ε ∀ x, x0 ∈ D ′, h(x, x0) < δk , δk < 1/k . (3.1)

Îáåðåìî ε > 0 òàê, ùîá

ε < (1/2) · dist (∂D,A) . (3.2)

Ïîçíà÷èìî Bh(x0, r) = {x ∈ Rn : h(x, x0) < r}. Äëÿ çàäàíîãî k ∈ N,
ïîêëàäåìî

Bk :=
⋃

x0∈K0

Bh(x0, δk) , k ∈ N .

Îñêiëüêè ìíîæèíà Bk ¹ îêîëîì êîíòèíóóìà K0, çà [51, ëåìà 2.2] iñíó¹

îêië Uk ìíîæèíè K0, òàêèé, ùî Uk ⊂ Bk i Uk∩D ′ çâ'ÿçíèé. Áåç îáìåæå-
ííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî Uk âiäêðèòà ìíîæèíà, òîìó Uk∩D ′
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òàêîæ ëiíiéíî çâ'ÿçíà (äèâ. [60, ïðîïîçèöiÿ 13.1]). Íåõàé h(K0) = m0. Ó

öüîìó âèïàäêó, iñíóþòü z0, w0 ∈ K0 òàêi, ùî h(K0) = h(z0, w0) = m0.

Îòæå, iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi yk ∈ Uk ∩D ′, zk ∈ Uk ∩D ′ i wk ∈ Uk ∩D ′

òàêi, ùî zk → z0, yk → y0 i wk → w0 êîëè k →∞. Ìè ìîæåìî ââàæàòè,

ùî

h(zk, wk) > m0/2 ∀ k ∈ N . (3.3)

Îñêiëüêè ìíîæèíà Uk ∩ D ′ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíîþ, ìè ìîæåìî ïîñëiäîâíî

ç'¹äíàòè òî÷êè zk, yk i wk êðèâèìè γk òàêèìè, ùî γk ∈ Uk ∩ D ′. ßê
çàçâè÷àé, ïîçíà÷èìî ÷åðåç |γk| ìíîæèíó òî÷îê êðèâî¨ γk â îáëàñòi D ′.

Òîäi gmk
(|γk|) ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ â îáëàñòi D. ßêùî x ∈ |γk|,

òîäi iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ K0 òàêà. ùî x ∈ B(x0, δk). Ïîêëàäåìî ω ∈ A ⊂
D. Îñêiëüêè x ∈ |γk| i, áiëüøå òîãî, x âíóòðiøíÿ òî÷êà îáëàñòi D ′,

ìè ìîæåìî ïèñàòè òóò gmk
(x) çàìiñòü gmk

(x). Çà ñïiââiäíîøåííÿì (3.1)

i (3.2), à òàêîæ çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, äëÿ äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N
ìà¹ìî:

|gmk
(x)− ω| > |ω − gmk

(x0)| − |gmk
(x0)− gmk

(x)| >

> dist (∂D,A)− (1/2) · dist (∂D,A) = (1/2) · dist (∂D,A) > ε , (3.4)

äå dist (∂D,A) := inf
x∈∂D,y∈A

|x − y|. Âçÿâøè inf ó ñïiââiäíîøåííi (3.4) ïî

âñiõ x ∈ |γk| i ω ∈ A, îòðèìà¹ìî, ùî

dist (gmk
(|γk|), A) := inf

x∈gmk (|γk|),y∈A
|x− y| > ε, ∀ k = 1, 2, . . . . (3.5)

Ïîêðè¹ìî êîíòèíóóì A êóëÿìè B(x, ε/4), x ∈ A. Îñêiëüêè A êîì-

ïàêòíà ìíîæèíà, ìîæíà ââàæàòè, ùî A ⊂
M0⋃
i=1

B(xi, ε/4), xi ∈ A, i =

1, 2, . . . ,M0, 1 6 M0 < ∞. Çà îçíà÷åííÿì, M0 çàëåæèòü ëèøå âiä A,

çîêðåìà, M0 íå çàëåæèòü âiä k. Ìè âñòàíîâèëè, ùî

Γk := Γ(A, gmk
(|γk|), D) . (3.6)

Çàóâàæèìî, ùî

Γk =

M0⋃
i=1

Γki , (3.7)
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äå Γki ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ êðèâèõ γ : [0, 1] → D, ùî íàëåæàòü ñiì'¨ Γk,

òàêèõ, ùî γ(0) ∈ B(xi, ε/4) i γ(1) ∈ gmk
(|γk|). Çàðàç ìè ïîêàæåìî, ùî

Γki > Γ(S(xi, ε/4), S(xi, ε/2), A(xi, ε/4, ε/2)) . (3.8)

Ñïðàâäi, íåõàé γ ∈ Γki, iíøèìè ñëîâàìè, γ : [0, 1]→ D, γ(0) ∈ B(xi, ε/4)

i γ(1) ∈ gmk
(|γk|). Çà (3.5), |γ| ∩ B(xi, ε/4) 6= ∅ 6= |γ| ∩ (D \ B(xi, ε/4)).

Òîìó, çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] iñíó¹ 0 < t1 < 1 òàêå, ùî γ(t1) ∈ S(xi, ε/4).

Ìîæíà ââàæàòè, ùî γ(t) 6∈ B(xi, ε/4) äëÿ t > t1. Ïîêëàäåìî γ1 := γ|[t1,1].

Çà (3.5), |γ1| ∩ B(xi, ε/2) 6= ∅ 6= |γ1| ∩ (D \ B(xi, ε/2)). Òàêèì ÷èíîì,

çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] iñíó¹ t1 < t2 < 1, ùî γ(t2) ∈ S(xi, ε/2). Ìîæåìî

ââàæàòè, ùî γ(t) ∈ B(xi, ε/2) äëÿ t < t2. Ïîêëàäåìî γ2 := γ|[t1,t2]. Òîäi,

êðèâà γ2 ¹ ïiäêðèâîþ êðèâî¨ γ, ùî íàëåæèòü ñiì'¨

Γ(S(xi, ε/4), S(xi, ε/2), A(xi, ε/4, ε/2)).

Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (3.8) âñòàíîâëåíå.

Ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ, ÿê i ðàíiøå, áàçóþòüñÿ óñïiøíîìó âèáîði äîïó-

ñòèìî¨ ôóíêöi¨ η. Ïîêëàäåìî

η(t) =

{
4/ε, t ∈ [ε/4, ε/2],

0, t 6∈ [ε/4, ε/2] .

Çàóâàæèìî, ùî η çàäîâîëüíÿ¹ (1.7) ïðè r1 = ε/4 i r2 = ε/2. Òîäi, çãiäíî

ç îçíà÷åííÿì Q -ãîìåîìîðôiçìà ó òî÷öi xi, îòðèìà¹ìî

M(fmk
(Γ(S(xi, ε/4), S(xi, ε/2)), A(xi, ε/4, ε/2))) 6 (4/ε)n · ‖Q‖1 < c <∞ ,

(3.9)

äå c äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, à ‖Q‖1 öå L1 -íîðìà ôóíêöi¨ Q â D. Çà (3.7),

(3.8) i (3.9), âèêîðèñòîâóþ÷è íàïiâàäèòèâíiñòü ìîäóëÿ, îòðèìó¹ìî, ùî

M(fmk
(Γk)) 6

4nM0

εn

∫
D

Q(x) dm(x) 6 c ·M0 <∞ . (3.10)

Îöiíêà (3.10) ñóïåðå÷èòü ñëàáêié ïëîñêîñòi íà ìåæi D ′. Äiéñíî, íåõàé

P > c · M0 i U = Bh(y0, r0) = {y ∈ Rn : h(y, y0) < r0}, äå 0 < r0 <
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min{δ/4,m0/4}, δ ÷èñëî ç óìîâ ëåìè òà h(K0) = m0. Çàóâàæèìî, ùî

|γk| ∩ U 6= ∅ 6= |γk| ∩ (D ′ \ U) äëÿ äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N, îñêiëüêè
h(|γk|) > m0/2 > m0/4, yk ∈ |γk| i yk → y0 êîëè k → ∞. Àíàëîãi÷íî,
fmk

(A)∩U 6= ∅ 6= fmk
(A)∩ (D ′ \U). Îñêiëüêè |γk| i fmk

(A) êîíòèíóóìè,

ìà¹ìî:

fmk
(A) ∩ ∂U 6= ∅, |γk| ∩ ∂U 6= ∅ , (3.11)

äèâ. [11, òåîðåìà 1.I.5.46]. Äëÿ çàäàíîãî P > 0, íåõàé V ⊂ U îêië òî÷êè

y0, ç îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi ìåæi. Òîäi, ìà¹ìî, ùî

M(Γ(E,F,D ′)) > P (3.12)

äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D ′ ùî E ∩ ∂U 6= ∅ 6= E ∩ ∂V i

F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V. Çàóâàæèìî,ùî

fmk
(A) ∩ ∂V 6= ∅, |γk| ∩ ∂V 6= ∅ (3.13)

äëÿ äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N. Äiéñíî, yk ∈ |γk|, xk ∈ fmk
(A), äå xk, yk →

y0 ∈ V êîëè k →∞. Òîìó, |γk|∩V 6= ∅ 6= fmk
(A)∩V äëÿ âåëèêèõ k ∈ N.

Êðiì òîãî, ìà¹ìî h(V ) 6 h(U) 6 2r0 < m0/2. Çà (3.3), h(|γk|) > m0/2,

îñêiëüêè, |γk|∩(D ′\V ) 6= ∅. Òàêèì ÷èíîì, çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46], |γk|∩
∂V 6= ∅. Àíàëîãi÷íî, h(V ) 6 h(U) 6 2r0 < δ/2. Îñêiëüêè h(fmk

(A)) > δ,

îòðèìà¹ìî, ùî fmk
(A) ∩ (D ′ \ V ) 6= ∅. Çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46], ìà¹ìî:

fmk
(A) ∩ ∂V 6= ∅. Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (3.13) âñòàíîâëåíå.

Çà (3.11), (3.12) i (3.13), ìà¹ìî:

M(Γ(fmk
(A), |γk|, D ′)) > P . (3.14)

Çàóâàæèìî, ùî Γ(fmk
(A), |γk|, D ′) = fmk

(Γ(A, gmk
(|γk|), D)) = fmk

(Γk).

Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (3.14) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

M(Γ(fmk
(A), |γk|, D ′)) = M(fmk

(Γk)) > P > c ·M0 . (3.15)

Ó öüîìó âèïàäêó, çà (3.10) i (3.15), ìè ìà¹ìî îäíî÷àñíî M(fmk
(Γk)) >

c ·M0 i M(fmk
(Γk)) 6 c ·M0 äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ k ∈ N. Îòðèìàíå

ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà õèáíiñòü ïðèïóùåííÿ h(fmk
(A), ∂D ′) < 1/k . Ëåìà

äîâåäåíà.
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3.2 Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé ãîìåîìîðôi-

çìiâ â çàìèêàííi îáëàñòi

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè, ñòîñîâíî ïîâåäiíêè â çàìèêàííi îáëà-

ñòi âiäîáðàæåíü, îáåðåíåíi äî ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1.5)

áóëî ïðåäñòàâëåíå â [29, ëåìà 4.1].

Ñõåìà äîâåäåííÿ ëåìè 3.2.1 ïîäàíî¨ íèæ÷å ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹ ñõåìó

äîâåäåííÿ 3.1.2 i òîìó íå íàâîäèòüñÿ.

Ëåìà 3.2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü D ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíà íà

D, D i D ′ � êîìïàêòè â Rn, n > 2, D ′ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó,

Q ∈ L1(D) i æîäíà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ìåæi ∂D ′ íå âèðîäæó¹òüñÿ

â òî÷êó. Íåõàé fm : D → D ′ � ïîñëiäîâíiñòü ãîìåîìîðôiçìiâ îáëàñòi

D íà îáëàñòü D ′ ç óìîâîþ (1.5). Íåõàé òàêîæ çíàéäóòüñÿ êîíòèíóóì

A ⊂ D i ÷èñëî δ > 0 òàêi, ùî diam fm(A) > δ > 0 ïðè âñiõ m = 1, 2, . . . .

Òîäi çíàéäåòüñÿ δ1 > 0 òàêå, ùî

dist (fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0 ∀ m ∈ N .

Äëÿ ÷èñëà δ > 0, îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, êîíòèíóóìà A ⊂ D

i äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ Q : Rn → [1,∞], Q(x) ≡ 0 ïðè

x 6∈ D, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sδ,A,Q(D,D ′) ñiì'þ âñiõ âiäîáðàæåíü g : D ′ → D

òàêèõ, ùî f = g−1 � ãîìåîìîðôiçì îáëàñòi D íà D ′ ç óìîâîþ (1.5),

ïðè öüîìó, diam f(A) > δ. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå

â [29, òåîðåìà 1.2].

Òåîðåìà 3.2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà ó âñiõ

ìåæîâèõ òî÷êàõ, D i D ′ � êîìïàêòè â Rn, à îáëàñòü D ′ ìà¹ ñëàáêî

ïëîñêó ìåæó. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî áóäü-ÿêà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíî-

ñòi ∂D ′ ìiñòèòü íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì. ßêùî Q ∈ L1(D), òî

êîæíå âiäîáðàæåííÿ g ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) ïðîäîâæó¹òüñÿ çà íåïåðåðâíi-

ñòþ äî âiäîáðàæåííÿ g : D ′ → D, g|D ′ = g, ïðè öüîìó, g(D ′) = D
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i ñiì'ÿ Sδ,A,Q(D,D ′), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü

g : D ′ → D, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D ′.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè D ′ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó ìåæó, êîæíå g ∈ Sδ,A,Q(D,D ′)

ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ g : D ′ → D (äèâ. [60, òåî-

ðåìà 4.6]).

Ïåðåâiðèìî ðiâíiñòü g(D ′) = D. Ñïðàâäi, çà îçíà÷åííÿì g(D ′) ⊂ D.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ D ⊂ g(D ′). Íåõàé x0 ∈ D,

òîäi ïîêàæåìî, ùî x0 ∈ g(D ′). ßêùî x0 ∈ D, òî àáî x0 ∈ D, àáî

x0 ∈ ∂D. ßêùî x0 ∈ D, òî äîâîäèòè íåìà¹ ÷îãî, òàê ÿê çà óìîâîþ

g(D ′) = D. Íåõàé òåïåð x0 ∈ ∂D, òîäi çíàéäóòüñÿ xk ∈ D i yk ∈ D ′ òàêi,
ùî xk = g(yk) i xk → x0 ïðè k → ∞. Îñêiëüêè D ′ � êîìïàêò, ìîæíà

ââàæàòè, ùî yk → y0 ∈ D ′ ïðè k →∞. Òàê ÿê f = g−1 � ãîìåîìîðôiçì,

òî y0 ∈ ∂D ′. Îñêiëüêè g−1 íåïåðåðâíå â D ′, g(yk) → g(y0). Îäíàê, â

òàêîìó âèïàäêó, g(y0) = x0, òîìó, ùî g(yk) = xk i xk → x0, k → ∞.
Îòæå, x0 ∈ g(D ′). Âêëþ÷åííÿ D ⊂ g(D ′) äîêàçàíî i, îòæå, D = g(D ′),

ùî i òðåáà áóëî âñòàíîâèòè.

Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü Sδ,A,Q(D,D ′) ó âíóòði-

øíiõ òî÷êàõ D ′ � ðåçóëüòàò òåîðåìè 2.1.1. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî öÿ

ñiì'ÿ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â ìåæîâèõ òî÷êàõ. Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ âiä

ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ òî÷êà z0 ∈ ∂D ′, ÷èñëî ε0 > 0

i ïîñëiäîâíîñòi zm ∈ D ′, zm → z0 ïðè m→∞ i gm ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) òàêi,

ùî

|gm(zm)− gm(z0)| > ε0, m = 1, 2, . . . . (3.16)

Ïîêëàäåìî gm := gm|D ′. Òàê ÿê gm çà íåïåðåðâíiñòþ ïðîäîâæó¹òüñÿ íà

ìåæó D ′, ìîæíà ââàæàòè, ùî zm ∈ D ′ i, îòæå, gm(zm) = gm(zm). Êðiì

òîãî, çíàéäåòüñÿ ùå îäíà ïîñëiäîâíiñòü z ′m ∈ D ′, z ′m → z0 ïðè m → ∞,
òàêà, ùî |gm(z ′m) − gm(z0)| → 0 ïðè m → ∞. Òàê ÿê D � êîìïàêò,

ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi gm(zm) i gm(z0) çáiãàþòüñÿ ïðè

m → ∞. Íåõàé gm(zm) → x1 i gm(z0) → x2 ïðè m → ∞. Çà íåïå-

ðåðâíiñòþ ìîäóëÿ iç (3.16) âèïëèâà¹, ùî x1 6= x2, áiëüøå òîãî, òàê ÿê
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ãîìåîìîðôiçìè çáåðiãàþòü ìåæó, x2 ∈ ∂D. Íåõàé x1 i x2 � äîâiëüíi ðiçíi

òî÷êè êîíòèíóóìà A, æîäíà ç ÿêèõ íå çáiãà¹òüñÿ ç x1. Çà ëåìîþ 3.1.1

ìîæíà ç'¹äíàòè òî÷êè x1 i x1 êðèâîþ γ1 : [0, 1] → D, à òî÷êè x2 i x2

� êðèâîþ γ2 : [0, 1] → D òàê, ùî |γ1| ∩ |γ2| = ∅, γi(t) ∈ D ïðè âñiõ

t ∈ (0, 1), i = 1, 2, γ1(0) = x1, γ1(1) = x1, γ2(0) = x2 i γ2(1) = x2. Òàê

ÿê D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi, çíàéäóòüñÿ îêîëè U1 i U2 òî÷îê x1

i x2, çàìèêàííÿ ÿêèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òàêi ùî Wi := D ∩ Ui � ëiíiéíî
çâ'ÿçíà ìíîæèíà. Çìåíøóþ÷è îêîëè Ui, çà íåîáõiäíîñòi, ìè ìîæåìî ââà-

æàòè, ùî U1∩|γ2| = ∅ = U2∩|γ1|. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî
ââàæàòè, ùî gm(zm) ∈ W1 i gm(z ′m) ∈ W2 ïðè âñiõ m ∈ N. Íåõàé a1 i a2

� äîâiëüíi òî÷êè, ùî íàëåæàòü |γ1| ∩W1 i |γ2| ∩W2. Íåõàé t1, t2 òàêi, ùî

γ1(t1) = a1 i γ2(t2) = a2. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êó a1 ç òî÷êîþ gm(zm) êðèâîþ

αm : [t1, 1] → W1 òàêîþ, ùî αm(t1) = a1 i αm(1) = gm(zm). Àíàëîãi÷íî,

ç'¹äíà¹ìî òî÷êó a2 ç òî÷êîþ gm(z ′m) êðèâîþ βm : [t2, 1]→ W2 òàêîþ, ùî

βm(t2) = a2 i βm(1) = gm(z ′m) .

Ïîêëàäåìî òåïåð

C1
m(t) =

{
γ1(t), t ∈ [0, t1],

αm(t), t ∈ [t1, 1]
, C2

m(t) =

{
γ2(t), t ∈ [0, t2],

βm(t), t ∈ [t2, 1]
.

Íåõàé, ÿê çâè÷àéíî, |C1
m| i |C2

m| � íîñi¨ êðèâèõ C1
m i C2

m, âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî, ùî çà ïîáóäîâîþ |C1
m| i |C2

m| � äâà íåïåðåñi÷íi êîíòèíóóìè
â D, ïðè÷îìó dist (|C1

m|, |C2
m|) > l0 > 0 ïðè âñiõ m = 1, 2, . . . . Ìîæíà

âçÿòè, íàïðèêëàä,

l0 = min{dist (|γ1|, |γ2|), dist (|γ1|, U2), dist (|γ2|, U1), dist (U1, U2)}.

Íåõàé òåïåð Γm � ñiì'ÿ êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü |C1
m| i |C2

m| â D. Òîäi

ôóíêöiÿ

ρ(x) =

{
1
l0
, x ∈ D

0, x /∈ D

¹ äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γm, îñêiëüêè
∫
γ

ρ(x)|dx| > l(γ)
l0

> 1 äëÿ γ ∈ Γm

(äå l(γ) ïîçíà÷à¹ äîâæèíó êðèâî¨ γ ). Çà óìîâîþ âiäîáðàæåííÿ fm, fm =
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g−1
m , çàäîâîëüíÿþòü (1.5) ïðè Q ∈ L1(D), ç îãëÿäó íà ùî ìà¹ìî:

M(fm(Γm)) 6
1

ln0

∫
D

Q(x) dm(x) := c = c(l0, Q) <∞ . (3.17)

Ç iíøîãî áîêó, çà ëåìîþ 3.2.1 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ1 > 0 òàêå, ùî âèêî-

íó¹òüñÿ dist (fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0, m = 1, 2, . . . . Çâiäñè îòðèìà¹ìî,

ùî

diam fm(|C1
m|) > |zm − fm(x1)| > (1/2) · dist (fm(A), ∂D ′) > δ1/2 ,

diam fm(|C2
m|) > |z ′m − fm(x2)| >

> (1/2) · dist (fm(A), ∂D ′) > δ1/2 (3.18)

ïðè äåÿêîìó M0 ∈ N i âñiõ m >M0.

Îáåðåìî â òî÷öi z0 ∈ ∂D ′ êóëþ U := B(z0, r0), äå r0 > 0 i r0 <

δ1/4, äå δ1 � ÷èñëî iç ñïiââiäíîøåíü â (3.18). Çàóâàæèìî, ùî fm(|C1
m|) ∩

U 6= ∅ 6= fm(|C1
m|) ∩ (D ′ \ U) ïðè äîñèòü âåëèêèõ m ∈ N, îñêiëüêè

diam fm(|C1
m|) > δ1/2 i zm ∈ fm(|C1

m|), zm → z0 ïðè m→∞. Àíàëîãi÷íî
ìiðêóþ÷è, ìà¹ìî fm(|C2

m|)∩U 6= ∅ 6= fm(|C2
m|)∩(D ′\U). Òàê ÿê fm(|C1

m|)
i fm(|C2

m|) � êîíòèíóóìè, òî

fm(|C1
m|) ∩ ∂U 6= ∅, fm(|C2

m|) ∩ ∂U 6= ∅ , (3.19)

äèâ. [11, òåîðåìà 1.I, ãë. 5, � 46]. Äëÿ ôiêñîâàíîãî P > 0, íåõàé äàëi

V ⊂ U � îêië òî÷êè z0, ç îçíà÷åííÿ ñëàáêî ïëîñêî¨ ìåæi, òîáòî, òàêèé,

ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D ′ ç óìîâîþ E∩∂U 6= ∅ 6= E∩∂V
i F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(Γ(E,F,D ′)) > P . (3.20)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîñèòü âåëèêèõ m ∈ N

fm(|C1
m|) ∩ ∂V 6= ∅, fm(|C2

m|) ∩ ∂V 6= ∅ . (3.21)

Ñïðàâäi, zm ∈ fm(|C1
m|), z ′m ∈ fm(|C2

m|), äå zm, z ′m → z0 ∈ V ïðè m →
∞, òîìó fm(|C1

m|)∩V 6= ∅ 6= fm(|C2
m|)∩V ïðè âåëèêèõ m ∈ N. Êðiì òîãî,
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diamV 6 diamU = 2r0 < δ1/2 i, îñêiëüêè diamfm(|C1
m|) > δ1/2 ç îãëÿäó

íà (3.18), ìà¹ìî, ùî fm(|C1
m|) ∩ (D ′ \ V ) 6= ∅. Òîäi fm(|C1

m|) ∩ ∂V 6=
∅ (äèâ. [11, òåîðåìà 1.I, ãë. 5, � 46]). Àíàëîãi÷íî, diamV 6 diamU =

2r0 < δ1/2 i, îñêiëüêè diam fm(|C2
m|) > δ1/2 ç îãëÿäó íà (3.18), ìà¹ìî,

ùî fm(|C2
m|) ∩ (D ′ \ V ) 6= ∅. Òîäi çà [11, òåîðåìà 1.I, ãë. 5, � 46] ìà¹ìî:

fm(|C2
m|) ∩ ∂V 6= ∅. Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (3.21) äîâåäåíå.

Çãiäíî ç (3.20) i âðàõîâóþ÷è (3.19) i (3.21), ìè ìà¹ìî, ùî

M(fm(Γm)) = M(Γ(fm(|C1
m|), fm(|C2

m|), D ′)) > P ,

ùî ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (3.17). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà õèáíiñòü

ïðèïóùåííÿ, çðîáëåíîãî â (3.16). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Âèïàäîê ïîâåäiíêè êiëüöåâèõ ãîìåîìîðôiçìiâ â çàìèêàííi îáëàñòi öå

îäèí iç ðåçóëüòàòiâ ñòàòòi [75, òåîðåìà 1.2]. Öiëêîì ïðèðîäíî, ùî â íàñòó-

ïíié òåîðåìi 3.2.2, áiëüøå óìîâ, íiæ ó òåîðåìi 2.1.2. Äiéñíî, äëÿ òîãî, ùîá

ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü áóëà îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ íà ìåæi îáëàñòi ïîòðiáíî,

ïðèíàéìíi, ùîá áóëî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó îáëàñòi. Îäíàê,

íàâiòü äëÿ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü îäèíè÷íîãî êðóãà öÿ âëàñòèâiñòü ìî-

æå ïîðóøóâàòèñü, ÿêùî ìåæà îáëàñòi îáðàçó çàíàäòî ¾ïîãàíà¿.

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé n > 2, i D îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ëîêàëü-

íî çâ'ÿçíà ó âñiõ ñâî¨õ ìåæîâèõ òî÷êàõ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìåæà îáëà-

ñòi D ′ ñëàáêî ïëîñêà; áiëüøå òîãî, æîäíà êîìïîíåíòà ∂D ′ íå âè-

ðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó. ßêùî Q ∈ L1(D), òîäi êîæíå âiäîáðàæåííÿ

g ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ g : D ′ → D, òàêå, ùî

g(D ′) = D, ïðè÷îìó ñiì'ÿ Sδ,A,Q(D,D ′), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïðîäîâ-

æåíèõ òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåíü, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D ′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g ∈ Sδ,A,Q(D,D ′). Îñêiëüêè D ′ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó

ìåæó, g ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ g : D ′ → D

(äèâ. [35, òåîðåìà 3], äèâ òàêîæ [60, òåîðåìà 4.6]).
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Òåïåð ïåðåâiðèìî ðiâíiñòü g(D ′) = D. Äiéñíî, çà îçíà÷åííÿì, g(D ′) ⊂
D. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ D ⊂ g(D ′). Íåõàé x0 ∈
D. Òåïåð, ïîêàæåìî, ùî x0 ∈ g(D ′). ßêùî x0 ∈ D, òîäi àáî x0 ∈ D,

àáî x0 ∈ ∂D. Ó âèïàäêó, êîëè x0 ∈ D âèêîíàííÿ î÷åâèäíå, îñêiëü-

êè g(D ′) = D çà óìîâàìè òåîðåìè. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè

x0 ∈ ∂D. Òîäi, iñíóþòü xk ∈ D i yk ∈ D ′ òàêi, ùî xk = g(yk) i xk → x0

êîëè k → ∞. Îñêiëüêè D ′ êîìïàêòíà ìíîæèíà ðîçøèðåíîãî åâêëiäî-

âîãî ïðîñòîðó, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî yk → y0 ∈ D ′ êîëè k → ∞.
Îñêiëüêè f = g−1 ãîìåîìîðôiçì, y0 ∈ ∂D ′. Òàê ÿê âiäîáðàæåííÿ g−1

íåïåðåðâíå â D ′, ìà¹ìî g(yk) → g(y0) êîëè k → ∞. Îäíàê, ó öüîìó

âèïàäêó, g(y0) = x0, òîìó, ùî g(yk) = xk i xk → x0 êîëè k →∞. Òîìó,
x0 ∈ g(D ′). Âêëþ÷åííÿ D ⊂ g(D ′) äîâåäåíå. Íàðåøòi, ñïiââiäíîøåííÿ

D = g(D ′) òàêîæ âñòàíîâëåíå.

Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ Sδ,A,Q(D,D ′) â îáëàñòi D ′ öå òâåð-

äæåííÿ òåîðåìè 2.1.2. Çàëèøà¹òüñÿ âñòàíîâèòè, ùî öÿ ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü

¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â ìåæîâèõ òî÷êàõ îáëàñòi D ′.

Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ

âèùå íå âiðíå. Òîäi iñíóþòü òî÷êà z0 ∈ ∂D ′, äîäàòíå ÷èñëî ε0 > 0,

ïîñëiäîâíiñòü zm ∈ D ′, ùî çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè z0 i âiäîáðàæåííÿ gm ∈
Sδ,A,Q(D,D ′) òàêi, ùî

|gm(zm)− gm(z0)| > ε0, m = 1, 2, . . . . (3.22)

Ïîêëàäåìî gm := gm|D ′. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ gm ìàþòü íåïåðåðâíå

ïðîäîâæåííÿ â ∂D ′, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî zm ∈ D ′ i, áiëüøå òîãî,

gm(zm) = gm(zm). Êðiì òîãî, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü z ′m ∈ D ′ ç óìîâîþ
z ′m → z0 êîëè m → ∞, òàêà, ùî |gm(z ′m) − gm(z0)| → 0 êîëè m →
∞. Îñêiëüêè îáëàñòü D îáìåæåíà, D êîìïàêòíà ìíîæèíà. Òîìó, ìè

ìîæåìî ââàæàòè, ùî gm(zm) i gm(z0) çáiãàþòüñÿ ïðè m → ∞. Íåõàé
gm(zm) → x1 i gm(z0) → x2 ïðè m → ∞. Çà íåïåðåðâíiñòþ ìîäóëÿ â

(3.22), x1 6= x2. Òàêîæ, îñêiëüêè ãîìåîìîðôiçìè çáåðiãàþòü ìåæó îáëàñòi,

x2 ∈ ∂D. Íåõàé x1 òà x2 öå ðiçíi òî÷êè êîíòèíóóìà A, æîäíà ç ÿêèõ íå
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çáiãà¹òüñÿ ç x1. Âiäïîâiäíî äî ëåìè 3.1.1 ìè ìîæåìî ç'¹äíàòè ïàðè òî÷îê

x1, x1 òà x2, x2 êðèâèìè γ1 : [0, 1] → D i γ2 : [0, 1] → D òàê, ùîá

|γ1| ∩ |γ2| = ∅, γ1(t), γ2(t) ∈ D ïðè t ∈ (0, 1), γ1(0) = x1, γ1(1) = x1,

γ2(0) = x2 i γ2(1) = x2. Îñêiëüêè îáëàñòü D ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà

∂D, çíàéäóòüñÿ îêîëè U1 òà U2 òî÷îê x1 òà x2, âiäïîâiäíî, çàìèêàííÿ

ÿêèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ, i, áiëüøå òîãî, ìíîæèíè Wi := D∩Ui ¹ ëîêàëüíî
çâ'ÿçíèìè. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî U1 ⊂
B(x1, δ0) i

B(x1, δ0) ∩ |γ2| = ∅ = U2 ∩ |γ1| , B(x1, δ0) ∩ U2 = ∅ . (3.23)

Êðiì òîãî, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî gm(zm) ∈ W1 i gm(z ′m) ∈ W2 äëÿ âñiõ

m ∈ N. Íåõàé a1 i a2 � äîâiëüíi òî÷êè, ùî íàëåæàòü |γ1|∩W1 i |γ2|∩W2.

Íåõàé 0 < t1, t2 < 1 òàêi, ùî γ1(t1) = a1 i γ2(t2) = a2. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè

a1 òà gm(zm) êðèâîþ αm : [t1, 1] → W1 òàê, ùî αm(t1) = a1 i αm(1) =

gm(zm). Àíàëîãi÷íî, ç'¹äíà¹ìî a2 òà gm(z ′m) êðèâîþ βm : [t2, 1] → W2,

βm(t2) = a2 òà βm(1) = gm(z ′m) . Ïîêëàäåìî

C1
m(t) =

{
γ1(t), t ∈ [0, t1],

αm(t), t ∈ [t1, 1]
, C2

m(t) =

{
γ2(t), t ∈ [0, t2],

βm(t), t ∈ [t2, 1]
.

ßê çàçâè÷àé, ïîçíà÷èìî ÷åðåç |C1
m| i |C2

m| îáðàçè (íîñi¨) êðèâèõ C1
m i

C2
m, âiäïîâiäíî. Âiçüìåìî

l0 = min{dist (|γ1|, |γ2|), dist (|γ1|, U2)} ,

ïîêðèòòÿ A0 :=
⋃

x∈|γ1|
B(x, l0/4) êóëÿìè ìíîæèíó |γ1|. Îñêiëüêè |γ1| êîì-

ïàêòíà ìíîæèíà, ìè ìîæåìî âçÿòè ñêií÷åííó êiëüêiñòü íîìåðiâ 1 6 N0 <

∞ òà âiäïîâiäíi òî÷êè x1, . . . , xN0
∈ |γ1| òàêi, ùî

|γ1| ⊂ B0 :=

N0⋃
i=1

B(xi, l0/4).

Ó öüîìó âèïàäêó,

|C1
m| ⊂ U1 ∪ |γ1| ⊂ B(x1, δ0) ∪

N0⋃
i=1

B(xi, l0/4) .
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Íåõàé Γm � ñiì'ÿ êðèâèõ, ùî ç'¹äíó¹ |C1
m| òà |C2

m| â îáëàñòi D. Òîäi,

ìà¹ìî:

Γm =

N0⋃
i=0

Γmi , (3.24)

äå Γmi ñiì'ÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êðèâèõ γ : [0, 1] → D òàêèõ, ùî γ(0) ∈
B(xi, l0/4) ∩ |C1

m| i γ(1) ∈ |Cm
2 | äëÿ 1 6 i 6 N0. Àíàëîãi÷íî, ïîçíà÷èìî

÷åðåç Γm0 ñiì'þ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êðèâèõ γ : [0, 1] → D òàêèõ, ùî

γ(0) ∈ B(x1, δ0) ∩ |C1
m| i γ(1) ∈ |Cm

2 |. Çà (3.23) çíàéäóòüñÿ σ0 > δ0 > 0

òàêi, ùî

B(x1, σ0) ∩ |γ2| = ∅ = U2 ∩ |γ1| , B(x1, σ0) ∩ U2 = ∅ .

Êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ äîâåäåííÿ ÿê â 3.1.2, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

Γm0 > Γ(S(x1, δ0), S(x1, σ0), A(x1, δ0, σ0) ∩D) ,

Γmi > Γ(S(xi, l0/4), S(xi, l0/2), A(xi, l0/4, l0/2) ∩D) . (3.25)

Ïîêëàäåìî

η(t) =

{
4/l0, t ∈ [l0/4, l0/2],

0, t 6∈ [l0/4, l0/2] ,
η0(t) =

{
1/(σ0 − δ0), t ∈ [δ0, σ0],

0, t 6∈ [δ0, σ0] .

Íåõàé fm := g−1
m . Òîäi, â ñèëó (1.6), ìà¹ìî, ùî

M(fm(Γ(S(x1, δ0), S(x1, σ0), A(x1, δ0, σ0) ∩D))) 6

6 (1/(σ0 − δ0))
n · ‖Q‖1 < c1 <∞ , (3.26)

M(fm(Γ(S(xi, l0/4), S(xi, l0/2), A(xi, l0/4, l0/2) ∩D))) 6

6 (4/(l0))
n · ‖Q‖1 < c2 <∞ ,

äå c1 i c2 äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä m. Ïî¹äíóþ-

÷è (3.24), (3.25) i (3.26) i âðàõîâóþ÷è íàïiâàäèòèâíiñòü ìîäóëÿ ñiìåé êðè-

âèõ, ìà¹ìî:

M(fm(Γm)) 6 (4nN0/l
n
0 + (1/(σ0 − δ0))

n)‖Q‖1 := c <∞ . (3.27)
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Çíîâó, ÿê i ó äîâåäåííi ëåìè 3.1.2, ïîêàæåìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.27)

ñóïåðå÷èòü óìîâi ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi îáëàñòi, ùî âiäîáðàæà¹òüñÿ. Äiéñíî,

çà ëåìîþ 3.1.2, çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ1 > 0 òàêå, ùî h(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0

äëÿ âñiõ m = 1, 2, . . . . Òîìó,

h(|fm(C1
m)|) > h(zm, fm(x1)) > (1/2) · h(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 ,

h(|fm(C2
m)|) > h(z ′m, fm(x2)) > (1/2) · h(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 (3.28)

äëÿ äåÿêîãî M0 ∈ N i âñiõ m > M0. Ïîêëàäåìî U := Bh(z0, r0) = {y ∈
Rn : h(y, z0) < r0}, äå 0 < r0 < δ1/4 i ÷èñëî δ1 iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.28).

Çàóâàæèìî, ùî |fm(C1
m)| ∩ U 6= ∅ 6= |fm(C1

m)| ∩ (D ′ \ U) äëÿ äîñèòü

âåëèêèõ m ∈ N, îñêiëüêè h(|fm(C1
m)|) > δ1/2 i zm ∈ |fm(C1

m)|, zm → z0

êîëè m → ∞. Àíàëîãi÷íî, |fm(C2
m)| ∩ U 6= ∅ 6= |fm(C2

m)| ∩ (D ′ \ U).

Îñêiëüêè |fm(C1
m)| i |fm(C2

m)| êîíòèíóóìè,

|fm(C1
m)| ∩ ∂U 6= ∅, |fm(C2

m)| ∩ ∂U 6= ∅ , (3.29)

äèâ, íàïð., [11, òåîðåìà 1.I.5.46]. Îñêiëüêè ∂D ′ ñëàáêî ïëîñêà, òîäi äëÿ

çàäàíîãî ÷èñëà P > 0 iñíó¹ îêië V ⊂ U òî÷êè z0 òàêèé, ùî

M(Γ(E,F,D ′)) > P (3.30)

äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D ′ ùî E ∩ ∂U 6= ∅ 6= E ∩ ∂V i F ∩
∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V. Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

|fm(C1
m)| ∩ ∂V 6= ∅, |fm(C2

m)| ∩ ∂V 6= ∅ (3.31)

äå íîìåð m ∈ N äîñèòü âåëèêèé

Äiéñíî, íåõàé zm ∈ |fm(C1
m)|, z ′m ∈ |fm(C2

m)|, äå zm, z
′
m → z0 ∈ V

êîëè m → ∞. Ó öüîìó âèïàäêó, |fm(C1
m)| ∩ V 6= ∅ 6= |fm(C2

m)| ∩ V
äëÿ äîñèòü âåëèêèõ m ∈ N. Òàêîæ, h(V ) 6 h(U) 6 2r0 < δ1/2. Äàëi,

çà (3.28) îòðèìà¹ìî h(|fm(C1
m)|) > δ1/2. Îòæå, |fm(C1

m)|∩(D ′\V ) 6= ∅ i,

òîìó, |fm(C1
m)| ∩∂V 6= ∅ (äèâ [11, òåîðåìà 1.I.5.46]). Àíàëîãi÷íî, h(V ) 6

h(U) 6 2r0 < δ1/2. Çà (3.28) h(|fm(C2
m)|) > δ1/2, òîìó |fm(C2

m)| ∩ (D ′ \
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V ) 6= ∅. Çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] ìà¹ìî |fm(C2
m)|∩∂V 6= ∅. Òàêèì ÷èíîì,

ñïiââiäíîøåííÿ (3.31) âñòàíîâëåíå.

Ïî¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.29), (3.30) i (3.31), ìà¹ìî, ùî

M(fm(Γm)) = M(Γ(|fm(C1
m)|, |fm(C2

m)|, D ′)) > P .

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (3.27). Òåîðåìà ïîâíiñòþ

äîâåäåíà.

3.3 Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiìåé ïðÿìèõ âiäî-

áðàæåíü â çàìèêàííi îáëàñòi äëÿ çìiííèõ

îáëàñòåé

Âiäïîâiäíî äî [31] áóëî äîñëiäæåíå ïèòàííÿ ïðî ëîêàëüíó ïîâåäiíêó

âiäîáðàæåíü â çàìèêàííi îáëàñòi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó. Îòðèìàíi ðåçóëü-

òàòè ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiìåé òàêèõ âiäîáðàæåíü ó âèïàäêó,

êîëè âiäîáðàæåíà îáëàñòü íå ¹ ôiêñîâàíîþ.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó íàñòóïíå ïîíÿòòÿ, ùî ¹ iíøîþ ôîðìîþ îçíà-

÷åííÿ êëàñó âiäîáðàæåíü, ïîäàíèõ ó (1.6), äèâ. [60, ðîçä. 7.6].

Îçíà÷åííÿ 3.3.1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn ¹

êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì â òî÷öi x0 ∈ D âiäíîñíî p -ìîäóëÿ,

x0 6= ∞, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî r0 = r(x0) > 0, äîâiëüíèõ 0 < r1 < r2 < r0

i êîíòèíóóìiâ E1 ⊂ B(x0, r1) ∩ D, E2 ⊂
(
Rn \B(x0, r2)

)
∩ D, âiäîáðà-

æåííÿ f çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

Mp (f (Γ (E1, E2, D))) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) , (3.32)

äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : (r1, r2)→ [0,∞], ç íåðiâíiñòþ

r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (3.33)
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Îçíà÷åííÿ 3.3.2. Àíàëîãi÷íî, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f :

D → Rn ¹ êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì â D \ {∞} âiäíîñíî p -ìîäóëÿ,

ÿêùî óìîâà (3.32) âèêîíó¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D \ {∞}.

Â òî÷öi x0 =∞ öå îçíà÷åííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè côîðìóëþâàòè

çà äîïîìîãîþ iíâåðñi¨: ϕ(x) = x
|x|2 , ∞ 7→ 0.

Îçíà÷åííÿ 3.3.3. Íåõàé I � ôiêñîâàíèé íàáið iíäåêñiâ i Di, i ∈ I, �

äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé. Ñëiäóþ÷è [63, ðîçä. 2.4], áóäåìî ãîâîðèòè,

ùî ñiì'ÿ îáëàñòåé {Di}i∈I ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíîþ âiäíîñíî p -

ìîäóëÿ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî r > 0 iñíó¹ ÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî íåðiâíiñòü

Mp(Γ(F ∗, F,Di)) > δ (3.34)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ i ∈ I i êîíòèíóóìiâ F, F ∗ ⊂ D òàêèõ, ùî h(F ) >

r i h(F ∗) > r.

Çàóâàæåííÿ 3.3.1. Çàóâàæèìî, ùî â ðîáîòi [63] áóâ ðîçãëÿíóòèé ÷à-

ñòèííèé âèïàäîê p = n, à íåðiâíiñòü (3.34) òóò âèìàãàëàñü íå òiëüêè äëÿ

êîíòèíóóìiâ F i F ∗, àëå i äëÿ äîâiëüíèõ çâ'ÿçíèõ ìíîæèí. Âêàçàíà îá-

ñòàâèíà (íåiñòîòíî) âiäðiçíÿ¹ íàâåäåíå âèùå îçíà÷åííÿ âiä àíàëîãi÷íîãî

îçíà÷åííÿ Íÿêi i Ïàëêà [63].

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ôiêñîâàíî¨ îáëàñòi Di ñïiââiäíîøåííÿ (3.34) òÿ-

ãíå òàê çâàíó ñèëüíó äîñÿæíiñòü ¨¨ ìåæi âiäíîñíî öüîãî i ∈ I, òî÷êó

x0 ∈ ∂Di i äåÿêèé ¨¨ îêië U. Ìîæíà ââàæàòè, ùî x0 6=∞. Íåõàé ε1 > 0

òàêå, ùî V := B(x0, ε1) i V ⊂ U. Ïðèïóñòèìî, ùî ∂U 6= ∅ i ∂V 6= ∅,
òîäi ïîêëàäåìî ε2 := dist (∂U, ∂V ) > 0. Íåõàé êîíòèíóóìè F i G â

îáëàñòi Di òàêi, ùî F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V i G ∩ ∂U 6= ∅ 6= G ∩ ∂V.
Iç îñòàííiõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî h(F ) > ε2 i h(G) > ε2. Òîäi ç

óìîâè îäíîñòàéíî¨ ðiâíîìiðíîñòi îáëàñòåé Di âiäíîñíî p -ìîäóëÿ çíàéäå-

òüñÿ δ = δ(ε2) > 0 òàêå, ùî Mp(Γ(F,G,Di)) > δ > 0 äëÿ êîíòèíóóìiâ

F i G, âêàçàíèõ âèùå. Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x0 çíà-

éøîâñÿ îêië V öi¹¨ æ òî÷êè, êîìïàêò F â Di i ÷èñëî δ > 0 òàêi, ùî
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Mp(Γ(F,G,Di)) > δ > 0 äëÿ äîâiëüíîãî êîíòèíóóìà G ⊂ Di òàêîãî,

ùî G ∩ ∂U 6= ∅ 6= G ∩ ∂V. Öÿ âëàñòèâiñòü i íàçèâà¹òüñÿ äàëi ñèëüíîþ

äîñÿæíiñòþ ∂Di â òî÷öi x0 âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, i âîíà âñòàíîâëåíà äëÿ

áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi Di, ùî ¹ åëåìåíòîì äåÿêî¨ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíî¨ ñiì'¨

{Di}i∈I.

Òåïåð ââåäåìî äî ðîçãëÿäó äâà êëàñè âiäîáðàæåíü, ïîâåäiíêó ÿêèõ

ïëàíó¹ìî äîñëiäæóâàòè. Äëÿ p > 1, çàäàíîãî ÷èñëà δ > 0, ôiêñîâà-

íî¨ îáëàñòi D ⊂ Rn, n > 2, êîíòèíóóìà A ⊂ D i çàäàíî¨ ôóíêöi¨

Q : D → [0,∞] ïîçíà÷èìî ÷åðåç FQ,A,p,δ(D) ñiì'þ âñiõ êiëüöåâèõ Q -

ãîìåîìîðôiçìiâ f : D → Rn â D âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè h(f(A)) > δ i h(Rn \ f(D)) > δ. Ïîêëàäåìî

qx0(r) :=
1

ωn−1rn−1

∫
|x−x0|=r

Q(x) dS ,

äå dS � åëåìåíò ïëîùi ïîâåðõíi S, i

q ′b(r) :=
1

ωn−1rn−1

∫
|x−b|=r

Q ′(x) dS ,

Q ′(x) = max{Q(x), 1}. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå â [31,
òåîðåìà 1].

Òåîðåìà 3.3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî p ∈ (n − 1, n], îáëàñòü D ëîêàëüíî

çâ'ÿçíà â êîæíié òî÷öi x0 ∈ ∂D i îáëàñòi D ′f = f(D) ¹ îäíîñòàéíî

ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ ïî âñiõ f ∈ FQ,A,p,δ(D). ßêùî ôóíêöiÿ

Q ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëèâàííÿ â D, àáî â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D

ïðè äåÿêîìó β(x0) > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

β(x0)∫
0

dt

t
n−1
p−1 q

′ 1
p−1

x0 (t)
=∞ , (3.35)

òî êîæíå ç âiäîáðàæåíü f ∈ FQ,A,p,δ(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ

â D i ñiì'ÿ FQ,A,p,δ(D), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü

f : D → Rn, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D.
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Ó âèïàäêó âiäîáðàæåíü ç ðîçãàëóæåííÿì òåîðåìà 3.3.1 äîïóñêà¹ äå-

ÿêå óçàãàëüíåííÿ. Äëÿ p > 1, ôiêñîâàíî¨ îáëàñòi D ⊂ Rn, ìíîæèíè E ⊂
Rn i ÷èñëà δ > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç RQ,δ,p,E(D) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñ-

êðåòíèõ çàìêíåíèõ êiëüöåâèõ Q -âiäîáðàæåíü f : D → Rn\E âiäíîñíî p -

ìîäóëÿ â D ç íàñòóïíîþ óìîâîþ: äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi D ′f := f(D) çíà-

éäåòüñÿ êîíòèíóóì Kf ⊂ D ′f òàêèé, ùî h(Kf) > δ i h(f −1(Kf), ∂D) >

δ > 0, âiäïîâiäíî äî [31, òåîðåìà 2]

Òåîðåìà 3.3.2. Ïðèïóñòèìî, ùî p ∈ (n − 1, n], îáëàñòü D ëîêàëüíî

çâ'ÿçíà â êîæíié òî÷öi x0 ∈ ∂D i, êðiì òîãî, îáëàñòi D ′f = f(D) ¹

îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ ïî âñiõ RQ,δ,p,E(D). Íåõàé

ïðè p = n ìíîæèíà E ìà¹ äîäàòíó ¹ìíiñòü, à ïðè n − 1 < p <

n ¹ äîâiëüíîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. ßêùî ôóíêöiÿ Q ìà¹ ñêií÷åííå

ñåðåäí¹ êîëèâàííÿ â D, àáî â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D ïðè äåÿêîìó β(x0) >

0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.35), òî êîæíå ç âiäîáðàæåíü f ∈ RQ,δ,p,E(D)

ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â D i ñiì'ÿ RQ,δ,p,E(D), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : D → Rn, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D.

Òåîðåìè 3.3.1 i 3.3.2 âiäíîñÿòüñÿ äî âèïàäêó ëîêàëüíî çâ'ÿçíèõ ìåæ,

êîëè ìåæîâå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü i îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ¨õ ñi-

ìåé íåîáõiäíî ðîçóìiòè ó çâè÷àéíîìó, ¾ïîòî÷êîâîìó¿ ñåíñi. Âèïàäîê áiëüø

ñêëàäíèõ ìåæ âiäïîâiäà¹ âèïàäêó òàê çâàíèõ ïðîñòèõ êiíöiâ, äèâ. [31, òå-

îðåìè 3 òà 4].

Âñi îçíà÷åííÿ òà ïîçíà÷åííÿ, ïîâ'ÿçàíi iç ïðîñòèìè êiíöÿìè äèâ. ó

ïiäðîçäiëi 1.3.

Òåîðåìà 3.3.3. Ïðèïóñòèìî, ùî p ∈ (n− 1, n], îáëàñòü D ðåãóëÿðíà i

ùî îáëàñòi D ′f = f(D) ¹ îáìåæåíèìè îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíî-

ñíî p -ìîäóëÿ ïî f ∈ FQ,A,p,δ(D) îáëàñòÿìè ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ

ìåæåþ. ßêùî ôóíêöiÿ Q ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëèâàííÿ â D, àáî â

êîæíié òî÷öi x0 ∈ D ïðè äåÿêîìó β(x0) > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.35),

òî êîæíå ç âiäîáðàæåíü f ∈ FQ,A,p,δ(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ
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f : DP → Rn â DP i ñiì'ÿ FQ,A,p,δ(D), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ, òàêèì

÷èíîì, ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : DP → Rn, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâ-

íîþ â DP .

Òåîðåìà 3.3.4. Ïðèïóñòèìî, ùî p ∈ (n − 1, n], îáëàñòü D ðåãóëÿðíà

i ùî îáëàñòi D ′f = f(D) ¹ îáìåæåíèìè îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiä-

íîñíî p -ìîäóëÿ ïî RQ,δ,p,E(D) îáëàñòÿìè ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ

ìåæåþ. Íåõàé ïðè p = n ìíîæèíà E ìà¹ äîäàòíó ¹ìíiñòü, à ïðè

n − 1 < p < n ¹ äîâiëüíîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. ßêùî ôóíêöiÿ Q

ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ êîëèâàííÿ â D, àáî â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D ïðè

äåÿêîìó β(x0) > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.35), òî êîæíå ç âiäîáðàæåíü

RQ,δ,p,E(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â DP i ñiì'ÿ RQ,δ,p,E(D), ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ, òàêèì ÷èíîì, ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : DP →
Rn, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â DP .

Çàóâàæåííÿ 3.3.2. Â òåîðåìàõ 3.3.3 i 3.3.4 îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü

âàðòî ðîçóìiòè â òåðìiíàõ ñiìåé âiäîáðàæåíü ìiæ ìåòðè÷íèìè ïðîñòî-

ðàìè (X, d) i (X ′, d ′) , äå X = DP , d � îäíà ç ìîæëèâèõ ìåòðèê, ùî

âiäïîâiäàþòü òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîðó DP , X ′ = Rn i d ′ � õîðäàëüíà

(ñôåðè÷íà) ìåòðèêà.

Ãîëîâíèì iíñòðóìåíòîì ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåì 3.3.1 i 3.3.2 ¹ íà-

ñòóïíi òâåðäæåííÿ, äîâåäåíi â [31, ëåìà 1].

Ëåìà 3.3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà â êîæíié

òî÷öi x0 ∈ ∂D, i ùî îáëàñòi D ′f = f(D) ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè

âiäíîñíî p -ìîäóëÿ ïî âñiõ f ∈ FQ,A,p,δ(D). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî äëÿ

êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ D çíàéäåòüñÿ ε0 = ε0(x0) > 0 i âèìiðíà çà Ëåáåãîì

ôóíêöiÿ ψ : (0, ε0)→ [0,∞] òàêi, ùî

I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) , I(ε, ε0)→∞ ïðè ε→ 0 ,

(3.36)
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i, êðiì òîãî, ïðè ε→ 0∫
A(x0,ε,ε0)

Q(x) · ψ p(|x− x0|) dm(x) = o(Ip(ε, ε0)) , (3.37)

äå, ÿê çàçâè÷àé, A(x0, ε, ε0) ñôåðè÷íå êiëüöå. Òîäi êîæíå ç âiäîáðàæåíü

f ∈ FQ,A,p,δ(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â D i ñiì'ÿ FQ,A,p,δ(D), ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ, òàêèì ÷èíîì, ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü f : D →
Rn, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D.

Äîâåäåííÿ. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü FQ,A,p,δ(D) âñåðåäèíi îáëàñòi D

âèïëèâà¹ ç [18, ëåìà 3.2.2] ó âèïàäêó p = n i [46, ëåìà 2.4] ïðè n − 1 <

p < n. Ìîæëèâiñòü ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî åëåìåíòà f ∈ FQ,A,p,δ(D) äî

íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ â çàìèêàííi D ¹ ðåçóëüòàòîì [20, ëåìà 1] ïðè

p = n i ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 3.3.1 (äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ó âèïàä-

êó n− 1 < p < n ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ FQ,A,p,δ(D) îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà

â òî÷êàõ ∂D. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîäi çíàéäåòüñÿ x0 ∈ ∂D i ÷è-

ñëî a > 0 ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, . . . iñíó¹

òî÷êà xm ∈ D i åëåìåíò fm ñiì'¨ FQ,A,p,δ(D) òàêi, ùî |x0 − xm| < 1/m i

h(fm(xm), fm(x0)) > a. Îñêiëüêè fm ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â òî÷-

êó x0, òî ìè ìîæåìî çíàéòè òàêó ïîñëiäîâíiñòü x ′m ∈ D, x ′m → x0 ïðè

m→∞ òàêó, ùî h(fm(x ′m), fm(x0)) 6 1/m. Òàêèì ÷èíîì,

h(fm(xm), fm(x ′m)) > a/2 ∀ m ∈ N . (3.38)

Ìîæíà ââàæàòè, ùî x0 6= ∞. Ç îãëÿäó íà ìîæëèâiñòü íåïåðåðâîíîãî

ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî fm íà ìåæi D, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî xm ∈ D.
Â ñèëó ëîêàëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îáëàñòi D â òî÷öi x0 çíàéäåòüñÿ ïî-

ñëiäîâíiñòü îêîëiâ Vm òî÷êè x0 ç h(Vm) → 0 ïðè m → ∞, òàêi, ùî
ìíîæèíè D ∩ Vm ¹ îáëàñòÿìè i D ∩ Vm ⊂ B(x0, 2

−m). Íå îáìåæóþ÷è

çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ïåðåõîäÿ÷è äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî öå íåîáõiä-

íî, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî xm, x
′
m ∈ D ∩ Vm. ç'¹äíà¹ìî òî÷êè xm i x ′m
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êðèâîþ γm : [0, 1]→ Rn òàêîþ, ùî γm(0) = xm, γm(1) = x ′m i γm(t) ∈ Vm
ïðè t ∈ (0, 1), . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cm îáðàç êðèâî¨ γm(t) ïðè âiäîáðàæåííi

fm. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.38) âèïëèâà¹, ùî

h(Cm) > a/2 ∀m ∈ N , (3.39)

äå h ïîçíà÷à¹ õîðäàëüíèé äiàìåòð ìíîæèíè.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ìîæíà ââàæàòè, ùî êîíòèíó-

óì A, ùî áåðå ó÷àñòü â îçíà÷åííi êëàñó FQ,A,p,δ(D), ëåæèòü çîâíi êóëü

B(x0, 2
−m), m = 1, 2, . . . , i B(x0, ε0) ∩ A = ∅. Íåõàé Γm � ñiì'ÿ êðè-

âèõ, ùî ç'¹äíóþòü γm i A â D. Ç îçíà÷åííÿ êiëüöåâîãî Q -âiäîáðàæåííÿ

âiäíîñíî p -ìîäóëÿ â òî÷öi x0 âèïëèâà¹, ùî

Mp(fm(Γm)) 6
∫

A(x0,
1

2m ,ε0)

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (3.40)

äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : ( 1
2m , ε0)→ [0,∞], òàêî¨ ùî

ε0∫
1

2m

η(r)dr > 1.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

η(t) =

{
ψ(t)/I(2−m, ε0), t ∈ (2−m, ε0),

0, t ∈ R \ (2−m, ε0) ,

äå I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íîðìóâàííÿ âèäó (3.33) ïðè

r1 := 2−m, r2 := ε0, òîìó ç óìîâ (3.37) i (3.40) âèïëèâà¹, ùî

Mp(fm(Γm)) 6 α(2−m)→ 0 (3.41)

ïðè m → ∞, äå α(ε) � äåÿêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ïðè ε→ 0, ÿêà iñíó¹ ç îãëÿäó íà óìîâó (3.37).

Ç iíøîãî áîêó, çàóâàæèìî, ùî fm(Γm) = Γ(Cm, fm(A), D ′m). Çà óìî-

âàìè ëåìè h(fm(A)) > δ ïðè âñiõ m ∈ N. Îòæå, ç îãëÿäó íà (3.39)

h(fm(A)) > δ1 i h(Cm) > δ1, äå δ1 := min{δ, a/2}. Êîðèñòóþ÷èñü òèì,

ùî îáëàñòi D ′m := fm(D) ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ,
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ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ σ > 0 òàêå, î

Mp(fm(Γm)) = Mp(Γ(Cm, fm(A), D ′m)) > σ ∀ m ∈ N ,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi (3.41). îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà òå, ùî ïðè-

ïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi ñiì'¨ FQ,A,p,δ(D) áóëî

íåâiðíèì. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Ó âèïàäêó âiäîáðàæåíü ç ðîçãàëóæåííÿì, ëåìà 3.3.1 ìà¹ íàñòóïíèé

âèãëÿä [31, ëåìà 2].

Ëåìà 3.3.2. Ïðèïóñòèìî, ùî p ∈ (n−1, n], îáëàñòü D ëîêàëüíî çâ'ÿç-

íà â êîæíié òî÷öi x0 ∈ ∂D i ùî îáëàñòi D ′f = f(D) ¹ îäíîñòàéíî

ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ ïî âñiõ RQ,δ,p,E(D). Íåõàé ïðè p = n

ìíîæèíà E ìà¹ äîäàòíó ¹ìíiñòü, à ïðè n − 1 < p < n ¹ äîâiëü-

íîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷-

êè x0 ∈ D çíàéäåòüñÿ ε0 = ε0(x0) > 0 i âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ

ψ : (0, ε0)→ [0,∞] ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ áóäü-ÿêîãî ε ∈ (0, ε0)

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.36) i, êðiì òîãî, ïðè ε → 0 âèêîíó¹òüñÿ óìî-

âà (3.37). Òîäi êîæíå âiäîáðàæåííÿ iç f ∈ RQ,δ,p,E(D) ìà¹ íåïåðåðâíå

ïðîäîâæåííÿ â D i ñiì'ÿ RQ,δ,p,E(D), ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ïðîäîâæåíèõ

âiäîáðàæåíü f : D → Rn, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D.

Äîâåäåííÿ. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü âñåðåäèíi îáëàñòi D âèïëèâà¹ ç

[18, ëåìà 3.6.1] ó âèïàäêó p = n i [46, ëåìà 2.4] ïðè n− 1 < p < n, à ìî-

æëèâiñòü ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî åëåìåíòà f ñiì'¨ âiäîáðàæåíü RQ,δ,p,E(D)

äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ â çàìèêàííi D � ç [20, ëåìà 1] ïðè p = n

(òóò íåîáõiäíî âðàõóâàòè çàóâàæåííÿ 3.3.1; äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ó âè-

ïàäêó n− 1 < p < n ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ RQ,δ,p,E(D) îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà

â òî÷êàõ ∂D. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîäi çíàéäåòüñÿ x0 ∈ ∂D i ÷èñëî

a > 0 ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, . . . iñíóþòü òî÷êà
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xm ∈ D i åëåìåíò fm ñiì'¨ RQ,δ,p,E(D) òàêi, ùî |x0−xm| < 1/m i âèêîíó-

¹òüñÿ óìîâà (3.38). Ìîæíà ââàæàòè, ùî x0 6=∞. Ç îãëÿäó íà ìîæëèâiñòü

íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî fm íà ìåæó D, ìè ìîæåìî ââàæà-

òè, ùî xm ∈ D. Áiëüøå òîãî, ç îãëÿäó íà òå, ùî fm ïðîäîâæó¹òüñÿ çà

íåïåðåðâíiñòþ â òî÷êó x0, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü x ′m ∈ D, ùî çáiãà¹-
òüñÿ äî òî÷êè x0 ïðè m→∞, òàêà, ùî ïðè äåÿêîìó a > 0 âèêîíóþòüñÿ

íåðiâíîñòi â (3.38).

Â ñèëó ëîêàëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îáëàñòi D â òî÷öi x0 çíàéäåòüñÿ ïîñëi-

äîâíiñòü îêîëiâ Vm òî÷êè x0 ç h(Vm)→ 0 ïðè m→∞, òàêi ùî ìíîæèíè
D ∩ Vm ¹ îáëàñòÿìè i D ∩ Vm ⊂ B(x0, 2

−m). Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi

ìiðêóâàíü, ïåðåõîäÿ÷è äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæå-

ìî ââàæàòè, ùî xm, x
′
m ∈ D ∩ Vm. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè xm i x ′m êðèâîþ

γm : [0, 1] → Rn òàêîþ, ùî γm(0) = xm, γm(1) = x ′m i γm(t) ∈ Vm ∩ D
ïðè t ∈ (0, 1), . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cm îáðàç êðèâî¨ γm ïðè âiäîáðàæåííi

fm. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.38) âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà âèäó (3.39),

äå h ïîçíà÷à¹ õîðäàëüíèé äiàìåòð ìíîæèíè.

Çà îçíà÷åííÿì ñiì'¨ âiäîáðàæåíü RQ,δ,p,E(D), äëÿ áóäü-ÿêîãî fm ∈
RQ,δ,p,E(D) i áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi D ′m := fm(D) çíàéäåòüñÿ êîíòèíóóì Km ⊂
D ′m òàêèé, ùî h(Km) > δ i h(f −1

m (Km), ∂D) > δ > 0. îñêiëüêè çà óìî-

âîþ ëåìè îáëàñòi D ′m ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, òî ç

îãëÿäó íà ñêàçàíå i âðàõîâóþ÷è óìîâó (3.39), ìè îòðèìà¹ìî, ùî ïðè âñiõ

m = 1, 2, . . . i äåÿêîìó b > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mp(Γ(Km, Cm, D
′
m)) > b . (3.42)

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ Γm, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ êðèâèõ β : [0, 1) → D ′m,

äå β(0) ∈ Cm i β(t) → p ∈ Km ïðè t → 1. Íåõàé Γ∗m � ñiì'ÿ âñiõ

ïîâíèõ ïiäíÿòòiâ α : [0, 1)→ D ñiì'¨ Γm ïðè âiäîáðàæåííi fm ç ïî÷àòêîì

íà γm. Òàêà ñiì'ÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíà çà [82, òåîðåìà 3.7]. Ç îãëÿäó íà

çàìêíåíiñòü âiäîáðàæåííÿ fm ìà¹ìî: α(t) → f −1
m (Km), äå f −1

m (Km) �

ïîâíèé ïðîîáðàç êîíòèíóóìà Km ïðè âiäîáðàæåííi fm.

Çàóâàæèìî, ùî ç îãëÿäó íà êîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó Rn ïðè êîæíîìó
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ôiêñîâàíîìó δ > 0 ìíîæèíà Cδ := {x ∈ D : h(x, ∂D) > δ} ¹ êîìïàêòîì â

D i f −1
m (Km) ⊂ Cδ. Ç îãëÿäó íà [35, ëåìà 1] ìíîæèíó Cδ ìîæíà âêëàñòè

â êîíòèíóóì Eδ, ùî ëåæèòü â îáëàñòi D, ïðè öüîìó, ìîæíà ââàæàòè, ùî

dist (x0, Eδ) > ε0 çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ ε0, ÿêùî öå íåîáõiäíî. Òîäi íà

îñíîâi (3.32) âèïëèâà¹, ùî

Mp(fm(Γ∗m)) 6Mp(fm(Γ(|γm|, Eδ, D))) 6
∫

A(x0,
1

2m ,ε0)

Q(x) ·ηp(|x−x0|) dm(x)

(3.43)

äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : ( 1
2m , ε0)→ [0,∞], òàêî¨ ùî

ε0∫
1

2m

η(r)dr > 1.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

η(t) =

{
ψ(t)/I(2−m, ε0), t ∈ (2−m, ε0),

0, t ∈ R \ (2−m, ε0) ,

äå I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íîðìóâàííÿ âèäó (3.33) ïðè

r1 := 2−m, r2 := ε0, òîìó iç óìîâ (3.37) i (3.43) âèïëèâà¹, ùî

Mp(fm(Γ ∗m)) 6 α(2−m)→ 0 (3.44)

ïðè m → ∞, äå α(ε) � äåÿêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ïðè ε→ 0, ÿêà iñíó¹ ç îãëÿäó íà óìîâó (3.37). Çàóâàæèìî, ùî êðiì òîãî,

ùî fm(Γ ∗m) = Γm i Mp(Γm) = Mp(Γ(Km, Cm, D
′
m)) òàê ùî

Mp(fm(Γ ∗m)) = Mp(Γ(Km, Cm, D
′
m)) . (3.45)

Îäíàê, ñïiââiäíîøåííÿ (3.44) i (3.45) ðàçîì ñóïåðå÷àòü (3.42). Îòðèìàíå

ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà òå, ùî ïðèïóùåííÿ (3.38) áóëî íåâiðíèì, i, îòæå,

ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü RQ,δ,p,E(D) îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi x0 ∈
∂D.

Çäiéñíèìî òàêîæ äîâåäåííÿ òâåðäæåíü, àíàëîãi÷íèõ ëåìi 3.3.1 i 3.3.2

äëÿ âèïàäêó, êîëè îáëàñòü D íå ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ íà ñâî¨é ìåæi. Âè-

êîíó¹òüñÿ íàñòóïíà (äèâ. [31, ëåìà 3])
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Ëåìà 3.3.3. Ïðèïóñòèìî, ùî p ∈ (n− 1, n], îáëàñòü D ðåãóëÿðíà i ùî

îáëàñòi D ′f = f(D) ¹ îáìåæåíèìè îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî

p -ìîäóëÿ ïî f ∈ FQ,A,p,δ(D) îáëàñòÿìè ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ ìå-

æåþ. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ D çíàéäåòüñÿ

ε0 = ε0(x0) > 0 i âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ ψ : (0, ε0) → [0,∞] ç

íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ áóäü-ÿêîãî ε ∈ (0, ε0) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(3.36) i, êðiì òîãî, ïðè ε → 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.37). Òîäi êîæíå ç

âiäîáðàæåíü f ∈ FQ,A,p,δ(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → Rn

â DP i ñiì'ÿ FQ,A,p,δ(D), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ, òàêèì ÷èíîì, ïðîäîâ-

æåíèõ âiäîáðàæåíü f : DP → Rn, ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â DP .

Äîâåäåííÿ. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü âñåðåäèíi îáëàñòi D âèïëèâà¹ ç

[18, ëåìà 3.2.2] ó âèïàäêó p = n i [46, ëåìà 2.4] ïðè n− 1 < p < n, à ìî-

æëèâiñòü ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî åëåìåíòà f ñiì'¨ âiäîáðàæåíü FQ,A,p,δ(D)

äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ â çàìèêàííi D � ç [21, ëåìà 3]. Çîêðåìà,

ç çàóâàæåííÿ 3.3.1 âèïëèâà¹ ñèëüíà äîñÿæíiñòü ìåæi îáëàñòi â îáðàçi ïðè

âiäîáðàæåííi.

Ïîêàæåìî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ FQ,A,p,δ(D) â òî÷êàõ ED,

äå ED ïîçíà÷à¹ ïðîñòið ïðîñòèõ êiíöiâ, ùî âiäïîâiäàþòü îáëàñòi D. Ïðè-

ïóñòèìî ñóïðîòèâíå, à ñàìå, ùî ñiì'ÿ FQ,A,p,δ(D) íå ¹ îäíîñòàéíî íåïå-

ðåðâíîþ â äåÿêié òî÷öi P0 ∈ ED. Òîäi çíàéäóòüñÿ ÷èñëî a > 0, ïîñëi-

äîâíiñòü Pk ∈ DP , k = 1, 2, . . . i åëåìåíòè fk ∈ FQ,A,p,δ(D) òàêi, ùî

d(Pk, P0) < 1/k i

h(fk(Pk), fk(P0)) > a ∀ k = 1, 2, . . . , . (3.46)

Ç îãëÿäó íà ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî fk íà ìåæó

D â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êiíöiâ, äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N çíàéäåòüñÿ åëåìåíò

xk ∈ D òàêèé, ùî d(xk, Pk) < 1/k i h(fk(xk), fk(Pk)) < 1/k. Òîäi ç (3.46)

âèïëèâà¹, ùî

h(fk(xk), fk(P0)) > a/2 ∀ k = 1, 2, . . . , . (3.47)
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Àíàëîãi÷íî, â ñèëó íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ fk â DP

çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü x ′k ∈ D, x ′k → P0 ïðè k → ∞ òàêà, ùî

h(fk(x
′
k), fk(P0)) < 1/k ïðè k = 1, 2, . . . . Òîäi ç (2.31) âèïëèâà¹, ùî

h(fk(xk), fk(x
′
k)) > a/4 ∀ k = 1, 2, . . . , (3.48)

äå ïîñëiäîâíîñòi xk i x ′k íàëåæàòü D i çáiãàþòüñÿ äî ïðîñòîãî êiíöÿ P0

ïðè k → ∞, . Â ñèëó [9, ëåìà 2] ïðîñòèé êiíåöü P0 ðåãóëÿðíî¨ îáëàñòi

D â Rn , n > 2, ìiñòèòü ëàíöþã ðîçðiçiâ σk , ùî ëåæèòü íà ñôåðàõ Sk ç

öåíòðîì â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ ∂D i ç åâêëiäîâèìè ðàäióñàìè rk → 0 ïðè

k → ∞ . Íåõàé Dk � îáëàñòi, àñîöiéîâàíi ç ðîçðiçàìè σk , k = 1, 2, . . . .

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi xk i x ′k çáiãàþòüñÿ äî ïðîñòîãî êiíöÿ P0 ïðè

k →∞, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî òî÷êè xk, x ′k ∈ Dk ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . , .

Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè xk i x ′k êðèâî¨ γk, ùî ïîâíiñòþ ëåæèòü â Dk. Ìîæíà

òàêîæ ââàæàòè, ùî êîíòèíóóì A ç îçíà÷åííÿ êëàñó FQ,A,p,δ(D) íå ïåðå-

òèíà¹òüñÿ æîäíîþ ç îáëàñòåé Dk, i ùî dist (∂D,A) > ε0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ck îáðàç êðèâî¨ γk ïðè âiäîáðàæåííi fk. Iç ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (3.48) âèïëèâà¹, ùî

h(Ck) > a/4 ∀ k ∈ N , (3.49)

äå h ïîçíà÷à¹ õîðäàëüíèé äiàìåòð ìíîæèíè.

Íåõàé Γk � ñiì'ÿ êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü |γk| i A â D. Ç îçíà÷åííÿ

êiëüöåâîãî Q -âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî p -ìîäóëÿ â òî÷öi x0 âèïëèâà¹, ùî

Mp(fk(Γk)) 6
∫

A(x0,rk,ε0)

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (3.50)

äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : (rk, ε0)→ [0,∞], òàêî¨ ùî
ε0∫
rk

η(r) dr > 1.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

η(t) =

{
ψ(t)/I(rk, ε0), t ∈ (rk, ε0),

0, t ∈ R \ (rk, ε0) ,
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äå I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íîðìóâàííÿ âèäó (3.33), òîìó

ç óìîâ (3.37) i (3.50) âèïëèâà¹, ùî

Mp(fk(Γk)) 6 α(rk)→ 0 (3.51)

ïðè k →∞, äå α(ε) � äåÿêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè

ε→ 0, ÿêà iñíó¹ ç îãëÿäó íà óìîâó (3.37).

Ç iíøîãî áîêó, çàóâàæèìî, ùî fk(Γk) = Γ(Ck, fk(A), D ′k), äå D ′k =

fk(D). Îñêiëüêè çà óìîâîþ ëåìè h(fk(A)) > δ ïðè âñiõ k ∈ N, ç îãëÿäó
íà (3.49) h(fk(A)) > δ1 i h(Ck) > δ1, äå δ1 := min{δ, a/4}. Ñêîðèñòàâ-
øèñü òèì, ùî îáëàñòi D ′k ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ,

ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ σ > 0 òàêå, ùî

Mp(fk(Γk)) = Mp(Γ(Ck, fk(A), D ′k)) > σ ∀ k ∈ N ,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi (3.51). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà òå, ùî ïðè-

ïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi ñiì'¨ FQ,A,p,δ(D) áóëî

íåâiðíèì. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Äëÿ âiäîáðàæåíü ç ðîçãàëóæåííÿì âåðñiÿ ëåìè 3.3.3 ìà¹ íàñòóïíèé

âèãëÿä (äèâ. [31, ëåìà 4]).

Ëåìà 3.3.4. Ïðèïóñòèìî, ùî p ∈ (n− 1, n], îáëàñòü D ðåãóëÿðíà i ùî

îáëàñòi D ′f = f(D) ¹ îáìåæåíèìè îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî

p -ìîäóëÿ ïî f ∈ RQ,δ,p,E(D) îáëàñòÿìè ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ

ìåæåþ. Íåõàé ïðè p = n ìíîæèíà E ìà¹ äîäàòíó ¹ìíiñòü, à ïðè

n− 1 < p < n ¹ äîâiëüíîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,

ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ D çíàéäåòüñÿ ε0 = ε0(x0) > 0 i âèìiðíà

çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ ψ : (0, ε0) → [0,∞] ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ

áóäü-ÿêîãî ε ∈ (0, ε0) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.36) i, êðiì òîãî, ïðè ε→ 0

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.37). Òîäi êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ∈ RQ,δ,p,E(D)

ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â DP i ñiì'ÿ RQ,δ,p,E(D), ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç óñiõ ïðîäîâæåíèõ òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåíü f : DP → Rn, ¹ îäíî-

ñòàéíî íåïåðåðâíîþ â DP .
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Äîâåäåííÿ. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü âñåðåäèíi îáëàñòi D âèïëèâà¹ ç

[18, ëåìà 3.6.1] ó âèïàäêó p = n i [46, ëåìà 2.4] ïðè n− 1 < p < n, à ìî-

æëèâiñòü ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî åëåìåíòà f ñiì'¨ âiäîáðàæåíü RQ,δ,p,E(D)

äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ â çàìèêàííi DP � ç [21, ëåìà 3]. Ñèëüíà

äîñÿæíiñòü ìåæi âiäîáðàæåíî¨ îáëàñòi, ÿê i ðàíiøå, âèïëèâà¹ iç çàóâàæå-

ííÿ 3.3.1.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ RQ,δ,p,E(D) îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà

â òî÷êàõ ∂PD := DP \D. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Ìiðêóþ÷è, ÿê i ïðè

äîâåäåííi ëåìè 3.3.3, ìè ïîáóäó¹ìî äâi ïîñëiäîâíîñòi xk i x ′k ∈ D, ùî

çáiãàþòüñÿ äî ïðîñòîãî êiíöÿ P0 ïðè k →∞, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ âèäó (3.48). Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè xk i x ′k êðèâîþ γk : [0, 1]→ Rn

òàêîþ, ùî γk(0) = xk, γk(1) = x ′k i γk(t) ∈ D ïðè t ∈ (0, 1). Ïîçíà÷èìî

÷åðåç Ck îáðàç êðèâî¨ γk ïðè âiäîáðàæåííi fk. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.48)

âèïëèâà¹, ùî

h(Ck) > a/4 ∀ k = 1, 2, . . . . (3.52)

Â ñèëó [9, ëåìà 2] ïðîñòèé êiíåöü P0 ðåãóëÿðíî¨ îáëàñòi D â Rn , n > 2,

ìiñòèòü ëàíöþã ðîçðiçiâ σk , ùî ëåæèòü íà ñôåðàõ Sk ç öåíòðîì â äåÿêié

òî÷öi x0 ∈ ∂D i ç åâêëiäîâèìè ðàäióñàìè rk → 0 ïðè k →∞ . Íåõàé Dk �

îáëàñòi, àñîöiéîâàíi ç ðîçðiçàìè σk , k = 1, 2, . . . . Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi

xk i x
′
k çáiãàþòüñÿ äî ïðîñòîãî êiíöÿ P0 ïðè k →∞, ìè ìîæåìî ââàæàòè,

ùî òî÷êè xk, x
′
k ∈ Dk ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . , .

Çà îçíà÷åííÿì ñiì'¨ âiäîáðàæåíü RQ,δ,p,E(D), äëÿ áóäü-ÿêîãî fk ∈
RQ,δ,p,E(D) i áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi D ′k := fk(D) çíàéäåòüñÿ êîíòèíóóì Kk ⊂
D ′k òàêèé, ùî h(Kk) > δ i h(f −1(Kk), ∂D) > δ > 0. Îñêiëüêè çà óìîâà-

ìè ëåìè îáëàñòi D ′k ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, òî ç

îãëÿäó íà ñêàçàíå i âðàõîâóþ÷è óìîâó (3.52), ìè îòðèìà¹ìî, ùî ïðè âñiõ

k = 1, 2, . . . i äåÿêîìó b > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mp(Γ(Kk, Ck, D
′
k)) > b . (3.53)

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ Γk, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ êðèâèõ β : [0, 1) → D ′k, äå

β(0) ∈ Ck i β(t) → p ∈ Kk ïðè t → 1. íåõàé Γ∗k � ñiì'ÿ âñiõ ïîâíèõ
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ïiäíÿòòiâ α : [0, 1) → D ñiì'¨ Γk ïðè âiäîáðàæåííi fk ç ïî÷àòêîì íà

γk. Òàêà ñiì'ÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíà ç îãëÿäó íà [82, òåîðåìà 3.7]. Ç îãëÿäó

íà çàìêíåíiñòü âiäîáðàæåííÿ fk, ìà¹ìî: α(t) → f −1
k (Kk) ïðè t → 1, äå

f −1
k (Kk) � ïîâíèé ïðîîáðàç êîíòèíóóìà Kk ïðè âiäîáðàæåííi fk.

Çàóâàæèìî, ùî ç îãëÿäó íà êîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó Rn ïðè êîæíîìó

ôiêñîâàíîìó δ > 0 ìíîæèíà Cδ := {x ∈ D : h(x, ∂D) > δ} ¹ êîìïàêòîì â

D i f −1
k (Kk) ⊂ Cδ. Ç îãëÿäó íà [35, ëåìà 1] ìíîæèíó Cδ ìîæíà âêëàñòè

â êîíòèíóóì Eδ, ùî ëåæèòü â îáëàñòi D, ïðè öüîìó, ìîæíà ââàæàòè, ùî

dist (x0, Eδ) > ε0 çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ ε0, ÿêùî öå íåîáõiäíî. Òîäi íà

îñíîâi (3.32) âèïëèâà¹, ùî

Mp(fk(Γ
∗
k)) 6Mp(fk(Γ(|γk|, Eδ, D))) 6

∫
A(x0,rk,ε0)

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x)

(3.54)

äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : (rk, ε0)→ [0,∞], òàêî¨ ùî
ε0∫
rk

η(r)dr > 1.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

η(t) =

{
ψ(t)/I(rk, ε0), t ∈ (rk, ε0),

0, t ∈ R \ (rk, ε0) ,

äå âåëè÷èíà I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íîðìóâàííÿ âèäó

(3.33). Òîäi ç óìîâ (3.37) i (3.54) âèïëèâà¹, ùî

Mp(fk(Γk)) 6 α(rk)→ 0 (3.55)

ïðè k →∞, äå α(ε) � äåÿêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè

ε → 0, ùî iñíó¹ ç îãëÿäó íà óìîâó (3.37). Çàóâàæèìî, ùî êðiì òîãî, ùî

fk(Γ
∗
k ) = Γk i, îäíî÷àñíî, Mp(Γk) = Mp(Γ(Kk, Ck, D

′
k)). Òîäi

Mp(fk(Γk)) = Mp(Γ(Kk, Ck, D
′
k)) . (3.56)

Ïî¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.55) i (3.56), ìè îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü

ç (3.53). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà òå, ùî ïðèïóùåííÿ (3.38) áóëî

íåâiðíèì, i, îòæå, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü RQ,δ,p,E(D) îäíîñòàéíî íåïåðåðâíå

â êîæíié òî÷öi x0 ∈ ED.
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Òâåðäæåííÿ òåîðåì 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3 i 3.3.4 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹

ç äîâåäåíèõ âèùå ëåì 3.3.1�3.3.4 i [21, ïðîïîçèöiÿ 2 i äåòàëi äîâåäåííÿ

òåîðåìè 2] (äèâ. òàêîæ [18, ëåìà 2.3.1]).

Çàóâàæåííÿ 3.3.3. Ïðè p = n âiäïîâiäíi âåðñi¨ òåîðåì 3.3.3 i 3.3.4 îòðè-

ìàíi Ñåâîñòüÿíîâèì �.Î. äëÿ âèïàäêó çàãàëüíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ,

äèâ. [70]. Òóò ðîçãëÿíóòi ëèøå ñêií÷åííî çâ'ÿçíi íà ìåæi îáëàñòi, ùî ¹

÷àñòèííèì âèïàäêîì ðîçãëÿíóòèõ òóò îáëàñòåé. Îçíà÷åííÿ ñiìåé âiäîáðà-

æåíü, ùî äîñëiäæóþòüñÿ â öié ðîáîòi òàêîæ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä [70].

3.4 Ëîêàëüíà i ìåæîâà ïîâåäiíêà ãîìåîìîðôiçìiâ

ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî â òåðìi-

íàõ ïðîñòèõ êiíöiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi, âiäïîâiäíî äî [33] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèòóàöiÿ, êîëè

âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíi â îáëàñòÿõ çi ñêëàäíîþ ìåæåþ.

Â ðîáîòàõ [5] òà [10] îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ìåæîâî¨

ïîâåäiíêè êëàñiâ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà i ãîìåîìîðôiçìiâ, âèçíà÷åíèõ øëÿõîì

ñïîòâîðåííÿ ìîäóëÿ ñiìåé êðèâèõ (ïîâåðõîíü). Òóò ðîçãëÿäàëàñÿ ñèòóà-

öiÿ, êîëè âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíi â îáëàñòÿõ çi ñêëàäíîþ ìåæåþ. Ñåðåä

iíøîãî, ó âêàçàíèõ ðîáîòàõ áóëà âñòàíîâëåíà ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî

ïðîäîâæåííÿ âiäïîâiäíèõ îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü â ìåæîâi òî÷êè, ÿêùî

ìàæîðàíòà, ùî âiäïîâiäà¹ çà îöiíêè ìîäóëÿ, iíòåãðîâíà (äèâ. [5, òåîðå-

ìà 6.1], [10, òåîðåìà 1]). Ïiä ¾ìåæîâèìè òî÷êàìè¿ ñëiä ðîçóìiòè ïðîñòi

êiíöi, îñêiëüêè â îáëàñòÿõ ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè íàâiòü êîíôîðìíi âiäîáðà-

æåííÿ ìîæóòü âèÿâèòèñü ðîçðèâíèìè íà ìåæi â çâè÷àéíîìó ñåíñi. Ó öié

ñòàòòi ìè ïîêàæåìî, ùî âêàçàíèé êëàñ îáåðíåíèõ ãîìåîìîðôiçìiâ ¹ îäíî-

ñòàéíî íåïåðåðâíèì â çàìèêàííi çàäàíî¨ îáëàñòi, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ äîäà-

âàííÿì äî íå¨ óñiõ ¨¨ ïðîñòèõ êiíöiâ. Çàóâàæèìî, ùî â [17] áóëè îïóáëiêî-

âàíi äåÿêi ÷àñòèííi âèïàäêè íàâåäåíèõ íèæ÷å òâåðäæåíü, ïðîòå, â öüîìó

ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çíà÷íî áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê.
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Ïðîïîçèöiÿ 3.4.1. Íåõàé D ⊂ Rn � îáëàñòü ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðì-

íîþ ìåæåþ, òîäi ìåæà öi¹¨ îáëàñòi ¹ ñëàáêî ïëîñêîþ. Êðiì òîãî, îêië

U â îçíà÷åííi ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíî¨ ìåæi ìîæå áóòè âçÿòèé ÿê

çàâãîäíî ìàëèì, ïðè öüîìó, â îçíà÷åííi ìîæíà ââàæàòè ϕ(x0) = 0.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (äèâ. [33, ëåìà 2.1]) âêàçó¹ íà ìîæëèâiñòü ¾çðó-

÷íîãî¿ ç'¹äíàííÿ êðèâèìè òî÷îê ðåãóëÿðíî¨ îáëàñòi.

Ëåìà 3.4.1. Íåõàé îáëàñòü D ⊂ Rn, n > 2, ðåãóëÿðíà, i íåõàé ïîñëi-

äîâíîñòi xm, ym ∈ D, m = 1, 2, . . . , çáiãàþòüñÿ ïðè m → ∞ äî ðiçíèõ

åëåìåíòiâ P1, P2 ∈ DP . Ïðèïóñòèìî, ùî dm, gm, m = 1, 2, . . . , � ïî-

ñëiäîâíîñòi ñïàäíèõ îáëàñòåé, ùî âiäïîâiäàþòü P1 i P2, d1 ∩ g1 = ∅
i x0, y0 ∈ D \ (d1 ∪ g1). Òîäi iñíóþòü k0 i M0 ∈ N, òàêi ùî ïðè âñiõ

m > M0 âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà: çíàéäóòüñÿ íåïåðåñi÷íi êðèâi

γi,m : [0, 1] → D, i = 1, 2, γ1,m(0) = x0, γ1,m(1) = xm, γ2,m(0) = y0,

γ2,m(1) = ym, òàêi ùî |γ1,m| ∩ gk0 = ∅ = |γ2,m| ∩ dk0 .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà óìîâîþ D � ðåãóëÿðíà îáëàñòü, âîíà ìîæå áóòè

âiäîáðàæåíà íà äåÿêó îáëàñòü D0 ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ ìåæåþ

çà äîïîìîãîþ (äåÿêîãî) êâàçiêîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ h : D → D0.

Çàóâàæèìî, ùî îáëàñòü D0 ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi, ùî âèïëèâà¹

áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ëîêàëüíî¨ êâàçiêîíôîðìíîñòi. Êðiì òîãî, ÿêùî

P1 i P2 � ðiçíi ïðîñòi êiíöi â D, òî h(P1) i h(P2) � ïðîñòi êiíöi â D0, ïðè

öüîìó, òiëàìè öèõ êiíöiâ I(h(P1)) i I(h(P2)) ¹ äåÿêi ðiçíi òî÷êè a i b ìåæi

D0 (äèâ. [62, òåîðåìà 4.1]). ßêùî æ P1 (àáî P2 ) � âíóòðiøíi òî÷êè D,

òî h(P1) (àáî h(P2) ) � âíóòðiøíi òî÷êè îáëàñòi D0, ÿêi ïîçíà÷èìî ÷åðåç

a i b, âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè çà óìîâîþ x0, y0 ∈ D \ (d1 ∪ g1), òî, çîêðåìà,

P1 6= x0 6= P2, P1 6= y0 6= P2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a, b, h(x0), h(y0) �

÷îòèðè ðiçíi òî÷êè â D0, iç ÿêèõ íå ìåíøå äâîõ ¹ âíóòðiøíiìè âiäíîñíî

D0. Çà ëåìîþ 3.1.1 ìîæíà ç'¹äíàòè òî÷êè a i h(x0) i òî÷êè b i h(y0)

íåïåðåñi÷íèìè êðèâèìè α : [0, 1]→ D0 i β : [0, 1]→ D0 òàê, ùî |α|∩|β| =
∅, α(t), β(t) ∈ D ïðè âñiõ t ∈ (0, 1), α(0) = h(x0), α(1) = a, β(0) =
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h(y0) i β(1) = b. Òàê ÿê Rn ¹ íîðìàëüíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì,

îáðàçè |α| i |β| êðèâèõ α i β ìàþòü íåïåðåñi÷íi âiäêðèòi îêîëè

U ⊃ |α|, V ⊃ |β| . (3.57)

Ìîæëèâi äâà âèïàäêè: àáî h(P1) � ïðîñòèé êiíåöü â ED0
, àáî òî÷êà â

D0. Íåõàé h(P1) � ïðîñòèé êiíåöü â ED0
. Îñêiëüêè I(h(P1)) = a, òî

çíàéäåòüñÿ íîìåð k1 ∈ N òàêèé, ùî h(dk) ⊂ U ïðè k > k1. ßêùî æ

h(P1) � òî÷êà îáëàñòi D, òî òàêîæ çíàéäåòüñÿ íîìåð k1 ∈ N òàêèé, ùî

h(dk) ⊂ U ïðè âñiõ k > k1, äå dk := B(P1, rk), rk → 0, k →∞, rk > 0.

Â îáîõ âèïàäêàõ h(dk) ⊂ U ïðè k > k1. Àíàëîãi÷íî, çíàéäåòüñÿ íîìåð

k2 ∈ N òàêèé, ùî h(gk) ⊂ V ïðè âñiõ k > k2. Òîäi ïðè k0 := max{k1, k2}
ìà¹ìî:

h(dk) ⊂ U , h(gk) ⊂ V , U ∩ V = ∅ , k > k0 . (3.58)

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü xm çáiãà¹òüñÿ äî P1, òî ïîñëiäîâíiñòü h(xm)

çáiãà¹òüñÿ äî a, îòæå, çíàéäåòüñÿ íîìåð m1 ∈ N òàêèé, ùî h(xm) ∈
h(dk0), m > m1. Àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ym çáiãà¹òüñÿ äî

êiíöÿ P2, òî ïîñëiäîâíiñòü h(ym) çáiãà¹òüñÿ äî b, îòæå, çíàéäåòüñÿ íî-

ìåð m2 ∈ N òàêèé, ùî h(ym) ∈ h(gk0), m > m2. Ïîêëàäåìî M0 :=

max{m1,m2}. Ïîêàæåìî, ùî

|α| ∩ h(dk0) 6= ∅, |β| ∩ h(gk0) 6= ∅ . (3.59)

Äîñèòü âñòàíîâèòè ïåðøå iç öèõ ñïiââiäíîøåíü, îñêiëüêè äðóãå ñïiââiä-

íîøåííÿ ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íî. ßêùî a = h(P1) � âíóòðiøíÿ òî÷êà

D0, òî äàíå âêëþ÷åííÿ î÷åâèäíå. Íåõàé òåïåð h(P1) � ïðîñòèé êiíåöü â

ED0
. Îñêiëüêè îáëàñòü D0 ìà¹ ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíó ìåæó, çíàéäå-

òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ñôåð S(0, 1/2k), k = 0, 1, 2, . . . , ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü

îêîëiâ Uk òî÷êè a i äåÿêå êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ ϕ : U0 → Bn,
äëÿ ÿêèõ ϕ(Uk) = B(0, 1/2k), ϕ(∂Uk ∩ D0) = S(0, 1/2k) ∩ Bn+ = {x =

(x1, . . . , xn) : |x| < 1, xn > 0} (äèâ. ðîçäóìè ïðè äîâåäåííi [62, ëåìà 3.5]).
Çàóâàæèìî, ùî Uk ∩ D0 ¹ îáëàñòþ, òàê ÿê Uk ∩ D0 = ϕ−1(B+(0, 1/2k)),

B+(0, 1/2k) = {x = (x1, . . . , xn) : |x| < 1/2k, xn > 0}, i ϕ � ãîìåîìîðôiçì.
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Êðiì òîãî, ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé Uk ∩ D0 âiäïîâiäà¹ äåÿêîìó ïðîñòî-

ìó êiíöþ, òiëîì ÿêîãî ¹ òî÷êà a, à âiäïîâiäíèìè ðîçðiçàìè ¹ ìíîæèíè

σk := ∂Uk ∩D0. Çà [62, òåîðåìà 4.1] òî÷êà a ∈ D0 âiäïîâiäà¹ ëèøå îäíî-

ìó ïðîñòîìó êiíöþ, îòæå, áóäü-ÿêà îáëàñòü h(dm) ìiñòèòü âñi îáëàñòi

Uk ∩ D0, çà âèêëþ÷åííÿì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, i íàâïàêè. Çîêðåìà, çíà-

éäåòüñÿ s0 ∈ N : Uk ∩ D0 ⊂ h(dk0) ïðè âñiõ k > s0. Îñêiëüêè a ∈ |α|,
çíàéäåòüñÿ t0 ∈ (0, 1) òàêå, ùî p := α(t0) ∈ Us0 ∩ D0. Àëå òîäi òàêîæ

p ∈ h(dk0), òàê ÿê Us0 ∩ D0 ⊂ h(dk0). Ïåðøå iç ñïiââiäíîøåíü â 3.59

âñòàíîâëåíå.

Îòæå, íåõàé p := α(t0) ∈ |α| ∩ h(dk0). Çàôiêñó¹ìî m > M0 i ç'¹ä-

íà¹ìî òî÷êó p ç òî÷êîþ h(xm) êðèâîþ αm : [t0, 1] → h(dk0) òàê, ùî

αm(t0) = p, αm(1) = h(xm), ùî ìîæëèâî, òîìó ùî h(dk0) � îáëàñòü.

Ïîêëàäåìî

γ ∗1,m(t) =

{
α(t), t ∈ [0, t0],

αm(t), t ∈ [t0, 1]
. (3.60)

Çàóâàæèìî, ùî êðèâà γ ∗1,m ïîâíiñòþ ëåæèòü â U.

Àíàëîãi÷íî ìiðêóþ÷è, ìà¹ìî òî÷êó t1 ∈ (0, 1) i òî÷êó q := β(t1) ∈
|β| ∩ h(gk0). Çàôiêñó¹ìî m > M0 i ç'¹äíà¹ìî òî÷êó q ç òî÷êîþ h(ym)

êðèâîþ βm : [t1, 1] → h(gk0) òàê, ùî βm(t0) = q, βm(1) = h(ym), ùî

ìîæëèâî, òîìó ùî h(gk0) � îáëàñòü. Ïîêëàäåìî

γ ∗2,m(t) =

{
β(t), t ∈ [0, t1],

βm(t), t ∈ [t1, 1]
. (3.61)

Çàóâàæèìî, ùî êðèâà γ ∗2,m ïîâíiñòþ ëåæèòü â V. Ïîêëàäåìî

γ1,m := h−1(γ ∗1,m) , γ2,m := h−1(γ ∗2,m) . (3.62)

Çàóâàæèìî, ùî êðèâi γ1,m i γ2,m çàäîâîëüíÿþòü âñi óìîâè, ïåðåðàõîâàíi â

âèñíîâêó ëåìè 3.4.1, m >M0. Ñïðàâäi, öi êðèâi çà îçíà÷åííÿì ç'¹äíóþòü

òî÷êè xm i x0, ym i y0, âiäïîâiäíî. Êðèâi γ1,m i γ2,m íå ïåðåòèíàþòüñÿ,

îñêiëüêè ¨õ îáðàçè ïðè âiäîáðàæåííi h íàëåæàòü íåïåðåñi÷íèì îêîëàì U

i V, âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî |γ1,m| ∩ gk0 = ∅ ïðè m > M0.
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Ñïðàâäi, ÿêùî x ∈ |γ1,m| ∩ gk0, òî h(x) ∈ |γ ∗1,m| ∩ h(gk0) ⊂ U ∩ h(gk0), ùî

íåìîæëèâî ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ( 3.58). ßêùî æ x ∈ |γ1,m| ∩ ∂gk0,
òî h(x) ∈ h(gk0) ∩ |γ∗1,m|, ùî òàêîæ ñóïåðå÷èòü( 3.58).

Àíàëîãi÷íî, |γ2,m| ∩ gk0 = ∅ ïðè m >M0. Ëåìà äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü îáðàçè êðèâèõ γ1,m i γ2,m

ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ìiñòèòü â ñîái âåðõíþ îöiíêó

ìîäóëÿ ïåðåòâîðåíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ ïðè âiäîáðàæåííi f ç íåðiâíiñòþ (1.5).

Äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [33, ëå-

ìà 2.2]

Ëåìà 3.4.2. Íåõàé D ⊂ Rn, n > 2, � ðåãóëÿðíà îáëàñòü â Rn i f : D →
Rn � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (1.5) ç äåÿêîþ

Q ∈ L1(D). Òîäi â óìîâàõ i ïîçíà÷åííÿõ ëåìè 3.4.1 çíàéäåòüñÿ ñòàëà

0 < N <∞, ùî íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó m i âiäîáðàæåííÿ f, òàêå,

ùî M(f(Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D))) 6 N ïðè âñiõ m > M0, äå M0 � íîìåð iç

ôîðìóëþâàííÿ ëåìè 3.4.1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé l(γ) îçíà÷à¹ äîâæèíó êðèâî¨ γ, à |γ| � íîñié (îáðàç)

êðèâî¨ γ. Ïîêëàäåìî Γm := Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). Ïîêàæåìî, ùî çíàéäåòüñÿ

L0 > 0 òàêèé, ùî l(γ) > L0 äëÿ âñiõ γ ∈ Γm i âñiõ m >M0. Çàôiêñó¹ìî

òàêå m i êðèâó γ ∈ Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). Íåõàé γ : [0, 1] → D, γ(0) ∈
|γ1,m|, γ(1) ∈ |γ2,m| i γ(t) ∈ D ïðè t ∈ (0, 1). Ìîæëèâi äâi ñèòóàöi¨: 1)

γ(0) ∈ h−1(|α|); 2) γ(0) ∈ h−1(|αm|), äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (3.60) i (3.62).
Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ 1). Íåõàé γ(0) ∈ h−1(|α|). Ìîæëèâi äâà ïiä-

âèïàäêè: 1.1) γ(0) ∈ h−1(|α|), γ(1) ∈ h−1(|β|); 1.2) γ(0) ∈ h−1(|α|),
γ(1) ∈ h−1(|βm|).

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ 1.1), òîáòî, γ(1) ∈ h−1(|β|). Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

l(γ) > d(h−1(|α|), h−1(|β|)) > 0 , (3.63)

îñêiëüêè h � ãîìåîìîðôiçì, êðèâi α i β íå ïåðåòèíàþòüñÿ çà ïîáóäîâîþ,

à êðèâà γ ç'¹äíó¹ |α| i |β|. Íåõàé òåïåð âèêîíó¹òüñÿ 1.2), òîáòî, γ(1) ∈
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h−1(|βm|). Òîäi |γ|∩|gk0| 6= ∅ 6= |γ|∩(D\|gk0|), îñêiëüêè γ(0) ∈ h−1(|α|) ⊂
D \ gk0 i γ(1) ∈ h−1(|βm|) ⊂ h−1(gk0). Â òàêîìó âèïàäêó, ç îãëÿäó íà [11,

òåîðåìà 1.I, ðîçä. 5, � 46] ìà¹ìî: |γ| ∩ ∂gk0 6= ∅. Çàóâàæèìî, ùî ∂gk0 ∩
h−1(|α|) = ∅ ç îãëÿäó íà (3.57)�(3.58). Òàêèì ÷èíîì, îñêiëüêè γ ç'¹äíó¹

òî÷êè ìíîæèí ∂gk0 i h−1(|α|), òî ¨¨ äîâæèíà íå ìåíøà íiæ âiäñòàíü ìiæ

íèìè, òîáòî,

l(γ) > d(∂gk0, h
−1(|α|)) > 0 . (3.64)

Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ 2). Íåõàé γ(0) ∈ h−1(|αm|). ßê âèùå, ìîæëèâi

äâà ïiäâèïàäêè: 2.1) γ(0) ∈ h−1(|αm|), γ(1) ∈ h−1(|β|); 2.2) γ(0) ∈
h−1(|αm|), γ(1) ∈ h−1(|βm|).

Âèïàäîê 2.1) çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 1.2) çàìiíîþ αm 7→ βm, α 7→ β

i ïåðåïàðàìåòðèçàöi¹þ êðèâî¨ γ ó âèãëÿäi γ(t) := γ(1 − t). Ó öüîìó

âèïàäêó ìè ìà¹ìî:

l(γ) > d(∂dk0, h
−1(|β|)) > 0 . (3.65)

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ 2.2), òîäi, îñêiëüêè |βm| ⊂ h(gk0) i |αm| ⊂ h(dk0) çà

ïîáóäîâîþ, òî |γ| ∩ ∂gk0 6= ∅ 6= |γ| ∩ ∂dk0 ç îãëÿäó íà [11, òåîðåìà 1.I,

ðîçä. 5, � 46]. Çà (3.57)�(3.58) ìà¹ìî: d(∂gk0 ∩ D, ∂dk0 ∩ D) > 0. Òàêèì

÷èíîì,

l(γ) > d(∂gk0 ∩D, ∂dk0 ∩D) > 0 . (3.66)

Âèõîäÿ÷è ç ðîçãëÿíóòèõ ñèòóàöié 1) i 2), íà îñíîâi (3.63), (3.64), (3.65) i

(3.66), ìà¹ìî:

l(γ) > S0 , (3.67)

S0 := min{d(h−1(|α|), h−1(|β|)), d(∂gk0, h
−1(|α|)),

d(∂dk0, h
−1(|β|)), d(∂gk0 ∩D, ∂dk0 ∩D)} .

Ç (3.67) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ρ(x) = 1/S0 ïðè x ∈ D i ρ(x) = 0 ïðè

x 6∈ D äîïóñòèìà äëÿ Γm ïðè m >M0. Îòæå, çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåíü

f â (1.5), ìà¹ìî:

M(f(Γm)) 6
1

Sn0

∫
D

Q(x) dm(x) = N = N(S0, Q,D) <∞ ,
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îñêiëüêè çà óìîâîþ Q ∈ L1(D). Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âêàçó¹ íà òå, ùî äëÿ äåÿêîãî øèðîêîãî êëàñó

âiäîáðàæåíü, ùî ôiêñóþòü ïî äiàìåòðó äåÿêèé íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì,

îáðàç öüîãî êîíòèíóóìó ïðè öèõ âiäîáðàæåííÿõ íå ìîæå íàáëèæàòèñü äî

ìåæi âiäïîâiäíî¨ îáëàñòi (äèâ. [33, ëåìà 2.3]).

Ëåìà 3.4.3. Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü D ðåãóëÿðíà, D ′ � êîìïàêò â

Rn, n > 2, D ′ ìà¹ ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíó ìåæó i Q ∈ L1(D). ßêùî

fm : D → D ′ � ïîñëiäîâíiñòü Q -ãîìåîìîðôiçìiâ îáëàñòi D íà îáëàñòü

D ′, ùî çàäîâîëüíÿþòü äëÿ äåÿêîãî (ôiêñîâàíîãî) êîíòèíóóìó A ⊂ D

óìîâó d(fm(A)) > δ > 0 ïðè âñiõ m = 1, 2, . . . , òî çíàéäåòüñÿ δ1 > 0

òàêå, ùî d(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0 äëÿ âñiõ m ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Ïiäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî, òîáòî, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî

k ∈ N iñíó¹ m = mk : d(fmk
(A), ∂D ′) < 1/k, äå mk, k = 1, 2, . . . � äåÿêà

çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ. Çà óìîâîþ D ′ � êîìïàêò, òîìó i ∂D ′

òàêîæ êîìïàêò ÿê çàìêíóòà ïiäìíîæèíà êîìïàêòó D ′. Êðiì òîãî, fmk
(A)

êîìïàêò ÿê íåïåðåðâíèé îáðàç êîìïàêòó A. Òîäi çíàéäóòüñÿ xk ∈ fmk
(A)

i yk ∈ ∂D ′ òàêi, ùî d(fmk
(A), ∂D ′) = |xk − yk| < 1/k. Òàê ÿê ∂D ′ �

êîìïàêò, ìîæíà ââàæàòè, ùî yk → y0 ∈ ∂D ′, k →∞; òîäi òàêîæ

xk → y0 ∈ ∂D ′, k →∞ . (3.68)

Íåõàé K0 � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ∂D ′, ùî ìiñòèòü òî÷êó y0 . Îñêiëüêè D ′

ìà¹ ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíó ìåæó, òî K0 � íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì

â Rn. Çàóâàæèìî ùî, ïðè êîæíîìó k ∈ N âiäîáðàæåííÿ gmk
:= f −1

mk

ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ gmk
: D ′P → DP , äå D ′P i

DP � âiäïîâiäíi çàìèêàííÿ ó ïðîñòîði ïðîñòèõ êiíöiâ (äèâ. [5, òåîðåìà 6.1]

i [17, òåîðåìà 2]). Ç îãëÿäó íà [62, òåîðåìà 4.1] ïðîñòi êiíöi îáëàñòi D ′

ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç òî÷êàìè D ′, ïðè öüîìó, äëÿ äâîõ ïðîñòèõ êiíöiâ

P1, P2 ∈ ED ′ çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî: ρ∗(P1, P2) := |p1 − p2|, äå pi := I(Pi),

i = 1, 2. Òàêèì ÷èíîì, äàëi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî D ′P = D ′. Çàóâà-

æèìî, ùî gmk
ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå íà D ′, ÿê âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó
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D ′ íà DP , íåïåðåðâíå íà êîìïàêòi D ′. Íåõàé ρ � îäíà ç ìåòðèê â ED,

âèçíà÷åíà â (1.8). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ δk = δk(ε) < 1/k

òàêå, ùî

ρ(gmk
(x), gmk

(x0)) < ε ∀ x, x0 ∈ D ′, |x− x0| < δk , δk < 1/k , (3.69)

Íåõàé äàëi ε > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî ç óìîâîþ

ε < (1/2) · d(∂D0, g
−1(A)) , (3.70)

äå A � êîíòèíóóì ç óìîâ ëåìè, à g : D0 → D � êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðà-

æåííÿ îáëàñòi D0 ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíîþ ìåæåþ íà îáëàñòü D,

ùî âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ ìåòðèêè ρ â (1.8). Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó

k ∈ N ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Bk :=
⋃

x0∈K0

B(x0, δk) , k ∈ N .

Çàóâàæèìî, ùî Bk � âiäêðèòà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü K0, iíøèìè ñëîâàìè,

Bk � äåÿêèé îêië êîíòèíóóìó K0. Ç îãëÿäó íà [51, ëåìà 2.2] iñíó¹ îêië

Uk ⊂ Bk êîíòèíóóìó K0, òàêèé, ùî Uk ∩ D ′ çâ'ÿçíèé. Íå îáìåæóþ÷è
çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî Uk � âiäêðèòà ìíîæèíà, òîäi Uk ∩ D ′

òàêîæ ëiíiéíî çâ'ÿçíà (äèâ. [60, ïðîïîçèöiÿ 13.1]). Íåõàé d(K0) = m0, òîäi

çíàéäóòüñÿ z0, w0 ∈ K0 òàêi, ùî d(K0) = |z0−w0|. Îòæå, ìîæíà âèáðàòè
ïîñëiäîâíîñòi yk ∈ Uk∩D ′, zk ∈ Uk∩D ′ i wk ∈ Uk∩D ′ òàê, ùî zk → z0,

yk → y0 i wk → w0 ïðè k →∞. Ìîæíà ââàæàòè, ùî

|zk − wk| > m0/2, ∀ k ∈ N . (3.71)

Ç'¹äíà¹ìî ïîñëiäîâíî òî÷êè zk, yk i wk êðèâîþ γk â Uk∩D ′ (öå ìîæëèâî,
îñêiëüêè Uk∩D ′ ëiíiéíî çâ'ÿçíà). Íåõàé |γk| � ÿê çàçâè÷àé, íîñié (îáðàç)
êðèâî¨ γk â D ′. Òîäi gmk

(|γk|) � êîìïàêò â D. Íåõàé x ∈ |γk|, òîäi
çíàéäåòüñÿ x0 ∈ K0 : x ∈ B(x0, δk). Çàôiêñó¹ìî ω ∈ A ⊂ D. Ç (3.69) i

(3.70), ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà, ìà¹ìî:

ρ(gmk
(x), ω) > ρ(ω, gmk

(x0))− ρ(gmk
(x0), gmk

(x)) >
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> d(∂D0, g
−1(A))− (1/2) · d(∂D0, g

−1(A)) = (1/2) · d(∂D0, g
−1(A)) > ε .

(3.72)

Ïåðåõîäÿ÷è äî inf ïî âñiõ x ∈ |γk| i ω ∈ A, ç (3.72) îòðèìó¹ìî, ùî

ρ(gmk
(|γk|), A) > ε , k = 1, 2, . . . , (3.73)

äå, ÿê çàçâè÷àé, ρ(A,B) := inf
x∈A,y∈B

ρ(x, y) � âiäñòàíü ìiæ ìíîæèíàìè

A,B ⊂ Rn â ìåòðèöi ρ. Ïîêàæåìî òåïåð, ùî çíàéäåòüñÿ ε1 > 0 òàêå, ùî

d(gmk
(|γk|), A) > ε1, ∀ k = 1, 2, . . . , (3.74)

äå d(A,B), ÿê çàçâè÷àé, ïîçíà÷à¹ åâêëiäîâó âiäñòàíü ìiæ ìíîæèíàìè

A,B ⊂ Rn. Ñïðàâäi, íåõàé (3.74) ïîðóøó¹òüñÿ, òîäi äëÿ ÷èñëà εl = 1/l,

l = 1, 2, . . . çíàéäóòüñÿ ξl ∈ |γkl| i ζl ∈ A òàêi, ùî

|gmkl
(ξl)− ζl| < 1/l , l = 1, 2, . . . . (3.75)

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ

kl, l = 1, 2, . . . , çðîñòàþ÷à. Îñêiëüêè A � êîìïàêò, òî ìîæíà ââàæàòè,

ùî ïîñëiäîâíiñòü ζl çáiãà¹òüñÿ äî ζ0 ∈ A ïðè l → ∞. Çà íåðiâíiñòþ

òðèêóòíèêà i ç (3.75) âèïëèâà¹, ùî

|gmkl
(ξl)− ζ0| → 0 , l →∞ . (3.76)

Ç iíøîãî áîêó, íàãàäà¹ìî, ùî ρ(gmk
(x), ω) = |g−1(gmk

(x)) − g−1(ω)|, äå
g : D0 → D � äåÿêå êâàçiêîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D0 ç ëîêàëüíî

êâàçiêîíôîðìíîþ ìåæåþ íà D (äèâ. (1.8)). Çîêðåìà, g−1 � íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ â D, òîìó çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà i ç (3.76) ìà¹ìî:

|g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζl)| 6

6 |g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζ0)|+ |g−1(ζ0)− g−1(ζl)| → 0, l →∞ . (3.77)

Îäíàê, çà îçíà÷åííÿì ρ i ç (3.77) âèïëèâà¹, ùî

ρ(gmkl
(|γkl|), A) 6 ρ(gmkl

(ξl), ζl) = |g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζl)| → 0, l→∞ ,

ùî ñóïåðå÷èòü (3.73). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà âiðíiñòü (3.74).
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Ó òàêîìó âèïàäêó, äîâæèíà äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ùî ç'¹äíó¹ êîìïàêòè

gmk
(|γk|) i A â D, íå ìåíøà íiæ ε1. Ïîêëàäåìî Γk := Γ(gmk

(|γk|), A,D),

òîäi ôóíêöiÿ ρ(x) = 1/l ïðè x ∈ D, ρ(x) = 0 ïðè x 6∈ D, äîïóñòèìà

äëÿ Γk. Çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåíü fmk
â (1.5) ìà¹ìî:

M(fmk
(Γk)) 6

1

εn1

∫
D

Q(x) dm(x) = c = c(ε1, Q) <∞ , (3.78)

îñêiëüêè çà óìîâîþ Q ∈ L1(D).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ìè îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ ç (3.78) ç îãëÿäó íà

ëîêàëüíó êâàçiêîíôîðìíiñòü ìåæi ∂D ′. Ïåðø çà âñå, çàóâàæèìî, ùî ∂D ′

� ñëàáêî ïëîñêà çà òâåðäæåííÿì 3.4.1. Âèáåðåìî â òî÷öi y0 ∈ ∂D ′ êóëþ
U := B(y0, r0), 0 < r0 < min{δ/4,m0/4}, äå δ � ÷èñëî ç óìîâ ëåìè, à

d(K0) = m0. Çàóâàæèìî, ùî |γk| ∩ U 6= ∅ 6= |γk| ∩ (D ′ \ U) ïðè äîñèòü

âåëèêèõ k ∈ N, îñêiëüêè d(|γk|) > m0/2 > m0/4 i yk ∈ |γk|, yk → y0

ïðè k →∞. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ìè îòðèìà¹ìî, ùî fmk
(A)∩U 6= ∅ 6=

fmk
(A) ∩ (D ′ \ U). Òàê ÿê |γk| i fmk

(A) � êîíòèíóóìè, òî

fmk
(A) ∩ ∂U 6= ∅, |γk| ∩ ∂U 6= ∅ , (3.79)

äèâ. [11, òåîðåìà 1.I, ðîçä. 5, � 46]. Äëÿ ôiêñîâàíîãî P > 0, íåõàé äàëi

V ⊂ U � îêië òî÷êè y0, ùî âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ ñëàáêî ïëîñêî¨ ìåæi,

òîáòî òàêèé, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D ′ ç óìîâîþ E ∩
∂U 6= ∅ 6= E ∩ ∂V i F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(Γ(E,F,D ′)) > P . (3.80)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N

fmk
(A) ∩ ∂V 6= ∅, |γk| ∩ ∂V 6= ∅ . (3.81)

Ñïðàâäi, yk ∈ |γk|, xk ∈ fmk
(A), äå xk, yk → y0 ∈ V ïðè k → ∞, òîìó

|γk| ∩ V 6= ∅ 6= fmk
(A) ∩ V ïðè âåëèêèõ k ∈ N. Êðiì òîãî, d(V ) 6

d(U) = 2r0 < m0/2 i, îñêiëüêè d(|γk|) > m0/2 ç îãëÿäó íà (3.71), òî

|γk| ∩ (D ′ \ V ) 6= ∅. Òîäi |γk| ∩ ∂V 6= ∅ (äèâ. [11, òåîðåìà 1.I, ðîçä. 5, �
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46]). Àíàëîãi÷íî, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < δ/2 i, îñêiëüêè d(fmk
(A)) > δ çà

óìîâîþ ëåìè, òî fmk
(A)∩ (D ′ \V ) 6= ∅. Îñêiëüêè, çãiäíî ç âñòàíîâëåíèì

âèùå fmk
(A)∩V 6= ∅, òî çà [11, òåîðåìà 1.I, ðîçä. 5, � 46] ìà¹ìî: fmk

(A)∩
∂V 6= ∅. Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ â (3.81) âñòàíîâëåíi.

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç (3.80) ìè ìà¹ìî, ç îãëÿäó íà (3.79) i (3.81), ùî

M(Γ(fmk
(A), |γk|, D ′)) > P . (3.82)

Çàóâàæèìî, ùî Γ(fmk
(A), |γk|, D ′) = fmk

(Γ(A, gmk
(|γk|), D)) = fmk

(Γk),

òàê ùî íåðiâíiñòü (3.82) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

M(fmk
(Γ(A, gmk

(|γk|), D))) = M(fmk
(Γk)) > P ,

ùî ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (3.78). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà õèáíiñòü

ïî÷àòêîâîãî ïðèïóùåííÿ d(fmk
(A), ∂D ′) < 1/k. Ëåìà äîâåäåíà.

Äëÿ ÷èñëà δ > 0, îáëàñòåé D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, êîíòèíóóìó A ⊂
D i äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ Q : Rn → [1,∞], Q(x) ≡
0 ïðè x 6∈ D, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sδ,A,Q(D,D ′) ñiì'þ âñiõ âiäîáðàæåíü

h : D ′ → D òàêèõ, ùî f = h−1 � ãîìåîìîðôiçì îáëàñòi D íà D ′ ç

óìîâîþ (1.5), ïðè öüîìó, d(f(A)) > δ. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ,

äèâ äîâåäåííÿ â [33, òåîðåìà 1.1].

Òåîðåìà 3.4.1. Íåõàé îáëàñòi D i D ′ ⊂ Rn, n > 2, ðåãóëÿðíi i áóäü-

ÿêà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ∂D ′ ¹ íåâèðîäæåíèì êîíòèíóóìîì. ßêùî

Q ∈ L1(D), òî êîæíå âiäîáðàæåííÿ h ∈Sδ,A,Q(D,D′) ïðîäîâæó¹òüñÿ

çà íåïåðåðâíiñòþ äî âiäîáðàæåííÿ h : D′P → DP , h|D ′ = h, ïðè öüîìó,

h(D ′P ) = DP i ñiì'ÿ Sδ,A,Q(DP , D ′P ), ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ ïðîäîâ-

æåíèõ âiäîáðàæåíü h : D ′P → DP , ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D ′P .

Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ h ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) íà

ìåæó îáëàñòi D ′ âñòàíîâëåíå â [5, òåîðåìà 6.1] ïðè n = 2 i [17, òåîðåìà 2]

ïðè n > 3. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü Sδ,A,Q(D,D ′)

ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ îáëàñòi D ′ äîâåäåíà â [30, òåîðåìà 1.1]. Ðiâíiñòü
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h(D ′P ) = DP äëÿ h ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) âñòàíîâëþ¹òüñÿ òàê, ÿê i ïðè äîâå-

äåííi [5, òåîðåìà 6.1], òîìó äîêëàäíi ìiðêóâàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç öèì ôàêòîì,

íå íàâîäÿòüñÿ.

Ïîêàæåìî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü Sδ,A,Q(D,D ′) íà ED ′. Ìîæíà

ââàæàòè, ùî D ′ ìà¹ ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíó ìåæó. Ç îãëÿäó íà [62,

òåîðåìà 4.1] ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî D ′ = D ′P , çîêðåìà, ìîæíà ââàæàòè,

ùî ED ′ = ∂D ′.

Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé, çíàéäåòüñÿ òî÷êà z0 ∈
∂D ′, ÷èñëî ε0 > 0 i ïîñëiäîâíîñòi zm ∈ D ′, zm → z0 ïðè m → ∞ i

hm ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) òàêi, ùî

ρ(hm(zm), hm(z0)) > ε0, m = 1, 2, . . . , (3.83)

äå ρ � îäíà ç ìåòðèê â DP , âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (1.8). Òàê ÿê hm çà

íåïåðåðâíiñòþ ïðîäîâæó¹òüñÿ íà ìåæó D ′, ìîæíà ââàæàòè, ùî zm ∈ D
i, êðiì òîãî, çíàéäåòüñÿ ùå îäíà ïîñëiäîâíiñòü z ′m ∈ D ′, z ′m → z0 ïðè

m → ∞, òàêà, ùî ρ(hm(zm), hm(z0)) → 0 ïðè m → ∞, äå hm = hm|D ′.
Òîäi ç (3.83) âèïëèâà¹, ùî

ρ(hm(zm), hm(z ′m)) > ε0/2, m > m0 . (3.84)

Òàê ÿê îáëàñòü D ðåãóëÿðíà, òî ïðîñòið DP ¹ êîìïàêòîì. Îòæå, ìè ìî-

æåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi hm(zm) i hm(z0) ¹ çáiæíèìè ïðè m→∞
äî äåÿêèõ åëåìåíòiâ P1, P2 ∈ DP , P1 6= P2. Íåõàé dm, gm � ïîñëiäîâíîñòi

ñïàäíèõ îáëàñòåé, ùî âiäïîâiäàþòü ïðîñòèì êiíöÿì P1, P2, âiäïîâiäíî.

Âèáåðåìî x0, y0 ∈ A òàê, ùîá x0 6= y0 i P1 6= x0 6= P2, P1 6= y0 6= P2,

äå êîíòèíóóì A ⊂ D � ç óìîâ òåîðåìè 3.4.1. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíî-

ñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî d1 ∩ g1 = ∅ i x0, y0 6∈ d1 ∪ g1. Çà ëåìîþ 3.4.1

iñíóþòü k0 i M0 ∈ N, òàêi ùî ïðè âñiõ m > M0 âèêîíó¹òüñÿ íàñòó-

ïíà óìîâà: çíàéäóòüñÿ íåïåðåñi÷íi êðèâi γi,m(t) : [0, 1] → D, i = 1, 2,

γ1,m(0) = x0, γ1,m(1) = hm(zm), γ2,m(0) = y0, γ2,m(0) = hm(z ′m), òàêi ùî

|γ1,m| ∩ gk0 = ∅ = |γ2,m| ∩ dk0. Êðiì òîãî, çà ëåìîþ 3.4.2 çíàéäåòüñÿ ñòàëà
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0 < N <∞, ùî íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó m, òàêà ùî

M(fm(Γm)) 6 N ,m >M0 , (3.85)

äå fm := h−1
m , Γm := Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). Ç iíøîãî áîêó, çà ëåìîþ 3.4.3

çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ1 > 0 òàêå, ùî d(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0, m = 1, 2, . . . .

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî

d(fm(|γ1,m|)) > |zm − fm(x0)| > (1/2) · d(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 ,

d(fm(|γ2,m|)) > |z ′m − fm(y0)| > (1/2) · d(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 (3.86)

ïðè âåëèêèõ m = 1, 2, . . . . Âèáåðåìî â òî÷öi z0 ∈ ∂D ′ êóëþ U :=

B(z0, r0), äå r0 > 0 i r0 < δ1/4, äå δ1 � ÷èñëî çi ñïiââiäíîøåíü â (3.86).

Çàóâàæèìî, ùî fm(|γ1,m|)∩U 6= ∅ 6= fm(|γ1,m|)∩(D ′\U) ïðè äîñèòü âåëè-

êèõ m ∈ N, îñêiëüêè d(fm(|γ1,m|)) > δ1/2 i zm ∈ fm(|γ1,m|), zm → z0 ïðè

m→∞. Àíàëîãi÷íî ìiðêóþ÷è, fm(|γ2,m|)∩U 6= ∅ 6= fm(|γ2,m|)∩(D ′\U).

Òàê ÿê fm(|γ1,m|) i fm(|γ2,m|) � êîíòèíóóìè, òî

fm(|γ1,m|) ∩ ∂U 6= ∅, fm(|γ2,m|) ∩ ∂U 6= ∅ , (3.87)

äèâ. [11, òåîðåìà 1.I, ðîçä. 5, � 46]. Äëÿ ôiêñîâàíîãî P > 0, íåõàé äàëi

V ⊂ U � îêië òî÷êè z0, ùî âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ ñëàáêî ïëîñêî¨ ìåæi,

òîáòî òàêèé, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D ′ ç óìîâîþ E ∩
∂U 6= ∅ 6= E ∩ ∂V i F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

M(Γ(E,F,D ′)) > P . (3.88)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîñèòü âåëèêèõ m ∈ N

fm(|γ1,m|) ∩ ∂V 6= ∅, fm(|γ2,m|) ∩ ∂V 6= ∅ . (3.89)

Ñïðàâäi, zm ∈ fm(|γ1,m|), z ′m ∈ fm(|γ2,m|), äå zm, z ′m → z0 ∈ V ïðè m→
∞, òîìó fm(|γ1,m|) ∩ V 6= ∅ 6= fm(|γ2,m|) ∩ V ïðè âåëèêèõ m ∈ N. Êðiì
òîãî, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < δ1/2 i, îñêiëüêè d(fm(|γ1,m|)) > δ1/2 ç îãëÿäó

íà (3.86), òî fm(|γ1,m|)∩ (D ′ \V ) 6= ∅. Òîäi fm(|γ1,m|)∩∂V 6= ∅ (äèâ. [11,
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òåîðåìà 1.I, ðîçä. 5, � 46]). Àíàëîãi÷íî, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < δ1/2 i,

îñêiëüêè d(fm(|γ2,m|)) > δ1/2 ç îãëÿäó íà (3.86), òî fm(|γ2,m|)∩(D ′\V ) 6=
∅. Òîäi çà [11, òåîðåìà 1.I, ðîçä. 5, � 46] ìà¹ìî: fm(|γ1,m|)∩∂V 6= ∅. Òàêèì
÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (3.89) äîâåäåíi.

Çãiäíî ç (3.88) i âðàõîâóþ÷è (3.87) i (3.89), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

M(fm(Γm)) = M(Γ(fm(|γ1,m|), fm(|γ2,m|), D ′)) > P ,

ùî ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (3.85). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà õèáíiñòü

ïî÷àòêîâîãî ïðèïóùåííÿ, çðîáëåíîãî â (3.83). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 3.4.1. Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ ïðîñòîãî êiíöÿ çà Íÿêi

(äèâ. ðîçäië 4 â [62] äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíî-

ãî âèùå. Ïðîòå, äëÿ îáëàñòåé ç ëîêàëüíî êâàçiêîíôîðìíèìè ìåæàìè (à,

îòæå, i äëÿ ðåãóëÿðíèõ îáëàñòåé) öi êëàñè ñïiâïàäàþòü, äèâ., íàïð., òåî-

ðåìó 4.1 â [62]).

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè ìîæíà çíàéòè â [78, òåîðåìà 1].

Äëÿ çàäàíîãî ÷èñëà δ > 0, îáëàñòåé D ⊂ Rn i D ′ ⊂ Rn, n > 2,

êîíòèíóóìà A ⊂ D i âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ Q(x) : Rn → [0,∞]

òàêî¨, ùî Q(x) ≡ 0 äëÿ x 6∈ D, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vδ,A,Q(D,D ′) ñiì'þ âñiõ

ãîìåîìîðôiçìiâ g îáëàñòi D ′ íà D òàêèõ, ùî âiäîáðàæåííÿ f = g−1

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.6) â D, êîëè h(f(A)) > δ. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïðèïóñòèìî, ùî D ðåãóëÿðíà, D ′ ìà¹ ñëàáêî ïëîñêó

ìåæó, i æîäíà êîìïîíåíòà ∂D ′ ¹ íåâèðîäæåíèì êîíòèíóóìîì. ßêùî

Q ∈ L1(D), òîäi êîæíå âiäîáðàæåííÿ g ∈ Vδ,A,Q(D,D ′) ìà¹ íåïå-

ðåðâíå ïðîäîâæåííÿ g : D ′ → DP , â äîäàòîê, g(D ′) = DP , i ñiì'ÿ

Vδ,A,Q(DP , D ′), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíüg : D ′ →
DP , ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D ′.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ h ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) íà ìåæó

îáëàñòi D ′, äèâ. çàóâàæåííÿ 3.4.2. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü Sδ,A,Q(D,D ′)

ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ D ′ öå ðåçóëüòàò [75, òåîðåìà 1.1]. Ïîêàæåìî îäíî-

ñòàéíó íåïåðåðâíiñòü Sδ,A,Q(DP , D ′) íà ∂D ′.

Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ

òî÷êà z0 ∈ ∂D ′, ÷èñëî ε0 > 0, ïîñëiäîâíîñòi zm ∈ D ′ i hm ∈ Sδ,A,Q(DP , D ′)

òàêi, ùî zm → z0 êîëè m→∞ i, â äîäàòîê,

ρ(hm(zm), hm(z0)) > ε0, m = 1, 2, . . . , (3.90)

äå ρ ¹ îäíi¹þ ç ìåòðèê â DP . Îñêiëüêè hm = hm|D ′ ïðîäîâæóþòüñÿ çà

íåïåðåðâíiñòþ íà ìåæó D ′, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî zm ∈ D ′ i, â äîäàòîê,
çíàéäåòüñÿ ùå îäíà ïîñëiäîâíiñòü z ′m ∈ D ′, z ′m → z0 êîëè m→∞, òàêà,
ùî ρ(hm(z ′m), hm(z0))→ 0 êîëè m→∞. Òîäi, ç (3.90) âèïëèâà¹, ùî

ρ(hm(zm), hm(z ′m)) > ε0/2, m > m0 . (3.91)

Îñêiëüêè îáëàñòü D ðåãóëÿðíà, ïðîñòið DP êîìïàêòíèé. Òîìó, ìè ìîæå-

ìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi hm(zm) i hm(z0) çáiãàþòüñÿ ïðè m → ∞
äî äåÿêîãî åëåìåíòà P1, P2 ∈ DP , P1 6= P2. Íåõàé dm i gm ïîñëiäîâíiñòü

ñïàäíèõ îáëàñòåé, ùî âiäïîâiäà¹ ïðîñòèì êiíöÿì P1 i P2, âiäïîâiäíî.

Çà [9, ëåìà 1], ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî êðèâi σm, ùî âiäïîâiäàþòü îáëà-

ñòÿì dm, m = 1, 2, . . . , íàëåæàòü ñôåðàì S(x0, rm) òàê, ùî x0 ∈ ∂D i

rm → 0 ïðè m→∞. Îáåðåìî x0, y0 ∈ A òàê, ùî x0 6= y0 i x0 6= P1 6= y0,

äå êîíòèíóóì A ⊂ D ç óìîâ òåîðåìè 3.4.2. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi,

ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî d1 ∩ g1 = ∅ i x0, y0 6∈ d1 ∪ g1.

Çà ëåìàìè 3.4.1 i 3.4.2, çíàéäóòüñÿ íåïåðåñi÷íi êðèâi γ1,m : [0, 1]→ D

i γ2,m : [0, 1] → D, ÷èñëî M0 > 0 i ÷èñëî N > 0 òàêi, ùî γ1,m(0) = x0,

γ1,m(1) = hm(zm), γ2,m(0) = y0, γ2,m(0) = hm(z ′m), äå,

M(fm(Γm)) 6 N ,m >M0 , (3.92)

äå fm := h−1
m , Γm := Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D) .
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Ç iíøîãî iíøîãî áîêó, çà ëåìîþ 3.4.3 iñíó¹ ÷èñëî δ1 > 0 òàêå, ùî

q(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0, m = 1, 2, . . . . Ç öüîãî ìè îòðèìà¹ìî, ùî

q(fm(|γ1,m|)) > q(zm, fm(x0)) > (1/2) · q(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 ,

q(fm(|γ2,m|)) > q(z ′m, fm(y0)) > (1/2) · q(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 (3.93)

äëÿ âåëèêèõ m ∈ N. Îáåðåìî õîðäàëüíi êóëi U := Bq(z0, r0), äå r0 > 0 i

r0 < δ1/4, i δ1 ÷èñëî ç ñïiââiäíîøåíü (3.93). Çàóâàæèìî, ùî fm(|γ1,m|) ∩
U 6= ∅ 6= fm(|γ1,m|) ∩ (D ′ \ U) äëÿ äîñèòü âåëèêèõ m ∈ N, òîìó, ùî
q(fm(|γ1,m|)) > δ1/2 i zm ∈ fm(|γ1,m|), zm → z0 êîëè m → ∞. Çà òèìè
æ ìiðêóâàííÿìè fm(|γ2,m|) ∩ U 6= ∅ 6= fm(|γ2,m|) ∩ (D ′ \ U). Îñêiëüêè

fm(|γ1,m|) i fm(|γ2,m|) êîíòèíóóìè, òîäi çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46]

fm(|γ1,m|) ∩ ∂U 6= ∅, fm(|γ2,m|) ∩ ∂U 6= ∅ . (3.94)

Äëÿ ôiêñîâàíîãî P := N > 0, äå N ç (3.92), íåõàé V ⊂ U îêië òî÷êè

z0, ùî âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi, òàêèé, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ

êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D ′ ç E ∩ ∂U 6= ∅ 6= E ∩ ∂V i F ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂V
íåðiâíiñòü

M(Γ(E,F,D ′)) > N (3.95)

âèêîíó¹òüñÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîñèòü âåëèêèõ m ∈ N

fm(|γ1,m|) ∩ ∂V 6= ∅, fm(|γ2,m|) ∩ ∂V 6= ∅ . (3.96)

Ñïðàâäi, zm ∈ fm(|γ1,m|) i z ′m ∈ fm(|γ2,m|), äå zm, z
′
m → z0 ∈ V êîëè

m → ∞ Òîìó, fm(|γ1,m|) ∩ V 6= ∅ 6= fm(|γ2,m|) ∩ V äëÿ âåëèêèõ m ∈ N.
Â äîäàòîê, q(V ) 6 q(U) = 2r0 < δ1/2 i îñêiëüêè çà (3.93) q(fm(|γ1,m|)) >
δ1/2, òîäi fm(|γ1,m|) ∩ (D ′ \ V ) 6= ∅. Òîäi fm(|γ1,m|) ∩ ∂V 6= ∅ (äèâ. [11,

òåîðåìà 1.I.5.46]). Àíàëîãi÷íî, q(V ) 6 q(U) = 2r0 < δ1/2 i, îñêiëüêè

çà (3.93) q(fm(|γ2,m|)) > δ1/2, òîäi fm(|γ2,m|) ∩ (D ′ \ V ) 6= ∅. Òåïåð,
çà [11, òåîðåìà 1.I.5.46] ìè îòðèìà¹ìî, ùî fm(|γ1,m|) ∩ ∂V 6= ∅. Òàêèì
÷èíîì, (3.96) äîâåäåíå.

Çãiäíî ç (3.95) i áåðó÷è äî óâàãè (3.94) i (3.96), ìè ìà¹ìî, ùî

M(fm(Γm)) = M(Γ(fm(|γ1,m|), fm(|γ2,m|), D ′)) > N ,
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ùî ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (3.92). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà òå, ùî

ïðèïóùåííÿ, çðîáëåíå â (3.90) íåâiðíå. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 3.4.2. Ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ ãîìåîìîð-

ôiçìó g : D ′ → D äî âiäîáðàæåííÿ g : D ′ → DP â òåîðåìi 3.4.2 ìîæíà

âñòàíîâèòè àíàëîãi÷íî äî [5, òåîðåìà 6.1]; äèâ. òàêîæ [17, òåîðåìà 2].

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæóâàëàñü ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó íà ìåæi òà â çàìèêàííi îáëàñòi:

1. Îòðèìàíà òåîðåìà ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ i îäíîñòàéíó íåïå-

ðåðâíiñòü â çàìèêàííi îáëàñòi (òåîðåìà 3.2.1) ñiì'¨ âiäîáðàæåíü, îáåðíåíi

äî ÿêèõ f = g−1 ¹ Q -ãîìåîìîðôiçìàìè çà óìîâ Q ∈ L1(D), h(f(A)) :=

sup
x,y∈f(A)

h(x, y) > δ òà diamf(A) ≥ δ äëÿ äåÿêîãî êîíòèíóóìà A .

2. Áóëà äîñëiäæåíà ïîâåäiíêà êiëüöåâèõ Q -ãîìåîìîðôiçìiâ, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè h(f(A)) > δ i h(Rn \ f(D)) > δ . Äîâåäåíà ìîæëèâiñòü

¨õ íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ òà îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü â D, êîëè

Q ∈ FMO(D) àáî çà óìîâè ðîçáiæíîñòi äåÿêîãî iíòåãðàëà. Äëÿ ëîêàëü-

íî çâ'ÿçíèõ ìåæ äîâåäåíà òåîðåìà ïðî ìåæîâå íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ

çãàäàíîãî êëàñó òà éîãî îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü â òåðìiíàõ ïðîñòèõ êií-

öiâ. Äîâåäåíå òâåðäæåííÿ ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðíiñòü òà ìåæîâå ïðîäîâ-

æåííÿ ñiì'¨ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ çàìêíåíèõ Q−âiäîáðàæåíü ïðè

Q ∈ FMO(D) àáî ðîçáiæíîñòi iíòåãðàëà, çãàäàíîãî âèùå òà ç óìîâîþ,

ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi D ′f := f(D) çíàéäåòüñÿ êîíòèíóóì Kf ⊂ D ′f

òàêèé, ùî h(Kf) > δ i h(f −1(Kf), ∂D) > δ > 0.

3. Äîâåäåíi òåîðåìè 3.4.1 òà 3.4.2 ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà

ìåæó òà îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ó çàìèêàííi îáëàñòi ñiìåé âiäîáðàæåíü,
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îáåðíåíi äî ÿêèõ ¹ Q -ãîìåîìîðôiçìàìè òà êiëüöåâèìè Q -ãîìåîìîðôiçìà-

ìè âiäïîâiäíî, êîëè ôiêñîâàíèé êîíòèíóóì â ïðîîáðàçi íå âèðîäæó¹òüñÿ

â òî÷êó.
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ÐÎÇÄIË 4

ÄÅßÊI ÏÈÒÀÍÍß ËÎÊÀËÜÍÎ� I ÌÅÆÎÂÎ�

ÏÎÂÅÄIÍÊÈ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ ÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ

ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Ó äàíîìó ðîçäiëi çiáðàíi ðåçóëüòàòè, ñòîñîâíî ëîêàëüíî¨ i ìåæîâî¨

ïîâåäiíêè âiäîáðàæåíü ìiæ ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè.

Ðîçäië ìiñòèòü 5 ïiäðîçäiëiâ, ïåðøèé ç ÿêèõ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåí-

íþ çáiæíîñòi îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü ç óìîâîþ íåâèðîäæåíîñòi ïåâíîãî

êîíòèíóóìà, ó äðóãîìó ðîçäiëi éäåòüñÿ ïðî ëîêàëüíó òà ãëîáàëüíó ïî-

âåäiíêó îáåðíåíèõ ãîìåîìîðôiçìiâ ç óìîâîþ (4.10). Ó òðåòüîìó ðîçäiëi

ìiñòèòüñÿ àíàëîã òåîðåìè Ñîõîöüêîãî-Êàñîðàòi-Âåé¹ðøòðàñà ïðî íóëü-

âèìiðíiñòü àáî ñòàëiñòü âiäîáðàæåíü ç óìîâîþ (4.4) ó ïðîñòîðàõ çi ñôå-

ðèêàëiçàöi¹þ. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi áóëè äîâåäåíi òåîðåìè ïðî îäíî-

ñòàéíó íåïåðåðâíiñòü òà íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ äèñêðåòíèõ, çàìêíåíèõ

i âiäêðèòèõ êiëüöåâèõ Q -âiäîáðàæåíü âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëiâ ó ïðîñòið

ïðîñòèõ êiíöiâ çà óìîâè ñèëüíî¨ äîñÿæíîñòi ìåæi. Ï'ÿòèé ïiäðîçäië ïðî

îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü çi

ñïiââiäíîøåííÿì (4.68) äëÿ ïðîñòîðiâ çi ñôåðèêàëiçàöi¹þ. Òàêîæ ó öüîìó

ïiäðîçäiëi íàâåäåíi äåÿêi ïðèêëàäè.

4.1 Òåîðåìè çáiæíîñòi îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü

ßê âiäîìî, ÷àñòèíîþ âèçíà÷åííÿ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ¹ íå-

ðiâíiñòü

M(Γ) 6 K ·M(f(Γ)) , (4.1)
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äå M � ìîäóëü ñiìåé êðèâèõ Γ, à K � êîåôiöi¹íò êâàçiêîíôîðìíîñòi

(äèâ. [79]). Íåðiâíiñòü (4.1) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êâàçiêîíôîðìíèõ âi-

äîáðàæåíü ç ðîçãàëóæåííÿì, ÿêi ïðèéíÿòî íàçèâàòè êâàçiðåãóëÿðíèìè

âiäîáðàæåííÿìè (äèâ. [65]).

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ïèòàííÿ: ÷è áóäå äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ (4.1), âiäêðèòèì i äèñêðåòíèì (íóëüâèìiðíèì) ? Ïîçèòèâíà

âiäïîâiäü äëÿ ïðîñòîðó Rn áóëà îòðèìàíà â ðîáîòi [22], äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ

íàâiòü áiëüø çàãàëüíà óìîâà âèäó

M(Γ) 6
∫
D ′

Q(y) · ρn∗(y) dµ ′(y) , (4.2)

äå Q � çàäàíà âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òèïó

FMO (äèâ. [60]), ρ∗ � äîâiëüíà íåâiä'¹ìíà áîðåëåâà ôóíêöiÿ òàêà, ùî∫
γ∗

ρ∗(y)ds > 1 ∀ γ∗ ∈ f(Γ) , îáëàñòü D ′ = f(D), à M � êîíôîðìíèé

ìîäóëü ñiì'¨ êðèâèõ. Áiëüøå òîãî, äîñèòü, ùîá f áóëî ãðàíèöåþ ïîñëiäîâ-

íîñòi âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4.2) (äèâ. [24, òåîðåìà]), à

çàìiñòü ïîêàçíèêà n â ïðàâié ÷àñòèíi (4.2) ìîæíà âçÿòè äîâiëüíå ÷èñëî

p ∈ (n− 1, n].

Ìè õî÷åìî ïåðåíåñòè âêàçàíèé ðåçóëüòàò íà ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ÿêi ¹

ðåãóëÿðíèìè çà Àëüôîðñîì, â ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ òàê çâàíà (1, p) -íåðiâíiñòü

Ïóàíêàðå, p ∈ (α− 1, α] i α � õàóñäîðôîâà ðîçìiðíiñòü ìåòðè÷íîãî ïðî-

ñòîðó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Çàìiñòü íåðiâíîñòi (4.2) ìîæíà âçÿòè íàâiòü äå-

ùî áiëüø çàãàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ.

Íåõàé D � îáëàñòü â X. Äëÿ y0 ∈ f(D) i ÷èñåë 0 < r1 < r2 < ∞
ïîçíà÷èìî

A(y0, r1, r2) = {y ∈ X ′ : r1 < d(y, y0) < r2} , (4.3)

S(y0, r) = {y ∈ X ′ : d(y, y0) = r} .

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Íåõàé G ′ � îáëàñòü â X ′ i Q : G ′ → [0,∞] � âèìið-

íà âiäíîñíî ìiðè µ ′ ôóíêöiÿ. ßêùî f : G→ G ′ � çàäàíå âiäîáðàæåííÿ,
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òî äëÿ ôiêñîâàíîãî y0 ∈ f(G) i äîâiëüíèõ 0 < r1 < r2 < ∞ ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç Γ(y0, r1, r2) ñiì'þ âñiõ êðèâèõ γ â îáëàñòi G òàêèõ, ùî

f(γ) ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)). Äëÿ çàäàíèõ p, q > 1 ðîçãëÿíå-

ìî çàìiñòü (4.1) íåðiâíiñòü

Mp(Γ(y0, r1, r2)) 6
∫
G ′

Q(y) · ηq(d ′(y, y0))dµ
′(y) , (4.4)

ùî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåâiä'¹ìíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨

η : (r1, r2)→ [0,∞] òàêî¨, ùî

r2∫
r1

η(r)dr > 1 . (4.5)

Îçíà÷åííÿ 4.1.2. Íåõàé (X, d) i (X ′, d ′) � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç ìå-

òðèêàìè d i d ′, âiäïîâiäíî. Êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü

fk : X → X ′ , k = 1, 2 . . . , çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî äî âiäî-

áðàæåííÿ f : X → X ′ , ÿêùî sup
x∈C

d ′ (fk(x) , f(x)) → 0 ïðè k → ∞ íà

áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi C ⊂ X.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè íàâîäèòüñÿ â [32, ëåìà 1].

Ëåìà 4.1.1. Ïðèïóñòèìî, ùî (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè

ç ìåòðèêàìè d i d ′, ç ëîêàëüíî ñêií÷åííèìè áîðåëåâèìè ìiðàìè µ i µ ′,

à G i G ′ � îáëàñòi â X i X ′, ùî ìàþòü ñêií÷åííi õàóñäîðôîâi ðîçìið-

íîñòi α > 2 i α ′ > 2, âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, êðiì òîãî, G � ëîêàëüíî

êîìïàêòíèé i ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið, α -ðåãóëÿðíèé çà Àëüôîðñîì, â

ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ (1; p) -íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå ïðè äåÿêîìó p ∈ (α−1, α].

Äàëi, ïðèïóñòèìî, ùî ïðè äåÿêîìó q ∈ (1, α ′] i êîæíîãî y0 ∈ f(G)

çíàéäåòüñÿ ε0 > 0, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∫
A(y0,ε,ε0)

Q(y) · ψq(d ′(y, y0)) dµ
′(y) = o (Iq(ε, ε0)) (4.6)
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äëÿ äåÿêî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ ψ(t) : (0,∞)→ (0,∞), òàêî¨ ùî

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞

ïðè âñiõ ε ∈ (0, ε0), äå A(y0, ε, ε0) âèçíà÷åíå â (4.3) ïðè r1 = ε, r2 = ε0.

Áóäåìî âèìàãàòè òàêîæ, ùîá I(ε, ε0)→∞ ïðè ε→ 0.

Íåõàé fm : G → G ′, m = 1, 2, . . . � ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü, ùî

çáiãà¹òüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f : G → G ′.

Òîäi, ÿêùî fm ïðè êîæíîìó m ∈ N çàäîâîëüíÿ¹ (4.4) â êîæíié òî÷öi y0 ∈
f(G) ïðè äåÿêîìó q ∈ (1, α ′] i áóäü-ÿêié íåâiä'¹ìíié âèìiðíié çà Ëåáåãîì

ôóíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞] ç óìîâîþ (4.5), òî f àáî íóëüâèìiðíå, àáî

ñòàëå.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f ñòàëå, äîâîäèòè íi÷îãî. Íåõàé f 6≡
const. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, à ñàìå, ùî âiäîáðàæåííÿ f íå íóëüâè-

ìiðíå. Òîäi çíàéäåòüñÿ y0 ∈ G ′, òàêå ùî ìíîæèíà {f −1(y0)} íå ¹ ñêðiçü

ðîçðèâíîþ. Îòæå, çà îçíà÷åííÿì, iñíó¹ íåâèðîäæåíà çâ'ÿçíà ìíîæèíà

C ⊂ {f −1(y0)}. Îñêiëüêè ïðîñòið X ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, ìîæíà ââà-

æàòè, ùî C � êîíòèíóóì.

Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì f 6≡ y0, ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü âiäî-

áðàæåííÿ f çíàéäåòüñÿ x0 ∈ G i δ0 > 0 : B(x0, δ0) ⊂ G i

f(x) 6= y0 ∀ x ∈ B(x0, δ0) .

Ç îãëÿäó íà ëîêàëüíó êîìïàêòíiñòü G ìîæíà ââàæàòè, ùî B(x0, δ0) �

êîìïàêò â X. Êðiì òîãî, ç îãëÿäó íà ëîêàëüíó çâ'ÿçíiñòü G çíàéäå-

òüñÿ çâ'ÿçíèé îêië U ⊂ B(x0, δ0). Çà îçíà÷åííÿì, U ìiñòèòü äåÿêó êóëþ

B(x0, δ0) ⊂ U. Çàóâàæèìî, ùî â ñèëó ðåãóëÿðíîñòi çà Àëüôîðñîì ìåòðè-

÷íîãî ïðîñòîðó X êóëÿ B(x0, δ0) íå ìîæå áóòè îäíîòî÷êîâîþ ìíîæèíîþ.

Òîäi U � íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì â G.

Â ñèëó [39, ïðîïîçèöiÿ 4.7], ïðè p ∈ (α− 1, α] áóäåìî ìàòè:

Mp

(
Γ
(
C,U,G

))
> 0 . (4.7)
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Ïðè äîñèòü âåëèêîìó m ∈ N ðîçãëÿíåìî ñiì'þ êðèâèõ fm
(
Γ
(
C,U,G

))
.

Çàóâàæèìî, ùî â ñèëó ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi fm äî f ìîæíà

ïîáóäóâàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü fmk
òàêà, ùî d ′(fmk

(x), y0) < 1/2k ïðè âñiõ

k ∈ N i âñiõ x ∈ C. Ç iíøîãî áîêó, f(U) � êîìïàêò â X ′ ÿê íåïåðåðâíèé

îáðàç êîìïàêòà, òîìó d ′ (y0, f(U)) > σ0 > 0. Îñêiëüêè fm çáiãà¹òüñÿ äî

f ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî,

d ′(fm(x), y0) > d ′(f(x), y0)− d ′(fm(x), f(x)) > σ0/2

ïðè âñiõ x ∈ U i âñiõ m > m0. Ó òàêîìó âèïàäêó, çà [60, ïðîïîçè-

öiÿ 13.3] êîæíà êðèâà γ iç ñiì'¨ fmk

(
Γ
(
C,U,G

))
ìà¹ ïiäêðèâó γ ′ ∈

Γ(S(y0, 1/2
k), S(y0, σ0/2), A(y0, 1/2

k, σ0/2)) ïðè äîñèòü âåëèêèõ k > k0 .

Çâiäñè Γ
(
C,U,G

)
> Γfmk (y0, 1/2

k, σ0/2) i, îòæå, ç îãëÿäó íà âëàñòèâiñòü

ìiíîðóâàííÿ ìîäóëÿ (äèâ. [45, òåîðåìà 1])

Mp

(
Γ
(
C,U,G

))
6Mp(Γfmk (y0, 1/2

k, σ0/2)) . (4.8)

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ôóíêöiþ

ηk(t) =

{
ψ(t)/I(1/2k, σ0/2), t ∈ [1/2k, σ0/2],

0, t ∈ R \ [1/2k, σ0/2] ,

äå I(1/2k, σ0/2) =
σ0/2∫
1/2k

ψ(t)dt. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ ηk çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó âèäó (4.5) ïðè r1 = 1/2k i r2 = σ0/2. Òîäi çãiäíî ç íåðiâíîñòÿìè

(4.4), (4.6) i (4.8) ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Mp

(
Γ
(
C,U,G

))
6

1

Iq(1/2k, σ0/2)

∫
A(y0,1/2k,σ0/2)

Q(y)ψq(d ′(y, y0)) dµ
′(y) 6

(4.9)

6
C

Iq(1/2k, ε0)

∫
A(y0,1/2k,σ0/2)

Q(y)ψq(d ′(y, y0)) dµ
′(y)→ 0

ïðè k → ∞. Îäíàê, ñïiââiäíîøåííÿ (4.9) ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (4.7).

Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ íóëüâèìiðíèì, ùî i

òðåáà áóëî äîâåñòè.
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Íà îñíîâi ëåìè âèùå, â [32, òåîðåìà 1] äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïðèïóñòèìî, ùî (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) � ìåòðè÷íi ïðî-

ñòîðè ç ìåòðèêàìè d i d ′, ç ëîêàëüíî ñêií÷åííèìè áîðåëåâèìè ìiðàìè µ i

µ ′, à G i G ′ � îáëàñòi â X i X ′, ùî ìàþòü ñêií÷åííi õàóñäîðôîâi ðîçìið-

íîñòi α > 2 i α ′ > 2, âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, êðiì òîãî, G � ëîêàëüíî

êîìïàêòíèé i ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið, α -ðåãóëÿðíèé çà Àëüôîðñîì, â

ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ (1; p) -íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå ïðè äåÿêîìó p ∈ (α−1, α].

Íåõàé fm : G → G ′, m = 1, 2, . . . � ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiä-

îáðàæåíü, ùî çáiãàþòüñÿ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî äî äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ

f : G → G ′. Òîäi, ÿêùî fm ïðè êîæíîìó m ∈ N çàäîâîëüíÿ¹ (4.4) â

êîæíié òî÷öi y0 ∈ f(G) ïðè äåÿêîìó q ∈ (1, α ′] i áóäü-ÿêié íåâiä'¹ìíié

âèìiðíié çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞], ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(4.5), i Q ∈ FMO â êîæíié òî÷öi y0 ∈ f(G), òî âiäîáðàæåííÿ f àáî

íóëüâèìiðíå, àáî ñòàëå â G.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1.1 âèïëèâà¹ ç ëåìè 4.1.1 i [60, ëåìà 13.2].

4.2 Ëîêàëüíà i ãëîáàëüíà ïîâåäiíêà îáåðíåíèõ ãî-

ìåîìîðôiçìiâ

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî çáiæíiñòü âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü ¾îáåðíåíó¿ äî (4.4) íåðiâíiñòü. Òàêi ðåçóëüòàòè â ïðîñòîði Rn áóëè

îòðèìàíi â ðîáîòi [25, òåîðåìà 6.1], îäíàê, ïðèñóòíÿ òóò óìîâà ôiêñà-

öi¨ äâîõ òî÷îê îáëàñòi íàñ íå çîâñiì âëàøòîâó¹ (ñêàæiìî, ñåðåä äðîáîâî-

ëiíiéíèõ àâòîìîðôiçìiâ îäèíè÷íîãî êðóãà íà ñåáå íå áiëüøå îäíîãî òàêîãî

âiäîáðàæåííÿ). Ó öié ðîáîòi ìè âiäìîâëÿ¹ìîñü âiä çãàäàíî¨ óìîâè íîðìó-

âàííÿ, çàìiíþþ÷è ¨¨ óìîâîþ diam f(A) > δ > 0, ÿêó áóäåìî âèìàãàòè

äëÿ âñiõ âiäîáðàæåíü f ç êëàñó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ i ôiêñîâàíîãî êîíòè-

íóóìà A. Ïðèïóñòèìî, ùî f : D → D ′ � ôiêñîâàíå âiäîáðàæåííÿ, α i

α ′ � õàóñäîðôîâi ðîçìiðíîñòi îáëàñòåé D ⊂ X i D ′ ⊂ X ′, âiäïîâiäíî, i
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íåõàé òåïåð çàìiñòü óìîâè (4.4) âèêîíó¹òüñÿ áiëüø ñèëüíà óìîâà

Mα ′(f(Γ)) 6
∫
D

Q(x) · ρα(x) dµ(x) , (4.10)

äå Q : D → [1,∞] � ôiêñîâàíà âèìiðíà ôóíêöiÿ, à ρ : D → [0,∞] ïðîái-

ãà¹ êëàñ áîðåëåâèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü
∫
γ

ρ(x)|dx| > 1.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f � Q -ãîìåîìîðôiçì â D, ÿêùî f çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (4.10) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ â D i äîâiëüíî¨ ρ ∈ adm Γ.

Ó ïîðiâíÿíî íåäàâíiõ ðîáîòàõ [16] i [35] áóëî âèðiøåíå ïèòàííÿ ïðî

ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü äàíîãî âèäó â ìåòðè-

÷íèõ ïðîñòîðàõ (äèâ. [16, ëåìà 6.1 i òåîðåìà 6.1] è [35, ëåììà 5 i òåîðå-

ìà 3]). Îäíèì iç çàâäàíü öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ îïèñ çáiæíîñòi âiäîáðàæåíü ç

óìîâîþ (4.10) â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ. Íåõàé (X, d, µ) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç

ìiðîþ µ.

Îçíà÷åííÿ 4.2.1. Âèçíà÷èìîôóíêöiþ Ëüîâíåðà φα : (0,∞)→ [0,∞)

íà X çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì:

φα(t) = inf{Mα(Γ(E,F,X)) : ∆(E,F ) 6 t} , (4.11)

äå inf áåðåòüñÿ ïî âñiõ äîâiëüíèõ íåâèðîäæåíèõ íåïåðåñi÷íèõ êîíòèíó-

óìàõ E,F â X, âiäíîñíî ÿêèõ âåëè÷èíà ∆(E,F ) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

∆(E,F ) :=
dist (E,F )

min{diamE, diamF}
. (4.12)

Îçíà÷åííÿ 4.2.2. Ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ëüîâíåðà, ÿêùî

ôóíêöiÿ φn(t) äîäàòíà ïðè âñiõ äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ t (äèâ. [60, ðîçä. 2.5]

àáî [50, ãë. 8]).

Îçíà÷åííÿ 4.2.3. Îáëàñòü D â X áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ êâàçi-

åêñòðåìàëüíî¨ äîâæèíè âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, ñêîð. QED -îáëàñòþ,

ÿêùî Mα(Γ(E,F,X)) 6 A ·Mα(Γ(E,F,D)) äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà A > 1

i âñiõ êîíòèíóóìiâ E i F â D.
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Â ðîáîòi [32, ëåìà 2] äîâåäåíå íàñòóïíå äîñèòü âàæëèâå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî D ⊂ X i D ′ ⊂ X ′ � îáëàñòi çi ñêií÷åí-

íèìè õàóñäîðôîâèìè ðîçìiðíîñòÿìè α > 2 i α ′ > 2, âiäïîâiäíî, X ′

� α ′ -ðåãóëÿðíèé çà Àëüôîðñîì ïðîñòið Ëüîâíåðà. Íåõàé òàêîæ D ′ ¹

QED -îáëàñòþ. Òîäi:

1) â D ′ âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü êîíòèíóóìiâ, ùî çáëèæàþòüñÿ:

ÿêùî Ek, Fk � äîâiëüíi êîíòèíóóìè â D ′ òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

min{diamEk, diamFk} > δ, äå δ > 0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî, i dist (Ek, Fk)→
0 ïðè k →∞, òî Mα ′(Γ(Ek, Fk, D

′))→∞ ïðè k →∞;

2) ìåæà îáëàñòi D ′ ¹ ñëàáêî ïëîñêîþ, òîáòî ÿêà á íå áóëà òî÷êà

x0 ∈ ∂D ′, äëÿ êîæíîãî P > 0 i äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó U òî÷êè x0

çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂ U öi¹¨ æ òî÷êè òàêèé, ùî Mα ′(Γ(E,F,D ′)) > P

äëÿ äîâiëüíèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D ′, ùî ïåðåòèíàþòü ∂U i ∂V.

Ïðèïóñòèìî, êðiì òîãî, ùî îáëàñòü D ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíà

íà D, òîäi

3) ÿêùî U � îêië êîíòèíóóìà E0 ⊂ D, òî çíàéäåòüñÿ îêië V ⊂ U

êîíòèíóóìà E0 òàêèé, ùî V ∩D � ëiíiéíî çâ'ÿçíà ìíîæèíà.

Íåõàé, êðiì òîãî, D i D ′ � êîìïàêòè â X i X ′, âiäïîâiäíî, i

Q ∈ L1(D). Òîäi:

4) ÿêùî f : D → D ′ � Q -ãîìåîìîðôiçì îáëàñòi D íà îáëàñòü D ′,

òî g = f −1 ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ g : D → D ′,

ïðè öüîìó, g(D ′) = D.

5) ÿêùî æîäíà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ìåæi ∂D ′ íå âèðîäæó¹òüñÿ â

òî÷êó i fm : D → D ′ � ïîñëiäîâíiñòü Q -ãîìåîìîðôiçìiâ îáëàñòi D íà

îáëàñòü D ′, ùî çàäîâîëüíÿþòü äëÿ äåÿêîãî (ôiêñîâàíîãî) êîíòèíóóìà

A ⊂ D óìîâó diam fm(A) > δ > 0 ïðè âñiõ m = 1, 2, . . . , òî çíàéäåòüñÿ

δ1 > 0 òàêå, ùî dist (fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0 äëÿ âñiõ m ∈ N.
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Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó âëàñòèâiñòü 1). Îñêiëüêè X ′ çà ïðè-

ïóùåííÿì ¹ ïðîñòîðîì Ëüîâíåðà i, êðiì òîãî, X ′ ¹ α ′ -ðåãóëÿðíèì çà

Àëüôîðñîì, ìè îòðèìà¹ìî: φα ′(t) → ∞ ïðè t → 0 (äèâ. [50, òåîðåìà

8.23]). Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0 i äëÿ íüîãî çíàéäåìî t0 = t0(ε) òàêå,

ùî ïðè t ∈ (0, t0) âèêîíó¹òüñÿ φα ′(t) > ε. Ïîêëàäåìî ∆(Ek, Fk) = t, äå

∆(Ek, Fk) âèçíà÷åíå â (4.12). Òîäi, ç îãëÿäó íà (4.11)

ε < Mα ′(Γ(Ek, Fk, X
′)) (4.13)

êîëè t ∈ (0, t0) i ∆(Ek, Fk) = t. Çàóâàæèìî, ùî ∆(Ek, Fk) 6 1
δdist (Ek, Fk),

i ÿêùî dist (Ek, Fk) ∈ (0, t0δ), òî ∆(Ek, Fk) = t ∈ (0, t0) i, îòæå, âèêîíó¹-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.13). Îñòàòî÷íî, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéøëîñü

t ′0 = t0δ òàêå, ùî ïðè dist (Ek, Fk) ∈ (0, t ′), âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.13). Iç

òîãî, ùî D ′ ¹ QED -îáëàñòþ (àáî, âiäïîâiäíî, QED -îáëàñòþ âiäíîñíî

D ′ ), âèïëèâà¹, ùî

ε/L < Mα ′(Γ(Ek, Fk, D
′)) ,

äå L � äåÿêà ôiêñîâàíà ñòàëà, çâiäêè i âèïëèâà¹, ùî Mα ′(Γ(Ek, Fk, D
′))→

∞ ïðè dist (Ek, Fk)→ 0, k →∞.

Òåïåð äîâåäåìî âëàñòèâiñòü 2). Ñêîðèñòà¹ìîñü âñòàíîâëåíîþ âëàñòè-

âiñòþ 1). Íåõàé òåïåð x0 ∈ ∂D ′ � äîâiëüíà òî÷êà. Áåðåìî äîâiëüíèé îêië
U òî÷êè x0 i äîâiëüíå P > 0. Äëÿ ÷èñëà k ∈ N çíàéäåìî îêië Vk òî÷êè

x0, ùî ëåæèòü â êóëi B(x0, 2−k). Ðîçãëÿíåìî êîíòèíóóìè E i F, ùî ïå-

ðåòèíàþòü ∂U i ∂Vk. Çàóâàæèìî, ùî min{diam E, diamF} > δ > 0 ïðè

äîñèòü âåëèêèõ k, îñêiëüêè U � ôiêñîâàíèé îêië, dist (∂Vk, x0)→ 0 ïðè

k → ∞, à diam E i diamF íå ìåíøèé çà âiäñòàíü ìiæ ∂U i ∂Vk. Êðiì

òîãî, dist (E,F ) 6 diam ∂Vk → 0 ïðè k → ∞. Òîäi â ñèëó íåðiâíîñòi

1) ìà¹ìî: Mα ′(Γ(E,F,D ′)) = αk → ∞ ïðè k → ∞. Ïiäáåðåìî k0 òàê,

ùîá αk > P ïðè k > k0 (öå ÷èñëî k0 ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì

P ). Ïîêëàäåìî V := Vk0. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî Mα ′(Γ(E,F,D ′)) > P äëÿ

äîâiëüíèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D ′, ùî ïåðåòèíàþòü ∂U i ∂V, ùî i òðåáà

áóëî âñòàíîâèòè.
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Äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 3) äîñëiâíî ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ [51, ëåìà 2.2],

i òîìó íå íàâîäèòüñÿ. Âëàñòèâiñòü 4), çà âèêëþ÷åííÿì ðiâíîñòi g(D ′) =

D, g := f −1 = g|D ′, âèïëèâà¹ iç ïóíêòà 2) i [35, òåîðåìà 3]. Ðiâíiñòü

g(D ′) = D ìîæíà âñòàíîâèòè àíàëîãi÷íî çàêëþ÷íié ÷àñòèíi òåîðåìè 6.1

â [5], i òîìó òàêîæ íå íàâîäèòüñÿ.

Âñòàíîâèìî, íàðåøòi, âëàñòèâiñòü 5). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîá-

òî, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N iñíó¹ m = mk : dist (fmk
(A), ∂D ′) <

1/k. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè ïîñëiäîâíiñòü mk

ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ. Çà óìîâîþ D ′ � êîìïàêò, òîìó i ∂D ′ òàêîæ êîì-

ïàêò ÿê çàìêíåíà ïiäìíîæèíà êîìïàêòà D ′. Êðiì òîãî, fmk
(A) êîìïàêò

ÿê íåïåðåðâíèé îáðàç êîìïàêòà A ïðè âiäîáðàæåííi fmk
. Òîäi çíàéäóòüñÿ

xk ∈ fmk
(A) i yk ∈ ∂D ′ òàêi, ùî dist (fmk

(A), ∂D ′) = d ′(xk, yk) < 1/k.

Òàê ÿê ∂D ′ � êîìïàêò, ìîæíà ââàæàòè, ùî yk → y0 ∈ ∂D ′, k → ∞.
Íåõàé K0 � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ∂D ′, ùî ìiñòèòü òî÷êó y0. Çà óìîâîþ

K0 � íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì â ∂D ′, òàêèé ùî diamK0 > a0 > 0.

Çãiäíî ç ïóíêòîì 4), ïðè êîæíîìó k ∈ N âiäîáðàæåííÿ gmk
:= f −1

mk

ïðîäîâæóþòüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ gmk
: D ′ → D, áiëüøå

òîãî, gmk
îäíîñòàéíî íåïåðåðâíå íà D ′. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíà-

éäåòüñÿ δk = δk(ε) < 1/k òàêå, ùî

d(gmk
(x), gmk

(x0)) < ε ∀ x, x0 ∈ D ′, d ′(x, x0) < δk , δk < 1/k . (4.14)

Íåõàé äàëi ε > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî ç óìîâîþ

ε < (1/2) · dist (∂D,A) , (4.15)

äå A � êîíòèíóóì ç óìîâ ëåìè. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó k ∈ N ðîç-

ãëÿíåìî ìíîæèíó Bk :=
⋃

x0∈K0

B(x0, δk) , k ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî Bk �

âiäêðèòà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü K0, iíøèìè ñëîâàìè, Bk � äåÿêèé îêië

êîíòèíóóìà K0. Ç îãëÿäó íà ïóíêò 3), iñíó¹ îêië Uk ⊂ Bk êîíòèíóóìà

K0, òàêèé, ùî Uk ∩D ′ ëiíiéíî çâ'ÿçíèé. Íåõàé diamK0 = m0, òîäi çíà-

éäóòüñÿ z0, w0 ∈ K0 òàêi, ùî diamK0 = d ′(z0, w0) = m0. Îòæå, ìîæíà
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âèáðàòè ïîñëiäîâíîñòi yk ∈ Uk ∩D ′, zk ∈ Uk ∩D ′ i wk ∈ Uk ∩D ′ òàê, ùî
zk → z0, yk → y0 i wk → w0 ïðè k →∞. Ìîæíà ââàæàòè, ùî

d(zk, wk) > m0/2, ∀ k ∈ N . (4.16)

Ïîñëiäîâíî ç'¹äíà¹ìî òî÷êè zk, yk i wk êðèâîþ γk â Uk ∩ D ′ (öå ìî-
æëèâî, îñêiëüêè Uk∩D ′ ëiíiéíî çâ'ÿçíà). Íåõàé |γk| � ÿê çàçâè÷àé, íîñié
(îáðàç) êðèâî¨ γk â D ′. Òîäi gmk

(|γk|) � êîìïàêò â D. Íåõàé x ∈ |γk|,
òîäi çíàéäåòüñÿ x0 ∈ K0 : x ∈ B(x0, δk). Çàôiêñó¹ìî ω ∈ A ⊂ D. Îñêiëü-

êè x ∈ |γk|, òî x � âíóòðiøíÿ òî÷êà îáëàñòi D ′, òàê ùî ìè ìîæåìî

ïèñàòè gmk
(x) çàìiñòü gmk

(x) äëÿ âêàçàíèõ x. Iç (4.14) i (4.15), ç îãëÿäó

íà íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà äëÿ äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N, îòðèìó¹ìî:

d(gmk
(x), ω) > d(ω, gmk

(x0))− d(gmk
(x0), gmk

(x)) >

> dist (∂D,A)− (1/2) · dist (∂D,A) = dist (∂D,A) > ε . (4.17)

Ïåðåõîäÿ÷è â (4.17) äî inf ïî âñiõ x ∈ |γk| i âñiõ ω ∈ A, ìè îòðèìà¹ìî:

dist (gmk
(|γk|), A) > ε, ∀ k = 1, 2, . . . . (4.18)

Ç îãëÿäó íà (4.18) äîâæèíà äîâiëüíî¨ êðèâî¨, ùî ç'¹äíó¹ êîìïàêòè gmk
(|γk|)

i A â D, íå ìåíøà íiæ ε. Ïîêëàäåìî Γk := Γ(gmk
(|γk|), A,D), òîäi ôóí-

êöiÿ ρ(x) = 1/ε ïðè x ∈ D i ρ(x) = 0 ïðè x 6∈ D äîïóñòèìà äëÿ Γk. Çà

îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåíü fmk
â (4.10) ìà¹ìî:

Mα ′(fmk
(Γk)) 6

1

εα

∫
D

Q(x) dµ(x) = c = c(ε,Q) <∞ , (4.19)

îñêiëüêè çà óìîâîþ Q ∈ L1(D).

Îäíàê, ñïiââiäíîøåííÿ (4.19) ñóïåðå÷èòü ïóíêòó 1). Ñïðàâäi, îñêiëü-

êè Γ(fmk
(A), |γk|, D ′) = fmk

(Γ(A, gmk
(|γk|), D)) = fmk

(Γk), diam fmk
(A) >

δ çà óìîâîþ, diam |γk| > d(zk, wk) > m0/2 ç îãëÿäó íà (4.16), êðiì òîãî,

dist (fmk
(A), |γk|) 6 d ′(xk, yk) → 0 ïðè k → ∞, îñêiëüêè êîæíà iç ïîñëi-

äîâíîñòåé xk i yk çáiãà¹òüñÿ ïðè k →∞ äî òî÷êè y0. Çà ïóíêòîì 1) òîäi
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Mα ′(Γ(fmk
(A), |γk|, D ′)) = Mα ′(fmk

(Γk)) → ∞ ïðè k → ∞, ùî ñóïåðå-

÷èòü (4.19). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ ñïðîñòîâó¹ ïðèïóùåííÿ ïðî íåðiâíiñòü

dist (fmk
(A), ∂D ′) < 1/k. Ëåìà äîâåäåíà.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè äàëi îáëàñòi D ⊂ X , ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó

óìîâó A : áóäü-ÿêi äâi ïàðè òî÷îê a ∈ D, b ∈ D, i c ∈ D, d ∈ D ìîæíà

ç'¹äíàòè íåïåðåñi÷íèìè êðèâèìè C1 i C2 â îáëàñòi D. Îáëàñòi â Rn,

n > 2, ç ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ ìåæåþ çàâæäè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó A , çà

ëåìîþ 4.1.1.

Äëÿ îáëàñòåé D ⊂ X, D ′ ⊂ X ′ i äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóí-

êöi¨ Q : X → [1,∞], Q(x) ≡ 0 ïðè x 6∈ D, ïîçíà÷èìî ÷åðåç RQ(D,D ′)

ñiì'þ âñiõ ãîìåîìîðôiçìiâ g : D ′ → D îáëàñòi D ′ íà îáëàñòü D òàêèõ,

ùî f = g−1, f : D → D ′ � Q -ãîìåîìîðôiçì â D. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå â [32, òåîðåìà 2].

Òåîðåìà 4.2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî D ⊂ X i D ′ ⊂ X ′ � îáëàñòi çi ñêií-

÷åííèìè õàóñäîðôîâèìè ðîçìiðíîñòÿìè α > 2 i α ′ > 2, âiäïîâiäíî.

Íåõàé òàêîæ:

1) ïðîñòið X ′ ¹ α ′ -ðåãóëÿðíèì çà Àëüôîðñîì ïðîñòîðîì Ëüîâíåðà,

2) îáëàñòü D ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíà íà D, D i D ′ � êîìïàêòè

â X i X ′, âiäïîâiäíî, êðiì òîãî, ∂D ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ òî÷îê,

3) îáëàñòü D ′ ¹ QED -îáëàñòþ,

4) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà A,

5) Q ∈ L1(D).

Òîäi ñiì'ÿ RQ(D,D ′) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D ′.

Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî,

ùî ñiì'ÿ RQ(D,D ′) íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â äåÿêié òî÷öi y0 ∈ D ′,
iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäóòüñÿ y0 ∈ D ′ i ε0 > 0, òàêi ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

m ∈ N iñíó¹ åëåìåíò ym ∈ D ′ ç óìîâîþ d ′(ym, y0) < 1/m i ãîìåîìîðôiçì
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gm ∈ RQ(D,D ′) òàêi, ùî

d(gm(ym), gm(y0)) > ε0 . (4.20)

Îñêiëüêè çà óìîâîþ D ¹ êîìïàêòîì, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâ-

íîñòi gm(ym) i gm(y0) ñõîäÿòñÿ ïðè m → ∞ äî òî÷îê x1 i x2 ∈ D. Â

ñèëó íåðiâíîñòi (4.20) çà íåïåðåðâíiñòþ ìåòðèêè d(x1, x2) > ε0. Ç'¹äíà¹ìî

òî÷êó x1 ç òî÷êîþ x1 ∈ ∂D, à òî÷êó x2 � ç òî÷êîþ x2 ∈ ∂D, x1 6= x2, íå-

ïåðåñi÷íèìè êðèâèìè γ1 i γ2, âiäïîâiäíî, òàê ùî γi(t) ∈ D ïðè 0 < t < 1,

γ1(0) = x1, γ1(1) = x1, γ2(0) = x2, γ2(1) = x2 (öå ìîæëèâî çà óìîâîþ

òåîðåìè).

Ó âèïàäêó, ÿêùî îäíà iç òî÷îê x1 àáî x2 ìåæîâà, âiäðiçêè γ1 i γ2

âèðîäæóþòüñÿ â òî÷êó çà îçíà÷åííÿì.

Íåõàé U1 i U2 � íåïåðåñi÷íi îêîëè òî÷îê xi, i = 1, 2, òàêi, ùî Wi :=

Ui ∩D � çâ'ÿçíà ìíîæèíà; íåõàé òàêîæ Pi � íåïåðåñi÷íi îêîëè òî÷îê xi,

i = 1, 2, òàêi ùî Li := Pi ∩D � çâ'ÿçíà ìíîæèíà (âñi òàêi îêîëè iñíóþòü,

îñêiëüêè çà óìîâîþ D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ∂D ). ßêùî xi, i = 1, 2, �

âíóòðiøíi òî÷êè îáëàñòi D, òî ìîæíà âèáðàòè îêîëè òàê, ùî Li∩Wj = ∅,
i, j = 1, 2. Ïîêëàäåìî fm := g−1

m . Ïîáóäó¹ìî äâi ïîñëiäîâíîñòi z1
m →

x1 i z2
m → x2 ïðè m → ∞, m = 1, 2, . . . , íàñòóïíèì îáðàçîì. Òàê

ÿê fm � ãîìåîìîðôiçì, òî ãðàíè÷íà ìíîæèíà C(fm, x1) ëåæèòü íà ∂D ′

(äèâ. [60, ïðîïîçèöiÿ 13.5]), òîìó çíàéäåòüñÿ òî÷êà z1
m ∈ D òàêà, ùî

dist (fm(z1
m), ∂D ′) < 1/m. Òàê ÿê D ′ � êîìïàêò, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî

ïîñëiäîâíiñòü fm(z1
m) → p1 ∈ ∂D ′ ïðè m → ∞. Àíàëîãi÷íî áóäó¹ìî

ïîñëiäîâíiñòü z2
m : ìîæíà ââàæàòè, ùî fm(z2

m)→ p2 ∈ ∂D ′ ïðè m→∞.
Ìîæíà ââàæàòè, ùî z1

m ∈ L1 i z2
m ∈ L2 ïðè âñiõ m ∈ N.

ßêùî òî÷êà x1 ∈ D, òî ïîñëiäîâíiñòü z1
m ∈ D ìîæíà âèáðàòè òàêó,

ùî z1
m ∈ D ∈ |γ1|; â öüîìó âèïàäêó, íåõàé P 1

m ïîçíà÷à¹ ÷àñòèíó êðèâî¨

|γ1|, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè x1 i z1
m. Ïîêëàäåìî òîäi Pm := P 1

m∪W1. Â iíøîìó

âèïàäêó, ÿêùî x1 ∈ ∂D, òî íåõàé Pm � êðèâà, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z1
m i

gm(ym) â W1.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî òî÷êà x2 ∈ D, òî ïîñëiäîâíiñòü z2
m ∈ D ìîæíà
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âèáðàòè òàêó, ùî z2
m ∈ D ∈ |γ2|; â öüîìó âèïàäêó, íåõàé P 2

m ïîçíà-

÷à¹ ÷àñòèíó âiäðiçêà |γ2|, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè x2 i z2
m. Ïîêëàäåìî òîäi

Qm := P 2
m ∪ W2. Â iíøîìó âèïàäêó, ÿêùî x2 ∈ ∂D, òî íåõàé Qm �

êðèâà, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z2
m i gm(y0) â W2. Çà ïîáóäîâîþ, Pm i Qm �

íåïåðåñi÷íi êîíòèíóóìè â D òàêi, ùî lm := dist (Pm, Qm) > l > 0. Íåõàé

Γm = Γ(Pm, Qm, D), òîäi ôóíêöiÿ ρ(x) =

{
1
l , x ∈ D
0, x /∈ D

¹ äîïóñòèìîþ äëÿ

ñiì'¨ Γm, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ (ëîêàëüíî ñïðÿìëþâàíî¨) êðèâî¨ γ ∈ Γm

âèêîíó¹òüñÿ
∫
γ

ρ(x)|dx| > l(γ)
l > 1 (äå l(γ) ïîçíà÷à¹ äîâæèíó êðèâî¨ γ ).

Îñêiëüêè çà óìîâîþ âiäîáðàæåííÿ fm çàäîâîëüíÿþòü (4.10), îòðèìó¹ìî:

Mα ′(fm(Γm)) 6
1

lα

∫
D

Q(x) dµ(x) := c <∞ , (4.21)

îñêiëüêè Q ∈ L1(D). Ç iíøîãî áîêó, diam fm(Pm) > d ′(ym, fm(z1
m)) >

(1/2) · d ′(y0, p1) > 0 i diam fm(Qm) > d ′(y0, fm(z2
m)) > (1/2) · d ′(y0, p2) >

0, êðiì òîãî, dist (fm(Pm), fm(Qm)) 6 d ′(ym, y0) → 0, m → ∞ . Òîäi ç

îãëÿäó íà ïóíêò 1) ëåìè 4.2.1

Mα ′(fm(Γm)) = Mα ′(fm(Pm), fm(Qm), D ′)→∞ , m→∞ ,

ùî ñóïåðå÷èòü ñïiââiäíîøåííþ (4.21). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà

ïîìèëêîâiñòü ïðèïóùåííÿ â (4.20), ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Äëÿ ÷èñëà δ > 0, îáëàñòåé D ⊂ X, D ′ ⊂ X ′, êîíòèíóóìà A ⊂ D

i äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ Q(x) : X → [1,∞], Q(x) ≡ 0

ïðè x 6∈ D, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hδ,A,Q(D,D ′) ñiì'þ âñiõ Q -ãîìåîìîðôiçìiâ

f : D → D ′, f(D) = D ′, òàêèõ ùî diam f(A) > δ. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå â [32, òåîðåìà 3].

Òåîðåìà 4.2.2. Â óìîâàõ òåîðåìè 4.2.1 êîæíèé åëåìåíò g ñiì'¨

H−1
δ,A,Q(D,D ′) :=

{
g = f −1 : D ′ → D, f ∈ Hδ,A,Q(D,D ′)

}
ìîæíà ïðîäîâæèòè çà íåïåðåðâíiñòþ äî âiäîáðàæåííÿ g = f −1 : D ′ → D,

ïðè÷îìó g(D ′) = D i ñiì'ÿ H−1
δ,A,Q(D,D ′) := {g : D ′ → D, g|D ′ = g, g ∈

H−1
δ,A,Q(D,D ′)} ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D ′.
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Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî H−1
δ,A,Q(D,D ′)

íà ìåæi îáëàñòi D ′ öå òâåðäæåííÿ ëåìè 4.2.1, ïóíêò 3), à îäíîñòàéíà íå-

ïåðåðâíiñòü ñiì'¨ â H−1
δ,A,Q(D,D ′) â D ′ âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 4.2.1. Ðiâíiñòü

g(D ′) = D äëÿ g ∈ H−1
δ,A,Q ¹ òâåðäæåííÿì ïóíêòó 4 ëåìè 4.2.1. Çàëèøè-

ëîñü ïîêàçàòè îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiòü ñiì'¨ H−1
δ,A,Q(D,D ′) íà ìåæi îáëà-

ñòi D ′.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, à ñàìå, ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ òî÷êà

z0 ∈ ∂D ′, ÷èñëî ε0 > 0 i ïîñiäîâíîñòi zm ∈ D ′, zm → z0 ïðè m → ∞ i

gm ∈ H−1
δ,A,Q(D,D ′) òàêi, ùî

d(gm(zm), gm(z0)) > ε0, m = 1, 2, . . . . (4.22)

Ïîêëàäåìî gm := gm|D ′. Òàê ÿê gm çà íåïåðåðâíiñòþ ïðîäîâæó¹òüñÿ íà

ìåæó D ′, ìîæíà ââàæàòè, ùî zm ∈ D ′ i, îòæå, gm(zm) = gm(zm). Êðiì

òîãî, çíàéäåòüñÿ ùå îäíà ïîñëiäîâíiñòü z ′m ∈ D ′, z ′m → z0 ïðè m → ∞,
òàêà, ùî d(gm(z ′m), gm(z0)) → 0 ïðè m → ∞. Òàê ÿê D � êîìïàêò,

ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi gm(zm) i gm(z0) ¹ çáiæíèìè ïðè

m → ∞. Íåõàé gm(zm) → x1 i gm(z0) → x2 ïðè m → ∞. Çà íåïå-

ðåðâíiñòþ ìîäóëÿ iç (4.22) âèïëèâà¹, ùî d(x1, x2) > ε0, áiëüøå òîãî, òàê

ÿê ãîìåîìîðôiçìè çáåðiãàþòü ìåæó, x2 ∈ ∂D. Íåõàé x1 i x2 � äîâiëüíi

ðiçíi òî÷êè êîíòèíóóìà A, æîäíà ç ÿêèõ íå ñïiâïàäà¹ ç x1. Ç îãëÿäó íà

óìîâó A ìîæíà ç'¹äíàòè òî÷êè x1 i x1 êðèâîþ γ1 : [0, 1] → D, à òî÷êè

x2 i x2 � êðèâîþ γ2 : [0, 1] → D òàê, ùî |γ1| ∩ |γ2| = ∅, γi(t) ∈ D ïðè

âñiõ t ∈ (0, 1), i = 1, 2, γ1(0) = x1, γ1(1) = x1, γ2(0) = x2 i γ2(1) = x2.

Òàê ÿê D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi, çíàéäóòüñÿ íåïåðåñi÷íi îêîëè

U1 i U2 òî÷îê x1 i x2, âiäïîâiäíî, òàêi, ùî Wi := D ∩ Ui � ëiíiéíî çâ'ÿ-
çíà ìíîæèíà. Çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ îêîëiâ Ui, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè

ìîæåìî ââàæàòè, ùî U1 ∩ U2 = ∅ i U1 ∩ |γ2| = ∅ = U2 ∩ |γ1|. Ìè òàêîæ

ìîæåìî ââàæàòè, ùî gm(zm) ∈ W1 i gm(z ′m) ∈ W2 ïðè âñiõ m ∈ N. Íåõàé
a1 i a2 � äîâiëüíi òî÷êè, ùî íàëåæàòü |γ1| ∩W1 i |γ2| ∩W2. Íåõàé t1, t2

òàêi, ùî γ1(t1) = a1 i γ2(t2) = a2. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êó a1 ç òî÷êîþ gm(zm)

êðèâîþ αm : [t1, 1]→ W1 òàêîþ, ùî αm(t1) = a1 i αm(1) = gm(zm). Àíà-
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ëîãi÷íî, ç'¹äíà¹ìî òî÷êó a2 ç òî÷êîþ gm(z ′m) êðèâîþ βm : [t2, 1] → W2

òàêîþ, ùî βm(t2) = a2 i βm(1) = gm(z ′m) . Ïîêëàäåìî òåïåð C1
m(t) ={

γ1(t), t ∈ [0, t1],

αm(t), t ∈ [t1, 1]
, C2

m(t) =

{
γ2(t), t ∈ [0, t2],

βm(t), t ∈ [t2, 1]
. Íåõàé, ÿê çàçâè-

÷àé, |C1
m| i |C2

m| � íîñi¨ êðèâèõ C1
m i C2

m, âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî

çà ïîáóäîâîþ |C1
m| i |C2

m| � äâà íåïåðåñi÷íèõ êîíòèíóóìà â D, ïðè÷îìó
iñíó¹ l0 > 0 òàêå, ùî dist (|C1

m|, |C2
m|) > l0 > 0 ïðè âñiõ m = 1, 2, . . . .

Íåõàé òåïåð Γm � ñiì'ÿ êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü |C1
m| i |C2

m| â D. Òîäi

ôóíêöiÿ ρ(x) =

{
1
l0
, x ∈ D

0, x /∈ D
¹ äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γm i, îñêiëüêè çà

óìîâîþ âiäîáðàæåííÿ fm, fm = g−1
m , çàäîâîëüíÿþòü (4.10), îòðèìó¹ìî:

Mα ′(fm(Γm)) 6
1

lα0

∫
D

Q(x) dµ(x) := c = c(l0, Q) <∞ ,

ò.ê. Q ∈ L1(D). Ç iíøîãî áîêó, ç îãëÿäó íà ïóíêò 5 ëåìè 4.2.1 çíàéäåòüñÿ

÷èñëî δ1 > 0 òàêå, ùî dist (fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0, m = 1, 2, . . . . Çâiäñè

îòðèìà¹ìî, ùî çíàéäåòüñÿ äåÿêèé íîìåð m1 > m0, m0 ∈ N, òàêèé ùî

ïðè âñiõ m > m1

diam fm(|C1
m|) > d ′(zm, fm(x1)) > (1/2) · dist (fm(A), ∂D ′) > δ1/2 ,

diam fm(|C2
m|) > d ′(z ′m, fm(x2)) > (1/2) · dist (fm(A), ∂D ′) > δ1/2 . (4.23)

Êðiì òîãî, dist (fm(|C1
m|, fm(|C2

m|) 6 d ′(zm, z
′
m) → 0 çà âèáîðîì zm i z ′m.

Òîäi â ñèëó ïóíêòà 1 ëåìè 4.2.1 îòðèìà¹ìî, ùî ïðè m → ∞ âèêîíó¹-

òüñÿ Mα ′(fm(Γm)) = Mα ′(Γ(fm(|C1
m|), fm(|C2

m|), D ′)) → ∞, îäíàê öå ñó-

ïåðå÷èòü ñïiââiäíîøåííþ (4.23). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà õèáíiñòü

ïðèïóùåííÿ â (4.22), ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè Q(x) = const òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.2.2 öå ïî-

ñëàáëåíèé âàðiàíò òåîðåì Íÿêi-Ïàëêà ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨

êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü â çàìèêàííi îáëàñòi (äèâ. [63, òåîðåìà 3.1]).

Ñêðiçü äàëi

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r} , S(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) = r} ,
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A(x0, r1, r2) = {x ∈ X : r1 < d(x, x0) < r2} . (4.24)

Îçíà÷åííÿ 4.2.4. Çãiäíî ç [60, ðîçä. 7] âiäîáðàæåííÿ f : D → X ′ (àáî

f : D → X ′ ) áóäåìî íàçèâàòè êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì â òî÷öi

x0 ∈ D , ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ 0 < r1 < r2 < r0 := sup
x∈D

d(x, x0) i êîæíî¨

âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ η : (r1, r2)→ [0,∞], òàêî¨ ùî
r2∫
r1

η(r) dr > 1 , (4.25)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mα ′(f(Γ(S1, S2, D))) 6
∫

A∩D

Q(x) · ηα(d(x, x0)) dµ(x) , (4.26)

äå A = A(x0, r1, r2), S1 = S(x0, r1) i S2 = S(x0, r2).

Ïðèïóñòèìî, ùî X ′ äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ. Òîäi äëÿ îáëà-

ñòåé D ⊂ X, D ′ ⊂ X ′ i äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ Q : X → [1,∞],

Q(x) ≡ 0 ïðè x 6∈ D, ïîçíà÷èìî ÷åðåç RQ(D,D ′) ñiì'þ âñiõ ãîìåî-

ìîðôiçìiâ g îáëàñòi D ′ íà îáëàñòü D òàêèõ, ùî f = g−1 çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (4.25)�(4.26) â êîæíié òî÷öi x0 ∈ D äëÿ äîâiëüíèõ 0 < r1 < r2 <

r0 := sup
x∈D

d(x, x0). Òóò ãîìåîìîðôíiñòü g ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi âiäîáðàæåíü

ïðîñòîðiâ (X ′, h) i (X, d). Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå

â [30, òåîðåìà 1.1].

Òåîðåìà 4.2.3. Íåõàé (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç

õàóñäîðôîâèìè ðîçìiðíîñòÿìè 2 6 α, α ′ < ∞ ïðè öüîìó, X ëîêàëüíî

ëiíiéíî çâ'ÿçíèé, à X ′ äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ. Íåõàé òàêîæ D

i D ′ � îáëàñòi â X i X ′, âiäïîâiäíî, ïðè öüîìó, ïðîñòið D ′ ¹ ñëàáêî

ïëîñêèì ÿê ìåòðè÷íèé ïðîñòið, êðiì òîãî, D ¹ êîìïàêòîì â X, à

ìíîæèíà ∂D ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ òî÷îê.

ßêùî îáëàñòü D çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A i Q ∈ L1(D), òî ñiì'ÿ

RQ(D,D ′) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D ′.
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Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.3 âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ñiì'ÿ RQ(D,D ′) íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â äåÿêié òî÷öi

y0 ∈ D ′, iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäóòüñÿ y0 ∈ D ′ i ε0 > 0 ç íàñòóïíîþ

óìîâîþ: äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ N çíàéäåòüñÿ ym ∈ D ′, h(ym, y0) < 1/m, i

ãîìåîìîðôiçì gm ∈ RQ(D,D ′), òàêi ùî

d(gm(ym), gm(y0)) > ε0 . (4.27)

Îñêiëüêè çà óìîâîþ D ¹ êîìïàêòîì, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâ-

íîñòi gm(ym) i gm(y0) çáiãàþòüñÿ ïðè m → ∞ äî òî÷îê x1 i x2 ∈ D.

Ç íåðiâíîñòi (4.27) çà íåïåðåðâíiñòþ ìåòðèêè d ìà¹ìî: d(x1, x2) > ε0.

Ç'¹äíà¹ìî òî÷êó x1 ç òî÷êîþ x1 ∈ ∂D, à òî÷êó x2 � ç òî÷êîþ x2 ∈ ∂D,
x1 6= x2, íåïåðåñi÷íèìè êðèâèìè γ ∗1 i γ ∗2 , âiäïîâiäíî, òàê ùî γ ∗i (t) ∈ D
ïðè 0 < t < 1, γ ∗1 (0) = x1, γ ∗1 (1) = x1, γ ∗2 (0) = x2, γ ∗2 (1) = x2

(öå ìîæëèâî çà óìîâîþ A ). ßêùî ÿêà-íåáóäü iç òî÷îê x1 àáî x2 ìå-

æîâà, òî âiäïîâiäíà êðèâà (γ ∗1 àáî, âiäïîâiäíî, γ ∗2 ) çà îçíà÷åííÿì âè-

ðîäæó¹òüñÿ â òî÷êó. Çàóâàæèìî, ùî |γ ∗1 | i |γ ∗2 | � êîìïàêòè â X, òîìó

d(|γ ∗1 |, |γ ∗2 |) = l0 > 0. Ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ A0 :=
⋃

x∈|γ ∗1 |
B(x, l0/4) êðè-

âî¨ |γ ∗1 |. Îñêiëüêè |γ ∗1 | � êîìïàêòíà ìíîæèíà, ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åí-

íó êiëüêiñòü iíäåêñiâ 1 6 N0 < ∞ i âiäïîâiäíi òî÷êè z1, . . . , zN0
∈ |γ ∗1 |

òàê, ùî |γ ∗1 | ⊂ B0 :=
N0⋃
i=1

B(zi, l0/4). Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà

ââàæàòè, ùî âñi òî÷êè zi íàëåæàòü D, òàê ÿê ó âèïàäêó íåîáõiäíîñòi

ìîæíà çàìiíèòè êóëþ B(x, l0/4) íà êóëþ B(x∗, l∗0/4) ç öåíòðîì â äåÿêié

òî÷öi x∗ ∈ D, äå l∗0 � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî, ÿêå ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî

l0/4 < l∗0/4 < l0/2. Íåõàé l1 = d(x1, x2) > 0. Îñêiëüêè ïðîñòið X ëîêàëü-

íî ëiíiéíî çâ'ÿçíèé, òî çíàéäóòüñÿ ëiíiéíî çâ'ÿçíi îêîëè Vi ⊂ B0 òî÷îê

xi, i = 1, 2. Ç'¹äíà¹ìî gm(ym) êðèâîþ αm ç òî÷êîþ x1 âñåðåäèíi V1, à

gm(y0) � êðèâîþ βm ç òî÷êîþ x2 âñåðåäèíi V2. Íåõàé γ̃m : [0, 1] → X

� êðèâà, ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì êðèâèõ αm i γ1, à ∆̃m : [0, 1] → X � êðèâà,

ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì êðèâèõ βm i γ2, äå αm(0) = gm(ym) i βm(0) = gm(y0).
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Íåõàé

tm = sup
t∈[0,1]

{t : γ̃m(t) ∈ D} , pm = sup
t∈[0,1]

{
t : ∆̃m(t) ∈ D

}
.

Ïîêëàäåìî

γm = γ̃m|[0,tm) , ∆m = ∆̃m|[0,pm) .

Îñêiëüêè C(f, ∂D) ⊂ ∂D ′ äëÿ äîâiëüíîãî ãîìåîìîðôiçìó f îáëàñòi D íà

D ′ (äèâ. [60, ïðîïîçèöiÿ 13.5]), òî çíàéäóòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê z1
m ∈

|γm| i z2
m ∈ |∆m| òàêèõ, ùî h(fm(z1

m), ∂D ′) < 1/m i h(fm(z2
m), ∂D ′) <

1/m. Òàê ÿê X ′ � êîìïàêò, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî fm(z1
m)→ p1 ∈ ∂D ′ i

fm(z2
m) → p2 ∈ ∂D ′ ïðè m → ∞. Íåõàé Pm � ÷àñòèíà íîñiÿ êðèâî¨ γm

â X, ùî çíàõîäèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè gm(ym) i z1
m, à Qm � ÷àñòèíà íîñiÿ

êðèâî¨ ∆m â X, ùî çíàõîäèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè gm(y0) i z2
m.

Ó öüîìó âèïàäêó,

Pm ⊂
N0⋃
i=1

B(zi, l0/4) .

Íåõàé Γm � ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü Pm i Qm â D. Òîäi ìè

ìà¹ìî, ùî

Γm =

N0⋃
i=1

Γmi , (4.28)

äå Γmi � ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ γ : [0, 1]→ D ′ òàêèõ, ùî γ(0) ∈ B(zi, l0/4)∩Pm
i γ(1) ∈ Qm ïðè 1 6 i 6 N0. Áåðó÷è äî óâàãè [11, òåîðåìà 1.I.5.46], ìè

ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî

Γmi > Γ(S(zi, l0/4), S(zi, l0/2), A(zi, l0/4, l0/2)) . (4.29)

Ïîêëàäåìî

η(t) =

{
4/l0, t ∈ [l0/4, l0/2],

0, t 6∈ [l0/4, l0/2] .

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fm çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (4.26) â D, òî

Mα ′(fm(Γm) 6 4N0/l
α
0 · ‖Q‖1 := c <∞ , (4.30)



127

òàê ÿê Q ∈ L1(D). Ç iíøîãî áîêó, h(fm(Pm)) > h(ym, fm(z1
m)) > (1/2) ·

h(y0, p1) > 0 i h(fm(Qm)) > h(y0, fm(z2
m)) > (1/2) · h(y0, p2) > 0, êðiì

òîãî, h(fm(Pm), fm(Qm)) 6 h(ym, y0) → 0, m → ∞ . Òîäi ç îãëÿäó íà

ñëàáêó ïëîñêiñòü D ′

Mα ′(fm(Γm)) = Mα ′(Γ(fm(Pm), fm(Qm), D ′))→∞ , m→∞ ,

ùî ñóïåðå÷èòü ñïiââiäíîøåííþ (4.30). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà

ïîìèëêîâiñòü ïðèïóùåííÿ â (4.27), ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 4.2.1. Ó òåîðåìi 4.2.3 îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ðîçóìi¹-

òüñÿ â êîíòåêñòi âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ìiæ ïðîñòîðàìè (X ′, h) i (X, d).

Iíøèìè ñëîâàìè, RQ(D,D ′) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíèì â D ′ òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 i êîæíîãî y0 ∈ D ′ çíàéäåòüñÿ

δ = δ(y0, ε) > 0 òàêå, ùî d(g(y), g(y0)) < ε ïðè âñiõ g ∈ RQ(D,D ′) i

y ∈ D ′, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó h(y, y0) < δ.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ÿêùî f � ãîìåîìîðôiçì îáëàñòi D ⊂ X íà

D ′ ⊂ X ′, ðîçóìi¹òüñÿ âiäíîñíî ìåòðèê d i d ′, òî òàêîæ f � ãîìåîìîðôiçì

âiäíîñíî ìåòðèê d i h, òàê ÿê çà ïðîïîçèöi¹þ d ′ ïîðîäæóþòü îäíó i òó

æ òîïîëîãiþ íà X ′.

Çàóâàæèìî, ùî áåç äîäàòêîâèõ óìîâ ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü iç òåîðåìè 4.2.3

íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ íà ìåæi çàäàíî¨ îáëàñòi íàâiòü â åâêëiäîâîìó

âèïàäêó i íàâiòü ç êîíôîðìíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ Q ≡ 1 (äèâ. [32, ïðè-

êëàäè 1 i 2]).

Äëÿ ÷èñëà δ > 0, îáëàñòåé D ⊂ X, D ′ ⊂ X ′, ôiêñîâàíîãî êîíòè-

íóóìó A ⊂ D i äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ Q : X → [1,∞], Q(x) ≡ 0

ïðè x 6∈ D, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hδ,A,Q(D,D ′) ñiì'þ âñiõ ãîìåîìîðôiçìiâ g

îáëàñòi D ′ íà D òàêèõ, ùî f = g−1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (4.25)�(4.26) â

êîæíié òî÷öi x0 ∈ D äëÿ äîâiëüíèõ 0 < r1 < r2 < r0 := sup
x∈D

d(x, x0), ïðè

öüîìó, h(f(A), ∂D ′) > δ > 0. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, äèâ.
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òàêîæ [75, òåîðåìà 1.2] i [76, òåîðåìà 1]. Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè

ìîæíà çíàéòè â [30, òåîðåìà 3.1].

Òåîðåìà 4.2.4. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 4.2.3,

êðiì òîãî, ìåæà îáëàñòi D ′ ¹ ñëàáêî ïëîñêîþ. Òîäi êîæíèé åëåìåíò

g ñiì'¨ Hδ,A,Q(D,D ′) ïðîäîâæó¹òüñÿ çà íåïåðåðâíiñòþ äî âiäîáðàæå-

ííÿ g = f −1 : D ′ → D, ïðè öüîìó, g(D ′) = D i, êðiì òîãî, ñiì'ÿ

Hδ,A,Q(D,D ′) âñiõ ïðîäîâæåíèõ âiäîáðàæåíü g : D ′ → D îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíà â D ′.

Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ êîæíîãî Hδ,A,Q(D,D ′)

íà ìåæó D ′ ìîæíà îòðèìàòè ìiðêóâàííÿìè, àíàëîãi÷íèìè äî äîâåäåí-

íÿ [35, òåîðåìà 3]. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü Hδ,A,Q(D,D ′) â D ′ ¹ òâåð-

äæåííÿì òåîðåìè 4.2.3. Ðiâíiñòü g(D ′) = D äëÿ g ∈ Hδ,A,Q(D,D ′) ïåðå-

âiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî ïåðøî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 â [76]. Çà-

ëèøèëîñü ïîêàçàòè îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ Hδ,A,Q(D,D ′) íà ìåæi

îáëàñòi D ′.

Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, à ñàìå, ùî çíàéäåòüñÿ òî÷êà z0 ∈ ∂D ′, ÷è-
ñëî ε0 > 0, zm ∈ D ′, zm → z0 ïðè m → ∞ i gm ∈ Hδ,A,Q(D,D ′) òàêi,

ùî

d(gm(zm), gm(z0)) > ε0, m = 1, 2, . . . . (4.31)

Ïîêëàäåìî gm := gm|D ′. Òàê ÿê gm çà íåïåðåðâíiñòþ ïðîäîâæó¹òüñÿ íà

ìåæó D ′, ìîæíà ââàæàòè, ùî zm ∈ D ′ i, îòæå, gm(zm) = gm(zm). Êðiì

òîãî, çíàéäåòüñÿ ùå îäíà ïîñëiäîâíiñòü z ′m ∈ D ′, z ′m → z0 òàêà, ùî

d(gm(z ′m), gm(z0)) → 0 ïðè m → ∞. Òàê ÿê D � êîìïàêò, ìè ìîæåìî

ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi gm(zm) i gm(z0) çáiæíi ïðè m → ∞. Íåõàé
gm(zm) → x1 i gm(z0) → x2 ïðè m → ∞. Çà íåïåðåðâíiñòþ ìåòðèêè

i iç (4.31) ñëiäó¹, ùî d(x1, x2) > ε0, áiëüøå òîãî, òàê ÿê ãîìåîìîðôiçìè

çáåðiãàþòü ìåæó, x2 ∈ ∂D. Íåõàé x1 i x2 � äîâiëüíi ðiçíi òî÷êè êîíòè-

íóóìà A, æîäíà ç ÿêèõ íå çáiãà¹òüñÿ ç x1. Ç îãëÿäó íà óìîâó A ìîæíà

ç'¹äíàòè òî÷êè x1 i x1 êðèâîþ γ1 : [0, 1]→ D, à òî÷êè x2 i x2 � êðèâîþ
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γ2 : [0, 1] → D òàê, ùî |γ1| ∩ |γ2| = ∅, γi(t) ∈ D ïðè âñiõ t ∈ (0, 1),

i = 1, 2, γ1(0) = x1, γ1(1) = x1, γ2(0) = x2 i γ2(1) = x2.

Ïîêëàâøè

l0 = d(|γ1|, |γ2|) ,

ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ A0 :=
⋃

x∈|γ1|
B(x, l0/4) êîìïàêòà |γ1|. îñêiëüêè |γ1|

¹ êîìïàêòîì, îáåðåìî 1 6 N0 < ∞ i x1, . . . , xN0
∈ |γ1| òàêi, ùî |γ1| ⊂

B0 :=
N0⋃
i=1

B(xi, l0/4). Çàóâàæèìî, øî ñåðåä òî÷îê xi ìîæå áóòè ëèøå îäíà

ìåæîâà òî÷êà x1 (â òîìó âèïàäêó, ÿêùî âîíà ¹ ìåæîâîþ). ßêùî öå òàê,

òî çàìiíèìî êóëþ B(x1, l0/4) íà êóëþ B(x∗, l∗0/4), äå x∗ ∈ D i l∗0 � äåÿêå

äîäàòíå ÷èñëî, ÿêå ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî l0/4 < l∗0/4 < l0/2. Òàêèì

÷èíîì, ìîæíà ââàæàòè, ùî â ïðåäñòàâëåííi B0 =
N0⋃
i=1

B(xi, l0/4) âñi òî÷êè

xi íàëåæàòü D.

Òàê ÿê D ëîêàëüíî çâ'ÿçíà íà ñâî¨é ìåæi, çíàéäóòüñÿ íåïåðåñi÷íi

îêîëè U1 ⊂ B0 i U2 òî÷îê x1 i x2, âiäïîâiäíî, òàêi, ùî Wi := D ∩ Ui �
ëiíiéíî çâ'ÿçíi ìíîæèíè. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââàæàòè,

ùî gm(zm) ∈ W1 i gm(z ′m) ∈ W2 ïðè âñiõ m ∈ N. Íåõàé a1 i a2 �

äîâiëüíi òî÷êè, ùî íàëåæàòü |γ1| ∩ W1 i |γ2| ∩ W2, âiäïîâiäíî. Íåõàé

t1, t2 òàêi, ùî γ1(t1) = a1 i γ2(t2) = a2. Ç'¹äíà¹ìî a1 i gm(zm) êðèâîþ

αm : [t1, 1] → W1 òàêîþ, ùî αm(t1) = a1 i αm(1) = gm(zm). Àíàëîãi÷íî,

ç'¹äíà¹ìî a2 i gm(z ′m) êðèâîþ βm : [t2, 1]→ W2 òàêîþ, ùî βm(t2) = a2 i

βm(1) = gm(z ′m) .

Ïîêëàäåìî

C1
m(t) =

{
γ1(t), t ∈ [0, t1],

αm(t), t ∈ [t1, 1]
, C2

m(t) =

{
γ2(t), t ∈ [0, t2],

βm(t), t ∈ [t2, 1]
.

Ïîçíà÷èìî, ÿê çàçâè÷àé, |C1
m| i |C2

m| íîñi¨ êðèâèõ C1
m i C2

m, âiäïîâiäíî.

Òîäi

|C1
m| ⊂

N0⋃
i=1

B(xi, l0/4) .
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Íåõàé Γm � ñiì'ÿ êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü |C1
m| i |C2

m| â D. Òîäi

Γm =

N0⋃
i=1

Γmi , (4.32)

äå Γmi âèçíà÷èìî ÿê ñiì'þ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç êðèâèõ γ : [0, 1] → D

òàêèõ, ùî γ(0) ∈ B(xi, l0/4) ∩ |C1
m| i γ(1) ∈ |Cm

2 | ïðè 1 6 i 6 N0. Íà

ïiäñòàâi [11, òåîðåìà 1.I.5.46] i çà âèáîðîì l0 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè

1 6 i 6 N0

Γmi > Γ(S(xi, l0/4), S(xi, l0/2), A(xi, l0/4, l0/2) ∩D) . (4.33)

Ïîêëàâøè

η(t) =

{
4/l0, t ∈ [l0/4, l0/2],

0, t 6∈ [l0/4, l0/2]

i fm := g−1
m , âðàõîâóþ÷è (4.26), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Mα ′(fm(Γ(S(xi, l0/4), S(xi, l0/2), A(xi, l0/4, l0/2) ∩D))) 6

6 (4/l0)
α · ‖Q‖1 < ci <∞ , (4.34)

äå ci � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä m, i ‖Q‖1 =
∫
D

Q(x) dµ(x).

Íà ïiäñòàâi (4.32), (4.33) i (4.34) i âðàõîâóþ÷è íàïiâàäèòèâíiñòü ìîäóëÿ,

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

Mα ′(fm(Γm)) 6 (4αN0/l
α
0 )‖Q‖1 := c <∞ , (4.35)

òàê ÿê Q ∈ L1(D) çà ïðèïóùåííÿì. Ç iíøîãî áîêó, çà óìîâàìè òåîðåìè

çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî h(fm(A), ∂D ′) > δ > 0, m = 1, 2, . . . .

Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íîìåðà m1 ∈ N, òàêîãî ùî

h(fm(|C1
m|)) > h(zm, fm(x1)) > (1/2) · h(fm(A), ∂D ′) > δ ,

h(fm(|C2
m|)) > h(z ′m, fm(x2)) > (1/2) · h(fm(A), ∂D ′) > δ (4.36)

ïðè âñiõ m > m1. Êðiì òîãî, h(fm(|C1
m|), fm(|C2

m|)) 6 h(zm, z
′
m) → 0 çà

âèáîðîì zm i z ′m. Òîäi çà âëàñòèâiñòþ ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi D ′ íà ¨¨ ìåæi ìè

ìà¹ìî, ùî

Mα ′(fm(Γm)) = Mα ′(Γ(fm(|C1
m|), fm(|C2

m|), D ′))→∞
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ïðè m → ∞. Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ñóïåðå÷èòü (4.36), ùî âêàçó¹ íà

õèáíiñòü ïðèïóùåííÿ â (4.31). Òåîðåìà äîâåäåíà.

4.3 Àíàëîã òåîðåìè Ñîõîöüêîãî�Âåé¹ðøòðàñà äëÿ

ïðîñòîðiâ çi ñôåðèêàëiçàöi¹þ

Ó íåäàâíié ñòàòòi áóëî äîâåäåíå íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðà-

æåíü, ùî äiþòü ìiæ ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè, â içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi

(äèâ. [72]). ßê íàñëiäîê, áóëî âñòàíîâëåíî, ùî îáðàç äîâiëüíîãî îêîëó

iñòîòíî îñîáëèâî¨ òî÷êè ïðè âiäîáðàæåííi ¹ ùiëüíèì ó âiäïîâiäíîìó ìå-

òðè÷íîìó ïðîñòîði. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ âiäîìå ÿê òåîðåìà Ñîõîöüêîãî-

Êàñîðàòi-Âåé¹ðøòðàñà, i áóëî îòðèìàíå äëÿ âiäîáðàæåíü, ùî ñïîòâîðþ-

þòü ìîäóëü ñiì'¨ êðèâèõ òèïó íåðiâíîñòi Ïîëåöüêîãî. Çàóâàæèìî, ùî â

ñòàòòi [72] ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê êîëè âiäîáðàæåíèé ïðîñòið ¹ ðåãóëÿð-

íèì çà Àëüôîðñîì i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå. Ó öié ñòàòòi, ìè áó-

äåìî ðîçãëÿäàòè äåùî iíøèé âèïàäîê, à ñàìå, ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî

îáðàç ïðîñòîðó ïðè âiäîáðàæåííi ¹ ðiâíîìiðíèì. Çàóâàæèìî, ùî êîíöå-

ïöiÿ ðiâíîìiðíèõ ïðîñòîðiâ áåðå ñâié ïî÷àòîê ó ðîáîòàõ Íÿêi i Ïàëêà [63].

Äëÿ çàäàíèõ 0 < r1 < r2 <∞, ïîçíà÷èìî

A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ X : r1 < d(x, x0) < r2} .

Îçíà÷åííÿ 4.3.1. Íåõàé p > 1 i q > 1, íåõàé G îáëàñòü â X, ôóí-

êöiÿ Q : G→ [0,∞] âèìiðíà. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið X ′ çàäîâîëüíÿ¹

ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ.

Ïîäiáíî äî [60, ãë. 7], âiäîáðàæåííÿ f : G → X ′ (àáî f : G \
{x0} → X ′ ) íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåâèì Q -âiäîáðàæåííÿì â òî÷öi x0 ∈
G âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëÿ, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî r0 = r0(x0) > 0 i äëÿ âñiõ

0 < r1 < r2 < r0 íåðiâíiñòü

Mp(f(Γ(S(x0, r1), S(x0, r2), A(x0, r1, r2)))) 6
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6
∫

A(x0,r1,r2)∩G

Q(x) · ηq(d(x, x0)) dµ(x) (4.37)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : (r1, r2)→ [0,∞] çà óìî-

âè, ùî
r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (4.38)

Çàïðîïîíîâàíà íèæ÷à òåðìiíîëîãiÿ, âèêîðèñòàíà â ñòàòòi [72], íàâå-

äåíà íèæ÷å.

Îçíà÷åííÿ 4.3.2. Äëÿ çàäàíèõ 2 6 α < ∞ i 1 6 q 6 α, ïðîñòið X =

(X, d, µ) íàçèâà¹òüñÿ (α, q) -äîïóñòèìèì äæåðåëîì, ÿêùî (X, d, µ)

ëîêàëüíî êîìïàêòíèé i ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèé α -ðåãóëÿðíèé çà Àëü-

ôîðñîì çâåðõó ìåòðè÷íèé ïðîñòið, áiëüøå òîãî, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈
X çíàéäåòüñÿ γ > 0 òàêå, ùî

µ(B(x0, 2r)) 6 γ · logα−2 1

r
· µ(B(x0, r)) (4.39)

äëÿ äåÿêîãî r0 > 0 i äëÿ âñiõ r ∈ (0, r0).

Ñòîñîâíî ñïiââiäíîøåííÿ (4.39), äèâ òàêîæ [16, (10.7)].

Îçíà÷åííÿ 4.3.3. Äëÿ çàäàíîãî p > 2, ïðîñòið X ′ = (X ′, d ′, µ ′) íà-

çèâà¹òüñÿ p -äîïóñòèìîþ öiëëþ, ÿêùî (X ′, d ′, µ ′) çàäîâîëüíÿ¹ ñëàá-

êó ñôåðèêàëiçàöiþ, êðiì òîãî,
(
X ′, h

)
ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé p -ðiâíîìiðíèé

ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Ïîâíå äîâåäåííÿ òâåðäæåíü 4.3.1 òà 4.3.2 íàâåäåíi â [77, ëåìè 1 òà 2]

âiäïîâiäíî.

Ëåìà 4.3.1. Íåõàé X i X ′ � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðî-

ñòið, íåõàé X ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì, íåõàé D îáëàñòü â X, i íåõàé

f : D → X ′ äèñêðåòíå âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ. ßêùî β : [a, b) → X ′

êðèâà i x ∈ f −1(β(a)), òîäi iñíó¹ ìàêñèìàëüíå f -ïiäíÿòòÿ êðèâî¨ β ç

ïî÷àòêîì â òî÷öi x.
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Ïîâíå äîâåäåííÿ ëåìè 1 ìîæíà çíàéòè â [72, ëåìà 2.1].

ßê i â êëàñè÷íèõ âèïàäêàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i êâàçiêîíôîðì-

íèõ âiäîáðàæåíü, ðåçóëüòàò òåîðåìè 4.3.2 ìîæíà îòðèìàòè áàçóþ÷èñü íà

áiëüø çàãàëüíié òåîðåìi ïðî ìîæëèâiñòü óñóíåííÿ içîëüîâàíèõ ñèíãóëÿð-

íîñòåé. Òîìó, ìè äîâîäèìî íàñòóïíå ôóíäàìåíòàëüíå òâåðäæåííÿ, ùî ìà¹

äîñèòü àáñòðàêòíó ôîðìó. Äàëi, iñíóâàííÿ ãðàíèöi f â òî÷öi ζ0 ðîçóìi¹-

òüñÿ â ñåíñi ïðîñòîðó (X ′, h).

Ëåìà 4.3.2. Çàôiêñó¹ìî 2 6 α < ∞, 2 6 p < ∞ i 1 6 q 6 α. Íåõàé

D ¹ îáëàñòþ â X, íåõàé (X, d, µ) ¹ (α, q) -äîïóñòèìèì äæåðåëîì i íå-

õàé (X ′, d ′, µ ′) ¹ p -äîïóñòèìîþ öiëëþ. Çàóâàæèìî, ùî G := D \ {ζ0}
îáëàñòü â X, ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíà â òî÷öi ζ0 ∈ D.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî iñíó¹ ε0 > 0 i âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ

ψ : (0, ε0)→ [0,∞] ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ êîæíîãî

ε2 ∈ (0, ε0] çíàéäåòüñÿ ε1 ∈ (0, ε2] òàêå, ùî ñïiââiäíîøåííÿ

0 < I(ε, ε2) :=

ε2∫
ε

ψ(t) dt <∞ (4.40)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, ε1). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ñïiââiäíî-

øåííÿ ∫
ε<d(x,ζ0)<ε0

Q(x) · ψq(d(x, ζ0)) dµ(x) = o (Iq(ε, ε0)) (4.41)

âèêîíó¹òüñÿ ïðè ε→ 0.

Íåõàé K äåÿêèé íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì âX ′, i íåõàé f : D \
{ζ0} → X ′ \ K âiäêðèòå äèñêðåòíå êiëüöåâå Q -âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi

ζ0 âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëÿ. Òîäi, f ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó

ζ0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè X ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, ìè ìîæåìî ââàæàòè,

ùî B(ζ0, ε0) êîìïàêòíà ìíîæèíà â D. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî

ùî f íå ìà¹ ãðàíèöi â òî÷öi ζ0. Îñêiëüêè (X ′, h) êîìïàêò, ìíîæèíà

C(f, ζ0) := {y ∈ X ′ : ∃ ζk ∈ D \ {ζ0} : ζk
d→ ζ0, f(ζk)

h→ y, k →∞}
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íå ïîðîæíÿ. Òàêèì ÷èíîì, iñíóþòü äâi ïîñëiäîâíîñòi xj i x
′
j â B(ζ0, ε0) \

{ζ0} , d(xj, ζ0)→ 0, d(x ′j, ζ0)→ 0 òàêi, ùî

h
(
f(xj), f(x ′j)

)
> a > 0

äëÿ âñiõ j ∈ N. Îñêiëüêè G ¹ ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíîþ â òî÷öi ζ0,

iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü rk → 0, 0 < rk < ε0, r1 > r2 > r3 > . . . , òàêà,

ùî B(ζ0, rk) ⊂ Vk ⊂ B(ζ0, rk−1) i Vk ∩ G = Vk \ {ζ0} ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíîþ.

Îñêiëüêè d(xj, ζ0) → 0 i d(x ′j, ζ0) → 0 êîëè j → ∞, çíàéäåòüñÿ íîìåð

j1 ∈ N òàêèé. ùî xj1 i x ′j1 ∈ B(ζ0, r2). Íåõàé Cj1 êðèâà, ùî ç'¹äíó¹ xj1

i x ′j1 â V2 \ {ζ0} ⊂ B(ζ0, r1) \ {ζ0}. Àíàëîãi÷íî, çíàéäåòüñÿ íîìåð j2 ∈ N
òàêèé, ùî xj2 i x ′j2 ∈ B(ζ0, r3). Íåõàé Cj2 êðèâà, ùî ç'¹äíó¹ xj2 i x ′j2
â V3 \ {ζ0} ⊂ B(ζ0, r2) \ {ζ0}. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ìè îòðèìà¹ìî

äåÿêèé íîìåð jk ∈ N òàêèé, ùî xjk i x ′jk ∈ B(ζ0, rk+1). Ç'¹äíà¹ìî xjk i

x ′jk êðèâîþ Cjk, ÿêà ïîâíiñòþ ëåæèòü â Vk+1 \{ζ0} ⊂ B(ζ0, rk)\{ζ0}. Áåç
îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ñêàçàòè xj i x ′j ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâèìè

Cj â B(ζ0, rj) \ {ζ0} .
Íåõàé Ej = (B(ζ0, ε0)\{ζ0}, Cj), i íåõàé Γf(Ej) ñiì'ÿ êðèâèõ, ùî âiä-

ïîâiäà¹ êîíäåíñàòîðó f(Ej) â ñåíñi çàóâàæåííÿ, çðîáëåíîãî ïåðåä ôîðìó-

ëþâàííÿì ëåìè. Çà âëàñòèâiñòþ ìiíîðóâàííÿ ìîäóëÿ i çà p -ðiâíîìiðíiñòþ

X ′

Mp(Γf(Ej)) >Mp(Γ(f(Cj), K,X
′ \K)) >Mp(Γ(f(Cj), K,X

′)) > δ > 0 ,

(4.42)

äå δ > 0 äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä min{a, h(K)}, äèâ [45, òå-
îðåìà 1(c)]. Òåïåð, çà ðiâíîìiðíiñòþ ïðîñòîðó X ′ i îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåí-

íÿ ñëiäó¹ iç òîãî, ùî ñiì'ÿ êðèâèõ Γf(Ej) íå ïîðîæíÿ. Íåõàé Γ ∗j ñiì'ÿ âñiõ

ìàêñèìàëüíèõ f -ïiäíÿòòiâ Γf(Ej) â B(ζ0, ε0) \ {ζ0} ç ïî÷àòêîì â Cj. Öÿ

ñiì'ÿ êðèâèõ ãàðíî âèçíà÷åíà çà ëåìîþ 4.3.1.

Íåõàé Γ1
Ej

ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ α : [a, c) → B(ζ0, ε0) \ {ζ0} ç ïî÷àòêîì

â Cj, äëÿ ÿêèõ α(tk) → ζ0 äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi tk → c − 0, tk ∈
[a, c), êîëè k →∞. Àíàëîãi÷íî, íåõàé Γ2

Ej
ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ α : [a, c)→
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B(ζ0, ε0) \ {ζ0} ç ïî÷àòêîì â Cj, äëÿ ÿêèõ d (α(tk), S(ζ0, ε0)) → 0 äëÿ

äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi tk ∈ [a, c) such that tk → c − 0 as k → ∞. Çà [72,
ëåìà 4.2]

Γ ∗j ⊂ Γ1
Ej
∪ Γ2

Ej
. (4.43)

Çàóâàæèìî, ùî f(Γ ∗j ) < Γf(Ej) i f(Γ ∗j ) ⊂ f(Γ1
Ej

) ∪ f(Γ2
Ej

). Òåïåð, çà (1.2)

i (4.43), ìè îòðèìà¹ìî, ùî

Mp

(
Γf(Ej)

)
6Mp(f(Γ1

Ej
)) + Mp(f(Γ2

Ej
)) . (4.44)

Çà [72, ëåìà 4.1] Mp(f(Γ1
Ej

)) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíà êðèâà γ ∈ Γ2
Ej

íå ìiñòèòüñÿ ïîâíiñòþ íi â

B(ζ0, ε0− 1
m) íi â X \B(ζ0, ε0− 1

m) äëÿ äîñèòü âåëèêèõ m. Òàêèì ÷èíîì,

iñíó¹ y1 ∈ |γ| ∩ S(ζ0, ε0 − 1
m) (äèâ. [11, òåîðåìà 1, § 46, ïóíêò I]). Íåõàé

γ : [0, 1] → X i íåõàé t1 ∈ (0, 1) òàêi, ùî γ(t1) = y1. Áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî |γ|[0,t1)| ⊂ B(ζ0, ε0−1/m). Ïîêëàäåìî

γ1 := γ|[0,t1). Çàóâàæèìî, ùî |γ1| ⊂ B(ζ0, ε0 − 1/m), áiëüøå òîãî, γ1 íå

íàëåæèòü ïîâíiñòþ B(ζ0, rj) àáî X \ B(ζ0, rj). Îòæå, iñíó¹ t2 ∈ (0, t1)

ç γ1(t2) ∈ S(ζ0, rj) (äèâ. [11, òåîðåìà 1, § 46, ïóíêò I]). Áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî |γ|[t2,t1]| ⊂ X \B(ζ0, rj). Ïîêëàäåìî

γ2 = γ1|[t2,t1]. Çàóâàæèìî, ùî γ2 ¹ ïiäêðèâî¨ γ. Çà ñêàçàíèì âèùå, Γ2
Ej
>

Γ(S(ζ0, rj), S(ζ0, ε0 − 1
m), A(ζ0, rj, ε0 − 1

m)) äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ m ∈ N.
Ìíîæèíà Aj = {x ∈ X : rj < d(x, ζ0) < ε0 − 1

m} i

ηj(t) =

{
ψ(t)/I(rj, ε0 − 1

m), t ∈ (rj, ε0 − 1
m),

0, t ∈ R \ (rj, ε0 − 1
m).

Òóò I(a, b) âèçíà÷åíå â (4.40). Çàóâàæèìî, ùî

ε0− 1
m∫

rj

ηj(t) dt =
1

I
(
rj, ε0 − 1

m

) ε0− 1
m∫

rj

ψ(t) dt = 1 .

Çà îçíà÷åííÿì Q -âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi ζ0 âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëÿ i òîäi
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çà (4.44), ìè çàóâàæèìî, ùî

Mp(f(ΓEj)) 6
1

Iq(rj, ε0 − 1
m)

∫
rj<d(x,ζ0)<ε0

Q(x)ψ q(d(x, ζ0)) dµ(x) .

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi m→∞, îòðèìà¹ìî, ùî

Mp(f(ΓEj)) 6 S(rj) :=
1

Iq(rj, ε0)

∫
rj<d(x,ζ0)<ε0

Q(x)ψ q(d(x, ζ0)) dµ(x).

Ôîðìóëà (4.41) ïîêàçó¹, ùî S(rj) → 0 ïðè j → ∞ i, îòæå, ç (4.44)

âèïëèâà¹, ùî

Mp

(
Γf(Ej)

)
→ 0 , j →∞ . (4.45)

Ç iíøîãî áîêó, (4.45) ñóïåðå÷èòü (4.42). Òàêèì ÷èíîì, f íå ìà¹ ãðàíèöi â

òî÷öi ζ0, .

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ìîæíà çíàéòè íàïðèêëàä â [60, ëåìà 13.2].

Ïðîïîçèöiÿ 4.3.1. Íåõàé G îáëàñòü α -ðåãóëÿðíîãî çâåðõó ìåòðè÷íîãî

ïðîñòîðó (X, d, µ) ïðè α > 2. Ïðèïóñòèìî, ùî x0 ∈ G i Q : G →
[0,∞] ∈ FMO(x0). ßêùî

µ(G ∩B(x0, 2r)) 6 γ · logα−2 1

r
· µ(G ∩B(x0, r))

äëÿ äåÿêîãî r0 > 0 i êîæíîãî r ∈ (0, r0), òîäi∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ψ α(d(x, x0)) dµ(x) = o(Iα(ε, ε0)) , ε→ 0 ,

I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt i ψ(t) := 1
t log 1

t

.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ â [77, òåîðåìà 2]

Òåîðåìà 4.3.1. Çàôiêñó¹ìî 2 6 α < ∞, 2 6 p < ∞ i 1 6 q 6 α.

Íåõàé D îáëàñòü â X, íåõàé (X, d, µ) ¹ (α, q) -äîïóñòèìèì äæåðåëîì i

íåõàé (X ′, d ′, µ ′) ¹ p -äîïóñòèìîþ öiëëþ. Ïðèïóñòèìî, ùî G := D\{ζ0}
îáëàñòü â X, ëîêàëüíî çâ'ÿçíà â òî÷öi ζ0 ∈ D.
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Íåõàé K äåÿêèé íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì â X ′ i íåõàé f : D \
{ζ0} → X ′ \ K âiäêðèòå äèñêðåòíå êiëüöåâå Q -âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi

ζ0 âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëÿ. ßêùî Q ∈ FMO(ζ0), òîäi f ìà¹ íåïåðåðâíå

ïðîäîâæåííÿ â òî÷êó ζ0.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ Q ∈ FMO(ζ0) òÿãíå çà ñîáîþ

óìîâè (4.40)�(4.41) â ζ0. Ñïðàâäi, ïîêëàäåìî ψ(t) = log−α/q 1
t , ñïiââiäíî-

øåííÿ (4.40)�(4.41) ìè îòðèìà¹ìî iç ïðîïîçèöi¨ 4.3.1. Áàæàíèé âèñíîâîê

òåïåð îòðèìà¹ìî ç ëåìè 4.3.2.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè íàâîäèòüñÿ â [77, òåîðåìà 1].

Òåîðåìà 4.3.2. Çàôiêñó¹ìî 2 6 α < ∞, 2 6 p < ∞ i 1 6 q 6 α.

Íåõàé D îáëàñòü â X, íåõàé (X, d, µ) ¹ (α, q) -äîïóñòèìèì äæåðåëîì

i íåõàé (X ′, d ′, µ ′) ¹ p -äîïóñòèìîþ öiëëþ. Ïðèïóñòèìî, ùî G := D \
{ζ0} îáëàñòü â X, ëîêàëüíî çâ'ÿçíà â òî÷öi ζ0 ∈ D, Q ∈ FMO(ζ0) i

êóëi Bh(A, r) = {y ∈ X ′ : h(y, A) < r} íå âèðîäæóþòüñÿ â òî÷êè äëÿ

êîæíîãî A ∈ X ′ i áóäü-ÿêîãî r > 0. ßêùî f : D \ {ζ0} → X ′ âiäêðèòå

äèñêðåòíå êiëüöåâå Q -âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëÿ â òî÷öi ζ0,

i ζ0 ¹ iñòîòíîþ îñîáëèâiñòþ f, òîäi f(U \ {ζ0}) ¹ ùiëüíîþ â X ′ äëÿ

äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè ζ0.

Äîâåäåííÿ. Ç òîãî, ùî ζ0 ¹ iñòîòíî îñîáëèâîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f,

êóëÿ B(ζ0, r) ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê äëÿ êîæíîãî r > 0. Çäié-

ñíèìî äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ îêië U òî÷êè

ζ0 i A ∈ X ′ òàêà, ùî
h(f(x), A) > δ0 (4.46)

äëÿ êîæíîãî x ∈ U \ {ζ0}. Îñêiëüêè D \ {ζ0} ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíà

â òî÷öi ζ0, iñíó¹ îêië V ⊂ U òî÷êè ζ0 òàêèé, ùî V \ {ζ0} ¹ ëiíiéíî

çâ'ÿçíèì.

Ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî V âiäêðèòà. Ó iíøîìó âèïàäêó, íåõàé D∗

çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà Int (U) \ {ζ0}, ùî ìiñòèòü V \ {ζ0}. Îñêiëüêè X
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¹ ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, òîäi Int (U) \ {ζ0} âiäêðèòå, D∗ âiäêðè-

òà; äèâ. [11, òåîðåìà 4.II.49.6]. Íåõàé
⋃
α∈A

Dα îá'¹äíàííÿ âñiõ êîìïîíåíò

Int (U) \ {ζ0} îêðiì D∗, äå A äåÿêèé íàáið iíäåêñiâ α. Çàóâàæèìî, ùî

ζ0 ∈ D∗, îñêiëüêè B(ζ0, r) ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê äëÿ êîæíîãî

r > 0. Òåïåð, ζ0 6∈ Dα äëÿ α ∈ A. Îñêiëüêè Dα êîìïîíåíòè Int (U) \ ζ0

i ζ0 6∈ Dα, Dα are closed in Int (U). Òåïåð, V∗ := Int (U) \
⋃
α∈A

Dα ¹ âiä-

êðèòèì îêîëîì ζ0, äå V∗ \ {ζ0} = D∗ çâ'ÿçíà. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè D∗

âiäêðèòà, à X ¹ ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, D∗ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíîþ, äèâ.

íàïðèêëàä [60, ïðîïîçèöiÿ 13.1]. òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî V

¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ U, V ¹ îêîëîì òî÷êè ζ0 i V \{ζ0} ¹ çâ'ÿçíîþ.
Çà (4.46), f(x) ∈ X ′ \Bh(A, δ0) äëÿ x ∈ V \ {ζ0}, äå

Bh(A, δ0) = {y ∈ X ′ : h(y, A) < δ0} .

Îñêiëüêè X ′ ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì i êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì i, òàêîæ, áóäü-

ÿêi êóëi Bh(A, r) = {y ∈ X ′ : h(y, A) < r} íå âèðîäæóþòüñÿ â òî÷êè, çíà-
éäåòüñÿ íåâèðîäæåíèé êîíòèíóóì K òàêèé, ùî K ⊂ Bh(A, δ0). Iç (4.46)

âèïëèâà¹, ùî f íå íàáóâà¹ çíà÷åíü â K. Çà òåîðåìîþ 4.3.1, f ìà¹ iñòîòíó

îñîáëèâiñòü ïðè x→ ζ0, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ òåîðåìè.

Ó òåîðåìi 4.3.2, ¾ùiëüíiñòü¿ i ¾iñòîòíà îñîáëèâiñòü¿ ðîçóìi¹òüñÿ â

òåðìiíàõ ïðîñòîðó (X ′, h).

4.4 Ìåæîâà ïîâåäiíêà âiäîáðàæåíü ç íåðiâíiñòþ

Ïîëåöüêîãî ó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ â òåðìi-

íàõ ïðîñòèõ êiíöiâ

Çàóâàæèìî, ùî ìåæîâå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü â òåðìiíàõ ïðî-

ñòèõ êiíöiâ âèâ÷àëîñü íåùîäàâíî äåÿêèìè iíøèìè àâòîðàìè, äèâ., íàïð.

[38], [37], [5] i [10].

Îçíà÷åííÿ 4.4.1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îáëàñòü G â X (àáî X ) ¹

ñèëüíî äîñÿæíîþ â òî÷öi x0 ∈ ∂G âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, ÿêùî, äëÿ
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áóäü-ÿêîãî îêîëó U òî÷êè x0 , çíàéäåòüñÿ êîìïàêòíà ìíîæèíà E ⊂ G ,

îêië V ⊂ U òî÷êè x0 i ÷èñëî δ > 0 òàêi, ùî

Mp(Γ(E,F,G)) > δ

äëÿ áóäü-êîãî êîíòèíóóìà F ⊂ G, ùî ïåðåòèíà¹ ∂U i ∂V. Áóäåìî

ãîâîðèòè, ùî ìåæà ∂G ¹ ñèëüíî äîñÿæíîþ âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, ÿêùî

âiäïîâiäíà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi ìåæi.

Âiäòåïåð ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïðîñòið X ¹ ïîâíèì i çàäîâîëüíÿ¹ íå-

ðiâíîñòi p -Ïóàíêàðå, i ùî ìiðà µ äóáëþ¹òüñÿ (äèâ. [37]). Ó öüîìó âè-

ïàäêó, ïðîñòið X ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì (äèâ. [37, ðîçäië 2]), i âëàñíèì

(äèâ. [41, ïðîïîçèöiÿ 3.1]). ßêùî X ¹ òàêîæ çâ'ÿçíèì òîäi çíàéäóòüñÿ

ñòàëi C > 0 i q > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X, 0 < r 6 R i y ∈ B(x,R),

µ(B(y, r))

µ(B(x,R))
6 C

( r
R

)q
, (4.47)

äèâ. [37, (2.2)].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ áóëî äîâåäåíå â [5, ëåìà 5.1] äëÿ ãîìåîìîðôi-

çìiâ â R2. Äîâåäåííÿ âèïàäêó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ìîæíà çíàéòè â [77,

ëåìà 1].

Ëåìà 4.4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâè òåîðåìè 4.4.1 âèêîíóþòüñÿ. Áiëü-

øå òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî x0 ∈ ∂D óìîâè (4.55)�(4.56) âè-

êîíóþòüñÿ. Òîäi f ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → D ′, f(DP ) =

D ′.

Äîâåäåííÿ. Çà [37, íàñëiäîê 10.9], DP ìåòðèçîâíèé. Òåïåð, çà ìåòðèçîâ-

íiñòþ DP , äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

L = C(f, P ) :=
{
y ∈ X ′ : y = lim

k→∞
f(xk), xk → P, xk ∈ D

}
ñêëàäà¹òüñÿ ç ¹äèíî¨ òî÷êè y0 ∈ ∂D ′. Îñêiëüêè X ′ ïðîñòið, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ, L 6= ∅. By [70, ïðîïîçèöiÿ 2.1], L ⊂ ∂D ′.
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Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî f íå ìà¹ íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ â

P . Òåïåð, ìîæíà çíàéòè ùîíàéìåíøå äâi òî÷êè y0 i z0 ∈ L . Ïîçíà÷èìî
U = B(y0, r0) , äå 0 < r0 < d(y0, z0) . Ìè ìîæåìî çíàéòè ïîñëiäîâíîñòi yk i

zk â f(Ek), k = 1, 2, . . . , P = [Ek], òàêi, ùî d(y0, yk) < r0 i d(y0, zk) > r0

i, êðiì òîãî, yk → y0 i zk → z0 êîëè k →∞ . Çà çàóâàæåííÿì 4.5 in [37] ìè

ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìíîæèíè Ek âiäêðèòi. Áiëüøå òîãî, çà çàóâàæåííÿì

2.6 â [37] ìíîæèíà Ek ¹ çâ'ÿçíîþ äëÿ êîæíîãî k ∈ N.

Ïîçíà÷èìî x0 := I([Ek]) (äèâ. [37, òåîðåìà 10.8]). Ïîêàæåìî, ùî äëÿ

êîæíîãî r > 0 iñíó¹ k ∈ N òàêèé, ùî

Ek ⊂ B(x0, r) ∩D . (4.48)

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî ùî iñíó¹ r > 0 ç íàñòóïíîþ óìîâîþ: äëÿ

êîæíîãî k ∈ N çíàéäåòüñÿ xk ∈ Ek \ B(x0, r). Îñêiëüêè µ äóáëþ¹òüñÿ,

X ïîâíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ âëàñíèì (òîáòî êîæíà çàìêíåíà

îáìåæåíà ìíîæèíà ¹ êîìïàêòîì), äèâ. [41, ïðîïîçèöiÿ 3.1]. Îñêiëüêè D

îáìåæåíà, D êîìïàêò. Çíàéäåìî ïîñëiäîâíîñòi xkl ∈ D ïðè xkl → x0

êîëè l → ∞ äëÿ äåÿêîãî x0 ∈ D. Äëÿ çàäàíîãî i ∈ N, iñíó¹ l0 ∈ N
òàêå, ùî kl > i äëÿ êîæíîãî l > l0. Òàêèì ÷èíîì, xkl ∈ Ekl ⊂ Ei äëÿ

êîæíîãî l > l0 i òàêèì ÷èíîì, x0 ∈ Ei. Îñêiëüêè i äîâiëüíå, ìà¹ìî, ùî

x0 ∈
∞⋂
i=1

Ei = {x0}. Òàê, x0 = x0. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî xk → x0

êîëè k →∞. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîäi çíàéäåòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü
xml
∈ D ïðè xml

→ ζ0 êîëè l → ∞. Ìiðêóþ÷è ÿê âèùå, îòðèìà¹ìî, ùî

ζ0 = x0, ùî ñïðîñòîâó¹ ïðîòèði÷÷ÿ, çðîáëåíå âèùå. Òåïåð xk → x0 êîëè

k →∞ i òîìó, xk ∈ B(x0, r). Âêëþ÷åííÿ (4.48) äîâåäåíå.

Îñêiëüêè yk, zk ∈ f(Ek), ìîæíà çíàéòè ùîíàéìåíøå äâi ïîñëiäîâíî-

ñòi xk, x
′
k ∈ Ek òàêi, ùî f(xk) = yk i f(x ′k) = zk. Çà (4.48) xk → x0 i

x ′k → x0 êîëè k → ∞. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñèëüíî¨ äîñÿæíîñòi ìåæi â

òî÷öi y0 ∈ ∂D ′ âiäíîñíî p -ìîäóëÿ, äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó U öi¹¨ òî÷êè

ìîæíà çíàéòè êîìïàêòíó ìíîæèíó C ′0 ⊂ D ′, îêië V òî÷êè y0 i ÷èñëî
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δ > 0 òàêå, ùî

Mp(Γ(C ′0, F,D
′)) > δ > 0 (4.49)

äëÿ äîâiëüíîãî êîíòèíóóìà F ùî ïåðåòèíà¹ ∂U i ∂V. Çà [70, ïðîïîçè-

öiÿ 2.1] C0 := f −1(C ′0) êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà D. Îòæå, δ0 = dist(x0, C0) >

0. Òîäi, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî C0∩B(x0, ε0) =

∅. Îñêiëüêè Ek ¹ çâ'ÿçíîþ, òî÷êè xk i x ′k ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâîþ γk,

ùî ëåæèòü â Ek.

ßê çàçâè÷àé, äëÿ çàäàíî¨ êðèâî¨ γ : [a, b] → X, àáî γ : [a, b] → X ′,

ïîêëàäåìî

|γ| := {x ∈ X : ∃ t ∈ [a, b] : γ(t) = x} .

Îñêiëüêè f(xk) = yk ∈ V i f(x ′k) = zk ∈ D ′ \ U äëÿ äîñèòü âåëèêèõ

k ∈ N, ìîæíà çíàéòè íîìåð k0 ∈ N òàêèé, ùî, çàâäÿêè (4.49),

Mp(Γ(C ′0, |f(γk)|, D ′)) > δ > 0 (4.50)

äëÿ âñiõ k > k0. Íåõàé Γk ïîçíà÷èìî ñiì'ÿ âñiõ íàïiââiäêðèòèõ êðèâèõ

βk : [a, b)→ D ′ òàêèõ, ùî β(a) ∈ |f(γk)|, βk(t) ∈ D ′ äëÿ âñiõ t ∈ [a, b), i

lim
t→b−0

βk(t) := Bk ∈ C ′0 .

Î÷åâèäíî, ùî

Mp(Γk) = Mp (Γ (C ′0, |f(γk)|, D ′)) . (4.51)

Îñêiëüêè X ïîâíèé ïðîñòið, ùî çàäîâîëüíÿ¹ p -Ïóàíêàðå íåðiâíiñòü, òîäi

X ¹ âëàñíèì i ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì (äèâ. [37, ðîçäië 2], [41, ïðîïîçèöiÿ 3.1]).

Òåïåð, çà [72, ëåìà 2.1], êîæíà êðèâà βk ∈ Γk ìà¹ ìàêñèìàëüíå ïiäíÿòòÿ

α∗ â D ç ïî÷àòêîì â |γk|. Íåõàé Γ ′k � ñiì'ÿ âñiõ ìàêñèìàëüíèõ ïiäíÿòü

αk : [a, c) → D êðèâèõ ñiì'¨ Γk ç ïî÷àòêîì â |γk|. Çàóâàæèìî, ùî íåìà¹
êðèâî¨ αk ∈ Γ ′k, αk : [a, c) → D, íå ìîæå ïðÿìóâàòè äî ìåæi D êîëè

t→ c− 0, îñêiëüêè C(f, ∂D) ⊂ ∂D ′. Then C(αk, c) ⊂ D.

Òåïåð, ïðèïóñòèìî, ùî êðèâà αk íå ìà¹ ãðàíèöi ïðè t → c − 0.

Ðîçãëÿíåìî

G =
{
x ∈ X : x = lim

k→∞
α(tk)

}
, tk ∈ [a, c) , lim

k→∞
tk = c .
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Ïåðåõîäÿ÷è äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî îáìåæè-

òèñü ìîíîòîííèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè tk. Äëÿ x ∈ G, çà íåïåðåðâíiñòþ f,

f (α(tk)) → f(x) êîëè k → ∞, äå tk ∈ [a, c), tk → c êîëè k → ∞.
Îäíàê, f (α(tk)) = β(tk)→ β(c) êîëè k →∞. Òàêèì ÷èíîì, f ¹ ñòàëîþ

íà G. Ç iíøîãî áîêó, α êîìïàêòíà ìíîæèíà, òîìó ùî α ¹ çàìêíåíîþ

ïiäìíîæèíîþ êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó D (äèâ. [11, òåîðåìà 2.II.4, § 41 ]).

Òåïåð, çà óìîâîþ Êàíòîðà íà êîìïàêòi α, çà ìîíîòîííiñòþ α ([tk, c)) ,

G =
∞⋂
k= 1

α ([tk, c)) 6= ∅ ,

äèâ. [11, 1.II.4, § 41 ]. Çà [11, òåîðåìà 5.II.5, § 47 ], G ¹ çâ'ÿçíîþ. Çà äèñêðå-

òíiñòþ f, G ¹ îäíîòî÷êîâîþ ìíîæèíîþ, α : [a, c) → D ïðîäîâæó¹òüñÿ

äî çàìêíåíî¨ ìíîæèíè α : [a, c]→ D, i f(α(c)) = β(c).

Òîìó, iñíó¹ lim
t→c−0

αk(t) = Ak ∈ D. Çàóâàæèìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó,
çà îçíà÷åííÿì ìàêñèìàëüíîãî ïiäíÿòòÿ, ìà¹ìî c = b. Òîäi, ç îäíîãî áîêó,

lim
t→b−0

αk(t) := Ak, i, ç iíøîãî áîêó, â ñèëó íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f

â D,

f(Ak) = lim
t→b−0

f(αk(t)) = lim
t→b−0

βk(t) = Bk ∈ C ′0 .

Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ C0, âèïëèâà¹, ùî Ak íàëåæèòü C0. Ìè âêëà-

ëè êîìïàêòíó ìíîæèíó C0 ó ïåâíèé êîíòèíóóì C1 ùî ëåæèòü ïîâíiñòþ

â îáëàñòi D (äèâ. ëåìà 1 â [35]). Çìåíøóþ÷è çíà÷åííÿ ε0 > 0, ìè ìî-

æåìî çíîâó ïðèïóñòèòè, ùî C1 ∩ B(x0, ε0) = ∅. Òåïåð, ìè ìà¹ìî, ùî

Γ ′k ⊂ Γ(|γk|, C1, D). Ïåðåõîäÿ÷è äî ïiäïîñëiäîâíîñòåé, ÿêùî íåîáõiäíî,

ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî xk i x ′k ∈ B(x0, 2
−k). Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

η(t) =

{
ψ(t)/I(2−k, ε0), t ∈ (2−k, ε0),

0, t ∈ R \ (2−k, ε0) ,

äå I(ε) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íîðìóâàííÿ ó âèãëÿäi (4.55). Çà

óìîâàìè (4.55) i (4.56), ìè îòðèìà¹ìî

Mp (f (Γ ′k)) 6Mp(f(Γ(|γk|, C1, D))) 6 ∆(k) , (4.52)
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äå ∆(k) → 0 êîëè k → ∞. Îäíàê, Γk = f(Γ ′k). Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è

(4.52), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

Mp(Γk) = Mp (f(Γ ′k)) 6 ∆(k)→ 0 as k →∞ . (4.53)

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.53), ðàçîì ç íåðiâíñiòþ (4.51), ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi

(4.50), ùî äîâîäèòü ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ f : DP → D ′.

Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî f(DP ) = D ′. Çðîçóìiëî, ùî f(DP ) ⊂ D ′.

Òåïåð ïîêàæåìî çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé ζ0 ∈ D ′. ßêùî ζ0 ∈ D ′, òîäi
iñíóþòü ξ0 ∈ D òàêi, ùî f(ξ0) = ζ0 i, îòæå, ζ0 ∈ f(D). Ïðèïóñòèìî, ùî

ζ0 ∈ ∂D ′. Òîäi çíàéäóòüñÿ ζm ∈ D ′, ζm = f(ξm), ξm ∈ D, òàêi, ùî ζm →
ζ0 êîëè m → ∞. Çà [37, òåîðåìà 10.10], DP ¹ êîìïàêòíèì ìåòðè÷íèì

ïðîñòîðîì. Òåïåð, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ξm → P0 êîëè m→∞, äå P0

äåÿêèé ïðîñòèé êiíåöü â DP . Òåïåð ζ0 ∈ f(DP ). Âêëþ÷åííÿ D ′ ⊂ f(DP )

äîâåäåíå. Îòæå, f(DP ) = D ′. Ëåìà äîâåäåíà.

Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (äèâ. [35, ëåìà 2]).

Ïðîïîçèöiÿ 4.4.1. Íåõàé G ¹ îáëàñòþ â q -ðåãóëÿðíîìó çâåðõó çà Àëü-

ôîðñîì ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d, µ), 1 6 q < ∞. Çàóâàæèìî, ùî

x0 ∈ G i Q : G→ [0,∞] íàëåæèòü êëàñó FMO(x0). ßêùî

µ(G ∩B(x0, 2r)) 6 γ · logq−2 1

r
· µ(G ∩B(x0, r)) (4.54)

äëÿ äåÿêîãî r0 > 0 i êîæíîãî r ∈ (0, r0), òîäi Q çàäîâîëüíÿ¹ (4.56) â

òî÷öi x0 ç ψ(t) := 1
t log 1

t

.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.1 ìîæíà çíàéòè â [77, òåîðåìà 1].

Òåîðåìà 4.4.1. Íåõàé (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, i íå-

õàé X ′ çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ. Íåõàé D îáìåæåíà îáëàñòü

â X ÿêà ¹ ñêií÷åííî çâ'ÿçíîþ íà ìåæi, íåõàé D ′ îáëàñòü â X ′, i íåõàé

1 6 p < ∞, 1 6 q < ∞ ôiêñîâàíi ÷èñëà. Ïðèïóñòèìî, ùî X ïîâíèé

ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü q -Ïóàíêàðå, i ìiðà µ

äóáëþ¹òüñÿ.
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Íåõàé Q : X → (0,∞) ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî f : D → D ′, D ′ = f(D), � äèñêðåòíå, çàìêíåíå i âiäêðèòå

êiëüöåâå Q -âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëiâ â ∂D. Áiëüøå òîãî,

ïðèïóñòèìî, ùî ∂D ′ ¹ ñèëüíî äîñÿæíîþ âiäíîñíî p -ìîäóëÿ.

Òîäi f ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → D ′, f(DP ) = D ′,

ÿêùî Q ∈ FMO(∂D).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 4.4.1 i ïðîïîçèöi¨ 4.4.1.

Ñïðàâäi, X ¹ ðåãóëÿðíèì çâåðõó çà (4.47), i (4.54) âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè

ìiðà µ äóáëþ¹òüñÿ çà ïðèïóùåííÿì. Îòæå, áàæàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹

ç ëåìè 4.4.1.

Íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f : DP → D ′ ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi ïðî-

äîâæåíîãî ïðîñòîðó (X ′, h), òîáòî, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü xk, k = 1, 2, . . . ,

çáiãà¹òüñÿ äî ïðîñòîãî êiíöÿ P0 êîëè k →∞ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði DP ,

òîäi f(xk) çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî çíà÷åííÿ y0 ∈ X ′ ó ìåòðèöi h .

Çàóâàæåííÿ 4.4.1. Ñïðàâäi, óìîâó òèïó FMO ïðåäñòàâëåíó â òåîðå-

ìi 4.4.1 ìîæíà çàìiíèòè íàñòóïíèì áiëüø çàãàëüíèì i áiëüø ôóíäàìåí-

òàëüíèì ïðèïóùåííÿì, ùî áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ïiçíiøå, â äîâåäåííi

ãîëîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó çàäàíié òî÷öi x0 ∈ D, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âè-
ìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ ψ : (0,∞)→ (0,∞) òàêà, ùî

I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ (4.55)

äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, ε0) i I(ε, ε0)→∞ êîëè ε→ 0, i

∫
ε<d(x,x0)<ε0

Q(x) · ψ q(d(x, x0)) dµ(x) = o (I q(ε, ε0)) , ε→ 0 . (4.56)

Îçíà÷åííÿ 4.4.2. Äëÿ çàäàíîãî p > 1, îáëàñòü D ⊂ X ′ íàçèâà¹òüñÿ

p -ðiâíîìiðíîþ îáëàñòþ ÿêùî äëÿ êîæíîãî r > 0, çíàéäåòüñÿ δ > 0
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òàêå, ùî Mp(Γ(F, F ∗, D)) > δ ÿê òiëüêè F i F ∗ êîíòèíóóìè â D ç

h(F ) > r i h(F ∗) > r. (Òóò h(A) := sup
x,y∈A

h(x, y)). Îáëàñòi Di, i ∈ I,

íàçèâàþòüñÿ p -ðiâíîìiðíèìè îáëàñòÿìè, ÿêùî äëÿ r > 0, ìîäóëüíà

óìîâà, çàïèñàíà âèùå çàäîâîëüíÿ¹ êîæíà Di ç òèì æå ÷èñëîì δ.

Íåõàé X ′ çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ. Äëÿ çàäàíîãî δ > 0,

D ⊂ X i âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ Q : D → [0,∞], ïîçíà÷èìî RQ,δ,p,q(D) ñiì'þ

âñiõ êiëüöåâèõ Q -ãîìåîìîðôiçìiâ f : D → X ′ \ Kf âiäíîñíî (p, q) -

ìîäóëiâ â D, òàêó, ùî f(D) äåÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà â X ′ i h(Kf) =

sup
x,y∈Kf

h(x, y) > δ, äå Kf ⊂ X ′ i êîíòèíóóì. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ, äîâåäåíå â [77, ëåìà 2].

Ëåìà 4.4.2. Íåõàé (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, íåõàé D

îáëàñòü â X, i íåõàé 1 6 p <∞, 1 6 q <∞ ôiêñîâàíi ÷èñëà.

Äëÿ çàäàíî¨ x0 ∈ D, çàóâàæèìî, ùî óìîâè (4.55)�(4.56) âèêîíó-

þòüñÿ. ßêùî X ¹ ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèì i ëîêàëüíî êîìïàêòíèì

ïðîñòîðîì, X ′ çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ i X ′ ¹ ðiâíîìiðíîþ

îáëàñòþ, òîäi RQ,δ,p,q(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0. (ßê

áóëî ñêàçàíå âèùå, îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ðîçóìi¹òüñÿ òóò â ñåíñi

ðîçøèðåíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X ′, h) ).

Äîâåäåííÿ. Iäåÿ äîâåäåííÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç [23, ëåìà 2]. Ïðèïóñòèìî ïðî-

òèëåæíå, òîáòî ïðèïóñòèìî, ùî RQ,δ,p,q(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â

òî÷öi x0. Òåïåð, çíàéäóòüñÿ xk ∈ D i fk ∈ RQ,δ,p,q(D) òàêi, ùî xk → x0

êîëè k →∞ i

h(fk(xk), fk(x0)) > a0 , k = 1, 2, . . . , (4.57)

äëÿ äåÿêîãî a0. Îñêiëüêè X ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîþ çà ïðèïóùåííÿì, çíà-

éäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü êóëü B(x0, εk), k = 0, 1, 2, . . . , εk → 0 êîëè k →
∞, òàêà, ùî Vk+1 ⊂ B(x0, εk) ⊂ Vk, äå Vk ¹ çâ'ÿçíèìè îêîëàìè òî÷êè

x0 i Vk êîíòèíóóìè â D. Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî
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xk ∈ Vk. Òåïåð ç'¹äíà¹ìî òî÷êè x0 i xk êðèâîþ γk â îáëàñòi Vk. Çàóâàæè-

ìî, ùî äîâiëüíà êðèâà γ ∈ Γ(Kfk, |fk(γk)|, X ′) íå íàëåæèòü ïîâíiñòþ íi

fk(B(x0, ε0)), íi X
′\fk(B(x0, ε0)), òîìó çíàéäåòüñÿ y1 ∈ |γ|∩fk(S(x0, ε0))

(äèâ. [11, òåîðåìà 1, § 46, ïóíêò I]). Íåõàé γ : [0, 1] → X ′ i íåõàé

t1 ∈ (0, 1) òàêi, ùîγ(t1) = y1. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæà-

òè, ùî |γ|[0,t1)| ⊂ fk(B(x0, ε0)). Ïîêëàäåìî γ1 := γ|[0,t1], i α1 = f −1
k (γ1).

Çàóâàæèìî, ùî |α1| ⊂ B(x0, ε0), áiëüøå òîãî, α1 íå íàëåæèòü ïîâíi-

ñòþ íi B(x0, εk−1), íi X \ B(x0, εk−1). Îòæå, çíàéäåòüñÿ t2 ∈ (0, t1) ç

α1(t2) ∈ S(x0, εk−1) (see [11, òåîðåìà 1, § 46, ïóíêò I]). Áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî |α1|[t2, t1]| ⊂ X \ B(x0, εk−1). Ïîêëà-

äåìî α2 = α1|[t2, t1]. Çàóâàæèìî, ùî γ2 := fk(α2) ¹ ïiäêðèâîþ êðèâî¨ γ.

Çà ñêàçàíèì âèùå,

Γ(Kfk, |fk(γk)|, X ′) > Γ(fk(S(x0, εk−1)), fk(S(x0, ε0)), fk(A)) ,

äå A = A(x0, εk−1, ε0), i çà (1.2) ìè îòðèìó¹ìî, ùî

Mp(Γ(Kfk, |fk(γk)|, X ′)) 6Mp(Γ(fk(S(x0, εk−1)), fk(S(x0, ε0)), fk(A))) .

(4.58)

Îñêiëüêè I(ε, ε0)→∞ êîëè ε→ 0, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî I(εk, ε0) > 0

äëÿ êîæíîãî k = 1, 2, . . . . Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ âèìiðíèõ ôóíêöié

ηk(t) = ψ(t)/I(εk, ε0), t ∈ (ε, ε0) .

Çàóâàæèìî, ùî
ε0∫
εk

ηk(t) dt = 1. Òåïåð, çà (4.37), (4.56) i (4.58), ìè çàóâà-

æèìî, ùî

Mp(Γ(Kfk, |fk(γk)|, X ′)) 6 ϕ(εk) , (4.59)

äå ϕ äåÿêà ôóíêöiÿ ç ϕ(εk) → 0 êîëè k → ∞. Ç iíøîãî áîêó, ç (4.57)

âèïëèâà¹, ùî min{h(Kfk), h(|fk(γk)|)} > r0 äëÿ äåÿêîãî r0 > 0 i êîæíîãî

k = 1, 2, . . . , . Òåïåð, îñêiëüêè X ′ ¹ ðiâíîìiðíîþ îáëàñòþ, îòðèìà¹ìî, ùî

Mp(Γ(Kfk, |fk(γk)|, X ′)) > δ0 (4.60)

äëÿ äåÿêîãî δ0 > 0 i êîæíîãî k = 1, 2, . . . , . Òåïåð, (4.60) ñóïåðå÷èòü

(4.59). Òàêèì ÷èíîì, RQ,δ,p,q(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â x0 . 2
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Àíàëîã íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ áóâ äîâåäåíèé [63, òåîðåìà 3.1] (äèâ.

òàêîæ [70, ëåìà 5.2]). Äîâåäåííÿ ëåìè 4.4.3 ìîæíà çíàéòè â [77, ëåìà 3].

Ëåìà 4.4.3. Íåõàé (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, i íåõàé

X ′ çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ. Íåõàé D îáìåæåíà îáëàñòü â X

ñêií÷åííîçâ'ÿçíà íà ìåæi, íåõàé D ′ îáëàñòü â X ′, i íåõàé 1 6 p <∞,
1 6 q < ∞ ôiêñîâàíi ÷èñëà. Ïðèïóñòèìî, ùî X ïîâíèé ïðîñòið, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü p -Ïóàíêàðå, i ìiðà µ äóáëþ¹òüñÿ.

Íåõàé Q : X → (0,∞) ëîêàëüíî iíòåãðîâíà. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ

êîæíîãî x0 ∈ D óìîâè(4.55)�(4.56) âèêîíóþòüñÿ. ßêùî D ′f := f(D) i

X ′ ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè îáëàñòÿìè ïî âñiõ f ∈ FQ,δ,A,p,q(D), òîäi

êîæíå f ∈ FQ,δ,A,p,q(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → D ′f , i

FQ,δ,A,p,q(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â DP .

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ∂D ′f = ∂f(D) ¹ ñèëüíî äîñÿæíîþ äëÿ êîæ-

íîãî f ∈ FQ,δ,A,p,q(D). Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî x0 ∈ ∂D ′f . Äëÿ çàäàíîãî

îêîëó U òî÷êè x0, çíàéäåòüñÿ ε1 > 0 òàêå, ùî V = B(x0, ε1), V :=

B(x0, ε1) ⊂ U. Ïðèïóñòèìî, ùî ∂U 6= ∅. Òåïåð, ∂V 6= ∅ çà çâ'ÿçíiñòþ

X ′ (äèâ. [11, 5.I.46]). Òåïåð, ïîêëàäåìî ε2 := h ′(∂U, ∂V ) > 0. Îñêiëüêè

D ′f ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè, îòðèìà¹ìî, ùî Mp(Γ(F,G,D ′f)) > δ > 0

äëÿ äåÿêîãî δ > 0 êîëè F i G êîíòèíóóìè â D ′f òàêi, ùî F ∩ ∂U 6=
∅ 6= F ∩ ∂V i G ∩ ∂U 6= ∅ 6= G ∩ ∂V (òîìó, ùî, ó öüîìó âèïàäêó,

îòðèìà¹ìî, ùî h(F ) > ε2 i h(G) > ε2 ). Òàêèì ÷èíîì, ∂D ′f = f(D) ¹

ñèëüíî äîñÿæíîþ âiäíîñíî p -ìîäóëÿ. Òåïåð, çà 4.4.1, f ∈ FQ,δ,A,p,q(D)

ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → D ′f .

Îñêiëüêè µ äóáëþ¹òüñÿ, à X � ïîâíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií

âëàñíèé (òîáòî êîæíà çàìêíåíà îáìåæåíà ìíîæèíà êîìïàêò), äèâ. [41,

ïðîïîçèöiÿ 3.1]. Òåïåð, X ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè

X ïîâíèé, X çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü q -Ïóàíêàðå, i ìiðà µ äóáëþ¹òüñÿ,

ìè îòðèìà¹ìî, ùî X ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì (äèâ. [37], äèâ. òàêîæ [42, òåî-

ðåìà 17.1]). Áiëüøå òîãî, X ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì çà òåîðåìîþ Ìàçóðêåâè-
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÷à�Móðà�Ìåíãåðà (äèâ. ó [11, òåîðåìà 1.6.50.II]). Òàêèì ÷èíîì, âñi óìîâè

ëåìè 4.4.2 âèêîíóþòüñÿ. Òåïåð, çà ëåìîþ 4.4.2, FQ,δ,A,p,q(D) ¹ îäíîñòàéíî

íåïåðåðâíîþ â x0 äëÿ êîæíîãî x0 ∈ D.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî FQ,δ,A,p,q(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â

ED = DP \D. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî, ùî iñíó¹ P0 ∈ ED òàêèé,

ùî FQ,δ,A,p,q(D) íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â P0. Òåïåð, çíàéäåòüñÿ

Pk ∈ DP i fk ∈ FQ,δ,A(D) òàêi, ùî Pk → P0 êîëè k →∞ i

h(fk(Pk), fk(P0)) > a0 (4.61)

äëÿ äåÿêîãî a0 > 0. Îñêiëüêè fk ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â DP ,

äëÿ çàäàíîãî k ∈ N, ìè ìîæåìî çíàéòè xk ∈ D ç mP (xk, Pk) < 1/k i

h(fk(xk), fk(Pk)) < 1/k. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìà¹ìî (4.61), ùî

h(fk(xk), fk(P0)) > a0/2 ∀ k = 1, 2, . . . , . (4.62)

Àíàëîãi÷íî, ìè ìîæåìî çíàéòè x ′k ∈ D òàêó, ùî x ′k → P0 as k → ∞, i
h(fk(x

′
k), fk(P0)) < 1/k, k = 1, 2, . . . . Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìà¹ìî (4.62)

ùî

h(fk(xk), fk(x
′
k)) > a0/4 ∀ k = 1, 2, . . . , (4.63)

äå xk i x ′k ∈ D çàäîâîëüíÿþòü óìîâè xk → P0, x
′
k → P0 êîëè k →∞.

Íåõàé P0 = [Ek]. Ïîçíà÷èìî x0 := I([Ek]) (äèâ. [37, òåîðåìà 10.8]).

Çà [37, çàóâàæåííÿ 4.5] ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìíîæèíè Ek âiäêðè-

òi. Áiëüøå òîãî, çà çàóâàæåííÿì 2.6 in [37] ìíîæèíà Ek ¹ çâ'ÿçíîþ äëÿ

êîæíîãî k ∈ N. Àðãóìåíòóþ÷è, ÿê ïðè äîâåäåííi ëåìè 4.4.1, ìè ìî-

æåìî ïîêàçàòè, ùî, äëÿ êîæíîãî r > 0 çíàéäåòüñÿ k ∈ N òàêå, ùî

Ek ⊂ B(x0, r) ∩D. Òàêèì ÷èíîì, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi çíàéäóòüñÿ

xk, x
′
k ∈ Ek i Ek ⊂ B(x0, 2

−k). Íåõàé γk êðèâà, ùî ç'¹äíó¹ xk i x ′k â Ek.

Çàóâàæèìî, ùî A ⊂ D \B(x0, 2
−k) äëÿ âñiõ k > k0 i äåÿêîãî k0 ∈ N. Ìè

ìîæåìî ââàæàòè, ùî 2−k0 < ε0. Íåõàé Γk ñiì'ÿ êðèâèõ, ùî ç'¹äíó¹ |γk|
i A â D. Çà (1.2), ìè îòðèìó¹ìî, ùî

Mp(fk(Γk)) 6Mp(fk(Γ(S(x0, 2
−k), S(x0, 2

−k0), A(x0, 2
−k, 2−k0)))) . (4.64)
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Çàóâàæèìî, ùî

η(t) =

{
ψ(t)/I(2−k, 2−k0), t ∈ (2−k, 2−k0),

0, t ∈ R \ (2−k, 2−k0) ,

I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t) dt, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.38) äëÿ r1 = 2−k i r2 = 2−k0.

Çà îçíà÷åííÿì êiëüöåâîãî Q -ãîìåîìîðôiçìà â òî÷öi x0, (4.56) i (4.64)

âèïëèâà¹

Mp(fk(Γk)) 6 α(2−k)→ 0 (4.65)

êîëè k →∞, äå α(ε) äåÿêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ α(ε)→ 0 êîëè ε→ 0.

Îäíàê, fk(Γk) = Γ(|fk(γk)|, fk(A), D ′fk). Çà ïðèïóùåííÿì, h(fk(A)) >

δ, k = 1, 2, . . . , áiëüøå òîãî, çà (4.63) ìè îòðèìà¹ìî, ùî h(|fk(γk)|) >

a0/4, k = 1, 2, . . . , . Îñêiëüêè D ′fk ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè îáëàñòÿ-

ìèìè îòðèìà¹ìî, ùî

Mp(fk(Γk)) > r0 , k = 1, 2, . . . , (4.66)

äëÿ äåÿêîãî r0 > 0. Îäíàê (4.66) ñóïåðå÷èòü (4.65). Òàêèì ÷èíîì, ñiì'ÿ

FQ,δ,A,p,q(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ P0.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ ìîæíà çíàéòè â [77, òåîðåìà 2].

Òåîðåìà 4.4.2. Íåõàé (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, i íå-

õàé X ′ çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ. Íåõàé D îáìåæåíà îáëàñòü

â X ñêií÷åííîçâ'ÿçíà íà ìåæi, íåõàé D ′ îáëàñòü â X ′, i íåõàé 1 6 p <

∞, 1 6 q < ∞ ôiêñîâàíi ÷èñëà. Ïðèïóñòèìî, ùî X ïîâíèé ïðîñòið,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü p -Ïóàíêàðå, i ìiðà µ äóáëþ¹òüñÿ.

Íåõàé Q : X → (0,∞) ëîêàëüíî iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî Q ∈ FMO(D). ßêùî D ′f := f(D) i X ′ ¹ îäíîñòàéíî ðiâ-

íîìiðíèìè îáëàñòÿìè ïî f ∈ FQ,δ,A,p,q(D), òîäi êîæíå âiäîáðàæåí-

íÿ f ∈ FQ,δ,A,p,q(D) ìà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f : DP → D ′f , i

FQ,δ,A,p,q(D) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â DP .



150

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.2 âèïëèâà¹ ç ëåìè 4.4.3 i ïðîïîçè-

öi¨ 4.4.1. Íàðåøòi, X ¹ ðåãóëÿðíèì çâåðõó çà (4.47), i (4.54) âèêîíó¹òüñÿ

îñêiëüêè ìiðà µ äóáëþ¹òüñÿ çà óìîâîþ. Îòæå, áàæàíå òâåðäæåííÿ âè-

ïëèâà¹ õ ëåìè 4.4.3.

4.5 Âiäêðèòi äèñêðåòíi âiäîáðàæåííÿ ç îáåðíåíîþ

íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî. Ëîêàëüíà ïîâåäiíêà.

Ïðèêëàäè

Çãiäíî ç [34], ó öüîìó ïiäðîçäiëi éäåòüñÿ ïðî îäèí ç ìîæëèâèõ òèïiâ

ñïîòâîðåííÿ ìîäóëÿ ïðè âiäîáðàæåííi, à ñàìå, êîëè ìîäóëü ñiìåé êðèâèõ

â ïðîîáðàçi ïðè âiäîáðàæåííi îöiíþ¹òüñÿ âàãîâèì ìîäóëåì îáðàçó âiäïî-

âiäíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ. Òàêi îöiíêè äîáðå âiäîìi â êëàñè÷íié òåîði¨ (çîêðåìà,

ó êâàçiêîíôîðìíîìó àíàëiçi), àëå ¨õ ðîëü íå äîñòàòíüî äîñëiäæåíà ó âè-

ïàäêó íåîáìåæåíèõ âàã. Ïîäiáíi îöiíêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî â ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði, äå ¨õ çàñòîñóâàííÿ íà äàíèé ìîìåíò òàêîæ íå äóæå ïîøèðåíå.

Îñêiëüêè çà íàÿâíîñòi îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ âêàçàíå ñïîòâîðåííÿ ìî-

äóëÿ åêâiâàëåíòíå âàãîâié íåðiâíîñòi Ïîëåöüêîãî äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðà-

æåííÿ, ïðèðîäíüî ââàæàòè ¨õ ¾îáåðíåíèìè íåðiâíîñòÿìè Ïîëåöüêîãî¿, ÿê

öå i ïðîïîíó¹òüñÿ â òåêñòi. Ùîäî äàíîãî ðóêîïèñó, âií ïðèñâÿ÷åíèé âîäíî-

÷àñ ÿê ðîçâèòêó ìîäóëüíî¨ òåõíiêè, òàê i äîñëiäæåííþ âiäîáðàæåíü ïðî-

ñòîðiâ, ùî ìîæóòü áóòè íå åâêëiäîâèìè. Öåíòðàëüíå ìiñöå çàéìà¹ ïèòàííÿ

ïðî ëîêàëüíó ïîâåäiíêó îäíîãî êëàñó âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè âèõiäíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó ñëàáêî¨ ñôåðiêàëiçàöi¨, ùî ¹ àíàëîãîì ðiìàíîâî¨ ñôåðè (ðîçøèðå-

íîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó), à âiäîáðàæåíèé ïðîñòið ¹ ëîêàëüíî ëiíiéíî

çâ'ÿçíèì. Îòðèìàíà îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü âiäïîâiäíèõ ñiìåé âiäîáðà-

æåíü äåÿêî¨ îáëàñòi çi ñëàáêî ïëîñêîþ ìåæåþ íà ôiêñîâàíó îáëàñòü ç êîì-

ïàêòíèì çàìèêàííÿì çà óìîâè, ùî âiäïîâiäíà âàãà ó êëþ÷îâié íåðiâíîñòi

iíòåãðîâíà.
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Íåõàé y0 ∈ X ′, 0 < r1 < r2 <∞ i

A = A(y0, r1, r2) = {y ∈ X ′ : r1 < d′(y, y0) < r2} . (4.67)

ßêùî f : D → X ′ � çàäàíå âiäîáðàæåííÿ, y0 ∈ f(D) i 0 < r1 < r2 < d0 =

sup
y∈f(D)

d′(y, y0), òî ÷åðåç Γf(y0, r1, r2) ìè ïîçíà÷èìî ñiì'þ âñiõ êðèâèõ γ â

îáëàñòi D òàêèõ, ùî f(γ) ∈ Γ(S1, S2, A), äå

Si = {y ∈ D ′ : d ′(y, y0) = ri}, i = 1, 2 ,

à ìíîæèíà A âèçíà÷åíà â (4.67). Íåõàé Q : X ′ → [0,∞] � âèìiðíà ôóí-

êöiÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f : D → X ′ çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíó íåðiâíiñòü

Ïîëåöüêîãî â òî÷öi y0 ∈ f(D), ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ

Mα(Γf(y0, r1, r2)) 6
∫

f(D)∩A(y0,r1,r2)

Q(y) · ηα′(d′(y, y0)) dµ
′(y) (4.68)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ η : (r1, r2) →
[0,∞] òàêî¨, ùî

r2∫
r1

η(r) dr > 1 .

Íåõàé β : [a, c) → D � êðèâà çi çíà÷åííÿìè â îáëàñòi D ⊂ (X, d).

Ñêðiçü äàëi ìè ïèøåìî β(t) → ∂D, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäå-

òüñÿ δ := δ(ε) > 0 òàêå, ùî d(β(t), ∂D) < ε äëÿ âñiõ t ∈ (δ, c). Òóò,

çâiñíî, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ∂D 6= ∅. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ,

äîâåäåíå â [34, ëåìà 2.1].

Ëåìà 4.5.1. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ùî äîïóñêà¹ ñëàáêó

ñôåðèêàëiçàöiþ, (X, h) ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì, (X ′, d ′) ¹ êîìïàêòíèì,

êðiì òîãî, íåõàé D,D ′ � îáëàñòi â X òà X ′, âiäïîâiäíî. Íåõàé f �

âiäêðèòå äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D íà D ′. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨

êðèâî¨ β : [a, b) → D ′, òàêî¨, ùî β(t) → ∂D ′ ïðè t → b − 0 áóäü-ÿêå

¨¨ ìàêñèìàëüíå ïiäíÿòòÿ α : [a, c) → D ç ïî÷àòêîì â äîâiëüíié òî÷öi

x ∈ f −1(β(a)) ïðè âiäîáðàæåííi f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: h(α(t), ∂D) → 0

ïðè t→ c− 0.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëþâàííÿ ëåìè 4.5.1 ¹ êîðå-

êòíèì, à ñàìå, çà óìîâ ëåìè ∂D íå ïîðîæíÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè çà óìîâîþ

β(t)→ ∂D ′, ìà¹ìî: ∂D ′ 6= ∅. Òîäi çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê yk =

β(tk) ∈ D ′ òàêà, ùî d ′(yk, ∂D
′) → 0 ïðè k → ∞, äå tk ∈ [a, b). Îñêiëü-

êè ïðîñòið X ′ ¹ êîìïàêòíèì, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî yk → y0 ∈ X ′.

Òîäi y0 ∈ ∂D ′, áî d ′(yk, ∂D
′) → 0 ïðè k → ∞. Îñêiëüêè f(D) = D ′

çà óìîâîþ ëåìè, iñíóþòü xk ∈ D òàêi, ùî f(xk) = yk. Îñêiëüêè X ¹

êîìïàêòîì, òî ìè òàêîæ ìîæåìî ââàæàòè ïîñëiäîâíiñòü xk çáiæíîþ äî

ÿêî¨ñü òî÷êè x0 ïðè k → ∞. Òî÷êà x0 íå ìîæå áóòè âíóòðiøíüîþ äëÿ

îáëàñòi D, áî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó â ñèëó âiäêðèòîñòi âiäîáðàæåííÿ

f òàêîþ áóëà á i òî÷êà y0. Òîäi x0 ∈ ∂D, îòæå, ∂D 6= ∅ .

Îñêiëüêè òåïåð íàìè âñòàíîâëåíî, ùî ∂D 6= ∅, òî ìîæëèâi òiëüêè
äâà âèïàäêè: àáî h(α(t), ∂D)→ 0 ïðè t→ c−0, àáî h(α(pk), ∂D) > δ0 >

0, k = 1, 2, . . . , çà ïåâíîãî δ0 > 0 i äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi pk → c − 0 ïðè

k →∞. Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ ëåìè 4.5.1 âiä ñóïðîòèâíîãî, êîðèñòóþ÷èñü
ïiäõîäîì, çàñòîñîâàíèì ïðè äîâåäåííi [23, ëåìà 3]. Íåõàé iñíó¹ òàêà êðèâà

β : [a, b)→ D′, âiäíîñíî ÿêî¨ ¨¨ ìàêñèìàëüíå ïiäíÿòòÿ α : [a, c)→ D, c ∈
(a, b), çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó h(α(pk), ∂D) > δ0 > 0, k = 1, 2, . . . , äëÿ äåÿêî¨

ïîñëiäîâíîñòi pk ∈ [a, c) òàêî¨, ùî pk → c − 0 ïðè k → ∞. Îñêiëüêè
ïðîñòið X � êîìïàêòíèé, â öüîìó âèïàäêó ìîæíà ââàæàòè, ùî α(pk)→
x1 ∈ D ïðè k →∞. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

D0 =
{
x ∈ X : x = lim

k→∞
α(tk), tk ∈ [a, c), lim

k→∞
tk = c

}
.

Çàóâàæèìî, ùî c 6= b. Äiéñíî, ÿêùî c = b, òî çà íåïåðåðâíiñòþ f â

îáëàñòi D ìè ìàëè á, ùî f(α(pk)) = β(pk) → x1 ∈ D ïðè k → ∞.
Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü îáðàííþ êðèâî¨ β, áî β(t)→ ∂D ′ ïðè t→ b− 0 çà

óìîâîþ ëåìè.

Íåõàé òåïåð c 6= b. Ïåðåõîäÿ÷è äî ïiäïîñëiîâíîñòåé çà íåîáõiäíî-

ñòi, ìè ìîæåìî îáìåæèòèñü òiëüêè ìîíîòîííèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè tk. Íå-

õàé x ∈ D0 ∩ D, òîäi ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü f ìè îòðèìà¹ìî, ùî
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f(α(tk)) → f(x) ïðè k → ∞, äå tk ∈ [a, c), tk → c ïðè k → ∞. Îäíàê,
f(α(tk)) = β(tk) → β(c) ïðè k → ∞. Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ñòàëå íà

D0 ∩D. Çàóâàæèìî, ùî

D0 =
∞⋂
k=1

α([tk, c)) 6= ∅.

Òîìó, ç îãëÿäó íà [11, òåîðåìà 5.II.47.5] ìíîæèíà D0 çâ'ÿçíà. Òàêîæ çà-

çíà÷èìî, ùî D0 � íåïîðîæíÿ, ùî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç âêëþ÷åííÿ

x1 ∈ D0, äå x1 âèçíà÷åíà âèùå. Íåõàé L0 � çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà D0 ∩D,
ùî ìiñòèòü òî÷êó x1 . ßêùî D0 ìiñòèòü äâi i áiëüøå òî÷îê, òî çà îçíà-

÷åííÿì çâ'ÿçíîñòi òàêèì ¹ i L0. Îñêiëüêè f � äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ i

L0 ⊂ D , ìíîæèíà L0 ¹ îäíîòî÷êîâîþ. Îòæå, D0 ¹ îäíîòî÷êîâîþ òàêîæ.

Ó òàêîìó âèïàäêó, êðèâó α : [a, c)→ D ìîæíà ïðîäîâæèòè äî çàìêíåíî¨

êðèâî¨ α : [a, c] → D, ïðè÷îìó f(α(c)) = β(c). Òîäi çà [72, ëåìà 2.1]

çíàéäåòüñÿ ùå îäíå ìàêñèìàëüíå ïiäíÿòòÿ α′ êðèâî¨ β|[c,b) ç ïî÷àòêîì

â òî÷öi α(c). Îá'¹äíóþ÷è ïiäíÿòòÿ α i α′, ìè îòðèìà¹ìî íîâå ïiäíÿòòÿ

α′′ êðèâî¨ β, âèçíà÷åíå íà [a, c′), c ′ ∈ (c, b), ùî ñóïåðå÷èòü ¾ìàêñè-

ìàëüíîñòi¿ âèõiäíîãî ïiäíÿòòÿ α. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ âêàçó¹ íà òå, ùî

h(α(t), ∂D)→ 0 ïðè t→ c− 0.

Ïðèïóñòèìî, X äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ. Òîäi äëÿ îáëàñòåé

D ⊂ X, D ′ ⊂ X ′ i äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ Q : X ′ → [0,∞] ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç FQ(D,D ′) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü f

îáëàñòi D íà îáëàñòü D′ òàêèõ, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (4.68) âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y0 ∈ D ′. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå â [34, òåîðåìà 1.1].

Òåîðåìà 4.5.1. Íåõàé (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç

õàóñäîðôîâèìè ðîçìiðíîñòÿìè 2 6 α, α ′ < ∞ , X ′ � ëîêàëüíî ëiíiéíî

çâ'ÿçíèé ïðîñòið, à X äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ, ïðè÷îìó âiäïî-

âiäíèé ïðîñòið (X, h) ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì. Íåõàé òàêîæ D i D ′ �

îáëàñòi â X i X ′, âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó, ïðîñòið D ¹ ñëàáêî ïëîñêèì,
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êðiì òîãî, D ′ ¹ êîìïàêòîì â X ′ , à ìíîæèíà ∂D ′ ìiñòèòü íå ìåíøå

äâîõ òî÷îê.

ßêùî îáëàñòü D ′ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó A i Q ∈ L1(D′), òî ñiì'ÿ

FQ(D,D ′) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â D .

Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî,

ùî ñiì'ÿ FQ(D,D ′) íå ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 ∈ D . Iíøèìè

ñëîâàìè, çíàéäóòüñÿ òàêi x0 ∈ D i ε0 > 0 ç íàñòóïíîþ óìîâîþ: äëÿ áóäü-

ÿêîãî m ∈ N çíàéäåòüñÿ xm ∈ D,m = 1, 2, . . . i âiäîáðàæåííÿ fm ∈
FQ(D,D ′) òàêi, ùî h(x0, xm) < 1

m i

d ′(fm(x0), fm(xm)) > ε0 . (4.69)

Îñêiëüêè çà óìîâîþ D′ � êîìïàêò, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâ-

íîñòi fm(x0) i fm(xm) çáiãàþòüñÿ ïðè m → ∞ äî òî÷îê a1 òà a2 ∈ D′,
âiäïîâiäíî. Òîäi, ç íåðiâíîñòi (4.69), çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà òà çà íåïå-

ðåðâíiñòþ ìåòðèêè ìà¹ìî: d ′(a1, a2) > ε0 . Çà óìîâàìè òåîðåìè çíàéäó-

òüñÿ òî÷êè w1, w2 ∈ ∂D′, w1 6= w2. Âèçíà÷èìî êðèâi γ1 i γ2 íàñòóïíèì

÷èíîì. ßêùî îáèäâi òî÷êè a1 i a2 ¹ ìåæîâèìè, òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç γi

âèðîäæåíó êðèâó, îáðàç ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíîþ òî÷êîþ ai, i = 1, 2.

ßêùî ëèøå îäíà ç òî÷îê a1 àáî a2 ¹ ìåæîâîþ, íàïðèêëàä, òî÷êà a1, òî

çíîâó ïîçíà÷èìî ÷åðåç γ1 âiäïîâiäíó âèðîäæåíó êðèâó, îáðàç ÿêî¨ çáiãà-

¹òüñÿ ç a1; íåõàé, íàïðèêëàä, a1 6= w2, òîäi òî÷êó a2 ç'¹äíà¹ìî ç òî÷êîþ

w2 êðèâîþ γ2 , ùî ëåæèòü â D
′ ïîâíiñòþ, çà âèêëþ÷åííÿì êiíöåâî¨ òî÷êè

w2 (öå ìîæëèâî çà óìîâîþ A ).

I íàðåøòi, ÿêùî îáèäâi òî÷êè a1 i a2 ¹ âíóòðiøíiìè, ç'¹äíà¹ìî òî÷êè

a1 i w1 , a2 i w2 íåïåðåñi÷íèìè êðèâèìè γ1 òà γ2 â D′ , ùî ìîæëèâî çà

óìîâîþ A ). Çàóâàæèìî, ùî |γi|, i = 1, 2 � êîìïàêòè â X ′ ÿê íåïåðåðâíi

îáðàçè âiäïîâiäíèõ âiäðiçêiâ ó ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òîìó iñíó¹ l0 > 0 òàêå

ùî d ′(|γ1|, |γ2|) = l0 > 0 . Îñêiëüêè ïðîñòið X ′ ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèé,

çíàéäóòüñÿ ëiíiéíî çâ'ÿçíi îêîëè Vi òî÷îê ai, i = 1, 2 òàêi, ùî V1 ∩
V2 = ∅. Ìîæíà ââàæàòè, ùî V1 ⊂ B(a1,

l0
4 ). Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè a1 òà a2



155

ç òî÷êàìè fm(x0) òà fm(xm) êðèâèìè αm òà βm âñåðåäèíi îêîëiâ V1 òà

V2, âiäïîâiäíî. Òåïåð óòâîðèìî íîâi êðèâi: íåõàé γ1∗
m : [0, 1]→ X ′ êðèâà,

ùî ¹ ïî¹äíàííÿì êðèâèõ γ1 òà αm , à γ2∗
m : [0, 1] → X ′ � êðèâà, ùî ¹

ïî¹äíàííÿì êðèâèõ γ2 òà βm, äå γ
1∗
m (0) = fm(x0) i γ2∗

m (0) = fm(xm).

Íåõàé

tm = sup
t∈[0,1]

{t : γ1∗
m (t) ∈ D′}, pm = sup

t∈[0,1]

{t : γ2∗
m (t) ∈ D′}.

Ïîêëàäåìî

γ1
m = γ1∗

m |[0,tm) , γ
2
m = γ2∗

m |[0,pm).

Ïîêàæåìî, ùî óìîâè ëåìè 2.1 â [72] âèêîíóþòüñÿ. Ïåðø çà âñå, ëîêàëü-

íà êîìïàêòíiñòü X âèïëèâà¹ iç éîãî êîìïàêòíîñòi, òàêîæ âií ¹ ëîêàëüíî

çâ'ÿçíèì çà óìîâàìè òåîðåìè. Êðiì òîãî, îñêiëüêè çà óìîâîþ D ′ � êîì-

ïàêò, òî ïðîñòið D ′ ëîêàëüíî êîìïàêòíèé. Îòæå, çà [72, ëåìà 2.1] çíà-

éäóòüñÿ ìàêñèìàëüíi ïiäíÿòòÿ êðèâèõ γ1
m òà γ2

m ïðè âiäîáðàæåííi fm ç

ïî÷àòêàìè â òî÷êàõ x0 òà xm, âiäïîâiäíî.

Çà ëåìîþ 4.5.1 h(α∗m(t), ∂D)→ 0 i h(β∗m(t), ∂D)→ 0 ïðè t→ c1− 0

i t → c2 − 0, âiäïîâiäíî. Îòæå, íà êðèâèõ α∗m òà β∗m çíàéäóòüñÿ òî÷êè

z1
m òà z2

m, âiäïîâiäíî, òàêi ùî h(z1
m, ∂D) < 1

m òà h(z2
m, ∂D) < 1

m . Îñêiëü-

êè X ¹ êîìïàêòíèì, ìîæíà ââàæàòè, ùî z1
m i z2

m çáiæíi äî òî÷îê p1 i

p2, âiäïîâiäíî. Íåõàé Pm � ÷àñòèíà íîñiÿ êðèâî¨ α∗m â X , ùî çíàõîäè-

òüñÿ ìiæ òî÷êàìè x0 òà z1
m , à Qm � ÷àñòèíà íîñiÿ êðèâî¨ β∗m â X , ùî

çíàõîäèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè xm òà z2
m . Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ

Γ∗m := Γ(Pm, Qm, D)

êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü Pm òà Qm â D . Çà îçíà÷åííÿì ìàêñèìàëüíîãî

ïiäíÿòòÿ ïðè âiäîáðàæåííi fm ó òî÷êàõ x0 òà xm ìà¹ìî:

fm(Pm) ⊂ |γ1
m|, fm(Qm) ⊂ |γ2

m|. (4.70)

Ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ A0 :=
⋃

y∈|γ1|
B(y, l0/4) ìíîæèíè |γ1|. Îñêiëüêè |γ1|

� êîìïàêòíà ìíîæèíà, çà ëåìîþ Ãåéíå-Áîðåëÿ-Ëåáåãà ìîæíà îáðàòè ñêií-

÷åííó êiëüêiñòü iíäåêñiâ 1 6 N0 <∞ i âiäïîâiäíi òî÷êè z1, . . . , zN0
∈ |γ1|
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òàê, ùîá |γ1| ⊂ B0 :=
N0⋃
i=1

B(zi, l0/4). Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà

ââàæàòè, ùî âñi òî÷êè zi íàëåæàòü D ′, òàê ÿê ó ïðîòèëåæíîìó âèïàä-

êó çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà ìîæíà çàìiíèòè êóëþ B(y, l0/4) íà êóëþ

B(y∗, l∗0/4) ç öåíòðîì â äåÿêié òî÷öi y∗ ∈ D′, äå l∗0 � äåÿêå äîäàòíå ÷è-

ñëî, ÿêå ìîæíà îáðàòè òàê, ùî l0/4 < l∗0/4 < l0/2. Êðiì òîãî, îñêiëüêè

V1 ⊂ B(a1,
l0
4 ), ìîæíà ââàæàòè, ùî V1 ⊂ B(zi0,

l0
4 ) äëÿ äåÿêîãî zi0 ∈ D ′ i

1 6 i0 6 N0.

Íåõàé Γ ′m � ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü fm(Pm) òà fm(Qm) â

D ′, à Γm � ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ, ùî ç'¹äíóþòü |γ1
m| òà |γ2

m| â D′. Òîäi,

êîðèñòóþ÷èñü (4.70), ìà¹ìî:

Γ ′m ⊂ Γm =

N0⋃
i=1

Γmi , (4.71)

äå Γmi � ñiì'ÿ âñiõ êðèâèõ γ : [0, 1] → D ′ òàêèõ, ùî γ(0) ∈ B(zi, l0/4) ∩
|γ1
m| i γ(1) ∈ |γ2

m| ïðè 1 6 i 6 N0. Áåðó÷è äî óâàãè [11, òåîðåìà 1.I.5,

�46], ìè ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî

Γmi > Γ(S(zi, l0/4), S(zi, l0/2), A(zi, l0/4, l0/2)) . (4.72)

Íåõàé γ ∈ Γ∗m, òîäi γ : [0, 1] → D, γ(0) ∈ Pm, γ(1) ∈ Qm. Çîêðå-

ìà, fm(γ(0)) ∈ fm(Pm), fm(γ(1)) ∈ fm(Qm). Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåí-

íÿ (4.71), ìà¹ìî: fm(γ) ∈ Γmi äëÿ äåÿêîãî 1 6 i 6 N0. Òîäi ç (4.72)

âèïëèâà¹, ùî fm(γ) ìà¹ ïiäêðèâó 4 : (t1, t2) → D ′ òàêó, ùî 4 ∈
Γ(S(zi,

l0
4 ), S(zi,

l0
2 ), A(zi,

l0
4 ,

l0
2 )). Òîáòî, çà îçíà÷åííÿì, ìà¹ìî: γ1 = γ|[t1,t2]

i fm(γ1) = 4 ∈ Γ(S(zi,
l0
4 ), S(zi,

l0
2 ), A(zi,

l0
4 ,

l0
2 )). Åêâiâàëåíòíî, óìîâi γ >

γ1, äå γ1 ∈ Γfm(zi,
l0
4 ,

l0
2 ). Îòæå,

Γ∗m >

N0⋃
i=1

Γfm

(
zi,
l0
4
,
l0
2

)
.

Ïîêëàäåìî

η(t) =

{
4/l0, t ∈ [l0/4, l0/2],

0, t 6∈ [l0/4, l0/2] .
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Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fm çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (4.68) â D′,

ìà¹ìî:

Mα(Γ∗m) 6
N0∑
i=1

Mα

(
Γfm(zi,

l0
4
,
l0
2

)

)
6

6 4α
′
N0/l

α′

0 · ‖Q‖1 := c <∞ , (4.73)

îñêiëüêè Q ∈ L1(D′). Òóò ‖Q‖1 ïîçíà÷à¹ íîðìó ôóíêöi¨ Q â L1(D ′).

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ m âèêîíó¹òüñÿ:

h(Pm) > h(z1
m, x0) > h(x0, p1)− h(z1

m, p1) >
1

2
h(x0, p1) ,

h(Qm) > h(z2
m, xm) > h(z2

m, x0)− h(xm, x0) >

> h(p2, x0)− h(z2
m, p2)− h(xm, x0) >

1

2
h(x0, p2) .

Ïîêëàäåìî

U = Bh

(
x0,

R0

2

)
=

{
x ∈ X : h(x, x0) <

R0

2

}
,

äå

R0 = min{h(x0, p1), h(x0, p2), h(x0, ∂D)}.

Îñêiëüêè xm → x0 ïðè m→∞, ïðè öüîìó h(Pm) > δ1 i h(Qm) > δ2 ïðè

âñiõ m > m0 i äåÿêîìó m0 ∈ N, ç îãëÿäó íà [11, òåîðåìà 1.I.5, �46] iñíó¹
íîìåð m1 ∈ N òàêèé, ùî Pm∩∂U 6= ∅ 6= Qm∩∂U ïðè m > m1. Îñêiëüêè

D � ñëàáêî ïëîñêèé ïðîñòið, äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà P > 0 çíàéäåòüñÿ

iíøèé îêië V ⊂ U òî÷êè x0 òàêèé, ùî

Mα(Γ(E,F,D)) > P (4.74)

äëÿ áóäü-ÿêèõ êîíòèíóóìiâ E,F ⊂ D òàêèõ, ùî E ∩ ∂U 6= ∅ 6= F ∩ ∂U
i E ∩ ∂V 6= ∅ 6= F ∩ ∂V. Îñêiëüêè xm → x0 ïðè m → ∞, ïðè öüîìó

h(Pm) > δ1 i h(Qm) > δ2 ïðè âñiõ m > m0 i äåÿêîìó m0 ∈ N, ç îãëÿäó
íà [11, òåîðåìà 1.I.5, �46] iñíó¹ íîìåð m2 ∈ N, m2 > m1, òàêèé, ùî

Pm ∩ ∂V 6= ∅ 6= Qm ∩ ∂V. Òîäi ç (4.74) âèïëèâà¹, ùî

Mα(Γm(Pm, Qm, D)) > P , m > m2 . (4.75)
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Ñïiââiäíîøåííÿ (4.75) ñóïåðå÷èòü (4.73), îñêiëüêè ÷èñëî P ìîæå áóòè

îáðàíèì áiëüøå çà 4α
′
N0/l

α′
0 · ‖Q‖1. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òå-

îðåìó.

Çàóâàæåííÿ 4.5.1. Â òåîðåìi 4.5.1 îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü ðîçóìi¹-

òüñÿ â ñåíñi âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ìiæ ïðîñòîðàìè (X, h) i (X ′, d ′).

Iíøèìè ñëîâàìè, FQ(D,D ′) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 ∈ D

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ δ = δ(x0, ε) > 0

òàêå, ùî íåðiâíiñòü d ′(f(x), f(x0)) < ε âèêîíó¹òüñÿ îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ

f ∈ FQ(D,D ′) i âñiõ x ∈ D òàêèõ, ùî h(x, x0) < δ.

Ïðèêëàäè, íàâåäåíi äàëi, îïóáëiêîâàíi â [34].

Ïðèêëàä 4.5.1. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðèêëàäîì 1 çi ñòàòòi [75]. Îáìåæèìî-

ñÿ åâêëiäîâîþ ðîçìiðíiñòþ n = 2. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ÷èñëî p > 1

ç óìîâîþ 2/p < 1 i ïîêëàäåìî α ∈ (0, 2/p). Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü

âiäîáðàæåíü fm îäèíè÷íîãî êðóãà D = {z ∈ C : |z| < 1} íà êðóã

B(0, 2) = {z ∈ C : |z| < 2} íàñòóïíèì ÷èíîì:

fm(z) =

{
1+|z|α
|z| · z , 1/m 6 |z| 6 1,

1+(1/m)α

(1/m) · z , 0 < |z| < 1/m .

Çàóâàæèìî, ùî fm çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

M(fm(Γ(S1, S2, D))) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (4.76)

äëÿ âñiõ z0 ∈ D i âñiõ 0 < r1 < r2 < d0 := sup
z∈D
|z − z0| i âñiõ âèìiðíèõ çà

Ëåáåãîì ôóíêöié η : (r1, r2)→ [0,∞] ç óìîâîþ

r2∫
r1

η(r) dr > 1

äëÿ ôóíêöi¨ Q(z) = 1+|z|α
α|z|α ïðè êîæíîìó z0 ∈ D, áiëüøå òîãî, Q ∈ Lp(D)

(äèâ., íàïð., ìiðêóâàííÿ, çàñòîñîâàíi ïðè ðîçãëÿäi [60, ïðîïîçèöiÿ 6.3]).
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Ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî îáåðíåíi âiäîáðà-

æåííÿ gm = f−1
m (z) îá÷èñëþþòüñÿ øëÿõîì ñïiââiäíîøåííÿ

gm(z) =

{
(|z|−1)1/α

|z| · z , 1 + 1/(mα) 6 |z| 6 2,
1/m

1+(1/m)α · z , 0 < |z| < 1 + 1/(mα) .

Áiëüøå òîãî, ñïiââiäíîøåííÿ (4.76) ìîæíà çàïèñàòè â âèãëÿäi

M(Γgm(z0, r1, r2)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) . (4.77)

Çàóâàæèìî, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü gm çàäîâîëüíÿ¹ óñi óìîâè òåîðåìè 4.5.1.

Çîêðåìà, ïðîñòið C (à, îòæå, i C ) ¹ ñëàáêî ïëîñêèì (äèâ., íàïð., [75, ëå-

ìà 2.2]). Ðîëü ñëàáêî¨ ñôåðèêàëiçàöi¨ âiäiãðà¹ ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëî-

ùèíà ç õîðäàëüíîþ ìåòðèêîþ h (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (1.3) â [75]).

Ïðèêëàä 4.5.2. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè âiäïîâiäíó ñiì'þ âiäîáðàæåíü

ç ðîçãàëóæåííÿì, ìîæíà ïîêëàñòè hm = (gm ◦ l)(z), äå l(z) = z2. Çàóâà-

æèìî, ùî

M(Γ) 6 2 ·M(l(Γ)) , (4.78)

îñêiëüêè N(l, B(0, 2)) = 2 i KO(l, z) = 1, äå N(f,D) � ìàêñèìàëüíà

êðàòíiñòü âiäîáðàæåííÿ f â D, à KO(f, z) ïîçíà÷à¹ çîâíiøíþ äèëàòà-

öiþ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi z (äèâ. [56, òåîðåìà 3.2]). Çàóâàæèìî, ùî

l(Γhm(z0, r1, r2)) ⊂ Γgm(z0, r1, r2). Îòæå, çi ñïiââiäíîøåíü (4.77) i (4.78)

âèïëèâà¹, ùî

M(Γhm(z0, r1, r2)) 6 2

∫
A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) .

Ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü hm òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè òåîðåìè 4.5.1.

Ïðèêëàä 4.5.3. Ïîáóäó¹ìî òåïåð àíàëîãi÷íèé ïðèêëàä ñiì'¨ âiäîáðàæåíü

ìiæ ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äâi ðiìàíîâi ïîâåðõ-

íi, çàïèñàíi ó âèãëÿäi ôàêòîð-ïðîñòîðiâ D/G i D/G∗ ïî äåÿêèõ ãðóïàõ

G i G∗ äðîáîâî-ëiíiéíèõ àâòîìîðôiçìiâ îäèíè÷íîãî êðóãà D, ùî äiþòü
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ðîçðèâíî i íå ìàþòü íåðóõîìèõ òî÷îê (äèâ., íàïð., [69, ðîçä. 2]). Ñêîðè-

ñòà¹ìîñÿ ñõåìîþ, çàñòîñîâàíîþ ïðè ðîçãëÿäi ïðèêëàäó 3) çàóâàæåííÿ 5.2

â [70]. Íàãàäà¹ìî, ùî êîæåí åëåìåíò p0 ôàêòîð-ïðîñòîðó D/G ¹ îðái-

òîþ òî÷êè z0 ∈ D, òîáòî, p0 = {z ∈ D : z = g(z0), g ∈ G}. Íåõàé h̃ i

h̃∗ � ìåòðèêè íà D/G i D/G∗, âiäïîâiäíî. Äîêëàäíiøå, äëÿ p1, p2 ∈ D/G
ïîêëàäåìî

h̃(p1, p2) := inf
g1,g2∈G

h(g1(z1), g2(z2)) , (4.79)

äå h � ãiïåðáîëi÷íà ìåòðèêà:

h(z1, z2) = log
1 + t

1− t
, t =

|z1 − z2|
|1− z1z2|

.

Çàóâàæèìî, ùî h̃ ó (4.79) äiéñíî ¹ ìåòðèêîþ (äèâ. ìiðêóâàííÿ ïiñëÿ ôîð-

ìóëè (2.8) ó [69]). Ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè åëåìåíò ïëîùi dṽ íà D/G. Ç
öi¹þ ìåòîþ, ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàê çâàíó ôóíäàìåíòàëüíó ìíîæè-

íó F, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïiäìíîæèíà D, ùî ìiñòèòü îäíó i òiëüêè îäíó
òî÷êó îðáiòè z ∈ Gz0 (äèâ. [4, � 9.1, ðîçä. 9]). Ôóíäàìåíòàëüíîþ îáëà-

ñòþ D0 íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòü â D, ç âëàñòèâiñòþ D0 ⊂ F ⊂ D0 òàêà, ùî

v(∂D0) = 0 (äèâ. òàì æå). Íàéâàæëèâiøèì ïðèêëàäîì ôóíäàìåíòàëüíî¨

îáëàñòi ¹ áàãàòîêóòíèê Äiðèõëå,

Dζ =
⋂

g∈G,g 6=I

Hg(ζ) ,

äå Hg(ζ) = {z ∈ D : h(z, ζ) < h(z, g(ζ))} (äèâ. [69, ñïiââiäíîøåííÿ (2.6)]).
Íåõàé π � íàòóðàëüíà ïðîåêöiÿ D íà D/G, òîäi π � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ,

êîíôîðìíà íà D0 (äèâ. [4, ïðîïîçèöiÿ 9.2.2] i êîìåíòàð ïiñëÿ (2.11) â [69]).

Äëÿ âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ D/G ïîêëàäåìî

ṽ(E) := v(π−1(E)) ,

äå v � ãiïåðáîëi÷íà ìiðà â îäèíè÷íîìó êðóçi ç åëåìåíòîì ïëîùi

dv(z) =
4 dm(z)

(1− |z|2)2
, (4.80)
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m � ïëîñêà ìiðà Ëåáåãà. Òàêèì ÷èíîì, D/G i D/G∗ � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè
ç ìiðàìè, áiëüøå òîãî, öi ïðîñòîðè ëiíiéíî çâ'ÿçíi i ëîêàëüíî ãîìåîìîð-

ôíi ïðîñòîðó C (äèâ., íàïð., [4, òåîðåìà 6.2.1]). Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ òî÷êè p0 ∈ D/G çíàéäåòüñÿ îêië U ⊂ D/G, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ íîð-

ìàëüíèì îêîëîì öi¹¨ òî÷êè, òàêèé ùî π(V ) = U, äå V � êîìïàêòíèé

îêië ó D, π ¹ ãîìåîìîðôiçìîì â V, ïðè÷îìó h̃(p1, p2) = h(ϕ(p1), ϕ(p2))

äëÿ áóäü-ÿêèõ p1, p2 ∈ U i ϕ := (π|V )−1. Ïåðåõîäÿ÷è äî åêâiâàëåíòíîãî

ôàêòîð-ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ äðîáîâî-ëiíiéíîãî àâòîìîðôiçìó îäèíè-

÷íîãî êðóãà g0(z) = (z − z0)/(1 − zz0), ìè çàâæäè ìîæåìî ââàæàòè, ùî

0 ∈ V i π(0) = p0. Iñíóâàííÿ íîðìàëüíèõ îêîëiâ âèïëèâà¹ çi ñïiââiä-

íîøåííÿ (2.10) ó [69] (äîêëàäíå îá ðóíòóâàííÿ ¨õ iñíóâàííÿ íàâåäåíå â

ìiðêóâàííÿõ ïiñëÿ ôîðìóëè (15) ïóáëiêàöi¨ [26]).

Íåõàé òåïåð r0 > 0 òàêå, ùî êóëÿ B(0, r0) çi ñâî¨ì çàìèêàííÿì ëå-

æèòü â îêîëi V ⊂ D ⊂ C, äå π(V ) = U. Àíàëîãi÷íî, äëÿ òî÷êè p∗0 ∈ D/G∗
çíàéäåòüñÿ íîðìàëüíèé îêië U∗ ⊂ D/G∗ i âiäïîâiäíèé éîìó êîìïàêòíèé

îêië V∗ ⊂ D ⊂ C òàêèé, ùî π∗(0) = p∗0, π∗(V∗) = U∗, π ¹ ãîìåîìîðôi-

çìîì V∗ íà U∗ i h̃∗(p1, p2) = h(ϕ∗(p1), ϕ∗(p2)) äëÿ áóäü-ÿêèõ p1, p2 ∈ U∗ i
ϕ∗ := (π∗|V∗)−1. Íåõàé òåïåð > 1R0 > 0 òàêå, ùî êóëÿ B(0, R0) çi ñâî¨ì

çàìèêàííÿì ëåæèòü â îêîëi V∗ ⊂ D ⊂ C, äå π∗(V∗) = U∗. Ïîêëàäåìî

Fm(z) =

{
r0

1+rα1
· 1+|z|α
|z| · z , r1/m 6 |z| 6 R0,

r0
1+rα1
· 1+(1/m)α

(1/m) · z , 0 < |z| < R0/m .

Âiäîáðàæåííÿ Fm ïåðåâîäÿòü êóëþ B(0, R0) íà êóëþ B(0, r0). Ïîêëàäå-

ìî

F̃m := (π ◦ Fm ◦ ϕ∗)(p∗) , p∗ ∈ π∗(B(0, R0)) .

Âiäîáðàæåííÿ F̃m äiþòü ìiæ îáëàñòÿìè π∗(B(0, R0)) i π(B(0, r0)) ôàê-

òîð-ïðîñòîðiâ D/G∗ i D/G, âiäïîâiäíî. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæå-

ííÿ Fm òà F̃m íàëåæàòü êëàñó Ñîáîë¹âà i ìàþòü ñêií÷åííå ñïîòâîðåííÿ

(äèâ. ìiðêóâàííÿ, íàâåäåíi ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 7.1 â [25]). Çàóâàæèìî,
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ùî ôóíêöiÿ Q(p∗) = 1+|ϕ∗(p∗)|α
α|ϕ∗(p∗)|α ¹ iíòåãðîâíîþ â π∗(B(0, R0)), îñêiëüêè∫

π∗(B(0,R0))

Q(p∗) dṽ∗(p) =

∫
B(0,R0)

4(1 + |z|α) dm(z)

(1− |z|2)2α|z|α
6

6 C ·
∫

B(0,R0)

(1 + |z|α) dm(z)

α|z|α
<∞ .

Òîäi çà ëåìîþ 3.1 â [69] âiäîáðàæåííÿ F̃m çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

M̃(F̃m(Γ(S̃1, S̃2, π∗(B(0, R0))))) 6

6
∫

Ã∩π∗(B(0,R0))

Q(p∗) · η2(h̃∗(p∗, p
∗
0)) dṽ∗(p∗)

ïðè Q(p∗) = 1+|ϕ∗(p∗)|α
α|ϕ∗(p∗)|α äëÿ âñiõ p∗0 ∈ π∗(B(0, R0)), âñiõ 0 < r1 < r2 <

h̃∗(p
∗
0, ∂π∗(B(0, R0))) i âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié η : (r1, r2) →

[0,∞] ç óìîâîþ
r2∫
r1

η(r) dr > 1 ,

äå

S̃i = {p∗ ∈ D/G∗ : h̃∗(p∗, p
∗
0) = ri} , i = 1, 2,

i

Ã = Ã(p∗0, r1, r2) = {p∗ ∈ D/G∗ : r1 < h̃∗(p∗, p
∗
0) < r2} .

Â òàêîìó âèïàäêó, âiäîáðàæåííÿ G̃m := F̃ −1
m çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

M̃(ΓG̃m(r1, r2, Ã)) 6
∫

Ã∩π∗(B(0,R0))

Q(p∗) · η2(h̃∗(p∗, p
∗
0)) dṽ∗(p∗) ,

äå ΓG̃m(r1, r2, Ã) ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ i òiëüêè òèõ êðèâèõ ó π(B(0, r0)),

îáðàçè ÿêèõ ïðè âiäîáðàæåííi G̃m íàëåæàòü Γ(S̃1, S̃2, Ã). Çàóâàæèìî,

âiäîáðàæåííÿ G̃m çàäîâîëüíÿþòü âñi óìîâè òåîðåìè 4.5.1 (ïðîñòið D/G
ìîæíà íàïåðåä ïiäiáðàòè òàêèì, ùî äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðiêàëiçàöiþ, ïðè-

÷îìó âiäïîâiäíèé ïðîñòið D/G áóâ áè ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì). Ñëàáêà ïëî-

ñêiñòü îáëàñòi π(B(0, r0)) î÷åâèäíà, îñêiëüêè B(0, r0) ¹ ñëàáêî ïëîñêèì
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â åâêëiäîâîìó, îòæå, i ãiïåðáîëi÷íîìó ñåíñi (à òîìó i â ñåíñi ìîäóëÿ ñiìåé

êðèâèõ íà D/G, áî öåé ìîäóëü âèçíà÷à¹òüñÿ â ìåæàõ îêîëó π(B(0, r0))

ñàìå ÷åðåç ãiïåðáîëi÷íó ìåòðèêó i ãiïåðáîëi÷íó ìiðó â B(0, r0) ). Êðiì òî-

ãî, π∗(B(0, R0)) = π∗(B(0, R0)) ¹ êîìïàêòîì â D/G∗ ÿê ãîìåîìîðôíèé

îáðàç êîìïàêòó B(0, R0) ïðè âiäîáðàæåííi π∗. Íàÿâíiñòü äâîõ i áiëüøå

òî÷îê ó ∂π∗(B(0, R0)), à òàêîæ óìîâà A íà π∗(B(0, R0)) î÷åâèäíi. Ëî-

êàëüíà ëiíiéíà çâ'ÿçíiñòü D/G∗ ¹ ðåçóëüòàòîì âæå çãàäàíî¨ âèùå [4, òåîðå-
ìà 6.2.1] (õî÷à ìîæå áóòè îòðèìàíà i áåçïîñåðåäíüî: D/G∗ = π∗(D), îòæå,

D/G∗ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì ÿê íåïåðåðâíèé îáðàç ëiíiéíî çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè

D/G∗ ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi π∗ ).

Ïðèêëàä 4.5.4. Íàðåøòi, âêàæåìî âiäïîâiäíèé ïðèêëàä ñiì'¨ âiäîáðà-

æåíü ìiæ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðàìè ç ðîçãàëóæåííÿì. Äëÿ öüîãî â êðóçi

B(0,
√
r0) ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ l(z) = z2. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî l ïå-

ðåâîäèòü B(0,
√
r0) â B(0, r0), ïðè÷îìó ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (4.78).

Íåõàé Mh(Γ) � ¾ãiïåðáîëi÷íèé¿ ìîäóëü ñiìåé êðèâèõ, òîáòî, ìîäóëü ñi-

ìåé êðèâèõ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ãiïåðáîëi÷íîãî åëåìåíòó ïëî-

ùi (4.80) i ãiïåðáîëi÷íî¨ äîâæèíè êðèâî¨ çãiäíî ìåòðèêè h . Çàóâàæèìî,

ùî Mh(Γ) = M(Γ) (äèâ., íàïð., [70, çàóâàæåííÿ 5.2]). Òîäi ç (4.78) áóäåìî

ìàòè

Mh(Γ) 6 2 ·Mh(l(Γ)) . (4.81)

Íåõàé Gm := F −1
m . Ïîêëàäåìî òåïåð

H̃m := (π∗ ◦Gm ◦ l ◦ ϕ)(p) , p ∈ π(B(0,
√
r0)) .

Ïîêëàäåìî

L := ϕ−1 ◦ l ◦ ϕ = π ◦ l ◦ ϕ .

Äîâåäåìî, ùî

L(ΓH̃m
(r1, r2, Ã)) ⊂ ΓG̃m(r1, r2, Ã) . (4.82)

Äiéñíî,

H̃m = (π∗ ◦Gm ◦ l ◦ ϕ)(p) =
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= (π∗ ◦Gm ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ l ◦ ϕ)(p) = (G̃m ◦ ϕ−1 ◦ l ◦ ϕ)(p) = (4.83)

= (G̃m ◦ L)(p) .

Íåõàé γ ∈ ΓH̃m
(r1, r2, Ã), òîäi H̃m(γ) ∈ Γ(S̃1, S̃2, Ã), Ã = Ã(p∗0, r1, r2).

Òîäi ç îãëÿäó íà (4.83) ìà¹ìî: L(γ) ∈ ΓG̃m(r1, r2, Ã). Âêëþ÷åííÿ (4.82)

äîâåäåíî.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî

M̃(Γ) 6 2M̃(L(Γ)) (4.84)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êðèâèõ Γ ó π(B(0, r0)), äå M̃, ÿê i âèùå, ïîçíà÷à¹

ìîäóëü ñiìåé êðèâèõ ó D/G. Äiéñíî, íåõàé Γ � âêàçàíà ñiì'ÿ êðèâèõ. Çà

âèáîðîì B(0, r0) ⊂ V i îêîëó V ⊂ U, à òàêîæ â ñèëó ðiâíîñòi Mh(Γ) =

M(Γ) (äèâ., íàïð., [70, çàóâàæåííÿ 5.2]),

M̃(Γ) = Mh(ϕ(Γ)) = M(ϕ(Γ)) . (4.85)

Çà íåðiâíiñòþ (4.81)

M(ϕ(Γ)) 6 2 ·M(l(ϕ(Γ))) . (4.86)

Çíîâó, çà âèáîðîì B(0, r0) ⊂ V i îêîëó V ⊂ U, à òàêîæ â ñèëó ðiâíîñòi

Mh(Γ) = M(Γ) ( [70, çàóâàæåííÿ 5.2]))

M(l(ϕ(Γ))) = Mh(l(ϕ(Γ))) = M̃((π ◦ l ◦ ϕ)(Γ)) = M̃(L(Γ)) . (4.87)

Ïî¹äíóþ÷è (4.85), (4.86) i (4.87), îòðèìà¹ìî áàæàíå ñïiââiäíîøåííÿ (4.84).

Îñòàòî÷íî, ç (4.82), (4.84) i (4.87) îòðèìà¹ìî, ùî

M̃(ΓH̃m
(r1, r2, Ã)) 6 2M̃(L(ΓH̃m

(r1, r2, Ã))) 6 (4.88)

6 2M̃(ΓG̃m(r1, r2, Ã)) 6 2 ·
∫

Ã∩π∗(B(0,R0))

Q(p∗) · η2(h̃∗(p∗, p
∗
0)) dṽ∗(p∗) .

Íåðiâíîñòi ó (4.88) äîâîäÿòü, ùî âiäîáðàæåííÿ H̃m, m = 1, 2, . . . , ¹ âiä-

îáðàæåííÿìè ç îñíîâíî¨ íåðiâíîñòi (4.68), â ÿêèé ïðèéìà¹ ó÷àñòü äåÿêà
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(íå çàëåæíà âiä m ) iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ Q, ïðè÷îìó ¹ âiäêðèòèìè i äèñ-

êðåòíèìè âiäîáðàæåííÿìè ìiæ îáëàñòÿìè ïðîñòîðiâ D/G i D/G∗ ç òî-

÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ p0. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ H̃m âñi óìîâè òåîðå-

ìè 4.5.1 âèêîíóþòüñÿ (çà óìîâè, ùî ïðîñòið D/G äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôå-

ðèêàëiçàöiþ òà çà óìîâè, ùî âiäïîâiäíèé ðîçøèðåíèé ïðîñòið D/G ¹ ëî-

êàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèì).

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçâèíóòà òåîðiÿ âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ìiæ ìå-

òðè÷íèìè ïðîñòîðàìè:

1. Äîâåäåíà òåîðåìà 4.1.1 ïðî íóëüâèìiðíiñòü (ñòàëiñòü) âiäîáðàæåí-

íÿ f çà óìîâè ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi âiäîáðàæåíü

fm , ùî ¹ Q -âiäîáðàæåííÿìè âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëiâ â êîæíié òî÷öi îáðà-

çó.

2. Äîâåäåíà òåîðåìà 4.2.1 ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåâíiñòü ñiì'¨ âñiõ ãî-

ìåîìîðôiçìiâ g : D ′ → D îáëàñòi D ′ íà îáëàñòü D , îáåðíåíi äî ÿêèõ

¹ Q -ãîìåîìîðôiçìàìè çà óìîâ, ùî D ′ ¹ QED -îáëàñòþ òà óìîâè iñíóâà-

ííÿ íå ìåíøå äâîõ òî÷îê ìåæi îáðàçó, à Q ∈ L1(D) ; òåîðåìà 4.2.2 ïðî

íåïåðåâíå ïðîäîâæåííÿ òà îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ó çàìèêàííi îáëà-

ñòi ñiì'¨ öèõ âiäîáðàæåíü çà óìîâè, ùî diamf(A) ≥ δ ïðè âiäîáðàæåííi

f := g−1(A) . Äîâåäåíà òåîðåìà 4.2.3 ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨

ãîìåîìîðôiçìiâ, îáåðíåíi äî ÿêèõ ¹ êiëüöåâèìè Q -âiäîáðàæåííÿìè ó âíó-

òðiøíiõ òî÷êàõ äëÿ ïðîñòîðiâ çi ñôåðèêàëiçàöi¹þ. Äîâåäåíà òåîðåìà 4.2.4

ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü íà ìåæó òà ¨õ îäíîñòàéíó íå-

ïåðåðâíiñòü ó çàìèêàííi îáëàñòi çà óìîâè ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi ïðîîáðàçó.

3. Äîâåäåíà òåîðåìà 4.3.1 ïðî íåïåðåâíå ïðîäîâæåííÿ âiäêðèòîãî

äèñêðåòíîãî êiëüöåâîãî Q -âiäîáðàæåííÿ â içîëüîâàíó òî÷êó ìåæi çà óìî-

âè, ùî îáðàç íå íàáóâà¹ çíà÷åíü äåÿêîãî êîíòèíóóìà, à ôóíêöiÿ Q ¹
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iíòåãðîâíîþ. Òàêîæ äîâåäåíà òåîðåìà 4.3.2 ïðî ñêðiçü ùiëüíiñòü îáðàçó

äîâiëüíîãî îêîëó iñòîòíî¨ îñîáëèâîñòi äëÿ âiäêðèòîãî äèñêðåòíîãî êiëü-

öåâîãî Q -âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëÿ.

4. Äîâåäåíi: òåîðåìà 4.4.1 ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ äèñêðåòíî-

ãî, âiäêðèòîãî, çàìêíåíîãî êiëüöåâîãî Q -âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî (p, q) -

ìîäóëÿ íà ìåæó îáëàñòi, ïîïîâíåíî¨ ¨¨ ïðîñòèìè êiíöÿìè, çà óìîâè ùî

îáðàç âèõiäíî¨ îáëàñòi ìà¹ ñèëüíî äîñÿæíó ìåæó, à ïðîñòið-öiëü çàäîâîëü-

íÿ¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ òà âèêîíàíà óìîâà Q ∈ FMO(∂D) ; òåîðåìà

4.4.2 ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäîáðàæåíü iç òåîðåìè 4.4.1 â

çàìèêàííi îáëàñòi, ïîïîâíåíî¨ ¨¨ ïðîñòèìè êiíöÿìè çà óìîâè, ùî îáëàñòi

¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè ïî êëàñó.

5. Äîâåäåíà òåîðåìà 4.5.1 ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiì'¨ âiäêðè-

òèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïîëåöüêîãî ó âèïàä-

êó, êîëè âèõiäíèé ïðîñòið äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ, à ìåæà îáðàçó

ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ òî÷îê.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ ÇÀ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�Þ Â ÖIËÎÌÓ

Òàêèì ÷èíîì, äèñåðòàöiÿ ðîáèòü âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ âiäîáðà-

æåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ¹ íî-

âèìè.

Äî îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âiäíåñåíi íàñòóïíi:

1. Áóëà äîâåäåíà îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü:

� ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ îáëàñòi ñiìåé âiäîáðàæåíü, îáåðíåíi äî ÿêèõ ¹

Q -ãîìåîìîðôiçìàìè òà êiëüöåâèìè Q -ãîìåîìîðôiçìàìè çà óìîâè,

ùî âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Q ç îçíà÷åíü öèõ êëàñiâ ¹ iíòåãðîâíîþ â D ;

� ñiì'¨ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü ç îáåðíåíîþ íåðiâíiñòþ Ïî-

ëåöüêîãî ìiæ ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè ó âèïàäêó, êîëè âèõiäíèé ïðî-

ñòið äîïóñêà¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ, à ìåæà îáðàçó ìiñòèòü íå ìåí-

øå äâîõ òî÷îê.

2. Äîâåäåíà ëîãàðèôìi÷íà íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì ñiì'¨ âiäêðè-

òèõ äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü, ùî çàäîâîëüíÿþòü îáåðíåíó íåðiâíiñòü Ïî-

ëåöüêîãî ó êîæíié òî÷öi îáðàçó îáëàñòi çà óìîâè âèêîíàííÿ ëîãàðèôìi-

÷íî¨ íåðiâíîñòi òà íàñëiäîê òåîðåìè ó âèïàäêó, êîëè f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì

â D .

3. Áóëè äîâåäåíi íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó òà îäíîñòàéíà

íåïåðåðâíiñòü â çàìèêàííi îáëàñòi:

� ñiì'¨ âiäîáðàæåíü, îáåðíåíi äî ÿêèõ f = g−1 ¹ Q -ãîìåîìîðôiçìàìè

çà óìîâ Q ∈ L1(D), h(f(A)) := sup
x,y∈f(A)

h(x, y) > δ òà diamf(A) ≥ δ

äëÿ äåÿêîãî íåâèðîäæåíîãî êîíòèíóóìà A ;

� êiëüöåâèõ Q -ãîìåîìîðôiçìiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè h(f(A)) > δ

i h(Rn \ f(D)) > δ â D çà óìîâè Q ∈ FMO(D) àáî çà óìîâè

ðîçáiæíîñòi äåÿêîãî iíòåãðàëà;
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� ñiì'¨ âñiõ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ çàìêíåíèõ Q -âiäîáðàæåíü çà óìîâ

Q ∈ FMO(D) àáî óìîâè ðîçáiæíîñòi iíòåãðàëà, ñiì'¨ âiäîáðàæåíü

çãàäàíî¨ âèùå ç óìîâîþ, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi D ′f := f(D) çíà-

éäåòüñÿ êîíòèíóóì Kf ⊂ D ′f òàêèé, ùî h(Kf) > δ i h(f −1(Kf), ∂D) >

δ > 0 ;

� ñiì'¨ ãîìåîìîðôiçìiâ, îáåðíåíi äî ÿêèõ ¹ êiëüöåâèìè Q -âiäîáðàæåí-

íÿìè ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ äëÿ ïðîñòîðiâ çi ñôåðèêàëiçàöi¹þ òà çà

óìîâè ñëàáêî¨ ïëîñêîñòi ïðîîáðàçó.

4. Äîâåäåíà ìîæëèâiñòü íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ â içîëüîâàíó òî-

÷êó ìåæi âiäêðèòîãî äèñêðåòíîãî êiëüöåâîãî Q -âiäîáðàæåííÿ â ìåòðè-

÷íîìó ïðîñòîði çà óìîâè, ùî îáðàç íå íàáóâà¹ çíà÷åíü äåÿêîãî êîíòèíó-

óìà, à ôóíêöiÿ Q ¹ iíòåãðîâíîþ.

5. Äîâåäåíà òåîðåìà ïðî íóëüâèìiðíiñòü (ñòàëiñòü) âiäîáðàæåííÿ f

çà óìîâè ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi âiäîáðàæåíü fm ,

ùî ¹ ¾îáåðíåíèìè¿ Q -âiäîáðàæåííÿìè âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëiâ â êîæíié

òî÷öi îáðàçó (ðåçóëüòàò äîâåäåíèé ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði).

6. Äîâåäåíi òåîðåìè ïðî íåïåðåâíå ïðîäîâæåííÿ íà ìåæó îáëàñòi, ïî-

ïîâíåíó ¨¨ ïðîñòèìè êiíöÿìè äèñêðåòíîãî, âiäêðèòîãî, çàìêíåíîãî êiëü-

öåâîãî Q -âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó âiäíîñíî (p, q) -ìîäóëÿ:

� çà óìîâè ùî îáðàç âèõiäíî¨ îáëàñòi ìà¹ ñèëüíî äîñÿæíó ìåæó, à

ïðîñòið-öiëü çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó ñôåðèêàëiçàöiþ òà âèêîíàíà óìîâà

Q ∈ FMO(∂D) ;

� çà óìîâè, ùî îáëàñòi ¹ îäíîñòàéíî ðiâíîìiðíèìè ïî êëàñó.

7. Ó âèïàäêó ëîêàëüíî çâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó äîâå-

äåíà òåîðåìà ïðî ñêðiçü ùiëüíiñòü îáðàçó äîâiëüíîãî îêîëó iñòîòíî¨ îñî-

áëèâîñòi äëÿ âiäêðèòîãî äèñêðåòíîãî êiëüöåâîãî Q -âiäîáðàæåííÿ âiäíî-

ñíî (p, q) -ìîäóëÿ.
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