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ÀÍÎÒÀÖIß

Äìèòðåíêî Ñ.Î. Äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ ÷èñåë, ïîâ'ÿçàíi ç

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðà-

öÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìà-

òè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.06 � àëãåáðà òà òåîðiÿ ÷èñåë (111 �

ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2021.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà íà êàôåäði âèùî¨ ìàòåìàòèêè Íàöiî-

íàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà.

Äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî â ãàëóçi ìåòðè÷íî¨ òà éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ ÷èñåë

[39] . Âîíî ïðèñâÿ÷åíî ðîçâèòêó òîïîëîãi÷íî¨, ìåòðè÷íî¨ [78] òà ôðàêòàëü-

íî¨ òåîðié äiéñíèõ ÷èñåë [60, 74, 75], ùî áàçóþòüñÿ íà äâîñèìâîëüíèõ ñè-

ñòåìàõ êîäóâàííÿ ÷èñåë, ïîâ'ÿçàíèõ ç ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, à òàêîæ ¨õ

çàñòîñóâàííÿì ó ìåòðè÷íèé òà éìîâiðíiñíié òåîðiÿõ ÷èñåë, ôðàêòàëüíîìó

àíàëiçi òà òåîði¨ ôóíêöié.

Ó ðîáîòi îá ðóíòîâàíî äâi äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷è-

ñåë [21, 26] ç íóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ, ïîâ'ÿçàíi ç åëåìåíòàðíèìè òà íå-

åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè (ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ, ëàíöþãîâå

A2-çîáðàæåííÿ). Ïåðøà âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ ïîäðiáíþþ÷èõ ðîçáèòòiâ

âiäðiçêà íà öèëiíäðè ðiçíèõ ðàíãiâ, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà ìåäiàíòíîìó ïîäi-

ëi âiäðiçêà:
[
a
b ;

c
d

]
=
[
a
b ;

a+c
b+d

]
∪
[
a+c
b+d ;

c
d

]
. Äðóãà ñèñòåìà êîäóâàííÿ áàçó¹òüñÿ

íà ðîçêëàäi ÷èñëà â ëàíöþãîâèé äðiá, åëåìåíòè ÿêîãî íàëåæàòü ìíîæèíi

A2 = {α1, α2}, αi > 0, α1α2 =
1
2 .

Ñòâîðåíî öiëiñíó òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òåîðiþ âêàçàíèõ çîáðàæåíü, çíà-

éäåíî îñíîâíi ìåòðè÷íi âiäíîøåííÿ i ðîçâ'ÿçàíî ðÿä ìåòðè÷íèõ çàäà÷.

Äîâåäåíî, ùî ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ ÷èñåë ¹ äâîñèìâîëüíèì ïåðåêîäó-
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âàííÿì çîáðàæåííÿ ÷èñåë åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè. Â éîãî

òåðìiíàõ çíàéäåíî íîâèé âèðàç êëàñè÷íî¨ ñèíãóëÿðíî¨ ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨

ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî.

Äëÿ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë çíàéäåíî åôåêòèâíi çàñòîñóâà-

ííÿ ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà òåîði¨ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié. Çíàéäåíî

åêâiâàëàíòíå îçíà÷åííÿ ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ó

òåðìiíàõ A2-çîáðàæåííÿ, îïèñàíî âëàñòèâîñòi äâîõ êëàñiâ ôóíêöié. Ôóí-

êöi¨ ïåðøîãî êëàñó âèçíà÷àþòüñÿ A2-çîáðàæåííÿì i íåñêií÷åííèìè àáñî-

ëþòíî çáiæíèìè äîáóòêàìè ÷èñåë, à ôóíêöi¨ äðóãîãî êëàñó çàäàþòüñÿ ïå-

ðåòâîðþâà÷àìè ïàð A2-öèôð àðãóìåíòà ó A2-öèôðè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ç ¨õ

ëàíöþãîâîþ ñêðiïëåíiñòþ.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨ óêðà¨íñüêîþ é àíãëiéñüêîþ

ìîâàìè, ïåðåëiêó ñêîðî÷åíü i óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäi-

ëiâ, ïîäiëåíèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ äî êîæíîãî ðîçäiëó é çàãàëüíèõ

âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë i äîäàòêó.

Îñíîâíèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹:

1. Ìåäiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë âiäðiçêó [0; 1], ùî çàäà¹òüñÿ ñèñòå-

ìîþ ïîäðiáíþþ÷èõ ðîçáèòòiâ öüîãî âiäðiçêà ìåäiàíòàìè êiíöiâ öè-

ëiíäðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè Ôàðåÿ.

2. Íåñêií÷åííi ëàíöþãîâiA2-äðîáè âèäó [0; a1, . . . , an, . . .], äå an ∈ A2 =

{α1, α2}, αi ∈ R, 0 < α1 < α2.

3. Ãåîìåòðiÿ ìåäiàòíîãî òà A2-ïðåäñòàâëåíü ÷èñåë (âëàñòèâîñòi öèëií-

äðè÷íèõ ìíîæèí, ìåòðè÷íi çàäà÷i òà âiäíîøåííÿ).

4. Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ôóíêöié òà ìíîæèí çàäàíèõ çà äîïîìîãîþ

âèùå âêàçàíèõ ïðåäñòàâëåíü ÷èñåë.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ, âèçíà÷åíî îá'¹êò, ïðå-

äìåò, ìåòó i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, çàçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ

ðåçóëüòàòiâ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî êîíöåïòóàëüíèì çàñàäàì äîñëiäæåííÿ. Â
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íüîìó ïðîâåäåíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè, íàâåäåíî âiäîìîñòi ç òåîði¨ ëàíöþãî-

âèõ äðîáiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äàëi, îá ðóíòîâàíî çàãàëüíó ñõåìó êî-

äóâàííÿ ÷èñåë çàäàíîãî ïðîìiæêó çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó, à

òàêîæ çàïðîïîíîâàíî ìîäåëi òîïîëîãiçàöi¨, ìåòðèçàöi¨, éìîâiðíiñíî¨ ìiðè

òà ìið Ãàóñäîðôà äðîáîâèõ ïîðÿäêiâ ó àáñòðàêòíîìó ïðîñòîði L ïîñëi-

äîâíîñòåé íóëiâ òà îäèíèöü. Âêàçàíi ìàòåìàòè÷íi ñòðóêòóðè ó ïðîñòîði

L ââîäÿòü íà îñíîâi öåíòðàëüíîãî ïîíÿòòÿ öèëiíäðà (öèëiíäðè÷íî¨ ìíî-

æèíè): ■c1c2...cn =
{
(an) : (an) ∈ L, ai = ci, i = 1, n

}
. Ââåäåííÿ îçíà÷åííÿ

ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à îìèíà¹ ïèòàííÿ ìåòðèçà-

öi¨, à  ðóíòó¹òüñÿ íà ìiði âèçíà÷åíié íà öèëiíäðàõ. Íàâåäåíi êîíñòðóêöi¨

ñêëàäàþòü íîâèçíó ïåðøîãî ðîçäiëó.

f -êîäóâàííÿì ÷èñåë ïðîìiæêà E ⊂ R1 íàçèâà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíå âiä-

îáðàæåííÿ ïðîñòîðó L ó ìíîæèíó E. Âîíî ïðèðîäíiì ñïîñîáîì âèçíà÷à¹

ñèñòåìó f -öèëiíäðiâ: f(■c1...cn) = ∆f
c1...cn

â E, âëàñòèâîñòi ÿêèõ âèçíà÷àþ-

òüñÿ âiäîáðàæåííÿì f i åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ â R1.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1], ùî

 ðóíòó¹òüñÿ íà ñèñòåìi ïîäðiáíþ÷èõ ðîçáèòòiâ öüîãî âiäðiçêà ìåäiàíòàìè

êiíöiâ öèëiíäðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè Ôàðåÿ. Îïèñàíî ãåî-

ìåòðiþ öüîãî çîáðàæåííÿ, ùî âêëþ÷à¹ âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí,

ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ öèôð, ìåòðè÷íi âiäíîøåííÿ òîùî [23].

Çíàéäåíî îöiíêè: äîâæèí öèëiíäðè÷íèõ iíòåðâàëiâ, îñíîâíîãî ìåòðè-

÷íîãî âiäíîøåííÿ òà òî÷íîñòi ðàöiîíàëüíîãî íàáëèæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çà

äîïîìîãîþ ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ [22] .

Äëÿ êëàñè÷íî¨ ñèíãóëÿðíî¨ ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî:

?(x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . . ]) =
∞∑
n=1

(−1)n+121−a1−···−an,

äå x = [0; a1, a2, . . . ] � ðîçêëàä ÷èñëà x â åëåìåíòàðíèé ëàíöþãîâèé äðiá,
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çíàéäåíî ¨¨ âèðàç ó òåðìiíàõ ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ:

?(x = ∆M
α1(x)...αk(x)...

) =
∞∑
i=1

αi(x)

2i
.

Äîâåäåíî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

, öèôðè (ξk) ìåäiàíòíî-

ãî ïðåäñòàâëåííÿ ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ùî íàáó-

âàþòü çíà÷åíü 0 i 1 ç éìîâiðíîñòÿìè p0n i p1n, ìà¹ ÷èñòî äèñêðåòíèé àáî

÷èñòî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië, îáãðóíòîâàíî êðèòåði¨ íàëåæíîñòi êîæíîìó ç

òèïiâ; çíàéäåíî âèðàç ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, îïèñàíî âëàñòèâîñòi ñïåêòðà.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ñòâîðåííþ i ðîçâèòêó òîïîëîãî-ìåòðè÷íî¨

òåîði¨ íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, åëåìåíòè ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæèíi

A2 = {α1, α2}, αi ∈ R, 0 < α1 < α2.

Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá âèäó [0; a1, . . . , an, . . .], äå an ∈ A2, íà-

çèâà¹òüñÿ ëàíöþãîâèì A2-äðîáîì. Ìíîæèíà òàêèõ äðîáiâ LA2
íàëåæèòü

âiäðiçêó [β1; β2] : β1 = [0; (α2, α1)], β2 = [0; (α1, α2)], äå êðóãëi äóæêè ñèì-

âîëiçóþòü ïåðiîä, i ñïiâïàäà¹ ç íåþ, ÿêùî α1α2 ⩽ 1
2 . Ïðè óìîâi α1α2 > 1

2

ìíîæèíà LA2
¹ êîíòèíóàëüíîþ äîñêîíàëîþ íiäå íå ùiëüíîþ i ìà¹ íóëüîâó

ìiðó Ëåáåãà. Çíàéäåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íóëüîâî¨ íàäëèøêîâîñòi

A2-çîáðàæåííÿ: α1α2 =
1
2 .

Ó öüîìó ðîçäiëi äåòàëüíî îïèñàíî âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí �

ïîçèöiéíi i ìåòðè÷íi, çíàéäåíî îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ i éîãî îöií-

êè. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨ ïîâ'ÿçàíi ç A2-çîáðàæåííÿì ÷èñåë:

iíâåðñîð òà îïåðàòîðó ëiâîñòîðîííüîãî òà ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâiâ åëåìåí-

òiâ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ. Îïèñàíî âëàñòèâîñòi ìíîæèíè A2-äðîáiâ,

çîáðàæåííÿ ÿêèõ íå ìiñòÿòü êîìáiíàöi¨ ïåâíèõ öèôð.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàñòîñóâàííÿ A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë

ó òåîði¨ ìåòðè÷íî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à òà ìåòðè÷íî¨ òåîði¨

ôóíêöié.

Äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêó ïiäìíîæèíóE ⊂ [12 ; 1] ìîæíà ïîêðèòè íå áiëüøå,

íiæ øiñòüìà A2-öèëiíäðàìè. Íà îñíîâi öüîãî îá ðóíòîâàíî âèñíîâîê: ïðè
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âèçíà÷åííi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïiäìíîæèí âiäðiçêà [12 ; 1] ìî-

æíà îáìåæèòèñÿ ïîêðèòòÿìè çà äîïîìîãîþ A2-öèëiíäðiâ.

Îòðèìàíî îïèñ ñòðóêòóðíèõ òà âàðiàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé îäíîãî êëàñó

àâòîìîäåëüíèõ ôóíêöié, îçíà÷åíèõ ðiâíiñòþ

f(x = ∆A
α1α2...αk...

) =
∞∏
k=1

λ
αk(x)
k ,

äå (λk) � íàïåðåä çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî íåñêií-

÷åííèé äîáóòîê P ≡
∞∏
k=1

λk ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.

Âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ôóíêöié, çàäàíèõ ïåðåòâîðþâà÷åì ïàð öèôð àðãó-

ìåíòà ç ¨õ ëàíöþãîâîþ ñêðiïëåíiñòþ:

f(∆A
α1α2...αn...

) = ∆A
g(α1,α2)g(α2,α3)...g(αn,αn+1)g(αn+1,αn+2)...

,

äå g(i, j) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi ïàð åëåìåíòiâ àëôàâiòó {0, 1}
i íàáóâà¹ çíà÷åíü 0 àáî 1, êîæíó ç ÿêèõ ôîðìàëüíî ìîæíà âèçíà÷èòè ìà-

òðèöåþ A(g) =

 a00 a01

a10 a11

, åëåìåíòè ÿêî¨ aij = g(i, j) ∈ {0, 1}. Òàêèõ

ôóíêöié iñíó¹ 24 = 16. Äîâåäåíî, ùî â äàíîìó êëàñi iñíó¹ ëèøå ÷îòèðè

íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, íàéöiêàâiøîþ ç ÿêèõ ¹ iíâåðñîð öèôð A2-çîáðàæåííÿ:

I(x = ∆A
α1α2...αn...

) = ∆A
(1−α1)(1−α2)...(1−αn)...

. Âñòàíîâëåíî, ùî ìíîæèíîþ çíà-

÷åíü Ef ôóíêöi¨ f , âèçíà÷åíî¨ ìàòðèöåþ

 0 0

1 0

, ¹ íiäå íå ùiëüíà ìíîæè-
íà íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà, ÷èñëà ÿêî¨ ó A-çîáðàæåííi íå ìiñòÿòü êîìáiíàöi¨

äâîõ ïîñëiäîâíèõ öèôð 11.

Äîäàòîê ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à íà òåìó äèñåðòàöi¨ é âi-

äîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ëàíöþãîâèé äðiá, ìåäiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ, ëàíöþãîâå

A2-çîáðàæåííÿ ÷èñëà, öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè, îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåí-

íÿ, ôðàêòàëüíà ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à .



7

ABSTRACT

Dmytrenko S. O. Two-symbol systems of encoding of numbers related to

continued fractions and their applications. –– Qualification scientific work in

the form of manuscript.

Thesis for candidate of physical and mathematical sciences degree in spe-

ciality 01.01.06 –– algebra and number theory (111 –– mathematics). –– Insti-

tute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The work is prepared at the Department of Higher Mathematics of Na-

tional Pedagogical Mykhailo Drahomanov University.

The thesis belongs to the field of metric and probabilistic number theory.

It’s devoted to the development of topological, metric and fractal theories of

real numbers based on two-symbol systems of encoding of numbers related to

continuous fractions and their applications in metric and probabilistic number

theories, fractal analysis and function theory.

In this paper substantiates two two-symbol systems of encoding of num-

bers with zero redundancy, related to elementary and non-elementary contin-

uous fractions (mediant representation, continuous A2-representation). The

first one is determined by the system of partitions of the segment into cylin-

ders of different ranks, based on the mediant division of the segment:
[
a
b ;

c
d

]
=[

a
b ;

a+c
b+d

]
∪
[
a+c
b+d ;

c
d

]
. The second system of coding is based on the expansion of

a number into a continuous fraction, the elements of which belong to the set

A2 = {α1, α2}, αi > 0, α1α2 =
1
2 .

An integrated topological-metric theory of these representation is created,

the basic metric relations are found and some of metric problems are solved.

It is proved that the mediant representation of numbers is a two-symbol
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transcoding of the representation of numbers by elementary continuous frac-

tions. New expression in terms of mediant representation of the classical

singular strictly increasing Minkowski function was found.

Effective applications in the theory of fractals and the theory of locally

complex functions have been found for the continuous A2-representation of

numbers. An equivalent definition of the Hausdorff-Besicovitch fractal di-

mension in terms of the A2-representation is found, and the properties of

two classes of functions are described. Functions of the first class are defined

by A2-representation and infinite absolutely convergent products of numbers,

and functions of the second class are set by converters of pairs A2-digits of

argument into A2-digits of value of function with their chain bonding.

The thesis consists of an abstracts in Ukrainian and English, a list of

abbreviations and symbols, an introduction, four sections divided into sub-

sections, conclusions for each section and general conclusions, list of used

sources and appendix.

The main objects of research are:

1. The mediant representation of the numbers of the segment [0; 1], given

by the system of partitions of this segment by the mediants of the

cylinder ends, which are determined by the Farey sequences.

2. Infinite continuous A2-fractions [0; a1, . . . , an, . . .], where an ∈ A2 =

{α1, α2}, αi ∈ R, 0 < α1 < α2.

3. Geometry of mediant and A2-representations of numbers (properties

of cylindrical sets, metric problems and relations).

4. Fractal properties of functions and sets given by mediant and A2-

representations of numbers.

The introduction substantiates the relevance of the research, determined

the object, subject, purpose and objectives of the research, the scientific

novelty of the obtained results and personal contribution of the applicant are

also indicated.
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The first section is devoted to the conceptual foundations of the researh.

It reviews the literature, provides information on the theory of continuous

fractions, which is used below. Substantiates the general scheme with two-

symbol alphabet of encoding of numbers from given interval, and offers mod-

els of topology, metrization, probability measure and Hausdorff measures in

abstract space L of sequences of zeros and ones. These mathematical struc-

tures in the space L are introduced on the basis of the central concept of the

cylinder (cylindrical set): ■c1c2...cn =
{
(an) : (an) ∈ L, ai = ci, i = 1, n

}
. Def-

inition of the Hausdorff-Besicovitch fractal dimension bypasses the question

of metrization, and based on the measure defined on the cylinders. These

constructions are the novelty of the first section.

f -encoding the numbers from interval E ⊂ R1 is called the surjective

mapping of the space L into set E. It naturally defines a system of f -

cylinders: f(■c1...cn) = ∆f
c1...cn

in E, the properties of which are determined

by the mapping f and the Euclidean metric in R1.

The second section considers the representation of the numbers of the

segment [0; 1], which is based on the system of partitions of this segment

by the mediants of the cylinder ends, which are determined by the Farey

sequences. The geometry of this representation is described, which includes

the properties of cylindrical sets, geometric interpretation of numbers, metric

relations, and so on.

Estimates of: lengths of cylindrical intervals, basic metric relation and

accuracy of rational approximation of real numbers by mediant representation

are found.

For the classical singular strictly increasing Minkowski function:

?(x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . . ]) =
∞∑
n=1

(−1)n+121−a1−···−an,

where x = [0; a1, a2, . . . ] — elementary continuous fraction, its expression is
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found in terms of the mediant representation:

?(x = ∆M
α1(x)...αk(x)...

) =
∞∑
i=1

αi(x)

2i
.

It is proved that the random variable ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

, the digits (ξk) of

the median representation of which are independent random variables that

acquire values of 0 and 1 with probabilities p0n and p1n, has a purely discrete

or purely continuous distribution, the criteria of belonging to each of the

types are substantiated; the expression of the distribution function is found,

the properties of the spectrum are described.

The third section is devoted to the creation and development of topological-

metric theory of infinite continuous fractions, the elements of which be-

long to the set A2 = {α1, α2}, αi ∈ R, 0 < α1 < α2. Infinite contin-

uous fraction [0; a1, . . . , an, . . .], where an ∈ A2, is called continuous A2-

fraction. The set of such fractions LA2
belongs to the segment [β1; β2] :

β1 = [0; (α2, α1)], β2 = [0; (α1, α2)], where (α1, α2) period, and coincides with

it if α1α2 ⩽ 1
2 . If α1α2 >

1
2 the set LA2

is a continuous perfect nowhere dense

and has zero Lebesgue measure. Necessary and sufficient conditions of zero

redundancy of A2-representation are found: α1α2 =
1
2 .

This section describes in detail the properties of cylindrical sets — po-

sitional and metric, found the basic metric ratio and its estimates. Special

functions related to the A2-representation of numbers are considered: the in-

verter and the operator of the left-hand and right-hand shifts of the elements

of the continuous A2-representation. The properties of the set of A2-fractions,

the representation of which do not contain a combination of certain digits,

are described.

The fourth section considers the application of the A2-representation of

numbers in the theory of the metric Hausdorff-Besicovitch dimension and

the metric theory of functions.It is proved that any subset E ⊂ [12 ; 1] can be

covered by no more than six A2-cylinders. Based on this, the conclusion is
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substantiated: in determining the Hausdorff-Besicovitch dimension of subsets

from [12 ; 1] we can use coverege by A2-cylinders.

A description of the structural and variational properties of one class of

scale-invariant functions denoted by equality is obtained

f(x = ∆A
α1α2...αk...

) =
∞∏
k=1

λ
αk(x)
k ,

where (λk) — predetermined sequence of positive numbers so that the infinite

product P ≡
∞∏
k=1

λk is absolutely convergent.

The properties of the functions given by the converter of pairs of digits of

argument with their chain bond are studied:

f(∆A
α1α2...αn...

) = ∆A
g(α1,α2)g(α2,α3)...g(αn,αn+1)g(αn+1,αn+2)...

,

where g(i, j) — function defined on a set of pairs of elements of the alphabet

{0, 1} and acquires values 0 or 1, each one can be formally defined by a

matrix A(g) =

 a00 a01

a10 a11

, elements of which aij = g(i, j) ∈ {0, 1}. There

are 24 = 16 such functions. It is proved that in this class there are only four

continuous functions, and the most interesting of which is the digit inverter

of A2-representation: I(x = ∆A
α1α2...αn...

) = ∆A
(1−α1)(1−α2)...(1−αn)...

. Found that

the set of values Ef of the function f defined by the matrix

 0 0

1 0

, there

is nowhere a dense set of Lebesgue zero measure, the elements of which in

the A-representation do not contain a combination of two consecutive digits

11.

The appendix contains a list of the applicant’s publications on the topic

of the thesis and information on the approbation of the research results.

Key words : continuous fraction, mediant representation, continuous A2-

representation of the number, cylindrical sets, basic metric ratio, Hausdorff-

Besicovitch fractal dimension.
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{a} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà a
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dimµ � ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà ìiðè µ
□ � êiíåöü äîâåäåííÿ



18

ÂÑÒÓÏ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â ãàëóçi ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë. Âîíà

ïðèñâÿ÷åíà äâîñèìâîëüíèì ñèñòåìàì êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë i ¨õ çàñòîñó-

âàííÿì ó ìåòðè÷íèé òà éìîâiðíiñíié òåîðiÿõ ÷èñåë, ôðàêòàëüíîìó àíàëiçi

[60] òà òåîði¨ ôóíêöié.

Àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ. Ìåòðè÷íà òåîðiÿ äiéñíèõ ÷èñåë çàéìà-

¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿì òåîðåòèêî-÷èñëîâèõ ïðîáëåì ç âèêîðèñòàííÿì çàñîáiâ

òåîði¨ ìiðè i òåîði¨ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Âîíà âêëþ÷à¹ çàäà÷i ïðî ìiðè i

ìåòðè÷íi ðîçìiðíîñòi ÷èñëîâèõ ìíîæèí, âèçíà÷åíèõ ðiçíèìè óìîâàìè.

Éìîâiðíiñíà òåîðiÿ ÷èñåë çàéìà¹òüñÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâèìè ïðîáëåìàìè

ç âèêîðèñòàííÿì ñòîõàñòè÷íèõ çàñîáiâ (éìîâiðíiñíèõ òà ñòàòèñòè÷íèõ), à

òàêîæ ðîçïîäiëàìè íà ÷èñëîâèõ ìíîæèíàõ, çîêðåìà ôðàêòàëàõ, à òàêîæ

âèâ÷åííÿì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âèçíà÷åíèõ ðîçïîäiëàìè ñâî¨õ öèôð, à òà-

êîæ ðîçïîäiëàìè öèôð ó ðiçíèõ ñèñòåìàõ çîáðàæåííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ïðè çàäàíîìó ¨¨ ðîçïîäiëi.

Ìåòðè÷íà i éìîâiðíiñíà òåîði¨ ÷èñåë ðîçâèâàþòüñÿ ó ðiçíèõ íàïðÿìàõ i

äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi çàñîáè äëÿ ôîðìàëüíîãî çàäàííÿ îá'¹êòiâ

i çäiéñíåííÿ ¨õ òåîðåòè÷íîãî àíàëiçó. Îäíèì ç íàïðÿìiâ ðîçâèòêó àíàëi-

òè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë ¹ ìåòðè÷íà òà éìîâiðíiñíà òåîði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

(åëåìåíòàðíèõ òà íååëåìåíòàðíèõ) ÿê çi ñêií÷åííèì, òàê i íåñêií÷åííèì

áàçèñíèì íàáîðîì åëåìåíòiâ. Êëàñè÷íîþ â öüîìó âiäíîøåííi ¹ ìåòðè÷íà

òåîðiÿ åëåìåíòàðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ôóíäàòîðîì ÿêî¨ áóâ Õií÷èí [61].

Òåîði¨ íååëåìåíòàðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ¹ ìåíø ðîçâèíåíèìè. Îêðåìî¨

óâàãè çàñëóãîâó¹ òåîðiÿ äðîáiâ Äàíæóà [73], åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ ÷èñëà 0 òà

1. Ç öèìè òåîðiÿìè òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíà òåîðiÿ ïîñëiäîâíîñòåé Ôàðåÿ [7].
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Äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè çîáðàæåííÿ (êîäóâàííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë [95] ¹ çðó-

÷íèì çàñîáîì äëÿ âèêîðèñòàííÿ â îá÷èñëþâàëüíèõ ïðèñòðîÿõ i çàñëóãîâó-

þòü íà îêðåìó óâàãó â ñèëó ìiíiìàëüíîñòi àëôàâiòó (ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ

íåìà¹ ïðèíöèïîâî¨ âiäìiííîñòi ìiæ òðèñèìâîëüíèìè i n-ñèìâîëüíèìè ñè-

ñòåìàìè ïðè n > 3, àëå iñíó¹ ïðèíöèïîâà âiäìiííiñòü ìiæ òðèñèìâîëü-

íîþ i äâîñèìâîëüíîþ ñèñòåìàìè). Ñüîãîäíi ó íàóöi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ áà-

ãàòî äâîñèìâîëüíèõ ñèñòåì çîáðàæåííÿ ÷èñåë (êëàñè÷íà äâiéêîâà, íåãà-

äâiéêîâà [45], Q2− òà Q∗
2−çîáðàæåííÿ [51, 56, 42], ìàðêiâñüêå çîáðàæåííÿ,

G2-çîáðàæåííÿ [93] òà iíøi). Âêàçàíi ñèñòåìè ¹ óçàãàëüíåíÿìè òà àíàëîãà-

ìè êëàñè÷íî¨ äâiéêîâî¨ ñèñòåìè, îäíi ç íèõ ñàìîïîäiáíi, iíøi íåñàìîïîäiáíi,

àëå êîæíà ç íèõ ìà¹ íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü, òîáòî ÷èñëà ìàþòü íå áiëüøå

äâîõ çîáðàæåíü. Öèôðè çîáðàæåííÿ ÷èñåë ó öèõ ñèñòåìàõ ¹ ñòàòèñòè÷íî

íåçàëåæíèìè.

Çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ¹ íåñàìîïîäiáíèì i ìà¹ ñóòò¹-

âî ñêëàäíiøó ãåîìåòðiþ. Iäåÿ ñòâîðåííÿ äâîñèìâîëüíîãî ëàíöþãîâîãî çî-

áðàæåííÿ ÷èñåë íàëåæèòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó Ïðàöüîâèòîìó Ì.Â., ÿêèé

çàïðîïîíóâàâ íå ëèøå ñòâîðèòè ñèñòåìó êîäóâàííÿ ÷èñåë çàäàíîãî âiäðiç-

êà, à é çíàéòè óìîâè, ïðè ÿêèõ âîíà áóäå ìàòè íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü. I

íàì öå âäàëîñÿ.

Ñòâîðåíà ó ðîáîòi [26] òîïîëîãî-ìåòðè÷íà òåîðiÿ ëàíöþãîâèõ A2-äðîáiâ

âèêîðèñòîâóâàëàñü â ðiçíèõ öiëÿõ, çîêðåìà ç ìåòîþ ìîäåëþâàííÿ íåïåðåðâ-

íèõ ôóíêöié çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ áóäîâîþ [94] òà ç ìåòîþ ïîáóäîâè éìî-

âiðíiñíî¨ òåîði¨ ëàíöþãîâèõ A2-äðîáiâ ([48], [92]).

Ó 1911 ðîöi Ã. Ìiíêîâñüêèé äëÿ çàäàííÿ íåïåðåðâíî¨ ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨

ñèíãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨ ?(x), ÿêà âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü

ìiæ âñiìà êâàäðàòè÷íèìè iððàöiîíàëüíîñòÿìè âiäðiçêó [0; 1] i ðàöiîíàëüíè-

ìè ÷èñëàìè öüîãî æ âiäðiçêà, âèêîðèñòîâóâàâ îçíà÷åííÿ ¨¨ ó òåðìiíàõ åëå-

ìåíòàðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà ìåäiàíò çâè÷àéíèõ íåñêîðîòíèõ äðîáiâ. Ó

1943 ðîöi Ð. Ñàëåìîì [96] áóâ çíàéäåíèé ¨¨ àíàëiòè÷íèé âèðàç:
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?(x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . . ]) =

= 21−a1 − 21−a1−a2 + 21−a1−a2−a3 + · · ·+ (−1)n+121−a1−···−an + . . . ,

äå x = [0; a1, a2, . . . ] � ðîçêëàä ÷èñëà x â åëåìåíòàðíèé ëàíöþãîâèé äðiá.

Ó ðîáîòàõ Àëêàóñêàñà ([65], [66]) äîâåäåíî, ùî êëàñè÷íà ôóíêöiÿ Ìií-

êîâñüêîãî ?(x) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ó êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íàñòóïíî¨

ñèñòåìè ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü: ?

(
x

1 + x

)
=

1

2
?(x)

?(1− x) = 1−?(x)

Ó 2010 ðîöi Ïðàöüîâèòèé Ì.Â., Êàëàøíiêîâ À.Â. òà Áåçáîðîäîâ Â.Ê. ó

ðîáîòi [47] ïîáóäóâàëè îäíîïàðàìåòðè÷íå óçàãàëüíåííÿ φµ êëàñè÷íî¨ ôóí-

êöi¨ Ìiíêîâñüêîãî (çi çáåðåæåííÿì âëàñòèâîñòåé íåïåðåðâíîñòi, ìîíîòîí-

íîñòi, ñèíãóëÿðíîñòi), ÿêå ¹ ¹äèíèì íåïåðåðâíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ôóí-

êöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü: φµ

(
x

1 + x

)
= (1− µ)φµ(x)

φµ(1− x) = 1− φ1−µ(x)

,

äå φ(x, µ) = φµ(x) � ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ x òà µ (x ∈ [0; 1], µ ∈ (0; 1))

àáî ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨ x, çàëåæíà âiä ïàðàìåòðà µ ∈ (0; 1). Áóëî âñòà-

íîâëåíî, ùî ôóíêöiÿ φµ ó iððàöiîíàëüíié òî÷öi iíòåðâàëó (0; 1) ìà¹ íàñòó-

ïíèé àíàëiòè÷íèé âèðàç:

φµ(x) = φµ([0; a1, a2, . . . , an, . . . ]) =
∞∑
k=1

Ak(1− µa2k),

äå Ak = (1 − µ)a1+a3+···+a2k−1−1µa2+a4+···+a2k−2, à â ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ ií-

òåðâàëó (0; 1) äîîçíà÷ó¹òüñÿ çà íåïåðåðâíiñòþ i âèðàæà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ

ñóìîþ.
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ßê áà÷èìî, ëàíöþãîâi äðîáè ¹ åôåêòèâíèì çàñîáîì çàäàííÿ ôóíêöié çi

ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ ñòðóêòóðîþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè,

ãðàíòàìè. Ðîáîòà âèêîíàíà ó ðàìêàõ äîñëiäæåíü ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ

çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ áóäîâîþ, ùî ïðîâîäÿòüñÿ íà êàôåäði âèùî¨ ìàòåìà-

òèêè Íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà é

ó ëàáîðàòîði¨ ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèëîñü ó ðàìêàõ òàêèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì:

� Ñòàòèñòèêà ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé i ôðàêòàëüíi íå-

ïåðåðâíi ôóíêöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0119U002582).

� Ôóíêöi¨ ç ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè (ìíîæèíè ðiâíiâ òà ðîçïî-

äiëè çíà÷åíü) i ñêëàäíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè ç íèìè ïîâ'ÿçàíi (íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0121U000208).

� Ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ i ôðàêòàëüíèé àíàëiç ñòî-

õàñòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ç íèì ïîâ'ÿçàíèõ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0118U002059).

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷è-

ñåë, îòðèìàíi ç âèêîðèñòàííÿì ¨õ ðîçêëàäó ó ëàíöþãîâi äðîáè.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íà i éìîâiðíiñíà òåîði¨ çî-

áðàæåííÿ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ç äâîåëåìåíòíèì àëôàâiòîì. Ãåîìå-

òðiÿ ìåäiàíòíîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äèñåðòà-

öiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹:

1. Ñòâîðèòè òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òåîðiþ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ

÷èñåë.

2. Âñòàíîâèòè íîðìàëüíi âëàñòèâîñòi ÷èñåë ó ¨õ A2-çîáðàæåííi.

3. Âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí, çíàéòè âèðàç îñíîâíî-
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ãî ìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ i âñòàíîâèòè éîãî îöiíêè òà ðîçâ'ÿçàòè

ðÿä ìåòðè÷íèõ çàäà÷ äëÿ A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

4. Çíàéòè îçíàêè ðàöiîíàëüíîñòi ÷èñëà çà éîãî çîáðàæåííÿì.

5. Âèâ÷èòè ïèòàííÿ ùîäî åôåêòèâíîñòi âèêîðèñòàííÿ A2-öèëiíäðiâ ó

çàäà÷àõ îá÷èñëåííÿ ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à

÷èñëîâèõ ìíîæèí.

6. Çíàéòè çàñòîñóâàííÿ A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë ó êîíñòðóêòèâíié òåîði¨

ôóíêöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ òà ôðàêòàëüíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè.

Îêðiì àíàëîãi÷íèõ çàâäàíü äëÿ ìåäiàíòíîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë, òàêîæ

ñòàâèëàñü çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ôîðìàëüíîãî çàäàííÿ êëàñè÷íî¨ ñèíãóëÿð-

íî¨ ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî ó òåðìiíàõ ìåäiàíòíîãî çîáðàæåííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàëàñü ìåòîäîëîãiÿ êî-

äóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çàñîáàìè ñêií÷åííîãî àëôàâiòó [35], ìåòîäè ìåòðè-

÷íî¨ òà éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ ÷èñåë [37, 72, 15, 70, 71], åðãîäè÷íî¨ òåîði¨ [5, 36],

ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨ [52] òà ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî

íàñòóïíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

1. Îáãðóíòîâàíî çàãàëüíó ñõåìó êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çàäàíîãî

âiäðiçêà çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó.

2. Ñòâîðåíî êîíñòðóêòèâíó òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òåîðiþ ìåäiàíòíîãî çî-

áðàæåííÿ ÷èñåë i çíàéäåíî éîãî çàñòîñóâàííÿ ó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

òà òåîði¨ ôóíêöié, çîêðåìà çíàéäåíî âèðàç êëàñè÷íî¨ ñèíãóëÿðíî¨

ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî ó òåðìiíàõ ìåäiàíòíîãî

ïðåäñòàâëåííÿ.

3. Äîâåäåíî, ùî ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ ¹ äâîñèìâîëüíèì ïåðåêîäóâà-

ííÿìè çîáðàæåííÿ ÷èñåë åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

4. Îá ðóíòîâàíî ñèñòåìó êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çàäàíîãî âiäðiçêà
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çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà ðîçêëàäàõ

÷èñåë ó íåñêií÷åííi ëàíöþãîâi äðîáè, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ äâà çàäàíi

÷èñëà (ëàíöþãîâi A2-äðîáè). Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè,

ïðè ÿêèõ âîíà ìà¹ íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü.

5. Âèâ÷åíî ãåîìåòðiþ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë (îïè-

ñàíî âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí, ðîçâ'ÿçàíî ðÿä ìåòðè÷íèõ

çàäà÷).

6. Çíàéäåíî çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë ó òåîði¨

ôðàêòàëiâ, çîêðåìà çíàéäåíî åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ ôðàêòàëüíî¨

ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ó òåðìiíàõ A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë

i äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè ëàíöþãîâèõ A2�äðîáiâ âiä-

ðiçêà [12 ; 1] â ñèñòåìi êîäóâàííÿ ç íóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ iñíó¹ íå

áiëüøå øåñòè öèëiíäðiâ, ÿêi ¨¨ ïîêðèâàþòü i ìàþòü äîâæèíè, ìåíøå

äiàìåòðà ìíîæèíè.

7. Çíàéäåíî åôåêòèâíi çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷è-

ñåë ó òåîði¨ ôóíêöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ i ôðàêòàëü-

íèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðîáîòà ìà¹ â îñíîâ-

íîìó òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðàçîì ç öèì ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü âæå çíà-

éøëè ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ ó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà òåîði¨ ôóíêöié i ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ ó ãàëóçi ìåòðè÷íî¨ òà éìîâið-

íiñíî¨ òåîði¨ ÷èñåë, òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ, òåîði¨ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié òà òåîði¨ ôðàêòàëiâ, à òàêîæ ïðè âèâ÷åííi âëàñòèâî-

ñòåé ñèìâîëüíèõ äèíàìiê.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿ-

òüñÿ íà çàõèñò îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Íàóêîâîìó êåðiâíèêó íà-

ëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, îêðåìi iäå¨ ùîäî îá ðóíòóâàííÿ ãiïîòåòè÷íèõ

òâåðäæåíü, ïåðåâiðêà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ñïiâàâòîðàì ñïiëüíèõ ïóáëi-
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êàöié íàëåæàòü òâåðäæåííÿ, ÿêi äî äèñåðòàöi¨ íå óâiéøëè.

Àïðîáàöiÿ ìàòåðiàëiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåí-

íÿ äîïîâiäàëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ ðiçíèõ ðiâíiâ òà íàóêîâèõ ñåìi-

íàðàõ, à ñàìå:

� IV Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìàòèêè òà ôi-

çèêè, Êè¨â, 23�25 êâiòíÿ 2015 ð.;

� IX Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàäåìiêà Ì.Êðàâ÷óêà,

Êè¨â, 16�19 òðàâíÿ 2002 ð.;

� VIII Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàäåìiêà Ì.Êðàâ÷óêà,

Êè¨â, 11�14 òðàâíÿ 2000 ð.;

� Ìiæíàðîäíà ñòóäåíòñüêà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ìîëîäü,

îñâiòà, êóëüòóðà i íàöiîíàëüíà ñâiäîìiñòü¿, Êè¨â, 1999 ð.;

� VII Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàäåìiêà Ì.Êðàâ÷óêà,

Êè¨â, 14�16 òðàâíÿ 1998 ð.

� Ñåìiíàð ç ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè òà ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê: ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê,

ïðîôåñîð Ïðàöüîâèòèé Ì.Â.)

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 10 ñòàòòÿõ

ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, 8 ç ÿêèõ ([53, 14, 26, 24, 4, 23, 19, 17]) âõîäÿòü äî ïåðå-

ëiêó ôàõîâèõ âèäàíü ÌÎÍ Óêðà¨íè, ñåðåä íèõ ñòàòòÿ [26] ó æóðíàëi, ùî ií-

äåêñó¹òüñÿ ìiæíàðîäíîþ íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ äàíèõ Scopus. Ðåçóëüòàòè

äîñëiäæåííÿ íàâåäåíi òàêîæ ó ìàòåðiàëàõ êîíôåðåíöié ([46, 25, 3, 20, 18]).

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ

ç àíîòàöi¨, ïåðåëiêó ñêîðî÷åíü i óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäi-

ëiâ, âèñíîâêiâ äî êîæíîãî ðîçäiëó òà çàãàëüíèõ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæå-

ðåë i äîäàòêà, ÿêèé ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à íà òåìó äèñåðòàöi¨

é âiäîìîñòåé ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ. Çà-

ãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 128 ñòîðiíîê.
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Îñíîâíèé çìiñò ðîáîòè. Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü äî-

ñëiäæåííÿ, âèçíà÷åíî îá'¹êò, ïðåäìåò, ìåòó i çàâäàííÿ, çàçíà÷åíî íàóêîâó

íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòà-

òiâ i îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, àíîíñîâàíî îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè.

Ïåðøèé ðîçäië ¾Îãëÿä ëiòåðàòóðè òà êîíöåïòóàëüíi çàñàäè äî-

ñëiäæåííÿ¿ ìà¹ âñòóïíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó íàâåäåíî ïðèêëàäè òîïî-

ëîãiçàöi¨ ïðîñòîðó ïîñëiäîâíîñòåé ç íóëiâ òà îäèíèöü, ââåäåííÿ â íüîìó

éìîâiðíiñíèõ ìið, ìið Ãàóñäîðôà äðîáîâèõ ïîðÿäêiâ i äàíî îçíà÷åííÿ ôðà-

êòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïiäìíîæèí öüîãî ïðîñòîðó.

Îá ðóíòîâàíî çàãàëüíó ñõåìó êîäóâàííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] çàñîáàìè

àëôàâiòó A = {0, 1}, íàâåäåíî ïðèêëàäè ðiçíèõ êîäóâàíü.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Êîäóâàííÿì (çîáðàæåííÿì) ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] ç äî-

ïîìîãîþ àëôàâiòó A íàçèâà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó L ó

âiäðiçîê [0; 1].

Êàæóòü, ùî êîäóâàííÿ ìà¹ íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü, ÿêùî ëèøå ñêií-

÷åííà àáî çëi÷åííà ìíîæèíà ÷èñåë ìà¹ äâà çîáðàæåííÿ, à ðåøòà � ¹äèíå.

Ó ïiäðîçäiëi 1.3 óçàãàëüíåíî òåîðåìè Ï. Áiëëiíãñëi [5] i Ì.Â. Ïðàöüî-

âèòîãî [43], ùîäî äîâið÷îñòi ïîêðèòòiâ, à ñàìå âêàçàíî äîñòàòíi óìîâè, ïðè

ÿêèõ äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèí ïðîñòîðó

ìîæíà îáìåæèòèñÿ öèëiíäðàìè f -êîäóâàííÿ.

Òåîðåìà 1.3. ×èñëî α∗, âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

α∗(E) = sup{α : H̃α(E) ̸= 0} = inf{α : H̃α(E) = 0},

äå H̃α(E) = lim
ε→0

inf
|ωi|⩽ε

{∑
i

|ωi|α : ωi ∈ Wf , E ⊂
⋃
i

ωi

}
ñïiâïàäà¹ ç ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè E ⊂ [0; 1].

Ó ïiäðîçäiëi 1.5 íàâåäåíî âiäîìîñòi ïðî çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàíöþãîâè-

ìè äðîáàìè (åëåìåíòàðíèìè òà íååëåìåíòàðíèìè), ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.
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Ó äðóãîìó ðîçäiëi ¾Ìåäiàíòå çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë¿ ðîçãëÿ-

íóòî ìåäiàíòíå ðîçáèòòÿ íà âiäðiçêó [0; 1], äîñëiäæåíî ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi

éîãî öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí i îçíà÷åíî ìåäiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ìåäiàíòîþ äâîõ äðîáiâ
a

b
i
c

d
ç äîäàòíèìè çíàìåííè-

êàìè íàçèâà¹òüñÿ äðiá
a+ c

b+ d
.

Òåîðåìà 2.1. Êîæíå ÷èñëî x ç âiäðiçêà [0; 1] ìà¹ ñâî¹ ìåäiàíòíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ, åëåìåíòè αi(x) ∈ {0; 1} ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷è-

íîì

∀x ∈ [0; 1] : x =
∞⋂
k=1

∆α1...αk

(äàëi ïîçíà÷àòèìåìî x = ∆M
α1(x)...αk(x)...

).

Çíàéäåíî îöiíêè äîâæèí öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ äîâæèí öèëiíäðiâ k-ãî ðàíãó ìåäiàíòíîãî çîáðàæå-

ííÿ ÷èñåë âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

5 · 22k+3

(1 +
√
5)2k+3 + (1−

√
5)2k+3 + (−2)2k+3

⩽ |∆α1...αk
| ⩽ 1

k + 1
.

Òåîðåìà 2.3. Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ìà¹ îöiíêè:

1

k + 2
⩽

∣∣∆α1...αkαk+1

∣∣
|∆α1...αk

|
⩽

k + 1

k + 2
.

Ïîðàõîâàíî òî÷íiñòü ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü äiéñíèõ ÷èñåë çà äîïî-

ìîãîþ ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé x ∈ ∆α1...αn
, òîäi ùîíàéìåíøå äëÿ îäíîãî ç êiíöiâ

p

q
öüîãî öèëiíäðà âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |α− p

q
| < 1

q2
.

Òîáòî ìåäiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè ðàöiîíàëüíi íàáëè-

æåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ùî çàáåçïå÷óþòü òî÷íiñòü äî âåëè÷èíè, îáåðíåíî¨

êâàäðàòó çíàìåííèêà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ðîçãëÿíóòî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

åëåìåíòè

ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ÿêî¨ ξn ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíà-

ìè, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0 i 1 ç éìîâiðíîñòÿìè p0n i p1n. Çíàéäåíî ôóí-
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êöiþ ðîçïîäiëó öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ñïåêòð òà êðèòåðié äèñêðåòíîñòi

ðîçïîäiëó.

Ëåìà 2.1. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

çàïè-

øåòüñÿ ó âèãëÿäi

Fξ(x) =


0, ÿêùî x < 0,

β1(x) +
∞∑
i=2

[
βi(x)

i−1∏
j=1

pαj(x)j

]
, ÿêùî x ∈ [0; 1],

1, ÿêùî x > 1;

äå αi(x) � öèôðè Ì-ïðåäñòàâëåííÿ x ∈ [0; 1], à

βi(x) =

 0, ÿêùî αi(x) = 0,

p0i, ÿêùî αi(x) = 1.

Ëåìà 2.2. Ñïåêòðîì Sξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

¹ ìíîæèíà

A = {x ∈ [0; 1] : pαk(x)k > 0 ∀k ∈ N} äîïîâíåíà ðàöiîíàëüíèìè òî÷êàìè

âiäðiçêà [0;1], ùî ¹ ãðàíè÷íèìè äëÿ íå¨.

Òåîðåìà 2.5. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ÷èñòî äèñêðåòíèé ðîçïîäië

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
∞∏
k=1

max
n

{pnk} > 0

i ÷èñòî íåïåðåðâíèé � ó ðåøòi âèïàäêiâ.

Òðåòié ðîçäië ¾Ëàíöþãîâi A2-äðîáè¿ ïðèñâÿ÷åíèé îçíà÷åíþA2-äðîáiâ

òà âèâ÷åííþ ¨õ âëàñòèâîñòåé.

Íåõàé A = {α1, α2} � çàäàíà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, 0 < α1 < α2.

Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá âèäó [a0; a1, a2, . . . , an, . . .], äå a0 = 0, an ∈
A2, íàçèâàòèìåìî ëàíöþãîâèì A2-äðîáîì.

Òåîðåìà 3.1.(Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ) Äëÿ âêëàäåíèõ öèëiíäðiâ

ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü:

|∆c1...cnc|
|∆c1...cn|

=

(
1 + β1

qn−1

qn

)(
1 + β2

qn−1

qn

)
(
c+ β1 +

qn−1

qn

)(
c+ β2 +

qn−1

qn

) .
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Ó ïiäðîçäiëi 3.2. çíàéäåíî óìîâè íóëüîâî¨ íàäëèøêîâîñòiA2-çîáðàæåííÿ

òà ââåäåíî îçíà÷åííÿ A-çîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3. ßêùî α1α2 = 1
2, òî ç÷èñëåííà ìíîæèíà òî÷îê x ∈

[β1, β2] ìà¹ äâà ëàíöþãîâèõ A2-çîáðàæåííÿ, ðåøòà æ òî÷îê ìàþòü ¹äèíå

çîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ëàíöþãîâèì A-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x = ∆A2
c1...cn...

, äå

cn ∈ A2 = {1
2 , 1}, íàçèâà¹òüñÿ çàïèñ x = ∆A

a1...an...
, äå

an = 2cn − 1 =

 0, ÿêùî cn = 1
2 ,

1, ÿêùî cn = 1.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3. âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi iíâåðñîðó ëàíöþãîâîãî A-çî-

áðàæåííÿ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Iíâåðñîðîì ëàíöþãîâîãî A-çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà

[12 ; 1] íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ I, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ:

I(∆A
a1a2...an...

) = ∆A
[1−a1][1−a2]...[1−an]...

.

Òåîðåìà 3.4. Iíâåðñîð I öèôð A-çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [12 ; 1] ¹

íåïåðåðâíîþ ñòðîãî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ.

Íàñëiäîê 3.9.Îñêiëüêè I(23) = I(∆A2

1(10)) = ∆A2

0(01) =
2
3, òî ôóíêöiÿ I

ìà¹ ¹äèíó iíâàðiàíòíó òî÷êó x0 =
2
3.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ I íåïåðåðâíà i ñòðîãî ñïàäíà, òî çà òåîðåìîþ Ëåáåãà

âîíà ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó ìàéæå ñêðiçü (ó ðîçóìiíi ìiðè Ëåáåãà).

Ëåìà 3.2. ßêùî â òî÷öi x0 iñíó¹ ñêií÷åííà ïîõiäíà, òî âîíà îá÷èñëþ-

¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

I′(x0) = lim
n→∞

[qn−1(x0) + qn(x0)][qn−1(x0) + 2qn(x0)]

[qn−1(I(x0)) + qn(I(x0)))][qn−1(I(x0)) + 2qn(I(x0))]
.

Ïiäðîçäië 3.4. ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åíþ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðó ëiâîñòî-

ðîííüîãî çñóâó åëåìåíòiâ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ:

ω(∆A2
a1a2...

) = ∆A2
a2a3...

,
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Ó ïiäðîçäiëi 3.5 äëÿ âèïàäêó α1α2 =
1

2
âèâ÷åíî ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi

ìíîæèíè A2-äðîáiâ, çîáðàæåííÿ ÿêèõ íå ìiñòÿòü êîìáiíàöi¨ ïåâíèõ öèôð.

Òåîðåìà 3.7. Ïðè c1 ̸= c2 ìíîæèíà C[A2, c1c2] ¹ ç÷èñëåííîþ, à ïðè

c1 = c2 � êîíòèíóàëüíîþ ìíîæèíîþ, ìiðà Ëåáåãà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ¾Çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâèõ A2-äðîáiâ äî

âèâ÷åííÿ îá'¹êòiâ ç ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè¿ ðîçãëÿäàþòüñÿ

çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâèõ A2-äðîáiâ ó òåîði¨ ìåòðè÷íî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñ-

äîðôà-Áåçèêîâè÷à, ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà â òåîði¨ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóí-

êöié. Òóò âèâ÷àþòüñÿ ôóíêöi¨ ç íåòðèâiàëüíèìè ëîêàëüíèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè, îçíà÷åíi â òåðìiíàõ äâîñèìâîëüíîãî ëàíöþãîâîãî çîáðàæåííÿ äiéñíèõ

÷èñåë. Öå ôóíêöi¨ âèçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ, ôóíêöi¨

çàäàíi ïåðåòâîðþâà÷àìè ïàð öèôð A2-çîáðàæåííÿ àðãóìåíòà ç ¨õ ëàíöþ-

ãîâîþ ñêðiïëåíiñòþ.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî iíòåðâàëà u ⊂ [12 ; 1] iñíó¹ íå áiëüøå øå-

ñòè A2-öèëiíäðiâ, ÿêi ïîêðèâàþòü u i ìàþòü äîâæèíè íå áiëüøå |u|.

Òåîðåìà 4.2. Ïðè âèçíà÷åíi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïiä-

ìíîæèí âiäðiçêà [12 ; 1] ìîæíà îáìåæèòèñü ïîêðèòòÿìè A2-öèëiíäðàìè.

Ïiäðîçäië 4.2. ïðèñâÿ÷åíèé àâòîìîäåëüíèì ôóíêöiÿì òèïó Ñåíäîâà [97].

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ ôóíêöiÿ, îçíà÷åíà ðiâ-

íiñòþ

f(x = ∆A
α1α2...αk...

) =
∞∏
k=1

λ
αk(x)
k ,

äå x ∈ [12 ; 1], (λk) � íàïåðåä çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî

íåñêií÷åííèé äîáóòîê P ≡
∞∏
k=1

λk ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.

Îñêiëüêè λk > 0, òî λk = evk äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà vk i òîäi

f(x = ∆A
α1α2...αn...

) =
∞∏
k=1

evkαk = e

∞∑
k=1

vkαk

.

Òåîðåìà 4.4. Ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà â êîæíié A-óíàðíié òî÷öi, à â

A-áiíàðíié òî÷öi x∗ = ∆c1...cm0(01) = ∆c1...cm1(10) íåïåðåðâíà, òîäi i òiëüêè
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òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü vm +
∞∑
k=1

vm+2k+1 =
∞∑
k=1

vm+2k.

Íàñëiäîê 4.2. Ôóíêöiÿ f , íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [12 ; 1] òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè λk = e
c(−1)k−1

2k−1 äëÿ äåÿêîãî c ∈ R i âñiõ k ∈ N .

Òåîðåìà 4.5. ßêùî ïîäâiéíà íåðiâíiñòü 0 < vn < rn âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

íåñêií÷åííî¨ êiëüêiñòü çíà÷åíü n, òî ôóíêöiÿ f ¹ íiäå íå ìîíîòîííîþ.

Òåîðåìà 4.6. ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, òî âîíà íiäå íå ìîíîòîííà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3. âèâ÷àþòüñÿ ôóíêöi¨, çàäàíi ïåðåòâîðþâà÷åì ïàð öèôð

àðãóìåíòà ç ¨õ ëàíöþãîâîþ ñêðiïëåíiñòþ. Íåõàé g(i, j) � ôóíêöiÿ, âèçíà-

÷åíà íà ìíîæèíi ïàð åëåìåíòiâ àëôàâiòó A = {0, 1} i íàáóâà¹ çíà÷åíü 0

àáî 1. Çðîçóìiëî, ùî òàêèõ ôóíêöié iñíó¹ 24 = 16. Êîæíó ç òàêèõ ôóíêöié

g ôîðìàëüíî ìîæíà âèçíà÷èòè ìàòðèöåþ A(g) =

 a00 a01

a10 a11

, åëåìåíòè
ÿêî¨ aij = g(i, j) ∈ {0, 1}. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ, ùî îçíà÷åíà ðiâíiñòþ:

f(∆A
α1α2...αn...

) = ∆A
g(α1,α2)g(α2,α3)...g(αn,αn+1)g(αn+1,αn+2)...

.

Òåîðåìà 4.7. Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ îçíà÷åíi ðiâíiñòþ âèùå âè÷åðïóþ-

òüñÿ íàñòóïíèìè f(x) =
√
17−1
4 , f(x) =

√
5−1
2 , f(x) = x, I(x = ∆A

α1α2...αn...
) =

∆A
[1−α1][1−α2]...[1−αn]...

.

Òåîðåìà 4.8.Ìíîæèíîþ çíà÷åíü Ef ôóíêöi¨ f , âèçíà÷åíî¨ ìàòðèöåþ 0 0

1 0

 ¹ íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà, ÷èñëà ÿêî¨ ó

À-çîáðàæåííi íå ìiñòÿòü êîìáiíàöi¨ äâîõ ïîñëiäîâíèõ öèôð 11.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4. ðîçãëÿäàþòüñÿ ôóíêöi¨ êàíòîðiâñüêîãî òèïó, îçíà÷åíi

ó òåðìiíàõ çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè A2-äðîáàìè òà ðÿäàìè Ëþðîòà.

Ïîäÿêà. Âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó Â÷èòåëþ òà Íàóêîâîìó

Êåðiâíèêó äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Ìèêîëi Âiêòî-

ðîâè÷ó Ïðàöüîâèòîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòiéíó óâàãó, ïiäòðèìêó òà

ìîòèâàöiþ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÒÀ ÊÎÍÖÅÏÒÓÀËÜÍI ÇÀÑÀÄÈ

ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß

Ñüîãîäíi ó ìàòåìàòèöi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ áàãàòî ðiçíèõ ñïîñîáiâ êîäóâà-

ííÿ (çîáðàæåííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîãî àëôàâiòó. Îêðå-

ìî¨ óâàãè çàñëóãîâó¹ âèïàäîê, êîëè àëôàâiò ¹ äâîñèìâîëüíèì. Êîäóâàííÿ

ìîæå  ðóíòóâàòèñÿ íà ðîçêëàäi ÷èñåë â ðÿäè, íåñêií÷åííi äîáóòêè, ëàíöþ-

ãîâi äðîáè òîùî.

1.1. Ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé ç íóëiâ òà îäèíèöü òà

ìàòåìàòè÷íi ñòðóêòóðè ó íüîìó

Çàãàëüíèé ìåòîä äâîñèìâîëüíîãî êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ìîæíà îïè-

ñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì [24].

Íåõàé L � ìíîæèíà âñåìîæëèâèõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé ç íóëiâ

òà îäèíèöü, òîáòî

L = {α : α = (α1, α2, ..., αn, ...) ≡ (αn), αn ∈ {0, 1} ∀n ∈ N} .

Äàëi L íàçèâàòèìåìî ïðîñòîðîì ïîñëiäîâíîñòåé ç íóëiâ òà îäèíèöü, à åëå-

ìåíòè ìíîæèíè L � òî÷êàìè öüîãî ïðîñòîðó.

Òîïîëîãiçàöiÿ ïðîñòîðó L. Ââåäåìî ó ïðîñòîði L âiäíîøåííÿ ðiâíî-

ñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Åëåìåíòè α = (α1, α2, . . . , αn, . . . ) i β = (β1, β2, . . . , βn, . . . )

ïðîñòîðó L íàçèâàòèìåìî ðiâíèìè, ÿêùî αi = βi ∀i ∈ N àáî

α = (α1, α2, . . . , αn1(0)) i β = (α1, α2, . . . , αn0(1)).
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Î÷åâèäíî, ùî äàíå âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Ôàêòîð-ìíîæèíó L/ = ïîçíà÷èìî ÷åðåç L∗.

Ââåäåìî ó ïðîñòîði L âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Åëåìåíò α ∈ L íàçèâàòèìåìî ìåíøèì åëåìåíòà β ∈ L,

ÿêùî α ̸= β i iñíó¹ òàêå k, ùî αj = βj, j = 1, k − 1 i αk < βk.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Öèëiíäðè÷íèì âiäðiçêîì ■c1c2...cn ðàíãó n ç îñíîâîþ

c1c2...cn ïðîñòîðó L íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé, ó ÿêèõ

ïåðøi n åëåìåíòiâ ðiâíi âiäïîâiäíî c1, c2, ...cn, à ðåøòà äîâiëüíi, òîáòî

■c1c2...cn = {α : α = (c1, c2, ..., cn, αn+1, ...), αn+j ∈ {0, 1}} .

Öèëiíäðè÷íèì iíòåðâàëîì ðàíãó n ç îñíîâîþ c1c2...cn íàçèâàòèìåìî íà-

ñòóïíó ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé

□c1c2...cn = ■c1c2...cn\ {(c1, c2, ..., cn, (0)), (c1, c2, ..., cn, (1))} .

Áåçïîñåðåäíüî, ç âèùå íàâåäåíèõ, îçíà÷åíü îòðèìó¹ìî íàñòóïíi âëàñòè-

âîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí.

1. □α1α2...αna ⊂ □α1α2...αn
∀a ∈ {0; 1}.

2. ■α1α2...αn
= ■α1α2...αn0

⋃
■α1α2...αn1.

3. □β1β2...βn...βk
⊂ □α1α2...αn

, ÿêùî αi = βi i = 1, n.

4. □α1α2...αn
= □β1β2...βn...βk

⇔ n = k i αi = βi i = 1, n.

5. □α1α2...αn

⋂
□β1β2...βn...βk

= ∅, äå n < k, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∃i :
αi ̸= βi.

6.
∞⋂
n=1

α1α2...αn
= (α1, ..., αn, ...) ≡ □α1α2...αn....

Îçíà÷åííÿ 1.4. Îêîëîì òî÷êè α = {αk} ∈ L íàçèâàòèìåìî äîâiëüíèé

öèëiíäðè÷íèé iíòåðâàë, ùî ìiñòèòü öþ òî÷êó, òîáòî □α1α2...αn
∀n ∈ N .

Îçíà÷åííÿ 1.5. Òî÷êà α ∈ A ⊂ L íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ

ìíîæèíè A, ÿêùî iñíó¹ òàêèé îêië òî÷êè α, ÿêèé ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â

ìíîæèíi A.
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Îçíà÷åííÿ 1.6. Ìíîæèíó A íàçèâàòèìåìî âiäêðèòîþ, ÿêùî êîæíà ¨¨

òî÷êà ¹ âíóòðiøíüîþ.

Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòið L ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ. Ïîðîæíþ ìíîæèíó

ââàæàòèìåìî âiäêðèòîþ çà îçíà÷åííÿì.

Ëåìà 1.1. Ìíîæèíà âñiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí τ ¹ òîïîëîãi¹þ â L.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi âiäêðèòèõ ìíî-

æèí
⋃
Ak. Íåõàé x ∈

⋃
Ak, òîäi iñíó¹ k òàêå, ùî x ∈ Ak. Îñêiëüêè Ak

� âiäêðèòà ìíîæèíà, òî iñíó¹ îêië òî÷êè x, ÿêèé íàëåæèòü ìíîæèíi Ak,

à îòæå, íàëåæèòü i îá'¹äíàííþ
⋃

Ak. Òàêèì ÷èíîì, îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨

êiëüêîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ. Íåõàé A i B � âiä-

êðèòi ìíîæèíè i x ∈ A
⋂
B, òîäi x ∈ A, x ∈ B òà iñíóþòü îêîëè òî÷êè x

□α1α2...αn
⊂ A i □β1β2...βk

⊂ B. Òîäi iñíó¹ îêië □α1α2...αn

⋂
□β1β2...βk

⊂ A
⋂

B,

òîáòî x ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A
⋂

B, à îòæå, îñòàííÿ ¹ âiäêðè-

òîþ. Îñêiëüêè ìíîæèíè L òà ∅ òàêîæ íàëåæàòü äî τ , òî τ � òîïîëîãiÿ, à

ïàðà (L, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.

Ââåäåííÿ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè. Çàäàìî ó ïðîñòîði L ìiðó µ íàñòóïíèì

÷èíîì: îçíà÷èìî Pk = {p0k, p1k}, äå pik ⩾ 0 i p0k + p1k = 1, ∀k ∈ N ,

ïîêëàäåìî

µ {■c1...cn} =
n∏

i=1

pcii

i µ (
⋃

■c1...cn) =
∑

µ (■c1...cn), äå âiäðiçêè ■c1...cn íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ìiðè Ãàóñäîðôà äðîáîâèõ ïîðÿäêiâ. Ìiðà Ãàóñäîðôà îçíà÷à¹òüñÿ

òàêèì ÷èíîì:

Hα(E) = lim
ε→0

inf
µ(■c1...cn

)⩽ε

{∑
µα(■c1...cn),

⋃
■c1...cn ⊃ E

}
.

Ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à. Ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçè-

êîâè÷à ìíîæèíè E íàçèâàòèìåìî ÷èñëî

αµ (E) = inf {α : Hα (E) = 0} = sup {α : Hα (E) ̸= 0} .



34

1.2. Çàãàëüíà ñõåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0;1]

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè L íà âiäðiçîê [0; 1] ⊂ R1. Ìíîæè-

íó âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü f , ÿêi çáåðiãàþòü ïîðÿäîê, ïîçíà÷èìî Lf .

Îáðàç öèëiíäðè÷íî¨ ìíîæèíè ■α1α2...αn
ïðè âiäîáðàæåííi f ∈ Lf ïîçíà÷à-

òèìåìî ÷åðåç ∆f
α1α2...αn

. Íàêëàäàþ÷è ïåâíi îáìåæåííÿ íà âiäîáðàæåííÿ f ,

ìè áóäåìî îòðèìóâàòè ðiçíi ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë íà âiäðiçêó [0;1]. Íàïðè-

êëàä, ÿêùî

∣∣∆f
α1α2...αn+1

∣∣∣∣∣∆f
α1α2...αn

∣∣∣ = 1
2 äëÿ ∀n ∈ N, òî âiäîáðàæåííÿ f çàäà¹ äâiéêîâå

ïðåäñòàâëåííÿ, ïðè

∣∣∆f
α1α2...αn+1

∣∣∣∣∣∆f
α1α2...αn

∣∣∣ = qαn+1
äëÿ ∀n ∈ N � Q2-ïðåäñòàâëåííÿ.

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî f -êîäè äiéñíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ

λ1 ⩽

∣∣∆f
α1α2...αn+1

∣∣∣∣∣∆f
α1α2...αn

∣∣∣ ⩽ λ2.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Êîäóâàííÿì (çîáðàæåííÿì) ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] ç äî-

ïîìîãîþ àëôàâiòó A íàçèâà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó L ó

âiäðiçîê [0; 1].

Ëåìà 1.2. Iñíó¹ êîíòèíóàëüíà ìíîæèíà ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü f

ìíîæèíè L∗ â [0; 1] ⊂ R1, ÿêi çáåðiãàþòü ïîðÿäîê:

∀x1, x2 ∈ L : x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé q0 � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî òàêå, ùî 0 < q0 < 1,

Q2 = {q0, q1}, äå q1 = 1− q0. Âiäîáðàæåííÿ f : L∗ → [0; 1] çà çàêîíîì

x = f ({αk}) = βα1
+

∞∑
k=2

[
βαk

k∏
j=1

qαj

]
,

äå β0 = 0, β1 = q0, ¹ ái¹êòèâíèì i çáåðiãà¹ ïîðÿäîê [43].

Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó q0 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ êîíòèíóàëüíî¨ êiëüêiñòi òà-

êèõ âiäîáðàæåíü.
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Ëåìà 1.3. Ìíîæèíà ∆f
α1α2...αn

= f(■α1α2...αn
) ⊂ [0; 1], ùî ¹ îáðàçîì

öèëiíäðè÷íî¨ ìíîæèíè ■α1α2...αn
ïðè âiäîáðàæåííi f , ¹ âiäðiçêîì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå α ∈ ■α1α2...αn
, î÷åâèäíî, ùî âèêîíóþ-

òüñÿ íåðiâíîñòi:

□α1α2...αn(0) ⩽ α ⩽ □α1α2...αn(1).

Ïðè âiäîáðàæåííi f , â ñèëó éîãî ái¹êòèâíîñòi, iñíó¹ îáðàç α : x = f(α) ∈
∆f

α1α2...αn
, òîáòî

∆f
α1α2...αn(0)

⩽ x ⩽ ∆f
α1α2...αn(1)

.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ, òî îñêiëüêè âiä-

îáðàæåííÿ f çáåðiãà¹ ïîðÿäîê, îòðèìà¹ìî, ùî α /∈ ■α1α2...αn
. Äiñòàëè ïðî-

òèði÷÷ÿ, îòæå, â ñèëó äîâiëüíîñòi α ìà¹ìî, ùî ∆f
α1α2...αn

� âiäðiçîê.

Íàñëiäîê 1.1. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f ïðîñòîðó L â [0; 1] ⊂ R1 ái¹-

êòèâíå i çáåðiãà¹ ïîðÿäîê, òî âîíî íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó L i f(α) � ¨¨ îáðàç,

ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îêië îáðàçó � O(f(α)) = (a; b) ⊂ [0; 1]. Âêàæå-

ìî öèëiíäðè÷íó ìíîæèíó ∇α1α2...αk
⊂ (a; b), ÿêà ìiñòèòü f(α), âîíà iñíó¹

çà âèùå äîâåäåíîþ ëåìîþ, i äëÿ íå¨ iñíó¹ ïðîîáðàç □α1α2...αk
∋ α, òîá-

òî f(□α1α2...αk
) = ∇α1α2...αk

⊂ (a; b). Â ñèëó ái¹êòèâíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi

âiäîáðàæåííÿ f iíäóêó¹ äëÿ öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí íà [0; 1] âëàñòèâîñòi,

àíàëîãi÷íi äî âëàñòèâîñòåé öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí ïðîñòîðó L.

Âèõîäÿ÷è ç äîâåäåíîãî âèùå, î÷åâèäíî, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ∀α = {αk} ∈ L ïåðåðiç x =
∞⋂
k=1

∆f
α1...αk

¹ òî÷êîþ ç

âiäðiçêà [0; 1], ÿêó ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòèìåìî ∆f
α1(x)...αk(x)...

, i íàçèâàòè-

ìåìî äâiéêîâèì f -êîäóâàííÿì òî÷êè x.

Íàéïðîñòiøèì ñïîñîáîì êîäóâàííÿ ¹ êëàñè÷íå äâiéêîâå ïðåäñòàâëåí-

íÿ òà çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë òà éîãî ïåðåêîäóâàííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

τ2n−1 = 1 − α2n−1 i τ2n = α2n, òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ ÷è-
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ñëà äâiéêîâèì ðÿäîì ç îñíîâîþ (−2), òàê çâàíå íåãà-äâiéêîâå çîáðàæåííÿ

÷èñëà.

Òåîðåìà 1.2 ([45]). Äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà x ∈ [0; 1] iñíó¹ ïî-

ñëiäîâíiñòü (τn), äå τn ∈ {0, 1} òàêà ùî

x =
2

3
+

∞∑
k=1

τi
(−2)i

= ∆−2
τ1τ2...τk...

.

1.3. Ìåòðè÷íà òåîðiÿ óçàãàëüíåíèõ äâiéêîâèõ êîäiâ

Ìåòðè÷íà òåîðiÿ äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ (êîäóâàííÿ) ÷èñåë ðîçâ'ÿçó¹

çàäà÷i ïðî ìiðè ìíîæèí ÷èñåë, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó âëàñòèâiñòü, ùî âèðàæà-

¹òüñÿ ó òåðìiíàõ ¨õ çîáðàæåíü. íàéáiëüø çðó÷íîþ äëÿ àíàëiçó ìàñèâíîñòi

êîíòèíóàëüíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí ¹ ìiðà Ëåáåãà. Öå äiéñíà íåâiä'¹ìíà ôóí-

êöiÿ ìíîæèíè λ, âèçíà÷åíà íà σ-àëãåáði áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ïðîñòîðó

R1.

Òåîðåìà 1.3. ×èñëî α∗, âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

α∗(E) = sup{α : H̃α(E) ̸= 0} = inf{α : H̃α(E) = 0}, äå (1.1)

H̃α(E) = lim
ε→0

H̃ε
α(E),

H̃ε
α(E) = inf

|ωi|⩽ε

{∑
i

|ωi|α : ωi ∈ Wf , E ⊂
⋃
i

ωi

}
,

(1.2)

ñïiâïàäà¹ ç ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè E ⊂ [0; 1].

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ êîíñòàíòà c > 0 òàêà, ùî

mα
ε (E) ⩽ H̃ε

α(E) ⩽ c ·mα
ε (E), (1.3)

çîêðåìà c = 2(2γ + 1), äå Hα(E) = lim
ε→0

mα
ε (E) � êëàñè÷íà ìiðà Ãàóñäîðôà,

lα(E) = c lim
ε→0

mα
ε (E) i γ � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî

λγ
2 ⩽ λ1. (1.4)
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Ëiâà ç íåðiâíîñòåé (1.3), î÷åâèäíî, âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ðîçìiðíîñòi

Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à.

Äîâåäåìî ïðàâó. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäðiçêà u ⊂
[0; 1] iñíó¹ íå áiëüøå, íiæ 2(2γ + 1) åëåìåíòiâ ìíîæèíè öèëiíäðè÷íèõ âiä-

ðiçêiâ Wf , òàêèõ, ùî ïîêðèâàþòü u i ìàþòü äîâæèíó, ìåíøó |u|. Iñíóþòü
v0 i v1 ðàíãó k− 1 ç W (k−1)

f , òàêi, ùî u ⊂ [0; 1], sup v0 = inf v1 i u1 = u
⋂

v0,

u2 = u
⋂
v1. Ðîçãëÿíåìî u1. Íåõàé v0 = v00

⋃
v01, ìîæëèâi íàñòóïíi âèïàä-

êè.

1. |v01| ⩽ |u1| i |v00| ⩽ |u1|. Â öüîìó âèïàäêó u1 ïîêðèâà¹òüñÿ äâîìà

âiäðiçêàìè ç W (k)
f ç äîâæèíàìè, ìåíøèìè |u1|.

2. |v01| ⩽ |u1| i |v00| > |u1|. Âèáåðåìî γ òàêèì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà
(1.4) i ðîçãëÿíåìî âñi 2γ âiäðiçêè ðàíãó (k+γ) çW (k+γ)

f , ÿêi íàëåæàòü

v00. �õ äîâæèíè íå ïåðåâèùóþòü |u1|, îñêiëüêè

λ1|v0| ⩽ |v01| ⩽ |u1| ⩽ |v00| ⩽ λ2|v0|,

λγ+1
1 |v0| ⩽ λγ

1 |v00| ⩽ |v00c1...cγ | ⩽ λγ
2 |v00| ⩽ λγ+1

2 |v0|,

i â ñèëó íåðiâíîñòi (1.4), ìà¹ìî

|v00c1...cγ | ⩽ λγ+1
2 |v0| ⩽ λγ

1 |v0| < |u1|.

Â öüîìó âèïàäêó ìè ïîêðèëè u1 çà äîïîìîãîþ (2γ + 1) âiäðiçêiâ ç

Wf , äîâæèíè ÿêèõ ìåíøi |u1|.
3. |v01| > |u1|. Íåõàé m � ìiíiìàëüíèé ðàíã âiäðiçêiâ ç Wf , äëÿ ÿêîãî

íå iñíó¹ âiäðiçêiâ ðàíãó (m − 1), ÿêi á íàëåæàëè |u1|, òîáòî iñíó¹

âiäðiçîê e ∈ W
(m−1)
f òàêèé, ùî u1 ∈ e. Ðîçãëÿäàþ÷è e = e0

⋃
e1, ei ∈

W
(m)
f , ïðèõîäèìî äî îäíîãî ç ïîïåðåäíiõ âèïàäêiâ, îñêiëüêè e1 ⊂ u1.

Îòæå, â óñiõ âèïàäêàõ ìè ïîêðèâà¹ìî u1 íå áiëüøå, íiæ (2γ+1) âiäðiçêàìè

ç Wf , äîâæèíè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü |u1|.
Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ïðîâîäèìî äëÿ u2. Òîáòî, âiäðiçîê u = u0

⋃
u1



38

ìîæíà ïîêðèòè íå áiëüøå, íiæ 2(2γ +1) âiäðiçêàìè ç Wf , äîâæèíè ÿêèõ íå

ïåðåâèùóþòü |u| ⩽ ε.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε-ïîêðèòòÿ {uk} ìíîæèíè E iñíó¹ ¨¨ ε-

ïîêðèòòÿ {wk
i }, wk

i ∈ Wf , i = 1,mk, äå mk ⩽ 2(2γ + 1) òàêå, ùî |wk
i | ⩽ |uk|

äëÿ ∀i ∈ {1, 2, ...,mk}.
Òîìó ∑

|wk
i |α =

∑
k

mk∑
i=1

|wk
i |α ⩽

∑
k

2(2γ + 1)|uk|α

i ìà¹ ìiñöå ïðàâà ç íåðiâíîñòåé (1.3).

Â ñâîþ ÷åðãó, ç (1.3) âèïëèâà¹, ùî ìiðè lα(E) i Hα(E) îäíî÷àñíî ïåðå-

òâîðþþòüñÿ â íóëü àáî íåñêií÷åííiñòü, òîáòî α∗(E) = α0(E).

Íåõàé δ = (δ1...δm), m ∈ N , íàáîðè δi ∈ {0; 1}, i ∈ 1,m. Îçíà÷èìî

Tm
δ -ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x = ∆f

α1(x)α2(x)...αk(x)...
ç âiäðiçêà [0; 1] íà-

ñòóïíèì ÷èíîì:

Tm
δ (x) = ∆f

δ1δ2...δmαm+1(x)...
.

Tm
δ -ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè E íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà îáðàçiâ

Tm
δ (E) =

{
x : x = ∆f

δ1δ2...δmαm+1(x)...
,∆f

α1(x)α2(x)...αk(x)...
∈ E

}
.

Òåîðåìà 1.4. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ âëàñòèâiñòü:

0 < λ1 ⩽
|∆α1α2...αnαn+1

|
|∆α1α2...αn

|
⩽ λ2 < 1,∀n ∈ N,αi ∈ {0; 1}, (1.5)

òî äëÿ ∀E ⊂ [0; 1] : λ(E) = 0 =⇒ λ(Tm
δ (E)) = 0.

Äîâåäåííÿ. ßê âiäîìî, çîâíiøíÿ ìiðà Ëåáåãà îçíà÷à¹òüñÿ òàê:

λ∗(E) = inf
E⊂
⋃
i

ui

∑
k

|uk|,

i ÿêùî λ(E) = 0, òî λ∗(E) = 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïðè íàâåäåíèõ âèùå óìî-

âàõ äîâiëüíà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè ïiä äi¹þ Tm
δ -ïåðåòâîðåííÿ

ïåðåõîäèòü â íóëü-ìíîæèíó.
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Íåõàé A � äîâiëüíà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà, òàêà ùî λ(A) = 0, òîáòî äëÿ

∀ε > 0 iñíó¹ ïîêðèòòÿ wi ìíîæèíè A, òàêå ùî
∑
i

|wi| < ε. Ïîêàæåìî, ùî

iñíó¹ êîíñòàíòà s, òàêà, ùî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

λ∗(A) ⩽ λ∗(Tm
δ (A)) ⩽ sλ∗(A),

äå Tm
δ (A) � îáðàç ìíîæèíè A ïiä äi¹þ Tm

δ -ïåðåòâîðåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ ìíîæèíè A çà äîïîìîãîþ öèëiíäðiâ, äëÿ íüîãî ïiä

äi¹þ Tm
δ -ïåðåòâîðåííÿ ïîáóäó¹òüñÿ ïîêðèòòÿ ìíîæèíè Tm

δ (A). Íà ïåâíîìó

êðîöi êîæåí öèëiíäð ç ïîêðèòòÿ Tm
δ (A) ìîæíà ïîêðèòè íå áiëüøå, íiæ

[λ2

λ1
] + 1 = s öèëiíäðàìè òîãî æ ðàíãó, âèõîäÿ÷è ç (1.5).

Ïîçíà÷èìî, ω∗
i � ïîêðèòòÿ ìíîæèíè Tm

δ (A), òîäi∑
i

|w∗
i | ⩽

∑
i

|wi|+ s
∑
i

|wi| ⩽ ε+ sε = ε(1 + s).

Îòæå, äëÿ ∀ε > 0 iñíó¹ ïîêðèòòÿ wi ìíîæèíè A, òàêå, ùî ïîêðèòòÿ

ìíîæèíè Tm
δ (A) ìà¹ âëàñòèâiñòü

∑
i

|w∗
i | < δ, äå δ = ε(1 + s). À îñêiëüêè

îáèäâi ìíîæèíè âèìiðíi, òî ¨õ ìiðè îäíî÷àñíî ðiâíi àáî íåðiâíi íóëþ.

1.4. Éìîâiðíiñíà òåîðiÿ äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ

Éìîâiðíiñíà òåîðiÿ äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë âèâ÷à¹ çàäà÷i

ïîâ'ÿçàíi ç ðîçïîäiëàìè éìîâiðíîñòåé íà ìíîæèíàõ, ùî âèçíà÷åíi âëàñòè-

âîñòÿìè äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ¨õ åëåìåíòiâ.

ßêùî Ω � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, à F � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Ω, òîáòî êëàñ

ìíîæèí, ùî ìiñòèòü Ω i çàìêíåíèé âiäíîñíî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí i äîïîâíå-

ííÿ, òî ïàðà (Ω,F) íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíèì ïðîñòîðîì. Ìiðà µ, ùî çàäàíà

íà âèìiðíîìó ïðîñòîði (Ω,F) íàçèâà¹òüñÿ éìîâiðíiñíîþ, ÿêùî µ(Ω) = 1 ,

à òðiéêà (Ω,F, µ) � éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 1.5 (Ëåáåãà, [43]). ßêùî µ � çëi÷åííî-àäèòèâíà éìîâiðíi-
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ñíà ìiðà, òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçêëàä

µ(E) = α1µd(E) + α2µac(E) + α3µs(E), ∀E ∈ F,

äå µd, µac, µs � äèñêðåòíà, àáñîëþòíî íåïåðåðâíà i ñèíãóëÿðíà éìîâiðíiñíi

ìiðè âiäïîâiäíî, αi > 0, α1 + α2 + α3 = 1.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ξ = ∆f
η1η2...ηk...

, (1.6)

äâiéêîâi f � êîäè ηk, ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ùî

íàáóâàþòü çíà÷åíü 0 òà 1 ç éìîâiðíîñòÿìè p0k òà p1k âiäïîâiäíî, pik ⩾

0, p0k + p1k = 1 ∀k ∈ N . Ìàòðèöÿ ∥pik∥ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹ òèï ðîçïîäiëó

âèùå îçíà÷åíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Ëåìà 1.4. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ∆f
η1η2...ηk...

ïîäà-

¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Fξ(x) =


0, ïðè x < 0,

β1(x) +
∞∑
i=2

[
βi(x)

i−1∏
j=1

pαj(x)j

]
, ïðè x ∈ [0; 1],

1, ïðè x > 1;

äå

βi(x) =

 0, ÿêùî αi(x) = 0,

p0i, ÿêùî αi(x) = 1
,

à αi(x) � öèôðè f -êîäóâàííÿ ÷èñëà x. ßêùî Fξ(x) ìà¹ ïîõiäíó ó òî÷öi

x = ∆f
α(x)1α(x)2...α(x)n...

, âîíà çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

F ′(x) = lim
x2−x1→0

F (x2)− F (x1)

x2 − x1
= lim

m→∞

m∏
i=1

pαi(x)i

|∆α1(x)α2(x)...αm(x)|
⩽

∞∏
i=1

pαi(x)i

λ1
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) = P{ξ <

x}, òî ìà¹ìî

{ξ < x} = {ξ1 < α1(x)}
⋃

{ξ1 = α1(x), ξ2 < α2(x)}
⋃

...
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⋃
{ξi = αi(x), i ∈ 1, n− 1ξn < αn(x)}

⋃
...

Îñêiëüêè ïîäi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íåñóìiñíi, òî

P{ξ < x} = P{ξ1 < α1(x)}+ P{ξ1 = α1(x), ξ2 < α2(x)}+ ...

P{ξ1 < α1(x)} =

 0, ÿêùî αi(x) = 0,

p0i, ÿêùî αi(x) = 1
:= β1(x)

Â ñèëó íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξi ìà¹ìî

P{ξi = αi(x), i ∈ 1, n− 1, ξn < αn(x)} =

= P{ξn < αn(x)}
n−1∏
i=1

P{ξi = αi(x)} = βn(x)
n−1∏
i=1

pαi(x)i,

òîìó P{ξ < x} =
∞∑
j=1

[βj(x)
j−1∏
i=1

pαi(x)i] äëÿ ∀i > 1.

Òåîðåìà 1.6. Äëÿ òîãî, ùîá âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìàëà äèñêðåòíèé

ðîçïîäië, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

∞∏
k=1

max
i

{pik} > 0. (1.7)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßê âiäîìî, ñòðèáîê ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fξ(x)

â òî÷öi x ðiâíèé

lim
ε→0

(Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε)) = lim
k→∞

P{ξ = ∆α1(x)...αk(x)...} =

= lim
k→∞

k∏
j=1

pαj(x)j =
∞∏
j=1

pαj(x)j

Îòæå, äëÿ òîãî ùîá, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìàëà ñòðèáîê â òî÷öi x íåîáõiäíî

i äîñòàòíüî, ùîá
∞∏
j=1

pαj(x)j > 0. Îñêiëüêè æ

∞∏
k=1

max
i

{pik} ⩾
∞∏
j=1

pαj(x)j,
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òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (1.7).

Äîñòàòíiñòü. ×åðåç pn(k)k ïîçíà÷èìî max
i

{pik} äëÿ ∀k ∈ N i ðîçãëÿ-

íåìî ÷èñëî x = ∆αn(1)αn(2)...αn(k).... Îñêiëüêè ξk íåçàëåæíi, òî

P{ξ = x} = P{ξ1 = αn(1), ..., ξk = αn(k), ...} =
∞∏
k=1

max
i

{pik} > 0.

Îòæå, x ¹ àòîìîì ðîçïîäiëó.

Î÷åâèäíî, ùî â òî÷öi x ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fξ(x) áóäå ìàòè ìàêñèìàëü-

íèé ñòðèáîê. ×èñëà, äâiéêîâå êîäóâàííÿ ÿêèõ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä x ëèøå

ñêií÷åíèì ÷èñëîì åëåìåíòiâ, òàêîæ ¹ àòîìàìè, ùî âèïëèâà¹ ç íåîáõiäíî¨

óìîâè çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî äîáóòêó. Íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî ñóìà öèõ

ñòðèáêiâ áóäå ðiâíà 1, öå äîâîäèòü, ùî éìîâiðíiñòü çîñåðåäæåíà íà ç÷èñëåí-

íié ìíîæèíi âèùå íàçâàíèõ òî÷îê.

Òåîðåìà 1.7. ßêùî äîâiëüíó áîðåëiâñüêó ìíîæèíó E ⊂ [0; 1] íóëüâî¨

ìiðè Ëåáåãà, Tm
δ −ïåðåòâîðåííÿ ïåðåâîäèòü â íóëü-ìíîæèíó, òî âèïàä-

êîâà âåëè÷èíà (1.6) ìà¹ ÷èñòèé òèï ðîçïîäiëó, òîáòî àáî ÷èñòî äèñêðå-

òíèé, àáî ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, àáî ÷èñòî ñèíãóëÿðíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E � äîâiëüíà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà. Ðîçãëÿíåìî ïî-

äiþ A = {ξ ∈ Tm
δ (E)}.

Îñêiëüêè ξi íåçàëåæíi, òî ïîäiÿ A, áóäó÷è ïîðîäæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ηk íå çàëåæèòü âiä âñiõ σ−àëãåáð Bk, ïîðîäæåíèõ

η1, η2, ..., ηk, ¹ çàëèøêîâîþ. Òîìó çà çàêîíîì 0 òà 1 Êîëìîãîðîâà éìîâið-

íiñòü P (A) = 0 àáî P (A) = 1.

ßê áóëî äîâåäåíî âèùå, ÿêùî
∞∏
k=1

max
i

{pik} > 0, òî ìíîæèíà E íå áiëüø

íiæ ç÷èñëåííà i ðîçïîäië áóäå ÷èñòî äèñêðåòíèì. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó,

òîáòî ïðè
∞∏
k=1

max
i

{pik} = 0 ìîæëèâi äâà âèïàäêè:

1. çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà E íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà, ùî P{ξ ∈ E} > 0,

òîáòî ðîçïîäië ξ ìiñòèòü íåíóëüîâó ñèíãóëÿðíó êîìïîíåíòó.

2. òàêî¨ ìíîæèíè íå iñíó¹, òîáòî ç òîãî ùî λ(E) = 0 âèïëèâà¹, ùî
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P{ξ ∈ E} = 0, ùî ðiâíîñèëüíî àáñîëþòíié íåïåðåðâíîñòi ðîçïîäiëó.

Òåîðåìà 1.8. ßêùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.5):

0 < λ1 ⩽
|∆α1α2...αnαn+1

|
|∆α1α2...αn

|
⩽ λ2 < 1,∀n ∈ N,αi ∈ {0; 1}

òî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹ ÷èñòèì.

Äîâåäåííÿ. Â ðîáîòi [24] áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçìiðíîñòi

Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìîæíà îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì ïîêðèòòiâ çà äîïî-

ìîãîþ öèëiíäðiâ. Ïðè α = 1 âèðàç H̃ε
α(E) = inf

|ωi|⩽ε
{
∑
i

|ωi|α : ωi ∈ Wf , E ⊂⋃
i

ωi}, äå Wf � ìíîæèíà öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ, ñïiâïàäà¹ ç çîâíiøíüîþ

ìiðîþ Ëåáåãà ìíîæèíè E.

ßê âiäîìî, çîâíiøíÿ ìiðà Ëåáåãà îçíà÷à¹òüñÿ λ∗(E) = inf
E⊂
⋃
i

ui

∑
k

|uk| i

ÿêùî λ(E) = 0, òî λ∗(E) = 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïðè íàâåäåíèõ âèùå óìî-

âàõ, äîâiëüíà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè ïiä äi¹þ Tm
δ -ïåðåòâîðåííÿ

ïåðåõîäèòü â íóëü-ìíîæèíó. À öå ñïðàâåäëèâî â ñèëó òåîðåìè 1.4.

Òåîðåìà 1.9. ßêùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f âèêîíó¹òüñÿ (1.5) i ìàòðè-

öÿ ∥pik∥ ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü íóëiâ, òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹

ñèíãóëÿðíèé ðîçïîäië êàíòîðiâñüêîãî òèïó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé En � öå îá'¹äíàííÿ âñiõ âiäðiçêiâ ðàíãó n, ÿêi ìiñòÿòü

òî÷êè ñïåêòðà Sξ, Fn � öå îá'¹äíàííÿ iíòåðâàëiâ ðàíãó n, ÿêi ìàþòü ïîðî-

æíié ïåðåðiç ç Sξ, àëå ìiñòÿòüñÿ ó âiäðiçêàõ ðàíãó n − 1, ùî íàëåæàòü äî

En−1. Òîäi En−1 = En

⋃
Fn i En−1

⋂
Sξ ̸= ∅ i Sξ =

∞⋂
n=1

En i λ(Sξ) = lim
n→∞

En.

Î÷åâèäíî E0 = [0; 1], λ(E0) = 1. Òîäi

λ(E1) < λ(E0)− λ(E0) · µ =

= λ(E0)(1− µ) = (1− µ)λ(E2) < (1− µ)2
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.............................

λ(Ek) < (1− µ)k → 0(k → ∞).

1.5. Ëàíöþãîâå ïðåäñòàâëåííÿ òà çîáðàæåííÿ ÷èñåë

Âïåðøå ëàíöþãîâi äðîáè áóëè ðîçãëÿíóòi iòàëiéñüêèì ìàòåìàòèêîì Áîì-

áåëëi ó 1572 ðîöi. Ïiçíiøå òåîðiþ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñôîðìóëþâàâ Ë.Åéëåð

òà çàñòîñóâàâ ¨õ äî ðîçêëàäó ôóíêöié, ïðåäñòàâëåííÿ íåñêií÷åííèõ äîáó-

òêiâ òà ií. Ëàíöþãîâi äðîáè òàêîæ çóñòði÷àëèñü ó ðîáîòàõ Ä.Áåðíóëëi,

Æ.Ë.Ëàãðàíæà. Ìåòðè÷íó òåîðiþ åëåìåíòàðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âèâ÷à-

ëè Ï.Ëåâi [86], Î.ß.Õií÷èí [61], I.J.Good [77], D.Hensley [81, 80, 79], O. Jenki-

nson [84], Â.I.Àðíîëüä [2], Ó.Äæîóíñ i Â.Òðîí [16] òà iíøi. Â Óêðà¨íi âèâ÷å-

ííÿì ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ çàéìàëèñü Â.ß.Ñêîðîáàãàòüêî

[54], Ì.Ì.Ïàãiðÿ [38], ß.Ô.Âèííèøèí [9], Áðàãií Î.Á. [6] Ð.I.Äìèòðèøèí

[27], Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé [49, 41], Î. Ë. Ëåùèíñüêèé [33, 32, 34], Ñ. Àëüáåâå-

ðiî, Ã.Ì. Òîðáií [62, 1, 49] òà iíøi.

Ëàíöþãîâèì (àáî íåïåðåðâíèì [61]) äðîáîì íàçèâà¹òüñÿ âèðàç âèäó

a0 +
1

a1 +
1

a2 + ...

, (1.8)

äå (an) � ÷èñëîâà, ôóíêöiîíàëüíà àáî äåÿêà iíøà ïîñëiäîâíiñòü. ßêùî ïî-

ñëiäîâíiñòü (an) ¹ íåñêií÷åííîþ, òî ëàíöþãîâèé äðiá íàçèâà¹òüñÿ íåñêií-

÷åííèì, à ÿêùî ñêií÷åííîþ, òî � ñêií÷åííèì. Íàéáiëüø ïîøèðåíèìè â

ìàòåìàòèöi i ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ ¹ åëåìåíòàðíi ëàíöþãîâi äðîáè [61], â ÿêèõ

(an) � ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá áóäåìî ôîðìàëüíî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi

[a0; a1, ..., an, ...] i íàçèâàòè çîáðàæåííÿì ëàíöþãîâîãî äðîáó, à ñêií÷åííèé

� [a0; a1, ..., an]. Òàêîæ íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá ìîæíà çîáðàçèòè ó



45

âèãëÿäi [a0; a1, a2, ..., an−1, rn], äå rn = [an; an+1, ..., an+k, ...] � n-é çàëèøîê

ïî÷àòêîâîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó.

Ïåðiîäè÷íèé ëàíöþãîâèé äðiá

[a0; a1, a2, . . . , an, c1, c2, . . . , cp, c1, c2, . . . , cp, . . . ]

çàïèñó¹òüñÿ [a0; a1, . . . , an, (c1, c2, . . . , cp)], äå (c1, c2, . . . , cp) � ïåðiîä.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæíà ðîçêëàñòè ó åëåìåíòàð-

íèé ëàíöþãîâèé äðiá äâîìà ñïîñîáàìè [0; a1, ..., an−1, an+1] = [a0; a1, ..., an, 1].

Çà äîìîâëåíiñòþ, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïåðøèé âàðiàíò.

Òåîðåìà 1.10 (Åéëåð-Ëàãðàíæ). ×èñëî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

íåñêií÷åííîãî ïåðiîäè÷íîãî åëåìåíòàðíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè âîíî ¹ iððàöiîíàëüíèì ðîç'ÿçêîì êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ ç

öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ïiäõiäíèì äðîáîì ïîðÿäêó n ëàíöþãîâîãî äðîáó [a0; a1, a2, ..., an, ...] íà-

çèâà¹òüñÿ ÷èñëî
pn
qn
, ùî ¹ çíà÷åííÿì ñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

[a0; a1, a2, ..., an], òîáòî n-ãî âiäðiçêà äàíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó. Ïðè öüî-

ìó ÷èñëî pn íàçèâà¹òüñÿ ÷èñåëüíèêîì ïiäõiäíîãî äðîáó, à qn � çíàìåííè-

êîì. Äîáðå âiäîìèé [61] çàêîí óòâîðåííÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ìà¹ íàñòóïíèé

âèãëÿä: äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ⩾ 2 pn = anpn−1 + pn−2,

qn = anqn−1 + qn−2,

ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ p0 = a0, q0 = 1, p1 = a1a0 + 1, q1 = a1.

Îñêiëüêè pn i qn çàëåæàòü âiä ïåðøèõ åëåìåíòiâ ëàíöþãîâîãî äðîáó, òî

ìîæíà âèêîðèñòîâóòè i òàêi ïîçíà÷åííÿ p(a0, a1, . . . , an) i q(a0, a1, . . . , an)

âiäïîâiäíî ( p(a1, . . . , an) i q(a1, . . . , an) ïðè a0 = 0).

Òåîðåìà 1.11 ([61]). Äëÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

1. qkpk−1 − pkqk−1 = (−1)k;

2. qkpk−2 − pkqk−2 = (−1)k−1ak;
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3. pk−1

qk−1
− pk

qk
= (−1)k

qkqk−1
;

4. pk−1

qk−1
− pk+1

qk+1
= (−1)kak+1

qk+1qk−1
.

5. qk
qk−1

= [ak; ak−1, ..., a1];

6. [a0; a1, a2, ..., an] =
pk−1rk+pk−2

qk−1rk+qk−2
, äå rk = [ak; ak+1,...,an], k ⩽ n.

Òåîðåìà 1.12. Ïiäõiäíi äðîáè ïàðíîãî ïîðÿäêó óòâîðþþòü çðîñòà-

þ÷ó, à íåïàðíîãî ïîðÿäêó � ñïàäíó ïîñëiäîâíîñòi. Ïðè öüîìó áóäü-ÿêèé

ïiäõiäíèé äðiá íåïàðíîãî ïîðÿäêó áiëüøèé áóäü-ÿêîãî ïiäõiäíîãî äðîáó ïàð-

íîãî ïîðÿäêó.

Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá íàçèâà¹òüñÿ çáiæíèì, ÿêùî iñíó¹ ãðàíè-

öÿ ïîñëiäîâíîñòi
pn
qn

éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ. Îñòàííÿ íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì

ëàíöþãîâîãî äðîáó.

Òåîðåìà 1.13 ([61, c. 17]). Äëÿ çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó [a0; a1, a2, ..., an, ...], íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ðîçáiãàâñÿ ðÿä a1 +

a2 + ...+ an + ....

Òåîðåìà 1.14. ßêùî x � çíà÷åííÿ íåñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó

[0; a1, a2, ...], òî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n

1

qn(qn + qn+1)
< |x− pn

qn
| = 1

qn(rn+1qn + qn+1)
⩽

1

qnqn+1
.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Öèëiíäðîì ðàíãó n ç îñíîâîþ a1a2 . . . an ëàíöþãîâîãî

çîáðàæåííÿ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

∆c1c2...cn = {x : x = [c1, c2, . . . , cn, an+1, an+2, . . . ], ai = ci, i = 1, n}

Äîâæèíà öèëiíäðà n-ãî ðàíãó îá÷èñëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì [61]

|∆c1c2...cn| =
1

qn(qn + qn−1)
,

à îñíîâíå ìåòðè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ çàïèøåòüñÿ

|∆c1c2...cns|
|∆c1c2...cn|

=
1

s2

˙1 + qn−1

qn

(1 + qn−1

sqn
)(1 + 1

s +
qn−1

sqn
)
.
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Åëåìåíòè ëàíöþãîâîãî äðîáó (1.8) âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíîñòi:

an(x) =

[
1

T n−1(x)

]
, T n−1(x) ̸= 0,

äå T : [0; 1) → [0; 1) � ïåðåòâîðåííÿ Ãàóñà, çàäàíå íàñòóïíèì ÷èíîì:

T (x) :=
1

x
−
[
1

x

]
, 0 < x < 1, T (0) := 0, a1(x) =

[
1

x

]
Ëàíöþãîâi äðîáè Äàíæóà i D2-çîáðàæåííÿ Ïîêëàäåìî 1

0 ≡ ∞,
1
∞ ≡ 0, (1, 0)k ≡ (1,0,1,0,...,1,0︸ ︷︷ ︸

2k

), (0, 1)k ≡ (0,1,...,0,1︸ ︷︷ ︸
2k

).

Äàíæóà âñòàíîâèâ [73], ùî êîæíå äiéñíå ÷èñëî x ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ñêií-

÷åííèé àáî íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá x = [d0; d1, ..., dn, ...], äå d0 ∈ Z,

ïðè÷îìó x−d0 ⩾ 0, dn ∈ {0, 1}, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ëàíöþãîâèì

äðîáîì (àáî ëàíöþãîâèì äðîáîì Äàíæóà).

Òàêi ðîçêëàäè ÷èñåë âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ [82, 83] i ëåãêî îòðèìóþòüñÿ ç

ðîçêëàäiâ ÷èñåë â åëåìåíòàðíi ëàíöþãîâi äðîáè. Íèæ÷å íàâåäåìî àëãîðèòì

òàêîãî ðîçêëàäó.

Òåîðåìà 1.15. Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ (0; 1] iñíó¹ íàáið d1, ..., dn àáî ïîñëi-

äîâíiñòü (dn) ∈ L òàêi, ùî: x = [0; d1, d2, ..., dn] àáî

x = [0; d1, d2, ..., dn, ...] ≡ [0; d1d2...dn...]
D2, ïðè÷îìó (1.9)

d1 = 1 i dj+1 = 1, ÿêùî dj = 0.

Äîâåäåííÿ. Íàâåäåìî êîíñòðóêòèâíå (àëãîðèòìi÷íå) äîâåäåííÿ iñíóâà-

ííÿ ðîçêëàäó ÷èñëà x. Î÷åâèäíî, ùî 1 = [0; 1]D2. Íåõàé 1 < a ∈ N . Òîäi

[0; a] = 1
a = 1

1+a−1 =
1

1+ 1

0+ 1
a−1

i

1

a
= [0; 1, 0, a− 1] = [0; 1, 0, 1, 0, a− 2] = ... = [0; 1, 0, 1, 0, ..., 1, 0, 2] =

= [0; 1, 0, 1, 0, ..., 1, 0, 1] = [0; (1, 0)a−1, 1]D2.
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Íåõàé 0 < x < 1. Òîäi u1 ≡ 1
x > 1. Íåõàé x1 ≡ u1 − 1 = 1

x − 1, ìà¹ìî

x =
1

u1
=

1

1 + x1
= [0; 1 + x1] i d1 = 1.

ßêùî x1 = 1, òî x = [0; 1, 1]D2 = [0; 1, 0, 1]D2. ßêùî x1 ̸= 1, òî ìîæëèâi

âèïàäêè 0 < x1 < 1 àáî x1 > 1.

ßêùî x1 < 1, òî âèêîíà¹ìî òå æ ñàìå ïåðåòâîðåííÿ.

Ïðîöåäóðà 1. Ïîêëàâøè u2 ≡ 1
x1
, îòðèìó¹ìî 1 < u2 = 1 + x2,

x1 =
1

1 + x2
i x =

1

1 + 1
1+x2

.

ßêùî x1 > 1, òî çàñòîñó¹ìî ïðîöåäóðó 2: ïîêëàäåìî x2 ≡ 1
x1
, îòðèìà¹ìî

x1 =
1

0+x2
, äå x2 ≡ 1

x1
< 1.

Îòæå, äâà åëåìåíòè ðîçêëàäó x â ëàíöþãîâèé äðiá çíàéäåíî:

x =
1

1 + 1
d2+x2

, äå d2 ∈ {0, 1}.

Àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ïåðøèõ äâîõ åëåìåíòiâ ðîçêëàäó (1.9) ÷èñëà x

çàâåðøåíî.

Òåïåð ïðîàíàëiçó¹ìî çàëèøîê x2. ßêùî x2 = 1, òî

x = [0; 1, d2, 1, 1]
D2 = [0; 1, d2, 1, 0, 1]

D2.

ßêùî x1 < 1, òî äi¹ìî çà ïðîöåäóðîþ 1, ÿêùî x2 > 1, òî � çà ïðîöåäó-

ðîþ 2. Îòðèìó¹ìî x3, d3 i ðîçêëàä

x =
1

1 + 1
d2+

1
d3+x3

= [0; 1, d2, d3 + x3, ],

ïðè÷îìó, ÿêùî d2 = 0, òî d3 = 1. Ñïðàâäi, ïðè d2 = 0 ÷èñëî x2 ìåíøå 1. I

ò.ä.

Çà ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ îòðèìà¹ìî xk = 1 àáî æ ïðîöåñ ïðîäîâæó-

âàòèìåòüñÿ äî íåñêií÷åííîñòi. Éîãî çáiæíiñòü î÷åâèäíà.
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä:

3

7
=
1
7
3

=
1

1 + 4
3

=
1

1 + 1
3
4

=
1

1 + 1
0+ 3

4

=
1

1 + 1
0+ 1

4
3

=

=
1

1 + 1
0+ 1

1+1
3

=
1

1 + 1
0+ 1

1+ 1
1+2

=
1

1 + 1
0+ 1

1+ 1
1+ 1

1
2

=

=
1

1 + 1
0+ 1

1+ 1
1+ 1

0+1
2

=
1

1 + 1
0+ 1

1+ 1
1+ 1

0+ 1
1+1

1

= [0; 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1].

Òàêèì ÷èíîì, ìàþ÷è ðîçêëàä ÷èñëà x = [0; a1, a2, ..., an, ...] â åëåìåíòàðíèé

ëàíöþãîâèé äðiá ëåãêî îòðèìàòè ðîçêëàä öüîãî ÷èñëà â ëàíöþãîâèé äðiá

Äàíæóà ç âèêîðèñòàííÿì äâîõ ïðèéîìiâ:

ßêùî a, b ∈ Z, b ⩾ 2 i u ⩾ 0, òî

a+
1

b+ u
= a+

1

1 + 1
0+ 1

b−1+u

= [a; 1, 0, (b− 1) + u] i

[a; b+ u] = a+
1

b+ u
= a− 1 +

1

0 + 1
1+ 1

b+u

= [a− 1; 0, 1, b+ u].

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðîçêëàä ÷èñëà

x = [0; (1, 0)a1−1, 1, (1, 0)a2−1, 1, (1, 0)a2−1, 1, ...],

ÿêèé íàçèâàòèìåìî D2-çîáðàæåííÿì.

Çàóâàæèìî, ùî êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (0; 1] ìà¹ äâà D2-

çîáðàæåííÿ [0; d1, d2, ..., dn, 1, 1]
D2 ≡ [0; d1, d2, ..., dn, 1, 0, 1]

D2.

Îñêiëüêè [0; a, b] = [0; a, 0, 0, b], òî äîçâîëèâøè âèêîðèñòîâóâàòè äâà íó-

ëi ïiäðÿä, ìè îòðèìó¹ìî iíøèé ðîçêëàä ÷èñëà â ëàíöþãîâèé äðiá ç åëåìåí-

òàìè 0 òà 1, âiäìiííèé âiä îäåðæàíîãî çà âêàçàíèì àëãîðèòìîì. Öå ïðè-

âåäå äî òîãî, ùî ÷èñëà ìàòèìóòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðiçíèõ çîáðàæåíü.

Çàáîðîíà âèêîðèñòîâóâàòè äâà íóëi ïiäðÿä äà¹ ¹äèíiñòü D2-çîáðàæåííÿ ið-

ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i äâà çîáðàæåííÿ äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
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Çàóâàæåííÿ 1.1. Îñêiëüêè D2-çîáðàæåííÿ ¹ äâîñèìâîëüíèì ïåðåêîäó-

âàííÿì åëåìåíòàðíîãî ëàíöþãîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë, òî âiäïîâiäíà éîìó

òîïîëîãî-ìåòðè÷íà òåîðiÿ ÷àñòêîâî ìîæå áóòè îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi ïðî-

åêòóâàííÿ âiäîìèõ ôàêòiâ ç òåîði¨ åëåìåíòàðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ â íîâi

ôîðìè.

Íàïðèêëàä, âiäîìèé ðåçóëüòàò Õií÷èíà [61], ùî äëÿ ìàéæå âñiõ (ó ðî-

çóìiíi ìiðè Ëåáåãà) ÷èñåë x = [0; a1, ..., an, ...] âèêîíó¹òüñÿ

lim
n→∞

1
n

n∑
j=1

aj = ∞ âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

n∑
j=1

aj − n

n∑
j=1

aj

= 1,

òîáòî äëÿ ìàéæå âñix x "÷àñòîòè"íóëÿ òà îäèíèöi ó ðîçêëàäi ó êàíîíi÷íèé

ëàíöþãîâèé äðiá îäíàêîâi.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Äàíèé ðîçäië ìiñòèòü êîðîòêèé îãëÿä ðåçóëüòàòiâ ïîâ'ÿçàíèõ ç òåìîþ

äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ. Ðîçãëÿíóòî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåí-

íÿ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Ââåäåíî ó ðîçãëÿä ïðîñòið

ïîñëiäîâíîñòåé ç íóëiâ òà îäèíèöü òà çàäàíî ìàòåìàòè÷íi ñòðóêòóðè íà

íüîìó. Ñôîðìóëüîâàíî ðÿä òâåðäæåíü ñòîñîâíî éîãî òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ

âëàñòèâîñòåé. Âèêëàäåíî îñíîâíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ åëåìåíòàðíèõ ëàíöþãî-

âèõ äðîáiâ òà ¨õ ïåðåêîäóâàííÿ ó äðîáè Äàíæóà.
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ÐÎÇÄIË 2

ÌÅÄIÀÍÒÅ ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÄIÉÑÍÈÕ ×ÈÑÅË

Ó 1911 ðîöi Ìiíêîâñüêèì [90] áóâ çàïðîïîíîâàíèé ïðèêëàä ñèíãóëÿðíî¨,

òîáòî íåïåðåðâíî¨, ïîõiäíà ÿêî¨ ìàéæå ñêðiçü ðiâíà íóëþ, ôóíêöi¨, ÿêó çãî-

äîì íàçâàëè ôóíêöi¹þ Ìiíêîâñüêîãî. Äàíà ôóíêöiÿ ¹ ñòðîãî ìîíîòîííîþ

òà çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè äî ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, òîìó öiêàâî áóëî á çíàéòè òà

äîñëiäèòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ÿêié âîíà âiäïîâiäà¹. Øóêàíó âèïàäêîâó âå-

ëè÷èíó çðó÷íî çàäàâàòè çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë,

ÿêå íàçâåìî ìåäiàíòíèì ïðåäñòàâëåííÿì.

2.1. Ìåäiàíòíå ðîçáèòòÿ òà éîãî öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ìåäiàíòîþ äâîõ äðîáiâ
a

b
i
c

d
ç äîäàòíèìè çíàìåííè-

êàìè íàçèâà¹òüñÿ äðiá
a+ c

b+ d
.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ìåäiàíòà äâîõ äðîáiâ çàâæäè ëåæèòü ìiæ íèìè.

Ìåäiàíòè òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ óòâîðåííÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ äëÿ

ëàíöþãîâîãî ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë [61], à òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ïîñëiäîâ-

íîñòÿìè Ôàðåÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà x ∈ [0; 1] ≡ ∆. Âiäðiçîê ∆ ìåäiàíòîþ
1

2

êiíöiâ
0

1
i
1

1
ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâà âiäðiçêè ïåðøîãî ðàíãó

∆0 =

[
0

1
;
1

2

]
,∆1 =

[
1

2
;
1

1

]
.

Â ñâîþ ÷åðãó êîæåí ç öèõ âiäðiçêiâ ìåäiàíòîþ ñâî¨õ êiíöiâ ðîçáèâà¹òüñÿ íà

âiäðiçêè 2-ãî ðàíãó:

∆00 =

[
0

1
;
1

3

]
,∆01 =

[
1

3
;
1

2

]
,∆10 =

[
1

2
;
2

3

]
,∆11 =

[
2

3
;
1

1

]
,
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âiäðiçêè äðóãîãî ðàíãó çà öèì æå ïðèíöèïîì ðîçáèâàþòüñÿ íà âiäðiçêè

òðåòüîãî ðàíãó ∆α1α2α3
, αi ∈ {0; 1} i ò.ä.

Çðîçóìiëî, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó íàáîði (α1, . . . , αn−1) íàñòó-

ïíèé åëåìåíò αn íàáóâà¹ çíà÷åíü 0 i 1, ïðè÷îìó αn = 0 äëÿ ëiâîãî ç âiä-

ðiçêiâ ∆α1...αn
i αn = 1 � äëÿ ïðàâîãî. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî ðîçáèòòÿ

âiäðiçêà [0; 1] íà âiäðiçêè n-ãî ðàíãó äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n. Äàëi áó-

äåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç pni i q
n
i âiäïîâiäíî ÷èñåëüíèêè i çíàìåííèêè ìåäiàíò,

óòâîðåíi äî n-ãî êðîêó âêëþ÷íî, äå i ïðîáiãà¹ âñi çíà÷åííÿ âiä 1 äî 2n + 1

i âêàçó¹ íà ïîðÿäîê ìåäiàíòè çëiâà íà ïðàâî íà n-ìó êðîöi ðîçáèòòÿ.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äàíå ðîçáèòòÿ îòðèìó¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ

âiäðiçêà n-ãî ðàíãó ∆α1...αn
=

[
pni−1

qni−1

;
pni
qni

]
, âiäðiçêè n+1 ðàíãó, ùî éîìó

íàëåæàòü, çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

∆α1...αnαn+1
=

[
pni−1 + αn+1p

n
i

qni−1 + αn+1qni
;
pni−1(1− αn+1) + pni
qni−1(1− αn+1) + qni

]
, (2.1)

äå pni i q
n
i , i = 1, 2n + 1 � âiäïîâiäíî ÷èñåëüíèêè i çíàìåííèêè ìåäiàíò, ïðè

ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ p01 = 0 , p02 = q01 = q02 = 1. Ñiì'þ âiäðiçêiâ âñiõ ðàíãiâ

ïîçíà÷èìî W , äëÿ íå¨ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. ∆α1α2...αn
⊂ ∆α1α2...αn−1

: ∀α1, α2...αn ∈ {0, 1}
Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíå âèùå äàíà âëàñòèâiñòü ¹ î÷åâèäíîþ.

2. ∆α1...αn...αk
⊂ ∆β1...βn

(k > n) ïðè α1 . . . αn = β1...βn i ∆α1...αk
∩

∆β1...βn
= ∅ ïðè α1 . . . αn ̸= β1 . . . βn.

Äîâåäåííÿ. ßêùî α1 ̸= β1, òî î÷åâèäíî, ùî âiäðiçêè ∆α1...αk
i ∆β1...βn

íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðè α1 = β1 ðîçãëÿíåìî α2, β2 , ÿêùî α2 ̸= β2 òî

çãàäàíi âiäðiçêè íå ïåðåòèíàþòüñÿ, â iíøîìó âèïàäêó ðîçãëÿíåìî

α3, β3 i ò.ä. ßêùî âèÿâèòüñÿ, ùî iñíó¹ òàêå i, ùî αi ̸= βi, òî âiä-

ðiçêè ∆α1...αk
i ∆β1...βn

íå ïåðåòèíàþòüñÿ, îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó

âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî âiäðiçêè îäíîãî ðàíãó íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà çà

âëàñòèâiñòþ 1 ìàòèìåìî ∆α1...αi...αk
⊂ ∆α1...αi

, ∆β1...βi...βn
⊂ ∆β1...βi

i

∆β1...βi
∩ ∆α1...αi

= ∅. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, òîáòî ïðè αi = βi
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äëÿ áóäü-ÿêèõ i = 1, n, ìà¹ìî ∆α1...αn
= ∆β1...βn

i çà âëàñòèâiñòþ 1:

∆β1...βn
⊃ ∆α1...αnαn+1

⊃ ... ⊃ ∆α1...αk
.

3. Äîâæèíà âiäðiçêà ∆α1...αn
=

[
pni−1

qni−1

;
pni
qni

]
, ÿêó ïîçíà÷èìî |∆α1...αn

|, îá-

÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

|∆α1...αn
| = 1

qni−1q
n
i

. (2.2)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (2.2) ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

M(αn) =

 pni−1 pni

qni−1 qni

 .

Âèõîäÿ÷è ç (2.1), äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó ìàòèìåìî

M(αn+1) =

 pni−1 + αn+1p
n
i pni−1(1− αn+1) + pni

qni−1 + αn+1q
n
i qni−1(1− αn+1) + qni

 .

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A(αn) =

 1 1− αn

αn 1

 òîòîæíî ðiâíèé 1,

îñêiëüêè αn íàáóâà¹ çíà÷åíü 0 i 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöþM(αn+1)

ìîæíà îòðèìàòè â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ M(αn+1) = M(αn)A(αn+1).

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåäåìî, ùî ðiâíiñòü

M(αn) = M(α0)
n∏

j=1

A(αj) (2.3)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n. Äëÿ n = 1 ìà¹ìî p01 p02

q01 q02

 1 1− α1

α1 1

 =

 p01 + α1p
0
2 p01(1− α1) + p02

q01 + α1q
0
2 q01(1− α1) + q02

 = M(α1),

òîáòî ðiâíiñòü (2.3) âèêîíó¹òüñÿ.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü (2.3) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k, òîáòî

M(αk) = M(α0)
k∏

j=1

A(αj) ⇔

 pki−1 pki

qki−1 qki

 = M(α0)
k∏

j=1

A(αj).

Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê

M(αk)

 1 1− αk+1

αk+1 1

 = M(α0)
k∏

j=1

A(αj)

 1 1− αk+1

αk+1 1

 =

=

 pki−1 pki

qki−1 qki

 1 1− αk+1

αk+1 1

 =

=

 pki−1 + αk+1p
k
i pki−1(1− αk+1) + pki

qki−1 + αk+1q
k
i qki−1(1− αk+1) + qki

 = M(αk+1).

Îòæå, ðiâíiñòü (2.3) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k + 1, òîáòî i äëÿ áóäü-

ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n.

Ìàþ÷è ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ p01 = 0 i p02 = q01 = q02 = 1 i ïîêëàâøè

M(α0) =

 0 1

1 1

, ç ðiâíîñòi (2.3) îòðèìà¹ìî
M(αn) =

 0 1

1 1

 n∏
j=1

A(αj).

Øóêàíà äîâæèíà âiäðiçêà çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

|∆α1...αn
| =

∣∣pni−1q
n
i − pni q

n
i−1

∣∣
qni−1q

n
i

=
1

qni−1q
n
i

,

îñêiëüêè

pni−1q
n
i − pni q

n
i−1 = |M(αn)| =

∣∣∣∣∣∣
 0 1

1 1

 n∏
j=1

A(αj)

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣ 0 1

1 1

∣∣∣∣∣∣
n∏

j=1

|A(αj)| = 1.
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4. Âiäðiçêè îäíîãî i òîãî æ ðàíãó ∆α1...αk
i ∆β1...βk

, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþ-

òüñÿ ðiâíiñòü βi = 1− αi,∀i = 1, k ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äîâæèíà âiäðiçêà çàëåæèòü ëèøå âiä çíàìåí-

íèêiâ ìåäiàíò, òî ðîçãëÿíåìî ìåõàíiçì ¨õ óòâîðåííÿ. Ïðè óòâîðåííi

çíàìåííèêiâ íà ïåðøîìó êðîöi ìà¹ìî q11 = 1, q12 = 2, q13 = 1, íà äðó-

ãîìó - q21 = 1 = q11 , q
2
2 = 3 = q11 + q12, q

2
3 = 2 = q12, q

2
4 = 3 = q12 + q13,

q25 = 1 = q13 i ò.ä. Òîìó, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 3, î÷åâèäíî, ùî

âiäðiçêè ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî 1
2 , îñêiëüêè âèðàçè (2) áóäóòü âiäði-

çíÿòèñÿ ëèøå ïîðÿäêîì ñëiäóâàííÿ ìíîæíèêiâ ó çíàìåííèêó.

Çàóâàæåííÿ 2.1. ßê âèäíî ç ïðîâåäåíèõ ìiðêóâàíü, íà n+ 1 êðîöi

ïîñëiäîâíiñòü çíàìåííèêiâ ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü qni = qn+1
2i−1 .

2.2. Ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ

Íåõàé ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü α1, ..., αn, ... , äå αn íàáóâàþòü çíà÷åíü 0 i 1.

Çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü, âèõîäÿ÷è ç âèùå äîâåäåíèõ âëàñòèâîñòåé, âèçíà÷à¹

íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ âiäðiçêiâ: ∆α1
⊃ ∆α1α2

⊃ ∆α1α2α3
⊃

... ⊃ ∆α1...αn
⊃ ... , ÿêi çà àêñiîìîþ Êàíòîðà ìàþòü ¹äèíó ñïiëüíó òî÷êó

x =
∞⋂
k=1

∆α1...αk
, ÿêó íàçèâàòèìåìî ìåäiàíòíèì ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x, i

ñèìâîëi÷íî çîáðàæàòèìåìî x = ∆M
α1...αk...

.

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè âiäðiçêà [0;1] iñíó¹ âiäðiçîê ïåðøîãî

ðàíãó, âiäðiçîê äðóãîãî ðàíãó i ò.ä., ùî ìiñòÿòü òî÷êó x. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹

ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1. Êîæíå ÷èñëî x ç âiäðiçêà [0; 1] ìà¹ ñâî¹ ìåäiàíòíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ, åëåìåíòè αi(x) ∈ {0; 1} ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷è-

íîì

∀x ∈ [0; 1] : x =
∞⋂
k=1

∆α1...αk
≡ ∆M

α1(x)...αk(x)...
.
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âñiõ x ç âiäðiçêà [0; 1] òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ¹äèíå, çà

âèêëþ÷åííÿì òî÷îê ðîçáèòòÿ
pni
qni

.

Òàêèì ÷èíîì, âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ êëàñè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêî-

ãî, ÿêùî àðãóìåíò çàäàíî çà äîïîìîãîþ ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ x =

∆M
α1(x)...αk(x)...

, òî ¨¨ çíà÷åííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi ?(x) =
∞∑
i=1

αi(x)

2i
.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ äîâæèí öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ k-ãî ðàíãó ìàþòü

ìiñöå íåðiâíîñòi:

5 · 22k+3

(1 +
√
5)2k+3 + (1−

√
5)2k+3 + (−2)2k+3

⩽ |∆α1...αk
| ⩽ 1

k + 1
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ïðàâó íåðiâíiñòü. Çà iíäóêöi¹þ ïîêàæå-

ìî, ùî êîæåí iç çíàìåííèêiâ óòâîðåíèõ íà k-ìó êðîöi íå ìåíøèé, íiæ k+1.

Ïðè k = 1 ìà¹ìî çíàìåííèê q11 = 2 ⩾ 1 + 1 = q00 + q01. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ

k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü q
∗(k)
i ⩾ k + 1, äå q

∗(k)
i - çíàìåííèê, óòâîðåíèé íà

k-ìó êðîöi. Äîâåäåìî ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ äëÿ k + 1. Î÷åâèäíî, ùî

qki ⩾ 1∀k ∈ N , òîäi

q
∗(k+1)
i = q

∗(k)
i + qk−1

i ⩾ k + 1 + 1 = k + 2,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. Âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî ìåäiàíòà äâîõ äðîáiâ çíàõî-

äèòüñÿ ìiæ íèìè, î÷åâèäíî, ùî çíàìåííèêè, óòâîðåíi íà êîæíîìó êðîöi,

ñòîÿòèìóòü íà ïàðíèõ ìiñöÿõ ïîñëiäîâíîñòi
{
qki
}2k+1

i=1
. Òîäi â ñèëó âèùå äî-

âåäåíîãî,

qk−1
i q

∗(k)
i ⩾ k + 1 ⇒ 1

qk−1
i q

∗(k)
i

= |∆α1...αk
| ⩽ 1

k + 1
,

à îñòàííié äðiá î÷åâèäíî ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè k ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi.

Äëÿ äîâåäåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî âëàñòèâî-

ñòi 3, äîâæèíà âiäðiçêà k-ãî ðàíãó äîðiâíþ¹ |∆α1...αk
| = 1

qki−1q
k
i

, äå qki−1 i q
k
i

� çíàìåííèêè ìåäiàíò, ùî ¹ êiíöÿìè äàíîãî âiäðiçêà. Òîáòî, ùîá çíàéòè

íèæíþ îöiíêó äîâæèíè âiäðiçêà, ïîòðiáíî çíàéòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ
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çíàìåííèêà. ßê âiäîìî, äîáóòîê íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè ìà-

êñèìàëüíèõ çíà÷åííÿõ êîæíîãî ç ñïiâìíîæíèêiâ. Äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü

çíàìåííèêiâ ìà¹ìî max
i

q0i = 1 , äëÿ âiäðiçêiâ ïåðøîãî ðàíãó max
i

q1i = 2

i öi ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ ëåæàòü ïîðÿä. Ìàêñèìàëüíèé çíàìåííèê, íà

äðóãîìó êðîöi, âèõîäÿ÷è ç îïèñàíîãî âèùå ñïîñîáó ðîçáèòòÿ, ðiâíèé ñó-

ìi ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü íà äâîõ ïîïåðåäíiõ êðîêàõ, à ñàìå max
i

q2i =

max
i

q1i +max
i

q0i = 2 + 1 = 3 i ò.ä.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü çíàìåííèêiâ íà

êîæíîìó êðîöi ñïiâïàäàþòü ç ïîñëiäîâíiñòþ ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i, ïî÷èíàþ÷è ç

äðóãîãî ÷ëåíà, à îñòàííÿ ïîñëiäîâíiñòü çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

fk =

(
1+

√
5

2

)k
−
(
1−

√
5

2

)k
√
5

.

Òîáòî |∆α1
| > 1

f2f3
, |∆α1α2

| > 1

f3f4
i ò.ä., â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ìàòèìåìî

|∆α1α2...αk
| > 1

fk+1fk+2
. (2.4)

Îá÷èñëèìî

fk+1fk+2 =
1

5

(1 +
√
5

2

)k+1

−

(
1−

√
5

2

)k+1
 ·

·

(1 +
√
5

2

)k+2

−

(
1−

√
5

2

)k+2
 =

=
(1 +

√
5)2k+3 + (1−

√
5)2k+3 − (−4)k+1(1 +

√
5)− (−4)k+1(1−

√
5)

5 · 22k+3
=

=
(1 +

√
5)2k+3 + (1−

√
5)2k+3 − (−2)2k+2 · 2

5 · 22k+3
=

=
(1 +

√
5)2k+3 + (1−

√
5)2k+3 + (−2)2k+3

5 · 22k+3
.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíå â (2.4) ìàòèìåìî ïîòðiáíó íåðiâíiñòü.
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Òåîðåìà 2.3. Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ìà¹ îöiíêè:

1

k + 2
⩽

∣∣∆α1...αkαk+1

∣∣
|∆α1...αk

|
⩽

k + 1

k + 2
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ∆α1α2...αk
=

[
pi
qi
;
pi+1

qi+1

]
, ÿê âiäîìî éîãî äîâæèíà

|∆α1α2...αk
| = 1

qiqi+1
. Âiäðiçêè íàñòóïíîãî ðàíãó, ùî éîìó íàëåæàòü çàïèøó-

òüñÿ ó âèãëÿäi ∆α1α2...αk0 =

[
pi
qi
;
pi + pi+1

qi + qi+1

]
i ∆α1α2...αk1 =

[
pi + pi+1

qi + qi+1
;
pi+1

qi+1

]
, ç

äîâæèíàìè
1

qi (qi + qi+1)
i

1

qi+1 (qi + qi+1)
âiäïîâiäíî.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âiäíîøåííÿ

|∆α1...αk0|
|∆α1...αk

|
=

1

1 + qi
qi+1

i
|∆α1...αk1|
|∆α1...αk

|
=

1

1 + qi+1

qi

.

Ç ìiðêóâàíü, ÿêi ìè âèêîðèñòîâóâàëè äëÿ äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåî-

ðåìè, âèïëèâà¹, ùî max
{

qi
qi+1

, qi+1

qi

}
= k+1

1 , à min
{

qi
qi+1

, qi+1

qi

}
= 1

k+1 . Ïiä-

ñòàâèâøè äàíi çíà÷åííÿ ó ïîïåðåäíi âiäíîøåííÿ îòðèìà¹ìî ïîòðiáíi îöií-

êè.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé 0 < α < 1. Ç äâîõ ñóñiäíiõ äðîáiâ, ìiæ ÿêèìè ëå-

æèòü α, ùîíàéìåíøå îäèí äðiá
p

q
âiäðiçíÿ¹òüñÿ ïî àáñîëþòíié âåëè÷èíi

âiä α, ìåíøå, íiæ íà
1

q2
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
pi
qi

< α <
pi+1

qi+1
, äå

pi
qi

i
pi+1

qi+1
� äâà ñóñiäíi äðîáè íà

ïåâíîìó êðîöi ðîçáèòòÿ. ßêùî
pi
qi

< α <
pi + pi+1

qi + qi+1
, òî ÿê âiäîìî pi+1qi +

piqi+1 = 1, i ìà¹ìî:∣∣∣∣α− pi
qi

∣∣∣∣ ⩽ pi + pi+1

qi + qi+1
− pi

qi
=

pi+1qi + piqi+1

qi(qi + qi+1)
<

1

q2i
.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî
pi + pi+1

qi + qi+1
< α <

pi+1

qi+1
, òî îòðèìà¹ìî

∣∣∣∣α− pi
qi

∣∣∣∣ < 1

q2i+1

.

ßêùî α ëåæèòü ïîçà iíòåðâàëîì (0; 1), òî ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äàíó

òåîðåìó äî {α}, à ïîòiì â îòðèìàíié íåðiâíîñòi

∣∣∣∣{α} − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
, äîäàòè äî

çìåíøóâàíîãî òà âiä'¹ìíèêà ÷èñëî, ùî ¹ öiëîþ ÷àñòèíîþ α .
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Çàóâàæåííÿ. Òîáòî ìåäiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè ðàöiî-

íàëüíi íàáëèæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ùî çàáåçïå÷óþòü òî÷íiñòü äî âåëè÷èíè,

îáåðíåíî¨ êâàäðàòó çíàìåííèêà.

Ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi:

∆M
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a4

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
an

=

[
pn−1

qn−1
;
pn
qn

]
ïðè íåïàðíîìó n ⩾ 1

∆M
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a4

...1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
an

=

[
pn
qn
;
pn−1

qn−1

]
ïðè ïàðíîìó n ⩾ 2, i

∆M
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a4

...1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2n

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2n+1

...
= [0; a1, a2 . . . ] . (2.5)

Ùî íåñêëàäíî ïîêàçàòè çà iíäóêöi¹þ. Î÷åâèäíî, ùî∆M
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

=

[
0;

1

m+ 1

]
.

Òîäi ïðè a1 > 1 ìà¹ìî∆M
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

=

[
0;

1

a1

]
, i∆M

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

=

[
a2

a1a2 + 1
;
1

a1

]
=[

p2
q2
;
p1
q1

]
.

Íåõàé ïðè íåïàðíîìó n = k âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

[
pn−1

qn−1
;
pn
qn

]
=

= ∆M
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a4

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
an

, òîäi

∆M
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a4

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
an

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
an+

=

[
pn−1 + an+1pn
qn−1 + an+1qn

;
pn
qn

]
.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè i ïðè ïàðíîìó n i çäiéñíèâøè

ãðàíè÷íèé ïåðåõiä îòðèìàòè (2.5). Ïðîâåäåíi ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî

ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ äiñíèõ ÷èñåë ¹ ïåâíèì ïåðåêîäóâàííÿì ¨õ çîáðàæå-

ííÿ åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.
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2.3. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè çàäàíi ìåäiàíòíèì ïðåäñòàâëåííÿì

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

, äå � ξn íåçàëåæíi âè-

ïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0 i 1 ç éìîâiðíîñòÿìè p0n i p1n

âiäïîâiäíî (p0n + p1n = 1).

Ëåìà 2.1. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

çàïè-

øåòüñÿ ó âèãëÿäi

Fξ(x) =


0, ïðè x < 0,

β1(x) +
∞∑
i=2

[
βi(x)

i−1∏
j=1

pαj(x)j

]
, ïðè x ∈ [0; 1],

1, ïðè x > 1;

äå

βi(x) =

 0, ÿêùî αi(x) = 0,

p0i, ÿêùî αi(x) = 1
,

à αi(x) � öèôðè Ì-ïðåäñòàâëåííÿ x ∈ [0; 1].

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) =

P{ξ < x} , òî ìà¹ìî

{ξ < x} = {ξ1 < α1(x)}
⋃

{ξ1 = α1(x), ξ2 < α2(x)}
⋃

...⋃
{ξi = αi(x), i ∈ 1, n− 1ξn < αn(x)}

⋃
...

Îñêiëüêè ïîäi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íåñóìiñíi, òî

P{ξ < x} = P{ξ1 < α1(x)}+ P{ξ1 = α1(x), ξ2 < α2(x)}+ ...

P{ξ1 < α1(x)} =

 0, ÿêùî αi(x) = 0,

p0i, ÿêùî αi(x) = 1
:= β1(x)

Â ñèëó íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξi ìà¹ìî

P{ξi = αi(x), i ∈ 1, n− 1, ξn < αn(x)} =
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= P{ξn < αn(x)}
n−1∏
i=1

P{ξi = αi(x)} = βn(x)
n−1∏
i=1

pαi(x)i,

òîìó P{ξ < x} =
∞∑
i=1

[βi(x)
i−1∏
j=1

pαj(x)j] äëÿ ∀i > 1.

Ëåìà 2.2. Ñïåêòðîì Sξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

¹ ìíîæèíà

A = {x ∈ [0; 1] : pαk(x)k > 0 ∀k ∈ N} äîïîâíåíà ðàöiîíàëüíèìè òî÷êàìè

âiäðiçêà [0; 1], ùî ¹ ãðàíè÷íèìè äëÿ íå¨.

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè äàíå òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî Sξ ⊆
A0 = A ∪ {xn} i Sξ ⊇ A0 = A ∪ {xn} .

1. ßêùî x ∈ A0, òî x ∈ A àáî x ∈ {xn}. Ó ïåðøîìó âèïàäêó

P{ξ ∈ ∆M
α1(x)...αk(x)

} =
k∏

i=1

pαi(x)i (2.6)

à ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

∆M
α1(x)...αk(x)

∩ Sξ ̸= ∅, (2.7)

îñêiëüêè äëÿ ∀ϵ > 0 ìîæíà âêàçàòè òàêå k, ùî ∆M
α1(x)...αk(x)

⊂ (x −
ϵ, x+ ϵ). Îòæå x ∈ Sξ . Íåõàé òåïåð x ∈ {xn} ≠ ∅. À öå îçíà÷à¹, ùî

ìíîæèíà A íå çàìêíåíà ìíîæèíà, òîäi êîëè ñïåêòð Sξ (ÿê âiäîìî)

ìíîæèíà çàìêíåíà. Òîìó âñi ãðàíè÷íi òî÷êè A, â òîìó ÷èñëi i {xn},
íàëåæàòü Sξ. Òàêèì ÷èíîì, A ⊆ Sξ.

2. Íåõàé x ∈ Sξ. ßêùî x � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, òî ç îçíà÷åííÿ ñïåêòðà

âèïëèâà¹ (2.7) äëÿ ∀k ∈ N , à òîìó ìà¹ ìiñöå (2.6) i pαk(x)k > 0. Îòæå

x ∈ A.

Íåõàé òåïåð x � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî. Îñêiëüêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà

íå ìîæå íàáóâàòè ðàöiîíàëüíèõ çíà÷åíü, òî P{ξ = x} = 0. Òîìó ç

îçíà÷åííÿ òî÷êè ðîñòó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî

ϵ > 0 â iíòåðâàë (x − ε, x + ε) ïîïàäàþòü i ðàöiîíàëüíi òî÷êè Sξ,

à âîíè çà âèùå äîâåäåíèì íàëåæàòü A. Çàôiêñó¹ìî îäíó ç íèõ xε.
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Òîäi î÷åâèäíî, ùî x = lim
ε→0

xε , òîáòî x � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè

A. Òàêèì ÷èíîì, Sξ ⊆ A i Sξ = A.

Òåîðåìà 2.5. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ÷èñòî äèñêðåòíèé ðîçïîäië

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∞∏
k=1

max
n

{pnk} > 0 (2.8)

i ÷èñòî íåïåðåðâíèé - ó ðåøòi âèïàäêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Çà îçíà÷åííÿì ñòðèáîê ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó

Fξ(x) â òî÷öi x ðiâíèé

lim
ε→0

(Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε)) = lim
k→∞

P (∆α1(x)...αk(x)...) =

= lim
k→∞

k∏
j=1

pαj(x)j =
∞∏
j=1

pαj(x)j.

Îòæå, äëÿ òîãî ùîá ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìàëà ñòðèáîê â òî÷öi x íåîáõiäíî

i äîñòàòíüî, ùîá
∞∏
j=1

pαj(x)j > 0.

Îñêiëüêè æ
∞∏
k=1

max
n

{pnk} ⩾
∞∏
j=1

pαj(x)j, òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (2.8).

Äîñòàòíiñòü. ×åðåç pn(k)k ïîçíà÷èìî max
n

{pnk} äëÿ ∀k i ðîçãëÿíåìî

÷èñëî x = ∆M
an(1)...an(k)...

.

Îñêiëüêè ξk íåçàëåæíi, òî

P{ξ = x} = P{ξ1 = an(1), . . . , ξk = an(k), . . . } =
∞∏
k=1

max
n

{pnk} > 0

Îòæå, x ¹ àòîìîì ðîçïîäiëó. Î÷åâèäíî, ùî â òî÷öi x ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

Fξ(x) áóäå ìàòè ìàêñèìàëüíèé ñòðèáîê. ×èñëà, ìåäiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ

ÿêèõ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà x ëèøå ñêií÷åíèì ÷èñëîì åëå-

ìåíòiâ, òàêîæ ¹ àòîìàìè, ùî âèïëèâà¹ ç íåîáõiäíî¨ óìîâè çáiæíîñòi íåñêií-

÷åííîãî äîáóòêó.
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Ùîá ïiäðàõóâàòè ñóìó ñòðèáêiâ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó â öèõ òî÷êàõ ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç x(1)i = ∆M
ξ1an(2)...an(k)...

àòîìè, åëåìåíòè ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ÿêèõ ñïiâïàäàþòü ç x ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî åëåìåíòà, ÷åðåç x
(2)
i =

∆M
ξ1ξ2an(3)...an(k)...

� ç òðåòüîãî i ò.ä., à ÷åðåç x
(m)
i = ∆M

ξ1ξ2...ξman(m+1)...
� àòîìè,

åëåìåíòè ÿêèõ ñïiâïàäàþòü ç åëåìåíòàìè ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ x ïî-

÷èíàþ÷è ç (m+ 1)-ãî ìiñöÿ.

Î÷åâèäíî, ùî {x(m)
i } ⊂ {x(m+1)

i } äëÿ ∀m ∈ N. Òîäi ñóìà âñiõ ñòðèáêiâ â

àòîìàõ x
(1)
i ðiâíà:

2∑
i=1

P{ξ = x
(1)
i } =

∞∏
k=1

max
n

{pnk}

pn(1)1
(p01 + p11) = p−1

n(1)1

∞∏
k=1

max
n

{pnk}

Ñóìà ñòðèáêiâ â àòîìàõ x
(2)
i ðiâíà:

22∑
i=1

P{ξ = x
(2)
i } =

∞∏
k=1

max
n

{pnk}

pn(1)1pn(2)2
(p01 + p12)(p01 + p11) =

= (pn(1)1pn(2)2)
−1

∞∏
k=1

max
n

{pnk}

............................................................................................

Äëÿ àòîìiâ x
(m)
i :

2m∑
i=1

P{ξ = x
(m)
i } =

∞∏
k=1

max
n

{pnk}

pn(1)1pn(2)2 . . . pn(m)m

m∏
j=1

(p0j + p1j) =

= (pn(1)1pn(2)2 . . . pn(m)m)
−1

∞∏
k=1

max
n

{pnk},

à îñòàííié âèðàç ïðÿìó¹ äî îäèíèöi, êîëè k ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Öå

îçíà÷à¹, ùî éìîâiðíiñòü çîñåðåäæåíà íà ç÷èñëåííié ìíîæèíi âèùå îïèñà-

íèõ òî÷îê.

Íàñëiäîê 2.1. Äëÿ òîãî ùîá âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìàëà ÷èñòî íåïå-

ðåðâíèé ðîçïîäië, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá íåñêií÷åííèé äîáóòîê (2.8)

ðîçáiãàâñÿ äî íóëÿ.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè îçíà÷èëè ìåäiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë ÷åðåç ðîç-

áèòòÿ âiäðiçêà [0; 1] çà äîïîìîãîþ ìåäiàíò. Âèâ÷èëè ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi

öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí. Îá÷èñëåíî òî÷íiñòü ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü äié-

ñíèõ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ. Çíàéäåíî ôîðìàëü-

íèé âèðàç êëàñè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî äëÿ àðãóìåíòó çàäàíîãî ìåäi-

àíòíèì ïðåäñòàâëåííÿì. Îá ðóíòîâàíî, ùî ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ ¹ ïåðå-

êîäóâàííÿìè çîáðàæåííÿ ÷èñåë åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

Ðîçãëÿíóòî âèïàäêîâó âåëè÷èíó åëåìåíòè ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ

ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè. Çíàéäåíî ôóíêöiþ ðîçïîäi-

ëó öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ñïåêòð òà êðèòåðié äèñêðåòíîñòi ðîçïîäiëó.
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ÐÎÇÄIË 3

ËÀÍÖÞÃÎÂI A2-ÄÐÎÁÈ.

3.1. Ðîçêëàäè ÷èñåë i ¨õ çîáðàæåííÿ

Íåõàé A = {α1, α2} � çàäàíà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, 0 < α1 < α2.

Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá âèäó

a0 +
1

a1 +
1

a2 + ...

= [a0; a1, a2, . . . , an, . . .], (3.1)

äå a0 = 0, an ∈ A2, n = 1, 2, . . ., íàçèâàòèìåìî ëàíöþãîâèì A2-äðîáîì.

Êîæåí ëàíöþãîâèé A2-äðiá ¹ çáiæíèì, îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié çái-

æíîñòi [61]: ðÿä
∞∑
n=1

an ðîçáiãà¹òüñÿ.

Ïîçíà÷èìî

β1 = [(α2, α1)] =

√
α2
1α

2
2 + 4α1α2 − α1α2

2α2
, (3.2)

β2 = [(α1, α2)] =

√
α2
1α

2
2 + 4α1α2 − α1α2

2α1
. (3.3)

Ç îçíà÷åíü β1 i β2 ìà¹ìî

β2 =
1

α1 + β1
,

β2 =
α2

α1
β1. (3.4)

Ç (3.4) âèïëèâà¹

β2
α2

=
β1
α1

= λ > 0 i β2 − β1 = λ(α2 − α1).

×åðåç LA2
ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ëàíöþãîâèõ A2-äðîáiâ, òîáòî

LA2
= {x : x = [a1, a2, ..., an, ...]; an ∈ A2, n = 1, 2, ...}.
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Òîäi î÷åâèäíî, ùî

minLA2
= inf LA2

= β1,maxLA2
= supLA2

= β2,

i LA2
⊆ [β1, β2] = [λα1, λα2].

Äîñëiäèìî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè LA2
.

Ìîæëèâi òðè âèïàäêè:

1. α2 − α1 = β2 − β1 ⇔ α2 + β1 = α1 + β2;

2. α2 − α1 > β2 − β1 ⇔ α2 + β1 > α1 + β2;

3. α2 − α1 < β2 − β1 ⇔ α2 + β1 < α1 + β2.

Âðàõîâóþ÷è âèðàçè (3.2) i (3.3), ðiâíiñòü α2 − α1 = β2 − β1 ðiâíîñèëüíà

α2 − α1 =

√
α2
1α

2
2 + 4α1α2 − α1α2

2α1
−
√

α2
1α

2
2 + 4α1α2 − α1α2

2α2
,

√
α2
1α

2
2 + 4α1α2 = 3α1α2,

α1α2 =
1

2
.

Â öüîìó âèïàäêó β1 =
1

2α2
= α1, β2 = 1

2α1
= α2.

Çàóâàæèìî, ùî îêðåìî¨ óâàãè çàñëóãîâó¹ ïiäâèïàäîê α1 = β1 =
1
2 , α2 =

β2 = 1. Óìîâà α2 − α1 < β2 − β1 ðiâíîñèëüíà 0 < α1α2 < 1
2 , à óìîâà

α2 − α1 > β2 − β1 � íåðiâíîñòi α1α2 >
1
2 .

Ëåìà 3.1 ([31]). Çíàìåííèê qn ïiäõiäíîãî äðîáó ïîðÿäêó n ïåðiîäè÷íî-

ãî ëàíöþãîâîãî äðîáó [0; (c)] îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

qn =
1√

c2 + 4

(c+
√
c2 + 4

2

)n+1

−

(
c−

√
c2 + 4

2

)n+1
 .

Íàñëiäîê 3.1. Äëÿ çíàìåííèêiâ qn ïiäõiäíèõ äðîáiâ ëàíöþãîâèõ A2-

äðîáiâ ïðè êîæíîìó íàòóðàëüíîìó n ìàþòü ìiñöå òî÷íi îöiíêè:
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
qn ⩾

1

α2
1 + 4

(α1 +
√

α2
1 + 4

2

)n+1

−

(
α1 −

√
α2
1 + 4

2

)n+1


qn ⩽
1

α2
2 + 4

(α2 +
√

α2
2 + 4

2

)n+1

−

(
α2 −

√
α2
2 + 4

2

)n+1
 .

(3.5)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïðè êîæíîìó n = 1, 2, . . . âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü:

q(α1, α1, . . . , α1,︸ ︷︷ ︸
n

) ⩽ q(a2, a2, . . . , an) ⩽ q(α2, α2, . . . , α2︸ ︷︷ ︸
n

).

Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 3.1, îòðèìà¹ìî (3.5).

Íàñëiäîê 3.2. ßêùî α1 =
1

2
, α2 = 1, òî äëÿ çíàìåííèêiâ ïiäõiäíèõ

äðîáiâ ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi:
qn ⩾

2
√
17

17

(1 +
√
17

4

)n+1

−

(
1−

√
17

4

)n+1


qn ⩽

√
5

5

(1 +
√
5

2

)n+1

−

(
1−

√
5

2

)n+1
 , äëÿ ∀n ∈ N.

Öèëiíäðîì ðàíãó m ç îñíîâîþ c1c2...cm íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó ∆′
c1...cm

âñiõ x ∈ LA2
, ÿêi ìàþòü ëàíöþãîâå A2-çîáðàæåííÿ ç ïåðøèìè m åëåìåíòà-

ìè âiäïîâiäíî ðiâíèìè c1, c2, ..., cm, òîáòî

∆′
c1...cm

= {x : x = [c1, c2, ..., cm, am+1, am+2, ...], am+i ∈ A2}.

Î÷åâèäíî, ùî

min∆′
c1
=

[
c1,

1

β2

]
= [c1 + β2], min∆′

c1c2
=

[
c1, c2,

1

β1

]
= [c1, c2 + β1],

max∆′
c1
=

[
c1,

1

β1

]
= [c1 + β1], max∆′

c1c2
=

[
c1, c2,

1

β2

]
= [c1, c2 + β2];

i â çàãàëüíîìó âèïàäêó �

min∆′
c1...cm

=


[
c1, ..., cm,

1
β2

]
= [c1, ..., cm−1, cm + β2], ÿêùî m � íåïàðíå,[

c1, ..., cm,
1
β1

]
= [c1, ..., cm−1, cm + β1], ÿêùî m � ïàðíå;



68

max∆′
c1...cm

=


[
c1, ..., cm,

1
β1

]
= [c1, ..., cm−1, cm + β1], ÿêùî m � íåïàðíå,[

c1, ..., cm,
1
β2

]
= [c1, ..., cm−1, cm + β2], ÿêùî m � ïàðíå.

Âiäðiçîê ç êiíöÿìè min∆′
c1...cm

i max∆′
c1...cm

íàçèâàòèìåìî öèëiíäðè-

÷íèì âiäðiçêîì ðàíãó m ç îñíîâîþ c1..cm i ïîçíà÷àòèìåìî ∆c1...cm. Iíòåðâàë,

êiíöi ÿêîãî ñïiâïàäàþòü ç êiíöÿìè ∆c1...cm, ïîçíà÷àòèìåìî ∇c1...cm i íàçèâà-

òèìåìî öèëiíäðè÷íèì iíòåðâàëîì ðàíãó m ç îñíîâîþ c1c2...cm.

Î÷åâèäíî, ùî ∆′
c1...cm

⊂ ∆c1...cm, àëå íå çàâæäè ∆′
c1...cm

= ∆c1...cm. Íåîá-

õiäíi i äîñòàòíi óìîâè äëÿ îñòàííüî¨ ðiâíîñòi áóäóòü âêàçàíi äàëi.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî m ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.

1. ∆′
c1...cmc ⊂ ∆′

c1...cm
. Áiëüøå òîãî, ∆′

c1...cm
= ∆′

c1...cmα1
∪∆′

c1...cmα2
.

Öÿ âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ öèëiíäðà.

2. ∆c1...cmc ⊂ ∆c1...cm, àëå, âçàãàëi êàæó÷è,

∆c1...cm ̸= ∆c1...cmα1
∪∆c1...cmα2

.

Äîâåäåííÿ. Âêëþ÷åííÿ ¹ î÷åâèäíèì, à íåðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå, íàïðè-

êëàä ó âèïàäêó, êîëè A2 = {1, 3}: ∆1 ̸= ∆11 ∪∆13.

3. inf ∆c1...cmα1
< inf ∆c1...cmα2

, ÿêùî m � íåïàðíå,

inf ∆c1...cmα1
> inf ∆c1...cmα2

, ÿêùî m � ïàðíå.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ïðè ïàðíîìó m

inf ∆c1...cmα1
= [c1, ..., cm, α1 + β2] <

< [c1, ..., cm, α2 + β2] = inf ∆c1...cmα2
;

à ïðè íåïàðíîìó m

inf ∆c1...cmα1
= [c1, ..., cm, α1 + β1] <

< [c1, ..., cm, α2 + β1] = inf ∆c1...cmα2
.
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4. ßêùî α2 − α1 = β2 − β1, ùî ðiâíîñèëüíî α2 + β1 = α1 + β2, òî

∆c1...cmα1
∩∆c1...cmα2

= [c1, ..., cm, α1 + β2] = [c1, ..., cm, α2 + β1].

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ïðè ïàðíîìó m

max∆c1...cmα2
= [c1, ..., cm, α2 + β1] =

= [c1, ..., cm, α1 + β2] = min∆c1...cmα1
;

à ïðè íåïàðíîìó m

max∆c1...cmα1
= [c1, ..., cm, α1 + β2] =

= [c1, ..., cm, α2 + β1] = min∆c1...cmα2
.

5. ßêùî α2 − α1 < β2 − β1 ⇔ α2 + β1 < α1 + β2, òî

∆c1...cmα1
∩∆c1...cmα2

= [a, b], äå

a =

 [c1, ..., cm, α1 + β2] ïðè ïàðíîìó m,

[c1, ..., cm, α2 + β1] ïðè íåïàðíîìó m;

b =

 [c1, ..., cm, α2 + β1] ïðè ïàðíîìó m,

[c1, ..., cm, α1 + β2] ïðè íåïàðíîìó m;

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m � ïàðíå. Òîäi

max∆c1...cmα2
= [c1, ..., cm, α2 + β1] >

> [c1, ..., cm, α1 + β2] = min∆c1...cmα1
.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 3, ìà¹ìî

∆c1...cmα2
∩∆c1...cmα1

= [min∆c1...cmα1
; max∆c1...cmα2

] = [a, b].

ßêùî m � íåïàðíå, òî

max∆c1...cmα1
= [c1, ..., cm, α1 + β2] >
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> [c1, ..., cm, α2 + β1] = min∆c1...cmα2
.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 3, òóò ìà¹ìî

∆c1...cmα1
∩∆c1...cmα2

= [min∆c1...cmα2
; max∆c1...cmα1

] = [a, b].

6. ßêùî α2 − α1 ⩽ β2 − β1 ⇔ α2 + β1 ⩽ α1 + β2, òî

∆c1...cm = ∆c1...cmα1
∪∆c1...cmα2

.

Äîâåäåííÿ. Äàíà âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòåé 4 i 5.

7. ßêùî α2 − α1 > β2 − β1, ùî ðiâíîñèëüíî α2 + β1 > α1 + β2, òî

∆c1...cmα1
∩∆c1...cmα2

= Ø. (3.6)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m � ïàðíå. Òîäi

max∆c1...cmα2
= [c1, ..., cm, α2 + β1] <

< [c1, ..., cm, α1 + β2] = min∆c1...cmα1
.

ßêùî m � íåïàðíå, òî

max∆c1...cmα1
= [c1, ..., cm, α1 + β2] <

< [c1, ..., cm, α2 + β1] = min∆c1...cmα2
.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 3, îòðèìó¹ìî (3.6).

8. Äîâæèíà öèëiíäðè÷íîãî âiäðiçêà∆c1...cn îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

|∆c1...cn| =
β2 − β1

(qn + β1qn−1)(qn + β2qn−1)
. (3.7)

Äîâåäåííÿ.

|∆c1...cn| = max∆c1...cn −min∆c1...cn =

=
∣∣[c1, ..., cn, β−1

2 ]− [c1, ..., cn, β
−1
1 ]
∣∣ =
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=

∣∣∣∣β−1
2 pn + pn−1

β−1
2 qn + qn−1

− β−1
1 pn + pn−1

β−1
1 qn + qn−1

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣pn + β2pn−1

qn + β2qn−1
− pn + β1pn−1

qn + β1qn−1

∣∣∣∣ =
=

|β2(pn−1qn − qn−1pn)− β1(pn−1qn − qn−1pn)|
(β1qn−1 + qn)(β2qn−1 + qn)

=

=
(β2 − β1)|pn−1qn − qn−1pn|
(qn + β1qn−1)(qn + β2qn−1)

.

Âðàõóâàâøè, ùî pn−1qn−qn−1pn = (−1)n, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó (3.7).

Íàñëiäîê 3.3. |∆c1...cn| → 0 (n → ∞).

Íàñëiäîê 3.4. Äiàìåòð öèëiíäðà ∆′
c1...cm

, ñïiâïàäàþ÷è ç äîâæèíîþ

∆c1...cm, äîðiâíþ¹ âèðàçó (3.7).

Íàñëiäîê 3.5. ßêùî α1 =
1
2, à α2 = 1, òî β1 =

1
2, β2 = 1 i

|∆c1...cn| =
1

(qn−1 + qn)(qn−1 + 2qn)
.

Òåîðåìà 3.1 (Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ). Äëÿ âêëàäåíèõ öè-

ëiíäðiâ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü:

|∆c1...cnc|
|∆c1...cn|

=

(
1 + β1

qn−1

qn

)(
1 + β2

qn−1

qn

)
(
c+ β1 +

qn−1

qn

)(
c+ β2 +

qn−1

qn

) . (3.8)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.7) äëÿ âèðàçiâ |∆c1...cn| i |∆c1...cnc|
i çàêîí óòâîðåííÿ çíàìåííèêiâ ïiäõiäíèõ äðîáiâ, îòðèìó¹ìî:

|∆c1...cnc|
|∆c1...cn|

=
(qn + β1qn−1)(qn + β2qn−1)

(cqn + qn−1 + β1qn)(cqn + qn−1 + β2qn)
=

=

(
1 + β1

qn−1

qn

)(
1 + β2

qn−1

qn

)
(
c+ β1 +

qn−1

qn

)(
c+ β2 +

qn−1

qn

) .
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Íàñëiäîê 3.6. ßêùî α2 − α1 = β2 − β1 (òîáòî α1α2 = 1
2, α1 = β1,

α2 = β2), òî:

|∆c1...cnc|
|∆c1...cn|

=

(
1 + cqn−1

qn

)
(
2c2 + 1 + 2cqn−1

qn

) ; (3.9)

|∆c1...cnα1
|

|∆c1...cnα2
|
=

(
1 + α1

qn−1

qn

)(
2α2

2 + 1 + 2α2
qn−1

qn

)
(
1 + α2

qn−1

qn

)(
2α2

1 + 1 + 2α1
qn−1

qn

) . (3.10)

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 3.1, îòðèìó¹ìî

λ1 =
|∆c1...cnα1

|
|∆c1...cn|

=

(
1 + β1

qn−1

qn

)(
1 + β2

qn−1

qn

)
(
α1 + β1 +

qn−1

qn

)(
α1 + β2 +

qn−1

qn

) .
Àëå β1 = α1, β2 = α2, α1 =

1

2α2
. Òîìó ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ìà¹ìî

λ1 =

(
1 + α1

qn−1

qn

)
(
2α2

1 + 1 + 2α1
qn−1

qn

) .
Ðiâíiñòü (3.10) ¹ íàñëiäêîì ðiâíîñòi (3.9).

Íàñëiäîê 3.7. ßêùî α1 =
1
2, α2 = 1, òî β1 =

1
2, β2 = 1 i

|∆c1...cn
1
2
|

|∆c1...cn|
=

2 + qn−1

qn

3 + 2qn−1

qn

, (3.11)

|∆c1...cn1|
|∆c1...cn|

=
1 + qn−1

qn

3 + 2qn−1

qn

, (3.12)

|∆c1...cn
1
2
|

|∆c1...cn1|
=

2 + qn−1

qn

1 + qn−1

qn

= 1 +
1

1 + qn−1

qn

. (3.13)

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíÿ ïiäñòàíîâêà çíà÷åíü α1 i α2 â ðiâíîñòi (3.9)-

(3.10) ïðèâîäèòü ïiñëÿ ñïðîùåííÿ äî ðiâíîñòåé (3.11)-(3.13).
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3.2. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íà òåîðiÿ

Òåîðåìà 3.2. ßêùî α1α2 ⩽ 1
2, òî LA2

= [β1, β2], à ó âèïàäêó α1α2 >
1
2

ìíîæèíà LA2
¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè î÷åâèäíî, ùî LA2
⊂ [β1, β2], òî çàëèøà¹òüñÿ äîâå-

ñòè, ùî [β1, β2] ⊂ LA2
.

Íåõàé x� äîâiëüíà òî÷êà âiäðiçêà [β1, β2]. Çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ 6 [β1, β2] =

∆α1
∪∆α2

. Òîìó iñíó¹ c1 ∈ A2 = {α1, α2} òàêå, ùî x ∈ ∆c1 (çâè÷àéíî, ÿêùî

x ∈ ∆α1
∩∆α2

, òî òàêå c1 âèçíà÷à¹òñÿ íåîäíîçíà÷íî). Çà òi¹þ æ âëàñòèâiñòþ

6 ∆c1 = ∆c1α1
∪ ∆c1α2

. Òîìó iñíó¹ c2 ∈ A2 òàêå, ùî x ∈ ∆c1c2 i ò.ä. ßêùî

x ∈ ∆c1...ck (à öå îçíà÷à¹, ùî x = [c1, ..., ck, ak+1, ak+2, ...], äå ak+j � äåÿêi

åëåìåíòè ìíîæèíè A2), òî ç òîãî, ùî

∆c1...ck = ∆c1...ckα1
∪∆c1...ckα2

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ck+1 ∈ A2 òàêîãî, ùî x ∈ ∆c1...ckck+1
i ò.ä.

Îòæå, iñíó¹ íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü {ck}, ck ∈ A2, òàêà, ùî x íàëå-

æèòü âñiì öèëiíäðè÷íèì âiäðiçêàì ∆c1, ∆c1c2, ..., ∆c1c2...ck, ... . Îñêiëü-

êè, çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ 2 ∆c1...ckck+1
⊂ ∆c1...ck i íàñëiäêà 3.3 ç âëàñòèâîñòi

8 |∆c1...ck| → 0 (k → ∞), òî çà àêñiîìîþ Êàíòîðà iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà, ÿêà

íàëåæèòü âñiì öèì âiäðiçêàì, à òàêîþ ¹ òî÷êà x. Òîìó

x =
∞⋂
k=1

∆c1...ck = [c1, c2, ..., ck, ...] ∈ LA2
,

ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè.

2. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê α1α2 >
1
2 . Òîäi íiäå íå ùiëüíiñòü ìíîæèíè LA2

¹

íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ: ∆c1...ckα1
∩∆c1...ckα2

= ∅ äëÿ

äîâiëüíîãî íàáîðó c1, ..., ck, ci ∈ A2.

Îñêiëüêè LA2
⊂ Ek, òî äëÿ ìiðè Ëåáåãà λ(LA2

) ⩽ λ(Ek) i áiëüøå òîãî,

λ(LA2
) = lim

k→∞
λ(Ek) = (β2 − β1)

∞∏
k=1

λ(Ek)
λ(Ek−1)

.
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Íåõàé Ek ≡ Ek−1 \ Ek, Fc1...ck ≡ ∆c1...ck \ {∆c1...ckα1
∪ ∆c1...ckα2

}. Òîäi
Ek =

⋃
c1∈A2

...
⋃

ck∈A2

Fc1...ck , λ(Ek) = λ(Ek−1)− λ(Ek),

çâiäêè
λ(Ek)

λ(Ek−1)
= 1− λ(Ek)

λ(Ek−1)
i

λ(LA2
) = (β2 − β1)

∞∏
k=1

(1− λ(Ek)

λ(Ek−1)
). (3.14)

Ïîêàæåìî, ùî ðÿä
∞∑
k=1

λ(Ek)
λ(Ek−1)

ðîçáiãà¹òüñÿ. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ôîð-

ìóëó äîâæèíè öèëiíäðè÷íîãî âiäðiçêà i âèðàçèìî

λ(Ek−1) =
∑
c1∈A2

...
∑

ck−1∈A2

β2 − β1
(qk−1 + β1qk−2)(qk−1 + β2qk−1)

,

λ(Ek) =
∑
c1∈A2

...
∑

ck−1∈A2

|uk − vk|,

uk = [0; c1, ..., ck−1, α1 + β2] =
(α1+β2)pk−1+pk−2

(α1+β2)qk−1+qk−1
,

vk = [0; c1, ..., ck−1, α2 + β1] =
(α2+β1)pk−1+pk−2

(α2+β1)qk−1+qk−1
i

|uk − vk| =
|(α2 − α1)− (β2 − β1)|

((α1 + β2)qk−1 + qk−2)((α2 + β1)qk−1 + qk−2)
.

|Fc1...ck−1
|

|∆c1...ck|
=

|(α2 − α1)− (β2 − β1)|(1 + β1
qk−2

qk−1
)(1 + β2

qk−2

qk−1
)

(α1 + β2 +
qk−2

qk−1
)(α2 + β1 +

qk−2

qk−1
)(β2 − β1)

.

Îñêiëüêè α1α2 >
1
2 , òî (α2 − α1)− (β2 − β1) = θ > 0. Âðàõîâóþ÷è, ùî

θ1 ⩽
qk−2

qk−1
= [ak−1, ak−2, ..., a1] ⩽ θ2,

äå θ1 = 1
α2+

1
α1

, θ2 = 1
α2

ïðè k = 2, 3, ..., ìà¹ìî

|Fc1...ck−1
|

|∆c1...ck−1
|
>

θ(1 + β1θ1)(1 + β2θ1)

(α1 + β2 + θ2)(α2 + β1 + θ2)(β2 − β1)
= δ > 0.

Òîäi

λ(Ek)

λ(Ek−1)
=

∑
c1∈A2

...
∑

ck−1∈A2

|Fc1...ck−1
|∑

c1∈A2

...
∑

ck−1∈A2

|∆c1...ck−1
|
⩾

∑
c1∈A2

...
∑

ck−1∈A2

δ|∆c1...ck−1
|∑

c1∈A2

...
∑

ck−1∈A2

|∆c1...ck−1
|
= δ



75

i äîáóòîê (3.14) ðîçáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Îòæå, λ(LA2
) = 0.

Íàñëiäîê 3.8. ßêùî α1α2 ⩽ 1
2, òî ∆′

c1...cm
= ∆c1...cm.

Òåîðåìà 3.3. ßêùî α1α2 = 1
2, òî ç÷èñëåííà ìíîæèíà òî÷îê x ∈

[β1, β2] ìà¹ äâà ëàíöþãîâèõ A2-çîáðàæåííÿ, ðåøòà æ òî÷îê ìàþòü ¹äèíå

çîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî x = ∆c1...cmα1
∩∆c1...cmα2

, òî x ìà¹ äâà ëàíöþãîâèõ A2-

çîáðàæåííÿ çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ 6 öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí. I òàêèõ òî÷îê

î÷åâèäíî ¹ ç÷èñëåííà ìíîæèíà (äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî m ¨õ êiëüêiñòü

ñêií÷åííà).

ßêùî x íå ¹ ñïiëüíîþ òî÷êîþ öèëiíäðè÷íèõ âiäðiçêiâ∆a1...amα1
i ∆a1...amα2

,

äëÿ æîäíîãî íàáîðó a1, ..., am, òî ÷èñëà ck, iñíóâàííÿ ÿêèõ âñòàíîâëþ¹òüñÿ

â äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî, îñêiëüêè

∇c1...ck−1α1
∩∇c1...ck−1α2

= Ø.

Â öüîìó âèïàäêó äëÿ òî÷êè x iñíó¹ ¹äèíà ïîñëiäîâíiñòü {ck} òàêà, ùî x =

[c1, c2, ..., ck, ...]. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî

x = [c1, c2, ..., ck, ...] = [d1, d2, ..., dk, ...].

ßêùî α1 = c1 ̸= d1 = α2, òî x ∈ ∆α1
i x ∈ ∆α2

, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî

∇α1
∩∇α2

= Ø i x ̸= ∆α1
∩∆α2

. Îòæå, c1 = d1.

Íåõàé òåïåð ci = di, i = 1,m, i cm+1 ̸= dm+1. Òîäi x ∈ ∆c1...cmα1
i

x ∈ ∆c1...cmα2
, òîáòî x = ∆c1...cmα1

∩∆c1...cmα2
, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi ∇c1...cmα1

∩∇c1...cmα2
= Ø,

x ̸= ∆c1...cmα1
∩∆c1...cmα2

.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî m cm ̸= dm, ùî é âèìàãàëîñü äîâå-

ñòè.
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Ó âèïàäêó α1α2 = 1
2 òî÷êè x ∈ [β1, β2], ùî ¹ êiíöåì äåÿêîãî öèëiíäðà,

áóäåìî íàçèâàòè A2-áiíàðíèìè. Äî òàêèõ òî÷îê âiäíîñÿòüñÿ òi, ùî ìàþòü

äâà ëàíöþãîâèõ A2-çîáðàæåííÿ, à òàêîæ òî÷êè β1 i β2. Î÷åâèäíî, ùî êîæíå

A2-áiíàðíå ÷èñëî (îêðiì β1 i β2) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

x = [a1, a2, . . . , an0
, α1, (α1, α2)]

àáî x = [a1, a2, . . . , an0
, α2, (α2, α1)],

(3.15)

äå n0 (n0 ⩾ 0) � íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, òàêå ùî òî÷êà x ¹ ñïiëüíèì êiíöåì

2-õ öèëiíäðiâ ðàíãó n äëÿ âñiõ n > n0.

ßêùî òî÷êà x íå ¹ êiíöåì æîäíîãî öèëiíäðè÷íîãî âiäðiçêà ∆a1a2...an, òî

òàêi x áóäåìî íàçèâàòè A2-óíàðíèìè.

Ó ïîäàëüøîìó, äëÿ çðó÷íîñòi ìiðêóâàíü áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè

íàñòóïíå

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ëàíöþãîâèì A-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x = ∆A2
c1...cn...

, äå

cn ∈ A2 = {1
2 , 1}, íàçèâà¹òüñÿ çàïèñ x = ∆A

a1...an...
, äå

an = 2cn − 1 =

 0, ÿêùî cn = 1
2 ,

1, ÿêùî cn = 1.

3.3. Iíâåðñîð ëàíöþãîâîãî A-çîáðàæåííÿ

Îçíà÷åííÿ 3.2. Iíâåðñîðîì ëàíöþãîâîãî A-çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà

[12 ; 1] íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ I, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ:

I(∆A
a1a2...an...

) = ∆A
[1−a1][1−a2]...[1−an]...

.

Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ êîðåêòíîñòi îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ I äîñèòü ïîêàçàòè,

ùî âèðàç ¨¨ çíà÷åííÿ â A-áiíàðíié òî÷öi íå çàëåæèòü âiä ¨¨ çîáðàæåííÿ,

òîáòî äà¹ ðiâíi çíà÷åííÿ äëÿ ðiçíèõ çîáðàæåíü.

Äiéñíî,

I(∆A
a1a2...αm0(01)...) = ∆A

[1−a1][1−a2]...[1−an]1(10)...
=
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= ∆A
[1−a1][1−a2]...[1−an]0(01)...

= I(∆A
a1a2...αm1(10)...).

Ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ I ¹ âiäðiçîê [12 ; 1], ïðè÷îìó

I(0, 5) = I(∆A
(10)) = ∆A

(01) = 1, I (1) = I(∆A
(01)) = ∆A

(10) = (0, 5).

Î÷åâèäíîþ ¹ ðiâíiñòü I(I(x)) = x. Îòæå, ôóíêöiÿ I ¹ îáåðíåíîþ ñàìà

ñîái, ¨¨ ãðàôiê ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî ïðÿìî¨ y = x, ïðè÷îìó I(x) = x

ðiâíîñèëüíî x = ∆A
0(01) = ∆A

1(10).

Òåîðåìà 3.4. Iíâåðñîð I öèôð A-çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [12 ; 1] ¹

íåïåðåðâíîþ ñòðîãî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé x0 = ∆A2
c1c2...cn...

= ∆A
a1a2...an...

� äîâiëüíà òî÷êà âiä-

ðiçêà [12 ; 1]. Ìîæëèâi âèïàäêè: 1) x0 � A2-óíàðíà òî÷êà; 2) x0 � A2-áiíàðíà

òî÷êà.

1) ßêùî ìà¹ ìiñöå ïåðøèé âèïàäîê, òî äëÿ äîâiëüíî âçÿòîãî ÷èñëà x =

∆A2

c′1c
′
2...c

′
n...

̸= x0 iñíó¹ m, òàêå ùî: c′m(x) ̸= cm(x0), àëå c′j(x) = cj(x0) ïðè

j < m.

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà x → x0 ðiâíîñèëüíà óìîâi m → ∞.

Íåõàé I(x0) = [0; b1, b2, . . . , bm, bm+1 . . .] = [0; b1, b2, . . . , bm, rm+1], äå rm+1 =

[bm+1; bm+2, . . .], i I(x) = [0; b1, b2, . . . , bm, b
′
m+1, b

′
m+2, . . .] = [0; b1, b2, . . . , bm, r

′
m+1],

äå r′m+1 = [b′m+1; b
′
m+2, . . .].

Òîäi I(x0) =
rm+1pm + pm−1

rm+1qm + qm−1
, I(x) =

r′m+1pm + pm−1

r′m+1qm + qm−1
. ßêùî x → x0, òî

|I(x)− I(x0)| = |
rm+1pm + pm−1

rm+1qm + qm−1
−

r′m+1pm + pm−1

r′m+1qm + qm−1
| =

=
1

(rm+1qm + qm−1)(r′m+1qm + qm−1)
|rm+1 − r′m+1| → 0 (m → ∞),

à îòæå, I(x) → I(x0), ùî é äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü ó A2-óíàðíié òî÷öi.

2) Íåõàé x0 ¹ A2-áiíàðíîþ òî÷êîþ, òîáòî

x0 = ∆A2

c1c2...cm1(1 1
2 )
= ∆A2

c1c2...cm
1
2 (

1
21)

.
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Íåõàé m � íåïàðíå ÷èñëî.

Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü â òî÷öi x0 çëiâà. Âiçüìåìî ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëi-

äîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ ç ïàðíèìè çíà÷åííÿìè n:

xn =
pn
qn

= [0; a1, a2, . . . , am, 1, (1,
1

2
)k],

äå n = m+ 1 + 2k, òîìó n → ∞ ïðè k → ∞.

Îñêiëüêè â òàêîìó âèïàäêó n � ïàðíå ÷èñëî, òî, ÿê âiäîìî, ïîñëiäîâíiñòü

ïiäõiäíèõ äðîáiâ
pn
qn

¹ çðîñòàþ÷îþ, ïðè÷îìó lim
k→∞

xn = x0. Òîäi

lim
k→∞

I(xn) = [0; b1, b2, . . . , bm,
1

2
, (
1

2
, 1)] = I(x0).

Àíàëîãi÷íî, ïîñëiäîâíiñòü

x′n =
p′n
q′n

= [0; a1, a2, . . . , am,
1

2
, (
1

2
, 1)k] → x0

¹ çðîñòàþ÷îþ, ïðè÷îìó

lim
k→∞

I(xn) = [0; b1, b2, . . . , bm, 1, (1,
1

2
)] = I(x0).

Ïðè ïàðíîìó çíà÷åííi m ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ ¹

íåïåðåðâíîþ i ó A2-áiíàðíèõ òî÷êàõ âiäðiçêà [12 ; 1].

2. Äîâåäåìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ íà âiäðiçêó [12 ; 1].

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äâà äîâiëüíi ÷èñëà x1 = ∆A
a1a2...an...

i x2 = ∆A
b1b2...bn...

, i

íåõàé x1 < x2. Òîäi iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî:

ai = bi, i = 1, . . . , 2n, àëå a2n+1 > b2n+1, àáî

ai = bi, i = 1, . . . , 2n− 1, àëå a2n < b2n.

Òîäi, ó ïåðøîìó âèïàäêó 1−a2n+1 < 1−b2n+1 i I(x1) > I(x2). Àíàëîãi÷íî, ó

äðóãîìó âèïàäêó 1−a2n > 1− b2n i I(x1) > I(x2). Îòæå, ç òîãî, ùî x1 < x2

âèïëèâà¹, ùî I(x1) > I(x2), òîáòî iíâåðñîð öèôð A2-çîáðàæåííÿ ¹ ñòðîãî

ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ íà âiäðiçêó [12 ; 1].
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Íàñëiäîê 3.9. Îñêiëüêè I(23) = I(∆A2

1(10)) = ∆A2

0(01) =
2
3, òî ôóíêöiÿ I

ìà¹ ¹äèíó iíâàðiàíòíó òî÷êó x0 =
2
3.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ I íåïåðåðâíà i ñòðîãî ñïàäíà, òî çà òåîðåìîþ Ëåáåãà

âîíà ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó ìàéæå ñêðiçü (ó ðîçóìiíi ìiðè Ëåáåãà).

Ëåìà 3.2. ßêùî â òî÷öi x0 iñíó¹ ñêií÷åííà ïîõiäíà, òî âîíà îá÷èñëþ-

¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

I′(x0) = lim
n→∞

[qn−1(x0) + qn(x0)][qn−1(x0) + 2qn(x0)]

[qn−1(I(x0)) + qn(I(x0)))][qn−1(I(x0)) + 2qn(I(x0))]
.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîõiäíà I′(x0) iñíó¹, òî âîíà ðiâíà öèëiíäðè÷íié ïî-

õiäíié

I′(x0) = lim
x′′
n−x′

n→0
x′
n⩽x0⩽x′′

n

I(x′′n)− I(x′n)

x′′n − x′n
.

Âçÿâøè â ÿêîñòi x′n i x
′′
n êiíöi öèëiíäðà n-ãî ðàíãó, ùî ìiñòèòü x0, ìàòèìåìî

I′(x0) = lim
n→∞

|I(∆A2

α1(x0)...αn(x0)
)|

|∆A2

α1(x0)...αn(x0)
|

= lim
n→∞

1
[qn−1(I(x0))+qn(I(x0))][qn−1(I(x0))+2qn(I(x0))]

1
[qn−1(x0)+qn(x0)][qn−1(x0)+2qn(x0)]

=

= lim
n→∞

[qn−1(x0) + qn(x0)][qn−1(x0) + 2qn(x0)]

[qn−1(I(x0)) + qn(I(x0))][qn−1(I(x0)) + 2qn(I(x0))]
.

Òåîðåìà 3.5. Ãðàôiê ΓI ôóíêöi¨ I ìà¹ âëàñòèâîñòi:

ΓI = Γ0 ∪ Γ1,

äå Γi ¹ îáðàçîì ΓI ïðè ïåðåòâîðåííi γi, äå

γ0 :


x′ =

1

1 + x
,

y′ =
1

1
2 + y

.

γ1 :


x′ =

1
1
2 + x

,

y′ =
1

1 + y
.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé

Γi = {M(x; y) : x = ∆A
ia2(x)a3(x)...

, y = I(x)}.

Ïîêàæåìî, ùî γi(Γ) = Γi, òîáòî γi(Γ) ⊂ Γi, Γi ⊂ γi(Γ).

ßêùî M(x; y) ∈ Γ, òîáòî y = I(x) = ∆A
[1−a1(x)][1−a2(x)]...[1−an(x)]...

, òî

γ0(M) = M ′(x′; y′) : x′ = [0; 1, a1(x), a2(x), . . .], y′ = [0; 1 − a1(x), 1 −
a2(x), . . .]. Íåõàé M(x; y) ∈ ΓI, M ′(x′; y′) ∈ γi(ΓI), òîáòî

x = ∆A
a1...an...

, y = I(x) = ∆A
[1−a1]...[1−an]...

,

x′ = ∆A
ia1...an...

, y′ = I(x′) = ∆A
[1−i][1−a1]...[1−an]...

.

Òîäi M ′ ∈ Γi, òîáòî x = ∆A
ia1...an...

, y = I(x) = ∆A
[1−i][1−a1]...[1−an]...

, òî î÷åâè-

äíî, ùî M(x; y) ∈ γi(ΓI). Îòæå, γi(Γ) = Γi.

3.4. Îïåðàòîð ëiâîñòîðîííüîãî çñóâó åëåìåíòiâ ëàíöþãîâîãî

A2-çîáðàæåííÿ

Ó ïðîñòîði ëàíöþãîâèõ A2-çîáðàæåíü îçíà÷èìî îïåðàòîð ω ðiâíiñòþ

ω(∆A2
a1a2...

) = ∆A2
a2a3...

, (3.16)

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ëiâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð ëàíöþãîâîãî

A2-çîáðàæåííÿ.

Äîìîâèâøècü âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå ïåðøå ç äâîõ iñíóþ÷èõ çîáðàæåíü

(3.15) A2-áiíàðíîãî ÷èñëà, ç ðiâíîñòi (3.16) îòðèìà¹ìî êîðåêòíî îçíà÷åíó

ôóíêöiþ ÷èñëà x = [0; a1, a2, . . . ], ÿêà ìà¹ àíàëiòè÷íèé âèðàç

ω(x) =
1

x
− a1(x) =

1− a1x

x
.

Ïîêëàäåìî

ωn(x) = ω(ω(. . . ω︸ ︷︷ ︸(x))) = unx+ vn
cnx+ dn

,
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òîäi ωn(x) =
1

ωn−1(x)
− an(x) =

1− ωn−1an(x)

ωn−1
.

Òîäi u0 = 1, v0 = 0, c0 = 0, d0 = 1 i ïðè an = 1
2 ìà¹ìî

un+1x+ vn+1

cn+1x+ dn+1
=

cnx+ dn
unx+ vn

− 1

2
=

(2cn − un)x+ 2dn − vn
2unx+ 2vn

,

çâiäêè 

un+1 = 2cn − un,

vn+1 = 2dn − vn,

cn+1 = 2un,

dn+1 = 2vn.

ßêùî æ an = 1, òî

un+1x+ vn+1

cn+1x+ dn+1
=

cnx+ dn
unx+ vn

− 1 =
(cn − un)x+ dn − vn

unx+ vn
.

Ìà¹ìî



un+1 = cn − un,

vn+1 = dn − vn,

cn+1 = un,

dn+1 = vn.

Îöiíèìî çâåðõó âåëè÷èíó |un|.

Òåîðåìà 3.6. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

cn ⩽
1√
17

((
1 +

√
17

4

)n

−

(
1−

√
17

4

)n)
,∀n ∈ Z+.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî (u0; v0; c0; d0) = (1; 0; 0; 1) i ìîæëèâèìè âà-

ðiàíòàìè äëÿ (u1; v1; c1; d1) ¹ (−1; 2; 2; 0) òà (−1; 1; 1; 0) ÿêùî a1 = 1
2 àáî 1
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âiäïîâiäíî. Ìîæëèâi âèïàäêè

un+1 = 2cn − un =

2un−1 − un,

4un−1 − un,

òà

un+1 = cn − un =

2un−1 − un,

un−1 − un.

Îòæå, un+1 = kun−1 − un, äå k ∈ { 1; 2; 4}.
Ìà¹ìî

|un+1| = |kun−1 − un| ⩽ |kun−1|+ |un| ⩽ 4|un−1|+ |un|.

Íåõàé (sn) � ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî

sn+1 = sn + 4sn−1,∀n ∈ N,

s0 = 1, s1 = 1.

Iíäóêòèâíî ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

un ⩽ sn,∀n ∈ Z+.

Îñêiëüêè

sn =
1√
17

((
1 +

√
17

4

)n

−

(
1−

√
17

4

)n)
,

òî

un ⩽
1√
17

((
1 +

√
17

4

)n

−

(
1−

√
17

4

)n)
,∀n ∈ Z+.

Çðîçóìiëî, ùî cn = kun, äå k ∈ { 1; 12}, òîìó

cn ⩽ un ⩽
1√
17

((
1 +

√
17

4

)n

−

(
1−

√
17

4

)n)
,∀n ∈ Z+.
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3.5. Ìåòðè÷íi çàäà÷i A2-çîáðàæåííÿ

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê, êîëè α1 =
1

2
, α2 = 1. Íåõàé C[A2, c1c2] �

ìíîæèíà A2-äðîáiâ, ùî íå ìiñòÿòü êîìáiíàöiþ äâîõ åëåìåíòiâ c1c2, c1, c2 ∈
A2 = {1

2
, 1}. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà C[A2, c1c2] íå ìiñòèòü òî÷îê, ùî ìàþòü

äâà ëàíöþãîâèõ A2-çîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 3.7. Ïðè c1 ̸= c2 ìíîæèíà C[A2, c1c2] ¹ ç÷èñëåííîþ, à ïðè

c1 = c2 � êîíòèíóàëüíîþ ìíîæèíîþ, ìiðà Ëåáåãà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé c1 ̸= c2. Òîäi ìíîæèíà C[A2, c1c2] ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê

x, A2-çîáðàæåííÿ ÿêèõ äî k-ãî ìiñöÿ âêëþ÷íî ìiñòèòü ëèøå åëåìåíò c2,

k = 1, 2, . . ., à ç (k+1)-ãî ìiñöÿ � ëèøå åëåìåíò c1, à òàêîæ âêëþ÷à¹ òî÷êè

[(1)] i [
(
1
2

)
]. Òîìó C[A2, c1c2] ¹ ç÷èñëåííîþ.

Íåõàé c1 = c2 = c, c̃ � åëåìåíò, òàêèé ùî {c̃} = A2 \ {c}. Ìíîæèíà

òî÷îê x ∈ C[A2, cc], A2-ðîçêëàä ÿêèõ ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåí-

òiâ c, ¹ ç÷èñëåííîþ. Ðîçãëÿíåìî òî÷êè x ∈ C[A2, cc], â A2-ðîçêëàäi ÿêèõ

ìiñòèòüñÿ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ c. Òîäi A2-çîáðàæåííÿ òàêèõ x

ìà¹ âèãëÿä: x = [c̃, c̃, ..., c̃︸ ︷︷ ︸
k1

, c, c̃, c̃, ..., c̃︸ ︷︷ ︸
k2

, c, . . .]. Êîæíîìó ðîçêëàäó ïîñòàâèìî ó

âiäïîâiäíiñòü íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k1, k2, . . .. Ìíî-

æèíà òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé êîíòèíóàëüíà, ç ÷îãî âèïëèâà¹ êîíòèíóàëüíiñòü

ìíîæèíè C[A2, cc].

Ïîêàæåìî, ùî ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè C[A2, cc] äîðiâíþ¹ íóëþ. Íåõàé

Fk � îá'¹äíàííÿ öèëiíäðiâ ðàíãó k, ùî ìiñòÿòü òî÷êè ìíîæèíè C[A2, cc].

Î÷åâèäíî, ùî Fk ⊂ Fk−1 (k = 1, 2, . . .), C[A2, cc] =
∞⋂
k=1

Fk i äëÿ ìiðè Ëåáåãà

ìíîæèíè C[A2, cc] ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

λ(C[A2, cc]) = lim
k→∞

λ(Fk) ⩽ lim
k→∞

(
nk ·max

c1...ck
|∆c1c2...ck|

)
,

äå nk � êiëüêiñòü öèëiíäðiâ ðàíãó k, ùî ìiñòÿòüñÿ â Fk. Äîñëiäèìî çíà÷åííÿ

nk.
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Ïîçíà÷èìî nc̃
k−1 � êiëüêiñòü öèëiíäðiâ (k−1)-ãî ðàíãó âèäó∆c1...ck−2c̃, ùî

âõîäÿòü äî Fk−1, nc
k−1 � êiëüêiñòü öèëiíäðiâ (k−1)-ãî ðàíãó âèäó ∆c1...ck−2c,

ùî âõîäÿòü äî Fk−1. Êîæíèé öèëiíäð ∆c1...ck−2c̃ ç Fk−1 ïîðîäæó¹ 2 öèëiíäðè

k-ãî ïîðÿäêó: ∆c1...ck−2c̃ c i ∆c1...ck−2c̃ c̃, ÿêi íàëåæàòü Fk, à êîæåí öèëiíäð âèäó

∆c1...ck−2c ïîðîäæó¹ ëèøå îäèí öèëiíäð ∆c1...ck−2 c c̃, ÿêèé íàëåæèòü ìíîæèíi

Fk.

Òîäi î÷åâèäíî, ùî nk = 2nc̃
k−1 + nc

k−1. Îñêiëüêè nc̃
k−1 = nk−2, òî nk =

nc̃
k−1 + nc̃

k−1 + nc
k−1 = nk−2 + nk−1. Çîêðåìà, n0 = 1, n1 = 2, n2 = 3, i ïðè

n−1 = 1 ïîñëiäîâíiñòü {nk} (k = −1, 0, 1, . . .) ñïiâïàäà¹ ç ïîñëiäîâíiñòþ

÷èñåë Ôiáîíà÷÷i, ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî

nk =

√
5

5

(1 +
√
5

2

)k+2

−

(
1−

√
5

2

)k+2
 .

Ñêîðèñòàâøèñü íàñëiäêîì ëåìè 1, îòðèìà¹ìî:

max
c1...ck

|∆c1c2...ck| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆1

2

1

2
. . .

1

2︸ ︷︷ ︸
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⩽

1

q2k−1

1

2

1

2
. . .

1

2︸ ︷︷ ︸
k−1


=

=
12

√
17

17

(1 +
√
17

4

)k

−

(
1−

√
17

4

)k
2 .

Òîäi äëÿ ìiðè Ëåáåãà ìíîæèíè C[A2, cc] ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi:

λ(C[A2, cc]) ⩽ lim
k→∞

(
nk ·max

c1...ck
|∆c1c2...ck|

)
⩽

⩽ lim
k→∞

√
5

5

(1 +
√
5

2

)k+2

−

(
1−

√
5

2

)k+2


2
√
17

17

(1 +
√
17

4

)k

−

(
1−

√
17

4

)k
2 = 0,
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çâiäêè âèïëèâà¹, ùî λ(C[A2, cc]) = 0.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó ðîçäiëi 3 îçíà÷åíî ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ ëàíöþãîâèõ

A2-äðîáiâ. Ñòâîðåíî öiëiñíó òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òåîðiþ ïðåäñòàâëåííÿ ÷è-

ñåë ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, àëôàâiò ÿêîãî ¹ äâîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ, i

éîìó âiäïîâiäíó òåîðiþ çîáðàæåííÿ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ äâîñèìâîëüíîãî

àëôàâiòó {0, 1}. Çíàéäåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè, ïðè ÿêèõ òàêà ñè-

ñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë öiëîãî âiäðiçêà (A-çîáðàæåííÿ) ìà¹ íóëüîâó íàäëè-

øêîâiñòü (òîáòî íå iñíó¹ ÷èñåë, ÿêi ìàþòü òðè çîáðàæåííÿ àáî áiëüøå).

Äîâåäåíî, ùîA-çîáðàæåííÿ ÷èñåë òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíå íåãà-äâiéêî-

âîìó, àëå ìà¹ ïðèíöèïîâî iíøó ìåòðè÷íó ñêëàäîâó òåîði¨. Äåòàëüíî âèâ÷å-

íî ãåîìåòðiþ ëàíöþãîâîãî A-çîáðàæåííÿ ÷èñåë (îïèñàíî âëàñòèâîñòi öè-

ëiíäðè÷íèõ ìíîæèí, âñòàíîâëåíî ðÿä ìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü òîùî).
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ÐÎÇÄIË 4

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ A2-ÄÐÎÁIÂ ÄÎ

ÂÈÂ×ÅÍÍß ÎÁ'�ÊÒIÂ Ç ÔÐÀÊÒÀËÜÍÈÌÈ

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒßÌÈ

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî çàñòîñóâàííþ ëàíöþãîâîãîA2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë

ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ i òåîði¨ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié ç ôðàêòàëüíèìè

âëàñòèâîñòÿìè.

4.1. Ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à i öèëiíäðè

A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë

Îäíèìè ç êëþ÷îâèõ ïîíÿòü òåîði¨ ôðàêòàëiâ ¹ ïîíÿòòÿ α�ìiðíî¨ ìiðè

Ãàóñäîðôà i ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à. Íàãàäà¹ìî [43] ¨õ îçíà÷å-

ííÿ äëÿ ïðîñòîðó R1.

Íåõàé R1 � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, E � äåÿêà îáìåæåíà éîãî ïiäìíîæè-

íà, d(E) � äiàìåòð E, FR � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó R1 òàêà, ùî äëÿ

∀E ⊂ R1 i ∀ε > 0 iñíó¹ íå áiëüø íiæ ç÷èñëåííå ε-ïîêðèòòÿ {Gi}, Gi ∈ FR,

ìíîæèíè E (òîáòî iñíó¹ {Gi}, Gi ∈ FR, E ⊂
⋃
i

Gi, d(Gi) ⩽ ε). Äëÿ

çàäàíèõ E i áóäü-ÿêîãî ε > 0 îçíà÷èìî ôóíêöiþ

mε
d(E) = inf

d(Gi)⩽ε

{∑
i

d(Gi) : E ⊂
⋃
i

Gi

}
,

äå íèæíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ çà âñåìîæëèâèìè, íå áiëüø íiæ ç÷èñëåííèìè,

ε-ïîêðèòòÿìè {Gi}, Gi ∈ FR, ìíîæèíè E.

Îçíà÷åííÿ 4.1. ×èñëî

Hd(E) = lim
ε↓0

mε
d(E) = sup

ε>0
mε

d(E)
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íàçèâàþòü çîâíiøíüîþ ìiðîþ Ãàóñäîðôà ìíîæèíè E, à çîâíiøíþ ìiðó mε
d

� íàáëèæàþ÷îþ ìiðîþ ïîðÿäêó ε.

ßêùî 0 < Hα(E) < ∞, òî ÷èñëî α íàçèâàþòü ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà

ìíîæèí E. Âiäîìi ïðèêëàäè ìíîæèí, äëÿ ÿêèõ òàêîãî α íå iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 4.2. ×èñëî α0 = α0(E), âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

α0(E) = sup{α : Hα(E) ̸= 0} = inf{α : Hα(E) = 0},

íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè E.

Ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè E ⊂ R1 âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-

âåäiíêîþ Hα(E) íå ÿê ôóíêöi¨ âiä E, à ÿê ôóíêöi¨ âiä α. Êîðåêòíiñòü îçíà-

÷åííÿ ïiäòâåðäæó¹ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü Hα-ìiðè.

ßêùî Hα1
(E) < ∞, òî Hα2

(E) = 0 äëÿ α2 > α1. ßêùî Hα2
(E) ̸= 0, òî

Hα1
(E) = ∞ äëÿ α1 < α2.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äàíî¨ ìíîæèíè E àáî Hα(E) = 0 äëÿ

áóäü-ÿêîãî α > 0, òîäi α0(E) = 0 çà îçíà÷åííÿì, àáî iñíó¹ òî÷êà �ïåðåñêîêó�

α0, òàêà, ùî Hα(E) = ∞ äëÿ α < α0 i Hα(E) = 0 äëÿ α > α0. Òàêå ÷èñëî

α0 i íàçèâàþòü ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à.

Âiäìiòèìî ïåâíi âëàñòèâîñòi ðîçìiðíîñòi Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à:

1. ßêùî ìíîæèíè E1 i E2 � ãåîìåòðè÷íî ïîäiáíi, òî α0(E1) = α0(E2);

2. α0(E) = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ íå áiëüø íiæ ç÷èñëåííî¨ ìíîæèíè E;

3. α0(E1) ⩽ α0(E2), ÿêùî E1 ⊂ E2;

4. α0(
⋃
n
En) = sup

n
α0(En).

Ëåìà 4.1. Äëÿ äîâæèí öèëiíäðiâ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë

ïðè áóäü-ÿêèõ i, j ∈ A òà a ̸= i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆c1...ck−1ij| < |∆c1...ck−1a|.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è âèðàç äîâæèíè A2-öèëiíäðiâ òà ïðàâèëî óòâî-
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ðåííÿ çíàìåííèêiâ ïiäõiäíèõ äðîáiâ qn ìà¹ìî

|∆c1...cn−1a| =
1

(qn−1 + qn)(qn−1 + 2qn)
=

=
1

((1 + a)qn−1 + qn−2)((1 + 2a)qn−1 + 2qn−2)
.

Âiäïîâiäíî

|∆c1...cn−1ij| =
1

(qn + qn+1)(qn + 2qn+1)
=

=
1

((1 + j)qn + qn−1)((1 + 2j)qn + 2qn−1
=

=
1

((1 + j)(iqn−1 + qn−2) + qn−1)((1 + 2j)(iqn−1 + qn−2) + 2qn−1)
=

=
1

((i(1 + j) + 1)qn−1 + (1 + j)qn−2)((i(1 + 2j) + 2)qn−1 + (1 + 2j)qn−2)
=

=
1

((i+ ij + 1)qn−1 + (1 + j)qn−2)((i+ 2ij + 2)qn−1 + (1 + 2j)qn−2)
.

Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ

δ =
|∆c1...cn−1ij|
|∆c1...cn−1a|

=

=
((1 + a)qn−1 + qn−2)((1 + 2a)qn−1 + 2qn−2)

((i+ ij + 1)qn−1 + (1 + j)qn−2)((i+ 2ij + 2)qn−1 + (1 + 2j)qn−2)
=

=
((1 + a) + qn−2

qn−1
)((1 + 2a) + 2qn−2

qn−1
)

((i+ ij + 1) + (1 + j)qn−2

qn−1
)((i+ 2ij + 2) + (1 + 2j)qn−2

qn−1
)
=

=
(1 + a+ A)(1 + 2a+ 2A)

(i+ ij + 1 + (1 + j)A)(i+ 2ij + 2 + (1 + 2j)A)
, äå A =

qn−2

qn−1
.

Ðîçãëÿíóâøè ÷îòèðè ìîæëèâi âàðiàíòè (i = 1
2 , a = 1, j ∈ {1

2 , 1} òà i = 1,

a = 1
2 , j ∈ {1

2 , 1}) ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

δ =
|∆c1...cn−1ij|
|∆c1...cn−1a|

< 1.



89

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî iíòåðâàëà u ⊂ [12 ; 1] iñíó¹ íå áiëüøå øå-

ñòè A2-öèëiíäðiâ, ÿêi ïîêðèâàþòü u i ìàþòü äîâæèíó íå áiëüøó |u|.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç VA � êëàñ âñiõ A2-öèëiíäðiâ âiäðiçêà [12 ; 1].

Íåõàé u � äîâiëüíèé âiäðiçîê, ùî ìiñòèòüñÿ â [12 ; 1] , à k � ìiíiìàëüíèé ðàíã

öèëiíäðà (ïîçíà÷èìî éîãî ∆c1...ck−1ck), ùî ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â u, òîáòî u

âæå íå ìiñòèòü öèëiíäðiâ ðàíãó k − 1.

Çàóâàæèìî, ùî u ìîæå ìiñòèòè íå áiëüøå äâîõ öèëiíäðiâ ðàíãó k, îñêiëü-

êè ç òðüîõ ñóìiæíèõ öèëiíäðiâ îäíîãî ðàíãó iñíó¹ äâà, ÿêi â îá'¹äíàííi

óòâîðþþòü öèëiíäð ðàíãó k − 1, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó ÷èñëà k.

Î÷åâèäíî, ùî iñíóþòü äâà öèëiíäðè υ0 i υ1 ðàíãó k− 1, ÿêi ïîêðèâàþòü

u, ïðè ÷îìó îäèí ç íèõ öå ∆c1...ck−1
: u ⊂ (υ0

⋃
υ1), max υ0 = min υ1.

Ïîçíà÷èìî u0 = [min u; max υ0], u1 = [max υ0,max u].

Çàçíà÷èìî, ùî îäèí ç âiäðiçêiâ u0, u1 ìîæå ìàòè äîâæèíó áëèçüêó äî

äîâæèíè u.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçêè u0 i u1 îêðåìî, äîâiâøè, ùî êîæåí ç íèõ ìîæå áóòè

ïîêðèòèé íå áiëüøå ÿê òðüîìà A2-öèëiíäðàìè, ÿêi ìàþòü äîâæèíó, ùî íå

ïåðåâèùó¹ |u|.
Çàóâàæèìî, ùî âèùåâêàçàíèé öèëiíäð ∆c1...ck−1ck ìîæå íàëåæàòè àáî

u0, àáî u1. Ïðèïóñòèìî, ùî ∆c1...ck−1ck ⊂ u0, òîäi âií ñïiâïàäà¹ ç îäíèì ç

öèëiíäðiâ ∆c1...ck−1i àáî ∆c1...ck−1a, äå a = A \ {i}, à ñàìå ç òèì, ùî ëåæèòü
ïðàâiøå.

ßêùî ââàæàòè, ùî ç öèëiíäðîì∆c1...ck−1a, òî òîäi âiäðiçîê u0 ïîêðèâàþòü

òðè öèëiíäðè ∆c1...ck−1a, ∆c1...ck−1ij, äå j ∈ A. Êîæåí ç íèõ ìà¹ äîâæèíó

ìåíøó |u|, îñêiëüêè çãiäíî ç ëåìîþ 4.1:

|∆c1...ck−1ij| < |∆c1...ck−1a|.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäðiçîê u1. Iñíó¹ íàéìåíøèé ðàíã m öèëiíäðà, ÿêèé

ïîâíiñòþ íàëåæèòü u1, ÿêùî öå ∆a1...am−1a, òî òðè öèëiíäðè ∆a1...am−1a i
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∆a1...am−1ij, äå i = A \ {a}, j ∈ A ïîêðèâàþòü u1 i ìàþòü äîâæèíó ìåí-

øó |u1| â ñèëó òèõ æå àðãóìåíòiâ.
Ó âèïàäêó êîëè ∆c1...ck−1ck ⊂ u1 âèñíîâîê îá ðóíòóâó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òåîðåìà 4.2. Ïðè âèçíà÷åíi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïiä-

ìíîæèí âiäðiçêà [12 ; 1] ìîæíà îáìåæèòèñü ïîêðèòòÿìè A2-öèëiíäðàìè.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìíîæèíó E ⊂ [12 ; 1] i

lεα(E) = inf

{ ∞∑
i=1

|ui|α; E ⊂
∞⋃
i=1

ui, ui ∈ VA, |ui| ⩽ ε, i = 1, 2, ...

}
,

äå |ui| � äîâæèíà ui, à íèæíÿ ìåæà áåðåòüñÿ çà âñåìîæëèâèìè ïîêðèòòÿìè

E âiäðiçêàìè ui ç VA, äîâæèíà ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ ε.

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 4.1, ìà¹ìî

mε
α(E) ⩽ lεα(E) ⩽ 6mε

α(E).

Òîìó õî÷à lεα(E) i mε
α(E) ðiçíi, àëå â îçíà÷åííi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-

Áåçèêîâè÷à ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè lεα(E) çàìiñòümε
α(E), îñêiëüêè lim

ε→0
lεα(E)

òà lim
ε→0

mε
α(E) äîñÿãàþòü íóëÿ òà íåñêií÷åííîñòi îäíî÷àñíî.

Â êëàñè÷íîìó îçíà÷åííi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à îáìåæåíèõ

ìíîæèí ïðîñòîðó R1 ðîçãëÿäàþòüñÿ âñåìîæëèâi ïîêðèòòÿ ìíîæèí âiäðiç-

êàìè (ðiâíîñèëüíî iíòåðâàëàìè). Îäíà ç ôóíäàìåíòàëüíèõ òåîðåì Áiëëiíã-

ñëi ùîäî åêâiâàëåíòíîãî îçíà÷åííÿ ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ïîêðèòòiâ äâié-

êîâèìè öèëiíäðàìè. Íàìè îòðèìàíî àíàëîã òåîðåìè Áiëiíãñëi äëÿ ëàíöþ-

ãîâèõ A2-äðîáiâ.

Óçàãàëüíèìî îçíà÷åííÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à.

Íåõàé ν � íåïåðåðâíà ìiðà íà áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ E ⊂ [12 ; 1] i

να(E, ε) = inf

{ ∞∑
i=1

να(ui) : E ⊂
∞⋃
i=1

ui, ui ∈ VA, i = 1, 2, ...

}
,
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äå íèæíÿ ìåæà áåðåòüñÿ çà ν − ε-ïîêðèòòÿìè ìíîæèíè E, òîáòî çà ïî-

êðèòòÿìè âiäðiçêàìè ui ∈ VA ç ìiðîþ ν(ui) ⩽ ε. ßêùî ν � ìiðà Ëåáåãà,

òî να(E, ε) = mα(E, ε). Ïðè ε → 0 να(E, ε) ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî ãðàíèöi

να(E), ùî ¹ óçàãàëüíåíîþ Hνα-ìiðîþ Ãàóñäîðôà.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Ðîçìiðíiñòþ Áiëëiíãñëi (ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçè-

êîâè÷à âiäíîñíî ìiðè ν) ìíîæèíè E íàçèâà¹òüñÿ òàêå ÷èñëî α0, ùî να(E) =

∞ ïðè α < α0 i να(E) = 0 ïðè α > α0. �¨ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç αν(E).

ßêùî ν � ìiðà Ëåáåãà, òî ðîçìiðíiñòü Áiëëiíãñëi [5] ñïiâïàäà¹ ç êëàñè-

÷íîþ ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à, òîáòî αν(E) = α0(E) äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ìíîæèíè E ⊂ [12 ; 1].

4.2. Àâòîìîäåëüíi ôóíêöi¨ òèïó Ñåíäîâà

Á. Ñåíäîâ â ðîáîòi [97] âèâ÷àâ ôóíêöi¨, íàçâàíi íèì äâiéêîâî âëàñíå-

ïîäiáíèìè. Êîæíà ç òàêèõ ôóíêöié çàäàâàëàñü ñâî¹þ ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâ-

íiñòþ (λk) íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ òàêîþ, ùî
∞∏
k=1

λk < ∞, i ôóíêöiîíàëüíèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè:

f(x+ 2−k) = λkf(x), x ∈ ∇2
a1...ak0

, k = 1, 2, ...,

äå ∇2

a1...ak0
=

(
k∑

i=1

2−iai; 2
−k +

k∑
i=1

2−iai

)
, ai ∈ A ≡ {0, 1}.

Ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ

f(x = ∆2
a1...ak...

) =
∞∏
k=1

λ
ak(x)
k , äå x =

∞∑
k=1

2−kak ≡ ∆2
α1α2...αk...

.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äàíîìó êëàñó íàëåæàòü âñi ïîêàçíèêîâi ôóíêöi¨, çîêðå-

ìà ôóíêöiÿ y = ex, à ïðè λk = 1 äëÿ âñiõ k ∈ N ìà¹ìî f(x) = 1.

Àêöåíò ó çãàäàíié ðîáîòi Ñåíäîâà çðîáëåíî íà ïèòàííÿõ íåïåðåðâíîñòi

ôóíêöi¨ çà Ãàóñäîðôîì, iíòåãðàëüíèõ òà ¾ôðàêòàëüíèõ¿ âëàñòèâîñòÿõ [98]

ôóíêöié öüîãî êëàñó, à òàêîæ íà ¨õ âèêîðèñòàííi äëÿ êîíñòðóþâàííÿ ñè-
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ñòåìè îðòîãîíàëüíèõ ôóíêöié òèïó Óîëøà (Âóëøà) i ïàêåòó ïåðåòâîðåíü

Õààðà.

Iäåþ çàäàííÿ ôóíêöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ, ÿêó âèêîðèñòî-

âóâàâ ó çãàäàíié ðîáîòi Ñ¹íäîâ ìè âèêîðèñòàëè äëÿ çàäàííÿ êëàñó ôóíêöié

ïðè óìîâi, ùî àðãóìåíò ìà¹ ëàíöþãîâå A-çîáðàæåííÿ.

Ó äàíîìó ïàðàãðàôi îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ ôóíêöiÿ, îçíà÷åíà

ðiâíiñòþ

f(x = ∆A
α1α2...αk...

) =
∞∏
k=1

λ
αk(x)
k , (4.1)

äå ∆A
α1α2...αk...

� A-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ [12 ; 1], (λk) � íàïåðåä çàäàíà ïî-

ñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî íåñêií÷åííèé äîáóòîê P ≡
∞∏
k=1

λk ¹

àáñîëþòíî çáiæíèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî íåñêií÷åííèé äîáóòîê
∞∏
k=1

λk ≡ lim
n→∞

n∏
k=1

λk íàçèâà¹òüñÿ

çáiæíèì, ÿêùî çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü (Pn) éîãî ÷àñòèííèõ äîáóòêiâ Pn ≡
n∏

k=1

λk äî ÷èñëà, âiäìiííîãî âiä íóëÿ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, âií íà-

çèâà¹òüñÿ ðîçáiæíèì, çîêðåìà ðîçáiæíèì äî íóëÿ. Íåñêií÷åííèé äîáó-

òîê
∞∏
n=1

(1 + an) íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî çáiæíèì, ÿêùî çáiãà¹òüñÿ äîáóòîê

∞∏
n=1

(1 + |an|), ùî ðiâíîñèëüíî çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑
n=1

|an|.

Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðiâíiñòþ (4.1) çàáåçïå÷ó¹òüñÿ äîìîâëå-

íiñòþ ðîçãëÿäàòè ëèøå îäíå ç çîáðàæåíü äëÿ A-áiíàðíèõ ÷èñåë, à ñàìå òå,

ùî ìàþòü ïåðiîä (10).

Íàñ öiêàâëÿòü ñòðóêòóðíi, âàðiàöiéíi, iíòåãðàëüíi, äèôåðåíöiàëüíi òà

ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ (4.1), à òàêîæ ¨¨ çâ'ÿçêè ç âiäîìèìè êëàñà-

ìè ôðàêòàëüíèõ ôóíêöié (ñèíãóëÿðíèõ, íiäå íå ìîíîòîííèõ òîùî) [51].

Î÷åâèäíèìè ¹ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1)

f(∆A
(0)) = 0, f(∆A

(1)) = P,

f(x = ∆A
c1...cm1(10)) = λc1

1 λ
c2
2 ...λ

cm
m λm+1λm+2;
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2)

f(∆A
a1a2...ak...

)

f(∆A
b1b2...bk...

)
=

∞∏
k=1

λak−bk
k ,

çîêðåìà f(∆A
α1...αmcαm+2...

) = λ2c−1
m+1f(∆

A
α1...αm[1−c]αm+2...

).

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèðàæà¹ âëàñòèâiñòü ñòðóêòóðíî¨ ïîäiáíîñòi ôóíêöi¨ f .

Ïðèìiòêà 1. Îñêiëüêè λk > 0, òî λk = evk äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà

vk, à òîìó ðiâíiñòü (4.1) çàïèñó¹òüñÿ ó ôîðìi

f(x = ∆A
α1α2...αn...

) =
∞∏
k=1

evkαk = e

∞∑
k=1

vkαk

, (4.2)

ïðè÷îìó ç àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî äîáóòêó λ1 · λ2 · ... · λk · ...
âèïëèâà¹ àáñîëþòíà çáiæíiñòü ðÿäó v1 + v2 + ...+ vk + ....

Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ ìà¹ ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

ïðèíàéìíi îäíà ç óìîâ: âîíà òðàíñôîðìó¹ ôðàêòàëüíó ðîçìiðíiñòü áîðå-

ëiâñüêèõ ìíîæèí àáî ìà¹

1) õî÷à áè îäíó ôðàêòàëüíó ìíîæèíó ðiâíÿ;

2) ôðàêòàëüíèé ãðàôiê (ÿê ìíîæèíó â R2);

3) ôðàêòàëüíó ìíîæèíó òî÷îê íåñòàëîñòi (ñïàäàííÿ, çðîñòàííÿ òîùî);

4) ôðàêòàëüíó ìíîæèíó îñîáëèâîñòåé (äèôåðåíöiàëüíîãî àáî iíøîãî õà-

ðàêòåðó);

5) ðîçïîäië çíà÷åíü ïðè ðiâíîìiðíîìó ðîçïîäiëi àðãóìåíòà, ÿêèé çîñåðå-

äæåíèé íà ôðàêòàëi; òîùî.

Íàãàäà¹ìî, ùî íåïîâíîþ ñóìîþ (ïiäñóìîþ) çáiæíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäó

u1 + u2 + ...+ un + ... = (u1 + u2 + ...+ uk) + rk = Sk + rk, (4.3)

âèçíà÷åíîþ ìíîæèíîþ M ⊂ N , íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî x = x(M) =
∑
i∈M

ui =

∞∑
i=1

εiui, äå εi = 1, ÿêùî i ∈ M ; εi = 0, ÿêùî i /∈ M .

Ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì (ïiäñóì) ðÿäó (4.3) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

E(un) âñiõ éîãî ïiäñóì, òîáòî E(un) = {x : x =
∑
n∈M

un,M ∈ 2N}, äå M �
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ïðîáiãà¹ ñiì'þ âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ìíîæèíà íå-

ïîâíèõ ñóì (ïiäñóì) àáñîëþòíî çáiæíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäó ¹ êîíòèíóàëüíîþ

i äîñêîíàëîþ [85], âîíà íàëåæèòü äî îäíîãî ç òðüîõ òîïîëîãi÷íèõ òèïiâ:

1) ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ;

2) ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ;

3) ¹ äâîñòîðîííiì êàíòîðâàëîì � îá'¹äíàííÿì êîíòèíóàëüíî¨ íiäå íå

ùiëüíî¨ ìíîæèíè i çëi÷åííî¨ ìíîæèíè âiäðiçêiâ, à ñàìå ìíîæèíîþ, ãîìåî-

ìîðôíîþ ìíîæèíi ïiäñóì ðÿäó

3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+ ...+

3

4n
+

2

4n
+ ...,

ùî ðiâíîñèëüíî ãîìåîìîðôíîþ ìíîæèíi

T ≡ C ∪
∞⋃
n=1

G2n−1 = [0; 1] \
∞⋃
n=1

G2n,

äåGk =
⋃

α1∈{0,2}
...

⋃
αk−1∈{0,2}

(∆3
α1...αk−11(0)

; ∆3
α1...αk−11(2)

),∆3
c1...ck

≡ c1
3 +...+ ck

3k
+...,

ci ∈ {0, 1, 2}.
Çàãàëüíà òåîðiÿ ãåîìåòði¨ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ, ÿêà âèâ÷à¹ òîïîëîãî-ìåòðè÷íi

âëàñòèâîñòi ìíîæèí ¨õ íåïîâíèõ ñóì, äîñòàòíüî áiäíà. Âîíà ìiñòèòü ðÿä

ñêëàäíèõ ïðîáëåì, ÿêi ñòîñóþòüñÿ êðèòåði¨â íóëü-ìiðíîñòi ìíîæèíè ïiä-

ñóì, ¨¨ êàíòîðâàëüíîñòi òîùî. Ñüîãîäíi ïðîãðåñ òåîði¨ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ çà

ðàõóíîê âèâ÷åííÿ ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì ðÿäiâ ç ïåâíèìè óìîâàìè îäíîði-

äíîñòi, ÿêi íàëåæàòü ìàñèâíèì áàãàòîïàðàìåòðè÷íèì êëàñàì [88].

Îñêiëüêè îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f  ðóíòó¹òüñÿ íà ëàíöþæêó çàëåæíîñòåé

[
1

2
; 1] ∋ x ↔ (αn) ∈ L → φ(x) =

∞∑
i=1

viαi(x) → f(x) = eφ(x),

äå L = A×A× ... � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé íóëiâ òà îäèíèöü, òî î÷åâèäíèì

¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.2. Ôóíêöiÿ f ìà¹ ñòðóêòóðó: f(x) = eφ(x), äå

φ(x = ∆A
α1α2...αn...

) = v1α1(x)+v2α2(x)+ ...+vnαn(x)+ ....
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Íàñëiäîê 4.1. Ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f ç òî÷íiñòþ äî çëi÷åííî¨

ìíîæèíè ¹ îáðàçîì ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó v1+ v2+ ...+ vn+ ... ïiä

äi¹þ ôóíêöi¨ y = ex, òîáòî ¹ ïðîìiæêîì, îá'¹äíàííÿì ïðîìiæêiâ, íiäå

íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ àáî êàíòîðâàëîì.

Îñêiëüêè, äáàþ÷è ïðî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨, ìè çàáîðîíèëè

âèêîðèñòàííÿ çîáðàæåííÿ A-áiíàðíèõ ÷èñåë, ÿêi ìàþòü ïåðiîä (10), òî ç

ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó, âçàãàëi êàæó÷è, âèëó÷àþòüñÿ òî÷êè (÷èñëà)

âèäó u = v1α1 + v2α2 + ... + vmαm + rm, äå rm = vm+1 + vm+2 + ..., ÿêi

óòâîðþþòü çëi÷åííó ìíîæèíó.

Ïðèêëàä 1. ßêùî vn = 2
3n , òî ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f ¹ íiäå íå

ùiëüíîþ íóëü-ìíîæèíîþ Ëåáåãà, ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ÿêî¨

äîðiâíþ¹ log3 2.

Ñïðàâäi, ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì ðÿäó
∞∑
n=1

2
3n ¹ êëàñè÷íà ìíîæèíà Êàí-

òîðà, ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ÿêî¨ äîðiâíþ¹ log3 2. Îñêiëüêè ôóí-

êöiÿ y = ex çáåðiãà¹ ðîçìiðíiñòü áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí [63], òî â äàíîìó

âèïàäêó ìíîæèíè çíà÷åíü ôóíêöié f i φ ìàþòü ðiâíi ðîçìiðíîñòi. Ñïðàâå-

äëèâå áiëüø çàãàëüíå òâåðäæåííÿ.

Ïðèêëàä 2. ßêùî vk = (−1)k+1

2k
, òî ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f ¹

âiäðiçîê [e−
1
3 ; e

2
3 ].

Ñïðàâäi, ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ðÿäó v1 + v2 + ... ¹ âiäðiçîê [−1
3 ;

2
3 ].

Òåîðåìà 4.3. ßêùî λk = evk, vk ⩾ rk ≡ vk+1 + vk+2 + ... > 0 äëÿ

âñiõ k ∈ N , òî ôóíêöiÿ f , îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (4.1), ¹ íåñïàäíîþ, ïðè-

÷îìó çðîñòàþ÷îþ ïðè âèêîíàíi ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi, â öüîìó âèïàäêó ¨¨

ìíîæèíà çíà÷åíü Ef ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ , ÿêà ìà¹ ìiðó Ëåáåãà

ðiâíó íóëþ ëèøå òîäi, êîëè lim
k→∞

2krk = 0, à ¨¨ ôðàêòàëüíà ðîçìiðíiñòü

Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ α0(Ef) = − lim
n→∞

n
log2 rn

.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè vk ⩾ rk ≡ vk+1+vk+2+ ... > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N

âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ φ(x) ¹ íåñïàäíîþ.
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Ñïðàâäi, ÿêùî x1 < x2, òî x1 = ∆Q2

c1...ck−10αk+1αk+2...
, x2 = ∆Q2

c1...ck−11α′
k+1α

′
k+2...

,

ïðè÷îìó αk+m − α′
k+m ̸= 1 äëÿ äåÿêîãî m. Òîäi

φ(x2)− φ(x1) ⩾ φ(∆Q2

c1...ck−11(0)
)− φ(∆Q2

c1...ck−10(1)
) = vk − (vk+1 + vk+2 + ...) =

vk − rk ⩾ 0.

ßêùî vk > rk, òî φ(x2) − φ(x1) ⩾ vk − rk > 0, òîáòî ôóíêöiÿ ñòðîãî

çðîñòà¹. Â öüîìó âèïàäêó, çãiäíî ç òåîðåìîþ Êàêåÿ, ¨¨ ìíîæèíà çíà÷åíü Eφ

¹ íiäå íå ùiëüíîþ äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ êàíòîðiâñüêîãî òèïó, ìiðà Ëåáåãà

ÿêî¨, ÿê âiäîìî [43], îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ λ(Eφ) = lim
k→∞

2krk.

Îñêiëüêè ïîêàçíèêîâi ôóíêöi¨ âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ N , òîáòî îáðàçîì

ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà ïiä äi¹þ ôóíêöi¨ ¹ íóëü-ìíîæèíà Ëåáåãà, òî

λ(Ef) = 0 ëèøå òîäi, êîëè λ(Eφ) = 0.

Ôóíêöiÿ y = ex çáåðiãà¹ ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à áîðåëiâ-

ñüêèõ ìíîæèí, òîìó ðîçìiðíîñòi ìíîæèí Ef i Eφ ðiâíi, à ðîçìiðíiñòü îñòàí-

íüî¨, ÿê âiäîìî [43], îá÷èñëþ¹òüñÿ çà âêàçàíîþ â òåîðåìi ôîðìóëîþ.

Ëåìà 4.3. Íåõàé r0 = v1 + v2 + · · · + vn + . . . � àáñîëþòíî çáiæíèé

ðÿä, äå vi ∈ R. Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N ìàëà ìiñöå ðiâíiñòü

vn +
∞∑
k=1

vn+2k−1 =
∞∑
k=1

vn+2k, (4.4)

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá vn =
v1(−1)n−1

2n−1
äëÿ ∀n ∈ N .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ ìiñöå (4.4) äîâåäåìî, ùî

vn =
v1(−1)n−1

2n−1
äëÿ ∀n ∈ N.

Ïðè n = 1 ðiâíiñòü (4.4) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi v1 + v2 − v3 + v4 −
v5 + · · · = 0. Äîäàâøè äî îáîõ ÷àñòèí 2(v3 + v5 + . . . ), îòðèìà¹ìî r0 =

2(v3 + v5 + . . . ), çâiäêè

v1 + v2 + v4 + · · · = r0
2

= v3 + v5 + v7 + . . . .
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Ïðè n = 2 âiäïîâiäíî

v2 + v3 + v5 + v7 · · · = v4 + v6 + . . .

v2 + v3 − v4 + v5 − v6 + v7 · · · = 0

Äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí 2(v4 + v6 + . . . ), îòðèìà¹ìî

v2 + v3 + v5 + · · · = r1
2

= v4 + v6 + v8 + . . . .

Çâiäêè
r0
2

= v1 + v2 +
r1
2

r0
2

= v1 + v2 +
r0 − v1

2

v1 + v2 −
v1
2

= 0

v2 = −v1
2

Ïðîâåäåìî çàãàëüíi ìiðêóâàííÿ, äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí (4.4) ïðàâó ÷à-

ñòèíó, îòðèìà¹ìî

∞∑
k=1

vm+2k =
rm−1

2
= vm +

∞∑
k=1

vm+2k−1.

Òîäi äëÿ m+ 1 ìàòèìåìî

rm
2

= vm+1 +
∞∑
k=1

vm+2k

rm−1

2
= vm + vm+1 +

rm
2

rm−1

2
= vm + vm+1 +

rm−1 − vm
2

vm+1 = −vm
2

Çâiäêè çà m êðîêiâ îòðèìà¹ìî vn =
v1(−1)n−1

2n−1
.
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Äîñòàòíiñòü. Áåçïîñåðåäíüî ïiäñòàâèâøè vn =
v1(−1)n−1

2n−1
ó (4.4) îòðè-

ìà¹ìî

vn +
∞∑
k=1

vn+2k−1 =
v1(−1)n−1

2n−1
+

∞∑
k=1

vn+2k−1 =
∞∑
k=1

vn+2k

Òåîðåìà 4.4. Ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà â êîæíié A-óíàðíié òî÷öi, à â

A-áiíàðíié òî÷öi x∗ = ∆c1...cm0(01) = ∆c1...cm1(10) íåïåðåðâíà, òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (4.4)

vm +
∞∑
k=1

vm+2k+1 =
∞∑
k=1

vm+2k.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 = ∆A
α1α2...αn...

� äîâiëüíå A-óíàðíå ÷èñëî. Ðîçãëÿ-

íåìî x = ∆A
a1...an...

òàêå, ùî x ̸= x0. Òîäi iñíó¹ m òàêå, ùî am ̸= αm, àëå

ai = αi ïðè i < m. Ïðè ÷îìó x → x0 ðiâíîñèëüíî m → ∞. Òîìó ìà¹ìî

f(x)

f(x0)
=

m−1∏
i=1

λai−αi

i · λam−αm
m ·

∞∏
i=m+1

λai−αi

i ,

àëå
m−1∏
i=1

λai−αi

i = 1, lim
m→∞

λm = 1 = lim
m→∞

m−1∏
i=1

λai−αi

i .

Îòæå, lim
x→x0

f(x) = f(x0), òîáòî ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f áóäå íåïåðåðâíîþ ó òî÷öi x∗ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ¨¨ çíà÷åííÿ âiä äâîõ ôîðìàëüíî ðiçíèõ çîáðàæåíü, îá÷èñëåíèõ

çà ôîðìóëîþ (4.2) áóäóòü ðiâíèìè:

f(∆A
c1...cm−11(10)

) = ec1v1+···+cm−1vm−1+vm+vm+1+vm+3+···+v2k+1+...

f(∆A
c1...cm−10(01)

) = ec1v1+···+cm−1vm−1+vm+2+vm+4+···+v2k+....

Î÷åâèäíî, ùî öi çíà÷åííÿ áóäóòü ñïiâïàäàòè, êîëè

vm + vm+1 + vm+3 + · · ·+ v2k+1 + · · · = vm+2 + vm+4 + · · ·+ v2k + . . . ,
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òîáòî êîëè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (4.4).

Íàñëiäîê 4.2. Ôóíêöiÿ f , îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (4.1), íåïåðåðâíà íà âiä-

ðiçêó [12 ; 1] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λk = e
c(−1)k−1

2k−1 äëÿ äåÿêîãî c ∈ R i âñiõ

k ∈ N .

Ëåìà 4.4. Íåõàé x0 = ∆A
c1c2...cm1(10). Òîäi

δ(x0) ≡ lim
x→x0−0

[f(x0)− f(x)] = λc1
1 ...λ

cm
m (λm+1 −

∞∏
i=2

λm+i). (4.5)

ßêùî λm+1 ̸= λm+2 ·λm+3 · ... ⇔ vm+1 ̸= vm+2+ vm+3+ ..., òî ñòðèáîê δ(x0)

ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (4.5).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x < x0. ßêùî x äîñòàòíüî áëèçüêå äî x0, òî x =

∆A
c1...cm01...1︸︷︷︸

k

αm+k+2...
, ïðè÷îìó ñåðåä ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíiñòi (αm+2+k) ¹ 0 i x →

x0 ðiâíîñèëüíî k → ∞. Òîìó

lim
x→x0

[f(x0)− f(x)] = λc1
1 ...λ

cm
m (λm+1 −

P

λ1...λmλm+1
),

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (4.5). Îòæå, ó âèïàäêó ðîçðèâíîñòi ôóíêöi¨ â

òî÷öi x0 ¨¨ ñòðèáîê îá÷èñëþ¹òüñÿ çà öi¹þ ôîðìóëîþ.

Ëåìà 4.5. ßêùî λn = 1 äëÿ âñiõ n ⩾ m, òî ôóíêöiÿ f êóñêîâî ñòàëà,

à ñàìå ¹ êîíñòàíòîþ íà êîæíîìó A-öèëiíäði ðàíãó m.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ ∆A
c1...cm

\ {∆A
c1...cm1(10)}, òîäi

f(x = ∆A
c1...cmαm+1αm+2...

) =
m∏
i=1

λci
i ·

∞∏
i=1

λ
αm+i

m+i = Pm · 1.

Ëåìà 4.6. Ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

Am ≡ inf
x∈∆A

c1...cm

f(x) =
m∏
i=1

λci
i ·

∞∏
k=m+1

λβk

k , äå βk =

0, ÿêùî λk ⩾ 1,

1, ÿêùî λk < 1;
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Bm ≡ sup
x∈∆A

c1...cm

f(x) =
m∏
i=1

λci
i ·

∞∏
k=m+1

λγk
k , äå γk =

0, ÿêùî λk < 1,

1, ÿêùî λk ⩾ 1;

lim
m→∞

Am

Bm
= 1, òîáòî lim

m→∞
(Am −Bm) = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi äâi ðiâíîñòi î÷åâèäíi. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ Am

Bm
=

∞∏
k=m+1

λβk−γk
k . Îñêiëüêè βk−γk ∈ {−1, 0, 1}, λk → 1 (k → ∞) i íåñêií÷åííèé

äîáóòîê ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì, òî Am

Bm
→ ∞, êîëè m → ∞.

Êëàñ âñiõ ôóíêöié, îçíà÷åíèõ ðiâíiñòþ (4.1), ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç S, à

êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ÷åðåç Sc.

Ëåìà 4.7. ßêùî äëÿ âñiõ n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 0 < vn, òî

ôóíêöiÿ f ¹ íiäå íå ìîíîòîííîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ âèñíîâêó ëåìè äîñèòü äîâåñòè, ùî ôóí-

êöiÿ f íå ¹ ìîíîòîííîþ íà æîäíîìó ç A-öèëiíäðiâ.

Íåõàé ∆A
c1...cn

� äîâiëüíèé A-öèëiíäð, à ∆A
c1...cn...cm

öèëiíäð ïàðíîãî ðàí-

ãó, ùî éîìó íàëåæèòü. Ðîçãëÿíåìî òî÷êè: x1 = ∆A
c1...cm(0), x2 = ∆A

c1..cm1(0),

x3 = ∆A
c1..cm11(0), î÷åâèäíî, ùî x2 < x3 < x1.

Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â ÿêèõ îá÷èñëþþòüñÿ âiäïîâiäíî:

f(x1) = λc1
1 . . . λcm

m ,

f(x2) = λc1
1 . . . λcm

m λ
cm+1

m+1,

f(x2) = λc1
1 . . . λcm

m λ
cm+1

m+1λ
cm+2

m+2,

äå λm = evm > 1, îñêiëüêè vm > 0.

Òîäi

f(x3)− f(x2) > 0

f(x3)− f(x1) > 0.

Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî iíòåðâàëà ç [12 ; 1] ìîæíà âêàçàòè A-öèëiíäð, ùî
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éîìó íàëåæèòü, òî ç äîâiëüíîñòi âèáîðó ðîçãëÿíóòîãî öèëiíäðó âèïëèâà¹,

ùî ôóíêöiÿ f ¹ íiäå íå ìîíîòîííîþ.

Òåîðåìà 4.5. ßêùî ïîäâiéíà íåðiâíiñòü 0 < vn < rn âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

íåñêií÷åííî¨ êiëüêiñòü çíà÷åíü n, òî ôóíêöiÿ f ¹ íiäå íå ìîíîòîííîþ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî êîëè vn < rn, òî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå s =

s(n), ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü vn < vn+1 + vn2
+ ...+ vn+s.

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ìîíîòîííîþ íà æîäíîìó ç A-öèëiíäðiâ.

Íåõàé ∆A
c1...cm

� äîâiëüíèé A-öèëiíäð. Ðîçãëÿíåìî òî÷êè:

x1 = ∆A
c1...cm 1...1︸︷︷︸

k

(0)
, x2 = ∆A

c1..cm 1...1︸︷︷︸
k−1

01...1︸︷︷︸
l

(0)
, x3 = ∆A

c1..cm 1...1︸︷︷︸
k−1

01...1︸︷︷︸
p

(0)
,

äå m+ k�ïàðíå, l < p, vm+k < rm+k, vm+k < vm+k+1 + vm+k+2 + ...+ vm+k+p.

Î÷åâèäíî, ùî x2 < x3 < x1, ðàçîì ç öèì

f(x3)− f(x1) = e(vm+k+1+vm+k+2+...+vm+k+p) − evm+k > 0,

f(x3)− f(x2) = e(vm+l+1+vm+l+2+...+vm+k+p) − evm+k > 0.

Òîäi ôóíêöiÿ f(x) � íå ¹ ìîíîòîííà íà ∆A
c1...cm

, à âðàõîâóþ÷è, ùî âèáið

öèëiíäðà äîâiëüíèé, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî f(x) íiäå íå ìîíîòîííà.

Òåîðåìà 4.6. Âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ç Sc ¹ íiäå íå ìîíîòîííèìè.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, â ñèëó ëåìè 4.3 òà òåîðåìè 4.4 çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó

äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ vn =
v1(−1)n−1

2n−1
äëÿ

∀n ∈ N , òîáòî ¹ âiä'¹ìíèì ïðè íåïàðíèõ n. Â òîé æå ÷àñ, çãiäíî òåîðåìè 4.5

çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó vn ìà¹ áóòè áiëüøèì çà íóëü. Äiñòàëè ïðîòèði÷÷ÿ.

Ïåðåõiä âiä êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ äî A-çîáðàæåííÿ çáàãà-

òèâ ñiì'þ ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè i ôóíêöiÿìè ç ðiçíîïëàíî-

âèìè ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè.
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4.3. Ôóíêöi¨, çàäàíi ïåðåòâîðþâà÷åì ïàð öèôð àðãóìåíòà ç

¨õ ëàíöþãîâîþ ñêðiïëåíiñòþ

Íåõàé g(i, j) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi ïàð åëåìåíòiâ àëôàâiòó

A = {0, 1} i íàáóâà¹ çíà÷åíü 0 àáî 1. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç G. Çðîçóìiëî, ùî òàêèõ ôóíêöié iñíó¹ 24 = 16. Êîæíó ç òàêèõ

ôóíêöié g ôîðìàëüíî ìîæíà âèçíà÷èòè ìàòðèöåþ A(g) =

 a00 a01

a10 a11

,
åëåìåíòè ÿêî¨ aij = g(i, j) ∈ {0, 1}.

Íà 16-åëåìåíòíié ìíîæèíi M òàêèõ ìàòðèöü âèçíà÷èìî îïåðàöiþ ∗: a00 a01

a10 a11

 ∗

 b00 b01

b10 b11

 =

 c00 c01

c10 c11

 ,

äå cij = |aij−bij|, i òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî êîìóòàòèâíó ãðóïó, ç íåéòðàëü-

íèì åëåìåíòîì

 0 0

0 0

 i êîæíà ìàòðèöÿ ¹ ñîái ñèìåòðè÷íèì åëåìåíòîì.

Î÷åâèäíî, ùî ìiæ ìíîæèíàìè G i M iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íà âiäïî-

âiäíiñòüþ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ôóíêöiÿ, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ:

f(∆A
α1α2...αn...

) = ∆A
g(α1,α2)g(α2,α3)...g(αn,αn+1)g(αn+1,αn+2)...

. (4.6)

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè iñíóþòü A-áiíàðíi ÷èñëà, òîáòî òàêi, ùî ìàþòü

äâà çîáðàæåííÿ: ∆A
c1...cm0(01) i ∆

A
c1...cm1(10), òî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨

f çàáåçïå÷ó¹òüñÿ äîìîâëåíiñòþ âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå ïåðøå çîáðàæåííÿ.

Ôóíêöi¨ òàêîãî òèïó äëÿ äâîñèìâîëüíîãî Q2-çîáðàæåííÿ âèâ÷àëèñü ó

ðîáîòàõ [50], [51].

Òåîðåìà 4.7. Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ îçíà÷åíi ðiâíiñòþ (4.6) âè÷åðïóþ-

òüñÿ íàñòóïíèìè f(x) =
√
17−1
4 , f(x) =

√
5−1
2 , f(x) = x, I(x = ∆A

α1α2...αn...
) =

∆A
[1−α1][1−α2]...[1−αn]...

.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ f(x) =
√
17−1
4 âèçíà÷à¹òüñÿ íóëüîâîþ

ìàòðèöåþ, à ôóíêöiÿ f(x) =
√
5−1
2 � îäèíè÷íîþ.

Íåõàé x∗ � äîâiëüíàA-áiíàðíà òî÷êà, òîáòî x∗ = ∆A
α1...αk0(01)

= ∆A
α1...αk1(10)

.

Òîäi çíà÷åííÿ âiä ðiçíèõ ïðåäñòàâëåíü

f(∆A
α1...αk0(01)

) = ∆A
g(α1,α2)...g(αk,0)g(0,0)(g(0,1)g(1,0))

i

f(∆A
α1...αk1(10)

) = ∆A
g(α1,α2)...g(αk,1)g(1,1)(g(1,0)g(0,1))

áóäóòü ñïiâïàäàòè, êîëè 
g(αk, 0) = g(αk, 1),

g(0, 0) = g(1, 1),

g(0, 1) = g(1, 0).

Âiäïîâiäíî, çàçíà÷åíi âèùå ôóíêöi¨ çàäàþòüñÿ ìàòðèöÿìè, ùî ìiñòÿòü

îäíàêîâi åëåìåíòè ó êîæíîìó ðÿäêó. Îêðiì äâîõ, âèùå íàâåäåíèõ, âiäïîâiä-

íî äëÿ

 0 0

1 1

 ìàòèìåìî f(x) = x, à äëÿ

 1 1

0 0

 ôóíêöiÿ ¹ iíâåðñîðîì

åëåìåíòiâ A-çîáðàæåííÿ I(x = ∆A
α1α2...αn...

) = ∆A
(1−α1)(1−α2)...(1−αn)...

.

Òåîðåìà 4.8. Ìíîæèíîþ çíà÷åíü Ef ôóíêöi¨ f , âèçíà÷åíî¨ ìàòðèöåþ 0 0

1 0

, ¹ íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà, ÷èñëà ÿêî¨ ó

À-çîáðàæåííi íå ìiñòÿòü êîìáiíàöi¨ äâîõ ïîñëiäîâíèõ öèôð 11.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî.

Ïðèïóñòèìî, ùî y = f(x0) = ∆A
c1c2...cm−111cm+2...

∈ Ef , x0 = ∆A
α1...αmαm+1αm+2...

.

Òîäi g(αm, αm+1) = 1 ⇒ αm = 1 i αm+1 = 0,

g(αm+1, αm+2) = 1 ⇒ αm+1 = 1 i αm+2 = 0.

Òîáòî αm+1 = 0 i αm+1 = 1 îäíî÷àñíî. Äiñòàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Òîáòî, cmcm+1 ̸=
11 äëÿ ∀m ∈ N .
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Äëÿ äîâåäåííÿ íiäå íå ùiëüíîñòi ìíîæèíè Ef äîñèòü âêàçàòè ó êîæíîìó

öèëiíäði iíòåðâàë, ïîçáàâëåíèé òî÷îê ìíîæèíè Ef . Î÷åâèäíî, ùî òàêèì

äëÿ öèëiíäðà ∆A
c1...cm

áóäå âíóòðiøíiñòü öèëiíäðà ∆A
c1...cm11.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè íóëü-ìiðíiñòü ìíîæèíè Ef . Íåõàé Ek � îá'¹äíàííÿ

öèëiíäðiâ ðàíãó k, ñåðåä âíóòðiøíiõ òî÷îê ÿêèõ ¹ òî÷êè Ef . Ek+1 = Ek \
Ek+1. Íåõàé E∗ = lim

k→∞
Ek =

∞⋂
k=1

Ek. Î÷åâèäíî, ùî Ef ⊂ E∗. Òîäi λ(Ef) ⩽

λ(E∗). Äîâåäåìî, ùî λ(E∗) = 0.

λ(Ek) =
λ(Ek)

λ(Ek−1)

λ(Ek−1)

λ(Ek−2)
. . .

λ(E1)

λ(E0)
λ(E0)

λ(Ek) = λ(E0)
k∏

i=1

λ(Ei)

λ(Ei−1)
,

äå E0 =
[
1
2 ; 1
]
.

Îñêiëüêè

λ(Ei−1) = λ(Ei) + λ(Ei)

λ(Ei) = λ(Ei−1)− λ(Ei)

λ(Ei)

λ(Ei−1)
= 1− λ(Ei)

λ(Ei−1)
,

òî λ(Ek) = λ(E0)
k∏

i=1

(
1− λ(Ei)

λ(Ei−1)

)
i λ(E∗) = λ(E0)

∞∏
i=1

(
1− λ(Ei)

λ(Ei−1)

)
.

À îñêiëüêè

0 < λ1 ⩽
λ(Ei)

λ(Ei−1)
⩽ λ2 < 1,

òî λ(Ef) ⩽ λ(E∗) = 0.
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4.4. Ôóíêöi¨ êàíòîðiâñüêîãî òèïó, îçíà÷åíi ó òåðìiíàõ

çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè A2-äðîáàìè òà ðÿäàìè

Ëþðîòà

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ, äå àðãóìåíò çàäàíî A2-çîáðàæåííÿì, à çíà÷åííÿ

äîäàòíiì ðÿäîì Ëþðîòà, ïðè ÷îìó éîãî åëåìåíòè âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì:

f(∆A
0...0︸︷︷︸
a1−1

10...0︸︷︷︸
a2−1

1
) = ∆L

a1a2...

Ó ðîáîòàõ [43], [49] ïðîâåäåíà àêòóàëiçàöiÿ iíòåðåñó äî ðîçïîäiëiâ çíà-

÷åíü ôóíêöié çi ñêëàäíîþ òîïîëîãî-ìåòðè÷íîþ ëîêàëüíîþ ñòðóêòóðîþ,

çîêðåìà ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöié (ìîíîòîíèõ i íåìîíîòîííèõ), íåïåðåðâíèõ,

íiäå íå ìîíîòîííèõ (ìàéæå ñêðiçü äèôåðåíöiéîâíèõ òà íiäå íå äèôåðåí-

öiéîâíèõ). Òàêîæ àêöåíòóâàëàñÿ óâàãà íà ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöiÿõ êàíòî-

ðiâñüêîãî òèïó. Âîíè ñòîñóâàëèñü çîáðàæåíü ÷èñåë çàñîáàìè ñêií÷åííîãî

àëôàâiòó. Âèÿâèëîñÿ, ùî â öüîìó êëàñi ðîçïîäiëiâ ïðèðîäíüî âèíèêàþòü

ñóìiøi äèñêðåòíèõ i íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çîáðàæåííÿ ÷èñåë ó ñèñòåìi ç íåñêií÷åííèì àëôàâiòîì,

à ñàìå äîäàòíèìè ðÿäàìè Ëþðîòà. Îñíîâíîþ çàäà÷åþ, ÿêà ðîçâ'ÿçóâàëàñü

â öèõ ðîáîòàõ, áóëà çàäà÷i ïðî ëåáåãiâñüêó ñòðóêòóðó ðîçïîäiëó (ôóíêöi¨

ðîçïîäiëó), à ñàìå: FY = β1F
d
Y + β2F

c
Y = α1F

d
Y + α2F

ac
Y + α3F

s
Y , βi ⩾ 0,

αi ⩾ 0, β1 + β2 = 1 = α1 + α2 + α3.

Íåõàé L = {1, 2, . . . , k, . . .} � àëôàâiò, L = A×A . . .×A× . . . � ïðîñòið

ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó.

Âiäîìî [28, 87], ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà x ∈ (0; 1] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
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(an) ∈ L òàêà, ùî

x=
1

a1+1
+

1

a1(a1+1)(a2+1)
+

1

a1(a1+1)a2(a2+1)(a3+1)
+

+ . . .+
1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)(an + 1)
+ . . . = ∆L

a1...ak...
.

Ñèìâîëi÷íèé çàïèñ ∆L
a1...ak...

, ùî ¹ ñêîðî÷åíèì çàïèñîì ðÿäó i éîãî ñóìè,

íàçèâà¹òüñÿ L-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x, an = an(x) � éîãî n-îþ L-öèôðîþ.

Ãåîìåòðiÿ L-çîáðàæåííÿ ÷èñåë ¹ äîáðå âèâ÷åíîþ, ¨¨ îñíîâíi ïîëîæåííÿ ðîç-

êðèâàþòü âëàñòèâîñòi ÷èñëîâèõ ìíîæèí i ìåòðè÷íi âiäíîøåííÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùî öèëiíäðîì ðàíãó m ç îñíîâîþ c1c2...cm íàçèâà¹òüñÿ ìíî-

æèíà ∆L
c1c2...cm

, ÿêà ìiñòèòü âñi ÷èñëà x òàêi, ùî di(x) = ci ïðè i ⩽ m,

òîáòî

∆L
c1c2...cm

=
{
x : x = ∆L

c1c2...cmdm+1dm+2...
, dm+i ∈ N

}
.

Öèëiíäðè÷íèì âiäðiçêîì (iíòåðâàëîì) ðàíãó m ç îñíîâîþ c1c2...cm íàçè-

âà¹òüñÿ âiäðiçîê (iíòåðâàë), êiíöi ÿêîãî ñïiâïàäàþòü ç êiíöÿìè öèëiíäðà,

âîíè ïîçíà÷àþòüñÿ ∆L
c1c2...cm

òà ∇L
c1c2...cm

âiäïîâiäíî.

Öèëiíäðè ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. ∆L
c1c2...cm

=
∞⋃

i1=1

...
∞⋃

ik=1

∆L
c1...cmi1i2...ik

,∀k ∈ N ;

2. inf ∆L
c1...cmi = max∆L

c1...cm[i+1];

2. Öèëiíäð ∆L
c1c2...cm

¹ ïiâiíòåðâàëîì (Am;Bm] ç êiíöÿìè

Am = inf ∆L
c1...cm

=
1

c1 + 1
+ ...+

1

c1(c1 + 1)...cm−1(cm−1 + 1)(cm + 1)
,

Bm=sup∆L
c1...cm

=max∆L
c1...cm

=Am +
1

bm · 2
+

1

bm ·1 ·2·2
+ ...=Am+

1

bm
,

äå bm = c1(c1 + 1)...cm(cm + 1), òîáòî

∆L
c1...cm

=

(
Am, Am +

1

bm

]
=

(
Am, Am +

1

c1(c1 + 1)...cm(cm + 1)

]
.

3. Äîâæèíà öèëiíäðà âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:
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∣∣∆L
c1...cm

∣∣ = 1

c1(c1 + 1)...cm(cm + 1)
=

m∏
i=1

1

ci(ci + 1)
.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi.

4. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (cn) ïåðåðiç

∞⋂
m=1

∆L
c1...cm

≡ ∆L
c1...cm...

¹ òî÷êîþ (÷èñëîì) ç ïiâiíòåðâàëó (0; 1].

Íåõàé (ζk) � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi

íàáóâàþòü çíà÷åíü 1, 2, . . . , n, . . . ç éìîâiðíîñòÿìè p1, p2, . . . pn, . . . âiäïîâiä-

íî. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ = ∆L
ζ1...ζk...

ìà¹ ÷èñòèé ëåáåãiâñüêèé òèï ðîçïîäiëó

[43], ïðè÷îìó ¨¨ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó àíàëiòè÷íî âèðàæà¹òüñÿ:

Fζ(x = ∆L
a1...ak...

) = βa1(x) +
∞∑
k=2

(
βak(x)

k−1∏
j=1

paj(x)

)
, (4.7)

äå βi = pi+1+pi+2+ . . ., i ∈ N. Êðèòåði¨ íàëåæíîñòi ðîçïîäiëó ζ äî êîæíîãî

ç ÷èñòèõ ëåáåãiâñüêèõ òèïiâ òàêîæ âiäîìi.

Òåîðåìà 4.9. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ = ∆L
ζ1ζ2...ζk...

, öèôðè L-

çîáðàæåííÿ ÿêî¨, íåçàëåæíi i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi (P{ζk = i} = pi) ¹:

1. âèðîäæåíèì äèñêðåòíèì ç îäíèì àòîìîì, êîëè max
i

pi = 1;

2. ðiâíîìiðíèì, êîëè pi =
1

i(i+1), i ∈ N;

3. ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèì � â ðåøòi âèïàäêàõ, ïðè÷îìó ñèíãóëÿðíèé

ðîçïîäië êàíòîðiâñüêîãî òèïó, ÿêùî iñíó¹ pi = 0.

Òåîðåìà 4.10. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ = ∆L
ξ1...ξk...

, L-ñèìâîëè ξn ÿêî¨ ¹

íåçàëåæíèìè i ìàþòü ðîçïîäiëè: P{ξk = i} = pik, i ∈ N, ìà¹ ÷èñòèé

ëåáåãiâñüêèé òèï, ïðè÷îìó

1. äèñêðåòíèé � òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

M =
∞∏
k=1

max
i

{pik} > 0;
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2. àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé � òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

S =
∞∏
k=1

(
∞∑
i=1

√
pik

i(i+ 1)
) > 0; (4.8)

3. ñèíãóëÿðíèé � â ðåøòi âèïàäêiâ, òîáòî, êîëè M = 0 = S.

Òåîðåìà 4.11. Ñïåêòð Sξ (ìiíiìàëüíèé çàìêíåíèé íîñié) ðîçïîäiëó

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹

1) âiäðiçêîì [0, 1], ÿêùî ìàòðèöÿ ||pik|| íóëiâ íå ìiñòèòü;
2) îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ, ÿêùî ìàòðèöÿ ||pik|| ìiñòèòü íóëi ëèøå ó ñêií-
÷åííié êiëüêîñòi ñòîâïöiâ;

3) íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ, ìiðà Ëåáåãà ÿêî¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìó-

ëîþ

λ(Sξ) =
∞∏
k=1

Wk, Wk =
∑

i:pik>0

1

i(i+ 1)
, k ∈ N,

ÿêùî ìàòðèöÿ ||pik|| ìiñòèòü íóëi ó íåñêií÷åííié êiëüêîñòi ñòîâïöiâ.

Äàëi ç öüîãî êëàñó ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèíãóëÿðíi ðîçïîäiëè êàíòîðiâñüêîãî

òèïó, òîáòî òàêi, øî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 3).

Íåõàé X � ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà âiäðiçêó [0; 1] âèïàäêîâà âåëè÷è-

íà. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Y = Fζ(X), êîðåêòíiñòü ¨¨ îçíà÷åííÿ

¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ Fζ .

Òåîðåìà 4.12. ßêùî P{ζk = a} = pa = 0 i pc ̸= 0, êîëè c ̸= a, òî âè-

ïàäêîâà âåëè÷èíà Y = Fζ(X) ìà¹ ÷èñòî äèñêðåòíèé ðîçïîäië ç àòîìàìè

âèäó:

y = ∆L
c1...cma(0) = βc1 +

m∑
k=2

(
βck

k∏
i=1

pci

)
+ βa

m∏
i=1

pci, (4.9)

äå a ̸= ci ∈ N.

Íåõàé X � ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà âiäðiçêó [0; 1] âèïàäêîâà âåëè÷è-

íà. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà Z = Fξ(X), êîðåêòíiñòü ¨¨ îçíà÷åí-

íÿ ¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ Fξ.
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Òåîðåìà 4.13. ßêùî ξ � íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ñïåêòð Sξ

ÿêî¨ ìà¹ äîäàòíó ìiðó Ëåáåãà, ìåíøó 1, òî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Z = Fξ(X) ¹ ñóìiøøþ äèñêðåòíîãî i íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëiâ, ïðè÷îìó â

îêðåìèõ âèïàäêàõ ñóìiøøþ äèñêðåòíîãî i ñèíãóëÿðíîãî àáî äèñêðåòíîãî

i àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè 0 < λ(Sξ) < 1, òî ñóìàðíà äîâæèíà l ïðîìiæêiâ

ñòàëîñòi ôóíêöi¨ äîäàòíà, àëå ìåíøà 1. À îòæå, ñóìà ìàñ àòîìiâ ðîçïîäi-

ëó Z äîðiâíþ¹ l. Îòæå, ðîçïîäië Z ìà¹ íåòðèâiàëüíi äèñêðåòíó (îñêiëüêè

ðîçïîäië àòîìè ìà¹) i íåïåðåðâíó (îñêiëüêè ñóìà ìàñ àòîìiâ ìåíøà 1) êîì-

ïîíåíòó, òîáòî ¹ ñóìiøøþ äèñêðåòíîãî i íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëiâ.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ñóìiøåé ðîçïîäiëiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ äàìî iíøå âèâå-

äåííÿ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ìiðè Ëåáåãà ñïåêòðà ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè ξ.

Íåõàé Fk � îá'¹äíàííÿ öèëiíäðiâ ðàíãó k, ñåðåä âíóòðiøíiõ òî÷îê ÿêèõ

¹ òî÷êè ñïåêòðà Sξ. Òîäi

Sξ =
∞⋂
k=1

Fk = lim
k→∞

Fk i λ(Fk) =
λ(Fk)

λ(Fk−1)
· λ(Fk−1)

λ(Fk−2)
· . . . · λ(F1)

λ(F0)
,

äå F0 = [0; 1], à òîìó

λ(Sξ) = lim
k→∞

λ(Fk) = lim
k→∞

k∏
i=0

λ(Fi)

λ(Fi−1)
=

∞∏
i=0

λ(Fi)

λ(Fi−1)
.

Íåõàé Fk \ Fk+1 = F k+1. Òîäi Fk+1 = Fk \ F k+1,

λFk+1 = λ(Fk)− λ(F k+1) i

∞∏
k=1

λ(Fk−1)− λ(F k)

λ(Fk−1)
=

∞∏
k=1

(1− λ(F k)

λ(Fk−1)
).

Íàñëiäêîì ç íàâåäåíèõ äåäóêòèâíèõ ìiðêóâàíü ¹ òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.8. Ìiðà Ëåáåãà ñïåêòðà ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ îá-
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÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

λ(Sξ) =
∞∏
k=1

(1− λ(F k)

λ(Fk−1)
),

äå Fk � îá'¹äíàííÿ öèëiíäðiâ ðàíãó k, ñåðåä âíóòðiøíiõ òî÷îê ÿêèõ ¹ òî-

÷êè ñïåêòðà Sξ, F k+1 = Fk+1 \ Fk.

Íàñëiäîê 4.3. Ìiðà Ëåáåãà ñïåêòðà Sξ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðîçáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)

Ïðèêëàä 1. (Ñóìiø äèñêðåòíîãî òà ñèíãóëÿðíîãî ðîçïîäiëiâ) Íåõàé

0 = p21 = p222 = . . . = p2kk = . . .; ïðè i ̸= 2k

pik =


1

2i
ïðè i < 2k,

1

2i−1
ïðè i > 2k.

Ñïðàâäi, ñóìà äîâæèí iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fξ îá÷è-

ñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ l = 1 −
∞∏
k=1

(1 − 1
2k(2k+1)

), àëå îñòàííié äîáóòîê P

ëåæèòü â ìåæàõ 0 < P < 5
6 . Òîìó ñóìà ìàñ àòîìiâ áiëüøå

1
6 , àëå ìåíøà 1.

Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ïðè çàäàíèõ óìîâàõ ¹ ñèíãóëÿðíèì ðîç-

ïîäiëîì êâàçiêàíòîðiâñüêîãî òèïó [43].

Ïðèêëàä 2. (Ñóìiø äèñêðåòíîãî i àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëiâ)

Íåõàé 0 = p21 = p222 = . . . = p2kk = . . .; ïðè i ̸= 2k

pik =


1

i(i+ 1)
ïðè i < 2k,

1

(i− 1)i
ïðè i > 2k.

Ñïðàâäi, íåòðèâiàëüíiñòü äèñêðåòíî¨ êîìïîíåíòè ðîçïîäiëó Z îáãðóí-

òîâàíî ó ïðèêëàäi 1. Àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-

ëè÷èíè ξ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2. Íåòðèâiàëüíiñòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨
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êîìïîíåíòè ðîçïîäiëó Z ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ñïåêòðà Sξ

ó âiäðiçîê [0, 1], ÿêå äà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó Fξ, çáåðiãà¹ ìiðó Ëåáåãà.

Çàóâàæèìî, ùî íåïåðåðâíi êîìïîíåíòè ó ïðèêëàäàõ 1 òà 2 ìàþòü ðîç-

ïîäiëè, àíàëîãi÷íi äî ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ðîçãëÿäàëèñü ó

ðîáîòi [43].

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âêàçàëè çàñòîñóâàííÿ A2-çîáðàæåííÿ ó òåîði¨ ôðà-

êòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à i ó êîíñòðóêòèâíié òåîði¨ ôóí-

êöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ òîïîëîãî-ìåòðè÷íîãî òà äèôåðåí-

öiàëüíîãî õàðàêòåðó (ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöié, íiäå íåìîíîòîííèõ ôóíêöié,

àâòîìîäåëüíèõ ôóíêöié). Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi òàêèõ ôóíêöié âèâ÷åíi

÷àñòêîâî i çàëèøèëèñü íåðîçâ'ÿçàíèìè ðÿä íåïðîñòèõ çàäà÷, çîêðåìà, òà-

êèõ, ùî ñòîñóþòüñÿ òî÷íèõ çíà÷åíü ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi ñóòò¹âèõ äëÿ

ôóíêöi¨ ìíîæèí.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [53], [14].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ó äàíié ðîáîòi ¹ çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàí-

öþãîâèìè äðîáàìè çà äîïîìîãîþ åëåìåíòiâ ç äâîåëåìåíòíî¨ ìíîæèíè. Ïðè

çíàéäåíèõ óìîâàõ òàêà ñèñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë ìà¹ íóëüîâó íàäëèøêî-

âiñòü, ùî ¹ ¨¨ ïîçèòèâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ó áàãàòüîõ àñïåêòàõ. Òàêå êîäó-

âàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ñèíòåçîì äâîñèìâîëüíîñòi i ëàíöþãîâîñòi, òîìó ìà¹

ïåðñïåêòèâè ðiçíîïëàíîâèõ çàñòîñóâàíü, çîêðåìà ïðè ïîáóäîâi àëãîðèòìiâ

äëÿ äié îá÷èñëþâàëüíèõ ïðèñòðî¨â. Ëàíöþãîâiñòü çîáðàæåííÿ ïîêðàùó¹

çáiæíiñòü îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîöåñiâ, à äâîñèìâîëüíiñòü îïòèìiçó¹ ¨õ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè:

� Ñòâîðåíî êîíñòðóêòèâíó òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òåîðiþ ìåäiàíòíîãî çî-

áðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] i çíàéäåíî ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ó òåîði¨

ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òà âñòàíîâëåíî éîãî çâ'ÿçîê ç ëàí-

öþãîâèìè äðîáàìè.

� Îá ðóíòîâàíî, ùî ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ ¹ ïåðåêîäóâàííÿìè çîáðà-

æåííÿ ÷èñåë åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

� Çíàéäåíî âèðàç êëàñè÷íî¨ ñèíãóëÿðíî¨, ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨

Ìiíêîâñüêîãî ó òåðìiíàõ ìåäiàíòíîãî çîáðàæåííÿ.

� Îá ðóíòîâàíî äâîñèìâîëüíó ñèñòåìó êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çàäà-

íîãî âiäðiçêà çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà

ðîçêëàäàõ ÷èñåë ó íåñêií÷åííi ëàíöþãîâi äðîáè, åëåìåíòàìè ÿêèõ

¹ äâà çàäàíi ÷èñëà (ëàíöþãîâi A2-äðîáè). Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äî-

ñòàòíi óìîâè, ïðè ÿêèõ âîíà ìà¹ íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü.

� Âèâ÷åíî ãåîìåòðiþ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë (îïè-

ñàíî âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí, ðîçâ'ÿçàíî ðÿä ìåòðè÷íèõ

çàäà÷)
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� Çíàéäåíî åôåêòèâíi çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷è-

ñåë ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ i òåîði¨ ôóíêöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðó-

êòóðîþ i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ ëåæàòü â ðóñëi ñó÷àñíèõ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëi-

äæåíü îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ ïîâåäiíêîþ (áóäîâîþ), ïîâ'ÿçàíèõ ç

ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, iíòåðåñ äî ÿêèõ ó ñâiòi äîñòàòíüî âèñîêèé. Áà÷èìî

ïåðñïåêòèâó íîâèõ çàñòîñóâàíü ìåäiàíòíîãî òà ëàíöþãîâîãîA2-çîáðàæåííÿ

ó òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, òåîði¨ ôóíêöié òà òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ

éìîâiðíîñòåé.
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