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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â ãàëóçi ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë.
Âîíà ïðèñâÿ÷åíà äâîñèìâîëüíèì ñèñòåìàì êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë
i ¨õ çàñòîñóâàííÿì ó ìåòðè÷íié òà éìîâiðíiñíié òåîðiÿõ ÷èñåë, ôðàê-
òàëüíîìó àíàëiçi òà òåîði¨ ôóíêöié.

Àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ. Ìåòðè÷íà òåîðiÿ äiéñíèõ ÷èñåë
çàéìà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿì òåîðåòèêî-÷èñëîâèõ ïðîáëåì ç âèêîðèñòàí-
íÿì çàñîáiâ òåîði¨ ìiðè i ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Âîíà òàêîæ ðîçãëÿäà¹
çàäà÷i ïðî ìiðè i ìåòðè÷íi ðîçìiðíîñòi ÷èñëîâèõ ìíîæèí, âèçíà÷åíèõ
ðiçíèìè óìîâàìè.

Éìîâiðíiñíà òåîðiÿ ÷èñåë çàéìà¹òüñÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâèìè ïðî-
áëåìàìè ç âèêîðèñòàííÿì ñòîõàñòè÷íèõ çàñîáiâ (éìîâiðíiñíèõ òà ñòà-
òèñòè÷íèõ), à òàêîæ ðîçïîäiëàìè íà ÷èñëîâèõ ìíîæèíàõ, çîêðåìà
ôðàêòàëàõ, òà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âèçíà÷åíèõ ðîçïîäiëàìè ñâî¨õ
öèôð, à òàêîæ ðîçïîäiëàìè öèôð ó ðiçíèõ ñèñòåìàõ çîáðàæåííÿ ïðè
çàäàíîìó ðîçïîäiëi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Ìåòðè÷íà i éìîâiðíiñíà òåîði¨ ÷èñåë ðîçâèâàþòüñÿ ó ðiçíèõ íà-
ïðÿìàõ i äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi çàñîáè äëÿ çàäàííÿ îá'¹ê-
òiâ i çäiéñíåííÿ ¨õ òåîðåòè÷íîãî àíàëiçó. Îäíèì ç íàïðÿìiâ äîñëiäæå-
ííÿ ¹ òåîðiÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (åëåìåíòàðíèõ òà íååëåìåíòàðíèõ),
ÿê çi ñêií÷åííèì, òàê i íåñêií÷åííèì áàçèñíèì íàáîðîì åëåìåíòiâ.
Êëàñè÷íîþ â öüîìó âiäíîøåííi ¹ ìåòðè÷íà òåîðiÿ åëåìåíòàðíèõ ëàí-
öþãîâèõ äðîáiâ, ôóíäàòîðàìè ÿêî¨ áóëè Ê.Ô. Ãàóññ, Ï. Ëåâi, Ð.Î. Êó-
çüìií, Î. ß. Õií÷èí òà iíøi. Òåîði¨ íååëåìåíòàðíèõ ëàíöþãîâèõ äðî-
áiâ ¹ ìåíø ðîçâèíåíèìè. Îêðåìî¨ óâàãè çàñëóãîâóþòü äðîáè Äàíæóà,
åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ ÷èñëà 0 òà 1. Ç öèìè òåîðiÿìè òiñíî ïîâ'ÿçàíà òå-
îðiÿ ïîñëiäîâíîñòåé Ôàðåÿ.

Äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè çîáðàæåííÿ (êîäóâàííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë ¹
çðó÷íèì çàñîáîì äëÿ âèêîðèñòàííÿ â îá÷èñëþâàëüíèõ ïðèñòðîÿõ i
çàñëóãîâóþòü íà îêðåìó óâàãó â ñèëó ìiíiìàëüíîñòi àëôàâiòó (ó áà-
ãàòüîõ çàäà÷àõ íåìà¹ ïðèíöèïîâî¨ âiäìiííîñòi ìiæ òðèñèìâîëüíèìè
i n-ñèìâîëüíèìè ñèñòåìàìè ïðè n > 3, àëå iñíó¹ ïðèíöèïîâà âiäìií-
íiñòü ìiæ òðèñèìâîëüíîþ i äâîñèìâîëüíîþ). Ñüîãîäíi ó íàóöi âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ áàãàòî äâîñèìâîëüíèõ ñèñòåì çîáðàæåííÿ ÷èñåë (êëà-
ñè÷íà äâiéêîâà, íåãà-äâiéêîâà, Q2− òà Q∗

2−çîáðàæåííÿ, ìàðêiâñüêå
çîáðàæåííÿ, G2-çîáðàæåííÿ òà iíøi). Âêàçàíi ñèñòåìè ¹ óçàãàëüíåíÿ-
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ìè òà àíàëîãàìè êëàñè÷íî¨ äâiéêîâî¨ ñèñòåìè, îäíi ç íèõ ñàìîïîäiáíi,
iíøi íåñàìîïîäiáíi, àëå êîæíà ç íèõ ìà¹ íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü, òîá-
òî ÷èñëà ìàþòü íå áiëüøå äâîõ çîáðàæåíü. Öèôðè çîáðàæåííÿ ÷èñåë
ó öèõ ñèñòåìàõ ¹ ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíèìè.

Çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè äðîáàìè ¹ íåñàìîïîäiáíèì i ìà¹
ñóòò¹âî ñêëàäíiøó ãåîìåòðiþ. Iäåÿ ñòâîðåííÿ äâîñèìâîëüíîãî ëàí-
öþãîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë íàëåæèòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó Ïðàöüî-
âèòîìó Ì.Â., ÿêèé çàïðîïîíóâàâ íå ëèøå ñòâîðèòè ñèñòåìó êîäóâà-
ííÿ ÷èñåë çàäàíîãî âiäðiçêà, à é çíàéòè óìîâè, ïðè ÿêèõ âîíà áóäå
ìàòè íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü. I íàì öå âäàëîñÿ [1]. Ñòâîðåíà ó öié
ðîáîòi òîïîëîãî-ìåòðè÷íà òåîðiÿ ëàíöþãîâèõ A2-äðîáiâ âèêîðèñòî-
âóâàëàñü â ðiçíèõ öiëÿõ, çîêðåìà ç ìåòîþ ìîäåëþâàííÿ íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöié çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ áóäîâîþ (Ïðàöüîâèéòèé Ì.Â.,
×óéêîâ À.Ñ.) òà ç ìåòîþ ïîáóäîâè éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ ëàíöþãîâèõ
A2-äðîáiâ (Ïðàöüîâèòèé Ì.Â., Êþð÷åâ Ä.Â.).

Ó 1911 ðîöi Ã. Ìiíêîâñüêèé äëÿ çàäàííÿ íåïåðåðâíî¨ ñòðîãî çðî-
ñòàþ÷î¨ ñèíãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨ ?(x), ÿêà âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíîîäíîçíà-
÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ âñiìà êâàäðàòè÷íèìè iððàöiîíàëüíîñòÿìè âiä-
ðiçêó [0; 1] i ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè öüîãî æ âiäðiçêà, âèêîðèñòî-
âóâàâ îçíà÷åííÿ ¨¨ ó òåðìiíàõ åëåìåíòàðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà
ìåäiàíò çâè÷àéíèõ íåñêîðîòíèõ äðîáiâ. Ó 1943 ðîöi Ð. Ñàëåìîì áóâ
çíàéäåíèé ¨¨ àíàëiòè÷íèé âèðàç:

?(x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . . ]) =

= 21−a1 − 21−a1−a2 + 21−a1−a2−a3 + · · ·+ (−1)n+121−a1−···−an + . . . ,

äå x = [0; a1, a2, . . . ] � ðîçêëàä x â åëåìåíòàðíèé ëàíöþãîâèé äðiá.
Àëêàóñêàñ À. äîâiâ, ùî ôóíêöiÿ Ìiíêîâñüêîãî ¹ ¹äèíèì íåïåðåðâ-

íèì ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü: ?

(
x

1 + x

)
=

1

2
?(x)

?(1− x) = 1−?(x)

Ó 2010 ðîöi Ïðàöüîâèòèé Ì.Â., Êàëàøíiêîâ À.Â. òà Áåçáîðî-
äîâ Â.Ê. ïîáóäóâàëè îäíîïàðàìåòðè÷íå óçàãàëüíåííÿ φµ êëàñè÷íî¨
ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî (çi çáåðåæåííÿì âëàñòèâîñòåé íåïåðåðâíîñòi,
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ìîíîòîííîñòi, ñèíãóëÿðíîñòi), ÿêå ¹ ¹äèíèì íåïåðåðâíèì ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü: φµ

(
x

1 + x

)
= (1− µ)φµ(x)

φµ(1− x) = 1− φ1−µ(x)
,

äå φ(x, µ) = φµ(x) � ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ x òà µ (x ∈ [0; 1], µ ∈
(0; 1)) àáî ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨ x, çàëåæíà âiä ïàðàìåòðà µ. Áóëî
âñòàíîâëåíî, ùî ôóíêöiÿ φµ ó iððàöiîíàëüíié òî÷öi iíòåðâàëó (0; 1)
ìà¹ íàñòóïíèé àíàëiòè÷íèé âèðàç:

φµ(x) = φµ([0; a1, a2, . . . , an, . . . ]) =

∞∑
k=1

Ak(1− µa2k),

äå Ak = (1− µ)a1+a3+···+a2k−1−1µa2+a4+···+a2k−2 , à â ðàöiîíàëüíèõ òî-
÷êàõ iíòåðâàëó (0; 1) äîîçíà÷ó¹òüñÿ çà íåïåðåðâíiñòþ i âèðàæà¹òüñÿ
ñêií÷åííîþ ñóìîþ.

ßê áà÷èìî, ëàíöþãîâi äðîáè ¹ åôåêòèâíèì çàñîáîì çàäàííÿ ôóí-
êöié çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ ñòðóêòóðîþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè, ãðàíòàìè. Ðîáîòà âèêîíàíà ó ðàìêàõ äîñëiäæåíü ìàòåìàòè-
÷íèõ îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ òîïîëîãî-ìåòðè÷íîþ ñòðóêòó-
ðîþ, ùî ïðîâîäÿòüñÿ íà êàôåäði âèùî¨ ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíîãî
ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà é ó ëàáîðàòîði¨
ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. Äîñëi-
äæåííÿ ïðîâîäèëîñü ó ðàìêàõ òàêèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì:

� Ñòàòèñòèêà ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé i ôðàêòàëü-
íi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (íîìåð äåðæàâíî¨
ðå¹ñòðàöi¨ 0119U002582).

� Ôóíêöi¨ ç ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè (ìíîæèíè ðiâíiâ òà
ðîçïîäiëè çíà÷åíü) i ñêëàäíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè ç íèìè ïîâ'ÿçàíi
(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0121U000208).

� Ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ i ôðàêòàëüíèé àíàëiç
ñòîõàñòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ç íèì ïîâ'ÿçàíèõ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå-
¹ñòðàöi¨ 0118U002059).
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Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ äié-
ñíèõ ÷èñåë, ïîâ'ÿçàíi ç ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, ¨õíÿ ãåîìåòðiÿ òà çà-
ñòîñóâàííÿ.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ìåäiàíòíå òà ëàíöþãîâåA2-çîáðàæåí-
íÿ äiéñíèõ ÷èñåë i ¨õ çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà òåîði¨ ôóí-
êöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè.

Ìåòà äîñëiäæåííÿ. Ñòâîðèòè öiëiñíó òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òå-
îðiþ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë i çíàéòè éîãî çàñòîñóâàííÿ
ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà òåîði¨ ôóíêöié, à òàêîæ ðîçðîáèòè ìåòðè÷íó òà
éìîâiðíiñíó òåîðiþ äâîñèìâîëüíîãî ìåäiàíòíîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

Çàâäàííÿ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:
1. Îá ðóíòóâàòè äâîñèìâîëüíó ñèñòåìó êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷è-

ñåë ç íóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà ¨õ ðîçêëàäi
â ëàíöþãîâèé äðiá ç âèêîðèñòàííÿì äâîõ ôiêñîâàíèõ äiéñíèõ
÷èñåë (ëàíöþãîâå A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë).

2. Îïèñàòè âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí.
3. Çíàéòè îçíàêè ðàöiîíàëüíîñòi ÷èñëà çà éîãî çîáðàæåííÿì.
4. Îá ðóíòóâàòè, ùî ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ ÷èñåë ¹ ïåðåêîäó-

âàííÿì çîáðàæåííÿ ÷èñåë åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðî-
áàìè òà çíàéòè ôîðìàëüíå çàäàííÿ êëàñè÷íî¨ ñèíãóëÿðíî¨
ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî ó òåðìiíàõ ìåäiàíòíîãî çîáðàæåííÿ.

5. Âñòàíîâèòè íîðìàëüíi âëàñòèâîñòi ÷èñåë ó ¨õ A2-çîáðàæåííi.
6. Çíàéòè âèðàç îñíîâíîãî ìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ i âñòàíîâèòè

éîãî îöiíêè.
7. Ðîçâ'ÿçàòè ðÿä ìåòðè÷íèõ çàäà÷ äëÿ A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë.
8. Âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ çàäàíî¨ ïåðåòâîðþâà÷åì ïàð öèôð

àðãóìåíòà ç ¨õ ëàíöþãîâîþ ñêðiïëåíiñòþ.
9. Äîâåñòè, ùî ïðè îá÷èñëåííi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à

ìîæíà îáìåæèòèñÿ ïîêðèòòÿì çà äîïîìîãîþ A2-öèëiíäðiâ.
10. Âèâ÷èòè ïèòàííÿ ùîäî åôåêòèâíîñòi âèêîðèñòàííÿA2-öèëiíä-

ðiâ ó çàäà÷àõ îá÷èñëåííÿ ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-
Áåçèêîâè÷à ÷èñëîâèõ ìíîæèí.

11. Çíàéòè çàñòîñóâàííÿ A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë ó êîíñòðóêòèâ-
íié òåîði¨ ôóíêöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ òà ôðà-
êòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè.
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Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàëàñü ìåòîäîëî-
ãiÿ êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çàñîáàìè ñêií÷åííîãî àëôàâiòó, ìåòîäè
ìåòðè÷íî¨ òà éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ ÷èñåë, åðãîäè÷íî¨ òåîði¨, ôðàêòàëü-
íî¨ ãåîìåòði¨ òà ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöi¨ îòðè-
ìàíî íàñòóïíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

1. Îáãðóíòîâàíî çàãàëüíó ñõåìó êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çàäà-
íîãî âiäðiçêà çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó.

2. Ñòâîðåíî êîíñòðóêòèâíó òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òåîðiþ ìåäiàí-
òíîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë i çíàéäåíî éîãî çàñòîñóâàííÿ ó òåîði¨
éìîâiðíîñòåé òà òåîði¨ ôóíêöié, çîêðåìà çíàéäåíî âèðàç êëà-
ñè÷íî¨ ñèíãóëÿðíî¨ ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî
ó òåðìiíàõ ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ.

3. Äîâåäåíî, ùî ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ ¹ äâîñèìâîëüíèì ïåðå-
êîäóâàííÿìè çîáðàæåííÿ ÷èñåë åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè
äðîáàìè.

4. Îá ðóíòîâàíî ñèñòåìó êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çàäàíîãî âiä-
ðiçêà çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà
ðîçêëàäàõ ÷èñåë ó íåñêií÷åííi ëàíöþãîâi äðîáè, åëåìåíòàìè
ÿêèõ ¹ äâà çàäàíi ÷èñëà (ëàíöþãîâi A2-äðîáè). Çíàéäåíî íå-
îáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè, ïðè ÿêèõ âîíà ìà¹ íóëüîâó íàäëè-
øêîâiñòü.

5. Âèâ÷åíî ãåîìåòðiþ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷è-
ñåë (îïèñàíî âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí, ðîçâ'ÿçàíî
ðÿä ìåòðè÷íèõ çàäà÷).

6. Çíàéäåíî çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë ó
òåîði¨ ôðàêòàëiâ, çîêðåìà çíàéäåíî åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ
ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ó òåðìiíàõ
A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë i äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæè-
íè ëàíöþãîâèõ A2�äðîáiâ âiäðiçêà [ 12 ; 1] â ñèñòåìi êîäóâàííÿ
ç íóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ iñíó¹ íå áiëüøå øåñòè öèëiíäðiâ,
ÿêi ¨¨ ïîêðèâàþòü i ìàþòü äîâæèíè, ìåíøå äiàìåòðà ìíîæè-
íè.

7. Çíàéäåíî åôåêòèâíi çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâîãîA2-çîáðàæåííÿ
÷èñåë ó òåîði¨ ôóíêöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ i
ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íîâi, ñòðîãî i ïîâíî îá ðóíòîâàíi.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðîáîòà ìà¹
â îñíîâíîìó òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäíàê ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü
âæå âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèâ÷åííÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié çi ñêëà-
äíîþ ëîêàëüíîþ áóäîâîþ òà ïîáóäîâè éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ ëàíöþãî-
âèõ A2-äðîáiâ, òàêîæ âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè âèâ÷åííi
âëàñòèâîñòåé ñèìâîëüíèõ äèíàìiê.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, ùî âè-
íîñÿòüñÿ íà çàõèñò îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Íàóêîâîìó êå-
ðiâíèêó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, îêðåìi iäå¨ ùîäî îá ðóíòóâàííÿ
ãiïîòåòè÷íèõ òâåðäæåíü, ïåðåâiðêà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ñïiâàâ-
òîðàì ñïiëüíèõ ïóáëiêàöié íàëåæàòü òâåðäæåííÿ, ÿêi äî äèñåðòàöi¨
íå óâiéøëè.

Àïðîáàöiÿ ìàòåðiàëiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëi-
äæåííÿ äîïîâiäàëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ ðiçíèõ ðiâíiâ òà íà-
óêîâèõ ñåìiíàðàõ, à ñàìå:

� IV Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìàòèêè
òà ôiçèêè, Êè¨â, 23�25 êâiòíÿ 2015 ð.;

� IX Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàäåìiêà Ì.Êðàâ-
÷óêà, Êè¨â, 16�19 òðàâíÿ 2002 ð.;

� VIII Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàäåìiêà Ì.Êðàâ-
÷óêà, Êè¨â, 11�14 òðàâíÿ 2000 ð.;

� Ìiæíàðîäíà ñòóäåíòñüêà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ìî-
ëîäü, îñâiòà, êóëüòóðà i íàöiîíàëüíà ñâiäîìiñòü¿, Êè¨â, 1999 ð.;

� VII Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì. àêàäåìiêà Ì.Êðàâ-
÷óêà, Êè¨â, 14�16 òðàâíÿ 1998 ð.

� Ìiæíàðîäíà ñòóäåíòñüêà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ìî-
ëîäü, îñâiòà, êóëüòóðà i íàöiîíàëüíà ñâiäîìiñòü¿, Êè¨â, 1999 ð.;

� Ñåìiíàð ç ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè òà ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê: ä-ð ôiç.-
ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Ïðàöüîâèòèé Ì.Â.)

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 10
ñòàòòÿõ ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, 8 ç ÿêèõ [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] âõîäÿòü
äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü ÌÎÍ Óêðà¨íè, ñåðåä íèõ ñòàòòÿ [1] ó
æóðíàëi, ùî iíäåêñó¹òüñÿ ìiæíàðîäíîþ íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ äà-
íèõ Scopus. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ íàâåäåíi òàêîæ ó ìàòåðiàëàõ
êîíôåðåíöié [11, 12, 13, 14, 15].
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Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëà-
äà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâ-
êiâ äî êîæíîãî ðîçäiëó i çàãàëüíèõ âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ
äæåðåë (98 íàéìåíóâàíü) i äîäàòêà (ñïèñîê ïóáëiêàöié àâòîðà � 15
íàéìåíóâàíü). Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ 128 ñòîðiíîê.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, âèçíà-
÷åíî îá'¹êò, ïðåäìåò, ìåòó i çàâäàííÿ, çàçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó
îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ
i îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, àíîíñîâàíî îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòà-
òè.

Ïåðøèé ðîçäië ¾Îãëÿä ëiòåðàòóðè òà êîíöåïòóàëüíi çàñà-
äè äîñëiäæåííÿ¿ ìà¹ âñòóïíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó íàâåäåíî ïðè-
êëàäè: òîïîëîãiçàöi¨ ïðîñòîðó L ïîñëiäîâíîñòåé ç íóëiâ òà îäèíèöü;
àëüòåðíàòèâíèõ ñïîñîáiâ ââåäåííÿ â íüîìó éìîâiðíiñíî¨ ìiðè, ìið
Ãàóñäîðôà äðîáîâèõ ïîðÿäêiâ, îçíà÷åííÿ ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi
Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ïiäìíîæèí öüîãî ïðîñòîðó, îìèíàþ÷è éîãî
ìåòðèçàöiþ.

Öåíòðàëüíèì ïîíÿòòÿì öi¹¨ òåîði¨ ¹ ïîíÿòòÿ öèëiíäðà (öèëiíäðè-
÷íîãî âiäðiçêà, öèëiíäðè÷íîãî iíòåðâàëà).

Öèëiíäðîì ðàíãó n ç îñíîâîþ c1c2...cn ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà ∆c1c2...cn =

{
(an) : (an) ∈ L, ai = ci, i = 1, n

}
.

Îá ðóíòîâàíî çàãàëüíó ñõåìó êîäóâàííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [a; b] çà-
ñîáàìè àëôàâiòó A = {0, 1}, íàâåäåíî ïðèêëàäè ðiçíèõ êîäóâàíü.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Êîäóâàííÿì (çîáðàæåííÿì) ÷èñåë âiäðiçêà [a; b]
ç äîïîìîãîþ àëôàâiòó A íàçèâà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f

ïðîñòîðó L ó âiäðiçîê [a; b]: L ∋ (an)
f→ x ∈ [a; b].

Êàæóòü, ùî êîäóâàííÿ ÷èñåë ìà¹ íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü, ÿêùî
ëèøå ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà ìíîæèíà ÷èñåë ìà¹ äâà çîáðàæåííÿ, à
ðåøòà � ¹äèíå.

Âiäîáðàæåííÿ f i ñèñòåìà öèëiíäðiâ â L ïîðîäæóþòü ñèñòåìó Wf

f -öèëiíäðiâ ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði [a; b] ⊂ R1:

f(■c1...cn) = ∆f
c1...cn ∈ Wf .

ßêùî êîæåí f -öèëiíäð ¹ ïðîìiæêîì, òî êîäóâàííÿ f íàçèâà¹òüñÿ
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íåïåðåðâíèì. Ïðèêëàäîì íåïåðåðâíèõ êîäóâàíü [0; 1] ¹ äâiéêîâå çî-

áðàæåííÿ, íåãà-äâiéêîâå: f(an) = 2
3 +

∞∑
n=1

an

(−2)n ≡ ∆−2
a1...an....

Âiäíîøåííÿ äiàìåòðiâ âêëàäåíèõ öèëiíäðiâ

|∆c1...cnc|
|∆c1...cn |

= δf (c1, . . . , cn, c),

íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíèì ìåòðè÷íèì âiäíîøåííÿì. Âiä éîãî çíà÷åííÿ
(îöiíîê) çàëåæàòü ðîçâ'ÿçêè áiëüøîñòi ìåòðè÷íèõ çàäà÷ ó çàäàíié
ñèñòåìi êîäóâàííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 1.3 óçàãàëüíåíî òåîðåìè Ï. Áiëëiíãñëi i Ì.Â. Ïðà-
öüîâèòîãî ùîäî äîâið÷îñòi ïîêðèòòiâ, à ñàìå âêàçàíî äîñòàòíi óìîâè,
ïðè ÿêèõ äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíî-
æèí ïðîñòîðó ìîæíà îáìåæèòèñü öèëiíäðàìè f -êîäóâàííÿ.

Òåîðåìà 1.3. ßêùî ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ δf f -êîäóâàííÿ ÷è-
ñåë âiäðiçêà [a; b] âiäîêðåìëåíå âiä íóëÿ òà îäèíèöi, òî ÷èñëî α∗,
âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

α∗(E) = sup{α : H̃α(E) ̸= 0} = inf{α : H̃α(E) = 0},

äå H̃α(E) = lim
ε→0

inf
|ωi|⩽ε

{∑
i

|ωi|α : ωi ∈ Wf , E ⊂
⋃
i

ωi

}
,

ñïiâïàäà¹ ç ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè E ⊂ [0; 1].
Ó ïiäðîçäiëi 1.5 íàâåäåíî âiäîìîñòi ïðî çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàí-

öþãîâèìè äðîáàìè (åëåìåíòàðíèìè òà íååëåìåíòàðíèìè), ÿêi âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ¾Ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë¿
ðîçãëÿäà¹òüñÿ çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1], ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà
ñèñòåìi ïîäðiáíþþ÷èõ ðîçáèòòiâ öüîãî âiäðiçêà ìåäiàíòàìè êiíöiâ
öèëiíäðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè Ôàðåÿ. Îïèñàíî ãåî-
ìåòðiþ öüîãî çîáðàæåííÿ, ÿêà âêëþ÷à¹ âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ
ìíîæèí, ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ öèôð òîùî.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìåäiàíòîþ äâîõ íåñêîðîòíèõ äðîáiâ
a

b
i
c

d
íàçèâà-

¹òüñÿ äðiá
a+ c

b+ d
. Çà äîïîìîãîþ ìåäiàíòíîãî ïîäiëó âiäðiçêà

[a
b
;
c

d

]
=

[
a

b
;
a+ c

b+ d

]
∪
[
a+ c

b+ d
;
c

d

]
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îòðèìó¹òüñÿ ñèñòåìà ïîäðiáíþþ÷èõ ðîçáèòòiâ âiäðiçêà [ 01 ;
1
1 ] íà öè-

ëiíäðè ðiçíèõ ðàíãiâ.

Öèëiíäð n-ãî ðàíãó ∆α1...αn
=

[
pni−1

qni−1

;
pni
qni

]
¹ îá'¹äíàííÿ äâîõ öè-

ëiíäðiâ (n+ 1)-ãî ðàíãó:

∆α1...αnαn+1
=

[
pni−1 + αn+1p

n
i

qni−1 + αn+1qni
;
pni−1(1− αn+1) + pni
qni−1(1− αn+1) + qni

]
, äå αn+1 ∈ {0, 1}.

Òîäi ìåäiàíòíèì ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x ¹ éîãî çàäàííÿ ïîñëiäîâíi-

ñòþ âêëàäåíèõ öèëiíäðiâ: x =
∞⋂
k=1

∆α1...αk
.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà x ç âiäðiçêà [0; 1] iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü αk ∈ L òàêà, ùî

x =

∞⋂
k=1

∆α1...αk
≡ ∆M

α1(x)...αk(x)...
.

Îñòàííié ñèìâîëi÷íèé çàïèñ íàçèâà¹òüñÿ ìåäiàíòíèì çîáðàæåííÿì
÷èñëà x. Éîãî öèôðè âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè x ∈ ∆α1...αk

, k ∈ N.
Òåîðåìà 2.2. Äëÿ äîâæèí öèëiíäðiâ k-ãî ðàíãó ìåäiàíòíîãî çî-

áðàæåííÿ ÷èñåë âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

5 · 22k+3

(1 +
√
5)2k+3 + (1−

√
5)2k+3 + (−2)2k+3

⩽ |∆α1...αk
| ⩽ 1

k + 1
.

Òåîðåìà 2.3. Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ìà¹ îöiíêè:

1

k + 2
⩽

∣∣∆α1...αkαk+1

∣∣
|∆α1...αk

|
⩽

k + 1

k + 2
.

Îöiíåíî òî÷íiñòü ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü äiéñíèõ ÷èñåë çà äî-
ïîìîãîþ ¨õ ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé x ∈ ∆α1...αn
, òîäi ùîíàéìåíøå äëÿ îäíîãî

ç êiíöiâ
p

q
öüîãî öèëiíäðà âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |α− p

q
| < 1

q2
.

Ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè äiéñíîãî ÷èñëà ìåäi-
àíòíèì ïðåäñòàâëåííÿì çàáåçïå÷óþòü òî÷íiñòü íå ìåíøå âåëè÷èíè,
îáåðíåíî¨ êâàäðàòó çíàìåííèêà.
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Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ðîçãëÿíóòî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

,
öèôðè ξk ìåäiàíòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêî-
âèìè âåëè÷èíàìè, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0 i 1 ç éìîâiðíîñòÿìè p0n
i p1n âiäïîâiäíî (p0n + p1n = 1). Çíàéäåíî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó öi¹¨
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ñïåêòð òà êðèòåðié äèñêðåòíîñòi ðîçïîäiëó.

Ëåìà 2.1.Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Fξ(x) =


0, ÿêùî x < 0,

β1(x) +
∞∑
i=2

[
βi(x)

i−1∏
j=1

pαj(x)j

]
, ÿêùî x ∈ [0; 1],

1, ÿêùî x > 1;

äå αi(x) � öèôðè Ì-ïðåäñòàâëåííÿ x, à

βi(x) =

{
0, ÿêùî αi(x) = 0,
p0i, ÿêùî αi(x) = 1.

Ëåìà 2.2. Ñïåêòðîì Sξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ∆M
ξ1ξ2...ξk...

¹
ìíîæèíà A = {x ∈ [0; 1] : pαk(x)k > 0 ∀k ∈ N} äîïîâíåíà ðàöiî-
íàëüíèìè òî÷êàìè âiäðiçêà [0; 1], ùî ¹ ãðàíè÷íèìè äëÿ íå¨.

Òåîðåìà 2.5. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ÷èñòî äèñêðåòíèé ðîç-
ïîäië òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∞∏
k=1

max
n

{pnk} > 0,

i ÷èñòî íåïåðåðâíèé � ó ðåøòi âèïàäêiâ.

Òðåòié ðîçäië ¾Ëàíöþãîâi A2-äðîáè¿ ïðèñâÿ÷åíèé òåîði¨ íå-
ñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, åëåìåíòè ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæèíi
A2 = {α1, α2}, αi ∈ R, 0 < α1 < α2.

Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá [0; a1, . . . , an, . . .], äå an ∈ A2, íà-
çèâà¹òüñÿ ëàíöþãîâèì A2-äðîáîì. Ìíîæèíà LA2 òàêèõ äðîáiâ íàëå-
æèòü âiäðiçêó [β1;β2], äå β1 = [0; (α2, α1)], β2 = [0; (α1, α2)], äå êðóãëi
äóæêè ñèìâîëiçóþòü ïåðiîä, àëå íå çàâæäè ç íèì çáiãà¹òüñÿ.

Òåîðåìà 3.1.(Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ) Äëÿ âêëàäåíèõ öè-
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ëiíäðiâ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

|∆c1...cnc|
|∆c1...cn |

=

(
1 + β1

qn−1

qn

)(
1 + β2

qn−1

qn

)
(
c+ β1 +

qn−1

qn

)(
c+ β2 +

qn−1

qn

) .
Ó ïiäðîçäiëi 3.2 çíàéäåíî óìîâè íóëüîâî¨ íàäëèøêîâîñòiA2-çîáðàæåííÿ

òà ââåäåíî îçíà÷åííÿ A-çîáðàæåííÿ.
Òåîðåìà 3.2. ßêùî α1α2 ⩽ 1

2 , òî LA2
= [β1, β2], à ó âèïàäêó

α1α2 > 1
2 ìíîæèíà LA2

¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ íóëüîâî¨ ìiðè
Ëåáåãà.

Òåîðåìà 3.3. ßêùî α1α2 = 1
2 , òî ç÷èñëåííà ìíîæèíà òî÷îê

x ∈ [β1, β2] ìà¹ äâà ëàíöþãîâèõ A2-çîáðàæåííÿ, ðåøòà æ òî÷îê
ìàþòü ¹äèíå çîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.ËàíöþãîâèìA-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x = ∆A2
c1...cn...,

äå cn ∈ A2 = { 1
2 , 1}, íàçèâà¹òüñÿ çàïèñ x = ∆A

a1...an..., äå

an = 2cn − 1 =

{
0, ÿêùî cn = 1

2 ,
1, ÿêùî cn = 1.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi iíâåðñîðà ëàíöþãîâîãî
A-çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Iíâåðñîðîì ëàíöþãîâîãî A-çîáðàæåííÿ ÷èñåë
âiäðiçêà [ 12 ; 1] íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ I, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ:

I(∆A
a1a2...an...) = ∆A

[1−a1][1−a2]...[1−an]...
.

Òåîðåìà 3.4. Iíâåðñîð I öèôð A-çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0, 5; 1]
¹ íåïåðåðâíîþ ñòðîãî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ.

Íàñëiäîê 3.9.Îñêiëüêè I( 23 ) = I(∆A2

1(10)) = ∆A2

0(01) =
2
3 , òî ôóí-

êöiÿ I ìà¹ ¹äèíó iíâàðiàíòíó òî÷êó x0 = 2
3 .

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ I íåïåðåðâíà i ñòðîãî ñïàäíà, òî çà òåîðåìîþ
Ëåáåãà âîíà ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó ìàéæå ñêðiçü (ó ðîçóìiíi ìiðè
Ëåáåãà).

Ëåìà 3.2. ßêùî â òî÷öi x0 iñíó¹ ñêií÷åííà ïîõiäíà, òî âîíà
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

I′(x0) = lim
n→∞

[qn−1(x0) + qn(x0)][qn−1(x0) + 2qn(x0)]

[qn−1(I(x0)) + qn(I(x0)))][qn−1(I(x0)) + 2qn(I(x0))]
.
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Ïiäðîçäië 3.4 ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åíþ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðó ëi-
âîñòîðîííüîãî çñóâó åëåìåíòiâ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ:

ω(∆A2
a1a2...) = ∆A2

a2a3....

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 äëÿ âèïàäêó α1α2 =
1

2
âèâ÷åíî ìåòðè÷íi âëà-

ñòèâîñòi ìíîæèíè A2-äðîáiâ, çîáðàæåííÿ ÿêèõ íå ìiñòÿòü êîìáiíàöi¨
ïåâíèõ öèôð.

Òåîðåìà 3.7. Ïðè c1 ̸= c2 ìíîæèíà C[A2, c1c2] ¹ ç÷èñëåííîþ, à
ïðè c1 = c2 � êîíòèíóàëüíîþ ìíîæèíîþ, ìiðà Ëåáåãà ÿêî¨ äîðiâíþ¹
íóëþ.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ¾Çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâèõ A2-äðîáiâ
äî âèâ÷åííÿ îá'¹êòiâ ç ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè¿ ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâèõ A2-äðîáiâ ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ
òà â òåîði¨ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié. Òóò âèâ÷àþòüñÿ ôóíêöi¨
ç íåòðèâiàëüíèìè ëîêàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, îçíà÷åíi â òåðìiíàõ
äâîñèìâîëüíîãî ëàíöþãîâîãî çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Öå ôóíêöi¨
âèçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ, ôóíêöi¨ çàäàíi ïåðå-
òâîðþâà÷àìè ïàð öèôð A2-çîáðàæåííÿ àðãóìåíòà ç ¨õ ëàíöþãîâîþ
ñêðiïëåíiñòþ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿ A2-çîáðàæåííÿ ÷è-
ñåë ó òåîði¨ ìåòðè÷íî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî iíòåðâàëà u ⊂ [ 12 ; 1] iñíó¹ íå áiëüøå
øåñòè A2-öèëiíäðiâ, ÿêi ïîêðèâàþòü u i ìàþòü äîâæèíè íå áiëüøó
|u|.

Òåîðåìà 4.2. Ïðè âèçíà÷åíi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à
ïiäìíîæèí âiäðiçêà [ 12 ; 1] ìîæíà îáìåæèòèñü ¨õ ïîêðèòòÿìè A2-
öèëiíäðàìè.

Ïiäðîçäië 4.2 ïðèñâÿ÷åíèé îäíîìó êëàñó àâòîìîäåëüíèõ ôóíêöié,
ïîðîäæåíèõ íåñêií÷åííèìè äîáóòêàìè òà A-çîáðàæåííÿì àðãóìåíòà.
Òóò îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ ôóíêöiÿ, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

f(x = ∆A
α1α2...αk...

) =

∞∏
k=1

λ
αk(x)
k ,

äå (λk) � íàïåðåä çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî

íåñêií÷åííèé äîáóòîê P ≡
∞∏
k=1

λk ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.
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Îñêiëüêè λk > 0, òî λk = evk äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà vk i òîäi

f(x = ∆A
α1α2...αn...) =

∞∏
k=1

evkαk = e

∞∑
k=1

vkαk

.

Òåîðåìà 4.4. Ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà â êîæíié A-óíàðíié òî-
÷öi, à â A-áiíàðíié òî÷öi x∗ = ∆A

c1...cm0(01) = ∆A
c1...cm1(10) íåïåðåðâíà,

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

vm +

∞∑
k=1

vm+2k+1 =

∞∑
k=1

vm+2k.

Íàñëiäîê 4.2. Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [ 12 ; 1] òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè λk = e
c(−1)k−1

2k−1 äëÿ äåÿêîãî c ∈ R i âñiõ k ∈ N .
Òåîðåìà 4.5. ßêùî ïîäâiéíà íåðiâíiñòü 0 < vn < rn ≡ vn+1 +

vn+2+ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêiñòü çíà÷åíü n, òî ôóí-
êöiÿ f ¹ íiäå íå ìîíîòîííîþ.

Òåîðåìà 4.6. ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, òî âîíà íiäå íå ìî-
íîòîííà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 âèâ÷àþòüñÿ ôóíêöi¨, çàäàíi ïåðåòâîðþâà÷åì ïàð
öèôð àðãóìåíòà ç ¨õ ëàíöþãîâîþ ñêðiïëåíiñòþ. Íåõàé g(i, j) � ôóí-
êöiÿ, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi ïàð åëåìåíòiâ àëôàâiòó A = {0, 1} i íà-
áóâà¹ çíà÷åíü 0 àáî 1. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷èìî ÷åðåç
G. Çðîçóìiëî, ùî òàêèõ ôóíêöié iñíó¹ 24 = 16. Êîæíó ç òàêèõ ôóí-

êöié g ôîðìàëüíî ìîæíà âèçíà÷èòè ìàòðèöåþ A(g) =

(
a00 a01
a10 a11

)
,

åëåìåíòè ÿêî¨ aij = g(i, j) ∈ {0, 1}.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ, ùî îçíà÷åíà ðiâíiñòþ:

f(∆A
α1α2...αn...) = ∆A

g(α1,α2)g(α2,α3)...g(αn,αn+1)g(αn+1,αn+2)...
.

Òåîðåìà 4.7. Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, îçíà÷åíi ðiâíiñòþ âèùå, âè-

÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè f(x) =
√
17−1
4 , f(x) =

√
5−1
2 , f(x) = x,

I(x = ∆A
α1α2...αn...) = ∆A

[1−α1][1−α2]...[1−αn]...
.

Òåîðåìà 4.8. Ìíîæèíîþ çíà÷åíü Ef ôóíêöi¨ f , âèçíà÷åíî¨ ìà-

òðèöåþ

(
0 0
1 0

)
, ¹ íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà,

÷èñëà ÿêî¨ ó À-çîáðàæåííi íå ìiñòÿòü êîìáiíàöi¨ äâîõ ïîñëiäîâíèõ
öèôð 11.
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Ó ïiäðîçäiëi 4.4 âèâ÷àþòüñÿ ôóíêöi¨ êàíòîðiâñüêîãî òèïó, îçíà÷å-
íi ó òåðìiíàõ çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè A2-äðîáàìè òà ðÿäàìè
Ëþðîòà.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ó äàíié ðîáîòi ¹ çîáðàæåííÿ ÷è-
ñåë ëàíöþãîâèìè äðîáàìè çà äîïîìîãîþ åëåìåíòiâ ç äâîåëåìåíòíî¨
ìíîæèíè. Ïðè çíàéäåíèõ óìîâàõ òàêà ñèñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë ìà¹
íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü, ùî ¹ ¨¨ ïîçèòèâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ó áà-
ãàòüîõ àñïåêòàõ. Òàêå êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ñèíòåçîì äâîñèì-
âîëüíîñòi i ëàíöþãîâîñòi, òîìó ìà¹ ïåðñïåêòèâè ðiçíîïëàíîâèõ çà-
ñòîñóâàíü, çîêðåìà ïðè ïîáóäîâi àëãîðèòìiâ äëÿ äié îá÷èñëþâàëüíèõ
ïðèñòðî¨â. Ëàíöþãîâiñòü çîáðàæåííÿ ïîêðàùó¹ çáiæíiñòü îá÷èñëþ-
âàëüíèõ ïðîöåñiâ, à äâîñèìâîëüíiñòü îïòèìiçó¹ ¨õ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè:
� Ñòâîðåíî êîíñòðóêòèâíó òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òåîðiþ ìåäiàí-

òíîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] i çíàéäåíî ¨¨ çàñòîñó-
âàííÿ ó òåîði¨ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òà âñòàíîâëåíî
éîãî çâ'ÿçîê ç ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

� Îá ðóíòîâàíî, ùî ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ ¹ ïåðåêîäóâàííÿìè
çîáðàæåííÿ ÷èñåë åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

� Çíàéäåíî âèðàç êëàñè÷íî¨ ñèíãóëÿðíî¨, ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ôóí-
êöi¨ Ìiíêîâñüêîãî ó òåðìiíàõ ìåäiàíòíîãî çîáðàæåííÿ.

� Îá ðóíòîâàíî äâîñèìâîëüíó ñèñòåìó êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷è-
ñåë çàäàíîãî âiäðiçêà çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó, ùî
 ðóíòó¹òüñÿ íà ðîçêëàäàõ ÷èñåë ó íåñêií÷åííi ëàíöþãîâi äðî-
áè, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ äâà çàäàíi ÷èñëà (ëàíöþãîâi A2-äðîáè).
Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè, ïðè ÿêèõ âîíà ìà¹ íó-
ëüîâó íàäëèøêîâiñòü.

� Âèâ÷åíî ãåîìåòðiþ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷è-
ñåë (îïèñàíî âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí, ðîçâ'ÿçàíî
ðÿä ìåòðè÷íèõ çàäà÷)

� Çíàéäåíî åôåêòèâíi çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâîãîA2-çîáðàæåííÿ
÷èñåë ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ i òåîði¨ ôóíêöié ç ëîêàëüíî ñêëà-
äíîþ ñòðóêòóðîþ i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Áà÷èìî ïåðñïåêòèâó íîâèõ çàñòîñóâàíü ìåäiàíòíîãî òà ëàíöþãî-
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âîãî A2-çîáðàæåííÿ ó òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, òåîði¨ ôóíêöié òà
òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé.
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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â ãàëóçi ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë.
Âîíà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó òîïîëîãi÷íî¨, ìåòðè÷íî¨ òà ôðàêòàëüíî¨
òåîðié äiéñíèõ ÷èñåë, ùî áàçóþòüñÿ íà äâîñèìâîëüíèõ ñèñòåìàõ êî-
äóâàííÿ ÷èñåë, à òàêîæ ¨õ çàñòîñóâàííÿì.

Ó ðîáîòi îá ðóíòîâàíî äâi äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ äié-
ñíèõ ÷èñåë ç íóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ, ïîâ'ÿçàíi ç ëàíöþãîâèìè äðî-
áàìè (ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ, ëàíöþãîâå A2-çîáðàæåííÿ). Ïåðøà âè-
çíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ ïîäðiáíþþ÷èõ ðîçáèòòiâ âiäðiçêà íà öèëiíäðè
ðiçíèõ ðàíãiâ, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà ìåäiàíòíîìó ïîäiëi âiäðiçêà. Äðó-
ãà áàçó¹òüñÿ íà ðîçêëàäi ÷èñëà â ëàíöþãîâèé äðiá, åëåìåíòè ÿêîãî
íàëåæàòü ìíîæèíi A2 = {α1, α2}, αi > 0, α1α2 = 1

2 .
Ñòâîðåíî öiëiñíó òîïîëîãî-ìåòðè÷íó òåîðiþ âêàçàíèõ çîáðàæåíü,

çíàéäåíî îñíîâíi ìåòðè÷íi âiäíîøåííÿ i ðîçâ'ÿçàíî ðÿä ìåòðè÷íèõ
çàäà÷.

Äîâåäåíî, ùî ìåäiàíòíå çîáðàæåííÿ ÷èñåë ¹ äâîñèìâîëüíèì ïå-
ðåêîäóâàííÿì çîáðàæåííÿ ÷èñåë åëåìåíòàðíèìè ëàíöþãîâèìè äðî-
áàìè. Â éîãî òåðìiíàõ çíàéäåíî íîâèé âèðàç êëàñè÷íî¨ ñèíãóëÿðíî¨
ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ Ìiíêîâñüêîãî.

Äëÿ ëàíöþãîâîãî A2-çîáðàæåííÿ ÷èñåë çíàéäåíî åôåêòèâíi çà-
ñòîñóâàííÿ ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà òåîði¨ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié.
Çíàéäåíî åêâiâàëàíòíå îçíà÷åííÿ ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîð-
ôà-Áåçèêîâè÷à ó òåðìiíàõ A2-çîáðàæåííÿ, îïèñàíî âëàñòèâîñòi äâîõ
êëàñiâ ôóíêöié. Ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó âèçíà÷àþòüñÿ A2-çîáðàæåí-
íÿì i íåñêií÷åííèìè àáñîëþòíî çáiæíèìè äîáóòêàìè ÷èñåë, à ôóí-
êöi¨ äðóãîãî êëàñó çàäàþòüñÿ ïåðåòâîðþâà÷àìè ïàð A2-öèôð àðãó-
ìåíòà ó A2-öèôðè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ç ¨õ ëàíöþãîâîþ ñêðiïëåíiñòþ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ëàíöþãîâèé äðiá, ìåäiàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ, ëàí-
öþãîâå A2-çîáðàæåííÿ ÷èñëà, öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè, îñíîâíå ìåòðè-



18

÷íå âiäíîøåííÿ, ôðàêòàëüíà ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à .

ABSTRACT

Dmytrenko S. O. Two-symbol systems of encoding of numbers related
to continued fractions and their applications. –– Qualification scientific
work in the form of manuscript.

Thesis for candidate of physical and mathematical sciences degree in
speciality 01.01.06 –– Algebra and number theory. –– National Academy
of Science of Ukraine, Institute of Mathematics, Kyiv, 2021.

The dissertation belongs to the field of metric number theory. In
the thesis, we develop topological, metric and fractal theories of real
numbers based on a two-symbol systems of encoding of numbers, and
their application.

This research substantiates two two-symbol encoding systems of real
numbers with zero redundancy, associated with continued fractions (me-
diant representation, continued A2-fractions). The first is determined by
the system of partitions of the segment into cylinders of different ranks,
which is based on the mediant split of the segment. The second is based
on the expansion of a number into a continued fraction, the elements of
which belong to the set A2 = {α1, α2}, αi > 0, α1α2 = 1

2 .
An integrated topological-metric theory of these representation is

created, the basic metric relations are found and some of metric problems
are solved.

It is proved that the mediant representation of numbers is a two-
symbol transcoding of the representation of numbers by elementary con-
tinued fractions. A new expression of the classical singular strictly
increasing Minkowski function in terms of mediant representation was
found.

For the continued A2-representation of numbers, effective applica-
tions have been found in the theory of fractals and the theory of locally
complex functions. An equivalent definition of the Hausdorff -Besikovich
fractal dimension in terms of the A2-representation is found, and the
properties of two classes of functions are described. The functions of
the first class are determined by the A2-representation and infinite abso-
lutely convergent products of numbers, and the functions of the second
class are given by the converters of pairs of A2-digits of the argument
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into A2-digits of the function value with their chain bond.

Key words: continuous fraction, mediant representation, continuous
A2-representation of the number, cylindrical sets, basic metric ratio,
Hausdorff–Besicovitch fractal dimension .
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