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АНОТАЦIЯ

Попович Д.Р. Узагальнення контракцiй Iньоню–Вiгнера i
лiївськи ортогональнi оператори. — Квалiфiкацiйна наукова праця
на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 “алгебра та теорiя чисел” (111 —
математика). — Iнститут математики НАН України та Київський нацiо-
нальний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, 2021.

Дисертацiю присвячено вивченню властивостей контракцiй скiнчен-
новимiрних дiйсних i комплексних алгебр Лi, спецiальних типiв реалi-
зацiї контракцiй, як-то контракцiї Салетана, контракцiї з необмеженими
матрицями, узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера, а також лiївськи ор-
тогональних операторiв на таких алгебрах.

Нехай 𝑉 — 𝑛-вимiрний векторний простiр над полем F = C або F = R,
де 𝑛 < ∞. Через ℒ𝑛 = ℒ𝑛(F) позначимо множину всiх дужок Лi на про-
сторi 𝑉 . Для дужки Лi 𝜇 ∈ ℒ𝑛 i функцiї 𝑈 ∈ C

(︀
(0, 1],GL(𝑉 )

)︀
визначимо

сiм’ю дужок Лi 𝜇𝜀 ∈ ℒ𝑛, 𝜀 ∈ (0, 1], згiдно з 𝜇𝜀(𝑥, 𝑦) := 𝑈𝜀
−1𝜇(𝑈𝜀𝑥, 𝑈𝜀𝑦)

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . Якщо для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 iснує границя

lim
𝜀→+0

𝜇𝜀(𝑥, 𝑦) =: 𝜇0(𝑥, 𝑦),

то g0 = (𝑉, 𝜇0) є добре визначеною алгеброю Лi, яку називають (непе-
рервною) контракцiєю алгебри Лi g = (𝑉, 𝜇). Процедуру отримання ал-
гебри g0 з вихiдної алгебри g також називають контракцiєю g → g0.
У фiксованому базисi простору 𝑉 вiдповiдну матричнозначну функцiю 𝑈

називають матрицею контракцiї g → g0. Замiсть неперервної контра-
кцiї g → g0 можна розглядати еквiвалентну послiдовну контракцiю,
в якiй функцiю 𝑈 замiнено на послiдовнiсть матриць.

Загалом, структура множин пiдалгебр та iдеалiв алгебр Лi змiнює-
ться при контракцiях. У дисертацiйнiй роботi знайдено деякi стабiльнi
властивостi пiдалгебр, iдеалiв та пiдпросторiв.
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Теорема. Припустимо, що алгебра Лi g0 є (неперервною чи послiдов-
ною) контракцiєю алгебри Лi g, g → g0, i алгебра g мiстить прапор
пiдалгебр {0} = s0 ⊂ s1 ⊂ · · · ⊂ s𝑚 ⊂ s𝑚+1 = g. Тодi алгебра g0

мiстить прапор пiдалгебр {0} = s00 ⊂ s10 ⊂ · · · ⊂ s𝑚0 ⊂ s𝑚+1
0 = g0

таких, що dim s𝑎0 = dim s𝑎 та s𝑎 → s𝑎0, 𝑎 = 1, . . . ,𝑚, при g → g0.
Якщо s𝑎 є iдеалом у s𝑏, 1 6 𝑎 < 𝑏 6 𝑚 + 1, то s𝑎0 можна вибрати
iдеалом у s𝑏0, причому s𝑏/s𝑎 → s𝑏0/s

𝑎
0. Загальнiше, якщо [s𝑎, s𝑏] ⊆ s𝑐

для деяких 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ {0, . . . ,𝑚 + 1}, то також [s𝑎0, s
𝑏
0]0 ⊆ s𝑐0, причому

dim[s𝑎0, s
𝑏
0]0 6 dim[s𝑎, s𝑏]. Аналогiчнi твердження справедливi для будь-

якої композицiї комутаторiв на довiльному розмiщеннi з повторення-
ми з пiдалгебр s𝑎.

Властивостi комутативностi, нiльпотентностi, розв’язностi та унiмо-
дулярностi зберiгаються при контракцiях. Тому алгебра s𝑎0 успадковує
вiдповiднi властивостi алгебри s𝑎. Завдяки цьому деякi необхiднi крите-
рiї контракцiй можна отримати як простi наслiдки наведеної теореми.

Ослаблену версiю теореми доведено для прапорiв пiдпросторiв.

Наслiдок. Припустимо, що алгебра g0 є контракцiєю алгебри Лi g,
g → g0, i dim g = dim g0 = 𝑛 < ∞. Тодi для будь-якого повного прапора
пiдпросторiв {0} = 𝑉 0 ⊂ 𝑉 1 ⊂ · · · ⊂ 𝑉 𝑛 = 𝑉 базового простору 𝑉

iснує повний прапор пiдпросторiв {0} = 𝑉 0
0 ⊂ 𝑉 1

0 ⊂ · · · ⊂ 𝑉 𝑛
0 = 𝑉

у просторi 𝑉 такий, що dim[𝑉 𝑖
0 , 𝑉

𝑗
0 ]0 6 dim[𝑉 𝑖, 𝑉 𝑗] для довiльних

𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Аналогiчне твердження справджується для будь-
якої композицiї комутаторiв на комбiнацiї з повтореннями пiдпросто-
рiв 𝑉 1, . . . , 𝑉 𝑛.

Теорему про поведiнку прапорiв пiдалгебр при контракцiях та вiдому
класифiкацiю контракцiй п’ятивимiрних нiльпотентних алгебр Лi засто-
совано для доведення неiснування контракцiй у багатьох парах шести-
вимiрних нiльпотентних дiйсних алгебр Лi попри те, що мiж вiдповiдни-
ми комплексифiкацiями контракцiї iснують. Вiдомi критерiї неiснування
контракцiй не працюють у цiй ситуацiї.
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Розглянемо 𝑛-вимiрнi (𝑛 > 5) розв’язнi дiйснi алгебри Лi
a := A5.38 ⊕ (𝑛 − 5)A1 та a0 := A2.1 ⊕ A2.1 ⊕ (𝑛 − 4)A1, ненульовi ко-
мутацiйнi спiввiдношення яких, з точнiстю до антисиметричностi дужки
Лi, вичерпуються такими:

a : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5,

a0 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒4.

Теорема. Евклiдова норма будь-якої матрицi контракцiї, що реалiзує
контракцiю алгебри a до алгебри a0, прямує до нескiнченностi при гра-
ничному значеннi параметра контракцiї. Це справедливо також для
контракцiї мiж вiдповiдними комплексними алгебрами.

Реалiзацiю контракцiї лiнiйною вiдносно параметра контракцiї матри-
чнозначною функцiєю називають контракцiєю Салетана, або лiнiйною
контракцiєю.

Теорема. З точнiстю до замiни алгебр g та g0 на iзоморфнi, будь-яку
контракцiю Салетана g → g0 реалiзує матриця канонiчного вигляду
𝐸𝑛0 ⊕ 𝐽𝑛1

𝜀 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠
𝜀 , або, еквiвалентно, 𝐸𝑛0 ⊕ 𝐽𝑛1

0 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠
0 + 𝜀𝐸𝑛, де

𝑛0+ · · ·+𝑛𝑠 = 𝑛. 𝐸𝑚 — одинична 𝑚×𝑚-матриця, а 𝐽𝑚
𝜆 — жордановий

𝑚×𝑚-блок з власним значенням 𝜆.

Тому довiльну контракцiю Салетана можна реалiзувати матрицею ви-
гляду 𝐴𝑆𝜀𝐵, де 𝐴 та 𝐵 — сталi невиродженi матрицi, а матричнозначна
функцiя 𝑆𝜀 має канонiчний вигляд.

Означення. Набiр (𝑛0;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠), в якому 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠 складають роз-
биття розмiрностi 𝑛 − 𝑛0 нульової компоненти Фiттiнга вiдносно 𝑈0,
а 𝑛0 ∈ {0, . . . , 𝑛}, називаємо сигнатурою цiєї контракцiї Салетана.

У дисертацiї розглянуто контракцiї Салетана з сигнатурою (0;𝑛).
Повнiстю прокласифiковано такi контракцiї в розмiрностi 𝑛 = 3.

Контракцiю g → g0 називають узагальненою контракцiєю Iньоню–
Вiгнера (або, скорочено, узагальненою IВ-контракцiєю), якщо її ма-
трицю 𝑈𝜀 можна представити у виглядi 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , де матрицi
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𝐴 i 𝑃 невиродженi i сталi (тобто не залежать вiд параметра 𝜀), а
𝑊𝜀 = diag(𝜀𝛼1, . . . , 𝜀𝛼𝑛) для деяких 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ R. Набiр з 𝑛 показникiв
(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) називають сигнатурою узагальненої IВ-контракцiї g → g0.
Простою IВ-контракцiєю називають узагальнену IВ-контракцiю, сигна-
туру якої складають нулi та одиницi.

Доведено твердження, яке тривалий час було лише припущенням.

Теорема. Будь-яка узагальнена IВ-контракцiя еквiвалентна узагаль-
ненiй IВ-контракцiї з цiлочисловою сигнатурою (i такими самими ста-
лими матрицями).

Запропоновано алгоритм знаходження узагальнених IВ-контракцiй
або доведення їх неiснування для пари алгебр Лi. Використання цього
алгоритму дало змогу полiпшити наявний у лiтературi опис узагальне-
них IВ-контракцiй три- та чотиривимiрних алгебр Лi.

У теорiї узагальнених IВ-контракцiй довго iснувало припущення, що
будь-яку контракцiю алгебр Лi можна реалiзувати узагальненою IВ-
контракцiєю. Це справедливо для контракцiй мiж тривимiрними дiйсни-
ми або комплексними алгебрами Лi. Розглянемо чотиривимiрнi дiйснi
алгебри Лi, що визначенi, з точнiстю до антисиметричностi дужки Лi,
такими ненульовими комутацiйними спiввiдношеннями:

2A2.1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒3;

A1 ⊕ A3.2 : [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2 + 𝑒3;

A4.1 : [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2;

A4.10 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1, 𝑒4] = −𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1.

Тут i надалi використано нумерацiю Г.М. Мубаракзянова для алгебр Лi
низьких розмiрностей, а g... позначає комплексифiкацiю алгебри A.... Усi
контракцiї чотиривимiрних дiйсних алгебр Лi реалiзовано узагальнени-
ми IВ-контракцiями, окрiм двох: 2A2.1 → A1 ⊕ A3.2 i A4.10 → A1 ⊕ A3.2.
Оскiльки комплексифiкацiї алгебр 2A2.1 та A4.10 iзоморфнi, у компле-
ксному випадку є лише одна така контракцiя — 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2.
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Теорема. (i) Iснує рiвно одна контракцiя мiж чотиривимiрними ком-
плексними алгебрами Лi, 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2, яку не можна реалiзувати
узагальненою IВ-контракцiєю.

(ii) Рiвно двi контракцiї мiж чотиривимiрними дiйсними алгебрами
Лi, 2A2.1 → A1 ⊕ A3.2 та A4.10 → A1 ⊕ A3.2, не можна реалiзувати
узагальненими IВ-контракцiями.

Комбiнуючи зазначенi результати, отримано таке твердження.

Теорема. Будь-яка узагальнена IВ-контракцiя мiж чотиривимiрними
комплексними (вiдповiдно дiйсними) алгебрами Лi еквiвалентна кон-
тракцiї того самого типу з компонентами сигнатури з {0, 1, 2, 3}.
Множина {0, 1, 2} достатня для всiх контракцiй, окрiм 2A2.1 → A4.1,
A4.10 → A4.1 та so(3) ⊕ A1 → A4.1 у дiйсному випадку i 2g2.1 → g4.1 у
комплексному випадку, де мiнiмальною є сигнатура (3, 2, 1, 1).

Результати щодо реалiзацiй контракцiй мiж чотиривимiрними ком-
плексними (або дiйсними) алгебрами Лi пiдсумовує таке твердження.

Теорема. Будь-яку контракцiю мiж чотиривимiрними комплексними
(вiдповiдно дiйсними) алгебрами Лi можна реалiзувати узагальненою
IВ-контракцiєю або контракцiєю Салетана.

Контракцiю g → g0 називають дiагональною, якщо її матрицю 𝑈𝜀

можна представити у виглядi 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , де 𝐴 i 𝑃 — сталi невиродженi
матрицi, а 𝑊𝜀 = diag(𝑓1(𝜀), . . . , 𝑓𝑛(𝜀)) для деяких неперервних функцiй
𝑓𝑖 : (0, 1] → F∖{0}.

Теорема. Довiльна дiагональна контракцiя еквiвалентна узагальненiй
IВ-контракцiї з цiлочисловою сигнатурою.

Лiнiйний оператор 𝐽 на алгебрi g називають лiївськи ортогональним,
якщо [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦] для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g. У дисертацiї вивчено основ-
нi властивостi лiївськи ортогональних операторiв на скiнченновимiрних
алгебрах Лi. Зокрема, введено вiдношення еквiвалентностi на таких опе-
раторах. Показано, що центр, радикал i елементи зростаючого централь-
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ного ряду є iнварiантними вiдносно дiї будь-якого лiївськи ортогональ-
ного оператора, а над алгебраїчно замкненим полем характеристики 0
лише розв’язнi алгебри Лi степенi розв’язностi не бiльше двох допуска-
ють лiївськи ортогональнi оператори, спектри яких не мiстять 1 i −1.

Дослiджено лiївськи ортогональнi автоморфiзми. Так, доведено, що
оператор 𝐽 на скiнченновимiрнiй алгебрi g з нульовим центром є таким
автоморфiзмом тодi i лише тодi, коли вiн допускає представлення у ви-
глядi 𝐽 = idg + 𝑁 , де 𝑁 — оператор на g з 𝑁 2 = 0, 𝑁g′ = (𝑁g)′ = {0},
що є (0, 1, 1)-диференцiюванням на g. Бiльше того, множина всiх таких
операторiв 𝑁 є асоцiативною алгеброю вiдносно композицiї операторiв з
тривiальним (тотожно нульовим) антикомутатором.

Вичерпно описано лiївськи ортогональнi оператори на метричних ал-
гебрах Лi.

Теорема. Нехай g — скiнченновимiрна метрична алгебра Лi, а 𝐽 —
лiївськи ортогональний оператор на g. Тодi iснує розклад алгебри g у
пряму суму двох iдеалiв i+, i− (g = i+⊕ i−) i оператор 𝐽z на g з образом,
що мiститься в центрi z алгебри g, такi, що 𝐽 = idi+ ⊕ (−idi−) + 𝐽z.

З цього опису випливає, що лiївськи ортогональнi оператори на про-
стих алгебрах Лi вичерпуються тривiальними. Це дало змогу повнiстю
описати лiївськи ортогональнi оператори на напiвпростих та редуктив-
них алгебрах, а також попередньо описати лiївськи ортогональнi опера-
тори на алгебрах Лi з нетривiальним розкладом Левi–Мальцева.

Прямим методом обчислено множини лiївськи ортогональних опера-
торiв на певних класах алгебр Лi (алгебрах Гейзенберга, майже абелевих
алгебрах тощо). Зокрема, група класiв еквiвалентностi лiївськи ортого-
нальних операторiв алгебри Гейзенберга виявилася iзоморфною стандар-
тнiй симплектичнiй групi вiдповiдної розмiрностi.

Ключовi слова: алгебри Лi, контракцiї алгебр Лi, прапори пiдалгебр,
контракцiї Iньоню–Вiгнера, контракцiї Салетана, дiагональнi контракцiї,
узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера, лiївськи ортогональнi оператори.
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ABSTRACT

Popovych D.R. Generalizations of Inönü–Wigner contractions

and Lie-orthogonal operators. — Qualifying scientific work on the

rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences, speciality 01.01.06 “Algebra and Number Theory” (111 — Math-

ematics). — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine and Taras

Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, 2021.

In the thesis, the main attention is paid to problems related to con-

tractions between finite-dimensional real and complex Lie algebras, special

kinds of contractions such as Saletan contractions, contractions with nec-

essarily unbounded matrices and generalized Inönü–Wigner contractions.

Also studied are Lie-orthogonal operators on such algebras.

Let 𝑉 be an 𝑛-dimensional vector space over F = C or F = R, 𝑛 < ∞,

and let ℒ𝑛 = ℒ𝑛(F) denote the set of all possible Lie brackets on 𝑉 . Given

𝜇 ∈ ℒ𝑛 and 𝑈 ∈ C
(︀
(0, 1],GL(𝑉 )

)︀
, define the family of 𝜇𝜀 ∈ ℒ𝑛, 𝜀 ∈ (0, 1],

by 𝜇𝜀(𝑥, 𝑦) := 𝑈𝜀
−1𝜇(𝑈𝜀𝑥, 𝑈𝜀𝑦) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . If for any 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 there exists

the limit

lim
𝜀→+0

𝜇𝜀(𝑥, 𝑦) =: 𝜇0(𝑥, 𝑦),

then g0 = (𝑉, 𝜇0) is a well-defined Lie algebra and is called a (continuous)

contraction of the Lie algebra g = (𝑉, 𝜇). The procedure g → g0 pro-

viding g0 from g is also called a contraction. If a basis of 𝑉 is fixed, the

parameter matrix 𝑈𝜀 = 𝑈(𝜀), 𝜀 ∈ (0, 1], is called the contraction matrix of

the contraction g → g0. Instead of the continuous contraction g → g0, one

can consider an equivalent sequential contraction, where the matrix-valued

function 𝑈 is replaced by a sequence of matrices.

It is still unclear which properties and structures are preserved in some

sense under contractions. We find such properties of subalgebras, ideals

and subspaces. More specifically, we prove a theorem that describes the
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behavior of subalgebra flags of Lie algebras under contractions and can be

used as a collection of new criteria for nonexistence of contractions.

Theorem. Suppose that a Lie algebra g0 is a contraction of the Lie

algebra g, g → g0, and the algebra g contains a subalgebra flag

{0} = s0 ⊂ s1 ⊂ · · · ⊂ s𝑚 ⊂ s𝑚+1 = g. Then the algebra g0 contains

a subalgebra flag {0} = s00 ⊂ s10 ⊂ · · · ⊂ s𝑚0 ⊂ s𝑚+1
0 = g0 such that

dim s𝑎0 = dim s𝑎 and s𝑎 → s𝑎0, 𝑎 = 1, . . . ,𝑚, under g → g0. If s
𝑎 is an

ideal in s𝑏, 1 6 𝑎 < 𝑏 6 𝑚 + 1, then s𝑎0 can be chosen to be an ideal

in s𝑏0, and s𝑏/s𝑎 → s𝑏0/s
𝑎
0. Moreover, dim[s𝑎0, s

𝑏
0]0 6 dim[s𝑎, s𝑏] for any

𝑎, 𝑏 ∈ {1, . . . ,𝑚} and, if [s𝑎, s𝑏] ⊆ s𝑐 for some 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ {0, . . . ,𝑚 + 1},
then [s𝑎0, s

𝑏
0]0 ⊆ s𝑐0. Analogous assertions hold for any composition of com-

mutators on any permutation with repetitions of subalgebras s𝑎.

The properties of commutativity, nilpotency, solvability and unimodu-

larity are stable under contractions. Hence s𝑎0 inherits the respective prop-

erties of s𝑎. As a result, a number of necessary contraction criteria can be

derived as simple consequences of the above theorem.

A weaker version of the above theorem is obtained for flags of subspaces.

Corollary. Suppose that a Lie algebra g0 is a contraction of a Lie algebra g,

g → g0, and dim g = dim g0 = 𝑛 < ∞. Then for any complete subspace

flag {0} = 𝑉 0 ⊂ 𝑉 1 ⊂ · · · ⊂ 𝑉 𝑛 = 𝑉 of the underlying space 𝑉 there

exists a complete subspace flag {0} = 𝑉 0
0 ⊂ 𝑉 1

0 ⊂ · · · ⊂ 𝑉 𝑛
0 = 𝑉 in 𝑉

such that dim[𝑉 𝑖
0 , 𝑉

𝑗
0 ]0 6 dim[𝑉 𝑖, 𝑉 𝑗] for any 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Analogous

assertions hold for any composition of commutators on any permutation

with repetitions of subspaces 𝑉 1, . . . , 𝑉 𝑛.

Using the known description of contractions of five-dimensional nilpo-

tent Lie algebras, we apply the above theorem to prove nonexistence of

contractions for a number of pairs of six-dimensional nilpotent real Lie

algebras even though there exist contractions between respective complex-

ifications. The previously known criteria do not work in this situation.
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Consider the 𝑛-dimensional (𝑛 > 5) solvable real Lie algebras

a := A5.38⊕(𝑛−5)A1 and a0 := A2.1⊕A2.1⊕(𝑛−4)A1 whose nonzero com-

mutation relations are exhausted, up to antisymmetry of the Lie bracket,

by the following:

a : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5,

a0 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒4.

Theorem. The Euclidean norm of any contraction matrix that realizes the

contraction of the algebra a to the algebra a0 approaches infinity at the limit

point. The same is true for the complex counterpart of this contraction.

A realization of a contraction with a matrix-function that is linear in

the contraction parameter is called a Saletan (linear) contraction.

Theorem. Up to replacing the algebras g and g0 with isomorphic ones,

every Saletan contraction g → g0 is realized by a matrix of the canonical

form

𝐸𝑛0 ⊕ 𝐽𝑛1
𝜀 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠

𝜀 or, equivalently, 𝐸𝑛0 ⊕ 𝐽𝑛1
0 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠

0 + 𝜀𝐸𝑛,

where 𝑛0+ · · ·+𝑛𝑠 = 𝑛, 𝐸𝑚 is the 𝑚×𝑚 identity matrix, and 𝐽𝑚
𝜆 denotes

the 𝑚×𝑚 Jordan block with an eigenvalue 𝜆.

Hence any Saletan contraction can be realized by a matrix of the form

𝐴𝑆𝜀𝐵, where 𝐴 and 𝐵 are constant nonsingular matrices and the matrix-

valued function 𝑆𝜀 is of the above canonical form.

Definition. The tuple (𝑛0;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠), where 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠 constitute a par-

tition of the dimension 𝑛− 𝑛0 of the Fitting null component relative to 𝑈0

and 𝑛0 ∈ {0, . . . , 𝑛}, is called the signature of this Saletan contraction.

We study Saletan contractions with the signature (0;𝑛). All contrac-

tions of such kind in dimension 𝑛 = 3 are completely classified.

The contraction g → g0 is called a generalized Inönü–Wigner contrac-

tion (or, briefly, a generalized IW-contraction) if its matrix 𝑈𝜀 can be repre-

sented in the form 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , where the matrices 𝐴 and 𝑃 are nonsingu-

lar and constant (i.e., they do not depend on 𝜀) and𝑊𝜀 = diag(𝜀𝛼1, . . . , 𝜀𝛼𝑛)
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for some 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ R. The 𝑛-tuple of exponents (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) is called

the signature of the generalized IW-contraction g → g0. A simple IW-

contraction is a generalized IW-contraction with signature consisting of

zeros and ones.

The following assertion, which stood as a conjecture for a long time,

was proved in the thesis.

Theorem. Any generalized IW-contraction is equivalent to a generalized

IW-contraction with an integer signature (and the same associated constant

matrices).

An algorithm of finding generalized IW-contractions or proving their

nonexistence for a certain pair of Lie algebras is suggested. Using this

algorithm, we optimize the description of the generalized IW-contractions

of three- and four-dimensional algebras that exist in the literature.

One of the long-standing conjectures on generalized IW-contractions

was that any contraction of Lie algebras can be realized as a generalized

IW-contraction. This is true for contractions between three-dimensional

real or complex Lie algebras. Consider four-dimensional real Lie algebras

defined, up to antisymmetry of the Lie bracket, by the following nonzero

commutation relations:

2A2.1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒3;

A1 ⊕ A3.2 : [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2 + 𝑒3;

A4.1 : [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2;

A4.10 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1, 𝑒4] = −𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1.

Here and in what follows we use the Mubarakzyanov’s nomenclature

for low-dimensional Lie algebras, and g... denotes the complexification of

the algebra A.... All contractions of four-dimensional real Lie algebras

were realized via generalized IW-contractions except two contractions,

2A2.1 → A1 ⊕ A3.2 and A4.10 → A1⊕A3.2. Since the complexifications 2g2.1

and g4.10 of the algebras 2A2.1 and A4.10 are isomorphic, there was only one

exception for the complex case, 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2.
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Theorem. (i) There exists a unique contraction between four-dimensional

complex Lie algebras, 2g2.1 → g1⊕g3.2, that is inequivalent to a generalized

IW-contraction.

(ii) Precisely two contractions between four-dimensional real Lie alge-

bras, 2A2.1 → A1 ⊕ A3.2 and A4.10 → A1 ⊕ A3.2, cannot be realized as

generalized IW-contractions.

Combining the above results also yields the following assertion.

Theorem. Any generalized IW-contraction between four-dimensional com-

plex (resp. real) Lie algebras is equivalent to one with parameter exponents

in {0, 1, 2, 3}. The exponents in {0, 1, 2} suffice for all such contractions

except 2A2.1 → A4.1, A4.10 → A4.1 and so(3) ⊕ A1 → A4.1 in the real case

and 2g2.1 → g4.1 in the complex case, where the minimal tuple of exponents

is (3, 2, 1, 1).

Summing up the study of realization of contractions between four-

dimensional complex (resp. real) Lie algebras, we formulate the following

assertion.

Theorem. Any contraction between four-dimensional complex (resp. real)

Lie algebras can realized as a generalized IW-contraction or a Saletan con-

traction.

The contraction g → g0 is called diagonal if its matrix 𝑈𝜀 can be repre-

sented in the form 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , where 𝐴 and 𝑃 are constant nonsingular

matrices and 𝑊𝜀 = diag(𝑓1(𝜀), . . . , 𝑓𝑛(𝜀)) for some continuous functions

𝑓𝑖 : (0, 1] → F∖{0}.

Theorem. Any diagonal contraction is equivalent to a generalized IW-

contraction with an integer signature.

A linear operator 𝐽 on g is called Lie-orthogonal if [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦]

for any 𝑥, 𝑦 ∈ g. Basic properties of Lie-orthogonal operators on a finite-

dimensional Lie algebra are studied. In particular, we introduce a natural

equivalence relation on such operators. The center, the radical and the com-

ponents of the ascending central series prove to be invariant with respect
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to any Lie-orthogonal operator. Over an algebraically closed field of char-

acteristic 0, only solvable Lie algebras with solvability degree not greater

than two admit Lie-orthogonal operators whose all eigenvalues differ from 1

and −1.

Lie-orthogonal automorphisms are studied. In particular, we prove that

an operator 𝐽 on a finite-dimensional Lie algebra g with zero center is such

an automorphism if and only if it can be represented as 𝐽 = idg + 𝑁 ,

where 𝑁 is an operator on g with 𝑁 2 = 0 and 𝑁g′ = (𝑁g)′ = {0} that is a

(0, 1, 1)-differentiation on g. Moreover, the set of all such operators 𝑁 is an

associative algebra with respect to the operator composition with trivial

(identically zero) anticommutator.

We completely describe of Lie-orthogonal operators on metric Lie alge-

bras.

Theorem. Let g be a finite-dimensional metric Lie algebra and 𝐽 a Lie-

orthogonal operators on g. Then there exist a decomposition g as the direct

sum of two ideals i+ and i−, g = i+ ⊕ i−, and an operator 𝐽z on g, whose

image is contained in the center z of g such that 𝐽 = idi+ ⊕ (−idi−) + 𝐽z.

This description implies that Lie-orthogonal operators on a simple Lie

algebra are exhausted by the trivial ones, which allows us to give the com-

plete description of Lie-orthogonal operators for semi-simple and reductive

algebras. We preliminarily describe Lie-orthogonal operators on Lie alge-

bras with nontrivial Levi–Mal’tsev decomposition as well.

The sets of Lie-orthogonal operators of some classes of Lie algebras

(Heisenberg algebras, almost Abelian algebras, etc.) are directly computed.

In particular, the group formed by the equivalence classes of Lie-orthogonal

operators on a Heisenberg algebra proves to be isomorphic to the standard

symplectic group of the appropriate dimension.

Keywords: Lie algebras, contractions of Lie algebras, subalgebra flags,

Inönü–Wigner contractions, Saletan contractions, diagonal contractions,

generalized Inönü–Wigner contractions, Lie-orthogonal operators.
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324 (2010), 2742–2756, arXiv:0812.1705.

6. Popovych D.R. and Popovych R.O., Equivalence of diagonal contrac-

tions to generalized IW-contractions with integer exponents, Linear Al-

gebra Appl. 431 (2009), 1096–1104, arXiv:0812.4667.

7. Попович Д.Р., Контракцiя мiж алгебрами Лi з обов’язково сингуляр-
ними компонентами матрицi контракцiї, Допов. Нац. акад. наук Укр.
(2014), № 7, 29–35.

8. Popovych D.R., Generalized IW-contractions of low-dimensional Lie al-

gebras, Proceedings of the Sixth International Workshop “Group Analy-

sis of Differential Equations and Integrable Systems” (Protaras, Cyprus,

June 17–21, 2012), University of Cyprus, Nicosia, 2013, pp. 179–191.

9. Popovych D.R., Subalgebra and subspace flags in contracted Lie alge-

bras, Book of abstracts of the 13th International Algebraic Conference

in Ukraine (2021, July 6–9, Kyiv, Ukraine), Taras Shevchenko National

University of Kyiv, Kyiv, 2021, p. 62.

10. Popovych D.R., Chains of subalgebras in contracted Lie algebras, Book

of abstracts of the International Conference of Young Mathematicians



15

(2021, June 3–5, Kyiv, Ukraine), Institute of Mathematics of NAS

of Ukraine, Kyiv, 2021, p. 36. https://www.imath.kiev.ua/~young/

youngconf2021/Abstracts_2021.pdf

11. Popovych D.R., IW contractions and their generalizations, Book

of abstracts of the International Conference “Algebraic and Ge-

ometric Methods of Analysis” dedicated to the memory of Yuriy

Trokhymchuk (17.03.1928–18.12.2019) (2021, May 25–28, Odesa,

Ukraine), pp. 116–117. https://www.imath.kiev.ua/~topology/

conf/agma2021/contents/agma2021-abstracts.pdf

12. Popovych D.R., Contractions with specific contraction matrices, Book

of abstracts of the Seventh International Workshop “Group Analysis

of Differential Equations and Integrable Systems” (2014, June 15–19,

Larnaca, Cyprus), p. 36.

13. Popovych D., Lowest dimensional example of contraction with neces-

sarily singular matrix components, International Workshop “Symme-

try and Integrability of Equations of Mathematical Physics” (2013, De-

cember 22–23, Kyiv, Ukraine). Abstract. http://www.imath.kiev.ua/

appmath/~AbstractsWIF/PopovychD2013

14. Popovych D.R., Application of Voronoi theorem to diagonal contrac-

tions of Lie algebras, Book of abstracts of the Fifth International Con-

ference on Analytic Number Theory and Spatial Tessellations, (2013,

September 16–20, Kyiv, Ukraine), pp. 26–27.

15. Попович Д.Р., Дiагональнi контракцiї алгебр Лi, Тези третьої мiж-
унiверситетської наукової конференцiї молодих вчених з матема-
тики та фiзики (25–27 квiтня 2013 р., Київ, Україна), c. 132–133.

16. Popovych D., Non-universality of IW-contractions, Book of abstracts of

the Sixth International Workshop “Group Analysis of Differential Equa-

tions and Integrable Systems” (2012, June 17–21, Protaras, Cyprus),

p. 35.

https://www.imath.kiev.ua/~young/youngconf2021/Abstracts_2021.pdf
https://www.imath.kiev.ua/~young/youngconf2021/Abstracts_2021.pdf
https://www.imath.kiev.ua/~topology/conf/agma2021/contents/agma2021-abstracts.pdf
https://www.imath.kiev.ua/~topology/conf/agma2021/contents/agma2021-abstracts.pdf
http://www.imath.kiev.ua/appmath/~AbstractsWIF/PopovychD2013
http://www.imath.kiev.ua/appmath/~AbstractsWIF/PopovychD2013


16

17. Popovych D., Lie-orthogonal operators, International Workshop “Sym-

metry and Integrability of Equations of Mathematical Physics” (2011,

December 18–19, Kyiv, Ukraine). Abstract. http://www.imath.kiev.

ua/~appmath/AbstractsWIF/PopovychD

18. Popovych D.R., Generalized IW-contractions of Lie algebras, Inter-

national Conference “Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics”

(2009, June 21–27, Kyiv, Ukraine). Abstract. https://www.imath.

kiev.ua/~appmath/Abstracts2009/PopovychD

http://www.imath.kiev.ua/~appmath/AbstractsWIF/PopovychD
http://www.imath.kiev.ua/~appmath/AbstractsWIF/PopovychD
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2009/PopovychD
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2009/PopovychD


17

Змiст

Перелiк умовних позначень 20

Вступ 21

Роздiл 1
Контракцiї алгебр Лi та їх властивостi 32
1.1. Означення контракцiй алгебр Лi . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.2. Прапори пiдалгебр у контрактованих алгебрах Лi . . . . . 37

1.2.1. Поведiнка прапорiв при контракцiях . . . . . . . . . 37
1.2.2. Приклад застосування властивостей прапорiв . . . . 42

1.3. Контракцiї з необхiдно необмеженими матрицями . . . . . 47
1.4. Контракцiї Салетана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

1.4.1. Канонiчнi вигляди матриць контракцiй Салетана . 57
1.4.2. Контракцiї Салетана з сигнатурою (0;𝑛) . . . . . . 62

1.5. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Роздiл 2
Узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера 72
2.1. Означення та основнi властивостi . . . . . . . . . . . . . . 75
2.2. Алгоритм обчислення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.3. Узагальненi IВ-контракцiї чотиривимiрних алгебр Лi . . . 86

2.3.1. Неiснування узагальнених IВ-контракцiй мiж
чотиривимiрними алгебрами Лi . . . . . . . . . . . . 88

2.3.2. Узагальненi IВ-контракцiї з 2g2.1 до g4.1 . . . . . . . 97
2.3.3. Узагальненi IВ-контракцiї з so(3)⊕ A1 до A4.1 . . . 102
2.3.4. Оптимiзований опис контракцiй чотиривимiрних

алгебр Лi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103



18

2.4. Еквiвалентнiсть дiагональних контракцiй узагальненим
IВ-контракцiям . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

2.5. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

Роздiл 3
Лiївськи ортогональнi оператори 117
3.1. Елементарнi властивостi лiївськи ортогональних

операторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
3.1.1. Означення i приклади . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
3.1.2. Вiдношення еквiвалентностi . . . . . . . . . . . . . . 121
3.1.3. Алгебраїчнi структури на лiївськи ортогональних

операторах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
3.1.4. Базисний пiдхiд . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

3.2. Iнварiантнi iдеали лiївськи ортогональних операторiв . . . 124
3.2.1. Центр . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
3.2.2. Зв’язок з узагальненими диференцiюваннями

i радикал форми Кiллiнга . . . . . . . . . . . . . . . 126
3.2.3. Радикал та iншi спецiальнi iдеали . . . . . . . . . . 127
3.2.4. Кореневi пiдпростори операторiв . . . . . . . . . . . 129

3.3. Лiївськи ортогональнi автоморфiзми . . . . . . . . . . . . . 132
3.4. Лiївськи ортогональнi оператори на метричних алгебрах

Лi i алгебрах Лi з ненульовим фактором Левi . . . . . . . . 137
3.5. Прямий обрахунок лiївськи ортогональних операторiв . . . 141

3.5.1. Спецiальнi лiнiйнi алгебри . . . . . . . . . . . . . . . 142
3.5.2. Алгебри Гейзенберга . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
3.5.3. Майже абелевi алгебри . . . . . . . . . . . . . . . . 145
3.5.4. Комплекснi розв’язнi алгебри з нiльрадикалом

мiнiмальної розмiрностi . . . . . . . . . . . . . . . . 148
3.5.5. Нерозв’язнi алгебри низьких розмiрностей . . . . . 149
3.5.6. Тривимiрнi алгебри Лi . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
3.5.7. Чотиривимiрнi алгебри Лi . . . . . . . . . . . . . . . 151



19

3.5.8. П’ятивимiрнi нiльпотентнi алгебри Лi . . . . . . . . 153
3.6. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

Висновки 158

Список використаних джерел 161

Додаток A
Список публiкацiй i апробацiя результатiв 172



20

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

𝑉 базовий (комплексний або дiйсний) векторний простiр
розмiрностi 𝑛

g алгебра Лi
g′ похiдна алгебра алгебри g, g′ := [g, g]

Aut(g) група автоморфiзмiв алгебри g

g0 контрактована алгебра Лi
𝑚g пряма сума 𝑚 копiй алгебри g

s пiдалгебра алгебри g

i iдеал алгебри g

Iso(g, g̃) множина iзоморфiзмiв з алгебри g в алгебру g̃

g⊕ g̃ пряма сума алгебр Лi g та g̃

uu v пряма сума векторних (пiд)просторiв u i v
⟨. . . ⟩ лiнiйна оболонка
𝐽 лiївськи ортогональний оператор
id𝑉1

тотожнiй оператор на пiдпросторi 𝑉1

ker𝐴, im𝐴 ядро i образ оператора 𝐴

A1 одновимiрна дiйсна алгебра Лi
A...

𝑛.𝑚 дiйсна 𝑛–вимiрна (𝑛 = 2, 3, 4, 5) алгебра Лi з порядковим
номером 𝑚 згiдно з класифiкацiєю Г.М. Мубаракзянова [7, 8]
(i параметрами . . . )

g...𝑛.𝑚 вiдповiдна комплексна 𝑛–вимiрна алгебра Лi
n𝑛.𝑚 комплексна або дiйсна 𝑛–вимiрна (𝑛 = 5, 6) нiльпотентна

алгебра Лi з номером 𝑚 згiдно [54, 74]
𝐸, 𝐸𝑚 одинична матриця, одинична 𝑚×𝑚-матриця

Якщо не оговорено iнше, за повторюваними iндексами йде пiдсумовуван-
ня. Якщо не обумовлено iнше, iндекси 𝑖, 𝑗, 𝑘 пробiгають вiд 1 до 𝑛.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Контракцiї алгебр Лi є рiзновидом граничного
переходу мiж орбiтами таких алгебр. Це поняття, вперше розглянуте
I.Е. Сигалом [107] i строго визначене значно пiзнiше Ю.Дж. Салета-
ном [105], стало вiдомим пiсля статей Е. Iньоню та Ю.П. Вiгнера [60, 61].
Його узагальненням є поняття виродження алгебр Лi [36, 52, 54]. Контра-
кцiї алгебр Лi зокрема утворюють симетрiйне пiдґрунтя для двох найва-
жливiших граничних переходiв у фiзицi — вiд релятивiстської i квантової
механiк до класичної. Нещодавно [35, 63, 104, 112] контракцiї алгебр Лi
було також використано в контекстi граничних переходiв мiж випадками
розширення алгебр лiївської симетрiї в класах диференцiальних рiвнянь
[31, 32].

Технiку класифiкацiї контракцiй у класах алгебр Лi на основi наборiв
неперервних i напiвнеперервних величин розроблено в [36, 39, 54, 106] i
в [80] для комплексного i дiйсного випадкiв вiдповiдно. З використанням
цiєї технiки було прокласифiковано контракцiї п’ятивимiрних [54] та ше-
стивимiрних [106] комплексних нiльпотентних алгебр Лi, комплексних
чотиривимiрних алгебр Лi [39] i дiйсних алгебр Лi до розмiрностi чоти-
ри включно [80], а також вивчено контракцiї у вужчих класах алгебр
Лi бiльшої розмiрностi [22, 23, 36, 37]. Технiку класифiкацiї контракцiй
алгебр Лi було поширено на iншi типи алгебр, див. [29, 62, 67, 68, 76]
та посилання в цих статтях. Втiм навiть класифiкацiї контракцiй три-
та чотиривимiрних алгебр не були повнiстю впорядкованими, а наявних
неперервних i напiвнеперервних величин не вистачало для класифiкацiї
контракцiй шестивимiрних дiйсних нiльпотентних алгебр Лi.

На початку 1950-х рр. Е. Iньоню та Ю.П. Вiгнер [60, 61] вивчили спецi-
альнi типи контракцiй алгебр Лi пiд час ширшого дослiдження груп Лi та
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їх зображень. З того часу висунуто багато припущень щодо рiзних спосо-
бiв реалiзацiї контракцiй алгебр Лi. Контракцiї Iньоню–Вiгнера є частин-
ним випадком контракцiй, реалiзовних за допомогою афiнних за пара-
метром контракцiї матриць, якi було вивчено Ю.Дж. Салетаном [105] на
початку 1960-х рр. i якi тепер називають контракцiями Салетана. Во-
дночас, до останнього часу не було вiдомо, чи можна привести матрицi
контракцiй Салетана до певного канонiчного вигляду, що перешкоджало
розробцi ефективного алгоритму обчислення контракцiй Салетана та їх
класифiкацiї. На сьогоднi такої класифiкацiї не iснує навiть для чотири-
вимiрних комплексних алгебр Лi.

Так званi узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера (або виродження за
однопараметричними пiдгрупами в алгебраїчнiй термiнологiї [54]) запро-
поновано Х.Д. Дьобнером та О. Мельсхаймером [47] у 1967 р. Спроба до-
ведення в [115] припущення з [114], що будь-яка контракцiя еквiвалентна
узагальненiй IВ-контракцiї, не була успiшною [80]. Очевидними контр-
прикладами [82] до цього припущення є контракцiї до характеристично
нiльпотентних алгебр Лi, низку яких побудовано Д. Бурде в [36, 37] для
всiх розмiрностей не менше семи, в яких i iснують характеристично нiль-
потентнi алгебри Лi. Тому подiбних прикладiв немає в нижчих розмiрно-
стях. Доведення неiснування узагальнених IВ-контракцiй до алгебр Лi,
якi не є характеристично нiльпотентними, є суттєво складнiшим, оскiль-
ки такi контрактованi алгебри допускають власнi градуювання, а зазна-
чене неiснування пов’язане з несумiснiстю фiльтрацiй початкової алгебри
та градуювань контрактованої алгебри. Питання про найменшу розмiр-
нiсть, у якiй узагальненi IВ-контракцiї не унiверсальнi, залишалося без
вiдповiдi.

Поняття лiївськи ортогональних операторiв на алгебрах Лi введено в
статтях А.П. Петравчука та його учнiв [12, 30] як узагальнення абелевих
комплексних структур на дiйсних алгебрах Лi. В цих роботах вивчено
деякi властивостi таких операторiв, як правило, коли центр алгебри ну-
льовий. Водночас, було незрозумiло, чи завжди умова тривiальностi цен-
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тру є суттєвою в отриманих результатах. Також не iснувало вичерпних
описiв лiївськи ортогональних операторiв навiть для спецiальних класiв
алгебр Лi, хоча для певних класiв алгебр Лi такий опис можна отримати
в простий i елегантний спосiб.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту математики
НАН України в рамках науково-дослiдних тем “Симетрiя та iнтегров-
нiсть рiвнянь сучасної математичної фiзики” (номер державної реєстра-
цiї 0120U100173) та “Аналiтичнi та груповi методи дослiдження матема-
тичних моделей сучасного природознавства” (номер державної реєстра-
цiї 0117U002119), а також вiдповiдно до плану наукових дослiджень ка-
федри алгебри i комп’ютерної математики механiко-математичного фа-
культету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка
в рамках науково-дослiдної теми № 11ВФ038-03 “Застосування алгебро-
геометричних методiв в теорiях груп, напiвгруп, кiлець, зображень до
задач прикладної алгебри та захисту iнформацiї” (номер державної реє-
страцiї 0111U005264).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослi-
дження властивостей алгебр Лi, пов’язаних з їхнiми контракцiями, ви-
вчення реалiзацiй таких контракцiй матричнозначними функцiями пев-
них типiв, розробка нових методiв обчислення контракцiй Салетана i
узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера, оптимiзацiя класифiкацiй кон-
тракцiй алгебр Лi низької розмiрностi та опис лiївськи ортогональних
операторiв на алгебрах Лi.

Об’єктом дослiдження є контракцiї алгебр Лi та лiївськи ортогональ-
нi оператори на таких алгебрах.

Предметом дослiдження є поведiнка прапорiв пiдалгебр i пiдпро-
сторiв у алгебрах Лi при контракцiях алгебр Лi, реалiзацiї контракцiй
алгебр Лi рiзних типiв, як-то контракцiї за допомогою обмежених ма-
тричнозначних функцiй, контракцiї Салетана, узагальненi контракцiї
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Iньоню–Вiгнера i дiагональнi контракцiї, контракцiї три- та чотириви-
мiрних алгебр Лi, iнварiантнi вiдносно лiївськи ортогональних операто-
рiв пiдпростори, лiївськи ортогональнi автоморфiзми алгебр Лi, лiївськи
ортогональнi оператори на метричних алгебрах Лi та на алгебрах Лi
низької розмiрностi.

Методи дослiдження. Разом iз загальними методами лiнiйної алге-
бри, теорiї алгебр Лi та аналiзу застосовано спецiальнi методи фактори-
зацiї, вибору канонiчних базисiв i побудови канонiчних форм, компле-
ксифiкацiю, оригiнальний алгоритм обчислення узагальнених контра-
кцiй Iньоню–Вiгнера або доведення їх неiснування шляхом зведення цiєї
задачi до розв’язання систем квадратичних рiвнянь, встановлення вiд-
повiдностi мiж властивостями об’єктiв рiзних типiв, iнварiантнi бiлiнiйнi
форми. Для перевiрки результатiв щодо алгебр Лi низьких розмiрностей
використано систему символьних обчислень Maple.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Описано поведiнку прапорiв пiдалгебр, iдеалiв та пiдпросторiв при
контракцiях алгебр Лi, що дає новi критерiї неiснування контракцiй.

2. Для кожної розмiрностi не менше п’яти побудовано приклад контра-
кцiї, реалiзовної лише матричнозначними функцiями з нескiнченними
границями евклiдових норм при граничному значеннi аргументу.

3. Для матриць контракцiй Салетана запропоновано нову канонiчну
форму i введено поняття сигнатури.

4. Розроблено алгоритм побудови узагальнених контракцiй Iньоню–
Вiгнера або доведення їх неiснування для фiксованої пари алгебр Лi.
За його допомогою оптимiзовано вiдомий опис узагальнених контра-
кцiй Iньоню–Вiгнера три- та чотиривимiрних дiйсних i комплексних
алгебр Лi.
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5. Доведено, що будь-яка дiагональна контракцiя еквiвалентна узагаль-
ненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера з цiлими степенями параметра кон-
тракцiї.

6. Знайдено найнижчу розмiрнiсть алгебр Лi, для якої узагальненi кон-
тракцiї Iньоню–Вiгнера не є унiверсальними.

7. Введено поняття еквiвалентностi лiївськи ортогональних операторiв
на алгебрах Лi. Показано iнварiантнiсть низки iдеалiв вiдносно таких
операторiв.

8. Знайдено зображення для лiївськи ортогональних автоморфiзмiв.

9. Вичерпно описано лiївськи ортогональнi оператори на метричних ал-
гебрах Лi.

10. Для низки класiв алгебр Лi вiдповiднi множини лiївськи ортогональ-
них операторiв обчислено прямим методом.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та має теоретичний характер. Отриманi результати i розвинутi методи
можуть бути використанi для подальших дослiджень у теорiї алгебр Лi,
теоретичнiй та математичнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на за-
хист, одержано здобувачем самостiйно. У роботах [101, 102], опублiкова-
них у спiвавторствi, спiвавтору належать постановка задач та перевiрка
отриманих результатiв, iнтерпретацiю яких виконано спiльно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-
лися на таких конференцiях i симпозiумах:

∘ Мiжнародна конференцiя “Algebraic and Geometric Methods of Anal-

ysis”, присвячена пам’ятi Юрiя Трохимчука (17.03.1928–18.12.2019)
(Одеса, 25–28 травня 2021 р.),

∘ Мiжнародна конференцiя “The 13th International Algebraic Confer-

ence in Ukraine” (Київ, 6–9 липня 2021 р.),
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∘ Мiжнародна конференцiя “The International Conference of Young

Mathematicians” (Київ, 3–5 червня 2021 р.),

∘ Сьомий мiжнародний симпозiум “Group Analysis of Differential Equa-

tions and Integrable Systems (GADEIS)” (Ларнака, Кiпр, 15–19 черв-
ня 2014 р.),

∘ Мiжнародний симпозiум “Symmetry and Integrability of Equations of

Mathematical Physics” (Київ, 22–23 грудня 2013 р.),

∘ Мiжнародна конференцiя “The Fifth International Conference on Ana-

lytic Number Theory and Spatial Tessellations” (Київ, 16–20 серпня
2013 р.),

∘ Третья мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених
з математики та фiзики (Київ, 25–27 квiтня 2013 р.),

∘ Мiжнародна конференцiя “Lie Algebras and Applications” (Упсала,
Швецiя, 6–8 вересня 2012 р.)

∘ Шостий мiжнародний симпозiум “Group Analysis of Differential Equa-

tions and Integrable Systems (GADEIS)” (Протарас, Кiпр, 17–21 черв-
ня 2012 р.),

∘ Мiжнародний симпозiум “Symmetry and Integrability of Equations of

Mathematical Physics” (Київ, 18–19 грудня 2011 р.),

∘ Дев’ята мiжнародна конференцiя “Symmetry in Nonlinear Mathema-

tical Physics” (Київ, 21–27 червня 2009 р.)

Результати дисертацiї також неодноразово доповiдались i обговорю-
вались на засiданнях наукових семiнарiв

∘ вiддiлу математичної фiзики Iнституту математики НАН України
(керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України, професор
А.Г. Нiкiтiн),

∘ кафедри алгебри i комп’ютерної математики Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка, (керiвник семiнару — про-
фесор А.П. Петравчук).
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в статтях [16,
17, 91, 92, 95, 97, 101, 102] i тезах конференцiй [15, 88, 89, 90, 93, 94,
96, 99, 100, 98]. Статтi [17, 92, 95, 97, 101, 102] вiдповiдають вимогам
до публiкацiї результатiв дисертацiйних робiт у фахових виданнях iз
фiзико-математичних наук. Статтi [16, 17, 92, 92, 95, 97] опублiкова-
но без спiвавторiв. Статтi [92, 95, 97, 101, 102] проiндексовано в мiж-
народних наукометричних базах даних Web of Science i Scopus, статтi
[16, 91, 92, 95, 101, 102] прореферовано в мiжнародних реферативних
базах MathSciNet i Zentralblatt MATH. Статтi [92, 102] опублiковано у
виданнях, що вiднесено до квартиля Q1, а [95, 101] — Q2 вiдповiдно до
класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй
українською i англiйською мовами, списку публiкацiй, змiсту, перелiку
умовних означень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв, списку використа-
них джерел, що мiстить 115 найменувань, i додатка. Повний обсяг дисер-
тацiї становить 175 сторiнок, з них список використаних джерел займає
11 сторiнок, а додаток — 4 сторiнки.

Короткий змiст основної частини роботи. Основну частину робо-
ти складають три роздiли. На початку кожного роздiлу подано стислий
опис результатiв, що мiстяться в ньому, в контекстi вiдомих результатiв,
а наприкiнцi — висновки й обговорення нерозв’язаних проблем.

У першому роздiлi дослiджено поведiнку прапорiв пiдалгебр i пiд-
просторiв при контракцiях алгебр Лi, а також реалiзовнiсть контракцiй
алгебр Лi обмеженими матричнозначними функцiями або послiдовностя-
ми i матричнозначними функцiями, афiнними за параметром контракцiї.

У пiдроздiлi 1.1 зiбрано необхiдну для подальшого розгляду загальну
iнформацiю щодо контракцiй.

Головним результатом пiдроздiлу 1.2 є теорема 1.6, що описує пове-
дiнку прапорiв пiдалгебр при контракцiях алгебр Лi, а її наслiдок 1.7 є
її ослабленим аналогом для прапорiв пiдпросторiв. Багато вже вiдомих
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необхiдних критерiїв iснування контракцiй напряму випливають з теоре-
ми 1.6. Водночас, обидва твердження можна безпосередньо використати
як набори нових таких критерiїв. Ефективнiсть основної частини тео-
реми 1.6 як такого критерiю показано її застосуванням у доведеннi не-
iснування контракцiй для низки пар шестивимiрних нiльпотентних дiй-
сних алгебрi Лi, для яких не працює жоден з ранiше вiдомих критерiїв.
Допомiжними результатами для цього є опис контракцiї п’ятивимiрних
нiльпотентних алгебр Лi з [54] i аналiз множини п’ятивимiрних пiдал-
гебр для кожної з розглянутих шестивимiрних нiльпотентних дiйсних
алгебр Лi.

Через побудову серiї прикладiв контракцiй мiж розв’язними алгебра-
ми Лi в пiдроздiлi 1.3 показано, що для кожної розмiрностi не менше
п’яти iснує контракцiя, реалiзовна лише за допомогою матриць, евклiдо-
вi норми яких обов’язково прямують до нескiнченностi при граничному
значеннi параметра контракцiї. Добре вiдомо, що в розмiрностях не бiль-
ше чотирьох це не так. Iнакше кажучи, це дає вичерпну i залежну вiд
розмiрностi вiдповiдь про можливiсть реалiзацiї контракцiй за допомо-
гою обмежених матричнозначних функцiй.

Канонiчну форму контракцiй Салетана знайдено в пiдроздiлi 1.4.
А саме, показано, що з точнiстю до фiксованих замiн базисiв початко-
вої та кiнцевої алгебр Лi будь-яку контракцiю Салетана можна реалi-
зувати матричнозначною функцiєю спецiальної жорданової форми, цiл-
ком визначеної розмiрнiстю одиничної компоненти Фiттiнга й розбиттям
розмiрностi нульової компоненти Фiттiнга її значення при граничному
значеннi параметра контракцiї. Цей результат обґрунтовує визначення
для кожної контракцiї Салетана набору всiх цих чисел як її сигнатури.
Дослiджено контракцiї Салетана, в яких зазначенi одиничнi компоненти
Фiттiнга нульвимiрнi, й вичерпно прокласифiковано такi контракцiї мiж
алгебрами Лi розмiрностi три.

Другий роздiл цiлковито присвячено узагальненим контракцiям
Iньоню–Вiгнера.
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Означення та основнi властивостi таких контракцiй наведено в пiд-
роздiлi 2.1. Там же доведено, що будь-яка узагальнена IВ-контракцiя
(слабо) еквiвалентна узагальненiй IВ-контракцiї з цiлочисловою сигнату-
рою (i такими самими сталими матрицями). Сукупнiсть цих результатiв
утворює теоретичне пiдґрунтя для запропонованого в пiдроздiлi 2.2 алго-
ритму побудови узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера або доведення
їх неiснування для фiксованої пари алгебр Лi. Цей алгоритм використа-
но вiдповiдно у прикладi 2.5 та в пiдроздiлi 2.3 для оптимiзацiї вiдомих
описiв узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера три- та чотиривимiрних
дiйсних i комплексних алгебр Лi, тобто зменшення сигнатур i спрощення
сталих матричних компонент для матриць таких контракцiй порiвняно
з вiдомими, а також для доведення неможливостi реалiзацiї контракцiй
певних чотиривимiрних алгебр Лi як узагальнених контракцiй Iньоню–
Вiгнера.

Зокрема, одна з отриманих теорем — теорема 2.11 — стверджує,
що будь-яка узагальнена контракцiя Iньоню–Вiгнера мiж чотиривимiр-
ними комплексними або дiйсними алгебрами Лi еквiвалентна контра-
кцiї того самого типу з сигнатурою, чиї компоненти належать множи-
нi {0, 1, 2, 3}, причому ця множина є мiнiмальною. З точнiстю до пере-
становки компонент перелiк мiнiмальних сигнатур узагальнених контра-
кцiй Iньоню–Вiгнера мiж чотиривимiрними комплексними або дiйсни-
ми алгебрами Лi вичерпують сигнатури (3, 2, 1, 0), (2, 1, 1, 0), (2, 1, 0, 0),
(1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0).

Згiдно теореми 2.7 iснує єдина контракцiя мiж комплексними чо-
тиривимiрними алгебрами Лi, не еквiвалентна узагальненiй контракцiї
Iньоню–Вiгнера. Над полем дiйсних чисел їй вiдповiдають двi контракцiї
з однаковою контрактованою алгеброю, див. наслiдок 2.9. Важливiсть
цих тверджень полягає в тому, що вони встановлюють нижню межу роз-
мiрностей алгебр Лi, для яких узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера
не є унiверсальними. Також зазначенi контракцiї дають першi приклади
контракцiй, нереалiзовних як узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера, у
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випадку, коли контрактована алгебра не є характеристично нiльпотен-
тною i допускає нетривiальнi дiагональнi диференцiювання.

Результати пiдроздiлiв 1.4 i 2.3 пiдсумовано в теоремi 2.10. Вона ствер-
джує, що узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера та контракцiй Сале-
тана разом достатньо, щоб реалiзувати всi контракцiї мiж чотиривимiр-
ними комплексними або дiйсними алгебрами Лi.

У пiдроздiлi 2.4 доведено, що будь-яка дiагональна контракцiя еквi-
валентна узагальненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера з цiлими степенями
параметра контракцiї.

У третьому роздiлi вивчено лiївськи ортогональнi оператори на скiн-
ченновимiрних алгебрах Лi.

У пiдроздiлi 3.1 дано означення лiївськи ортогональних операторiв,
введено поняття їх еквiвалентностi, розглянуто їхнi найпростiшi власти-
востi та елементарнi алгебраїчнi структури на їх множинах, а також обго-
ворено базисний пiдхiд при дослiдженнi таких операторiв.

Пiдроздiл 3.2 присвячено iдеалам, iнварiантним вiдносно лiївськи ор-
тогональних операторiв. Так, показано iнварiантнiсть центру, радикала
та членiв зростаючого центрального ряду вiдносно дiї довiльного лiївськи
ортогонального оператора. З властивостей кореневих пiдпросторiв лiїв-
ськи ортогональних операторiв виведено, що над алгебраїчно замкненим
полем характеристики нуль лише розв’язнi алгебри Лi степеня розв’язно-
стi не бiльше нiж два допускають лiївськи ортогональнi оператори, усi
власнi числа яких вiдмiннi вiд 1 та −1.

Пiдроздiл 3.3 присвячено вивченню лiївськи ортогональних автомор-
фiзмiв алгебр Лi. Знайдено зображення для таких автоморфiзмiв, яке
конкретизовано для алгебр Лi з нульовим центром. На основi цього зо-
браження в теоремi 3.40 для кожної з таких алгебр встановлено вза-
ємнооднозначну вiдповiднiсть мiж її групою лiївськи ортогональних ав-
томорфiзмiв i певною асоцiативною алгеброю нiльпотентних операторiв
степеня нiльпотентностi два з тривiальним (тотожно нульовим) антико-
мутатором вiдносно композицiї операторiв.
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У пiдроздiлi 3.4 вичерпно описано лiївськи ортогональнi оператори
на метричних алгебрах Лi. З цього опису зокрема випливає, що на про-
стих алгебрах Лi можливi лише тривiальнi лiївськи ортогональнi опе-
ратори. Це дало змогу отримати повний опис лiївськи ортогональних
операторiв на напiвпростих i редуктивних алгебрах Лi, а також попере-
днiй опис лiївськи ортогональних операторiв з нетривiальним розкладом
Левi–Мальцева.

Для деяких класiв алгебр Лi (алгебри Гейзенберга, майже абелевi ал-
гебри, алгебри низьких розмiрностей тощо) у пiдроздiлi 3.5 вiдповiднi
множини лiївськи ортогональних операторiв обчислено прямим методом
на основi базисного пiдходу. Так, група, утворена класами еквiвалентно-
стi лiївськи ортогональних операторiв алгебри Гейзенберга, iзоморфна
стандартнiй симплектичнiй групi вiдповiдної розмiрностi.

Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому керiвнику докто-
ру фiзико-математичних наук, професору Анатолiю Петровичу Петрав-
чуку за постiйну увагу i допомогу в роботi, а також члену-кореспонденту
НАН України, доктору фiзико-математичних наук, професору Анатолiю
Глiбовичу Нiкiтiну, доктору фiзико-математичних наук, професору Ро-
ману Омеляновичу Поповичу, докторам фiзико-математичних наук Вя-
чеславу Миколайовичу Бойку та Оленi Олександрiвнi Ванєєвiй та iншим
спiвробiтникам вiддiлу математичної фiзики Iнституту математики НАН
України за пiдтримку.
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Роздiл 1

Контракцiї алгебр Лi та їх властивостi

Контракцiї є рiзновидом граничних переходiв, що формально описують
зв’язки мiж алгебраїчними структурами, зокрема тими, що лежать в
основi фiзичних теорiй. Контракцiї розглядають для алгебр над дiйсним
або комплексним полем. Для бiльш загального випадку довiльних алге-
браїчно замкнених полiв iснує поняття вироджень алгебр Лi [36, 52, 54].
Незважаючи на iнтенсивнi дослiдження, повного розумiння, якi власти-
востi алгебр Лi зберiгаються при їх контракцiях i якi обмеження можна
накласти на матричнозначнi функцiї при реалiзацiї контракцiй у певних
класах алгебр Лi, дотепер немає.

У цьому роздiлi дослiджено поведiнку прапорiв пiдалгебр i пiдпросто-
рiв при контракцiях алгебр Лi, а також реалiзовнiсть контракцiй алгебр
Лi обмеженими матричнозначними функцiями або послiдовностями i ма-
тричнозначними функцiями, афiнними за параметром контракцiї.

Для зручностi наведемо нижче деякi означення i результати щодо
алгебр Лi, якi використано в рiзних частинах дисертацiї.

Лiнiйний простiр над полем F з операцiєю g × g → g, яку познача-
ють (𝑥, 𝑦) ↦→ [𝑥, 𝑦] i називають дужкою Лi або комутатором елементiв
𝑥 та 𝑦, називають алгеброю Лi над полем F, якщо ця операцiя має та-
кi властивостi: (L1) вона є бiлiнiйною; (L2) [𝑥, 𝑥] = 0 для будь-якого
𝑥 ∈ g; (L3) [𝑥, [𝑦, 𝑧]] + [𝑦, [𝑥, 𝑧] + [𝑧, [𝑥, 𝑦]] = 0 для будь-яких 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ g

(тотожнiсть Якобi). Пiдпростори s та i алгебри Лi g називають вiдпо-
вiдно пiдалгеброю та iдеалом цiєї алгебри, якщо [𝑥, 𝑦] ∈ s для будь-яких
𝑥, 𝑦 ∈ s i [𝑥, 𝑦] ∈ i для будь-яких 𝑥 ∈ i та 𝑦 ∈ g.
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Похiдним рядом алгебри Лi g називають послiдовнiсть її вкладених
iдеалiв g(0) = g, g(𝑖) = [g(𝑖−1), g(𝑖−1)], 𝑖 ∈ N. Спадним центральним ря-
дом алгебри Лi g називають послiдовнiсть вкладених iдеалiв g1 = g,
g𝑖+1 = [g, g𝑖], 𝑖 ∈ N. Алгебру Лi g називають розв’язною (нiльпотен-
тною), якщо g(𝑛) = {0} (g𝑛 = {0}) для деякого 𝑛. Алгебру Лi, що не
мiстить власних iдеалiв, називають простою. Якщо ж алгебра Лi не мi-
стить власних розв’язних iдеалiв, її називають напiвпростою. Центр
алгебри Лi g — це множина z = zg = {𝑥 ∈ g | [𝑥, 𝑦] = 0 ∀𝑦 ∈ g}. Зроста-
ючим центральним рядом алгебри Лi g називають зростаючу послiдов-
нiсть iдеалiв алгебри g, визначену рекурентно таким чином: g[0] = {0},
g[𝑛+1] є прообразом центру алгебри g/g[𝑛] при канонiчному вiдображеннi
g на g/g[𝑛].

Приєднаним зображенням елемента 𝑥 алгебри Лi g на цiй алге-
брi називають лiнiйний оператор ad𝑥 ∈ End(g), визначений рiвнiстю
ad𝑥(𝑦) = [𝑥, 𝑦] для довiльного 𝑦 ∈ g. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g покладе-
мо 𝐾(𝑥, 𝑦) = tr(ad𝑥 ad𝑦). Тодi 𝐾 — симетрична бiлiнiйна форма на g,
яку називають формою Кiллiнга. Форма Кiллiнга асоцiативна вiдносно
дужки Лi в тому сенсi, що 𝐾([𝑥, 𝑦], 𝑧) = 𝐾(𝑥, [𝑦, 𝑧]) для будь-яких 𝑥, 𝑦, 𝑧
з g [18, с. 36]. (Такi форми також називають iнварiантними [1, с. 45–47].)
Форма Кiллiнга 𝐾 на напiвпростiй алгебрi Лi g є невиродженою, тобто
∀𝑥 ∈ g ∃𝑦 ∈ g : 𝐾(𝑥, 𝑦) ̸= 0. Алгебра Лi є напiвпростою тодi i лише тодi,
коли вона розкладається в пряму суму простих iдеалiв.

Радикалом r = rg алгебри Лi називають її максимальний розв’язний
iдеал. Пiдалгеброю (фактором) Левi алгебри Лi називають будь-яку пiд-
алгебру, що доповнює радикал. Пiдалгебра Левi завжди iснує та є напiв-
простою. Теорема Левi–Мальцева стверджує, що будь-яка алгебра Лi g
має пiдалгебру Левi 𝑆. Довiльну пiдалгебру Левi алгебри g можна пере-
вести в 𝑆 спецiальним автоморфiзмом цiєї алгебри.

Структура цього роздiлу є такою. В пiдроздiлi 1.1 наведено означе-
ння понять контракцiї алгебр Лi та їх еквiвалентностi згiдно з [80, 105],
а також необхiднi простi твердження щодо контракцiй. Властивостi пра-
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порiв пiдалгебр i пiдпросторiв щодо контракцiй вивчено в пiдроздiлi 1.2
i використано для доведення неiснування контракцiй у низцi пар шести-
вимiрних дiйсних нiльпотентних алгебр, для яких не працюють вiдомi
критерiї. У пiдроздiлi 1.3 через побудову серiї прикладiв показано, що
для кожної розмiрностi не менше п’яти iснують пари як комплексних,
так i дiйсних алгебр Лi, якi пов’язано контракцiями, реалiзовними лише
необмеженими матричнозначними функцiями. Пiдроздiл 1.3 присвяче-
но контракцiям Салетана. Отримано канонiчну форму матриць таких
контракцiй з точнiстю до їх сильної еквiвалентностi i замiн базисiв у
вихiдних i контрактованих алгебрах, що створило основу для введення
поняття сигнатури контракцiї Салетана. Вивчено контракцiї Салетана
з нульвимiрними одиничними компонентами Фiттiнга значень їхнiх ма-
триць при граничному значеннi параметра контракцiї.

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [16, 17, 95, 97] i тезах
конференцiй [15, 93, 96, 99, 100, 98].

1.1. Означення контракцiй алгебр Лi

Розглянемо 𝑛-вимiрний (𝑛 < ∞) векторний простiр 𝑉 над полем F = C
або F = R та визначену на 𝑉 бiнарну операцiю 𝜇 = [·, ·] : 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 .
Якщо ця операцiя є бiлiнiйною, кососиметричною та задовольняє тото-
жнiсть Якобi, то простiр з нею називають алгеброю Лi g = (𝑉, 𝜇). У фiк-
сованому базисi (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) простору 𝑉 алгебру g можна визначити через
дужку Лi базисних елементiв:

[𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘,

де 𝑐𝑘𝑖𝑗 називають структурними сталими алгебри g у базисi (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛).
Тут i надалi iндекси 𝑖, 𝑗, 𝑘 пробiгають значення вiд 1 до 𝑛, за повтореними
iндексами йде пiдсумовування. Многовид тензорiв структурних сталих
алгебр Лi на просторi 𝑉 — це множина

𝒞𝑛 = {(𝑐𝑘𝑖𝑗) ∈ F𝑛3 | 𝑐𝑘𝑖𝑗 + 𝑐𝑘𝑗𝑖 = 0, 𝑐𝑖
′

𝑖𝑗𝑐
𝑘′

𝑖′𝑘 + 𝑐𝑖
′

𝑘𝑖𝑐
𝑘′

𝑖′𝑗 + 𝑐𝑖
′

𝑗𝑘𝑐
𝑘′

𝑖′𝑖 = 0}.
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Для матричнозначної функцiї 𝑈 : (0, 1] → GL(𝑛,F), 𝜀 ↦→ 𝑈𝜀, i кожного
𝜀 ∈ (0, 1] визначимо перетворену дужку Лi 𝜇𝜀 = 𝜇·𝑈𝜀 = [·, ·]𝜀 : 𝑉 ×𝑉 → 𝑉

згiдно з 𝜇𝜀(𝑥, 𝑦) := 𝑈𝜀
−1𝜇(𝑈𝜀𝑥, 𝑈𝜀𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . Якщо для довiльних

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 iснує границя lim𝜀→+0 𝜇(𝑥, 𝑦)𝜀 =: 𝜇0(𝑥, 𝑦), то 𝜇0 =: [·, ·]0 є добре
визначеною дужкою Лi. Алгебру Лi g0 = (𝑉, 𝜇0) називають неперервною
контракцiєю (або просто контракцiєю) алгебри Лi g. Процедуру g → g0,
за допомогою якої алгебру Лi g0 отримують з алгебри g, також назива-
ють контракцiєю. Параметр 𝜀 i матричнозначну функцiю 𝑈𝜀 називають
вiдповiдно параметром контракцiї та матрицею контракцiї. У фiксо-
ваному базисi простору 𝑉 оператор 𝑈𝜀 задають матрицею, а означення
контракцiї можна переписати в термiнах структурних сталих. А саме, во-
но означає, що для всiх значень 𝑖′, 𝑗′, 𝑘′ iснує границя lim𝜀→+0 𝑐

𝑘
𝜀,𝑖𝑗 =: 𝑐𝑘

′

0,𝑖′𝑗′,
де 𝑐𝑘𝜀,𝑖𝑗 := (𝑈𝜀)

𝑖
𝑖′(𝑈𝜀)

𝑗
𝑗′(𝑈𝜀

−1)𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑘
𝑖𝑗, а тому 𝑐𝑘

′

0,𝑖′𝑗′ складають добре визначений
тензор структурних сталих алгебри g0.

Аналогiчно до неперервних контракцiй можна визначити послiдов-
нi контракцiї, використовуючи послiдовностi матриць {𝑈𝑝, 𝑝 ∈ N} ⊂
GL(𝑉 ) замiсть матричнозначних функцiй. Для кожної дужки Лi з по-
слiдовностi {𝜇𝑝 = 𝜇·𝑈𝑝 = [·, ·]𝑝, 𝑝 ∈ N} алгебра Лi g𝑝 = (𝑉, 𝜇𝑝) iзоморфна
алгебрi g = (𝑉, 𝜇). Якщо границя

lim
𝑝→∞

𝜇𝑝(𝑥, 𝑦) = lim
𝑝→∞

𝑈𝑝
−1𝜇(𝑈𝑝𝑥, 𝑈𝑝𝑦) =: 𝜇0(𝑥, 𝑦)

iснує для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 , то 𝜇0 є добре визначеною дужкою
Лi на просторi 𝑉 . Алгебру Лi g0 = (𝑉, 𝜇0) називають послiдовною
контракцiєю алгебри Лi g. У фiксованому базисi кожнiй алгебрi g𝑝

вiдповiдає тензор структурних сталих 𝐶𝑝 := 𝐶 · 𝑈𝑝 з компонентами
𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 = (𝑈𝑝)

𝑖′

𝑖 (𝑈𝑝)
𝑗′

𝑗 (𝑈𝑝
−1)𝑘𝑘′𝑐

𝑘′

𝑖′𝑗′. Iснування поточкової границi послiдовностi
дужок Лi {𝜇𝑝, 𝑝 ∈ N} еквiвалентне iснуванню границi lim𝑝→∞ 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 =: 𝑐𝑘0,𝑖𝑗
для всiх значень 𝑖, 𝑗, 𝑘, де 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 є компонентами тензора структурних
сталих 𝐶0 алгебри Лi g0. Iснування неперервної контракцiї g → g0 для
пари алгебр (g, g0) еквiвалентне iснуванню послiдовної контракцiї для
цiєї пари.
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Контракцiю g → g0 називають невласною, якщо алгебра g0 iзомор-
фна алгебрi g, i тривiальною, якщо алгебра g0 абелева. Якщо iзоморфнi
алгебри g i g̃ контрактують вiдповiдно до iзоморфних алгебр g0 i g̃0, то
контракцiї g → g0 i g̃ → g̃0 називають слабко еквiвалентними.

При дослiдженнi контракцiй часто застосовують двi такi леми.

Лема 1.1. Якщо матрицю 𝑈𝜀 контракцiї g → g0 представлено у вигля-
дi 𝑈𝜀 = 𝑈̂𝜀𝑈̌𝜀, де 𝑈̂ , 𝑈̌ — неперервнi функцiї з (0, 1] у GL(𝑛,F), причому
функцiя 𝑈̌ має границю 𝑈̌0 ∈ GL(𝑛,F) при 𝜀 → +0, то 𝑈̂𝜀𝑈̌0 також є
матрицею контракцiї g → g0.

Зауваження 1.2. З леми 1.1 випливає, що 𝑈̂𝜀 є матрицею еквiвалентної
контракцiї g → g̃0, де g̃0 = (𝑉, 𝜇0 · 𝑈̌−1

0 ) — алгебра, iзоморфна до g0 через
оператор 𝑈−1

0 .

Лема 1.3. Алгебра Лi g допускає послiдовну контракцiю до алгебри
Лi g0 тодi i лише тодi, коли в базисi (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) базового простору 𝑉

iснують послiдовнiсть невироджених нижньотрикутних (або верхньо-
трикутних) 𝑛×𝑛-матриць {𝐿𝑝, 𝑝 ∈ N} i ортогональна (вiдповiдно унi-
тарна) 𝑛×𝑛-матриця 𝑄 у дiйсному (вiдповiдно комплексному) випадку
такi, що 𝐶 · 𝐿𝑝 → 𝐶0 ·𝑄 при 𝑝 → ∞.

Зауваження 1.4. Послiдовнiсть трикутних матриць {𝐿𝑝, 𝑝 ∈ N} та ор-
тогональна матриця 𝑄 визначенi в лемi 1.3 з точнiстю до перетворення

𝐿̃𝑝 = 𝑀𝑝𝐿𝑝𝐷𝑝, 𝑄̃ = 𝐾𝑄𝐷0,

де 𝐾 — матриця ортогонального автоморфiзму алгебри g0, 𝐷0 — дiаго-
нальна ортогональна (вiдповiдно унiтарна) матриця в дiйсному (вiдпо-
вiдно комплексному) випадку, 𝑀𝑝 для кожного 𝑝 ∈ N — матриця авто-
морфiзму алгебри g, а послiдовнiсть трикутних матриць {𝐷𝑝, 𝑝 ∈ N}
прямує до матрицi 𝐷0.

Модифiкуємо поняття сильної еквiвалентностi контракцiй з [80].
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Означення 1.5. Нехай матричнозначнi функцiї 𝑈, 𝑈̃ : (0, 𝛿] → GL(𝑛,F)
вiдповiдно контрактують iзоморфнi алгебри g i g̃ до iзоморфних ал-
гебр g0 i g̃0. Цi контракцiї назвемо сильно еквiвалентними, якщо iснують
𝛿 ∈ (0, 1], неперервнi функцiї 𝑈̂ : (0, 𝛿] → Iso(g, g̃), 𝑈̌ : (0, 𝛿] → Iso(g0, g̃0),
𝑈̄ : (0, 𝛿] → GL(𝑛,F) з lim𝜀→+0 𝑈̄(𝜀) = 𝐸, де 𝐸 — одинична 𝑛×𝑛-матриця,
i неперервна монотонна функцiя 𝜙 : (0, 𝛿] → (0, 1] з lim𝜀→+0 𝜙(𝜀) = 0 та-
кi, що

𝑈̃𝜀 = 𝑈̂−1
𝜀 𝑈𝜙(𝜀)𝑈̄𝜀𝑈̌𝜀, 𝜀 ∈ (0, 𝛿].

1.2. Прапори пiдалгебр
у контрактованих алгебрах Лi

1.2.1. Поведiнка прапорiв при контракцiях. Структура множин
пiдалгебр та iдеалiв алгебр Лi змiнюється при контракцiях. Водночас,
деякi їх властивостi є стабiльними. Вивчимо поведiнку прапорiв пiдал-
гебр i пiдпросторiв при контракцiях алгебр Лi.

Теорема 1.6. Припустимо, що алгебра Лi g0 є (неперервною чи послi-
довною) контракцiєю алгебри Лi g, g → g0, i алгебра g мiстить прапор
пiдалгебр

{0} = s0 ⊂ s1 ⊂ s2 ⊂ · · · ⊂ s𝑚 ⊂ s𝑚+1 = g.

Тодi алгебра g0 мiстить прапор пiдалгебр

{0} = s00 ⊂ s10 ⊂ s20 ⊂ · · · ⊂ s𝑚0 ⊂ s𝑚+1
0 = g0

таких, що

dim s𝑎0 = dim s𝑎 та s𝑎 → s𝑎0, 𝑎 = 1, . . . ,𝑚.

Якщо s𝑎 є iдеалом у s𝑏, 1 6 𝑎 < 𝑏 6 𝑚+1, то s𝑎0 можна обрати iдеалом
у s𝑏0, причому s𝑏/s𝑎 → s𝑏0/s

𝑎
0.
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Загальнiше, якщо [s𝑎, s𝑏] ⊆ s𝑐 для деяких 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ {0, . . . ,𝑚 + 1},
то також [s𝑎0, s

𝑏
0]0 ⊆ s𝑐0. Крiм того, dim[s𝑎0, s

𝑏
0]0 6 dim[s𝑎, s𝑏] для будь-

яких 𝑎, 𝑏 ∈ {1, . . . ,𝑚}. Аналогiчнi твердження справедливi для будь-
якої композицiї комутаторiв на довiльному розмiщеннi з повторення-
ми з пiдалгебр s𝑎.

Доведення. Достатньо розглянути випадок послiдовних контракцiй. Ви-
беремо узгоджений з прапором пiдалгебр в алгебрi g = (𝑉, 𝜇) ба-
зис (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) простору 𝑉 , тобто s𝑎 = ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑛𝑎

⟩, 𝑎 = 1, . . . ,𝑚, де
𝑛𝑎 := dim s𝑎. У цьому базисi комутацiйнi сталi алгебри g задовольняють
умову

𝑐𝑘𝑖𝑗 = 0, якщо 𝑖, 𝑗 6 𝑛𝑎 та 𝑘 > 𝑛𝑎.

Оскiльки алгебра g0 = (𝑉, 𝜇0) є контракцiєю алгебри g, то згiдно з
лемою 1.3 iснують послiдовнiсть {𝐿𝑝, 𝑝 ∈ N} невироджених верхньо-
трикутних 𝑛 × 𝑛-матриць i ортогональна (вiдповiдно, унiтарна) 𝑛 × 𝑛-
матриця 𝑄 у дiйсному (вiдповiдно, комплексному) випадку такi, що
𝜇𝑝 := 𝜇 · 𝐿𝑝 → 𝜇0 · 𝑄 при 𝑝 → ∞. У кожнiй алгебрi з послiдовностi
{g𝑝 := (𝑉, 𝜇𝑝), 𝑝 ∈ N} маємо прапор

{0} = s0𝑝 ⊂ s1𝑝 ⊂ s2𝑝 ⊂ · · · ⊂ s𝑚𝑝 ⊂ s𝑚+1
𝑝 = g𝑝 := (𝑉, 𝜇𝑝),

де s𝑎𝑝 := 𝐿𝑝s
𝑎 = ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑛𝑎

⟩, 𝑎 = 1, . . . ,𝑚 + 1, а тому dim s𝑎𝑝 = dim s𝑎

i s𝑎𝑝 ≃ s𝑎. Iнакше кажучи, комутацiйнi сталi алгебр g𝑝 задовольняють
умови

𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 = 0, якщо 𝑖, 𝑗 6 𝑛𝑎 та 𝑘 > 𝑛𝑎.

У границi при 𝑝 → ∞ маємо 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 → 𝑐𝑘0,𝑖𝑗, звiдки 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 = 0, якщо 𝑖, 𝑗 6 𝑛𝑎

та 𝑘 > 𝑛𝑎. Це означає, що s𝑎0 = ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑛𝑎
⟩, 𝑎 = 1, . . . ,𝑚, — пiдалгебри

алгебри g0, якi утворюють прапор

{0} = s00 ⊂ s10 ⊂ s20 ⊂ · · · ⊂ s𝑚0 ⊂ s𝑚+1
0 = g0,
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де dim s𝑎0 = dim s𝑎 = 𝑛𝑎. Крiм того, обмеження (𝑐𝑘𝑖𝑗)𝑖,𝑗,𝑘=1,...,𝑛𝑎
тензора

структурних сталих алгебри g є тензором структурних сталих пiдал-
гебри s𝑎, лiнiйна оболонка ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑛𝑎

⟩ iнварiантна пiд дiєю операто-
ра 𝐿𝑝, а тому обмеження (𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗)𝑖,𝑗,𝑘=1,...,𝑛𝑎

тензора структурних сталих
алгебри g𝑝 є тензором структурних сталих пiдалгебри s𝑎𝑝. З iснування
границь 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 → 𝑐𝑘0,𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑎, при 𝑝 → ∞ випливає, що s𝑎 → s𝑎0.

Нехай для деяких 𝑎, 𝑏 ∈ {1, . . . ,𝑚 + 1} пiдалгебра s𝑎 є iдеалом пiд-
алгебри s𝑏. Аналогiчними використаним вище мiркуваннями отримаємо,
що пiдалгебра s𝑎𝑝 є iдеалом пiдалгебри s𝑏𝑝. У термiнах структурних сталих
зазначене еквiвалентне умовi

𝑐𝑘𝑖𝑗 = 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 = 0 при 𝑖, 𝑗 6 𝑛𝑏, 𝑘 > 𝑛𝑎 та (𝑖 6 𝑛𝑎 або 𝑗 6 𝑛𝑎).

Перехiд до границi дає таку саму умову для структурних сталих 𝑐𝑘0,𝑖𝑗,
тобто пiдалгебра s𝑎0 — iдеал пiдалгебри s𝑏0. Для кожного 𝑝 ∈ N фактор-
алгебра s𝑏𝑝/s

𝑎
𝑝 iзоморфна фактор-алгебрi s𝑏/s𝑎. Структурнi сталi 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗,

𝑖, 𝑗, 𝑘 = 𝑛𝑎 + 1, . . . , 𝑛𝑏, алгебри g𝑝 утворюють повну множину структур-
них сталих алгебри s𝑏𝑝/s

𝑎
𝑝. Аналогiчно, пiдмножина структурних сталих

{𝑐𝑘0,𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 𝑛𝑎+1, . . . , 𝑛𝑏} алгебри g0 є повною множиною структурних
сталих фактор-алгебри s𝑏0/s

𝑎
0. Обмеження умови 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 → 𝑐𝑘0,𝑖𝑗, 𝑝 → ∞, що

виконується для всiх 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, на значення 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 𝑛𝑎 + 1, . . . , 𝑛𝑏

вказує на iснування контракцiї s𝑏/s𝑎 → s𝑏0/s
𝑎
0 мiж фактор-алгебрами.

Доведемо твердження щодо комутаторiв пiдалгебр.
З умови [s𝑎, s𝑏] ⊆ s𝑐 випливає, що [s𝑎𝑝, s

𝑏
𝑝]𝑝 ⊆ s𝑐𝑝 для кожного 𝑝 ∈ N.

У термiнах структурних сталих це означає умову

𝑐𝑘𝑖𝑗 = 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 = 0 (1.1)

при (𝑖 6 𝑛𝑎, 𝑗 6 𝑛𝑏 або 𝑖 6 𝑛𝑏, 𝑗 6 𝑛𝑎) та 𝑘 > 𝑛𝑐,

що в границi дає таку саму умову для структурних сталих 𝑐𝑘0,𝑖𝑗, звiдки
[s𝑎0, s

𝑏
0]0 ⊆ s𝑐0.

Зафiксуємо ранжування пар (𝑖, 𝑗) ∈ {1, . . . , 𝑛𝑎}× {1, . . . , 𝑛𝑏}. Розмiр-
ностi комутаторiв [s𝑎, s𝑏] i [s𝑎𝑝, s𝑏𝑝]𝑝 збiгаються мiж собою, а також з ран-
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гами допомiжних матриць 𝐴 й 𝐴𝑝, складених вiдповiдно зi стовпчикiв
(𝑐𝑘𝑖𝑗)𝑘=1,...,𝑛 i (𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗)𝑘=1,...,𝑛, якi занумерованi парами (𝑖, 𝑗) у зафiксовано-
му ранжуваннi. Аналогiчно, розмiрнiсть комутатора [s𝑎0, s

𝑏
0]0 збiгається

з рангом допомiжної матрицi 𝐴0, складеної зi стовпчикiв (𝑐𝑘0,𝑖𝑗)𝑘=1,...,𝑛

з такою самою нумерацiєю, як вище. Очевидно, що 𝐴𝑝 → 𝐴0 при
𝑝 → ∞. Ранг матриць не збiльшується при граничному переходi. От-
же, dim[s𝑎0, s

𝑏
0]0 6 dim[s𝑎, s𝑏].

Для доведення бiльш загального твердження щодо композицiй кому-
таторiв на довiльних розмiщеннях з повтореннями з пiдалгебр s𝑎, для
кожного такого розмiщення побудуємо аналоги умови (1.1) i матриць 𝐴,
𝐴𝑝, 𝐴0. Для цього структурнi сталi потрiбно замiнити на їх полiномiаль-
нi комбiнацiї та врахувати обмеження на iндекси, що нумерують базиснi
елементи залучених пiдалгебр. Стовпчики у вiдповiдних допомiжних ма-
трицях нумеруємо наборами iндексiв (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) у деякому фiксованому
ранжуваннi, де 𝑁 — це кiлькiсть пiдалгебр у розмiщеннi.

Наслiдок 1.7. Припустимо, що алгебра Лi g0 є (неперервною чи послi-
довною) контракцiєю алгебри Лi g, g → g0. Тодi для будь-якого повного
прапора пiдпросторiв

{0} = 𝑉 0 ⊂ 𝑉 1 ⊂ 𝑉 2 ⊂ · · · ⊂ 𝑉 𝑛 = 𝑉

базового простору 𝑉 iснує такий повний прапор пiдпросторiв

{0} = 𝑉 0
0 ⊂ 𝑉 1

0 ⊂ 𝑉 2
0 ⊂ · · · ⊂ 𝑉 𝑛

0 = 𝑉

цього ж простору, що виконуються нерiвностi

dim[𝑉 𝑖
0 , 𝑉

𝑗
0 ]0 6 dim[𝑉 𝑖, 𝑉 𝑗]

для будь-яких 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, а також аналогiчнi нерiвностi для будь-
якої композицiї комутаторiв на довiльному розмiщеннi з повторення-
ми з пiдпросторiв 𝑉 1, . . . , 𝑉 𝑛.

Доведення. Замкненiсть пiдпросторiв вiдносно дужки Лi не є суттєвою
у двох останнiх абзацах доведення теореми 1.6.
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Простий приклад контракцiй до абелевої алгебри показує, що тео-
рему 1.6 не можна поширити на характеристичнi iдеали та мегаiдеали.
Дiйсно, при контракцiї до абелевої алгебри центр збiльшується до всiєї
алгебри, але похiдна алгебра стискується до нуля. Бiльш того, в абелевiй
алгебрi немає власних характеристичних iдеалiв та мегаiдеалiв.

Низку необхiдних критерiїв iснування контракцiй можна отримати як
простi наслiдки теореми 1.6. Так, властивостi комутативностi, нiльпотен-
тностi, розв’язностi та унiмодулярностi зберiгаються при контракцiях, а
тому алгебра s𝑎0 успадковує вiдповiднi властивостi алгебри s𝑎. Зi збере-
ження перших трьох властивостей прямо випливає таке твердження.

Наслiдок 1.8. При контракцiях алгебр Лi не зменшують свої розмiр-
ностi такi структури:

∙ максимальнi абелевi пiдалгебри,

∙ максимальнi нiльпотентнi пiдалгебри,

∙ максимальнi розв’язнi пiдалгебри,

∙ максимальнi абелевi iдеали,

∙ максимальнi нiльпотентнi iдеали (нiльрадикали),

∙ максимальнi розв’язнi iдеали (радикали).

Наслiдок 1.9. При контракцiях алгебр Лi розмiрностi похiдних алгебр
i степенiв алгебр не збiльшуються.

Зауваження 1.10. Наведене доведення теореми 1.6 та доведення по-
дiбних тверджень є достатньо елементарними. Їх можна переписати з
використанням розкладу Iвасави, з якого випливає таке твердження:
будь-яку контракцiю мiж алгебрами Лi можна реалiзувати трикутними
матрицями; див., наприклад, [54].

Зауваження 1.11. Теорему 1.6 i наслiдок 1.7 можна легко узагальнити
на довiльнi скiнченновимiрнi алгебри.
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1.2.2. Приклад застосування властивостей прапорiв. Отриманi
властивостi можна використати як новi критерiї неiснування контракцiй
у парах алгебр. Цю можливiсть продемонстровано доведенням неiсну-
вання контракцiй для низки пар шестивимiрних нiльпотентних дiйсних
алгебрi Лi, для яких не працюють вiдомi в лiтературi критерiї, оскiльки
у парах вiдповiдних комплексифiкацiй контракцiї iснують.

Покажемо, що безпосередньо саму теорему 1.6 можна ефективно за-
стосовувати для перевiрки неiснування контракцiї у парi фiксованих ал-
гебр у випадках, коли iншi критерiї такого неiснування не працюють.
Для цього необхiдно навести класифiкацiї п’яти- i шестивимiрних нiль-
потентних алгебр Лi.

Неiзоморфнi п’ятивимiрнi нiльпотентнi алгебри Лi над F = C або
F = R вичерпують такi алгебри:

n5.6 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

n5.5 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5;

n5.4 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

n5.3 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

n5.2 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5;

n5.1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒5;

n4 ⊕ n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4;

n3 ⊕ 2n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3;

5n1.

У цьому перелiку кожну алгебру представлено її ненульовими комута-
цiйними спiввiдношеннями з точнiстю до антисиметричностi дужки Лi
в базисi (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5). Алгебри n1, n3, n4 є вiдповiдно одновимiрною
(абелевою) алгеброю, тривимiрною (єдиною з точнiстю до iзоморфiзмiв
нерозкладною нiльпотентною) алгеброю Гейзенберга та єдиною з точнi-
стю до iзоморфiзмiв чотиривимiрною нерозкладною нiльпотентною ал-
геброю, а 𝑚n1 позначає пряму суму 𝑚 копiй алгебри n1.
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У [54] доведено, що є такi й лише такi власнi контракцiї мiж п’ятиви-
мiрними нiльпотентними алгебрами Лi:

n5.6 → n5.5, n5.6 → n5.4, n5.6 → n5.3, n5.6 → n5.2, n5.6 → n5.1,

n5.6 → n4 ⊕ n1, n5.6 → n3 ⊕ 2n1,

n5.5 → n5.2, n5.5 → n4 ⊕ n1, n5.5 → n3 ⊕ 2n1,

n5.4 → n5.2, n5.4 → n4 ⊕ n1, n5.4 → n3 ⊕ 2n1,

n5.3 → n5.2, n5.3 → n5.1, n5.3 → n4 ⊕ n1, n5.3 → n3 ⊕ 2n1,

n5.2 → n3 ⊕ 2n1, n5.1 → n3 ⊕ 2n1,

n4 ⊕ n1 → n5.2, n4 ⊕ n1 → n3 ⊕ 2n1, * → 5n1,

де остання формула позначає сукупнiсть тривiальних контракцiй п’яти-
вимiрних нiльпотентних алгебр Лi до п’ятивимiрної абелевої алгебри 5n1.

У лiтературi iснує багато класифiкацiй шестивимiрних нiльпотентних
алгебр Лi над рiзними полями. Зокрема, шестивимiрнi нiльпотентнi ал-
гебри Лi над C вперше прокласифiкував ще К.А. Умлауф [111], а над
довiльним полем характеристики 0 — В.В. Морозов [6]. Далi використає-
мо пiзнiшу класифiкацiю Л. Магнiним [74] шестивимiрних нiльпотентних
алгебр над C з незначною модифiкацiєю комутацiйних спiввiдношень ал-
гебри n5.3⊕n1. Отже, неiзоморфнi шестивимiрнi комплекснi нiльпотентнi
алгебри Лi вичерпують такi алгебри:

n6.20 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5,

[𝑒2, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒3, 𝑒4] = −𝑒6;

n6.19 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6,

[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

n6.18 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒5] = 𝑒6,

[𝑒3, 𝑒4] = −𝑒6;

n6.17 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6,

[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

n6.16 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6;
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n6.15 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5,

[𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

n6.14 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

n6.13 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5,

[𝑒3, 𝑒4] = −𝑒6;

n6.12 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6,

[𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

n6.11 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

n6.10 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒3, 𝑒5] = 𝑒6;

n6.9 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒6;

n6.8 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

n6.7 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = −𝑒6;

n6.6 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒5;

n6.5 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

n6.4 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒5;

n6.3 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

n6.2 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒6;

n6.1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

n5.6 ⊕ n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

n5.5 ⊕ n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5;

n5.4 ⊕ n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

n5.3 ⊕ n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

n5.2 ⊕ n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5;

n5.1 ⊕ n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒5;

n4 ⊕ 2n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4;

n3 ⊕ n3 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒4, 𝑒5] = 𝑒6;

n3 ⊕ 3n1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3;

6n1.
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Згiдно з [6], над дiйсним полем на додаток до наведених вище iснують
ще чотири неiзоморфнi структури:

nR6.15 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5,

[𝑒2, 𝑒5] = 𝑒6;

nR6.9 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒5] = 𝑒6;

nR6.5 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒5,

[𝑒2, 𝑒3] = −𝑒6;

(2n3)
R : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = −𝑒6.

Тут позначення aR вказує, що комплексифiкацiя дiйсної алгебри Лi aR

iзоморфна комплексифiкацiї дiйсної алгебри Лi a, хоча самi алгебри aR

й a неiзоморфнi.

Лема 1.12. (i) Не iснує контракцiй дiйсних алгебр n6.2, n6.4, n6.5, n6.9,
nR6.9, n6.10, n6.11, n6.12, n6.14, n6.17, n6.18 до алгебри (2n3)

R.
(ii) Не iснує контракцiй дiйсних алгебр n6.12, n6.14, n6.17, n6.18 до ал-

гебри nR6.5.

Доведення. Складнiсть доведення цього твердження полягає в тому, що
мiж вiдповiдними комплексифiкацiями наведених алгебр контракцiї iсну-
ють. Оскiльки стандартнi критерiї неiснування контракцiї, зокрема наве-
денi в наслiдках 1.8 i 1.9, використовують характеристики, якi однаковi
для дiйсних алгебр та їх комплексифiкацiй, вони не працюють у цiй си-
туацiї.

Щоб застосувати теорему 1.6, розглянемо п’ятивимiрнi пiдалгебри
всiх зазначених алгебр.

Нехай 𝑉 = ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ — шестивимiрний базовий простiр,
на якому визначено всi цi алгебри. П’ятивимiрнi пiдпростори простору 𝑉

можна розбити на такi сiм’ї:

ℱ1 =
{︀
⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩

}︀
,

ℱ2 =
{︀
⟨𝑒1 + 𝛼𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ | 𝛼 ∈ R

}︀
,



46

ℱ3 =
{︀
⟨𝑒1 + 𝛼𝑒3, 𝑒2 + 𝛽𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ | 𝛼, 𝛽 ∈ R

}︀
,

ℱ4 =
{︀
⟨𝑒1 + 𝛼𝑒4, 𝑒2 + 𝛽𝑒4, 𝑒3 + 𝛾𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ | 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R

}︀
,

ℱ5 =
{︀
⟨𝑒1 + 𝛼𝑒5, 𝑒2 + 𝛽𝑒5, 𝑒3 + 𝛾𝑒5, 𝑒4 + 𝛿𝑒5, 𝑒6⟩ | 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ R

}︀
,

ℱ6 =
{︀
⟨𝑒1 + 𝛼𝑒6, 𝑒2 + 𝛽𝑒6, 𝑒3 + 𝛾𝑒6, 𝑒4 + 𝛿𝑒6, 𝑒5 + 𝜀𝑒6⟩

| 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀 ∈ R
}︀
.

Доведемо, що всi п’ятивимiрнi пiдалгебри алгебри (2n3)
R iзомор-

фнi алгебрi n5.2. З наведеної класифiкацiї п’ятивимiрних нiльпотентних
алгебр Лi легко бачити, що характеристичними властивостями алге-
бри n = n5.2 є двi рiвностi: dim n2 = 2 i dim n3 = 0, де n𝑘 позначає
𝑘-й степiнь алгебри n. Друга рiвнiсть виконується для будь-якої пiд-
алгебри алгебри n5.2, бо вона виконується для самої алгебри. Оскiльки
[𝑒2 + 𝛽𝑒5, 𝑒4 + 𝛾𝑒5] = 𝑒5 i [𝑒1 + 𝛼𝑒6, 𝑒4 + 𝛾𝑒6] = 𝑒6, то пiдпростори з сiмей
ℱ5 i ℱ6 не замкненi вiдносно дужки Лi, а тому не є пiдалгебрами. Пiд-
простори, що мiстять похiдну алгебру

(︀
(2n3)

R)︀′, тобто всi пiдпростори з
сiмей ℱ1–ℱ4, є пiдалгебрами (навiть iдеалами) в (2n3)

R. Прокомутував-
ши базиснi елементи кожної з цих пiдалгебр, отримаємо, що їх похiднi
збiгаються з ⟨𝑒5, 𝑒6⟩, тобто вони iзоморфнi алгебрi n5.2.

Аналогiчно покажемо, що всi п’ятивимiрнi пiдалгебри алгебри nR6.5

iзоморфнi або алгебрi n5.2, або алгебрi n5.4. Пiдпростори з сiмей ℱ3, ℱ5, ℱ6

та з сiм’ї ℱ4 з 𝛾 ̸= 0 не замкненi вiдносно дужки Лi, оскiльки [𝑒1+𝛼𝑒3, 𝑒2+

𝛽𝑒3] = 𝑒3+𝛽𝑒5+𝛼𝑒6, [𝑒1+𝛼𝑒5, 𝑒3+𝛾𝑒5] = 𝑒5, [𝑒1+𝛼𝑒6, 𝑒4+𝛿𝑒6] = 𝑒6, [𝑒1+
𝛼𝑒4, 𝑒2+𝛽𝑒4] = 𝑒3+𝛽𝑒6−𝛼𝑒5. Усi iншi пiдпростори є пiдалгебрами i, бiльш
того, iдеалами в nR6.5, причому пiдпростори з сiмей ℱ1, ℱ4 знову iзоморфнi
алгебрi n5.2, а пiдпростори з сiм’ї ℱ4 з 𝛾 = 0 iзоморфнi алгебрi n5.4.
Стандартнi комутацiйнi спiввiдношення алгебри n5.4 отримаємо в базисi
𝑒1 = 𝑒1 + 𝛼𝑒4, 𝑒2 = 𝑒2 + 𝛽𝑒4, 𝑒3 = 𝑒3 − 𝛼𝑒5 + 𝛽𝑒6, 𝑒4 = 𝑒5, 𝑒5 = −𝑒6.

Щоб довести вiдсутнiсть контракцiй у зазначених у лемi парах ал-
гебр, достатньо вказати в кожнiй з початкових алгебр пiдалгебру, що не
контрактує до алгебри n5.2, а отже, i до алгебри n5.4. Така пiдалгебра
має бути iзоморфною однiй з алгебр n5.1, n3 ⊕ 2n1, 5n1. Лiнiйнi оболонки



47

⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ i ⟨𝑒1, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ вiдповiдно в кожнiй з алгебр n6.17,
n6.11, n6.14, n6.12, n6.10, n6.4, n6.2 i в алгебрi n6.5 є пiдалгебрами, iзоморфними
алгебрi n3 ⊕ 2n1, а лiнiйнi оболонки ⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ i ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩
вiдповiдно в кожнiй з алгебр n6.9, n6.18 i в алгебрi nR6.9 є пiдалгебрами,
iзоморфними алгебрi n5.1, що завершує доведення леми.

Зауваження 1.13. З доведення леми 1.12 очевидно, що не iснує також
контракцiй алгебр n6.2, n6.4, n6.5, n6.9, nR6.9, n6.10, n6.11, n6.12, n6.14 до ал-
гебри nR6.5. Водночас, цi алгебри вiдрiзняються вiд наведених у пунктi
(ii) леми 1.12 тим, що контракцiй не iснує i мiж вiдповiдними компле-
ксифiкацiями, а їх вiдсутнiсть можна довести з використанням стандар-
тних критерiїв, якi однаково працюють у дiйсному i комплексному ви-
падках, як-то розмiрностi алгебри диференцiювань, похiдної алгебри чи
центру [80].

Зауваження 1.14. Як випливає з розгляду в [106], а також неопублi-
кованих результатiв М.О. Нестеренко та Р.О. Поповича, алгебра n6.18

контрактує до алгебр n6.2, n6.4, n6.5, n6.9, nR6.9, n6.10, n6.11, n6.12, n6.14. Тому
в лемi 1.12 достатньо довести вiдсутнiсть контракцiй n6.18 до nR6.5 i (2n3)R.

1.3. Контракцiї з необхiдно необмеженими
матрицями

При вивченнi можливостей для реалiзацiї контракцiй природно вини-
кає проблема iснування матриць контракцiй, якi мають добре визначенi
(скiнченнi) границi при граничному значеннi параметра контракцiї [115].
Аналiз результатiв щодо контракцiй дiйсних i комплексних алгебр Лi роз-
мiрностей до чотирьох включно [41, 80, 102] показує, що всi цi контракцiї
можна реалiзувати за допомогою таких матриць. Чи справедливе те са-
ме для алгебр Лi вищої розмiрностi? Перше дослiдження цiєї проблеми
проведено в [115] для контракцiї мiж двома спецiально пiдiбраними п’я-
тивимiрними алгебрами Лi.
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Розглянемо 𝑛-вимiрнi (𝑛 > 5) розв’язнi дiйснi алгебри Лi a й a0, ви-
значенi такими ненульовими комутацiйними спiввiдношеннями:

a : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5,

a0 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒4.

Згiдно з класифiкацiєю Мубаракзянова алгебр Лi низької розмiрностi [8],
позначимо цi алгебри A5.38⊕(𝑛−5)A1 та A2.1⊕A2.1⊕(𝑛−4)A1. Зазначимо,
що кожна п’ятивимiрна розв’язна алгебра Лi з одновимiрним центром
i тривимiрним нiльрадикалом iзоморфна або алгебрi A5.38, або алгебрi
A2.1 ⊕ A2.1 ⊕ A1, а мiнiмальна розмiрнiсть нiльрадикалiв п’ятивимiрних
розв’язних алгебр дорiвнює трьом. Легко бачити, що контракцiю a → a0

реалiзує дiагональна матриця 𝑈𝜀 = diag(1, 1, 1, 1, 𝜀−1, 1, . . . , 1), 𝜀 ∈ (0, 1],
п’ятий дiагональний елемент якої прямує до нескiнченностi при 𝜀 → +0.
Це ж справедливо i для контракцiї ā → ā0 мiж комплексифiкацiями
ā та ā0 алгебр a та a0. У статтi [115] показано, що для 𝑛 = 5 будь-
яка реалiзацiя контракцiї a → a0 узагальненою контракцiєю Iньоню–
Вiгнера обов’язково мiстить вiд’ємний степiнь параметра контракцiї, а
тому деякi елементи вiдповiдної матрицi контракцiї прямують в нулi до
нескiнченностi. Доведемо таке бiльш сильне i загальне твердження:

Теорема 1.15. Евклiдова норма будь-якої матрицi контракцiї, що реа-
лiзує контракцiю алгебри a до алгебри a0, прямує до нескiнченностi при
граничному значеннi параметра контракцiї. Це справедливо також для
контракцiї мiж вiдповiдними комплексними алгебрами.

Iнакше кажучи, для будь-якої розмiрностi 𝑛 > 5 теорема 1.15
дає ствердну вiдповiдь на питання про iснування контракцiй мiж 𝑛-
вимiрними алгебрами Лi з 𝑛 > 5, якi можна реалiзувати лише необмеже-
ними матричнозначними функцiями, причому розмiрнiсть п’ять є най-
меншою розмiрнiстю, в якiй iснують подiбнi контракцiї.

У процесi доведення теореми 1.15 також покажемо, що з точнiстю до
автоморфiзмiв алгебри a, евклiдова норма набору з (5, 5)-го, . . . , (5, 𝑛)-го
елементiв будь-якої матрицi контракцiї в зафiксованих базисах алгебр a
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та a0 прямує до нескiнченностi при граничному значеннi параметра кон-
тракцiї. Зокрема, у випадку 𝑛 = 5 до нескiнченностi прямує (5, 5)-й еле-
мент матрицi контракцiї. Це твердження, як i теорема 1.15, справедливе
й у комплексному випадку.

Доведення. Доведемо теорему 1.15 для дiйсного випадку. У комплексно-
му випадку ортогональнi матрицi треба замiнити на унiтарнi, а iншi вiд-
мiнностi опишемо явно.

Розглянемо довiльну послiдовну реалiзацiю контракцiї a → a0 послi-
довнiстю матриць {𝑈𝑝, 𝑝 ∈ N}. Якщо припустити, що евклiдова норма
𝑈𝑝 не прямує до нескiнченностi, то послiдовнiсть {𝑈𝑝} мiстить обмежену
пiдпослiдовнiсть {𝑈𝑝𝑠, 𝑠 ∈ N}. Дотримуючись доведення леми 1.3, роз-
кладемо кожну матрицю 𝑈𝑝𝑠 на нижньотрикутну та ортогональну части-
ни, виберемо пiдпослiдовнiсть матриць з {𝑈𝑝𝑠} зi збiжними ортогональ-
ними частинами й використаємо властивостi границь щодо алгебраїчних
операцiй. У результатi побудуємо обмежену послiдовнiсть нижньотрику-
тних матриць та ортогональну матрицю 𝑄, що задовольняють лему 1.3
для алгебр g = a та g0 = a0. Водночас, як показано нижче, послiдов-
нiсть евклiдових норм таких трикутних матриць неодмiнно прямує до
нескiнченностi. Отримана суперечнiсть означатиме, що евклiдова норма
𝑈𝑝 прямує до нескiнченностi.

Припустимо, що iснує неперервна реалiзацiя контракцiї a → a0 непе-
рервною функцiєю 𝑈 : (0, 1] → GL(𝑉 ), евклiдова норма значень 𝑈𝜀 якої
не прямує до нескiнченностi при 𝜀 → +0. Тодi можна вибрати послiдов-
нiсть {𝜀𝑝, 𝑝 ∈ N} ⊂ (0, 1] таку, що її границя дорiвнює нулю, а послiдов-
нiсть матриць {𝑈𝜀𝑝, 𝑝 ∈ N} обмежена. Оскiльки остання послiдовнiсть
реалiзує послiдовну контракцiю a → a0, також отримаємо суперечнiсть.

Виходячи з цього, достатньо довести, що для будь-якої послiдовностi
{𝐿𝑝 = (𝑙𝑖𝑝,𝑗), 𝑝 ∈ N} нижньотрикутних матриць (i ортогональної матрицi
𝑄 = (𝑞𝑖𝑗)), що задовольняють лему 1.3 для алгебр g = a та g0 = a0,
вiдповiдна послiдовнiсть евклiдових норм прямує до нескiнченностi.
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Розглянемо обмеження, накладенi на матрицю 𝑄. Позначимо тензо-
ри структурних сталих алгебр a та a0 у вибраному базисi (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛)

базового векторного простору через 𝐶 = (𝑐𝑘𝑖𝑗) i 𝐶0 = (𝑐𝑘0,𝑖𝑗) вiдповiд-
но. Тодi 𝐶𝑝 = 𝐶 · 𝐿𝑝 i 𝐶0 = 𝐶0 · 𝑄 — тензори структурних сталих ал-
гебр a𝑝 та ã0, iзоморфних вiдповiдно алгебрам a та a0. За побудовою,
lim𝑝→∞ 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 = 𝑐𝑘0,𝑖𝑗. Для довiльних 𝑖, 𝑗, 𝑘 та 𝑗* ∈ {5, . . . , 𝑛} виконується
умова 𝑐𝑘𝑖𝑗* = 𝑐1𝑖𝑗 = 𝑐2𝑖𝑗 = 0, а для довiльних 𝑝 — умова 𝑙𝑗𝑝,𝑖 = 0 при 𝑖 < 𝑗,
звiдки 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗* = 𝑐1𝑝,𝑖𝑗 = 𝑐2𝑝,𝑖𝑗 = 0 для довiльних 𝑖, 𝑗, 𝑘 i 𝑝. Отже, подiбнi умо-
ви виконуються й для елементiв тензора 𝐶0: 𝑐𝑘0,𝑖𝑗* = 𝑐10,𝑖𝑗 = 𝑐20,𝑖𝑗 = 0.
Вiдповiднi компоненти тензора 𝐶0 також є нульовими за означенням
алгебри a0. Геометрично це означає, що 𝑄⟨𝑒5, . . . , 𝑒𝑛⟩ = ⟨𝑒5, . . . , 𝑒𝑛⟩ i
𝑄⟨𝑒3, 𝑒4⟩ ⊂ ⟨𝑒3, . . . , 𝑒𝑛⟩. Оскiльки матриця 𝑄 ортогональна, вона має
блочно-дiагональний вигляд

𝑄 =

(︃
𝑞11 𝑞12

𝑞21 𝑞22

)︃
⊕

(︃
𝑞33 𝑞34

𝑞43 𝑞44

)︃
⊕
(︁
𝑞𝑖

*

𝑗*

)︁
, де 𝑖*, 𝑗* = 5, . . . , 𝑛. (1.2)

Для ще трьох значень трiйки (𝑖, 𝑗, 𝑘), а саме (1, 4, 3), (2, 4, 3) i (2, 3, 3),
структурнi сталi 𝑐𝑘𝑖𝑗, 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 (для всiх значень 𝑝), а тому й для 𝑐𝑘𝑖𝑗, є нульо-
вими. Iнакше кажучи, отримаємо рiвняння

𝑐314 = 𝑞11𝑞
3
3𝑞

3
4 + 𝑞21𝑞

4
3𝑞

4
4 = 0, (𝑞11𝑞

3
3𝑞

3
4 + 𝑞21𝑞

4
3𝑞

4
4 = 0),

𝑐324 = 𝑞12𝑞
3
3𝑞

3
4 + 𝑞22𝑞

4
3𝑞

4
4 = 0, (𝑞12𝑞

3
3𝑞

3
4 + 𝑞22𝑞

4
3𝑞

4
4 = 0),

𝑐323 = 𝑞12(𝑞
3
3)

2 + 𝑞22(𝑞
4
3)

2 = 0, (𝑞12𝑞
3
3𝑞

3
3 + 𝑞22𝑞

4
3𝑞

4
3 = 0).

У дужках наведено вiдповiднi рiвняння для комплексного випадку, а ри-
ска зверху позначає комплексне спряження. Оскiльки 𝑞11𝑞

2
2 − 𝑞12𝑞

2
1 ̸= 0, з

перших двох рiвнянь випливає 𝑞33𝑞
3
4 = 𝑞43𝑞

4
4 = 0. Комбiнування ортого-

нальностi матрицi 𝑄 з наведеними вище рiвняннями призводить до двох
можливостей:

1. 𝑞33 = 𝑞44 = 0. Тодi 𝑞34𝑞43 ̸= 0, 𝑞11 = 𝑞22 = 0 та 𝑞12𝑞
2
1 ̸= 0.

2. 𝑞33𝑞44 ̸= 0. Тодi 𝑞34 = 𝑞43 = 0, 𝑞12 = 𝑞21 = 0 та 𝑞11𝑞
2
2 ̸= 0.
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Вiдповiдними виглядами матрицi 𝑄 є

𝑄 =

(︃
0 𝑞12

𝑞21 0

)︃
⊕

(︃
0 𝑞34

𝑞43 0

)︃
⊕
(︁
𝑞𝑖

*

𝑗*

)︁
та

𝑄 =

(︃
𝑞11 0

0 𝑞22

)︃
⊕

(︃
𝑞33 0

0 𝑞44

)︃
⊕
(︁
𝑞𝑖

*

𝑗*

)︁
.

Згадаємо, що матриця 𝑄 визначена з точнiстю до множення на ма-
трицю ортогонального автоморфiзму алгебри a0 злiва i на ортогональ-
ну дiагональну матрицю справа, див. зауваження 1.4. Замiна базису
(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, . . . , 𝑒𝑛) = (𝑒2, 𝑒1, 𝑒4, 𝑒3, 𝑒5, . . . , 𝑒𝑛), що є ортогональним ав-
томорфiзмом алгебри a0, зводить перший випадок до другого. У другому
випадку матрицю 𝑄 можна зробити дiагональною за допомогою ортого-
нального автоморфiзму

(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4), 𝑒𝑗* = 𝑒𝑖*𝑞
𝑖*

𝑗*

алгебри a0. Отже, достатньо розглянути лише випадок, коли 𝑄 є одини-
чною матрицею, тобто 𝐶0 = 𝐶0.

Для дотепер невикористаних значень трiйки (𝑖, 𝑗, 𝑘) з 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 5

запишемо умови lim𝑝→∞ 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 = 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 у виглядi

𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 := 𝑙𝑖
′

𝑝,𝑖𝑙
𝑗′

𝑝,𝑗 𝑙̂
𝑘
𝑝,𝑘′𝑐

𝑘′

𝑖′𝑗′ = 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 + 𝑜𝑘𝑝,𝑖𝑗,

де 𝐿̂𝑝 = (𝑙̂𝑖𝑝,𝑗) = 𝐿−1
𝑝 позначає обернену до 𝐿𝑝 матрицю й lim𝑝→∞ 𝑜𝑘𝑝,𝑖𝑗 = 0.

Алгебра a є сумою iдеалу, породженого п’ятьма першими елементами цiєї
алгебри, й абелевого iдеалу, породженого iншими базисними елементами.
Матриця 𝐿𝑝 є нижньотрикутною. Тому вирази для структурних сталих
𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 з 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 5 не мiстять елементiв 𝑙𝑖𝑝,𝑗 матрицi 𝐿𝑝 з 𝑖 > 5 або
𝑗 > 5. У результатi отримаємо систему рiвнянь на 𝑙𝑖𝑝,𝑗 та 𝑜𝑘𝑝,𝑖𝑗 з 𝑖, 𝑗, 𝑘 =

1, . . . , 5 (для стислостi нижнiй iндекс 𝑝 надалi не пишемо):

𝑙11 = 1 + 𝑜313, 𝑙22 = 1 + 𝑜424, 𝑙21 = 𝑜414,
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𝑙11
𝑙32
𝑙33

= 𝑜312, 𝑙22
𝑙43
𝑙44

= 𝑜423, −𝑙22
𝑙54
𝑙55

= 𝑜524,

−𝑙22
𝑙41
𝑙44

+ 𝑙21
𝑙42
𝑙44

− 𝑙11
𝑙32
𝑙33

𝑙43
𝑙44

= 𝑜412, −𝑙11
𝑙53
𝑙55

+ (𝑙11 − 𝑙21)
𝑙43
𝑙44

𝑙54
𝑙55

= 𝑜513,

−𝑙21
𝑙54
𝑙55

= 𝑜514, −𝑙22
𝑙43
𝑙44

𝑙54
𝑙55

= 𝑜523, −(𝑙11 − 𝑙21)
𝑙43
𝑙44

= 𝑜413,

𝑙11𝑙
2
2

𝑙55
− 𝑙11

𝑙32
𝑙33

𝑙53
𝑙55

−
(︂
−𝑙22

𝑙41
𝑙44

+ 𝑙21
𝑙42
𝑙44

− 𝑙11
𝑙32
𝑙33

𝑙43
𝑙44

)︂
𝑙54
𝑙55

= 𝑜512.

Рiвняння в другому i третьому рядках розв’язуємо вiдносно 𝑙32, 𝑙43, 𝑙54, 𝑙41
та 𝑙53, а отриманi вирази пiдставляємо в останнє рiвняння, що дає

𝑙11𝑙
2
2

𝑙55
= 𝑜512 −

𝑜524
𝑙22

𝑜412 −
(︂
𝑜513 +

𝑙11 − 𝑙21
(𝑙22)

2
𝑜423𝑜

5
24

)︂
𝑜312
𝑙11

.

З останньої рiвностi випливає 𝑙1𝑝,1𝑙
2
𝑝,2/𝑙

5
𝑝,5 → 0, тобто |𝑙5𝑝,5| → ∞ при

𝑝 → ∞. Отже, послiдовнiсть евклiдових норм матриць 𝐿𝑝, 𝑝 ∈ N, та-
кож прямує до нескiнченностi. Зазначимо, що рiвняння в четвертому
рядку системи не накладають додаткових обмежень на елементи 𝐿𝑝, а з
шостого i восьмого рiвнянь випливає, що 𝑙5𝑝,4/𝑙

5
𝑝,5 → 0 i 𝑙5𝑝,3/𝑙5𝑝,5 → 0 при

𝑝 → ∞.
Тепер покажемо, що з точнiстю до автоморфiзму алгебри a, евклi-

дова норма набору з (5, 5)-го, . . . , (5, 𝑛)-го елементiв будь-якої матрицi
контракцiї у вибраних базисах алгебр a та a0 прямує до нескiнченностi
при граничному значеннi параметра контракцiї.

Нехай послiдовнiсть матриць {𝑈𝑝, 𝑝 ∈ N} реалiзує послiдовну конт-
ракцiю a → a0. Розкладемо кожну матрицю 𝑈𝑝 на нижньотрикутну та
ортогональну частини 𝐿𝑝 i 𝑄𝑝, 𝑈𝑝 = 𝐿𝑝𝑄𝑝. Оскiльки границя будь-якої
збiжної пiдпослiдовностi послiдовностi {𝑄𝑝, 𝑝 ∈ N} має вигляд (1.2), для
кожної такої пiдпослiдовностi, а отже i для всiєї послiдовностi {𝑄𝑝, 𝑝 ∈
N}, маємо 𝑞𝑖𝑝,𝑗 → 0 при 𝑝 → ∞, якщо 𝑖 = 1, . . . , 4 i 𝑗 = 5, . . . , 𝑛 чи
якщо 𝑖 = 5, . . . , 𝑛 i 𝑗 = 1, . . . , 4. Вiдповiднi пiдпослiдовностi послiдовностi
{𝐿𝑝, 𝑝 ∈ N} задовольняють умови |𝑙5𝑝,5| → ∞, 𝑙5𝑝,4/𝑙5𝑝,5 → 0 i 𝑙5𝑝,3/𝑙5𝑝,5 → 0

при 𝑝 → ∞. Тому цi граничнi умови можна поширити на всю послi-
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довнiсть {𝐿𝑝, 𝑝 ∈ N} (iнакше отримаємо суперечнiсть). Використовуючи
зауваження 1.4, для кожного 𝑝 домножимо матрицю 𝐿𝑝 злiва на матрицю

𝑀𝑝 = 𝐸 − 1

𝑙1𝑝,1

(︃
𝑙5𝑝,1 −

𝑙5𝑝,2
𝑙2𝑝,2

𝑙2𝑝,1

)︃
𝐸5

1 −
𝑙5𝑝,2
𝑙2𝑝,2

𝐸5
2 ,

що вiдповiдає автоморфiзму алгебри a. Тут 𝐸 позначає одиничну 𝑛× 𝑛-
матрицю, 𝐸𝑖

𝑗 позначає 𝑛×𝑛-матрицю з одиницею на перетинi 𝑖-го рядку
та 𝑗-го стовпчика й нулями на всiх iнших позицiях. Елементи 𝑙̃5𝑝,1 та 𝑙̃5𝑝,2

матрицi 𝐿̃𝑝 = 𝑀𝑝𝐿𝑝 дорiвнюють нулю. Тодi для (5, 𝑗)-х елементiв матри-
цi 𝑈̃𝑝 = 𝐿̃𝑝𝑄𝑝 = 𝑀𝑝𝑈𝑝 з 𝑗 > 5 маємо

lim
𝑝→∞

𝑛∑︁
𝑗=5

(︁
(𝑈̃𝑝)

5
𝑗

)︁2
= lim

𝑝→∞

𝑛∑︁
𝑗=5

(︁
𝑙̃5𝑝,3𝑞

3
𝑝,𝑗 + 𝑙̃5𝑝,4𝑞

4
𝑝,𝑗 + 𝑙̃5𝑝,5𝑞

5
𝑝,𝑗

)︁2
= lim

𝑝→∞
(𝑙̃5𝑝,5)

2
𝑛∑︁

𝑗=5

(︃
𝑙̃5𝑝,3

𝑙̃5𝑝,5
𝑞3𝑝,𝑗 +

𝑙̃5𝑝,4

𝑙̃5𝑝,5
𝑞4𝑝,𝑗 + 𝑞5𝑝,𝑗

)︃2

= lim
𝑝→∞

(𝑙̃5𝑝,5)
2

𝑛∑︁
𝑗=5

(︀
𝑞5𝑝,𝑗
)︀2

= lim
𝑝→∞

(𝑙̃5𝑝,5)
2 = ∞.

Для цих рiвнянь також використано умови
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑞
5
𝑝,𝑗𝑞

5
𝑝,𝑗 = 1 i 𝑞5𝑝,𝑗 → 0

при 𝑝 → ∞, якщо 𝑗 < 5.
Доведення для випадку неперервних контракцiй аналогiчне. Єдиною

вiдмiннiстю є неперервнiсть вiдносно параметра контракцiї 𝜀. Процес
Грама–Шмiдта, застосований до матрицi контракцiї 𝑈𝜀, призводить до
розкладу, в якому i нижньотрикутна, i ортогональна частини 𝐿𝜀 i 𝑄𝜀

є неперервними матричнозначними функцiями параметра 𝜀. Тодi вiдпо-
вiдний автоморфiзм 𝑀𝜀 алгебри a, що зануляє (5, 1)-й i (5, 2)-й елементи
матрицi 𝐿𝜀, також неперервний вiдносно параметра 𝜀, що означає непе-
рервнiсть матричнозначної функцiї 𝑈̃𝜀 = 𝑀𝜀𝑈𝜀.

Таким чином, для кожної розмiрностi вище за чотири, побудовано
приклад пари розв’язних алгебр Лi a та a0, для яких контракцiю a → a0

не можна реалiзувати обмеженою матричнозначною функцiєю. Бiльше
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того, показано, що з точнiстю до автоморфiзмiв алгебри a евклiдова нор-
ма набору з (5, 5)-го, . . . , (5, 𝑛)-го елементiв будь-якої матрицi контракцiї
у вибраному базисi алгебр a та a0 обов’язково прямує до нескiнченностi
при граничному значеннi параметра контракцiї.

Доведення теореми 1.15 використовує декiлька технiк. Першим кро-
ком при роботi з матрицею контракцiї є розклад на нижньотрикутну та
ортогональну частини й застосування леми 1.3 для винесення ортого-
нальної частини з-пiд граничного переходу i включення її до контракто-
ваних структурних сталих. Завдяки спецiальнiй структурi розглянутих
алгебр Лi можна довести, що ортогональна частина є дiагональною ма-
трицею з точнiстю до автоморфiзмiв контрактованої алгебри a0, а тому
її можна покласти рiвною одиничнiй матрицi. Для кожної трiйки (𝑖, 𝑗, 𝑘)

розглядаємо рiзницю мiж вiдповiдними перетвореними i контрактовани-
ми структурними сталими як невiдому величину, що прямує до нуля.
Це зводить граничнi спiввiдношення мiж структурними сталими до си-
стеми алгебраїчних рiвнянь на елементи нижньотрикутної частини i но-
вi щезаючi величини, заiндексованi так само, як i тензор структурних
сталих. Щоб завершити доведення, достатньо показати, що отриманi ал-
гебраїчнi рiвняння для 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 5 використовують лише елементи
нижньотрикутної частини i новi щезаючi величини з iндексами з цього
ж дiапазону. Алгебраїзацiя граничних спiввiдношень мiж структурними
сталими й розгляд пiдсистем алгебраїчних рiвнянь, що не залежать вiд
розмiрностi 𝑛, дозволяють перевiрити всi обчислення на комп’ютерi.

1.4. Контракцiї Салетана

Пiсля того як I.Е. Сiгал у [107] ввiв загальне поняття контракцiй, першим
широко вивченим типом контракцiй алгебр Лi був клас салетанiвських
(лiнiйних) контракцiй. Контракцiї алгебр Лi стали iнструментом теоре-
тичної фiзики пiсля вiдомих статей Е. Iньоню та Ю.П. Вiгнера [60, 61]
про важливий спецiальний пiдклас лiнiйних контракцiй. Зауважимо, що
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Е. Iньоню та Ю.П. Вiгнер планували розглянути весь клас лiнiйних кон-
тракцiй, але вони помилково стверджували в [60], що будь-яку лiнiйну
контракцiю можна дiагоналiзувати. Незважаючи на те, що вони випра-
вили свої мiркування в наступнiй роботi [61], вони продовжили вивчен-
ня виключно дiагоналiзованих лiнiйних контракцiй, якi завдяки їхньому
внеску тепер називають контракцiями Iньоню–Вiгнера, див. роздiл 2.
Ефективнiсть таких контракцiй у застосуваннях забезпечує їх тiсний
зв’язок iз пiдалгебрами початкових алгебр. Точнiше у сучасних термi-
нах основний результат з [60], а саме теорему 1 цiєї статтi, можна пе-
реформулювати таким чином: будь-яка контракцiя Iньоню–Вiгнера ал-
гебри Лi g до алгебри Лi g0 пов’язана з деякою пiдалгеброю алгебри g,
скажiмо s, i за довiльною пiдалгеброю алгебри g можна побудувати кон-
тракцiю Iньоню–Вiгнера цiєї алгебри. У контрактованiй алгебрi g0 iснує
абелiв iдеал i такий, що фактор-алгебра g0/i iзоморфна s.

Докладне дослiдження загальних лiнiйних контракцiй проведено
Ю.Дж. Салетаном пiд час пiдготовки докторської дисертацiї та опублi-
ковано в [105]. Зокрема, вiн знайшов спрощений вигляд для матриць
лiнiйних контракцiй з точнiстю до репараметризацiї та змiни базису, ви-
вiв критерiй, коли лiнiйна матрична функцiя є матрицею контракцiї, та
отримав вираз для дужки Лi контрактованої алгебри Лi. Вiн також ви-
вчав iтерованi лiнiйнi контракцiї, пов’язав характеристики матрицi кон-
тракцiї з пiдалгебраїчною структурою початкової алгебри, а також обго-
ворив лiнiйнi контракцiї представлень алгебр Лi.

Подальшi дослiдження iнших авторiв розширили, але не поглибили
результати Ю.Дж. Салетана. Так, завдяки тому, що пiдалгебраїчна стру-
ктура три- та чотиривимiрних алгебр Лi була вже вiдома [86], прокла-
сифiковано контракцiї Iньоню–Вiгнера таких алгебр [44, 57]. Контракцiї,
якi можна реалiзувати матричними функцiями узагальненого вигляду
𝐴𝜀+𝐵𝜀𝑝, де 𝐴, 𝐵 — сталi матрицi, а 𝜀 — параметр скорочення, розгля-
нуто в [69, 73, 79] по аналогiї з контракцiями Салетана. Лiнiйнi контракцiї
загальних алгебраїчних структур вивчалися в [42].
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На вiдмiну вiд зазначених дослiджень, у цьому пiдроздiлi посилено
оригiнальнi результати Ю.Дж. Салетана. Знайдено канонiчний вигляд
матриць контракцiй Салетана, що створює основу для введення понят-
тя сигнатури контракцiї Салетана, для розробки алгоритму обчислення
контракцiй Салетана та для постановки нових проблем щодо таких кон-
тракцiй.
Означення 1.16. Реалiзацiю контракцiї афiнною вiдносно параметра
контракцiї матричнозначною функцiєю називають контракцiєю Сале-
тана, або лiнiйною контракцiєю [105].

Цей клас контракцiй включає контракцiї Iньоню–Вiгнера [60, 61, 105].
Матриця будь-якої лiнiйної контракцiї має добре визначену (право-

сторонню) границю в точцi 𝜀 = 0. Тому, на вiдмiну вiд загального озна-
чення контракцiй, у випадку лiнiйної контракцiї можна вважати, що її
матричнозначна функцiя 𝑈𝜀 визначена на замкненому iнтервалi [0, 1].
Тодi матрицю 𝑈𝜀 зручно представити у виглядi

𝑈𝜀 = (1− 𝜀)𝑈0 + 𝜀𝑈1,

де 𝑈0 i 𝑈1 — значення 𝑈𝜀 вiдповiдно при 𝜀 = 0 i 𝜀 = 1 [105]. За означенням
матрицi контракцiї матриця 𝑈1 (як i всi матрицi 𝑈𝜀, 𝜀 ∈ (0, 1]) невиро-
джена i — для власних контракцiй — матриця 𝑈0 завжди вироджена.

Iснують спецiальнi репараметризацiї, що зберiгають клас контракцiй
Салетана [105]. Нехай 𝑈𝜀 = 𝐵 + 𝜀𝐴 — матриця контракцiї Салетана. За-
фiксуємо 𝜆 > −1 i розглянемо матричнозначну функцiю 𝑈𝜀 на iнтервалi
[0, (1 + 𝜆)−1] замiсть [0, 1]. Тодi

𝐵 + 𝜀𝐴 = (1− 𝜆𝜀)𝐵 + 𝜀(𝐴+ 𝜆𝐵) = (1− 𝜆𝜀)

(︂
𝐵 +

𝜀

1− 𝜆𝜀
(𝐴+ 𝜆𝐵)

)︂
.

Множник (1 − 𝜆𝜀) не є суттєвим, оскiльки його границя в точцi 𝜀 = 0

дорiвнює 1. Прибравши цей множник i позначивши 𝜀/(1 − 𝜆𝜀) через 𝜀,
отримаємо добре визначену матричнозначну функцiю

𝑈̃𝜀 = 𝐵 + 𝜀(𝐴+ 𝜆𝐵), 𝜀 ∈ [0, 1],

що реалiзує ту саму контракцiю Салетана, що й 𝑈𝜀.
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1.4.1. Канонiчнi вигляди матриць контракцiй Салетана. Нехай
𝐸𝑚 — одинична 𝑚×𝑚-матриця, а 𝐽𝑚

𝜆 — жордановий 𝑚×𝑚-блок з вла-
сним значенням 𝜆.

Теорема 1.17. З точнiстю до замiни алгебр g та g0 на iзоморфнi,
будь-яку контракцiю Салетана g → g0 реалiзує матриця канонiчного
вигляду

𝐸𝑛0 ⊕ 𝐽𝑛1
𝜀 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠

𝜀 , (1.3)

або, еквiвалентно,

𝐸𝑛0 ⊕ 𝐽𝑛1
0 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠

0 + 𝜀𝐸𝑛,

де 𝑛0 + · · ·+ 𝑛𝑠 = 𝑛.

Доведення. Початок доведення наслiдує [105]. Оскiльки матриця контра-
кцiї 𝑈𝜀 лiнiйна по 𝜀, вона допускає представлення у виглядi

𝑈𝜀 = (1− 𝜀)𝑈0 + 𝜀𝑈1,

де 𝑈0 та 𝑈1 є значеннями 𝑈𝜀 при 𝜀 = 0 та 𝜀 = 1 вiдповiдно. Взявши алге-
бру g1 = (𝑉, 𝜇1) замiсть алгебри g в якостi початкової алгебри контракцiї,
отримаємо нову матрицю 𝑈1 = 𝐸𝑛. Обмежимо iнтервал для параметра 𝜀

до [0, 1/2] i виокремимо множник 1 − 𝜀, який можна прибрати завдяки
лемi 1.1, оскiльки його границя в точцi 𝜀 = 0 дорiвнює 1. Репараметри-
зуємо матрицю контракцiї, увiвши новий параметр 𝜀 = 𝜀/(1 − 𝜀), який
пробiгає iнтервал [0, 1], а тильду над 𝜀 надалi опускаємо. Отже, матриця
контракцiї набуває вигляду 𝑈0 + 𝜀𝐸𝑛, який отримано в [105].

Використаємо розклад Фiттiнга простору 𝑉 вiдносно оператора 𝑈0.
Бiльш детально, розкладемо простiр 𝑉 у пряму суму пiдпросторiв 𝑉0

i 𝑉1, тобто 𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉0, таким чином, щоб обмеження 𝑊0 оператора 𝑈0

на нульову компоненту Фiттiнга 𝑉0 було нiльпотентним, а його обмеже-
ння 𝑊1 на одиничну компоненту Фiттiнга 𝑉1 — невиродженим. Розклад
простору 𝑉 породжує розклад нового оператора 𝑈𝜀

𝑈𝜀 = 𝑈0 + 𝜀𝐸𝑛 = (𝑊1 + 𝜀𝐸𝑛0)⊕ (𝑊0 + 𝜀𝐸𝑛−𝑛0),
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де 𝑛0 = dim𝑉1 — розмiрнiсть одиничної компоненти Фiттiнга вiдносно
оператора 𝑈0.

Розглянемо матрицi

𝑈̂𝜀 = 𝐸𝑛0 ⊕ (𝑊0 + 𝜀𝐸𝑛−𝑛0) i 𝑈̌𝜀 = (𝑊1 + 𝜀𝐸𝑛0)⊕ 𝐸𝑛−𝑛0.

Зображення 𝑈𝜀 = 𝑈̂𝜀𝑈̌𝜀 задовольняє умови леми 1.1. Отже, згiдно з за-
уваженням 1.2 матриця 𝑈̂𝜀 є матрицею еквiвалентної контракцiї g1 → g̃0,
де оператор 𝑈̌−1

0 встановлює iзоморфiзм мiж алгебрами g̃0 = (𝑉, 𝜇0 · 𝑈̌−1
0 )

та g0.
Замiною базису пiдпростору 𝑉0 приведемо матрицю 𝑊0 до її жорда-

нової форми вигляду 𝐽𝑛1
0 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠

0 для деяких 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠 таких, що
𝑛1+ · · ·+𝑛𝑠 = dim𝑉0 = 𝑛−𝑛0. Тодi матриця 𝑊0+ 𝜀𝐸𝑛−𝑛0 приймає свою
жорданову форму 𝐽𝑛1

𝜀 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠
𝜀 , що еквiвалентно приведенню матрицi

контракцiї 𝑈̂𝜀 до першого канонiчного вигляду.
З огляду на лему 1.1 замiсть матрицi 𝑈̂𝜀 можемо розглядати матрицю

𝐸𝑛0 ⊕ 𝑊0 + 𝜀𝐸𝑛, яка вiдрiзняється вiд 𝑈̂𝜀 множенням справа на (1 +

𝜀)𝐸𝑛0 ⊕ 𝐸𝑛−𝑛0 з одиничною матрицею 𝐸𝑛 в якостi значення в граничнiй
точцi 𝜀 = 0. Тодi зазначена замiна базису 𝑉0 приводить матрицю лiнiйної
контракцiї 𝑈𝜀 до другого канонiчного вигляду.

Означення 1.18. Теорема 1.17 означає, що будь-яку контракцiю Са-
летана можна реалiзувати матрицею вигляду 𝐴𝑆𝜀𝐵, де 𝐴 i 𝐵 — сталi
невиродженi матрицi, а лiнiйна матричнозначна функцiя 𝑆𝜀 записана в
канонiчному виглядi (1.3). Тодi набiр (𝑛0;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠), в якому 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠

складають розбиття розмiрностi 𝑛 − 𝑛0 нульової компоненти Фiттiнга
вiдносно 𝑈0, а 𝑛0 ∈ {0, . . . , 𝑛}, назвемо сигнатурою цiєї контракцiї Са-
летана.

Сигнатура контракцiї Салетана мiстить розбиття 𝑛 − 𝑛0, а тому її
визначено з точнiстю до перестановок усiх її елементiв, окрiм першого.
Контракцiя Салетана з сигнатурою (𝑛) є невласною, тобто контрактова-
на алгебра iзоморфна вихiднiй, а тому для власної контракцiї Салетана
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завжди виконується умова 𝑛0 < 𝑛. Сигнатура Салетана (0; 1, . . . , 1) вiд-
повiдає тривiальнiй контракцiї до абелевої алгебри. Для кожної алгебри
Лi множину всiх її контракцiй Салетана можна розбити на пiдмножини,
що вiдповiдають рiзним сигнатурам Салетана. Це дає змогу поставити
задачу опису контракцiй Салетана з фiксованою сигнатурою. Широко
вiдомi контракцiї Iньоню–Вiгнера утворюють пiдклас контракцiй Сале-
тана з сигнатурами вигляду (𝑛0; 1, . . . , 1). Тому дослiдження контракцiй
Салетана включає як найпростiший випадок дослiдження контракцiй
Iньоню–Вiгнера. Контракцiї Iньоню–Вiгнера для три- та чотиривимiрних
алгебр Лi вичерпно прокласифiковано в [44] та [57] вiдповiдно. Контра-
кцiї Салетана з iншими сигнатурами не мають настiльки прямого зв’яз-
ку з алгебраїчною структурою початкової та контрактованої алгебр, як
контракцiї Iньоню–Вiгнера. Тому опис загальних контракцiй Салетана є
значно складнiшою задачею.

Необхiдною та достатньою умовою контракцiї алгебри g афiнною ма-
тричнозначною функцiєю 𝑈𝜀 є умова [105]

𝑈 2
0 [𝑥, 𝑦]

0 − 𝑈0[𝑈0𝑥, 𝑦]
0 − 𝑈0[𝑥, 𝑈0𝑦]

0 + [𝑈0𝑥, 𝑈0𝑦]
0 = 0 (1.4)

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.

Тут i надалi [·, ·]0 i [·, ·]1 позначають проекцiї дужки Лi [·, ·] на пiдпро-
стори 𝑉0 i 𝑉1 вiдповiдно, що в загальному випадку не є дужками Лi. Тодi
контрактовану дужку Лi визначено згiдно з

[𝑥, 𝑦]0 = 𝑊−1
1 [𝑈0𝑥, 𝑈0𝑦]

1 −𝑊0[𝑥, 𝑦]
0 + [𝑈0𝑥, 𝑦]

0 + [𝑥, 𝑈0𝑦]
0 (1.5)

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.

Використання канонiчного вигляду матрицi 𝑈𝜀 спрощує аналiз як не-
обхiдних, так i достатнiх умов i властивостей контрактованої дужки Лi.
Зокрема, у канонiчному виглядi 𝑊−1

1 = 𝐸𝑛−𝑛0. Наголосимо, що замi-
на базису базового простору без використання леми 1.1 може спростити
матрицю 𝑊1 лише до її жорданової форми.
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Зауваження 1.19. Нехай 𝑈0 — значення матрицi добре визначеної кон-
тракцiї Салетана алгебри Лi g при 𝜀 = 0. Тодi довiльний степiнь ма-
трицi 𝑈0 є значенням матрицi iншої добре визначеної контракцiї Сале-
тана алгебри g при 𝜀 = 0. Образ im𝑈0 матрицi 𝑈0 є пiдалгеброю алге-
бри g. Об’єднавши попереднi два твердження, отримаємо, що для кожно-
го 𝑚 = 0, 1, 2, . . . образ s𝑚 := im𝑈𝑚

0 матрицi 𝑈𝑚
0 також є пiдалгеброю

алгебри g, i s𝑚 = 𝑉1, якщо 𝑚 > 𝑚0 := max(𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) [105]. Iнакше
кажучи, матриця будь-якої контракцiї Салетана асоцiюється з прапором
пiдалгебр

s0 := g ⊃ s1 ⊃ s2 ⊃ · · · ⊃ s𝑚0
= 𝑉1.

Розмiрностi цих пiдалгебр повнiстю визначає сигнатура контракцiї:

dim s𝑚 = 𝑛− 𝑙1 − · · · − 𝑙𝑚, 𝑚 = 0, . . . ,𝑚0,

де

𝑙𝑚 := |{𝑛𝑖 | 𝑛𝑖 > 𝑚, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠}|.

Зокрема, dim s𝑚0
= 𝑛0. Наведене спiввiдношення встановлює необхiднi

умови узгодженостi алгебри Лi та сигнатури будь-якої її контракцiї Са-
летана.

Приклад 1.20. Розглянемо дiйсну тривимiрну ортогональну алгебру
so(3) з канонiчними комутацiйними спiввiдношеннями [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3,
[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒1] = 𝑒2. Алгебра so(3) не має двовимiрних пiдалгебр.
Отже, єдиною можливою сигнатурою власної контракцiї Салетана алге-
бри so(3) є (1; 1, 1). Перший канонiчнiй вигляд матрицi контракцiї з цiєю
сигнатурою має вигляд 𝐸1⊕𝐽1

𝜀 ⊕𝐽1
𝜀 i реалiзує єдину контракцiю Iньоню–

Вiгнера алгебри so(3), що дає евклiдову алгебру e(2) з ненульовими ко-
мутацiйними спiввiдношеннями [𝑒1, 𝑒3] = −𝑒2, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1. Це означає,
що iншу власну контракцiю алгебри so(3), яка дає алгебру Гейзенбер-
га h(1) з ненульовими комутацiйними спiввiдношеннями [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, не
можна реалiзувати контракцiєю Салетана, див. [105].



61

Приклад 1.21. На вiдмiну вiд тривимiрних алгебр Лi (див. при-
клад 2.5), iснують двi контракцiї чотиривимiрних дiйсних алгебр Лi, що
не є еквiвалентними узагальненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера (див. пiд-
роздiл 2.3.4):

2A2.1
𝑆1−→ A3.2 ⊕ A1, A4.10

𝑆2−→ A3.2 ⊕ A1.

Їх задають такi “недiагоналiзовнi” матрицi [80, Remark 10]:

𝑆1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

0 0 1 𝜀

𝜀 1 0 0

0 0 1 + 𝜀 𝜀

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 1 0

1 1 0 0

0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 𝜀 0 0

0 0 𝜀 1

0 0 0 𝜀

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑆2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜀 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 𝜀

0 0 𝜀 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 𝜀 0 0

0 0 𝜀 1

0 0 0 𝜀

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

(Тут матрицю 𝑆1 додатково оптимiзовано порiвняно з [80, Remark 10].)
Матрицi 𝑆1 та 𝑆2 мiстять лише нульовий та перший степенi параметра
контракцiї. Отже, вiдповiднi контракцiї є контракцiями Салетана. Си-
гнатура обох цих контракцiй — (1; 1, 2).

Для заданої алгебри Лi можна поставити задачу про знаходження на-
борiв невiд’ємних цiлих чисел, якi можуть бути сигнатурами контракцiй
Салетана цiєї алгебри. Як показано в зауваженнi 1.19, степеням грани-
чного значення матрицi Салетана вiдповiдає прапор пiдалгебр початко-
вої алгебри, а компоненти сигнатури можна виразити через розмiрностi
цих пiдалгебр. Це дає зв’язок мiж сигнатурами та структурою пiдалгебр
початкової алгебри. Водночас, наявнiсть прапора пiдалгебр не означає
iснування вiдповiдної йому контракцiї Салетана. Також треба врахува-
ти додатковi обмеження, що не мають явної алгебраїчної iнтерпретацiї.
Бiльше того, навiть якщо вiдповiдна контракцiя iснує, не вiдомо про-
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цедур побудови цiєї контракцiї за прапором пiдалгебр. Це суттєво вiд-
рiзняється вiд ситуацiї з контракцiями Iньоню–Вiгнера, оскiльки iснує
алгоритм побудови добре визначеної контракцiї Iньоню–Вiгнера за будь-
якою пiдалгеброю початкової алгебри. Дослiдження сигнатур контра-
кцiй Салетана подiбне до дослiдження сигнатур узагальнених контракцiй
Iньоню–Вiгнера [4, 47, 55, 101, 102], див. також наступний роздiл. Нагада-
ємо, що компоненти сигнатури узагальненої контракцiї Iньоню–Вiгнера
є дiагональними елементами дiагонального диференцiювання початкової
алгебри, але обернене твердження не вiрне.

1.4.2. Контракцiї Салетана з сигнатурою (0;𝑛). Є два рiзнi пiд-
ходи до вивчення контракцiй Салетана. Для фiксованої пари алгебр Лi
можна перевiрити, чи iснує контракцiя Салетана мiж цими алгебрами, а
потiм спробувати описати всi можливi контракцiї Салетана мiж ними. Iн-
ший пiдхiд полягає в описi всiх можливих контракцiй, якi можна реалiзу-
вати матрицями з певною сигнатурою. Недолiк другого пiдходу — необхi-
днiсть класифiкацiї алгебр Лi, що задовольняють специфiчнi обмеження.

У цьому пiдроздiлi розглянемо контракцiї з сигнатурою (0;𝑛). Вибiр
цiєї сигнатури накладає найсильнiшi обмеження на структуру початкової
алгебри Лi g порiвняно до iнших сигнатур Салетана, див. рiвняння (1.4).
Зокрема, алгебра g має мiстити прапор з 𝑛 ненульових пiдалгебр, i в
загальному випадку ця умова на g не є достатньою.1.1

Для сигнатури (0;𝑛) маємо 𝑉0 = 𝑉 , тому можемо покласти 𝑈0 = 𝐽𝑛
0 .

Тодi [·, ·]0 = [·, ·] й умова iснування контракцiї Салетана (1.4) набуває
вигляду

[𝑈0𝑥, 𝑈0𝑦]− 𝑈0[𝑈0𝑥, 𝑦] = 𝑈0([𝑥, 𝑈0𝑦]− 𝑈0[𝑥, 𝑦]) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉

або еквiвалентного вигляду

[[ad𝑈0𝑥, 𝑈0]] = 𝑈0[[ad𝑥, 𝑈0]] ∀𝑥 ∈ 𝑉.

1.1Ситуацiя зовсiм iнакша для контракцiй Iньоню–Вiгнера, при яких iснує взаємнооднозначна вiд-
повiднiсть з власними пiдалгебрами алгебри g.
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Тут i надалi [[𝐴,𝐵]] позначає комутатор операторiв 𝐴 i 𝐵,

[[𝐴,𝐵]] := 𝐴𝐵 −𝐵𝐴.

Записуючи цю умову для елементiв базису, у якому 𝑈0 = 𝐽𝑛
0 , отримаємо

[[ad𝑒𝑖, 𝑈0]] = 𝑈0[[ad𝑒𝑖+1
, 𝑈0]] = · · · = 𝑈𝑛−𝑖

0 [[ad𝑒𝑛, 𝑈0]],

тобто

[[ad𝑒𝑖, 𝑈0]] = 𝑈𝑛−𝑖
0 [[𝐴,𝑈0]], (1.6)

де 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) := ad𝑒𝑛. Для кожного 𝑖, рiвняння (1.6) можна розглядати як
неоднорiдне лiнiйне матричне рiвняння вiдносно матрицi ad𝑒𝑖. Частковим
розв’язком цього рiвняння є матриця 𝑈𝑛−𝑖

0 𝐴, оскiльки

[[𝑈𝑘
0𝐴,𝑈0]] = 𝑈𝑘

0𝐴𝑈0 − 𝑈𝑘+1
0 𝐴 = 𝑈𝑘

0 [[𝐴,𝑈0]].

Простiр розв’язкiв вiдповiдного однорiдного рiвняння [[ad𝑒𝑖, 𝑈0]] = 0 збi-
гається з простором матриць, що комутують з 𝑈0. Цей простiр породжу-
ють степенi матрицi 𝑈0, оскiльки вона складається з одного жорданового
блока. Отже, загальним розв’язком системи (1.6) є

ad𝑒𝑖 = 𝑈𝑛−𝑖
0 𝐴+ 𝑏𝑖𝑗𝑈

𝑛−𝑗
0

з параметрами 𝑏𝑖𝑗, де 𝑏𝑛𝑗 = 0, оскiльки ad𝑒𝑛 = 𝐴 за означенням, i 𝑎𝑖𝑛 = 0,
оскiльки 𝐴𝑒𝑛 = [𝑒𝑛, 𝑒𝑛] = 0. Нагадаємо, що за повтореними iндексами
вiдбувається пiдсумовування. Дужка Лi є кососиметричною, а тому

[𝑒𝑖, 𝑒𝑛] + [𝑒𝑛, 𝑒𝑖] = ad𝑒𝑖𝑒𝑛 + ad𝑒𝑛𝑒𝑖 = 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑗 + 𝑎𝑗𝑖𝑒𝑗 = 0,

тобто 𝑏𝑖𝑗+𝑎𝑗𝑖 = 0. Iнакше кажучи, комутацiйнi спiввiдношення алгебри g

мають вигляд

[𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = ad𝑒𝑖𝑒𝑗 = 𝑈𝑛−𝑖
0 𝐴𝑒𝑗 − 𝑎𝑘𝑖𝑈

𝑛−𝑘
0 𝑒𝑗 = 𝑎𝑘𝑗𝑒𝑘+𝑖−𝑛 − 𝑎𝑘𝑖𝑒𝑘+𝑗−𝑛

= (𝑎𝑝+𝑛−𝑖,𝑗 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑗,𝑖)𝑒𝑝. (1.7)

Тут i надалi, об’єкти з iндексом поза iнтервалом {1, . . . , 𝑛} вважаємо
рiвними нулю, а iндекси 𝑝, 𝑞 як i 𝑖, 𝑗, 𝑘 пробiгають значення вiд 1 до 𝑛.
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Отже, згiдно з (1.4.2) властивiсть кососиметричностi дужки Лi очеви-
дно виконується для довiльної пари елементiв алгебри g. Зазначимо, що
кiлькiсть необхiдних параметрiв у комутацiйних спiввiдношеннях (1.4.2)
не перевищує 𝑛(𝑛 − 1). Тотожнiсть Якобi додає обмеження у виглядi
системи квадратичних рiвнянь вiдносно елементiв матрицi 𝐴:

(𝑎𝑝+𝑛−𝑖,𝑗 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑗,𝑖)(𝑎𝑞+𝑛−𝑘,𝑝 − 𝑎𝑞+𝑛−𝑝,𝑘)

+ (𝑎𝑝+𝑛−𝑗,𝑘 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑘,𝑗)(𝑎𝑞+𝑛−𝑖,𝑝 − 𝑎𝑞+𝑛−𝑝,𝑖)

+ (𝑎𝑝+𝑛−𝑘,𝑖 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑖,𝑘)(𝑎𝑞+𝑛−𝑗,𝑝 − 𝑎𝑞+𝑛−𝑝,𝑗) = 0.

Нажаль, цю систему не вдалося розв’язати для довiльної розмiрностi
базового простору.

Контрактовану дужку Лi визначає умова

[𝑥, 𝑦]0 = [𝑈0𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑈0𝑦]− 𝑈0[𝑥, 𝑦] ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.

Отже, комутацiйнi спiввiдношення контрактованої алгебри g0 мають ви-
гляд

[𝑒𝑖, 𝑒𝑗]0 = [𝑒𝑖−1, 𝑒𝑗] + [𝑒𝑖, 𝑒𝑗−1]− 𝑈0[𝑒𝑖, 𝑒𝑗]

= (𝑎𝑝+𝑛−𝑖+1,𝑗 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑗,𝑖−1)𝑒𝑝 + (𝑎𝑝+𝑛−𝑖,𝑗−1 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑗+1,𝑖)𝑒𝑝

− (𝑎𝑝+𝑛−𝑖,𝑗 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑗,𝑖)𝑒𝑝−1

= (𝑎𝑝+𝑛−𝑖,𝑗−1 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑗,𝑖−1)𝑒𝑝.

Зокрема,

[𝑒𝑛, 𝑒𝑗]0 = (𝑎𝑝,𝑗−1 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑗,𝑛−1)𝑒𝑝.

Розглянемо матрицю 𝐴0 = (𝑎0,𝑖𝑗), де 𝑎0,𝑖𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗−1 − 𝑎𝑖+𝑛−𝑗,𝑛−1. У термi-
нах 𝐴 та 𝐽𝑛

0 отримаємо представлення

𝐴0 = 𝐴𝐽𝑛
0 −

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑛−𝑖,𝑛−1(𝐽
𝑛
0 )

𝑖.

Простiше кажучи, матрицю 𝐴0 отримано з матрицi 𝐴 пересуванням стов-
пчикiв матрицi 𝐴 направо, заповненням першого стовпчика нулями та
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вiднiманням певної лiнiйної комбiнацiї степенiв матрицi 𝐽𝑛
0 , що дає нулi

в останньому стовпчику матрицi 𝐴0. Структуру алгебри g0 визначено в
термiнах матрицi 𝐴0 так само, як i структуру алгебри g визначено в тер-
мiнах матрицi 𝐴, оскiльки 𝑎𝑝+𝑛−𝑖,𝑗−1 − 𝑎𝑝+𝑛−𝑗,𝑖−1 = 𝑎0,𝑝+𝑛−𝑖,𝑗 − 𝑎0,𝑝+𝑛−𝑗,𝑖.
Цей результат перекликається з лемою 3 [105]. Дiйсно, оскiльки алге-
бру g0 можна контрактувати тiєю самою матрицею 𝑈 = 𝐽𝑛

𝜀 , її структурнi
сталi задовольняють тим самим обмеженням, накладеним умовою iсну-
вання контракцiї Салетана (1.4). З леми 3 з [105] також випливає, що 𝑛

iтерацiй цiєї контракцiї призводять до абелевої алгебри.
Вивчимо вичерпно випадок 𝑛 = 3. Тодi суттєвими є три спiввiдно-

шення серед комутацiйних спiввiдношень (1.4.2) i тотожнiсть Якобi для
набору (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3):

[𝑒3, 𝑒1] = 𝑎𝑝1𝑒𝑝,

[𝑒3, 𝑒2] = 𝑎𝑝2𝑒𝑝,

[𝑒1, 𝑒2] = (𝑎32 − 𝑎21)𝑒1 − 𝑎31𝑒2,

[𝑒1, [𝑒2, 𝑒3]] + [𝑒2, [𝑒3, 𝑒1]] + [𝑒3, [𝑒1, 𝑒2]] = 0.

Зберемо коефiцiєнти базисних елементiв у розкладi тотожностi Якобi
та проведемо певнi спрощення. У результатi отримаємо таку систему
рiвнянь на елементи матрицi 𝐴:

𝑎31𝑎21 = 0, 𝑎31𝑎12 = 0, 𝑎31(𝑎11 − 𝑎22) = 0,

𝑎21(2𝑎32 − 𝑎21) = 0, 𝑎32(𝑎11 − 𝑎22) + 𝑎12𝑎22 = 0. (1.8)

Наслiдком цiєї системи є тотожнiсть 𝑎21(𝑎11 + 𝑎22) = 0.
Для спрощення вигляду матрицi 𝐴 перейдемо до алгебри, iзоморфної

алгебрi g, що еквiвалентно замiнi базису базового простору. З огляду на
поставлену задачу, допускаються лише такi замiни базису, матрицi яких
комутують з матрицею 𝑈0 = 𝐽𝑛

0 . Отже, кожна з таких матриць — лiнiйна
комбiнацiя степенiв матрицi 𝑈0,

𝑆 = 𝛾(𝐸 + 𝛼𝑈0 + 𝛽𝑈 2
0 ),
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де 𝛼, 𝛽 i 𝛾 — довiльнi сталi, 𝛾 ̸= 0, а 𝐸 позначає одиничну 3×3-матрицю.
Обернена до 𝑆 матриця має вигляд

𝑆−1 = 𝛾−1(𝐸 − 𝛼𝑈0 + (𝛼2 − 𝛽)𝑈 2
0 ).

Вирази для елементiв перетвореної матрицi 𝐴 вiдповiдають виразам для
перетворених дужок Лi [𝑒3, 𝑒1]∼ i [𝑒3, 𝑒2]∼. Отримуємо

[𝑒3, 𝑒1]
∼ = 𝑆−1[𝑆𝑒3, 𝑆𝑒1] = 𝛾(𝑎11 − 𝛼𝑎32 − 𝛽𝑎31)𝑒1 + 𝛾𝑎21𝑒2 + 𝛾𝑎31𝑒3,

[𝑒3, 𝑒2]
∼ = 𝑆−1[𝑆𝑒3, 𝑆𝑒2] = 𝛾(𝑎12 + 𝛼(𝑎11 − 𝑎22)− 𝛽𝑎21)𝑒1

+ 𝛾(𝑎22 + 𝛼(𝑎21 − 𝑎32)− 𝛽𝑎31)𝑒2 + 𝛾(𝑎32 + 𝛼𝑎31)𝑒3,

тобто

𝑎̃11 = 𝛾(𝑎11 − 𝛼𝑎32 − 𝛽𝑎31), 𝑎̃12 = 𝛾(𝑎12 + 𝛼(𝑎11 − 𝑎22)− 𝛽𝑎21),

𝑎̃21 = 𝛾𝑎21, 𝑎̃22 = 𝛾(𝑎22 + 𝛼(𝑎21 − 𝑎32)− 𝛽𝑎31),

𝑎̃31 = 𝛾𝑎31, 𝑎̃32 = 𝛾(𝑎32 + 𝛼𝑎31).

Контрактовану алгебру g0 визначають комутацiйнi спiввiдношення

[𝑒3, 𝑒1]0 = −𝑎32𝑒1,

[𝑒3, 𝑒2]0 = (𝑎11 − 𝑎22)𝑒1 + (𝑎21 − 𝑎32)𝑒2 + 𝑎31𝑒3,

[𝑒1, 𝑒2]0 = 𝑎31𝑒1.

Вивчимо всi можливi розв’язки системи (1.8) з точнiстю до допусти-
мих замiн базису.

За умови 𝑎31 ̸= 0 з системи (1.8) випливає, що

𝑎21 = 𝑎12 = 0, 𝑎11 = 𝑎22.

Виберемо значення параметрiв 𝛼, 𝛽 i 𝛾 у замiнi базису так, щоб 𝑎32 = 0,
𝑎11 = 𝑎22 = 0 i 𝑎31 = −1. Тодi комутацiйнi спiввiдношення алгебри g

набувають вигляду [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3 i [𝑒2, 𝑒3] = 0. Отже, базиснi
елементи 𝑒2 i 𝑒3 породжують максимальний абелевий iдеал алгебри g, а
елемент 𝑒1 дiє на цьому iдеалi як тотожнiй оператор, тобто алгебра g —
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майже абелева алгебра, асоцiйована з тотожнiм оператором. У класифi-
кацiї Мубаракзянова тривимiрних алгебр [7] її позначено A3.3. На вiд-
мiну вiд прикладу 1.20, надалi використовуємо позначення Мубаракзя-
нова.1.2 Контрактовану алгебру g0 задають комутацiйнi спiввiдношення
[𝑒3, 𝑒1]0 = 0, [𝑒2, 𝑒3]0 = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒1]0 = 𝑒1. Отже, ця алгебра iзоморфна по-
чатковiй алгебрi g. Iзоморфiзм визначено через перестановку базисних
елементiв. Це означає, що контракцiя невласна.

Припустимо, що 𝑎31 = 0 i 𝑎21 ̸= 0. Розв’язуючи систему (1.8), отри-
маємо

𝑎32 =
1
2𝑎21, 𝑎21 = −𝑎11, 𝑎22 = −𝑎11, (𝑎21 − 𝑎12)𝑎11 = 0.

Сталi 𝑎11, 𝑎22, 𝑎12 i 𝑎21 можна покласти рiвними 0, 0, 0 i −2 вiдповiдно,
провiвши замiну базису з вiдповiдною матрицею 𝑆. У результатi отрима-
ємо канонiчнi комутацiйнi спiввiдношення алгебри sl(2,R): [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1,
[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2. Контрактована алгебра g0 iзоморфна ал-
гебрi A3.3, що очевидно з її комутацiйних спiввiдношень [𝑒1, 𝑒2]0 = 0,
[𝑒2, 𝑒3]0 = 𝑒2, [𝑒1, 𝑒3]0 = 𝑒1.

У випадку 𝑎31 = 𝑎21 = 0, 𝑎32 ̸= 0 система (1.8) зводиться до єдиного
рiвняння

𝑎32(𝑎11 − 𝑎22) + 𝑎12𝑎22 = 0.

Проведемо допустиму замiну базису з такими значеннями параме-
трiв 𝛼 i 𝛾 матрицi замiни 𝑆, щоб 𝑎22 = 0, а 𝑎32 = −1. Тодi з рiвняння
випливає, що 𝑎11 = 0. Комутацiйнi спiввiдношення алгебри g набувають
вигляду

[𝑒1, 𝑒3] = 0, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3 − 𝑎12𝑒1, [𝑒2, 𝑒1] = 𝑒1,

тобто g є майже абелевою алгеброю, асоцiйованою з матрицею(︃
1 −𝑎12

0 1

)︃
.

1.2Класичнi алгебри Лi h(1), e(2), sl(2,R) i so(3) позначенi Мубаракзяновим як A3.1, A0
3.5, A3.6 i

A3.7 вiдповiдно.
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Контрактована алгебра має тi самi комутацiйнi спiввiдношення, що й у
попередньому випадку: g0 ∼ A3.3. Якщо 𝑎12 = 0, то контракцiя g → g0

невласна, оскiльки g ∼ A3.3. Для випадку 𝑎12 ̸= 0 контракцiя еквiвален-
тна опаданню одиницi1.3 у матрицi, асоцiйованої з алгеброю g ∼ A3.2, а
отримана матриця визначає алгебру g0 ∼ A3.3.

Останнiй випадок вiдповiдає значенням 𝑎31 = 𝑎21 = 𝑎32 = 0. Єдине
рiвняння, що залишається в системi (1.8), набуває вигляду 𝑎12𝑎22 = 0.
Комутацiйними спiввiдношеннями початкової та контрактованої алгебри
є вiдповiдно

[𝑒3, 𝑒1] = 𝑎11𝑒1, [𝑒3, 𝑒1]0 = 0,

[𝑒3, 𝑒2] = 𝑎12𝑒1 + 𝑎22𝑒2, [𝑒3, 𝑒2]0 = (𝑎11 − 𝑎22)𝑒1,

[𝑒1, 𝑒2] = 0, [𝑒1, 𝑒2]0 = 0.

Розглянемо випадки в залежностi вiд значень решти параметрiв. Якщо
𝑎11 ̸= 𝑎22, то вибором значення 𝛼 у матрицi перетворення 𝑆 можна покла-
сти 𝑎12 = 0. Параметр 𝛽 тут не суттєвий, i його можна покласти рiвним
нулю. Параметр 𝛾 можна використати для масштабування ненульової лi-
нiйної комбiнацiї 𝑎11 i 𝑎22 (наприклад, 𝑎11 − 𝑎22) до одиницi. У пiдсумку
отримаємо контракцiю майже абелевої алгебри g = A3.4, асоцiйовану з
дiагональною (але не пропорцiйну одиничнiй) матрицею, до тривимiрної
алгебри Гейзенберга h(1) = A3.1. Якщо 𝑎11 = 𝑎22, то контрактована ал-
гебра абелева, тобто отримаємо тривiальну контракцiю майже абелевої
алгебри Лi (однiєї з A3.1, A3.2, A3.3 чи 3A1, залежно вiд значень 𝑎11 = 𝑎22

та 𝑎12).

Твердження 1.22. Контракцiї Салетана з сигнатурою (0; 3) реалiзу-
ють лише такi контракцiї мiж тривимiрними алгебрами Лi: власнi
контракцiї sl(2,R) → A3.3, A3.2 → A3.3, A3.4 → A3.1, i A2.1 ⊕ A1 → A3.3,
тривiальнi контракцiї алгебр A3.1, A3.2 i A3.3 до абелевої алгебри 3A1, а
також невласнi контракцiї A3.3 → A3.3 i 3A1 → 3A1.

1.3Для випадку жорданових блокiв 2 × 2, єдиним можливим опаданням одиницi є замiна 1 на
позицiї (1, 2) на 0.
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1.5. Висновки

Проблеми, зiбранi в роздiлi 1, стосуються взаємозв’язку пiдалгебраїчної
структури i контракцiй (скiнченновимiрних) алгебр Лi, необхiдностi ви-
користання необмежених матричнозначних функцiй або послiдовностей
для реалiзацiї контракцiй алгебр Лi, а також спецiальних — афiнних за
параметром — матриць контракцiй, якi реалiзують так званi контракцiї
Салетана.

Пiсля наведення у пiдроздiлi 1.1 необхiдних означень i тверджень що-
до контракцiй алгебр Лi, у пiдроздiлi 1.2 доведено теорему, що описує
поведiнку прапорiв пiдалгебр при контракцiях алгебр Лi та яку можна
розглядати як набiр нових критерiїв неiснування контракцiй. Отрима-
но також ослаблений аналог цiєї теореми для прапорiв пiдпросторiв. За
її допомогою показано неiснування контракцiй для низки пар шестиви-
мiрних нiльпотентних дiйсних алгебрi Лi, для яких не працюють ранiше
вiдомi критерiї.

У пiдроздiлi 1.3 показано, що в кожнiй розмiрностi не меншiй нiж
п’ять iснує контракцiя мiж розв’язними алгебрами Лi, яку можна реалi-
зувати лише матрицями, евклiдова норма яких прямує до нескiнченностi
при граничному значеннi параметра контракцiї. Отже, розмiрнiсть п’ять
є найнижчою розмiрнiстю, в якiй мiж алгебрами Лi iснує контракцiя
вказаного вигляду.

Ще не зрозумiло, якi властивостi зумовлюють феномен необхiдно не-
обмежених матриць контракцiї, якого немає в нижчих розмiрностях. Мо-
жна лише зазначити, що у випадку 𝑛 = 5 контракцiя a → a0 є прямою,
тобто не iснує алгебри ã0 такої, що a → ã0 та ã0 → a0 є добре визначени-
ми власними контракцiями. Це випливає з того факту, що алгебри ди-
ференцiювань алгебр a та a0 мають розмiрностi шiсть i сiм вiдповiдно, а
кожна власна контракцiя збiльшує розмiрнiсть алгебри диференцiювань.
Оскiльки цей приклад є першим у лiтературi, не зрозумiло наскiльки по-
ширеними є контракцiї з необхiдно необмеженими матрицями. Водночас
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немає причин вважати наведений приклад унiкальним, i можна очiку-
вати, що кiлькiсть таких контракцiй зростає зi зростанням розмiрностi
алгебр Лi.

У цьому контекстi можна запропонувати таку задачу. Чи iснує для
узагальненої контракцiї Iньоню–Вiгнера (див. роздiл 2), що необхiдно
залучає вiд’ємнi степенi параметра контракцiї, її реалiзацiя обмеженою
матричнозначною функцiєю iншого типу?

Основним результатом пiдроздiлу 1.4 є теорема 1.17, що описує кано-
нiчний вигляд контракцiй Салетана. Доведення iснування канонiчного
вигляду для кожної контракцiї Салетана дає конкретний скiнчений на-
бiр невiд’ємних цiлих чисел, що вiдповiдає цiй контракцiї, та який при-
родно назвати її сигнатурою. Сигнатура контракцiї Салетана повнiстю
визначає її канонiчний вигляд.

Введення поняття сигнатури дає можливiсть поставити декiлька цi-
кавих задач, пов’язаних з контракцiями Салетана. Поняття сигнатури
Салетана разом з умовами (1.4) i (1.5) також може слугувати основою
алгоритму для вичерпної класифiкацiї контракцiй Салетана, принаймнi
у випадку низьких розмiрностей. Цей алгоритм має схожi риси з алгори-
тмом для побудови чи доведення неiснування узагальнених контракцiй
Iньоню–Вiгнера, який запропоновано у пiдроздiлi 2.2.

Вiдомо [41, 80, 102, 114], що всi контракцiї мiж тривимiрними ком-
плексними (вiдповiдно дiйсними) алгебрами Лi (за виключенням єдиної
контракцiї so(3) → h(1) у дiйсному випадку) можна реалiзувати про-
стими контракцiями Iньоню–Вiгнера. Контракцiю so(3) → h(1) можна
реалiзувати узагальненою контракцiєю Iньоню–Вiгнера, але не контра-
кцiєю Салетана, див. приклади 1.20 та 2.5.

У розмiрностi чотири кiлькiсть контракцiй, якi не можна реалiзу-
вати простими контракцiями Iньоню–Вiгнера, суттєво зростає. Бiльше
того, iснує одна (вiдповiдно двi) контракцiї мiж чотиривимiрними ком-
плексними (вiдповiдно дiйсними) алгебрами Лi, якi не можна реалiзу-
вати узагальненими контракцiями Iньоню–Вiгнера, див. пiдроздiл 2.3.1.
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Отже, питання реалiзацiї цих контракцiй контракцiями Салетана є най-
бiльш цiкавим для контракцiй Салетана мiж чотиривимiрними алгебра-
ми Лi. Тому цi реалiзацiї, вперше виконанi в [80, Remark 10], розглянуто
й оптимiзовано у прикладi 1.21, що є однiєю з передумов формулювання
теореми 2.10.
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Роздiл 2

Узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера

Звичайнi та узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера (або, скорочено, IВ-
контракцiї) широко використовують для реалiзацiї контракцiй мiж алге-
брами Лi. Саме поняття контракцiй з’явилося пiсля вiдкриття Е. Iньоню
та Ю.П. Вiгнером цього, названого на їх честь, класу контракцiй [60, 61].
Важливий у фiзицi граничний перехiд вiд алгебри Пуанкаре до алге-
бри Галiлея, який є алгебраїчним проявом граничного переходу вiд ре-
лятивiстської до класичної механiки можна реалiзувати звичайною IВ-
контракцiєю. Контракцiї вiд алгебр Гейзенберга до абелевої алгебри такої
самої розмiрностi, що лежать в основi граничного переходу вiд квантової
до класичної механiки, є тривiальними IВ-контракцiями: будь-яку алге-
бру Лi можна контрактувати до абелевої алгебри такої самої розмiрностi
за допомогою звичайної IВ-контракцiї, що вiдповiдає нульовiй пiдалгебрi.

Назву “узагальнена контракцiя Iньоню–Вiгнера” вперше використа-
но в [55] для так званих 𝑝-контракцiй, введених Х.Д. Дьобнером та
О. Мельсхаймером [47]. Узагальнюючи контракцiї Iньоню–Вiгнера, цi ав-
тори вивчали контракцiї, матрицi яких можна дiагоналiзувати замiною
базисiв початкової та контрактованої алгебр, перетворюючи дiагональ-
нi елементи на степенi параметра контракцiї з дiйсними показниками.
В алгебраїчнiй лiтературi схожi контракцiї з цiлими степенями параме-
тра називають виродженнями за однопараметричними пiдгрупами [54],
див. також [36, 37, 39]. Поняття виродження алгебр Лi розширює поня-
ття контракцiй на випадок довiльного алгебраїчно замкненого поля й
визначається в термiнах замикання орбiт вiдносно топологiї Зарiського.
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Зазначимо, що параметризована сiм’я матриць, яка реалiзує “вироджен-
ня за однопараметричною пiдгрупою” є однопараметричною матричною
групою лише при правильному виборi базисiв у вiдповiдних початковiй
i контрактованiй алгебрах, тому цей термiн не є вдалим.

Означення узагальнених IВ-контракцiй та їхнi основнi властивостi на-
ведено в пiдроздiлi 2.1. Там само доведено теорему про достатнiсть ви-
користання в узагальнених IВ-контракцiях цiлочислових сигнатур. На
основi цього в пiдроздiлi 2.2 запропоновано метод, що дає змогу будува-
ти узагальнену IВ-контракцiю, якщо вона iснує, або доводити, що кон-
тракцiю не можна реалiзувати як узагальнену IВ-контракцiю. Цей метод
лежить в основi покрокового алгоритму, який можна реалiзувати в паке-
тах символьних обчислень. Ефективнiсть алгоритму продемонстровано
в прикладi 2.5 через оптимiзацiю добре вiдомого опису контракцiй три-
вимiрних дiйсних алгебр Лi; див. також пiдроздiл 2.3.4 щодо аналогiчної
оптимiзацiї для розмiрностi чотири.

Усi неперервнi контракцiї, що виникали у фiзичних застосуваннях,
можна реалiзувати як узагальненi IВ-контракцiї. В [114] було зроблено
припущення, що будь-яка контракцiя еквiвалентна узагальненiй IВ-кон-
тракцiї. Як показано у [80], спроба його доведення в [115] була хибною.
Очевидними контрприкладами [82] до цього припущення є контракцiї до
характеристично нiльпотентних алгебр Лi, побудованi Д. Бурде [36, 37].
Дiйсно, кожна власна узагальнена IВ-контракцiя породжує власне гра-
дуювання на контрактованiй алгебрi. Можна встановити бiєкцiю мiж
власними груповими градуюваннями алгебри Лi та її ненульовими дiаго-
налiзовними диференцiюваннями. Кожна характеристично нiльпотентна
алгебра Лi допускає лише нiльпотентнi диференцiювання, а тому не має
ненульових дiагоналiзовних диференцiювань i власних градуювань. От-
же, будь-яку контракцiю до характеристично нiльпотентної алгебри Лi
не можна реалiзувати узагальненою IВ-контракцiєю. Оскiльки наймен-
ша розмiрнiсть, у якiй iснують характеристично нiльпотентнi алгебри Лi,
дорiвнює семи, приклади Д. Бурде не стосуються нижчих розмiрностей.
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Доводити неiснування узагальнених IВ-контракцiй до алгебр Лi, якi
не є характеристично нiльпотентними, значно складнiше, оскiльки такi
алгебри допускають власнi градуювання, а зазначене неiснування пов’я-
зане з несумiснiстю фiльтрацiй початкової алгебри та градуювань кон-
трактованої алгебри. Такого роду приклади неунiверсальностi узагальне-
них IВ-контракцiй вперше отримано в [102] для чотиривимiрних алгебр
Лi, див. пiдроздiл 2.3.1.2.1 Тобто навiть у випадку, коли контрактована
алгебра допускає рiзноманiтнi власнi градуювання, контракцiя може не
допускати реалiзацiєю узагальненою IВ-контракцiєю. У [102] доведено,
що мiж чотиривимiрними алгебрами Лi над полем дiйсних (вiдповiдно
комплексних) чисел iснує двi (вiдповiдно одна) добре визначенi контра-
кцiї, якi не можна реалiзувати узагальненими IВ-контракцiями. Iншi кон-
тракцiї чотиривимiрних алгебр Лi реалiзовано в [10, 41, 80, 102] узагаль-
неними IВ-контракцiями з використанням цiлих невiд’ємних степенiв па-
раметра контракцiї не бiльших за три. Об’єднання зазначених результа-
тiв у пiдроздiлi 2.3 дає повний опис узагальнених IВ-контракцiй у розмiр-
ностi чотири. На додачу, використання алгоритму з пiдроздiлу 2.2 дало
змогу ефективно побудувати простiшi матрицi контракцiй, нiж знайденi
в [10, 41, 80], а також виправити низку неточностей у цих роботах. Анало-
гiчнi задачi для розмiрностей п’ять та шiсть не розв’язано до цього часу.

Розглядаючи замкненi вiдносно контракцiй класи алгебр Лi або на-
кладаючи обмеження на структуру матриць контракцiй, природно поста-
вити задачу часткової унiверсальностi узагальнених IВ-контракцiй для
таких спецiальних класiв контракцiй. Зокрема, узагальненi IВ-контракцiї
нiльпотентних алгебр Лi до розмiрностi шiсть включно вивчено в [38].
Аналогiчно можна поставити задачу щодо узагальнених IВ-контракцiй у
класi майже абелевих алгебр Лi, оскiльки цей клас також замкнений вiд-
носно контракцiй. Поняття дiагональної контракцiї є розширенням по-

2.1Твердження з бiльш ранньої статтi [39] про неможливiсть реалiзацiї контракцiї мiж певними
чотиривимiрними комплексними алгебрами Лi (2g2.1 i g4.1 у позначеннях, введених на початку
пiдроздiлу 2.3) узагальненою IВ-контракцiєю є невiрним з огляду на побудову таких реалiзацiй у
явному виглядi в [41, 102]; див. пiдроздiл 2.3.2.
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няття узагальненої IВ-контракцiї. А саме, змiнна частина дiагональної
контракцiї також дiагональна, але може залежати вiд параметра кон-
тракцiї довiльним чином, а не лише складатись зi степенiв параметра
контракцiї. Водночас у пiдроздiлi 2.4 показано, що кожна дiагональна
контракцiя еквiвалентна узагальненiй IВ-контракцiї.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтях [91, 101, 102] i тезах
конференцiй [15, 88, 90, 94, 98].

2.1. Означення та основнi властивостi

Узагальнену контракцiю Iньоню–Вiгнера можна розглядати як резуль-
тат параметризованого масштабування базисних елементiв спецiальним
чином вибраних базисiв початкової та контрактованої алгебр. Це мас-
штабування має бути виродженим при граничному переходi вiдносно па-
раметра контракцiї.

Означення 2.1. Контракцiю 𝒞 алгебри g до g0 (над полем C або R)
називають узагальненою контракцiєю Iньоню–Вiгнера (або, скорочено,
узагальненою IВ-контракцiєю), якщо її матрицю 𝑈𝜀 можна представити
у виглядi

𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃, (2.1)

де матрицi 𝐴 i 𝑃 невиродженi i сталi (тобто не залежать вiд параметра 𝜀),
а 𝑊𝜀 = diag(𝜀𝛼1, . . . , 𝜀𝛼𝑛) для деяких 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ R.

Набiр з 𝑛 показникiв (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) називають сигнатурою узагальненої
IВ-контракцiї g → g0. Простим IВ-контракцiям вiдповiдають сигнатури,
складенi з нулiв i одиниць. Оскiльки репараметризацiя 𝜀 = 𝜀𝛽, де 𝛽 > 0,
призводить до сильно еквiвалентної вихiднiй узагальненої IВ-контракцiї,
сигнатура контракцiї 𝒞 визначена з точнiстю до додатного множника.
Сигнатура повинна мати ненульову компоненту, оскiльки iнакше алге-
бри g та g0 iзоморфнi, тобто контракцiя 𝒞 невласна. Також сигнату-
ру визначено з точнiстю до перестановок її компонент. Цi перестановки
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породжено перестановками образiв базисних елементiв вихiдної алгебри
при дiї оператора 𝐴.

Наступне твердження тривалий час було лише припущенням (див.,
наприклад, [115]).

Теорема 2.2. Будь-яка узагальнена IВ-контракцiя (слабо) еквiвален-
тна узагальненiй IВ-контракцiї з цiлочисловою сигнатурою (i такими
самими сталими матрицями).

Доведення. Нехай контракцiя g → g0 має матрицю 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , де 𝐴 i
𝑃 — сталi невиродженi матрицi, а 𝑊𝜀 = diag(𝜀𝛼1, . . . , 𝜀𝛼𝑛) для деяких
𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ R𝑛. Введемо позначення

ℰ = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) | 𝑐𝑘𝑖𝑗 ̸= 0, 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 = 𝛼𝑘},

𝒩 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) | 𝑐𝑘𝑖𝑗 ̸= 0, 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 > 𝛼𝑘}.

Можна припустити, що 𝒩 ≠ ∅, оскiльки iнакше контракцiя g → g0

невласна, а отже еквiвалентна узагальненiй IВ-контракцiї з нульовою
сигнатурою. Система 𝑆 рiвнянь 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 = 𝑥𝑘, де (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ , та нерiв-
ностей 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 > 𝑥𝑘, де (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝒩 , для 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 сумiсна,
оскiльки 𝑥 = 𝛼 — її розв’язок. Якщо змiннi 𝑥 задовольняють систему 𝑆,
то 𝜆𝑥 є розв’язком 𝑆 для будь-якого додатного дiйсного 𝜆. Тому множи-
на розв’язкiв системи 𝑆 має вигляд непорожнього конуса в просторi R𝑛.
Виразимо максимальну пiдмножину змiнних 𝑥 через iншi 𝑥, використо-
вуючи рiвняння 𝑥𝑖+𝑥𝑗 = 𝑥𝑘, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ . Нехай 𝐼 (вiдповiдно 𝐼) — набiр
iндексiв залежних (вiдповiдно незалежних) серед змiнних 𝑥; набiр 𝐼 до-
повнює набiр 𝐼 в наборi {1, . . . , 𝑛}. Вирази для 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, лiнiйнi вiдносно
𝑥𝑗, 𝑗 ∈ 𝐼, i мають рацiональнi коефiцiєнти. Пiсля пiдстановки цих вира-
зiв у нерiвностi 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 > 𝑥𝑘, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝒩 , отримаємо систему 𝑆 ′ строгих
нерiвностей для 𝑥𝑗, 𝑗 ∈ 𝐼, що визначає непустий конус у просторi R|𝐼|.
Цей конус обов’язково мiстить точки з рацiональними координатами. Це
означає, що система 𝑆 має рацiональнi розв’язки. Отже, вона має також
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цiлi розв’язки. Будь-який розв’язок системи 𝑆 є сигнатурою добре ви-
значеної узагальненої IВ-контракцiї g → g0 з такими самими сталими
матрицями 𝐴 i 𝑃 .

Теорема 2.2 дає можливiсть розглядати лише цiлочисловi сигнатури.
Ця теорема є наслiдком бiльш загальної теореми 2.13 щодо дiагональних
контракцiй.

Зауваження 2.3. Доведення теореми 2.2 дає конструктивний спосiб
знаходження цiлочислових сигнатур шляхом розв’язання системи 𝑆, на-
приклад, методом Гауса [109]. (Див. також [19] щодо рiзних методiв
розв’язання лiнiйних систем нерiвностей.) Першим кроком є приведення
системи 𝑆 до системи 𝑆 ′ методом Гауса через виключення змiнних 𝑥𝑖,
𝑖 ∈ 𝐼, завдяки рiвнянням 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 = 𝑥𝑘, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ . Потiм застосовуємо
метод Гауса до (сумiсної) системи 𝑆 ′ строгих нерiвностей. Пiсля виклю-
чення виберемо рацiональнi (наприклад, нульовi) значення для решти
компонент 𝑥 i крок за кроком повторимо всю процедуру з виключен-
ням i вибором рацiональних значень тодi, коли вiдповiднi компоненти 𝑥

зв’язанi нерiвностями.
Схоже зауваження справедливе також щодо доведення теореми 2.13.

Множину сигнатур узагальнених IВ-контракцiй мiж двома фiксова-
ними алгебрами з невiд’ємними степенями параметра можна природним
чином упорядкувати з точнiстю до перестановки компонент. Наприклад,
припустимо, що 𝛼̄ = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) i 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), де 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ Z,
𝛼1 > · · · > 𝛼𝑛 > 0, 𝛽1 > · · · > 𝛽𝑛 > 0, — сигнатури узагальнених IВ-
контракцiй алгебри g до алгебри g0. З точнiстю до еквiвалентностi їхнiх
компонент, сигнатури 𝛼̄ (вiдповiдно 𝛽) можна вважати взаємно прости-
ми. Вважаємо, що 𝛼̄ < 𝛽, якщо 𝛼1 = 𝛽1, . . . , 𝛼𝑗−1 = 𝛽𝑗−1 i 𝛼𝑗 < 𝛽𝑗 для
деяких 𝑗. Сигнатуру узагальнених IВ-контракцiй з алгебри g до алге-
бри g0 називають мiнiмальною, якщо вона мiнiмальна вiдносно наведе-
ного впорядкування. Знаходження мiнiмальних сигнатур є необхiдним
кроком при оптимiзацiї вибору матрицi контракцiї.
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Частковим випадком узагальнених IВ-контракцiй є простi IВ-
контракцiї, сигнатури яких еквiвалентнi наборам з нулiв та одиниць.
Бiльшiсть контракцiй алгебр Лi низьких розмiрностей еквiвалентнi та-
ким контракцiям. Вони вiдповiдають граничним процесам мiж алгебра-
ми Лi з матрицями контракцiй найпростiшого можливого вигляду. IВ-
контракцiї три- та чотиривимiрних алгебр Лi [44, 57] легко охарактери-
зувати, використовуючи класифiкацiї таких алгебр, отриманi в [86].

Для теоретичних дослiджень зручно покласти матрицi 𝐴 i 𝑃 рiвними
одиничнiй матрицi, використавши замiну базисiв у алгебрах g i g0 або,
iншими словами, замiнивши цi алгебри iзоморфними. Проте при обчи-
сленнях контракцiй конкретних алгебр Лi це не працює. Якщо

𝑈𝜀 = 𝑊𝜀 = diag(𝜀𝛼1, . . . , 𝜀𝛼𝑛),

то структурнi сталi контрактованої алгебри g0 задає формула

𝑐𝑘0,𝑖𝑗 = lim
𝜀→+0

𝑐𝑘𝑖𝑗 𝜀
𝛼𝑖+𝛼𝑗−𝛼𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑐𝑘𝑖𝑗 = 0, якщо 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 < 𝛼𝑘,

𝑐𝑘𝑖𝑗, якщо 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 = 𝛼𝑘,

0, якщо 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 > 𝛼𝑘

(2.2)

без пiдсумовування за повтореними iндексами. Отже, матриця 𝑈𝜀 визна-
чає узагальнену IВ-контракцiю тодi i лише тодi, коли 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 > 𝛼𝑘 для
довiльних (𝑖, 𝑗, 𝑘) таких, що 𝑐𝑘𝑖𝑗 ̸= 0. Цi умови iснування узагальнених IВ-
контракцiй i умови на структуру контрактованих алгебр можна записати
в незалежному вiд базиса виглядi в термiнах градуювань контрактова-
них алгебр, асоцiйованих з фiльтрацiями на початкових алгебрах [4, 54].
Зокрема, контрактована алгебра g0 повинна мати диференцiювання, ма-
триця якого дiагоналiзовна до вигляду diag(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛).2.2

2.2Оператор 𝐷 ∈ GL(𝑉 ) на базовому просторi алгебри Лi g називають диференцiюванням цiєї ал-
гебри, якщо 𝐷[𝑥, 𝑦] = [𝐷𝑥, 𝑦]+[𝑥,𝐷𝑦] для будь-яких елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . Диференцiювання алгебри g

утворюють алгебру Лi, яку називають алгеброю диференцiювань алгебри g i позначають як Der(g).
Коли базис (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) простору 𝑉 зафiксовано, елементи матрицi Γ = (𝛾𝑖

𝑗) диференцiювання 𝐷

задовольняють систему 𝑐𝑘
′

𝑖𝑗𝛾
𝑘
𝑘′ = 𝑐𝑘𝑖′𝑗𝛾

𝑖′

𝑖 + 𝑐𝑘𝑖𝑗′𝛾
𝑗′

𝑗 .
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Очевидно, що узагальненi IВ-контракцiї, визначенi матрицями 𝑈𝜀 =

𝐴𝑊𝜀𝑃 та 𝑈̃𝜀 = 𝐴𝑊̃𝜀𝑃 , де

𝐴 = 𝑀𝐴𝑁, 𝑃 = 𝑁−1𝑃𝑀0, (2.3)

𝑊̃𝜀 = diag(𝜀𝛽𝛼1, . . . , 𝜀𝛽𝛼𝑛) для деяких 𝛽 > 0,

сильно еквiвалентнi. Тут 𝑀 та 𝑀0 — матрицi автоморфiзмiв алгебр g

i g0 вiдповiдно, а 𝑁 — матриця, що комутує з дiагональними частина-
ми матриць 𝑊𝜀 та 𝑊̃𝜀. Iнакше кажучи, матриця 𝑁 вiдповiдає довiльнiй
замiнi базисiв у компонентах градуювань алгебри g0, асоцiйованих з 𝑊𝜀

та 𝑊̃𝜀. Зазначимо, що дiагональнi матрицi 𝑊𝜀 та 𝑊̃𝜀 породжують таке
саме градуювання алгебри g0. Пiдсумовуючи, можна вважати, що пев-
ний ступiнь свободи у виборi матриць 𝐴 та 𝑃 зберiгається навiть пiсля
фiксацiї канонiчних комутацiйних спiввiдношень.

2.2. Алгоритм обчислення

Для узагальненої IВ-контракцiї з матрицею 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 граничний пере-
хiд мiж структурними сталими вихiдної та контрактованої алгебр можна
зобразити у виглядi

𝐶 · 𝐴𝑊𝜀 → 𝐶0 ·𝑄, 𝜀 → 0,

де 𝑄 = 𝑃−1. Введемо позначення

𝑥𝑘𝑖𝑗 := 𝑎𝑖
′

𝑖 𝑎
𝑗′

𝑗 𝑏
𝑘
𝑘′𝑐

𝑘′

𝑖′𝑗′, (2.4)

𝑦𝑘𝑖𝑗 := 𝑞𝑖
′

𝑖 𝑞
𝑗′

𝑗 𝑝
𝑘
𝑘′𝑐

𝑘′

0,𝑖′𝑗′ (2.5)

з 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 𝐴−1 = (𝑏𝑖𝑗), 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗), 𝑄 = (𝑞𝑖𝑗). Очевидно, що 𝑥𝑘𝑖𝑗 = −𝑥𝑘𝑗𝑖,
𝑦𝑘𝑖𝑗 = −𝑦𝑘𝑗𝑖. Насправдi,

𝑋 := (𝑥𝑘𝑖𝑗) = 𝐶 · 𝐴, 𝑌 := (𝑦𝑘𝑖𝑗) = 𝐶0 ·𝑄

є вiдповiдно тензорами структурних сталих алгебр g̃, g̃0, iзоморфних ал-
гебрам g, g0 i пов’язаних з цими алгебрами через дiю операторiв 𝐴, 𝑄.
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Тому компоненти тензорiв 𝑋 i 𝑌 пов’язує аналогiчне (2.2) граничне спiв-
вiдношення

𝑦𝑘𝑖𝑗 = lim
𝜀→+0

𝑥𝑘𝑖𝑗 𝜀
𝛼𝑖+𝛼𝑗−𝛼𝑘,

де за iндексами 𝑖, 𝑗, 𝑘 знову не вiдбувається пiдсумовування. Це спiввiд-
ношення призводить до алгебраїчних зв’язкiв на компоненти тензорiв,
вигляд яких залежить вiд знаку показника 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 − 𝛼𝑘 степеня пара-
метра 𝜀. Також пiдлаштуємо систему (2.4), (2.5). Домножимо тензори з
лiвої та правої сторiн рiвнянь (2.4) та (2.5) вiдповiдно на 𝑎𝑘

′′

𝑘 та 𝑞𝑘
′′

𝑘 i згор-
немо по iндексу 𝑘. Додатково перепишемо отриманi рiвняння за допомо-
гою перепозначення iндексiв 𝑘 → 𝑘′ та 𝑘′′ → 𝑘. У результатi отримаємо
систему щонайбiльше квадратичних рiвнянь

𝑎𝑖
′

𝑖 𝑎
𝑗′

𝑗 𝑐
𝑘
𝑖′𝑗′ = 𝑎𝑘𝑘′𝑥

𝑘′

𝑖𝑗 , 𝑞𝑖
′

𝑖 𝑞
𝑗′

𝑗 𝑐
𝑘
0,𝑖′𝑗′ = 𝑞𝑘𝑘′𝑦

𝑘′

𝑖𝑗 , (2.6)

𝑦𝑘𝑖𝑗 = 0, 𝑥𝑘𝑖𝑗 = 0, якщо 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 − 𝛼𝑘 < 0,

𝑦𝑘𝑖𝑗 = 𝑥𝑘𝑖𝑗, якщо 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 − 𝛼𝑘 = 0,

𝑦𝑘𝑖𝑗 = 0, якщо 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 − 𝛼𝑘 > 0,

(2.7)

на елементи матриць 𝐴, 𝑄 та тензорiв 𝑋, 𝑌 , де можна вважати 𝑖 < 𝑗 з
огляду на антисиметричнiсть тензорiв 𝑋, 𝑌 по парi нижнiх iндексiв, що
значно зменшує кiлькiсть рiвнянь i невiдомих у системi. Цю кiлькiсть
можна додатково зменшити, якщо iнтерпретувати (2.7) як набiр пiдста-
новок, якi треба виконати в системi (2.6). Остаточно, отримаємо систему
квадратичних рiвнянь

𝑎𝑖
′

𝑖 𝑎
𝑗′

𝑗 𝑐
𝑘
𝑖′𝑗′ =

∑︁
𝑘′ : 𝛼𝑖+𝛼𝑗>𝛼𝑘′

𝑎𝑘𝑘′𝑥
𝑘′

𝑖𝑗 , 𝑖 < 𝑗, (2.8)

𝑞𝑖
′

𝑖 𝑞
𝑗′

𝑗 𝑐
𝑘
0,𝑖′𝑗′ =

∑︁
𝑘′ : 𝛼𝑖+𝛼𝑗=𝛼𝑘′

𝑞𝑘𝑘′𝑥
𝑘′

𝑖𝑗 , 𝑖 < 𝑗, (2.9)

на елементи матриць 𝐴, 𝑄 та 𝑥𝑘𝑖𝑗 з iндексами (𝑖, 𝑗, 𝑘), для яких 𝑖 < 𝑗 та
𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 > 𝛼𝑘. Звичайно, цю систему потрiбно розв’язувати з урахуван-
ням умови невиродженостi матриць 𝐴 та 𝑄, тобто приєднувати до неї
нерiвностi det𝐴 ̸= 0, det𝑄 ̸= 0.
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Отже, доведено таке твердження.

Твердження 2.4. Матриця вигляду (2.1) є матрицею узагальненої IВ-
контракцiї алгебри g до g0 тодi i лише тодi, коли матрицi 𝐴, 𝑄 = 𝑃−1

разом з деяким тензором 𝑋 задовольняють систему (2.8), (2.9).

У важливих частинних випадках систему (2.6), (2.7) або, еквiвален-
тно, систему (2.8), (2.9) можна суттєво спростити. Припустимо, що ка-
нонiчний базис алгебри g0 асоцiйований з градуюванням, iзоморфним
градуюванню, породженому 𝑊𝜀. Тодi матрицю 𝑃 можна представити у
виглядi добутку 𝑃grad𝑃aut, де 𝑃grad та 𝑃aut — матрицi замiни базисiв ком-
понент градуювання та автоморфiзма алгебри g0 вiдповiдно. Отже, в
такому випадку можна позбутися матрицi 𝑃 , поклавши її рiвною оди-
ничнiй матрицi з точнiстю до наведеної еквiвалентностi. Тодi 𝑦𝑘𝑖𝑗 := 𝑐𝑘0,𝑖𝑗,
причому 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 = 0 при 𝛼𝑖+𝛼𝑗−𝛼𝑘 ̸= 0. Рiвняння в (2.6) з 𝛼𝑖+𝛼𝑗−𝛼𝑘 > 0

перетворюються на тотожностi, тобто граничний перехiд не накладає
обмежень на елементи 𝑥𝑘𝑖𝑗, для яких 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 − 𝛼𝑘 > 0. Першi два на-
бори рiвнянь у (2.6) формально об’єднаємо в один набiр 𝑥𝑘𝑖𝑗 = 𝑐𝑘0,𝑖𝑗,
𝛼𝑖+𝛼𝑗−𝛼𝑘 6 0, оскiльки 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 також дорiвнює нулю, якщо 𝛼𝑖+𝛼𝑗−𝛼𝑘 < 0.
Система (2.6), (2.7) набуває вигляду

𝑎𝑖
′

𝑖 𝑎
𝑗′

𝑗 𝑐
𝑘
𝑖′𝑗′ = 𝑎𝑘𝑘′𝑥

𝑘′

𝑖𝑗 , (2.10)

𝑥𝑘𝑖𝑗 = 𝑐𝑘0,𝑖𝑗, якщо 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 − 𝛼𝑘 6 0, (2.11)

де невiдомими є елементи матрицi 𝐴 i тензора 𝑋, причому 𝑥𝑘𝑖𝑗 = −𝑥𝑘𝑗𝑖.
Вiдповiдною редукцiєю системи (2.8), (2.9) є система

𝑎𝑖
′

𝑖 𝑎
𝑗′

𝑗 𝑐
𝑘
𝑖′𝑗′ =

∑︁
𝑘′ : 𝛼𝑖+𝛼𝑗>𝛼𝑘′

𝑎𝑘𝑘′𝑥
𝑘′

𝑖𝑗 +
∑︁

𝑘′ : 𝛼𝑖+𝛼𝑗=𝛼𝑘′

𝑎𝑘𝑘′𝑐
𝑘′

0,𝑖𝑗, 𝑖 < 𝑗, (2.12)

на елементи матрицi 𝐴 та 𝑥𝑘𝑖𝑗 з iндексами (𝑖, 𝑗, 𝑘), для яких 𝑖 < 𝑗 та
𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 > 𝛼𝑘. До цiєї системи потрiбно приєднати лише одну нерiвнiсть
det𝐴 ̸= 0.

Для алгебр Лi низьких розмiрностей, систему (2.8), (2.9) i тим бiльше
систему (2.12) легко розв’язати з використанням символьних обчислень,
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наприклад у Maple. Зауважимо, що комутацiйнi спiввiдношення рiзних
представникiв класiв iзоморфних алгебр з класифiкацiї Г.М. Мубарак-
зянова низьковимiрних алгебр [7, 8, 9] є добре узгодженими щодо кон-
тракцiй, а тому якщо мiж двома такими алгебрами iснує узагальнена
IВ-контракцiя, то мiж ними iснує i узагальнена IВ-контракцiя з ком-
понентою 𝑃 , рiвною одиничнiй матрицi 𝐸. Аналогiчна узгодженiсть є
i мiж комутацiйними спiввiдношеннями алгебр з класифiкацiй п’ятиви-
мiрних або шестивимiрних нiльпотентних алгебр, використаних у пiдроз-
дiлi 1.2.2. Взагалi, як пошук розв’язкiв вiдповiдної системи, так i вибiр
представника оптимального вигляду в множинi цих розв’язкiв є значно
простiшими для узагальнених IВ-контракцiй з 𝑃 = 𝐸, нiж з загальною
матрицею 𝑃 , зокрема у зв’язку зi спiльною невизначенiстю (2.3) ком-
понент 𝐴 i 𝑃 матрицi контракцiї. Тому при побудовi узагальнених IВ-
контракцiй у фiксованiй парi алгебр Лi можна спочатку шукати контра-
кцiї з 𝑃 = 𝐸 i тiльки при їх неiснуваннi розглядати загальний випадок 𝑃 .

Виходячи iз зазначеного, запропонуємо алгоритм для реалiзацiї кон-
тракцiй мiж алгебрами Лi узагальненими IВ-контракцiями або доведен-
ня неможливостi такої реалiзацiї. Зафiксуємо двi алгебри Лi — g та g0.
Припустимо, що контракцiя g → g0 iснує.

1. Дослiдження узагальнених IВ-контракцiй зручно почати з вичерпно-
го опису простих IВ-контракцiй алгебри g. Ця задача рiвносильна
дослiдженню пiдалгебраїчної структури алгебри g. Якщо g0 є серед
iзоморфних отриманим контрактованим алгебрам, виконання алгори-
тму завершено. В iншому випадку продовжимо, виключивши простi
IВ-контракцiї з розгляду.

2. Знайдемо алгебру диференцiювань контрактованої алгебри g0 та вибе-
ремо дiагоналiзовне диференцiювання. Iснує взаємно однозначна вiд-
повiднiсть мiж такими диференцiюваннями та градуюваннями алге-
бри g0. Iнакше кажучи, вивчимо градуювання контрактованої алгебри
Лi в термiнах дiагоналiзовних градуювань.
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Вивчення градуювань допомагає досягти двох цiлей — отримати мо-
жливi значення степенiв параметра контракцiї у матрицях контракцiй
та зрозумiти структуру сталих компонент у представленнях для цих
матриць.

3. Сигнатура будь-якої узагальненої IВ-контракцiї алгебри g до алгебри
g0 спiвпадає з дiагоналлю деякого дiагоналiзованого диференцiюван-
ня алгебри g0. Подальшi обмеження на степенi параметра випливають
з вiдсутностi простої IВ-контракцiї мiж алгебрами g та g0. Можна ви-
користати той факт, що з точнiстю до додатного множника будь-яка
сигнатура, асоцiйована з простою IВ-контракцiєю, складається з нулiв
та одиниць.

4. Нехай зафiксовано придатного кандидата на сигнатуру (не простої)
узагальненої IВ-контракцiї g → g0. Матрицю 𝑃 у представленнi 𝑈𝜀 =

𝐴𝑊𝜀𝑃 матрицi контракцiї 𝑈𝜀 визначено з точнiстю до замiн базисiв
градуйованих компонент i до автоморфiзмiв контрактованої алгебри.
Вона часто задає автоморфiзм мiж градуюваннями алгебри g0, i тодi її
можна покласти рiвною одиничнiй матрицi. Якщо для зафiксованого
кандидата на сигнатуру iснує декiлька неiзоморфних градуювань, то
вони вiдповiдають нееквiвалентним значенням параметр-матрицi 𝑃 .
Окремо покладемо кожне з цих значень рiвним одиничнiй матрицi,
здiйснивши вiдповiднi замiни канонiчного базису алгебри g0 та про-
довживши алгоритм з зафiксованим кандидатом на сигнатуру. У роз-
глянутих вище двох випадках, типових для алгебр низьких розмiрно-
стей, лише елементи матрицi 𝐴 залишаються невiдомими. Цi елемен-
ти — разом з 𝑥𝑘𝑖𝑗 з iндексами (𝑖, 𝑗, 𝑘), для яких 𝑖 < 𝑗 та 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 > 𝛼𝑘, —
задовольняють систему алгебраїчних (квадратичних) рiвнянь (2.12).

Якщо кандидат на сигнатуру асоцiйований з параметризованою сiм’єї
нееквiвалентних градуювань, то все одно починаємо з пошуку контра-
кцiй з 𝑃 = 𝐸, i тiльки якщо доведено, що такi контракцiї не iснують, —
переходимо до загального випадку 𝑃 .
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5. Значну частину випадкiв для сигнатур можна iгнорувати, оскiльки
асоцiйованi системи рiвнянь для елементiв матрицi 𝐴 є розширен-
нями таких систем для iнших випадкiв, i сумiснiсть перших означає
сумiснiсть других.

6. Розглядаємо кожний набiр степенiв параметра 𝜀, для якого вiдповiдна
система алгебраїчних рiвнянь — (2.8), (2.9) або (2.12) — мiнiмальна,
та виконуємо для нього дiї з пункту 4.

Приклад 2.5. Розглянемо контракцiї тривимiрних дiйсних алгебр Лi,
повний список яких з точнiстю до iзоморфiзма складають такi алгебри
[7] (див. також [80, 85, 86, 103, 108] стосовно рiзних модифiкацiй цього
списку):

sl(2,R) : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2;

so(3) : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒1] = 𝑒2;

A𝑏
3.5 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑏𝑒1 − 𝑒2, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1 + 𝑏𝑒2, 𝑏 > 0;

A𝑎
3.4 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑎𝑒2, −1 6 𝑎 < 1, 𝑎 ̸= 0;

A3.3 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒2;

A3.2 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1 + 𝑒2;

A3.1 : [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1;

A2.1 ⊕ A1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1;

3A1.

Контракцiї таких алгебр вичерпно описано i реалiзовано як узагальне-
нi IВ-контракцiї в [80]. За допомогою запропонованого вище алгоритма
проведено перерахунок i оптимiзацiю наведених у [80] матриць контра-
кцiй. У результатi загальну кiлькiсть сталих матричних множникiв 𝐼𝑗 у
розкладах матриць узагальнених IВ-контракцiй, вiдмiнних вiд одиничної
матрицi, вдалося скоротити з семи до п’яти. Також вдалося спростити
вигляд матрицi 𝐼4. Наведемо оптимiзований список власних i нетривi-
альних контракцiй тривимiрних дiйсних алгебр Лi та вiдповiдну дiагра-
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му Хассе (рис. 2.1); для кожної простої IВ-контракцiї додатково вказано
асоцiйовану пiдалгебру вихiдної алгебри.

sl(2,R) : 𝐼3𝑊 (1,1,0)−−−−−−→ A3.1, ⟨𝑒3⟩;
𝐼4𝑊 (1,0,0)−−−−−−→ A−1

3.4, ⟨𝑒2, 𝑒3⟩;
𝐼5𝑊 (1,1,0)−−−−−−→ A0

3.5, ⟨𝑒1 + 𝑒3⟩.

so(3) :
𝑊 (2,1,1)−−−−−→ A3.1;

𝑊 (1,1,0)−−−−−→ A0
3.5, ⟨𝑒3⟩.

A2.1 ⊕ A1 :
𝐼1𝑊 (1,1,0)−−−−−−→ A3.1, ⟨𝑒1 − 𝑒3⟩.

A3.2 :
𝑊 (1,0,1)−−−−−→ A3.1, ⟨𝑒2⟩;

𝑊 (0,1,0)−−−−−→ A3.3, ⟨𝑒1, 𝑒3⟩.

A𝑎
3.4 :

𝐼2𝑊 (1,0,1)−−−−−−→ A3.1, ⟨𝑒1 + 𝑒2⟩.

A𝑏
3.5 :

𝑊 (1,0,1)−−−−−→ A3.1, ⟨𝑒2⟩.

Сталi частини матриць контракцiй мають вигляд:

𝐼1 =

⎛⎜⎝ 1 0 −1

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ , 𝐼2 =

⎛⎜⎝ 1− 𝑎 1 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ , 𝐼3 =

⎛⎜⎝ 0 1 0

2 0 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ,

𝐼4 =

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞⎟⎠ , 𝐼5 =

⎛⎜⎝ 0 0 1
2

0 1 0

1 0 1
2

⎞⎟⎠ .

Зауваження 2.6. При побудовi узагальнених IВ-контракцiй (особливо
з 𝑃 = 𝐸) або доведеннi їх неiснування мiж алгебрами Лi низької розмiр-
ностi без використання систем символьних обчислень може бути зручно
не збiльшувати кiлькiсть невiдомих у вiдповiдних системах через введе-
ння допомiжних невiдомих тензорiв, хоча таке введення спрощує стру-
ктуру систем. Iнакше кажучи, при 𝑃 = 𝐸 безпосередньо розв’язуємо
систему

𝑎𝑖
′

𝑖 𝑎
𝑗′

𝑗 𝑏
𝑘
𝑘′𝑐

𝑘′

𝑖′𝑗′ = 𝑐𝑘0,𝑖𝑗, якщо 𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 − 𝛼𝑘 6 0, (2.13)
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Рис. 2.1. Дiаграма Хассе для контракцiї тривимiрних дiйсних алгебр Лi.

де невiдомими є елементи матрицi 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗, а (𝑏𝑖𝑗) = 𝐴−1. Можна також iн-
терпретувати (2.13) як систему вiдносно невiдомих 𝐴 i 𝐵 з додатковими
рiвняннями 𝐴𝐵 = 𝐸. Часто для спрощення супутнiх обчислень без обме-
ження загальностi — завдяки, наприклад, дiагональним автоморфiзмам
вихiдної алгебри, якщо такi автоморфiзми iснують, — можна покласти
det𝐴 = 1 або просто шукати розв’язки, якi задовольняють цю умову.
Див. пiдроздiли 2.3.1–2.3.3 для прикладiв застосування зазначеного пiд-
ходу при вивченнi узагальнених IВ-контракцiй чотиривимiрних дiйсних
i комплексних алгебр Лi.

2.3. Узагальненi IВ-контракцiї чотиривимiрних
алгебр Лi

Повний список чотиривимiрних дiйсних алгебр Лi з точнiстю до iзомор-
фiзма складають такi алгебри:2.3

sl(2,R)⊕ A1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2;

so(3)⊕ A1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒1] = 𝑒2;

2.3Чотиривимiрнi дiйснi алгебри Лi вперше прокласифiкував Г.М. Мубаракзянов в [7]. У дисертацiї
використано його список алгебр з незначними модифiкацiями i в позначеннях з [80, 103]. Див. також
[85, 86, 108] стосовно iнших варiантiв такого списку.
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A4.10 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1, 𝑒4] = −𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1;

A𝑎
4.9 : [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒1, 𝑒4] = 2𝑎𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑎𝑒2 − 𝑒3,

[𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2 + 𝑎𝑒3, 𝑎 > 0;

A𝑏
4.8 : [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒1, 𝑒4] = (1 + 𝑏)𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒2,

[𝑒3, 𝑒4] = 𝑏𝑒3, −1 6 𝑏 6 1;

A4.7 : [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒1, 𝑒4] = 2𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒2,

[𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2 + 𝑒3;

A𝑎𝑏
4.6 : [𝑒1, 𝑒4] = 𝑎𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑏𝑒2 − 𝑒3, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2 + 𝑏𝑒3,

𝑎 > 0;

A𝑎𝑏𝑐
4.5 : [𝑒1, 𝑒4] = 𝑎𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑏𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑐𝑒3, 𝑎𝑏𝑐 ̸= 0,

причому набiр (𝑎, 𝑏, 𝑐) визначений з точнiстю до
ненульового множника i перестановки компонент;

A4.4 : [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1 + 𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2 + 𝑒3;

A4.3 : [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2;

A𝑏
4.2 : [𝑒1, 𝑒4] = 𝑏𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2 + 𝑒3, 𝑏 ̸= 0;

A4.1 : [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2;

A𝑏
3.5 ⊕ A1 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑏𝑒1 − 𝑒2, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1 + 𝑏𝑒2, 𝑏 > 0;

A𝑎
3.4 ⊕ A1 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑎𝑒2, −1 6 𝑎 < 1, 𝑎 ̸= 0;

A3.3 ⊕ A1 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒2;

A3.2 ⊕ A1 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1 + 𝑒2;

A3.1 ⊕ A1 : [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1;

2A2.1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒3;

A2.1 ⊕ 2A1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1;

4A1.
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Для комплексного випадку g... позначає комплексифiкацiю вiдповiд-
ної алгебри A.... Повний список неiзоморфних чотиривимiрних компле-
ксних алгебр Лi складають такi алгебри: sl(2,R)⊕ g1, g𝑏4.8, де |𝑏| 6 1 та,
при |𝑏| = 1, Im 𝑏 > 0, g4.7, g𝑎𝑏𝑐4.5 , де 𝑎𝑏𝑐 ̸= 0 i набiр (𝑎, 𝑏, 𝑐) визначений з
точнiстю до ненульового (комплексного) множника i перестановки ком-
понент, g4.4, g4.3, g𝑏4.2 з 𝑏 ̸= 0, g4.1, g𝑎3.4 ⊕ g1, де 𝑎 ̸= 0, |𝑎| 6 1 та, при
|𝑎| = 1, Im 𝑎 > 0, g3.3 ⊕ g1, g3.2 ⊕ g1, g3.1 ⊕ g1, 2g2.1, g2.1 ⊕ 2g1, 4g1.

2.3.1. Неiснування узагальнених IВ-контракцiй мiж чотириви-
мiрними алгебрами Лi. Майже всi контракцiї чотиривимiрних ал-
гебр Лi реалiзовано в статтях [41, 80] узагальненими IВ-контракцiями.
Виключення вичерпують контракцiї

2A2.1 → A1 ⊕ A3.2, A4.10 → A1 ⊕ A3.2 та 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2

для дiйсного та комплексного випадкiв вiдповiдно, оскiльки комплекси-
фiкацiя алгебри A4.10 iзоморфна комплексифiкацiї 2g2.1 алгебри 2A2.1.

Насправдi, контракцiю 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2 не можна реалiзувати уза-
гальненими IВ-контракцiями. Нижче наведено як оригiнальне доведен-
ня з [102], так i його модифiкацiю, яка демонструє роботу алгоритму з
попереднього пiдроздiлу та допускає перевiрку за допомогою систем сим-
вольних обчислень. Оскiльки всi iншi контракцiї мiж чотиривимiрними
комплексними алгебрами Лi еквiвалентнi узагальненим IВ-контракцiям,
справедлива така теорема [102].

Теорема 2.7. Iснує єдина контракцiя мiж чотиривимiрними компле-
ксними алгебрами Лi (а саме, 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2), яку не можна реалiзу-
вати узагальненою IВ-контракцiєю.

Доведення. Доведемо теорему вiд супротивного. Припустимо, що кон-
тракцiю 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2 можна реалiзувати узагальненою IВ-кон-
тракцiєю. Почнемо з пошуку градуювань алгебри g1 ⊕ g3.2, пов’язаних з
цiєю контракцiєю. Алгебру диференцiювань алгебри g1⊕ g3.2 складають
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лiнiйних оператори на цiй алгебрi, матрицi яких у канонiчному базисi
мають вигляд [103]

Γ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛾1
1 0 0 𝛾1

4

0 𝛾2
2 𝛾2

3 𝛾2
4

0 0 𝛾2
2 𝛾3

4

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де всi елементи матрицi, окрiм тотожно нульових, довiльнi. Тут i надалi
верхнiй та нижнiй iндекси елемента матрицi позначають номери вiдпо-
вiдних рядка та стовпчика. Отже, матрицю будь-якого дiагоналiзованого
диференцiювання алгебри g1 ⊕ g3.2 замiною базису можна привести до
вигляду

diag(𝛽, 𝛼, 𝛼, 0),

звiдки також отримаємо всi можливi сигнатури (𝛽, 𝛼, 𝛼, 0) реалiзацiї
g1 ⊕ g3.2 узагальненими IВ-контракцiями. Iнакше кажучи, кожне гра-
дуювання контракцiї g1 ⊕ g3.2 допускає щонайбiльше три ненульовi ком-
поненти, причому одна з них вiдповiдає нульовому степеню.

Сигнатура (𝛽, 𝛼, 𝛼, 0) включає щонайменше два ненульовi значення,
оскiльки в iншому випадку контракцiя 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2 була б еквiва-
лентною звичайнiй IВ-контракцiї, що насправдi не так [57]. Отже, кон-
тракцiя 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2 породжує лише градуювання з трьома не-
нульовими компонентами: 𝐿𝛽, 𝐿𝛼 та 𝐿0, для яких 0 ̸= 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= 0,
dim𝐿𝛽 = dim𝐿0 = 1 та dim𝐿𝛼 = 2. Доведемо, що кожне таке граду-
ювання 𝒢 еквiвалентне, з точнiстю до автоморфiзма алгебри g1 ⊕ g3.2,
градуюванню 𝒢 з 𝐿𝛽 = ⟨𝑒1⟩, 𝐿𝛼 = ⟨𝑒2, 𝑒3⟩ та 𝐿0 = ⟨𝑒4⟩.

Дiйсно, нехай Γ — матриця (в канонiчному базисi {𝑒𝑖}) диферен-
цiювання, пов’язаного з градуюванням 𝒢 = (𝐿̃𝛽, 𝐿̃𝛼, 𝐿̃0). Тодi 𝛾2

3 = 0,
оскiльки матриця Γ дiагоналiзовна. Виберемо новий базис 𝑒𝑖 = 𝑒𝑗𝑠

𝑗
𝑖 , де

det(𝑠𝑖𝑗) ̸= 0, таким чином, що 𝐿̃𝛽 = ⟨𝑒1⟩, 𝐿̃𝛼 = ⟨𝑒2, 𝑒3⟩ та 𝐿0 = ⟨𝑒4⟩.
При такому виборi, матриця Γ набуває дiагонального вигляду. Тому
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𝑠21 = 𝑠31 = 𝑠41 = 0 та 𝑠12 = 𝑠42 = 𝑠13 = 𝑠43 = 0. Тодi розглядувану замiну бази-
су можна представити у виглядi композицiї замiни базисiв градуйованих
компонент

𝑒1 = 𝑒1𝑠
1
1, 𝑒2 = 𝑒2𝑠

2
2 + 𝑒3𝑠

3
2, 𝑒3 = 𝑒2𝑠

2
3 + 𝑒3𝑠

3
3, 𝑒4 = 𝑒4𝑠

4
4

з 𝑠11𝑠
4
4(𝑠

2
2𝑠

3
3 − 𝑠32𝑠

2
3) ̸= 0, що не впливає суттєво на Γ, та автоморфiзма

𝑒1 = 𝑒1, 𝑒2 = 𝑒2, 𝑒3 = 𝑒3, 𝑒4 = 𝑒4 + 𝑒1𝑠
1
4 + 𝑒2𝑠

2
4 + 𝑒3𝑠

3
4,

який приводить до 𝛾1
4 = 𝛾2

4 = 𝛾3
4 = 0. (Тут коефiцiєнти 𝑠14, 𝑠24 i 𝑠34 вира-

жаються через 𝑠𝑖𝑗.) Це означає, що з точнiстю до автоморфiзма можна
вважати 𝐿̃𝛽 = 𝐿𝛽, 𝐿̃𝛼 = 𝐿𝛼, 𝐿̃0 = 𝐿0.

Матрицi узагальнених IВ-контракцiй алгебри 2g2.1 до алгебри g1⊕g3.2

мають загальний вигляд 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , де 𝐴 та 𝑃 — сталi невиродженi ма-
трицi, 𝑊𝜀 = diag(𝜀𝛽, 𝜀𝛼, 𝜀𝛼, 1). Оскiльки 𝑃 — матриця переходу мiж дво-
ма градуйованими базисами зi спiльною сигнатурою (𝛽, 𝛼, 𝛼, 0), її можна
записати у виглядi 𝑃 = 𝑃grad𝑃aut, де 𝑃grad — матриця замiни базису у гра-
дуйованiй компонентi, а 𝑃aut — матриця автоморфiзму алгебри g1 ⊕ g3.2.
Матриця 𝑃grad комутує з 𝑊𝜀, i матриця 𝐴 поглинає її через перехiд вiд 𝐴

до 𝐴 = 𝐴𝑃grad. Матрицю 𝑃aut можна iгнорувати, оскiльки вона не впли-
ває на комутацiйнi спiввiдношення контрактованої алгебри g1⊕ g3.2. От-
же, достатньо вивчити лише контрактованi матрицi вигляду 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀,
вважаючи матрицю 𝑃 одиничною. З точнiстю до масштабування авто-
морфiзмами алгебри 2g2.1 надалi також можна вважати, що det𝐴 = 1.
Це припущення суттєво спрощує всi обчислення за рахунок спрощення
виразiв для елементiв оберненої матрицi 𝐴−1.

Кожна перетворена структурна стала (𝑈𝜀)
𝑖
𝑖′(𝑈𝜀)

𝑗
𝑗′(𝑈𝜀

−1)𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑘
𝑖𝑗 включає

один степiнь параметра контракцiї 𝜀. Для степенiв можливi лише значе-
ння з множини

ℰ = {0, 𝛼, 𝛽, 𝛼 + 𝛽, 𝛼− 𝛽, 𝛽 − 𝛼, 2𝛼, 2𝛼− 𝛽}.

Розглянемо окремо два випадки 𝛼 > 𝛽 та 𝛽 > 𝛼. У кожному з випад-
кiв також припустимо, що 𝛼 та 𝛽 додатнi. Бiльше того, в другому випад-
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ку також припустимо, що 2𝛼 > 𝛽. Системи алгебраїчних рiвнянь на еле-
менти матрицi 𝐴, виведенi за умов 𝛼 > 𝛽 > 0 чи (𝛽 > 𝛼 > 0 та 2𝛼 > 𝛽),
мiнiмальнi. Вiдкидання додаткових припущень призводить до розшире-
ння мiнiмальних систем iншими алгебраїчними рiвняннями. Покажемо,
що мiнiмальнi системи не мають розв’язкiв, а тому й усi розширенi систе-
ми є несумiсними. Отже, достатньо вивчити лише пiдвипадок 𝛼 > 𝛽 > 0

та пiдвипадок (𝛽 > 𝛼 > 0 та 2𝛼 > 𝛽) першого та другого випадкiв вiд-
повiдно. Параметри 𝛼 та 𝛽 впливають лише на граничний перехiд 𝜀 → 0

i не мiстяться явно у виведених алгебраїчних рiвняннях. Нерiвностi, що
виокремлюють пiдвипадки, повнiстю визначають граничнi значення (або
нуль, або нескiнченнiсть) зазначених ненульових експонент. Через це спе-
цифiчнi значення параметрiв 𝛼 та 𝛽 не є суттєвими. Покладемо 𝛼 = 2

та 𝛽 = 1 у першому пiдвипадку i 𝛼 = 2 та 𝛽 = 3 — у другому.
Надалi 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) позначає обернену матрицю 𝐴−1 до матрицi 𝐴.
Для значень 𝛼 = 2 та 𝛽 = 1 умови (2.13) на матрицю узагальненої

IВ-контракцiї дають рiвняння⎛⎜⎜⎝
𝑏11 𝑏13

𝑏21 𝑏23

𝑏31 𝑏33

⎞⎟⎟⎠
(︃

𝑎11𝑎
2
4 − 𝑎21𝑎

1
4

𝑎31𝑎
4
4 − 𝑎41𝑎

3
4

)︃
=

⎛⎜⎜⎝
0

0

0

⎞⎟⎟⎠ , (2.14)

(︃
𝑏21 𝑏23

𝑏31 𝑏33

)︃
𝑌 =

(︃
1 1

0 1

)︃
, (2.15)

𝑌 =

(︃
𝑦11 𝑦12

𝑦21 𝑦22

)︃
:=

(︃
𝑎12𝑎

2
4 − 𝑎22𝑎

1
4 𝑎13𝑎

2
4 − 𝑎23𝑎

1
4

𝑎32𝑎
4
4 − 𝑎42𝑎

3
4 𝑎33𝑎

4
4 − 𝑎43𝑎

3
4

)︃
.

З системи (2.15) випливає, що 𝑏21𝑏
3
3 − 𝑏23𝑏

3
1 ̸= 0, det𝑌 ̸= 0, а тому

(𝑎14, 𝑎
2
4) ̸= (0, 0) та (𝑎34, 𝑎

4
4) ̸= (0, 0). Тодi 𝑎11𝑎24− 𝑎21𝑎

1
4 = 0 та 𝑎31𝑎

4
4− 𝑎41𝑎

3
4 = 0

з огляду на систему (2.14), тобто(︃
𝑎11

𝑎21

)︃
= 𝜇

(︃
𝑎14

𝑎24

)︃
,

(︃
𝑎31

𝑎41

)︃
= 𝜈

(︃
𝑎34

𝑎44

)︃
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для деяких 𝜇, 𝜈. Оскiльки за таких умов маємо(︃
𝑏21 𝑏23

𝑏31 𝑏33

)︃
= (𝜈 − 𝜇)

(︃
𝑎24𝑦

2
2 −𝑎44𝑦

1
2

−𝑎24𝑦
2
1 𝑎44𝑦

1
1

)︃
,

то систему (2.15) можна переписати як

(𝜈 − 𝜇)(𝑎24𝑦
1
1𝑦

2
2 − 𝑎44𝑦

1
2𝑦

2
1) = 1, (𝜈 − 𝜇)(𝑎44 − 𝑎24)𝑦

1
1𝑦

2
1 = 0,

(𝜈 − 𝜇)(𝑎44𝑦
1
1𝑦

2
2 − 𝑎24𝑦

1
2𝑦

2
1) = 1, (𝜈 − 𝜇)(𝑎24 − 𝑎44)𝑦

1
2𝑦

2
2 = 1.

Вiднiмання першого рiвняння вiд третього дає рiвняння

(𝜈 − 𝜇)(𝑎44 − 𝑎24)(𝑦
1
1𝑦

2
2 + 𝑦12𝑦

2
1) = 0.

Оскiльки (𝜈 − 𝜇)(𝑎24 − 𝑎44) ̸= 0 згiдно з четвертим рiвнянням, то
система (2.15) очевидно призводить до несумiсних умов 𝑦11𝑦

2
1 = 0,

𝑦11𝑦
2
2 + 𝑦12𝑦

2
1 = 0 та (𝑦11𝑦

2
2, 𝑦

1
2𝑦

2
1) ̸= (0, 0).

Отже, узагальнена IВ-контракцiя 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2 не може мати си-
гнатури вигляду (𝛽, 𝛼, 𝛼, 0), де 𝛼 > 𝛽.

Для значень 𝛼 = 2 та 𝛽 = 3, отримуємо рiвностi (2.15) та

(𝑎24𝑏
1
1, −𝑎14𝑏

1
1, 𝑎

4
4𝑏

1
3, −𝑎34𝑏

1
3)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

𝑎41 𝑎42 𝑎43

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = (0, 0, 0). (2.16)

Приєднаємо тотожнiсть 𝑎14𝑎
2
4𝑏

1
1 − 𝑎24𝑎

1
4𝑏

1
1 + 𝑎34𝑎

4
4𝑏

1
3 − 𝑎44𝑎

3
4𝑏

1
3 = 0 до систе-

ми (2.16) у якостi четвертого рiвняння. Розширену систему можна за-
писати у виглядi (𝑎24𝑏11,−𝑎14𝑏

1
1, 𝑎

4
4𝑏

1
3,−𝑎34𝑏

1
3)𝐴 = (0, 0, 0, 0), i, домноживши

на 𝐵 = 𝐴−1 справа, отримати наслiдок 𝑎14𝑏
1
1 = 𝑎24𝑏

1
1 = 𝑎34𝑏

1
3 = 𝑎44𝑏

1
3 = 0.

Нагадаємо, що det𝑌 ̸= 0. Якщо 𝑎14 = 𝑎24 = 0 (вiдповiдно 𝑎34 = 𝑎44 = 0),
то 𝑦11 = 𝑦12 = 0 (вiдповiдно 𝑦21 = 𝑦22 = 0), що суперечить умовi det𝑌 ̸= 0.
Отже, (𝑎14, 𝑎24) ̸= (0, 0), (𝑎34, 𝑎44) ̸= (0, 0) i тому 𝑏11 = 𝑏13 = 0.

У термiнах матрицi 𝐴 рiвняння 𝑏11 = 0 та 𝑏13 = 0 означають, що мiно-
ри матрицi 𝐴, якi доповнюють 𝑎11 та 𝑎31, нульовi. Тодi з невиродженостi
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матрицi 𝐴 випливає, що трiйки (𝑎22, 𝑎
2
3, 𝑎

2
4) та (𝑎42, 𝑎

4
3, 𝑎

4
4) пропорцiйнi, i

принаймнi одна з них мiстить ненульовi елементи. Iнакше кажучи, iсну-
ють числа 𝜇 та 𝜈, де (𝜇, 𝜈) ̸= (0, 0), i ненульова трiйка (𝑑2, 𝑑3, 𝑑4) такi,
що 𝑎2𝑗 = 𝜇𝑑𝑗, 𝑎4𝑗 = 𝜈𝑑𝑗, 𝑗 = 2, 3, 4. Позначивши

𝑌 =

(︃
𝑦11 𝑦12

𝑦21 𝑦22

)︃
:=

(︃
𝑎12𝑑4 − 𝑑2𝑎

1
4 𝑎13𝑑4 − 𝑑3𝑎

1
4

𝑎32𝑑4 − 𝑑2𝑎
3
4 𝑎33𝑑4 − 𝑑3𝑎

3
4

)︃
,

отримаємо(︃
𝑏21 𝑏23

𝑏31 𝑏33

)︃
= (𝜇𝑎41 − 𝜈𝑎21)

(︃
𝑦22 −𝑦12

−𝑦21 𝑦11

)︃
, 𝑌 =

(︃
𝜇𝑦11 𝜇𝑦12

𝜈𝑦21 𝜈𝑦22

)︃
,

а матричне рiвняння (2.15) набуває вигляду

(𝜇𝑎41 − 𝜈𝑎21)

(︃
𝜇𝑦11𝑦

2
2 − 𝜈𝑦21𝑦

1
2 (𝜇− 𝜈)𝑦22𝑦

1
2

(𝜈 − 𝜇)𝑦11𝑦
2
1 𝜈𝑦11𝑦

2
2 − 𝜇𝑦21𝑦

1
2

)︃
=

(︃
1 1

0 1

)︃
.

Розглянемо рiвняння на (1, 2)-елементи та двi комбiнацiї рiвнянь на
(1, 1)- та (2, 2)-елементи з коефiцiєнтами (𝜇,−𝜈) та (𝜈,−𝜇):

(𝜇𝑎41 − 𝜈𝑎21)(𝜇− 𝜈)𝑦22𝑦
1
2 = 1,

(𝜇𝑎41 − 𝜈𝑎21)(𝜇
2 − 𝜈2)𝑦11𝑦

2
2 = 𝜇− 𝜈,

(𝜇𝑎41 − 𝜈𝑎21)(𝜇
2 − 𝜈2)𝑦21𝑦

1
2 = 𝜈 − 𝜇.

Їх наслiдками є нерiвностi 𝜇𝑎41 − 𝜈𝑎21 ̸= 0, 𝜇 − 𝜈 ̸= 0, 𝑦11 ̸= 0 та 𝑦21 ̸= 0,
сукупнiсть яких суперечить рiвнянню (𝜇𝑎41−𝜈𝑎21)(𝜇−𝜈)𝑦11𝑦

2
1 = 0 на (2, 1)-

елементи. Отже, матриця 𝑈𝜀 узагальненої IВ-контракцiї 2g2.1 → g1⊕ g3.2

не може мати сигнатуру вигляду (𝛽, 𝛼, 𝛼, 1) з 𝛼 < 𝛽.
Оскiльки припущення iснування узагальненої IВ-контракцiї алгебри

2g2.1 до алгебри g1⊕g3.2 призводить до суперечностi для всiх потенцiйно
можливих сигнатур, то це припущення невiрне, що завершує доведення
з огляду на результати з [41, 80].

Обговоримо основнi моменти доведення теореми 2.7 у контекстi за-
гального алгоритму доведення неiснування узагальнених IВ-контракцiй.
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1. Усi необхiднi критерiї iснування контракцiй загального вигляду [37,
39, 80] не працюють для узагальнених IВ-контракцiй, оскiльки вiдо-
мо, що контракцiя iснує, i необхiднi критерiї вочевидь задовiльнено.
Необхiдно визначити, чи можна реалiзувати контракцiю спецiальним
чином, а це потребує iнших iнструментiв.

2. Є простий критерiй, що контракцiя не еквiвалентна узагальненiй IВ-
контракцiї, якщо контрактована алгебра має лише невласнi градую-
вання. На вiдмiну вiд контракцiй до характеристично нiльпотентних
алгебр Лi, цей критерiй не можна застосувати до алгебри g1 ⊕ g3.2,
оскiльки вона має нетривiальнi дiагональнi диференцiювання, а отже
i власнi градуювання.

3. У канонiчному базисi алгебра g1 ⊕ g3.2 має двовимiрну алгебру дiаго-
нальних диференцiювань. Отже, треба розглянути цiлий список гра-
дуювань контрактованої алгебри. Вивчення градуювань потрiбне для
знаходження можливих значень степенiв параметра, а також для ро-
зумiння структури сталих компонент матриць контракцiї. Структура
диференцiювань алгебри g1 ⊕ g3.2 показує, що допустимi лише сигна-
тури вигляду (𝛽, 𝛼, 𝛼, 0).

4. Подальшi обмеження на степенi параметра випливають з вiдсутностi
звичайних IВ-контракцiї алгебри 2g2.1 до алгебри g1⊕g3.2. З точнiстю
до додатних множникiв, будь-яка сигнатура, що вiдповiдає звичай-
нiй IВ-контракцiї, складається з нулiв та одиниць. Звiдси отримаємо
умову 0 ̸= 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= 0.

5. Матрицю 𝑃 з представлення матрицi контракцiї 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 визначе-
но з точнiстю до замiни базисiв всерединi градуйованих компонент i
до автоморфiзмiв контрактованої алгебри. Оскiльки у контракцiї з те-
ореми матриця 𝑃 необхiдно визначає iзоморфiзм градуювань, можна
вважати 𝑃 рiвною одиничнiй матрицi.

6. Значною частиною випадкiв для степенiв параметра можна нехту-
вати, оскiльки вiдповiднi системи рiвнянь на елементи матрицi 𝐴 є
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розширеннями систем для iнших випадкiв, i їх несумiснiсть безпосе-
редньо випливає з несумiсностi для iнших випадкiв.

7. За допомогою масштабування базисних елементiв автоморфiзмами
контрактованої (або початкової) алгебри можна покласти det𝐴 = 1

для спрощення вигляду елементiв оберненої матрицi 𝐴−1.

8. Розглянуто кожний набiр степенiв параметра, для якого вiдповiдна
система алгебраїчних рiвнянь на елементи матрицi 𝐴 мiнiмальна. Цю
нелiнiйну систему записано в спецiальному виглядi, який дає змогу за-
стосувати методи розв’язання лiнiйних систем алгебраїчних рiвнянь.
Зокрема, явнi вирази елементiв оберненої матрицi 𝐵 = 𝐴−1 через еле-
менти матрицi 𝐴 використано лише на останнiх кроках доведення.

Аналогiчнi прийоми лежать в основi доведення в наступних пiдроздi-
лах 2.3.2 та 2.3.3 того факту, що сигнатури узагальнених IВ-контракцiй
2g2.1 → g4.1 та so(3)⊕A1 → A4.1 з невiд’ємними цiлими степенями пара-
метра обов’язково мають компоненти не меншi нiж три.

Зауваження 2.8. Останнiй етап доведення теореми 2.7, пов’язаний з не-
iснуванням матрицi 𝐴, можна перевiрити за допомогою пiдходу на основi
системи (2.12) з використанням систем символьних обчислень.

Аналогiчно доведенню розглянемо окремо випадки 𝛼 > 𝛽 та 𝛽 > 𝛼.
Так, у випадку 𝛼 > 𝛽 два степеня, 0 та 𝛽 − 𝛼, обов’язково недодатнi.

Покладемо 𝑥𝑘𝑖𝑗 = 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 для вiдповiдних значень 𝑖, 𝑗 та 𝑘. Якщо також
𝛼 та 𝛽 додатнi, то бiльше недодатних елементiв у ℰ немає, а отже, не-
має й iнших обмежень на 𝑥𝑘𝑖𝑗 цього типу. Iнакше кажучи, система (2.12)
рiвнянь на 𝑥𝑘𝑖𝑗 та 𝑎𝑖𝑗, асоцiйована з умовою 𝛼 > 𝛽 > 0, є мiнiмальною
(тобто є пiдсистемою) серед усiх таких систем для випадку 𝛼 > 𝛽. Бiль-
ше того, будь-яка така система не залежить вiд параметрiв 𝛼 та 𝛽. Тому
покладемо, наприклад, 𝛼 = 2 та 𝛽 = 1 для зручностi при символьних
обчисленнях. Отримана система

𝑎14𝑥
4
41 = 𝑎14𝑎

2
1 − 𝑎24𝑎

1
1, 𝑎11𝑥

1
42 − 𝑎12 + 𝑎14𝑥

4
42 = 𝑎14𝑎

2
2 − 𝑎24𝑎

1
2,
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𝑎24𝑥
4
41 = 0, 𝑎21𝑥

1
42 − 𝑎22 + 𝑎24𝑥

4
42 = 0,

𝑎34𝑥
4
41 = 𝑎34𝑎

4
1 − 𝑎44𝑎

3
1, 𝑎31𝑥

1
42 − 𝑎32 + 𝑎34𝑥

4
42 = 𝑎34𝑎

4
2 − 𝑎44𝑎

3
2,

𝑎44𝑥
4
41 = 0, 𝑎41𝑥

1
42 − 𝑎42 + 𝑎44𝑥

4
42 = 0,

𝑎11𝑥
1
43 − 𝑎12 − 𝑎13 + 𝑎14𝑥

4
43 = 𝑎14𝑎

2
3 − 𝑎24𝑎

1
3,

𝑎21𝑥
1
43 − 𝑎22 − 𝑎23 + 𝑎24𝑥

4
43 = 0,

𝑎31𝑥
1
43 − 𝑎32 − 𝑎33 + 𝑎34𝑥

4
43 = 𝑎34𝑎

4
3 − 𝑎44𝑎

3
3,

𝑎41𝑥
1
43 − 𝑎42 − 𝑎43 + 𝑎44𝑥

4
43 = 0

не має розв’язкiв з det(𝑎𝑖𝑗) ̸= 0, що можна легко перевiрити за допомогою
системи символьних обчислень Maple.

Випадок 𝛽 > 𝛼 розглянемо аналогiчно. Множина ℰ обов’язково мi-
стить два недодатнi елементи, 0 та 𝛼−𝛽, i за додаткових умов 𝛽 > 𝛼 > 0

та 2𝛼 > 𝛽 лише цi два елементи є недодатними в ℰ . Отже, система рiв-
нянь на 𝑥𝑘𝑖𝑗 i 𝑎𝑖𝑗, асоцiйована з пiдвипадком з додатковими нерiвностя-
ми 𝛽 > 𝛼 > 0 i 2𝛼 > 𝛽, є мiнiмальною (тобто є пiдсистемою) помiж
усiх таких систем для випадку 𝛽 > 𝛼. Конкретнi значення параметрiв 𝛼

та 𝛽 знову несуттєвi як такi, що не зустрiчаються в системi. Отже, мо-
жна покласти, наприклад, 𝛼 = 2 та 𝛽 = 3 для зручностi при символь-
них обчисленнях. Тут також можна перевiрити за допомогою Maple, що
отримана в цьому випадку система

𝑎12𝑥
2
41 + 𝑎13𝑥

3
41 + 𝑎14𝑥

4
41 = 𝑎14𝑎

2
1 − 𝑎24𝑎

1
1, − 𝑎12 + 𝑎14𝑥

4
42 = 𝑎14𝑎

2
2 − 𝑎24𝑎

1
2,

𝑎22𝑥
2
41 + 𝑎23𝑥

3
41 + 𝑎24𝑥

4
41 = 0, − 𝑎22 + 𝑎24𝑥

4
42 = 0,

𝑎32𝑥
2
41 + 𝑎33𝑥

3
41 + 𝑎34𝑥

4
41 = 𝑎34𝑎

4
1 − 𝑎44𝑎

3
1, − 𝑎32 + 𝑎34𝑥

4
42 = 𝑎34𝑎

4
2 − 𝑎44𝑎

3
2,

𝑎42𝑥
2
41 + 𝑎43𝑥

3
41 + 𝑎44𝑥

4
41 = 0, − 𝑎42 + 𝑎44𝑥

4
42 = 0,

− 𝑎12 − 𝑎13 + 𝑎14𝑥
4
43 = 𝑎14𝑎

2
3 − 𝑎24𝑎

1
3,

− 𝑎22 − 𝑎23 + 𝑎24𝑥
4
43 = 0,

− 𝑎32 − 𝑎33 + 𝑎34𝑥
4
43 = 𝑎34𝑎

4
3 − 𝑎44𝑎

3
3,

− 𝑎42 − 𝑎43 + 𝑎44𝑥
4
43 = 0

не має розв’язкiв з det(𝑎𝑖𝑗) ̸= 0.
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Наслiдок 2.9. Iснують рiвно двi контракцiї мiж дiйсними чотириви-
мiрними алгебрами Лi, а саме, 2A2.1 → A1 ⊕ A3.2 та A4.10 → A1 ⊕ A3.2,
якi не можна реалiзувати узагальненими IВ-контракцiями.

Доведення. Базове поле (дiйсних чи комплексних чисел) не є суттєвим
для доведення. Отже, твердження стосовно контракцiй мiж алгебра-
ми 2g2.1 та g1 ⊕ g3.2 можна переформулювати для контракцiї мiж їх
дiйсними аналогами 2A2.1 та A1 ⊕ A3.2. Бiльше того, якби контракцiю
A4.10 → A1⊕A3.2 можна було б реалiзувати узагальненою IВ-контракцiєю
над полем R, то таке саме твердження виконувалося б над полем C для
її комплексифiкацiї, яка еквiвалентна контракцiї 2g2.1 → g1⊕g3.2. Це су-
перечить доведеному неiснуванню узагальненої IВ-контракцiї мiж 2g2.1

та g1 ⊕ g3.2.

2.3.2. Узагальненi IВ-контракцiї з 2g2.1 до g4.1. Як i при вивченнi
контракцiї 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2, почнемо з розгляду градуювань контракто-
ваної алгебри. Алгебру диференцiювань алгебри g4.1 складають лiнiйнi
оператори, матрицi яких у канонiчному базисi мають вигляд [103]

Γ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛾3
3 + 2𝛾4

4 𝛾2
3 𝛾1

3 𝛾1
4

0 𝛾3
3 + 𝛾4

4 𝛾2
3 𝛾2

4

0 0 𝛾3
3 𝛾3

4

0 0 0 𝛾4
4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.17)

де всi елементи матрицi, окрiм тотожно нульових, довiльнi. Будь-яку
дiагоналiзовну матрицю вигляду (2.17) можна привести за допомо-
гою вiдповiдної замiни базису до вигляду diag(𝛼 + 2𝛽, 𝛼 + 𝛽, 𝛼, 𝛽), де
𝛼 = 𝛾3

3 та 𝛽 = 𝛾4
4 . Контракцiя 2g2.1 → g4.1 не еквiвалентна простiй

IВ-контракцiї [57]. Отже, четвiрка чисел з 𝛼 = 1 та 𝛽 = 0 не може
бути сигнатурою цiєї контракцiї. Вивчимо iншi четвiрки, що вiдповiда-
ють мiнiмальним невiд’ємним цiлим значенням 𝛼 та 𝛽, а саме, четвiрки
(4, 3, 2, 1), (3, 2, 1, 1), (2, 1, 0, 1).
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Першi двi четвiрки є сигнатурами узагальнених IВ-контракцiй алге-
бри 2g2.1 до алгебри g4.1. Для них з самого початку обмежимося пошуком
матриць контракцiї у виглядi (2.1) з матрицею 𝑃 рiвною одиничнiй та
det𝐴 = 1.

Четвiрка (4, 3, 2, 1) призводить до системи, яку утворюють лише три
рiвняння на елементи матрицi 𝐴:(︃

𝑏11 𝑏13

𝑏21 𝑏23

)︃(︃
𝑎13𝑎

2
4 − 𝑎23𝑎

1
4

𝑎33𝑎
4
4 − 𝑎43𝑎

3
4

)︃
=

(︃
0

1

)︃
, (2.18)

(𝑎12𝑎
2
4 − 𝑎22𝑎

1
4)𝑏

1
1 + (𝑎32𝑎

4
4 − 𝑎42𝑎

3
4)𝑏

1
3 = 1. (2.19)

Нагадаємо, що (𝑏𝑖𝑗) = 𝐴−1. Частинний розв’язок системи (2.18)–(2.19)
було знайдено у [41].

Для степенiв параметра (3, 2, 1, 1) система (2.18)–(2.19) доповнюється
рiвнянням

(𝑎12𝑎
2
3 − 𝑎22𝑎

1
3)𝑏

1
1 + (𝑎32𝑎

4
3 − 𝑎42𝑎

3
3)𝑏

1
3 = 0. (2.20)

Матриця 𝐴, що задовольняє усi рiвняння (2.18)–(2.20), пiдходить для
узагальнених IВ-контракцiй алгебри 2g2.1 до алгебри g4.1 як з сигнату-
рою (4, 3, 2, 1), так i з (3, 2, 1, 1). Знайдемо роз’вязок системи (2.18)–(2.20)
за обмеження det𝐴 = 1. Оскiльки система (2.18)–(2.20) недовизначена,
виберемо простi значення для бiльшостi змiнних 𝑎𝑖𝑗 не порушуючи су-
мiсностi рiвнянь, що не задовiльненi завдяки цьому. З (2.18) та (2.19)
випливає, що (𝑏11, 𝑏

1
3) ̸= (0, 0) та (𝑏21, 𝑏

2
3) ̸= (0, 0). Якби вираз 𝑏11𝑏23−𝑏13𝑏

2
1 до-

рiвнював нулю, то (𝑏11, 𝑏
1
3) = 𝜇(𝑏21, 𝑏

2
3) для деякого 𝜇 ̸= 0 i рiвняння (2.18)

мало б суперечливий наслiдок 𝜇 = 0. Отже, з тотожностi Якобi для до-
повняльних мiнорiв взаємнообернених матриць [65] випливає, що

𝑏11𝑏
2
3 − 𝑏13𝑏

2
1 = −(𝑎23𝑎

4
4 − 𝑎24𝑎

4
3) ̸= 0.

Покладемо 𝑎23 = 𝑎43 = 𝑎44 = 1 та 𝑎24 = 0. Тодi з точнiстю до перетво-
рень базису з Aut(2g2.1) можна вважати 𝑎12 = 𝑎33 = 0. Пiсля пiдстанов-
ки фiксованих значень 𝑎, з системи (2.18)–(2.20) отримаємо, зокрема,
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𝑎12𝑎
3
4 − 𝑎14𝑎

3
2 = 0 та 𝑎11𝑎

3
4 − 𝑎14𝑎

3
1 = 1. Для простоти також покладемо

𝑎14 = 𝑎34 = 𝑎11 = 1 та 𝑎21 = 𝑎41 = 𝑎12 = 𝑎22 = 0. Решту елементiв матрицi 𝐴
легко знайти. В результатi отримаємо розв’язок

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

(Цю матрицю позначено в пiдроздiлi 2.3.4 як 𝐼31.) Матриця
𝑈𝜀 = 𝐴 diag(𝜀3, 𝜀2, 𝜀, 𝜀) реалiзує узагальнену IВ-контракцiю 2g2.1 → g4.1

та є простiшою за знайдену в [41] як за сигнатурою, (3, 2, 1, 1) замiсть
(4, 3, 2, 1),2.4 так i за сталою частиною 𝐴.

Доведемо вiд супротивного, що четвiрка (2, 1, 0, 1) не може бути си-
гнатурою узагальненої IВ-контракцiї 2g2.1 → g4.1.

Дiйсно, припустимо, що iснує узагальнена IВ-контракцiя 2g2.1 → g4.1

з сигнатурою (2, 1, 0, 1). Це означає, що для деяких невироджених сталих
матриць 𝐴 та 𝑃 добуток 𝑈𝜀 = 𝐴 diag(𝜀2, 𝜀, 1, 𝜀)𝑃 є матрицею контракцiї
2g2.1 → g4.1. Алгебра Лi, отримана контракцiєю алгебри 2g2.1 з матрицею
𝐴 diag(𝜀2, 𝜀, 1, 𝜀), має диференцiювання з матрицею diag(2, 1, 0, 1), яка
пiд дiєю матрицi 𝑃 переходить у матрицю Γ вигляду (2.17), де 𝛾33 = 0 та
𝛾44 = 1. Отже, матрицi 𝑃 та Γ задовольняють рiвняння diag(2, 1, 0, 1)𝑃 =

𝑃Γ, з чого випливає умова дiагоналiзовностi 𝛾1
2𝛾

3
4 + 𝛾2

4 = 0 для Γ та
представлення 𝑃 = 𝑃grad𝑃aut, де

𝑃grad =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝11 0 0 0

0 𝑝22 0 𝑝24

0 0 𝑝33 0

0 𝑝42 0 𝑝44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ та 𝑃aut =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 𝛾1

2 𝜎1 𝜎2

0 1 𝛾1
2 −𝛾1

2𝛾
3
4

0 0 1 −𝛾3
4

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
є матрицями замiни базису в градуйованих компонентах та автоморфi-
зму алгебри g4.1 у канонiчному базисi вiдповiдно, 𝜎1 = 1

2

(︀
𝛾1
3 + (𝛾1

2)
2
)︀

та
2.4Вперше на можливiсть пониження сигнатури узагальненої IВ-контракцiї 2g2.1 → g4.1 з [41]

вказала М.О. Нестеренко [10].
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𝜎2 = 𝛾1
4 + 1

2𝛾
3
4

(︀
𝛾1
3 − (𝛾1

2)
2
)︀
. Узявши до уваги зазначене представлення

для 𝑃 , можна вважати 𝑃 рiвним одиничнiй матрицi та розглядати лише
матрицi контракцiй вигляду 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀.

На противагу двом попереднiм сигнатурам, умови на матрицi уза-
гальнених IВ-контракцiй з сигнатурою (2, 1, 0, 1) призводять до значно
бiльшої системи з восьми рiвнянь. Їх можна записати у виглядi

(𝑎23𝑏
1
1, −𝑎13𝑏

1
1, 𝑎

4
3𝑏

1
3, −𝑎33𝑏

1
3)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎14

𝑎21 𝑎22 𝑎24

𝑎31 𝑎32 𝑎34

𝑎41 𝑎42 𝑎44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = (0, 0, 0), (2.21)

⎛⎜⎝𝑏11 𝑏13

𝑏21 𝑏23

𝑏41 𝑏43

⎞⎟⎠𝑍 =

⎛⎜⎝0 0

0 1

0 0

⎞⎟⎠ , (2.22)

𝑍 =

(︃
𝑧11 𝑧12

𝑧21 𝑧22

)︃
:=

(︃
𝑎12𝑎

2
3 − 𝑎22𝑎

1
3 𝑎13𝑎

2
4 − 𝑎23𝑎

1
4

𝑎32𝑎
4
3 − 𝑎42𝑎

3
3 𝑎33𝑎

4
4 − 𝑎43𝑎

3
4

)︃
.

(𝑎12𝑎
2
4 − 𝑎22𝑎

1
4)𝑏

1
1 + (𝑎32𝑎

4
4 − 𝑎42𝑎

3
4)𝑏

1
3 = 1. (2.23)

Для зручностi одну пару рiвнянь включено як у (2.21), так i в (2.22).
З рiвнянь (2.22) та (2.23) отримаємо, що 𝑧11 = 𝑧21 = 0. Дiйсно, в iншому

разi з огляду на (2.22) для деяких 𝑑1, 𝑑2, 𝑑4 виконувалося би⎛⎜⎝𝑏11

𝑏21

𝑏41

⎞⎟⎠ = −𝑧21

⎛⎜⎝𝑑1

𝑑2

𝑑4

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝𝑏13

𝑏23

𝑏43

⎞⎟⎠ = 𝑧11

⎛⎜⎝𝑑1

𝑑2

𝑑4

⎞⎟⎠ ,

(𝑧11𝑧
2
2 − 𝑧12𝑧

2
1)

⎛⎜⎝𝑑1

𝑑2

𝑑4

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝0

1

0

⎞⎟⎠ ,

тобто 𝑧11𝑧
2
2 − 𝑧12𝑧

2
1 ̸= 0, 𝑑1 = 𝑑4 = 0, i через це 𝑏11 = 𝑏13 = 0, що суперечить

рiвнянню (2.23).
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Приєднаємо тотожнiсть 𝑎13𝑎
2
3𝑏

1
1 − 𝑎23𝑎

1
3𝑏

1
1 + 𝑎33𝑎

4
3𝑏

1
3 − 𝑎43𝑎

3
3𝑏

1
3 = 0 до си-

стеми (2.21) в якостi четвертого рiвняння. Пiсля перестановки рiвнянь
розширену систему можна записати у виглядi

(𝑎23𝑏
1
1,−𝑎13𝑏

1
1, 𝑎

4
3𝑏

1
3,−𝑎33𝑏

1
3)𝐴 = (0, 0, 0, 0).

Оскiльки det𝐴 ̸= 0, отримаємо 𝑎13𝑏
1
1 = 𝑎23𝑏

1
1 = 𝑎33𝑏

1
3 = 𝑎43𝑏

1
3 = 0, а тому

𝑏11𝑏
1
3 = 0 з огляду на (𝑎13, 𝑎

2
3, 𝑎

3
3, 𝑎

4
3)

T ̸= (0, 0, 0, 0)T. З рiвняння (2.23) ви-
пливає, що (𝑏11, 𝑏

1
3) ̸= (0, 0). Тому для значень (𝑏11, 𝑏

1
3) є два випадки, а

саме

𝑏11 ̸= 0, 𝑏13 = 0 та 𝑏11 = 0, 𝑏13 ̸= 0.

Достатньо вивчити перший випадок. Розгляд другого аналогiчний.
Якщо 𝑏11 ̸= 0 та 𝑏13 = 0, то 𝑎13 = 𝑎23 = 0, а тому 𝑧12 = 0, 𝑏23𝑧22 = 1,

𝑏43𝑧
2
2 = 0. Це дає умови 𝑏23 ̸= 0, 𝑧22 ̸= 0 та 𝑏43 = 0. У термiнах матрицi 𝐴,

занулення елементiв 𝑏13 та 𝑏43 означає, що трiйки (𝑎12, 𝑎
2
2, 𝑎

4
2) та (𝑎13, 𝑎

2
3, 𝑎

4
3)

пропорцiйнi. Тодi (𝑎12, 𝑎22) ̸= (0, 0) та 𝑎43 = 0, з огляду на 𝑎13 = 𝑎23 = 0 та
det𝐴 ̸= 0. Оскiльки 𝑎13 = 𝑎23 = 𝑎43 = 0, отримаємо рiвнiсть 𝑏23 = 0, що
суперечить нерiвностi 𝑏23 ̸= 0.

У результатi, можна бачити, що четвiрка (3, 2, 1, 1) — сигнатура уза-
гальненої IВ-контракцiї 2g2.1 → g4.1 з мiнiмальними невiд’ємними цiлими
степенями.

Доведення мiнiмальностi залишається в силi при розглядi над полем
дiйсних (замiсть комплексних) чисел. Отже, твердження про контракцiю
алгебри 2g2.1 до алгебри g4.1 можна переписати для контракцiї мiж їх дiй-
сними аналогами 2A2.1 та A4.1. Бiльше того, вiдомо [41], що контракцiю
A4.10 → A4.1 реалiзує узагальнена IВ-контракцiя з сигнатурою (3, 2, 1, 1).
Якби ця контракцiя мала сигнатуру з степенями, обмеженими набором
{0, 1, 2} над полем R, це поширювалося б на її комплексифiкацiю, еквi-
валентну контракцiї 2g2.1 → g4.1, i суперечило б мiнiмальностi сигнатури
(3, 2, 1, 1) у комплексному випадку. Отже, для обох контракцiй 2A2.1 →
A4.1 та A4.10 → A4.1 четвiрка (3, 2, 1, 1) є мiнiмальною сигнатурою.
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2.3.3. Узагальненi IВ-контракцiї з so(3)⊕A1 до A4.1. У статтi [80]
контракцiю so(3)⊕A1 → A4.1 реалiзовано узагальненою IВ-контракцiєю
з сигнатурою (3, 2, 1, 1). Покажемо, що ця сигнатура мiнiмальна в тому
сенсi, що жодна четвiрка чисел з набору {0, 1, 2} не може бути сигна-
турою узагальненої IВ-контракцiї алгебри so(3) ⊕ A1 до алгебри A4.1.
Зауважимо, що комплексифiкацiя контракцiї so(3) ⊕ A1 → A4.1 еквiва-
лентна контракцiї sl(2,C) ⊕ g1 → g4.1, а тому її сигнатура — (1, 1, 1, 0),
тобто це звичайна IВ-контракцiя. Отже, на вiдмiну вiд контракцiй з попе-
реднього пiдроздiлу 2.3.2, для контракцiї sl(2,C)⊕ g1 → g4.1 базове поле
є суттєвим i доведення не можна провести над полем комплексних чисел.

Оскiльки контрактована алгебра A4.1 та сама, що й у попередньому
пiдроздiлi, i контракцiя не еквiвалентна звичайнiй IВ-контракцiї [57], мо-
жна використати результати i позначення з попереднього роздiлу. Отже,
достатньо перевiрити лише четвiрку (2, 1, 0, 1) i, не втрачаючи загально-
стi, можна вважати 𝑃 одиничною матрицею.

Припустимо, що iснує узагальнена IВ-контракцiя so(3)⊕A1 → A4.1 з
сигнатурою (2, 1, 0, 1) i матрицею 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀. З умов iснування контра-
кцiї випливає, зокрема, така система алгебраїчних рiвнянь на елементи
матрицi 𝐴:⎛⎜⎝𝑏11 𝑏12 𝑏13

𝑏21 𝑏22 𝑏23

𝑏41 𝑏42 𝑏43

⎞⎟⎠𝑍 =

⎛⎜⎝0 0

0 1

0 0

⎞⎟⎠ , де 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) = 𝐴−1 та

𝑍 =

⎛⎜⎝𝑧11 𝑧12

𝑧21 𝑧22

𝑧31 𝑧32

⎞⎟⎠ :=

⎛⎜⎝𝑎22𝑎
3
3 − 𝑎32𝑎

2
3 𝑎23𝑎

3
4 − 𝑎33𝑎

2
4

𝑎32𝑎
1
3 − 𝑎12𝑎

3
3 𝑎33𝑎

1
4 − 𝑎13𝑎

3
4

𝑎12𝑎
2
3 − 𝑎22𝑎

1
3 𝑎13𝑎

2
4 − 𝑎23𝑎

1
4

⎞⎟⎠ .

Доповнимо систему тотожними “вiртуальними” рiвняннями:

𝐵

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧11 𝑧12

𝑧21 𝑧22

𝑧31 𝑧32

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0

0 1

𝑡1 𝑡2

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , тобто 𝑍 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧11 𝑧12

𝑧21 𝑧22

𝑧31 𝑧32

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐴

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0

0 1

𝑡1 𝑡2

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,



103

де 𝑡1 та 𝑡2 — деякi новi невiдомi. З рiвностi перших стовпчикiв лiвої та
правої сторiн у останньому матричному рiвняннi випливає, що перший i
третiй стовпчики вiдповiдно матриць 𝑍 i 𝐴 пропорцiйнi. Водночас вони
ортогональнi вiдносно звичайного скалярного добутку за означенням ма-
трицi 𝑍 (тут i надалi важливо, що базове поле є полем дiйсних чисел), а
всi стовпчики матрицi 𝐴 ненульовi з огляду на її невиродженiсть. Отже,
𝑧11 = 𝑧21 = 𝑧31 = 0, тобто набори (𝑎12, 𝑎

2
2, 𝑎

3
2) та (𝑎13, 𝑎

2
3, 𝑎

3
3) пропорцiйнi. Тодi

з рiвностi других стовпчикiв лiвої та правої сторiн у тому ж матрично-
му рiвняннi випливає, що набори (𝑧12, 𝑧

2
2, 𝑧

3
2, 0) i (𝑎13, 𝑎23, 𝑎33, 0) пропорцiйнi,

хоча за означенням матрицi 𝑍 вони ортогональнi вiдносно звичайного
скалярного добутку i, крiм того, перший набiр нульовий, якщо другий
є таким. Звiдси 𝑧12 = 𝑧22 = 𝑧32 = 0, а тому другий та третiй стовпчики
матрицi 𝐴 пропорцiйнi. Це суперечить невиродженостi матрицi 𝐴.

2.3.4. Оптимiзований опис контракцiй чотиривимiрних алгебр
Лi. Комбiнуючи зазначенi результати з результатами з [80, 41], див. та-
кож приклад 1.21, отримаємо такi теореми.

Теорема 2.10. Будь-яку контракцiю мiж чотиривимiрними компле-
ксними (вiдповiдно дiйсними) алгебрами Лi за винятком контракцiй
2A2.1 → A1 ⊕ A3.2, A4.10 → A1 ⊕ A3.2 та 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2 для дiйсного
та комплексного випадкiв вiдповiдно, можна реалiзувати як узагаль-
нену IВ-контракцiю. Усi винятки можна реалiзувати як контракцiї
Салетана.

Iнакше кажучи, об’єднання узагальнених IВ-контракцiй i контракцiй
Салетана є унiверсальним для чотиривимiрних алгебр Лi.

Теорема 2.11. Будь-яка узагальнена IВ-контракцiя мiж чотириви-
мiрними комплексними (вiдповiдно дiйсними) алгебрами Лi еквiвален-
тна узагальненiй IВ-контракцiї з показниками степенiв параметра з
множини {0, 1, 2, 3}. Показникiв з {0, 1, 2} достатньо для всiх таких
контракцiй, за винятком 2g2.1 → g4.1 у комплексному випадку та
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2A2.1 → A4.1, A4.10 → A4.1, so(3) ⊕ A1 → A4.1 у дiйсному випадку, де
мiнiмальним набором показникiв є (3, 2, 1, 1).

Використовуючи власнi програми в системi символьних обчислень
Maple на основi запропонованих алгоритмiв пошуку узагальнених IВ-
контракцiй i контракцiй Салетана, переобчислено всi реалiзацiї контра-
кцiй мiж чотиривимiрними комплексними або дiйсними алгебрами Лi з
[41, 80]. За рахунок бiльшої ефективностi та гнучкостi цих алгоритмiв
порiвняно з попереднiми, виправлено помилки в кiлькох реалiзацiях,
а бiльшу кiлькiсть реалiзацiй оптимiзовано через зменшення сигнатур
або спрощення сталих частин 𝐼𝑗 матриць контракцiй. Наведемо опти-
мiзований список власних i нетривiальних контракцiй чотиривимiрних
дiйсних алгебр Лi та вiдповiдну дiаграму Хассе (рис. 2.2); для кожної
простої IВ-контракцiї додатково вказано асоцiйовану пiдалгебру вихiдної
алгебри.

A2.1 ⊕ 2A1 :
𝐼30𝑊 (1,1,0,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒3 − 𝑒1, 𝑒4⟩.

2A2.1 :
𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−→ A2.1 ⊕ 2A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒3⟩;
𝐼1𝑊 (1,1,0,1)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1 + 𝑒3⟩;

𝑆1−→ A3.2 ⊕ A1;

𝐼127𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−−→ A3.3 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒3, 𝑒2 + 𝑒4⟩;
𝐼𝑎27𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−−→ 𝐴𝑎

3.4 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒3, 𝑒2 + 𝑎𝑒4⟩;
𝐼31𝑊 (3,2,1,1)−−−−−−−→ A4.1;

𝐼28𝑊 (0,1,1,0)−−−−−−−→ A4.3, ⟨𝑒1, 𝑒2 + 𝑒3⟩;
𝐼3𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A0

4.8, ⟨𝑒1 + 𝑒3, 𝑒2 + 𝑒4⟩.

A3.2 ⊕ A1 :
𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒2, 𝑒4⟩;
𝑊 (0,1,0,0)−−−−−−→ A3.3 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒3, 𝑒4⟩;

𝐼29𝑊 (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.

A3.3 ⊕ A1 :
𝐼4𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒2, 𝑒1 + 𝑒4⟩.

A𝑎
3.4 ⊕ A1 :

𝐼4𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒2, 𝑒1 + 𝑒4⟩;
𝐼6𝑊 (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.
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A𝑏
3.5 ⊕ A1 :

𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒2, 𝑒4⟩;
𝐼9𝑊 (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.

sl(2,R)⊕ A1 :
𝐼8𝑊 (1,1,0,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒3, 𝑒4⟩;
𝐼7𝑊 (1,0,0,0)−−−−−−−→ A−1

3.4 ⊕ A1, ⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4⟩;
𝐼10𝑊 (1,1,0,0)−−−−−−−→ A0

3.5 ⊕ A1, ⟨𝑒1 + 𝑒3, 𝑒4⟩;
𝐼23𝑊 (1,1,1,0)−−−−−−−→ A4.1, ⟨𝑒1 + 𝑒4⟩;
𝐼19𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A−1

4.8, ⟨𝑒1, 𝑒2 + 𝑒4⟩;
𝐼22𝑊 (2,1,1,0)−−−−−−−→ A0

4.9.

so(3)⊕ A1 :
𝑊 (2,1,1,0)−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1;

𝑊 (1,1,0,0)−−−−−−→ A0
3.5 ⊕ A1, ⟨𝑒3, 𝑒4⟩;

𝐼5𝑊 (3,2,1,1)−−−−−−−→ A4.1;
𝐼11𝑊 (2,1,1,0)−−−−−−−→ A0

4.9.

A4.1 :
𝐼013𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒4⟩.

A𝑏
4.2 :

𝐼14𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒3⟩;
𝑏 ̸=1, 𝐼15𝑊 (2,1,0,1)−−−−−−−−−−→ A4.1;

𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−→ 𝐴𝑏,1,1
4.5 , ⟨𝑒2, 𝑒4⟩.

A4.3 :
𝐼16𝑊 (0,0,1,0)−−−−−−−→ A2.1 ⊕ 2A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒4⟩;
𝐼14𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒3⟩;

𝐼17𝑊 (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.

A4.4 :
𝐼013𝑊 (1,0,1,1)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒2⟩;

𝑊 (2,1,0,1)−−−−−−→ A4.1;

𝑊 (0,1,1,0)−−−−−−→ 𝐴1
4.2, ⟨𝑒1, 𝑒4⟩;

𝑊 (0,1,2,0)−−−−−−→ A111
4.5 .

A𝑎𝑏1
4.5 :

𝑎̸=1, 𝐼18𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1 + 𝑒2, 𝑒3⟩;
1̸=𝑎̸=𝑏 ̸=1, 𝐼12𝑊 (2,1,0,1)−−−−−−−−−−−−−→ A4.1.

A𝑎𝑏
4.6 :

𝐼14𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒3⟩;
𝐼21𝑊 (2,1,0,1)−−−−−−−→ A4.1.

A4.7 :
𝐼14𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒3⟩;

𝐼20𝑊 (1,1,1,0)−−−−−−−→ A4.1, ⟨𝑒4⟩;
𝑊 (0,1,1,0)−−−−−−→ A2

4.2, ⟨𝑒1, 𝑒4⟩;
𝑊 (0,0,1,0)−−−−−−→ A2,1,1

4.5 , ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒4⟩;
𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−→ A1

4.8, ⟨𝑒2, 𝑒4⟩.
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A𝑏
4.8 :

𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒3⟩;
𝑏=0, 𝐼24𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−−−−−→ A3.2 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 + 𝑒4⟩;
𝑏=0, 𝐼013𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−−−−−→ A3.3 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒4⟩;
𝑏=−1, 𝐼14𝑊 (0,1,0,0)−−−−−−−−−−−→ 𝐴−1

3.4 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒4⟩;
𝑏̸=1, 𝐼25𝑊 (1,1,1,0)−−−−−−−−−−→ A4.1, ⟨𝑒2 + 𝑒3⟩;
𝑏̸=−1,0, 𝑊 (0,0,1,0)−−−−−−−−−−→ A1+𝑏,1,𝑏

4.5 , ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒4⟩.

A𝑎
4.9 :

𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒3⟩;
𝑎=0, 𝐼14𝑊 (1,1,0,0)−−−−−−−−−−→ A0

3.5 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒4⟩;
𝐼26𝑊 (1,1,1,0)−−−−−−−→ A4.1, ⟨𝑒2⟩;

𝑎̸=0, 𝑊 (1,1,1,0)−−−−−−−−→ A2𝑎,𝑎
4.6 , ⟨𝑒4⟩.

A4.10 :
𝐼013𝑊 (1,0,1,1)−−−−−−−→ A3.1 ⊕ A1, ⟨𝑒2⟩;

𝑆2−→ A3.2 ⊕ A1;

𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−→ A3.3 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒3⟩;
𝐼𝑏13𝑊 (0,0,0,1)−−−−−−−→ A𝑏

3.5 ⊕ A1, ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑏𝑒3 + 𝑒4⟩;
𝐼31𝑊 (3,2,1,1)−−−−−−−→ A4.1;

𝐼013𝑊 (1,0,1,0)−−−−−−−→ A0
4.8, ⟨𝑒2, 𝑒3⟩.

Сталi частини 𝐼 матриць зазначених узагальнених IВ-контракцiй, якi
вiдповiдають замiнам базисiв у вихiдних алгебрах, мають такий вигляд:

𝐼1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼6 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1− 𝑎 1 1 0

0 𝑎 1 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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𝐼7 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼8 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

2 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼9 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2𝑏 1 0 0

𝑏2 − 1 𝑏 1 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼10 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1

2 0

0 1 0 0

1 0 1
2 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼11 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼12 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑎− 1)(𝑎− 𝑏) 𝑎− 1 1 0

0 𝑏− 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼𝑏13 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 𝑏 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼14 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼15 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑏− 1)2 𝑏− 1 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼16 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼17 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼18 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎− 1 1 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼19 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

2 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼20 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼21 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 + (𝑎− 𝑏)2 𝑎− 𝑏 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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𝐼22 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 1

2

0 1 0 0

0 0 0 1
2

1 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼23 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 0 0 −1

0 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼24 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼25 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏− 1 0 0 0

0 𝑏− 1 0 1

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼26 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼𝑎27 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 𝑎 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼28 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼29 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐼30 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐼31 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

2.4. Еквiвалентнiсть дiагональних контракцiй
узагальненим IВ-контракцiям

Iснує клас контракцiй, ширший за клас узагальнених IВ-контракцiй, але
водночас будь-яка контракцiя з цього класу еквiвалентна узагальненiй
IВ-контракцiї, сигнатуру якої складено з цiлих чисел. Аналогiчно до уза-
гальнених IВ-контракцiй, цей клас визначено обмеженням на матрицi
контракцiй, а не на структуру алгебри.

Означення 2.12. Контракцiю g → g0 над дiйсним або комплексним
полем F називають дiагональною, якщо її матрицю 𝑈𝜀 можна пред-
ставити у виглядi 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , де 𝐴 i 𝑃 — сталi невиродженi ма-
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Рис. 2.2. Дiаграма Хассе для контракцiй чотиривимiрних дiйсних алгебр Лi.

трицi, а 𝑊𝜀 = diag(𝑓1(𝜀), . . . , 𝑓𝑛(𝜀)) для деяких неперервних функцiй
𝑓𝑖 : (0, 1] → F∖{0}.

Теорема 2.13. Довiльна дiагональна контракцiя еквiвалентна узагаль-
ненiй IВ-контракцiї з цiлочисловою сигнатурою.

Доведення. Припустимо, що матриця 𝑈𝜀 контракцiї g → g0 має вигляд
з означення 2.12. Використовуючи замiну базисiв у початковiй i контра-
ктованiй алгебрах, покладемо матрицi 𝐴 та 𝑃 рiвними одиничнiй. Якщо
𝑈𝜀 = 𝑊𝜀, то структурнi сталi контрактованої алгебри g0 задає формула

𝑐𝑘0,𝑖𝑗 = lim
𝜀→+0

𝑐𝑘𝑖𝑗
𝑓𝑖𝑓𝑗
𝑓𝑘

.
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(Тут i нижче пiдсумовування за повторюваними iндексами по замовчу-
ванню не ведемо.) Тому умова

∃ lim
𝜀→+0

𝑓𝑖𝑓𝑗
𝑓𝑘

=: 𝐹 𝑘
𝑖𝑗 ∈ F при 𝑐𝑘𝑖𝑗 ̸= 0

є необхiдною i достатньою для iснування добре визначеної дiагональної
контракцiї g → g0 з матрицею 𝑈𝜀. Тодi 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝐹

𝑘
𝑖𝑗, якщо границя 𝐹 𝑘

𝑖𝑗

визначена й належить F∖{0}, i 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 = 0 iнакше.
Увiвши позначення

ℰ = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) | 𝑖 < 𝑗, 𝑐𝑘𝑖𝑗 ̸= 0, 𝐹 𝑘
𝑖𝑗 ̸= 0},

𝒩 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) | 𝑖 < 𝑗, 𝑐𝑘𝑖𝑗 ̸= 0, 𝐹 𝑘
𝑖𝑗 = 0},

пов’яжемо множину границь 𝐹 𝑘
𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ ∪ 𝒩 , з двома системами2.5:

1) системою Σ рiвнянь 𝑦𝑖𝑦𝑗/𝑦𝑘 = 𝐹 𝑘
𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ , для 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈

(F∖{0})𝑛 i

2) змiшаною системою 𝑆 рiвнянь 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 − 𝑥𝑘 = 0, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ та
нерiвностей 𝑥𝑖+𝑥𝑗 −𝑥𝑘 > 0, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝒩 , для 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

Доведемо вiд супротивного, що iснування ненульових границь 𝐹 𝑘
𝑖𝑗

для (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ (вiдповiдно цих границь та додатково нульових гра-
ниць для (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝒩 ) призводить до сумiсностi системи Σ (вiдповiдно
𝑆). Основою доведення є спостереження, що операцiї з рiвняннями та
нерiвностями еквiвалентнi аналогiчним операцiям з границями.

Припустимо, що система Σ несумiсна. Тодi ℰ ̸= ∅. Застосуємо ме-
тод Гауса для множення, використовуючи лише цiлi степенi. Цей ме-
тод зводиться до повторення таких дiй. Позначимо через Σ𝜈 множину
{𝑌𝑠 = 𝐺𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝜎} наслiдкiв системи Σ, отриманих пiсля 𝜈-ї iте-
рацiї, Σ0 := Σ. Тут 𝑌𝑠 (вiдповiдно 𝐺𝑠) — добутки цiлих степенiв деяких
виборок змiнних 𝑦 (вiдповiдно сталих 𝐹 ), а кiлькостi |Σ𝜈| та |Σ| рiвнянь

2.5Тут можемо також вважати, що 𝒩 ̸= ∅, оскiльки iнакше контракцiя g → g0 невласна, а отже
еквiвалентна узагальненiй IВ-контракцiї з нульовою сигнатурою.



111

у системах Σ𝜈 та Σ збiгаються, |Σ𝜈| = |Σ| =: 𝜎. Виберемо таке значен-
ня iндексу 𝑖, що змiнна 𝑦𝑖 є в системi Σ𝜈, та позначимо через 𝛽𝑠 степiнь
змiнної 𝑦𝑖 у виразi 𝑌𝑠. Позначимо через 𝛽 = gcd(𝛽1, . . . , 𝛽𝜎) найбiльший
спiльний дiльник для 𝛽1, . . . , 𝛽𝜎. За узагальненою тотожнiстю Безу, iснує
представлення 𝛽 =

∑︀𝜎
𝑠=1 𝛿𝑠𝛽𝑠 з цiлими коефiцiєнтами 𝛿𝑠. Розглянемо на-

слiдок 𝑌 = 𝐺̄ системи Σ𝜈, де 𝑌 = 𝑌 𝛿1
1 · · ·𝑌 𝛿𝜎

𝜎 та 𝐺̄ = 𝐺𝛿1
1 · · ·𝐺𝛿𝜎

𝜎 . Сте-
пiнь виразу 𝑌 за змiнною 𝑦𝑖 дорiвнює 𝛽. Рiвняння 𝑌𝑠𝑌

−𝛽𝑠/𝛽 = 𝐺𝑠𝐺̄
−𝛽𝑠/𝛽,

𝑠 = 1, . . . , 𝜎, утворюють систему Σ𝜈+1. За побудовою, кiлькiсть невiдо-
мих у системi Σ𝜈+1 на одиницю менша, нiж у системi Σ𝜈. Несумiснiсть
системи Σ𝜈 еквiвалентна несумiсностi системи Σ𝜈+1. Виходячи з несумi-
сностi системи Σ, у результатi iтерацiй отримаємо несумiсний наслiдок
вигляду

1 =
∏︁

(𝑖,𝑗,𝑘)∈ℰ

(𝐹 𝑘
𝑖𝑗)

𝑚𝑘
𝑖𝑗

(︃
або 𝑌 2 =

∏︁
(𝑖,𝑗,𝑘)∈ℰ

(𝐹 𝑘
𝑖𝑗)

𝑚𝑘
𝑖𝑗

)︃
,

де права частина не дорiвнює одиницi (вiдповiдно вiд’ємна), 𝑚𝑘
𝑖𝑗 ∈ Z,

(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ , 𝑌 — добуток цiлих степенiв змiнних 𝑦. Наслiдки другого
типу несумiснi лише в дiйсному випадку, тому наслiдки першого типу
вичерпують можливi несумiснi наслiдки у комплексному випадку. Така
сама комбiнацiя операцiй добре визначена для границь з (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ i,
застосована до них, призводить до такої самої (або подiбної) суперечливої
рiвностi для границь, що суперечить iснуванню дiагональної контракцiї.

Припустимо, що система 𝑆 несумiсна. Пiдсистема рiвнянь 𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 −
𝑥𝑘 = 0, де (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ , має розв’язки. (Принаймнi вона має нульовий
розв’язок.) Застосовуючи метод Гауса над Z до цiєї пiдсистеми, предста-
вимо її у виглядi

𝑎𝑖𝑥𝑖 =
∑︁
𝑗∈𝐼

𝑏𝑗𝑖𝑥𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼,

де 𝐼 ⊂ {1, . . . , 𝑛}, 𝐼 = {1, . . . , 𝑛}∖𝐼, 𝑎𝑖 ∈ N, 𝑏𝑗𝑖 ∈ Z, 𝑖 ∈ 𝐼 та 𝑗 ∈ 𝐼. Виклю-
чимо 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, з нерiвностей 𝑥𝑖′+𝑥𝑗′−𝑥𝑘′ > 0, (𝑖′, 𝑗′, 𝑘′) ∈ 𝒩 , домноживши



112

їх на вiдповiднi добутки потрiбних 𝑎𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼. Отримаємо систему 𝑆 ′ стро-
гих однорiдних лiнiйних нерiвностей для 𝑥𝑗, 𝑗 ∈ 𝐼, з цiлими коефiцiєн-
тами. Оскiльки система 𝑆 несумiсна, iснує тотожно нульова лiнiйна ком-
бiнацiя з натуральними коефiцiєнтами, складена з лiвих частин нерiвно-
стей з 𝑆 ′.2.6 Це твердження призводить до несумiсної нерiвностi 0 > 0.

Зазначеному вище ланцюгу адитивних операцiй з рiвностями та не-
рiвностями з системи 𝑆 можна зiставити ланцюг добре визначених муль-
типлiкативних операцiй з границями 𝐹 𝑘

𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℰ ∪ 𝒩 . За такої вiд-
повiдностi операцiї додавання, вiднiмання та множення на цiле число
вiдповiдно асоцiйованi з множенням, дiленням та пiдведенням до такого
самого степеня. Лише множення та пiдведення до натурального степеня
можна застосувати до нульових границь 𝐹 𝑘

𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝒩 , що узгоджено
з обмеженнями на операцiї з нерiвностями. Зазначений ланцюг операцiй
з границями призводить до несумiсної рiвностi 1 = 0, що суперечить
iснуванню контракцiї.

Нехай (𝛾1, . . . , 𝛾𝑛) i (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) — розв’язки систем Σ та 𝑆 вiдповiд-
но. Очевидно, що 𝛾1 · · · 𝛾𝑛 ̸= 0. Система 𝑆 ′ має рацiональнi розв’язки,
оскiльки множина її розв’язкiв вiдкрита й непорожня. Тому система 𝑆

має рацiональнi розв’язки, а отже, i цiлi розв’язки, тобто можна вва-
жати, що 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ Z. Тодi 𝑈̃𝜀 = 𝐴𝑊̃𝜀𝑃 , де 𝐴 = 𝐴 diag(𝛾1, . . . , 𝛾𝑛),
𝑊̃𝜀 = diag(𝜀𝛼1, . . . , 𝜀𝛼𝑛), дає добре визначену IВ-контракцiю алгебри g до
алгебри g0 з цiлими степенями параметра.

Iнакше кажучи, теорема 2.13 стверджує, що узагальненi IВ-контракцiї
є унiверсальними в класi дiагональних контракцiй.

Зауваження 2.14. При побудовi еквiвалентної дiагональнiй узагаль-
неної IВ-контракцiї за описаним у доведеннi методом, сталi матрицi при
вiдповiднiй матрицi контракцiї насправдi вiдомi та збiгаються, з точнiстю
до множника, з такими самими матрицями для дiагональної контракцiї.

2.6Це твердження — модифiкацiя добре вiдомої теореми Вороного [113] (див. також [19, p. 10]) для
випадку однорiдних строгих лiнiйних нерiвностей з дiйсними (або рацiональними) коефiцiєнтами.
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Цей множник є сталою дiагональною матрицею, елементи з дiагоналi
якої є розв’язками системи Σ. Лише розв’язання системи лiнiйних рiв-
нянь та нерiвностей 𝑆 вiдносно степенiв параметра є значущим. Можна
вибрати цiлочисловий розв’язок системи 𝑆, який є в певному сенсi опти-
мальним, наприклад має найменший максимум абсолютних значень ком-
понент. У загальному випадку вибраний розв’язки можуть бути неопти-
мальними у зазначеному сенсi у повному наборi цiлочислових сигнатур
узагальнених IВ-контракцiй алгебри g до алгебри g0. Для знаходження
оптимальної сигнатури для кожного набору степенiв з перелiку попе-
редньо вибраних потрiбно або побудувати розв’язок громiздкої системi
алгебраїчних рiвнянь на коефiцiєнти сталих матричних множникiв, або
довести несумiснiсть цiєї системи. Це складнiша проблема, нiж розгля-
нута в теоремi 2.13.

Наслiдок 2.15. Будь-яка дiагональна контракцiя, матриця якої має
скiнченну границю при 𝜀 → +0, еквiвалентна узагальненiй IВ-конт-
ракцiї з невiд’ємними степенями параметра.

Доведення. Оскiльки функцiї 𝑓𝑖 мають скiнченнi границi при 𝜀 → +0,
можна приєднати додатковi рiвняння 𝑥𝑖 > 0 до системи 𝑆 i довести
аналогiчно доведенню теореми 2.13, що розширена система має цiлi
розв’язки.

Зауваження 2.16. Iншi додатковi обмеження на степенi параметра
узагальнених IВ-контракцiй, еквiвалентних дiагональним контракцiям
з певними властивостями, можна встановити схожим чином. Зокрема,
з доведення теореми 2.13 випливає, що для будь-якого фiксованого
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} 𝑗-й степiнь параметра можна вибрати невiд’ємним (або
вiд’ємним), якщо iснує скiнченна (або нескiнченна) границя функцiї 𝑓𝑗
при 𝜀 → +0.

Зауваження 2.17. Аналогiчна теорема справедлива й для дiагональ-
них послiдовних контракцiй, а її доведення збiгається з доведенням тео-
реми 2.13.
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Зауваження 2.18. Теорему 2.13 можна очевидним чином розшири-
ти на бiльш загальний клас контракцiй, нiж дiагональнi. Наприклад,
розглянемо будь-яку контракцiю g → g0, матрицю якої можна пред-
ставити у виглядi 𝑈𝜀 = 𝑈̂𝜀𝐴𝑊𝜀𝑈̆𝜀𝑈̌𝜀, де 𝑈̆ ∈ C

(︀
[0, 1],GL(𝑛,F)

)︀
,

𝐴 ∈ GL(𝑛,F), функцiї 𝑈̂ , 𝑈̌ ∈ C
(︀
(0, 1],GL(𝑛,F)

)︀
такi, що для кожно-

го 𝜀 ∈ (0, 1] значення 𝑈̂𝜀 and 𝑈̌𝜀 є матрицями автоморфiзмiв алгебр g

and g0 вiдповiдно, а 𝑊𝜀 = diag(𝑓1(𝜀), . . . , 𝑓𝑛(𝜀)) для деяких функцiй
𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 ∈ C

(︀
(0, 1],F∖{0}

)︀
. Ця контракцiя строго еквiвалентна дiаго-

нальнiй контракцiї з матрицею 𝐴𝑊𝜀𝑃 , де 𝑃 := lim𝜀→+0 𝑈̌𝜀. Отже, за
теоремою 2.13, вона еквiвалентна узагальненiй IВ-контракцiї з цiлочи-
словою сигнатурою.

2.5. Висновки

Запропонований у пiдроздiлi 2.2 алгоритм дає змогу ефективно прово-
дити обчислення щодо узагальнених IВ-контракцiй алгебр Лi низької
розмiрностi. Завдяки його використанню не тiльки доведено, що деякi
контракцiї мiж чотиривимiрними алгебрами Лi не можна реалiзувати як
узагальненi IВ-контракцiї, а й виправлено та оптимiзовано опис контра-
кцiй три- та чотиривимiрних алгебр Лi в цiлому.

Теорема 2.7 важлива з рiзних мiркувань. Насамперед, знайдено зна-
чення найменшої розмiрностi, в якiй деякi добре визначенi контра-
кцiї не можна реалiзувати узагальненими IВ-контракцiями. Контракцiя
2g2.1 → g1 ⊕ g3.2 та її дiйснi аналоги 2A2.1 → A1 ⊕A3.2 A4.10 → A1 ⊕A3.2

є першими прикладами таких контракцiй для розмiрностей, менших за
сiм. Бiльш того, вони також є першими для випадку, коли контрактова-
на алгебра допускає нетривiальнi дiагональнi диференцiювання. Попере-
дня серiя прикладiв, побудованих Д. Бурде у [36, 37] для розмiрностей,
бiльших за шiсть, використовує факт, що характеристично нiльпотен-
тнi алгебри мають лише нiльпотентнi диференцiювання. Хоча виклю-
чнi контракцiї з теореми 2.10 не мають прямої фiзичної iнтерпретацiї,
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розвiювання iлюзiї унiверсальностi узагальнених IВ-контракцiй саме по
собi може бути цiкавим для фiзикiв. У зв’язку з цим треба зазначити,
що вiдповiднi алгебри Лi є не такими екзотичними, як характеристично
нiльпотентнi алгебри, та з’являються, зокрема, у загальнiй теорiї вiдно-
сностi [14]. Так, алгебру 2A2.1 можна реалiзувати як алгебру Лi групи Лi,
породженої одночасними масштабуваннями та зсувами у двох напрямах.

Повне розв’язання задачi опису узагальнених IВ-контракцiй чотири-
вимiрних комплексних (або дiйсних) алгебр Лi призводить до постановки
нових цiкавих задач.

Добре вiдомо, що всi контракцiї тривимiрних комплексних (або дiй-
сних) алгебр Лi можна реалiзувати узагальненими IВ-контракцiями [80].
Аналогiчне твердження для розмiрностей один та два є очевидним. Це
не так для розмiрностi чотири i розмiрностей, бiльших за шiсть, що вiд-
повiдно доведено в пiдроздiлi 2.3.1 i в [36, 37]. Проблема унiверсальностi
узагальнених IВ-контракцiй для п’яти- та шестивимiрних алгебр Лi на-
разi вiдкрита. Можна очiкувати, що для цих розмiрностей вiдповiдь та
пiдхiд до її отримання будуть схожими на такi у випадку розмiрностi
чотири.

Оскiльки узагальненi IВ-контракцiї не унiверсальнi у повнiй множинi
алгебр Лi, природно постає важливе питання: в яких класах алгебр Лi,
замкнених вiдносно контракцiй, кожна контракцiя еквiвалентна узагаль-
ненiй IВ-контракцiї? Наприклад, класи чотири- та п’ятивимiрних нiльпо-
тентних алгебр є такими [38, 54, 80]. Можна також ставити питання про
унiверсальнiсть узагальнених IВ-контракцiй у певному класi реалiзацiй
контракцiй. Так, у пiдроздiлi 2.4 доведено, що довiльна дiагональна кон-
тракцiя еквiвалентна узагальненiй IВ-контракцiї з цiлочисловою сигна-
турою. Водночас, як показують приклад 1.21 i результати пiдроздiлу 2.3,
вже в розмiрностi чотири iснують контракцiї Салетана, нееквiвалентнi
узагальненим IВ-контракцiям.

Хоча повна унiверсальнiсть IВ-контракцiй спростована контрприкла-
дами [36, 37], у [41] пiсля аналiзу класифiкацiї контракцiй чотиривимiр-
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них алгебр Лi, виконаної в [80], було висунуто припущення, що будь-
яка контракцiя алгебр Лi є композицiєю узагальнених IВ-контракцiй, але
приклади з [36, 37] спростовують i це припущення. Iснує контракцiя мiж
семивимiрними характеристично нiльпотентними алгебрами Лi, розмiр-
ностi орбiт яких вiдрiзняються на 1. Отже, ця контракцiя нерозкладна i
її не можна реалiзувати як узагальнену IВ-контракцiю. Можна висуну-
ти слабше припущення, що будь-яка контракцiя до алгебри Лi з нетри-
вiальними градуюваннями є композицiєю узагальнених IВ-контракцiй.
Це припущення не суперечить вiдомим чотири- та семивимiрним при-
кладам контракцiй, нееквiвалентних узагальненим IВ-контракцiям, але
можна очiкувати, що вiдповiднi контрприклади буде знайдено.

Не менш важливою є проблема знаходження критерiїв iснування уза-
гальнених IВ-контракцiй, що вiдрiзнялися б вiд найпростiшого, побудо-
ваного на перевiрцi наявностi дiагоналiзовних диференцiювань у контра-
ктованої алгебри, та працювали б у випадку, коли контрактована алгебра
допускає ненiльпотентнi диференцiювання.
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Роздiл 3

Лiївськи ортогональнi оператори

Умова лiївської ортогональностi операторiв на алгебрах Лi природно ви-
никає при вивченнi деяких структур, що пов’язанi з алгебрами Лi, таких
як многовиди Келера та структури Клiффорда [25, 26, 48]. Найпростiши-
ми серед таких структур є абелевi комплекснi структури на дiйсних ал-
гебрах Лi [25, 26], тобто лiнiйнi оператори, що задовольняють двi умови:

1) 𝐽2 = −id,

2) [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦].

Об’єктом дослiдження у цьому роздiлi є ширший клас операторiв, кожен
з яких задовольняє лише другу умову, яку i називають умовою лiївської
ортогональностi [12, 30]. Вiдкидання першої умови допомагає зрозумi-
ти, за якi властивостi абелевих комплексних структур вiдповiдає саме
умова лiївської ортогональностi. Так, твердження 3.1 з [25] елементарно
випливає з теореми 3.31 дисертацiї.

Крiм того, невиродженi лiївськи ортогональнi оператори пов’язанi
з так званими узагальненими диференцiюваннями в той самий спо-
сiб, як автоморфiзми пов’язанi з диференцiюваннями. Нагадаємо, що
лiнiйний оператор 𝐷 ∈ End(g) називають узагальненим (𝛼, 𝛽, 𝛾)-
диференцiюванням на алгебрi g, якщо для будь-яких елементiв 𝑥, 𝑦 з
алгебри g виконується спiввiдношення

𝛼𝐷[𝑥, 𝑦] = 𝛽[𝐷𝑥, 𝑦] + 𝛾[𝑥,𝐷𝑦]

для заданих сталих 𝛼, 𝛽, 𝛾 [81]. Очевидно, що iнфiнiтезимальними ана-
логами лiївськи ортогональних операторiв є (0, 1, 1)-диференцiювання.
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Див. також пiдроздiл 3.2.2 для додаткових зв’язкiв лiївськи ортогональ-
них операторiв з узагальненими диференцiюваннями.

У цьому роздiлi узагальнено результати з [12, 13, 30] та повнiстю опи-
сано множини лiївськи ортогональних операторiв на деяких класах ал-
гебр Лi. Всюди крiм пiдроздiлу 3.1 i початку пiдроздiлу 3.3 вважаємо,
що базове поле F має характеристику нуль, а алгебра Лi g скiнченнови-
мiрна. Додатковi обмеження на базове поле i алгебру вказуємо там, де
вони суттєвi.

Структура роздiлу така. У пiдроздiлi 3.1 розглянуто найпростiшi по-
няття та властивостi, пов’язанi з лiївськи ортогональними операторами,
та введено вiдношення еквiвалентностi таких операторiв, яке є особли-
во важливим при розглядi алгебр Лi з ненульовим центром. Там само
дослiджено елементарнi алгебраїчнi структури на множинах таких опе-
раторiв та обговорено базисний пiдхiд при дослiдженнi таких операторiв.
Дiю лiївськи ортогональних операторiв на центрi та радикалi алгебри Лi,
а також на iдеалах, породжених кореневими пiдпросторами та центром,
вивчено в пiдроздiлi 3.2. Вiдмiчено зв’язок лiївськи ортогональних опе-
раторiв з узагальненими диференцiюваннями. Пiдроздiл 3.3 присвячено
вивченню лiївськи ортогональних автоморфiзмiв алгебр Лi. У пiдроздi-
лi 3.4 отримано вичерпний опис лiївськи ортогональних операторiв на
метричних алгебрах Лi, з якого випливає, що на простих алгебрах iсну-
ють лише тривiальнi лiївськи ортогональнi оператори. Завдяки цьому
повнiстю описано множину лiївськи ортогональних операторiв на напiв-
простих та редуктивних алгебрах Лi, а також отримано деякi результати
для загальних алгебр Лi з ненульовими факторами Левi. Базисний пiдхiд
використано у пiдроздiлi 3.5 для прямого обрахунку повних множин лiїв-
ськи ортогональних операторiв для деяких важливих класiв алгебр Лi —
спецiальних лiнiйних алгебр, алгебр Гейзенберга, майже абелевих алгебр,
всiх дiйсних i комплексних алгебр Лi розмiрностi три та чотири тощо.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтi [92] i тезах конферен-
цiї [89].
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3.1. Елементарнi властивостi
лiївськи ортогональних операторiв

3.1.1. Означення i приклади.

Означення 3.1. (Лiнiйний) оператор 𝐽 на алгебрi Лi g називають лi-
ївськи ортогональним, якщо [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦] для довiльних елементiв
𝑥, 𝑦 ∈ g.

Приклад 3.2. Будь-який (лiнiйний) оператор на абелевiй алгебрi Лi
є лiївськи ортогональним. Лише абелева алгебра Лi допускає нульовий
оператор як лiївськи ортогональний.

Останнє твердження можна узагальнити до такого:

Твердження 3.3. Нехай g — алгебра Лi, а 𝐽 — нiльпотентний лiївськи
ортогональний оператор на g. Тодi алгебра g абелева.

Доведення. Позначимо через 𝑚 степiнь нiльпотентностi оператора 𝐽 :
𝐽𝑚 = 0. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g маємо: [𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑚𝑥, 𝐽𝑚𝑦] = 0.

Приклад 3.4. Для будь-якої алгебри Лi g тотожнiй оператор idg, а та-
кож −idg є лiївськи ортогональними операторами на g. Будемо назива-
ти такi оператори тривiальними лiївськи ортогональними операторами
на g. Тому цiкавими для дослiдження лiївськи ортогональними операто-
рами є лише тi, що вiдрiзняються вiд тривiальних.

Для деяких алгебр Лi множина лiївськи ортогональних операторiв
вичерпується тривiальними.

Приклад 3.5. Розглянемо алгебру Лi g = sl(2,C). Зафiксуємо ба-
зис (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3), в якому комутацiйнi спiввiдношення мають вигляд
[𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒1] = 𝑒2, або [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑒𝑘 для парної переста-
новки трiйки iндексiв 𝑖, 𝑗, 𝑘. Iнакше кажучи, використаємо зображення
алгебри sl(2,C) як алгебри тривимiрних векторiв з векторним добутком
як дужкою Лi. Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на sl(2,C).
За означенням, 𝑒𝑘 = [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = [𝐽𝑒𝑖, 𝐽𝑒𝑗]. Отже, вектор 𝑒𝑘 ортогональний
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векторам 𝐽𝑒𝑖 та 𝐽𝑒𝑗. Перегруповуючи цi спiввiдношення, отримаємо, що
для кожного 𝑖 вектор 𝐽𝑒𝑗 ортогональний 𝑒𝑗 i 𝑒𝑘, а тому пропорцiйний 𝑒𝑖:
𝐽𝑒𝑖 = 𝜆𝑖𝑒𝑖 для деякої сталої 𝜆𝑖. З комутацiйних спiввiдношень випливає
𝜆𝑖𝜆𝑗 = 1, 𝑖 ̸= 𝑗, звiдки або 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 1, або 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = −1,
тобто або 𝐽 = idg, або 𝐽 = −idg. Таким чином, алгебра sl(2,C) допускає
лише тривiальнi лiївськи ортогональнi оператори.

Твердження 3.6. Нехай g = i1 ⊕ · · · ⊕ i𝑝, тобто g є прямою сумою
своїх iдеалiв i1, . . . , i𝑝, а 𝐽𝑠 — лiївськи ортогональний оператор на i𝑠,
𝑠 = 1, . . . , 𝑝. Тодi оператор 𝐽 = 𝐽1 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑝 є лiївськи ортогональним
оператором на g.

Приклад 3.7. Нехай g = i1 ⊕ · · · ⊕ i𝑝, де i1, . . . , i𝑝 — iдеали алгебри g,
i для кожного 𝑠 = 1, . . . , 𝑝 або 𝐽𝑠 = idi𝑠, або 𝐽𝑠 = −idi𝑠. Тодi оператор
𝐽 = 𝐽1 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑝 є лiївськи ортогональним оператором на g.

Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на алгебрi Лi g, а 𝑥, 𝑦,
𝑧 — довiльнi елементи цiєї алгебри. Для виведення тотожностi, яка пов’я-
зує лiївську ортогональнiсть з тотожнiстю Якобi, пiдставимо 𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧
у тотожнiсть Якобi й використаємо означення лiївськи ортогонального
оператора:[︀

𝐽𝑥, [𝑦, 𝑧]
]︀
+
[︀
𝐽𝑦, [𝑧, 𝑥]

]︀
+
[︀
𝐽𝑧, [𝑥, 𝑦]

]︀
= 0. (3.1)

Щоб отримати iншу корисну тотожнiсть, пiдставимо 𝐽𝑥 замiсть 𝑥 у (3.1)
та багаторазово використаємо тотожнiсть Якобi й означення лiївськи ор-
тогонального оператора:[︀
𝐽2𝑥, [𝑦, 𝑧]

]︀
+
[︀
𝐽𝑦, [𝑧, 𝐽𝑥]

]︀
+
[︀
𝐽𝑧, [𝐽𝑥, 𝑦]

]︀
=
[︀
𝐽2𝑥, [𝑦, 𝑧]

]︀
−
[︀
𝐽𝑥, [𝐽𝑦, 𝑧]

]︀
−
[︀
𝑧, [𝑥, 𝑦]

]︀
−
[︀
𝐽𝑥, [𝑦, 𝐽𝑧]

]︀
−
[︀
𝑦, [𝑧, 𝑥]

]︀
=
[︀
𝐽2𝑥, [𝑦, 𝑧]

]︀
−
[︀
𝐽2𝑥, 𝐽 [𝐽𝑦, 𝑧]

]︀
−
[︀
𝐽2𝑥, 𝐽 [𝑦, 𝐽𝑧]

]︀
+
[︀
𝑥, [𝑦, 𝑧]

]︀
=
[︀
𝐽2𝑥, [𝑦, 𝑧]

]︀
−
[︀
𝐽2𝑥, 𝐽 [𝐽𝑦, 𝑧]

]︀
−
[︀
𝐽2𝑥, 𝐽 [𝑦, 𝐽𝑧]

]︀
+
[︀
𝐽2𝑥, 𝐽2[𝑦, 𝑧]

]︀
=
[︀
𝐽2𝑥, (𝐽2 + id)[𝑦, 𝑧]− 𝐽 [𝐽𝑦, 𝑧]− 𝐽 [𝑦, 𝐽𝑧]

]︀
= 0. (3.2)
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Твердження 3.8. Нехай g — алгебра Лi, 𝐽 — лiївськи ортогональний
оператор на g, s — пiдалгебра алгебри g, iнварiантна вiдносно опера-
тора 𝐽 . Тодi обмеження оператора 𝐽 на s є лiївськи ортогональним
оператором на пiдалгебрi s.

3.1.2. Вiдношення еквiвалентностi. Доведемо допомiжнi твердже-
ння, якi обґрунтовують природнiсть введеної нижче еквiвалентностi лi-
ївськи ортогональних операторiв.

Лема 3.9. Нехай g — алгебра Лi, l — деякий доповняльний пiдпростiр
алгебри g до її центру z, тобто g = zu l, 𝐽 — лiївськи ортогональний
оператор на g, а оператор 𝐽 на g задовольняє умови 𝐽 |l = 𝐽 |l i 𝐽z ⊆ z.
Тодi 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на g.

Iнакше кажучи, лiївськи ортогональний оператор можна довизначати
на центрi алгебри Лi довiльним чином.

Доведення. Вiзьмемо довiльнi елементи 𝑥, 𝑦 з g, i зобразимо їх у виглядi
𝑥 = 𝑥0 + 𝑥1, 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1, де 𝑥0, 𝑦0 ∈ z, 𝑥1, 𝑦1 ∈ l. Тодi

[𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝐽𝑥0 + 𝐽𝑥1, 𝐽𝑦0 + 𝐽𝑦1] = [𝐽𝑥1, 𝐽𝑦1] =

= [𝐽𝑥1, 𝐽𝑦1] = [𝑥1, 𝑦1] = [𝑥0 + 𝑥1, 𝑦0 + 𝑦1] = [𝑥, 𝑦].

Це означає, що 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор.

Наступна лема є узагальненням леми 3.9.

Лема 3.10. Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на алгебрi
Лi g, а 𝐽0 — оператор на g, образ якого мiститься у центрi z цiєї
алгебри: 𝐽0g ⊆ z. Тодi 𝐽 + 𝐽0 — лiївськи ортогональний оператор на g.

Доведення. Виберемо довiльнi елементи 𝑥, 𝑦 з g. Оскiльки 𝐽0𝑥 та 𝐽0𝑦

належать центру за умовами леми, то

[(𝐽 + 𝐽0)𝑥, (𝐽 + 𝐽0)𝑦] = [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] + [𝐽0𝑥, 𝐽𝑦] + [𝐽𝑥, 𝐽0𝑦] + [𝐽0𝑥, 𝐽0𝑦]

= [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦],

що доводить лему.



122

У лемi 3.9 оператор 𝐽0 дорiвнює нулю на доповняльному пiдпросторi l
до центру. Лема 3.10 дає змогу ввести вiдношення еквiвалентностi на
множинi лiївськи ортогональних операторiв на фiксованiй алгебрi g.

Означення 3.11. Лiївськи ортогональнi оператори 𝐽 та 𝐽 на деякiй
алгебрi Лi назвемо еквiвалентними, якщо образ їх рiзницi мiститься в
центрi цiєї алгебри.

Якщо центр алгебри нульовий, еквiвалентними є лише рiвнi опера-
тори.

3.1.3. Алгебраїчнi структури на лiївськи ортогональних опера-
торах. Лiївськи ортогональнi оператори утворюють рiзнi алгебраїчнi
структури.

Твердження 3.12. Якщо 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на ал-
гебрi Лi g, то оператор −𝐽 також є лiївськи ортогональним на цiй
алгебрi.

Твердження 3.13. Нехай 𝐽 — невироджений лiївськи ортогональний
оператор на алгебрi Лi g. Тодi

(i) обернений до нього оператор 𝐽−1 також є лiївськи ортогональ-
ним на цiй алгебрi;

(ii) умова лiївської ортогональностi оператора 𝐽 еквiвалентна умо-
вi [𝐽𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝐽−1𝑦] для довiльних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ g.

Твердження 3.14. Нехай g — алгебра Лi. Тодi композицiя лiївськи ор-
тогональних операторiв на g є лiївськи ортогональним оператором на
цiй алгебрi. Отже, лiївськи ортогональнi оператори на g утворюють
моноїд з iнволюцiєю. Множина лiївськи ортогональних невироджених
операторiв на алгебрi Лi є групою вiдносно композицiї операторiв.

Використовуючи мiркування з доведення теореми 3 зi статтi [30], мо-
жна отримати таке твердження:
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Твердження 3.15. Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на
алгебрi Лi g, 𝑆 — її автоморфiзм. Тодi оператор 𝑆−1𝐽𝑆 є лiївськи ор-
тогональним оператором на g.

Доведення. Розглянемо оператор 𝐽 = 𝑆−1𝐽𝑆. Для довiльних 𝑥, 𝑦 з алге-
бри g виконується рiвнiсть

[𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑆−1𝐽𝑆𝑥, 𝑆−1𝐽𝑆𝑦] = 𝑆−1[𝐽𝑆𝑥, 𝐽𝑆𝑦] = 𝑆−1[𝑆𝑥, 𝑆𝑦] = [𝑥, 𝑦],

а це є умовою лiївської ортогональностi для оператора 𝐽 .

Наслiдок 3.16. Множина лiївськи ортогональних операторiв на алге-
брi Лi g є 𝐺-множиною, де 𝐺 = Aut(g).

3.1.4. Базисний пiдхiд. Нехай g — 𝑛-вимiрна (𝑛 < ∞) алгебра
Лi, а 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на нiй. Зафiксуємо базис
(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) у g. Комутацiйнi спiввiдношення алгебри g у зафiксовано-
му базисi мають вигляд [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘, де 𝑐𝑘𝑖𝑗 є компонентами тензора
структурних сталих, а матриця оператора 𝐽 — (𝐽𝑖𝑗): 𝐽𝑒𝑖 = 𝐽𝑖𝑗𝑒𝑗. Тут i
надалi iндекси 𝑖, 𝑗, 𝑘 пробiгають значення вiд 1 до 𝑛, а за iндексами, що
повторюються, iде пiдсумовування.

Запишемо означення лiївськи ортогонального оператора для пар ба-
зисних елементiв i розкладемо всi елементи алгебри, що зустрiчаються,
за базисом:

[𝐽𝑒𝑖, 𝐽𝑒𝑗] = [𝐽𝑖′𝑖𝑒𝑖′, 𝐽𝑗′𝑗𝑒𝑗′] = 𝐽𝑖′𝑖𝐽𝑗′𝑗[𝑒𝑖′, 𝑒𝑗′] = 𝐽𝑖′𝑖𝐽𝑗′𝑗𝑐
𝑘
𝑖′𝑗′𝑒𝑘 =

= [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘,

звiдки 𝐽𝑖′𝑖𝐽𝑗′𝑗𝑐
𝑘
𝑖′𝑗′ = 𝑐𝑘𝑖𝑗. У матричних позначеннях останню умову можна

записати у виглядi 𝐽T𝐶𝑘𝐽 = 𝐶𝑘, де для кожного фiксованого 𝑘 матриця
𝐶𝑘 = (𝑐𝑘𝑖𝑗) кососиметрична. Ця умова є не чим iншим як умовою iнварi-
антностi бiлiнiйної кососиметричної форми, асоцiйованої з матрицею 𝐶𝑘,
вiдносно оператора 𝐽 для всiх 𝑘. Для коефiцiєнтiв матрицi оператора 𝐽
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це дає систему щонайбiльше 𝑛2(𝑛−1)/2 квадратичних неоднорiдних рiв-
нянь. Розв’язок цiєї системи повнiстю описує множину лiївськи ортого-
нальних операторiв на алгебрi g. (Див. пiдроздiл 3.5 для прикладiв вiд-
повiдних обрахункiв.)

3.2. Iнварiантнi iдеали
лiївськи ортогональних операторiв

У теорiї лiївськи ортогональних операторiв важливу роль вiдiграють iн-
варiантнi пiдпростори цих операторiв, що додатково є iдеалами вiдповiд-
них алгебр Лi.

3.2.1. Центр. Особливе мiсце серед iдеалiв, iнварiантних вiдносно всiх
лiївськи ортогональних операторiв на заданiй алгебрi, займає центр цiєї
алгебри. Властивостi лiївськи ортогональних операторiв суттєво зале-
жать вiд того, чи є центр алгебри нульовим.

Лема 3.17. Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi, z — її центр, а
𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на g. Тодi 𝐽z ⊆ z.

Доведення. Вiзьмемо довiльний елемент 𝑥 ∈ z. Тодi [𝑥, 𝑦] = 0 для до-
вiльного 𝑦 ∈ g. Необхiдно довести, що для довiльного 𝑦 ∈ g виконується
[𝐽𝑥, 𝑦] = 0. Запишемо розклад Фiттiнга (див., наприклад, [64, с. 47]) алге-
бри g вiдносно оператора 𝐽 : g = l0u l̂, де l0 та l̂ — iнварiантнi пiдпростори
для 𝐽 , а обмеження 𝐽0 та 𝐽1 оператора 𝐽 на l0 та l̂ — вiдповiдно нiльпо-
тентний та невироджений оператори, причому 𝐽 = 𝐽0 ⊕ 𝐽1. Позначимо
через 𝑚 степiнь нiльпотентностi оператора 𝐽0: 𝐽0𝑚 = 0. Тодi 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1,
𝑦0 ∈ l0, 𝑦1 ∈ l̂, а тому

[𝐽𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑥, 𝑦0] + [𝐽𝑥, 𝑦1] = [𝐽𝑚+1𝑥, 𝐽𝑚𝑦0] + [𝐽𝑥, 𝐽1𝐽
−1
1 𝑦1]

= [𝐽𝑚+1𝑥, 𝐽0
𝑚𝑦0] + [𝐽𝑥, 𝐽𝐽−1

1 𝑦1] = [𝐽𝑚+1𝑥, 0] + [𝑥, 𝐽−1
1 𝑦1] = 0,

що завершує доведення.
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Лема 3.18 ([12]). Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi, 𝐽 — лiївськи
ортогональний оператор на g. Тодi l0 ⊆ z, де l0 — кореневий пiдпростiр
алгебри g вiдносно оператора 𝐽 , що вiдповiдає нульовому власному чи-
слу (тобто нульова компонента Фiттiнга цього оператора).

Доведення. Доведемо цю лему iншим способом, нiж у [12], не використо-
вуючи жорданову нормальну форму. Нехай 𝑘 — степiнь нiльпотентностi
обмеження оператора 𝐽 на l0. Виберемо довiльнi 𝑥 ∈ l0, 𝑦 ∈ g. Маємо
𝐽𝑘𝑥 = 0. Оскiльки 𝐽𝑘, як i 𝐽 , є лiївськи ортогональним оператором на g,
то [𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑘𝑥, 𝐽𝑘𝑦] = [0, 𝐽𝑘𝑦] = 0, а тому 𝑥 належить центру.

У випадку скiнченновимiрних алгебр Лi лема 3.18 є узагальненням
твердження 3.3.

Наслiдок 3.19. Будь-який лiївськи ортогональний оператор на скiн-
ченновимiрнiй алгебрi Лi з нульовим центром є обертовним. Лiївськи
ортогональнi оператори на такiй алгебрi утворюють групу вiдносно
композицiї операторiв.

Наслiдок 3.20. Будь-який лiївськи ортогональний оператор на скiн-
ченновимiрнiй алгебрi Лi еквiвалентний деякому обертовному лiївськи
ортогональному оператору на цiй же алгебрi.

Якщо маємо розклад алгебри g на пряму суму центру z та допов-
нення l до нього як векторних просторiв (g = z u l), то “суттєвою”
частиною будь-якого лiївськи ортогонального оператора 𝐽 на g є опе-
ратор 𝑃𝐽 = 𝑃𝐽𝑃 , де 𝑃 — оператор проекцiї на l у зафiксованому
вище розкладi g. (Такий проектор 𝑃 завжди є лiївськи ортогональ-
ним оператором.) Iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж компо-
зицiями проектора 𝑃 з лiївськи ортогональними операторами 𝐽 i фа-
кторизованими операторами 𝐽/z на фактор-алгебрi g/z (див. пiдроздiл
3.2.3 щодо факторизацiї лiївськи ортогональних операторiв). Зафiксу-
вавши базис таким чином, що першi його 𝑘 елементiв утворюють ба-
зис z, де 𝑘 = dim z, а iншi утворюють базис l, отримаємо, що матрицю
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будь-якого лiївськи ортогонального оператора 𝐽 на g можна подати у
виглядi(︃

𝐵0 𝐵1

0 𝐽

)︃
,

де 𝐵0 i 𝐵1 — довiльнi матрицi розмiру 𝑘 × 𝑘 i 𝑘 × (𝑛 − 𝑘) вiд-
повiдно, 0 — нульова матриця розмiру (𝑛 − 𝑘) × 𝑘, а 𝐽 — матри-
ця обмеження оператора 𝑃𝐽𝑃 на l. Матрицю 𝐽 також можна iнтер-
претувати як матрицю факторизованого оператора 𝐽/z на фактор-
алгебрi g/z.

3.2.2. Зв’язок з узагальненими диференцiюваннями i радикал
форми Кiллiнга. Нехай центр алгебри g нульовий. Тодi в силу наслiд-
ку 3.19 будь-який лiївськи ортогональний оператор 𝐽 на g є невиродже-
ним, а тому

[𝐽𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝐽−1𝑦], [𝐽−1𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝐽𝑦]

для довiльних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ g. Комбiнуванням цих рiвностей отри-
маємо

[𝑆𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝑆𝑦], 𝑆 := 𝐽 + 𝐽−1, (3.3)

[𝑅𝑥, 𝑦] = −[𝑥,𝑅𝑦], 𝑅 := 𝐽 − 𝐽−1, (3.4)

тобто оператори 𝑆 i 𝑅 — вiдповiдно (0, 1,−1)- та (0, 1, 1)-диференцiю-
вання на g [81]. Нетривiальнiше твердження виведемо з тотожностi (3.2).
Оскiльки елемент 𝑥, а отже i 𝐽𝑥, пробiгає всю алгебру g, а центр алге-
бри g нульовий, то (𝐽2+1)[𝑥, 𝑦] = 𝐽 [𝐽𝑥, 𝑦]+𝐽 [𝑥, 𝐽𝑦]. Домножимо останню
рiвнiсть на 𝐽−1:

(𝐽 + 𝐽−1)[𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝐽𝑦] = [𝐽𝑥, 𝑦] + [𝐽−1𝑥, 𝑦]

= [(𝐽 + 𝐽−1)𝑥, 𝑦],

тобто

𝑆[𝑥, 𝑦] = [𝑆𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝑆𝑦]. (3.5)
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Це означає, що 𝑆 — також (1, 1, 0)- та (1, 0, 1)-диференцiювання на g. То-
тожнiсть можна проiнтепретувати в термiнах приєднаного зображення:
𝑆 ad𝑥 = ad𝑆𝑥 = ad𝑥 𝑆. Отже,

𝐾(𝑆𝑥, 𝑦) = tr(ad𝑆𝑥 ad𝑦) = tr(ad𝑥 𝑆 ad𝑦) = tr(ad𝑥 ad𝑆𝑦) = 𝐾(𝑥, 𝑆𝑦),

тобто оператор 𝑆 симетричний вiдносно форми Кiллiнга 𝐾 алгебри g.

Твердження 3.21. Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi з нульовим
центром, 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на g, а 𝑆 := 𝐽 + 𝐽−1.
Тодi 𝑆l ⊆ l, де l — радикал форми Кiллiнга 𝐾 алгебри g.

Доведення. За означенням, l := {𝑥 ∈ g | 𝐾(𝑥, 𝑦) = 0 ∀𝑦 ∈ g}. Нехай
𝑥 ∈ l. Для будь-якого 𝑦 ∈ g маємо 𝐾(𝑆𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑥, 𝑆𝑦) = 0, тобто
𝑆𝑥 ∈ l.

3.2.3. Радикал та iншi спецiальнi iдеали.

Лема 3.22. Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi, a 𝐽 — лiївськи ор-
тогональний оператор на g. Тодi 𝐽r ⊆ r, де r = rg — радикал алгебри g,
тобто її максимальний розв’язний iдеал.

Доведення. Нехай 𝐾 — форма Кiллiнга алгебри g. Радикал r є ортого-
нальним доповненням до похiдної алгебри g′ алгебри g вiдносно форми
Кiллiнга 𝐾 [1, с. 63], тобто

r = {𝑥 ∈ g | ∀𝑦, 𝑧 ∈ g : 𝐾(𝑥, [𝑦, 𝑧]) = 0}.

Вiзьмемо довiльне 𝑥 з r та довiльнi 𝑦 i 𝑧 з g. Тодi, за означенням лiївськи
ортогонального оператора та асоцiативнiстю форми Кiллiнга вiдносно
дужки Лi,

𝐾(𝐽𝑥, [𝑦, 𝑧]) = 𝐾(𝐽𝑥, [𝐽𝑦, 𝐽𝑧]) = 𝐾([𝐽𝑥, 𝐽𝑦], 𝐽𝑧) =

= 𝐾([𝑥, 𝑦], 𝐽𝑧) = 𝐾(𝑥, [𝑦, 𝐽𝑧]) = 0,

а це означає, що 𝐽𝑥 ∈ r.
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З доведення леми 3 з [30] очевидно, що вона справедлива не тiльки
для обертовних лiївськи ортогональних операторiв. Тому її можна пере-
формулювати таким чином:

Лема 3.23. Нехай i — iдеал алгебри g такий, що фактор-алгебра g/i

має нульовий центр. Тодi iдеал i iнварiантний вiдносно дiї довiльного
лiївськи ортогонального оператора на алгебрi g.

Доведення. Оскiльки при факторизацiї елементи центру алгебри g вiд-
ображаються в центр фактор-алгебри g/i, який за умовами леми нульо-
вий, то центр алгебри мiститься в iдеалi i. Тому цей iдеал iнварiантний
вiдносно деякого лiївськи ортогонального оператора 𝐽 тодi й лише тодi,
коли вiн iнварiантний вiдносно будь-якого лiївськи ортогонального опе-
ратора, еквiвалентного 𝐽 . Отже, можна вважати, що оператор 𝐽 обер-
товний.

Використовуючи переформульоване означення лiївськи ортогональ-
ного оператора, отримаємо, що для будь-яких 𝑥 ∈ i та 𝑦 ∈ g комутатор
[𝐽𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝐽−1𝑦] належить iдеалу i. Отже, клас еквiвалентностi 𝐽𝑥 + i

належить центру фактор-алгебри g/i, звiдки маємо, що 𝐽𝑥 ∈ i.

Якщо iдеал i алгебри Лi g iнварiантний вiдносно дiї лiївськи ортого-
нального оператора 𝐽 на g, то оператор 𝐽 можна факторизувати узго-
джено з алгеброю g. Оператор 𝐽/i на фактор-алгебрi g/i також є лiїв-
ськи ортогональним. Але факторизованi лiївськи ортогональнi операто-
ри не вичерпують усiх можливих лiївськи ортогональних операторiв на
фактор-алгебрi.

Iтеративно комбiнуючи лему 3.17 з факторизацiєю по центру, отри-
маємо узагальнення наслiдку 2 з [30].

Твердження 3.24. Кожен елемент зростаючого центрального ряду
алгебри g iнварiантний вiдносно будь-якого лiївськи ортогонального
оператора на g.

Лема 3.25. Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi з нульовим
центром, яка розкладається у пряму суму своїх iдеалiв i1, . . . , i𝑝:
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g = i1 ⊕ · · · ⊕ i𝑝. Оператор 𝐽 є лiївськи ортогональним на g тодi й
лише тодi, коли його можна зобразити у виглядi

𝐽 = 𝐽1 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑝,

де для кожного 𝑠 = 1, . . . , 𝑝 оператор 𝐽𝑠 є лiївськи ортогональним на i𝑠.
Якщо центр алгебри g ненульовий, то таке саме зображення справе-
дливе з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi.

Доведення. Твердження леми еквiвалентно тому, що кожен з iдеа-
лiв i1, . . . , i𝑘 iнварiантний (з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi)
вiдносно дiї будь-якого лiївськи ортогонального оператора. Достатньо
довести iнварiантнiсть iдеалiв i1, . . . , i𝑘 для частинного випадку 𝑘 = 2.
Центр z алгебри g = i1 ⊕ i2 можна зобразити у виглядi z = z1 ⊕ z2, де
z1 = z ∩ i1 i z2 = z ∩ i2. Крiм того, g/i1 ≃ i2 та g/i2 ≃ i1. Тому у випадку
нульового центру алгебри g iнварiантнiсть iдеалiв i1 та i2 безпосередньо
випливає з леми 3.23, оскiльки тодi центри iдеалiв i1 та i2 також нульовi.

Нехай центр алгебри g ненульовий. З точнiстю до вiдношення еквiва-
лентностi можна розглядати лише обертовнi лiївськи ортогональнi опе-
ратори. Зафiксуємо такий оператор 𝐽 . Позначимо через 𝑃1 та 𝑃2 вiдпо-
вiдно оператори проекцiї на iдеали i1 та i2, що асоцiйованi з розкладом
g = i1 ⊕ i2, 𝑃1 + 𝑃2 = idg. Для довiльних 𝑥 ∈ i1, 𝑦 ∈ i2 комутатор
[𝐽𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝐽−1𝑦] належить перетину iдеалiв i1 та i2, а отже, дорiвнює 0.
Це означає, що 𝑃2𝐽𝑥 ∈ z2, а 𝑃1𝐽𝑦 ∈ z1, тому образи операторiв 𝑃1𝐽𝑃2

та 𝑃2𝐽𝑃1 мiстяться в z. Розглянемо оператор 𝐽 = 𝐽 − 𝑃1𝐽𝑃2 − 𝑃2𝐽𝑃1.
За означенням вiн еквiвалентний оператору 𝐽 . Крiм того, якщо 𝑥 ∈ i1,
то 𝐽𝑥 = 𝐽𝑥 − 𝑃2𝐽𝑥 = 𝑃1𝐽𝑥 ∈ i1. Аналогiчно, якщо 𝑦 ∈ i2, то
𝐽𝑦 = 𝐽𝑦 − 𝑃1𝐽𝑦 = 𝑃2𝐽𝑦 ∈ i2.

3.2.4. Кореневi пiдпростори операторiв.

Лема 3.26 ([12]). Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi, 𝐽 — лiївськи
ортогональний оператор на g. Якщо l𝜆 та l𝜇 — кореневi пiдпростори
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алгебри g вiдносно оператора 𝐽 , якi вiдповiдають власним числам 𝜆 i 𝜇
таким, що 𝜆𝜇 ̸= 1, то [l𝜆, l𝜇] = 0.

Доведення. Доведемо цю лему, не вибираючи базис алгебри g. Нехай 𝜆,
𝜇 — власнi значення оператора 𝐽 такi, що 𝜆𝜇 ̸= 1. Вiдповiднi кореневi
пiдпростори l𝜆, l𝜇 можна зобразити у виглядi:

l𝜆 =

𝑚𝜆⋃︁
𝑠=0

ker(𝐽 − 𝜆𝐸)𝑠, l𝜇 =

𝑚𝜇⋃︁
𝑟=0

ker(𝐽 − 𝜇𝐸)𝑟,

де 𝑚𝜆 та 𝑚𝜇 — кратностi 𝜆 i 𝜇 як коренiв характеристичного многочлена
оператора 𝐽 , а 𝐸 = idg. Тому достатньо довести, що для кожного 𝑠 та
𝑟 довiльнi 𝑥 ∈ ker(𝐽 − 𝜆𝐸)𝑠 та 𝑦 ∈ ker(𝐽 − 𝜇𝐸)𝑟 комутують. Останнє
твердження доведемо iндукцiєю по 𝑚 = 𝑠+𝑟. Якщо 𝑚 = 0, то 𝑠 = 𝑟 = 0,
звiдки 𝑥 = 𝑦 = 0 як елементи ядра тотожного оператора i [𝑥, 𝑦] = 0.
Нехай твердження справедливе для всiх 𝑠+𝑟 < 𝑚. Доведемо його для 𝑚.
За означенням лiївськи ортогонального оператора маємо

[𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [(𝐽 − 𝜆𝐸)𝑥, (𝐽 − 𝜇𝐸)𝑦] + [(𝐽 − 𝜆𝐸)𝑥, 𝜇𝑦]

+ [𝜆𝑥, (𝐽 − 𝜇𝐸)𝑦] + [𝜆𝑥, 𝜇𝑦] = 𝜆𝜇[𝑥, 𝑦].

Три першi доданки дорiвнюють нулю за припущенням iндукцiї, оскiльки
(𝐽 − 𝜆𝐸)𝑥 ∈ ker(𝐽 − 𝜆𝐸)𝑠−1 i (𝐽 − 𝜇𝐸)𝑦 ∈ ker(𝐽 − 𝜇𝐸)𝑟−1. Враховуючи,
що 𝜆𝜇 ̸= 1, отримаємо [𝑥, 𝑦] = 0.

Узагальнимо лему 3 з [12] та основну теорему тiєї ж статтi, позбав-
ляючись умови, що центр алгебри нульовий.

Лема 3.27. Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi над алгебраїчно
замкненим полем, а 𝐽 — лiївськи-ортогональний оператор на g. Для
кожного власного числа 𝜆 оператора 𝐽 розглянемо пiдпростiр i𝜆 = l𝜆 u

l𝜆−1 u z, якщо 𝜆 /∈ {±1, 0}, i𝜆 = l𝜆 u z, якщо 𝜆 = ±1, або i𝜆 = l0, якщо
𝜆 = 0. Тодi i𝜆 — iдеал алгебри g.

Доведення. Для 𝜆 = 0 твердження очевидне. Нехай 𝜆 ̸= 0. Розглянемо
пiдпростiр v𝜆 =

∑︀
𝜇/∈{𝜆,𝜆−1} l𝜇. Тодi за лемою 3.26 його централiзатор c𝜆
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в алгебрi g мiстить i𝜆. Якщо деякий елемент з централiзатора не нале-
жить i𝜆, то v𝜆 ∩ c𝜆 ∩ (g ∖ i𝜆) ̸= ∅. Елементи цього перетину комутують
з усiма елементами пiдпростору v𝜆 за означенням централiзатора i з усi-
ма елементами пiдпростору i𝜆 за лемою 3.26 та означенням центру, а
i𝜆 + v𝜆 = g. Отже, цi елементи належать центру, а це суперечить припу-
щенню, що вони лежать у доповненнi до i𝜆. Таким чином, c𝜆 = i𝜆, а тому
i𝜆 є пiдалгеброю алгебри g. Тодi з леми 3.26 випливає, що i𝜆 — iдеал цiєї
алгебри.

Наслiдок 3.28. Якщо 𝜆 ̸= ±1, то i𝜆 — розв’язний iдеал алгебри g сте-
пеня розв’язностi не вище двох.

Доведення. Оскiльки 𝜆 ̸= ±1, то за лемою 3.26 l𝜆 та l𝜆−1 є абелевими пiд-
алгебрами алгебри g, а отже й iдеалу i𝜆. Позначимо z𝜆 = l𝜆∩ z. Виберемо
пiдпростiр z̃𝜆 у центрi z такий, що z = z𝜆u z̃𝜆 = z𝜆⊕ z̃𝜆. Тодi i𝜆 = l𝜆u l̃𝜆, де
l̃𝜆 = l𝜆−1 + z̃𝜆. Оскiльки пiдалгебри l𝜆 i l̃𝜆 абелевi, то iдеал i𝜆 є сумою двох
абелевих пiдалгебр, а тому вiн розв’язний i степiнь його розв’язностi не
перевищує два (див., наприклад, [2]).

Наслiдок 3.29. Якщо g — скiнченновимiрна проста алгебра Лi, а 𝐽 —
лiївськи ортогональний оператор на g, то всi власнi числа оператора
𝐽 одночасно дорiвнюють або 1, або −1.

Доведення. Проста алгебра має нульовий центр i не мiстить власних iдеа-
лiв, а також не є розв’язною. Отже, оператор 𝐽 має лише один кореневий
пiдпростiр, що вiдповiдає власному числу, рiвному або 1, або −1.

Наслiдок 3.30. Якщо g — скiнченновимiрна напiвпроста алгебра Лi,
а 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на g, то всi власнi числа опера-
тора 𝐽 дорiвнюють або 1, або −1, причому кожна проста компонента
алгебри g мiститься в одному з кореневих просторiв.

Доведення. Напiвпроста алгебра має нульовий центр i не мiстить нену-
льових розв’язних iдеалiв. Отже, алгебра g є прямою сумою двох корене-
вих пiдпросторiв, що є iдеалами й вiдповiдають власним числам, рiвним 1
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та −1. Оскiльки будь-яка проста компонента алгебри g є iдеалом у цiй
алгебрi без власних iдеалiв, то вона або не перетинається з кореневим
пiдпростором, або мiститься в ньому.

У пiдроздiлi 3.4 доведено теореми 3.45 та 3.46, якi вiдповiдно суттєво
сильнiшi за наслiдки 3.29 i 3.30.

Теорема 3.31. Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi над алгебраї-
чно замкненим полем, а 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на g,
власнi числа якого вiдмiннi вiд ±1. Тодi g — розв’язна алгебра степеня
розв’язностi, що не перевищує два.

Доведення. За умов теореми, алгебра g є сумою iдеалiв i𝜆, визначених
вище, де 𝜆 пробiгає ненульовi власнi значення оператора 𝐽 . Зауважимо,
що сума не є прямою, оскiльки кожна пара таких iдеалiв перетинається
по центру z алгебри Лi g. Для кожного 𝜆 i𝜆 є розв’язним iдеалом степе-
ня розв’язностi не бiльше двох. Цi iдеали комутують мiж собою. Отже,
вся алгебра g також є розв’язною алгеброю степеня розв’язностi, що не
перевищує два.

Зауваження 3.32. Теорема 3.31 узагальнює теорему з [12] через уни-
кнення умови, що центр алгебри нульовий. Для теореми 3.31 також реле-
вантне зауваження 1 з [12] щодо справедливостi цього твердження над R.

3.3. Лiївськи ортогональнi автоморфiзми

Вивчимо лiївськи ортогональнi оператори алгебр Лi, що також є їх авто-
морфiзмами. Через g′ позначимо похiдну алгебру алгебри g: g′ = [g, g].

Лема 3.33. Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний автоморфiзм на алге-
брi g. Тодi ker(𝐽 − idg) ⊇ g′ та [im(𝐽 − idg), g

′] = {0}.

Доведення. Для довiльних елементiв 𝑥 та 𝑦 алгебри g виконується рiв-
нiсть 𝐽 [𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦]. Звiдси (𝐽 − idg)[𝑥, 𝑦] = 0, а тому
ker(𝐽 − idg) ⊇ g′. Аналогiчно, для довiльних елементiв 𝑥, 𝑦, 𝑧 алгебри g
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отримаємо:
[︀
[𝑥, 𝑦], 𝐽𝑧

]︀
=
[︀
[𝐽𝑥, 𝐽𝑦], 𝐽𝑧

]︀
=
[︀
𝐽 [𝑥, 𝑦], 𝐽𝑧

]︀
=
[︀
[𝑥, 𝑦], 𝑧

]︀
, звiдки[︀

[𝑥, 𝑦], 𝐽𝑧 − 𝑧
]︀
= 0. Це означає, що [im(𝐽 − idg), g

′] = {0}.

Очевидно, що лiївськи ортогональнi автоморфiзми на алгебрi Лi мо-
жна описати як автоморфiзми, що дiють тотожно на похiднiй алгебрi, або
як лiївськи ортогональнi оператори, що задовольняють ту саму умову.

Наслiдок 3.34 ([30]). Лiївськи ортогональний автоморфiзм на доско-
налiй алгебрi 3.1 може бути лише тотожнiм.

Лема 3.35. Оператор 𝐽 на алгебрi Лi g є лiївськи ортогональним авто-
морфiзмом тодi i лише тодi, коли його можна представити у виглядi

𝐽 = idg +𝑁, (3.6)

де оператор 𝑁 задовольняє такi умови: 𝑁 [𝑥, 𝑦] = 0 i [𝑁𝑥, 𝑦] + [𝑥,𝑁𝑦] +

[𝑁𝑥,𝑁𝑦] = 0 для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g. Крiм того, оператор 𝐽𝑁 є (0, 1, 1)-
диференцiюванням на g.

Доведення. Покладемо 𝑁 := 𝐽 − idg. Тодi для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g маємо:
𝐽 [𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝑦]+𝑁 [𝑥, 𝑦], [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦]+[𝑁𝑥, 𝑦]+[𝑥,𝑁𝑦]+[𝑁𝑥,𝑁𝑦]. От-
же, рiвностi 𝐽 [𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦] еквiвалентнi рiвностям 𝑁 [𝑥, 𝑦] = 0

i [𝑁𝑥, 𝑦] + [𝑥,𝑁𝑦] + [𝑁𝑥,𝑁𝑦] = 0.
Якщо оператор 𝐽 на алгебрi Лi g є лiївськи ортогональним авто-

морфiзмом, то його квадрат 𝐽2 має таку саму властивiсть. Тому для
довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g оператор 𝑁̃ := 𝐽2 − idg = 2𝑁 + 𝑁 2 задовольняє
умову [𝑁̃𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑁̃𝑦] + [𝑁̃𝑥, 𝑁̃𝑦] = 0. Пiдставимо в цю умову ви-
раз для 𝑁̃ i врахуємо її виконання для 𝐽 на (𝑥, 𝑦) i (𝑁𝑥,𝑁𝑦), звiд-
ки
[︀
(𝑁 2 + 𝑁)𝑥, 𝑦

]︀
+
[︀
𝑥, (𝑁 2 + 𝑁)𝑦

]︀
= 0. Залишилося зауважити, що

𝑁 2 +𝑁 = 𝐽𝑁 = 𝑁𝐽 .

Позначимо через 𝑉 базовий векторний простiр скiнченновимiрної ал-
гебри Лi g, а через LOA(g) — групу лiївськи ортогональних автоморфi-
змiв на цiй алгебрi:

LOA(g) := {𝐽 ∈ GL(𝑉 ) | 𝐽 [𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦] ∀𝑥, 𝑦 ∈ g}.
3.1Алгебру Лi називають досконалою, якщо вона збiгається зi своєю похiдною алгеброю.
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Згiдно з лемою 3.35 LOA(g) = {𝐽 = idg +𝑁 | 𝑁 ∈ loa(g)}, де

loa(g) :=
{︀
𝑁 ∈ End(𝑉 ) | 𝑁 [𝑥, 𝑦] = 0,

[𝑁𝑥, 𝑦] + [𝑥,𝑁𝑦] + [𝑁𝑥,𝑁𝑦] = 0 ∀𝑥, 𝑦 ∈ g
}︀
.

Лема 3.36. Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi, а 𝐽 — лiївськи
ортогональний автоморфiзм алгебри g. Тодi im(𝐽 − idg) ⊆ Cr(g

′), де
Cr(g

′) позначає централiзатор похiдної алгебри g′ алгебри g у радикалi r
цiєї алгебри.

Доведення. Зафiксуємо довiльнi елементи 𝑥, 𝑦 та 𝑧 алгебри g. Вико-
ристовуючи iнварiантнiсть форми Кiллiнга 𝐾(𝑥, 𝑦) алгебри g вiдно-
сно автоморфiзмiв алгебри g, отримаємо рiвнiсть 𝐾([𝐽𝑥, 𝐽𝑦], 𝐽𝑧) =

𝐾([𝑥, 𝑦], 𝑧). Водночас, з лiївської ортогональностi оператора 𝐽 виводимо
𝐾([𝐽𝑥, 𝐽𝑦], 𝐽𝑧) = 𝐾([𝑥, 𝑦], 𝐽𝑧). Як наслiдок, маємо 𝐾([𝑥, 𝑦], 𝐽𝑧 − 𝑧) = 0,
тобто образ im(𝐽 − idg) лежить в ортогональному вiдносно форми
Кiллiнга 𝐾 доповненнi похiдної алгебри g′. Як вiдомо, це доповнен-
ня збiгається з радикалом r. Отже, im(𝐽 − idg) ⊆ r. Оскiльки до-
датково [im(𝐽 − idg), g

′] = {0} згiдно з лемою 3.33, це означає, що
im(𝐽 − idg) ⊆ Cr(g

′).

Припустимо, що поле F, над яким визначено алгебру g, є алгебраїчно
замкненим. Через i𝜇 для 𝜇 ∈ F позначимо iдеал алгебри g, введений у
лемi 3.27.

Наслiдок 3.37. Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний автоморфiзм скiн-
ченновимiрної алгебри Лi g. Тодi для будь-якого власного значення 𝜇

оператора 𝐽 , що не дорiвнює одиницi, вiдповiдний iдеал i𝜇 є нiльпотен-
тним степеня нiльпотентностi не бiльше двох.

Доведення. Оскiльки i𝜇 є iдеалом алгебри g, то комутатор [i𝜇, i𝜇] мiсти-
ться в iдеалi i𝜇. Бiльше того, [i𝜇, i𝜇] ⊂ g′ за означенням похiдної алгебри g′

i g′ ⊂ i1 згiдно з лемою 3.33. Отже, [i𝜇, i𝜇] ⊂ i𝜇 ∩ i1 = z, де z є центром
алгебри g, тобто степiнь нiльпотентностi iдеала i𝜇 не бiльший двох.
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Наслiдок 3.38. Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний автоморфiзм на
скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g. Тодi алгебру g можна представити у
виглядi суми двох iдеалiв i1 + î, де обмеження оператора 𝐽 на i1 має
лише одиничнi власнi значення, а î є нiльпотентним iдеалом степеня
нiльпотентностi не бiльше двох.

У випадку нульового центру можна довести сильнiше твердження, не
накладаючи обмежень на поле F.

Лема 3.39. Нехай g — скiнченновимiрна алгебра Лi з нульовим цен-
тром. Оператор 𝐽 на g є лiївськи ортогональним автоморфiзмом тодi
i лише тодi, коли вiн допускає представлення у виглядi

𝐽 = idg +𝑁, (3.7)

де 𝑁 — нiльпотентний оператор на g степеня нiльпотентностi не
бiльше двох: 𝑁 2 = 0, причому 𝑁g′ = (𝑁g)′ = {0} i оператор 𝑁 дода-
тково є (0, 1, 1)-диференцiюванням на g.

Доведення. Достатнiсть представлення (3.7) очевидно випливає з ле-
ми 3.35. Доведемо його необхiднiсть. За умов леми з означення автомор-
фiзма, а також з означення й властивостi (3.5) лiївськи ортогонального
оператора для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g випливає, що

[(𝐽 + 𝐽−1)𝑥, 𝑦] = (𝐽 + 𝐽−1)[𝑥, 𝑦] = 𝐽 [𝑥, 𝑦] + 𝐽−1[𝑥, 𝑦]

= [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] + [𝐽−1𝑥, 𝐽−1𝑦] = 2[𝑥, 𝑦],

тобто [(𝐽+𝐽−1−2idg)𝑥, 𝑦] = 0, звiдки 𝐽+𝐽−1−2idg = 0, або (𝐽−idg)
2 = 0.

Поклавши 𝑁 := 𝐽 − idg, отримаємо 𝐽 = idg + 𝑁 , де 𝑁 2 = 0 i згiдно з
лемою 3.33 𝑁g′ = {0}. Очевидно, що 𝐽−1 = idg−𝑁 . Перепишемо в термi-
нах оператора 𝑁 означення лiївської ортогональностi для операторiв 𝐽

i 𝐽−1:

[𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] =
[︀
(idg +𝑁)𝑥, (idg +𝑁)𝑦

]︀
= [𝑥, 𝑦] + [𝑁𝑥, 𝑦] + [𝑥,𝑁𝑦] + [𝑁𝑥,𝑁𝑦],
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[𝑥, 𝑦] = [𝐽−1𝑥, 𝐽−1𝑦] =
[︀
(idg −𝑁)𝑥, (idg −𝑁)𝑦

]︀
= [𝑥, 𝑦]− [𝑁𝑥, 𝑦]− [𝑥,𝑁𝑦] + [𝑁𝑥,𝑁𝑦]

для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g. Отже, [𝑁𝑥,𝑁𝑦] = 0 i [𝑁𝑥, 𝑦] + [𝑥,𝑁𝑦] = 0.

Теорема 3.40. Якщо g — скiнченновимiрна алгебра Лi з нульовим цен-
тром, то множина loa(g) є асоцiативною алгеброю вiдносно композицiї
операторiв з тривiальним (тотожно нульовим) антикомутатором.
Також для довiльного 𝑁 ∈ loa(g) маємо 𝑁 2 = 0, 𝑁g′ = (𝑁g)′ = {0},
𝑁g ⊆ Cr(g

′) i оператор 𝑁 є (0, 1, 1)-диференцiюванням на g. Тут Cr(g
′)

позначає централiзатор похiдної алгебри g′ алгебри g у радикалi r цiєї
алгебри.

Доведення. Розглянемо довiльну пару операторiв 𝐽, 𝐽 ∈ LOA(g). Згiдно
з лемою 3.35 представимо цi оператори як 𝐽 = idg +𝑁 , 𝐽 = idg + 𝑁̃ , де
𝑁, 𝑁̃ ∈ loa(g). В силу леми 3.39 маємо 𝑁 2 = 𝑁̃ 2 = 0. Оператори 𝐽−1,
𝐽−1, 𝐽𝐽 , 𝐽−1𝐽−1 також належать групi LOA(g), з огляду на рiвностi
𝑁 2 = 𝑁̃ 2 = 0 отримаємо представлення 𝐽−1 = idg − 𝑁 , 𝐽−1 = idg − 𝑁̃ .
Отже, 𝐽𝐽 = idg+𝑁̂ , 𝐽−1𝐽−1 = idg+𝑁̌ з 𝑁̂ := 𝑁+𝑁̃+𝑁𝑁̃ , 𝑁̌ := −𝑁−𝑁̃+

𝑁̃𝑁 . Оскiльки 𝐽𝐽 ∈ LOA(g), то 𝑁̂ 2 = 0, а тому 𝐽−1𝐽−1 = (𝐽𝐽)𝐽−1 =

idg − 𝑁̂ , звiдки 𝑁̌ = −𝑁̂ . Пiдстановка виразiв для 𝑁̂ i 𝑁̌ в останню
рiвнiсть i подальше спрощення дають 𝑁𝑁̃ + 𝑁̃𝑁 = 0. Iнакше кажучи,
антикомутатор будь-яких двох операторiв з loa(g) нульовий.

Оператор 𝑁 + 𝑁̃ задовольняє умови, що визначають множину loa(g):

(𝑁 + 𝑁̃)[𝑥, 𝑦] = 𝑁 [𝑥, 𝑦] + 𝑁̃ [𝑥, 𝑦] = 0,[︀
(𝑁 + 𝑁̃)𝑥, 𝑦

]︀
+
[︀
𝑥, (𝑁 + 𝑁̃)𝑦

]︀
+
[︀
(𝑁 + 𝑁̃)𝑥, (𝑁 + 𝑁̃)𝑦

]︀
= [𝑁𝑥, 𝑁̃𝑦] + [𝑁̃𝑥,𝑁𝑦] = −[𝑥,𝑁𝑁̃𝑦]− [𝑥, 𝑁̃𝑁𝑦]

= −
[︀
𝑥, (𝑁𝑁̃ + 𝑁̃𝑁)𝑦

]︀
= 0

для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g. Перевiрка цих умов для оператора 𝑐𝑁 з довiль-
ним 𝑐 ∈ F є тривiальною з огляду на лему 3.39, з якої випливає, що
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[𝑁𝑥,𝑁𝑦] = 0 i [𝑁𝑥, 𝑦] + [𝑥,𝑁𝑦] = 0. Отже, 𝑁 + 𝑁̃ , 𝑐𝑁 ∈ loa(g), тобто
множина операторiв loa(g) є лiнiйним простором над F.

Для будь-яких 𝑁, 𝑁̃ ∈ loa(g) маємо 𝑁 + 𝑁̃ ,𝑁 + 𝑁̃ + 𝑁𝑁̃ ∈ loa(g),
а тому також 𝑁𝑁̃ ∈ loa(g). Це означає, що множина операторiв loa(g)

замкнена вiдносно композицiї операторiв, тобто вона є асоцiативною ал-
геброю над F.

Iншi властивостi операторiв з loa(g) з твердження теореми виплива-
ють з лем 3.36, 3.39.

3.4. Лiївськи ортогональнi оператори
на метричних алгебрах Лi
i алгебрах Лi з ненульовим фактором Левi

Нагадаємо, що алгебру Лi g називають метричною [50, 66], якщо на
цiй алгебрi iснує невироджена симетрична iнварiантна бiлiнiйна форма
𝐵(𝑥, 𝑦) (яка задає ad-iнварiантну “метрику” на g).3.2 Класичними при-
кладами метричних алгебр Лi є

∙ напiвпростi алгебри, для кожної з яких вiдповiдна форма Кiллiнга
є єдиною з точнiстю до ненульового множника невиродженою симе-
тричною iнварiантною бiлiнiйною формою,

∙ абелевi алгебри, для яких кожна невироджена симетрична бiлiнiйна
форма є тривiально iнварiантною,

∙ редуктивнi алгебри як прямi суми напiвпростих i абелевих.

Але є й iншi метричнi алгебри Лi. Будь-яка метрична розв’язна алгебра
Лi має ненульовий центр [49], тому, наприклад, алгебра g2.1 не є метри-
чною. Метричнi дiйснi алгебри Лi розмiрностi не вище п’яти вичерпують

3.2Iншi назви — квадратичнi [75], регулярнi квадратичнi [49], самодуальнi або ортогональнi [87],
симетрично самодуальнi [51], метризовнi [33] або квазiкласичнi [40] алгебри Лi; див. також [46, 83]
i посилання там само.



138

тривимiрнi sl(2,R), so(3), чотиривимiрнi sl(2,R) ⊕ A1, so(3) ⊕ A1, A−1
4.8,

A0
4.9,3.3 п’ятивимiрнi sl(2,R)⊕2A1, so(3)⊕2A1, A−1

4.8⊕A1, A0
4.9⊕A1, n5.4 [50].

У цiй самiй статтi наведено шестивимiрнi метричнi алгебри Лi. Див. та-
кож огляд результатiв щодо метричних алгебр Лi в [83] i класифiкацiю
незвiдних метричних алгебр Лi розмiрностi не вище 13 в [28].

Лема 3.41. Довiльний лiївськи ортогональний оператор на будь-якiй
метричнiй алгебрi Лi еквiвалентний такому, що його анулює много-
член 𝑥2 − 1.

Доведення. Нехай g — метрична алгебра Лi, а 𝐽 — лiївськи ортогональ-
ний оператор на g. За означенням таких алгебр, на g iснує симетрична
iнварiантна бiлiнiйна форма 𝐵(𝑥, 𝑦), де iнварiантнiсть означає асоцiатив-
нiсть вiдносно дужки Лi: 𝐵([𝑥, 𝑦], 𝑧) = 𝐵(𝑥, [𝑦, 𝑧]). Використовуючи озна-
чення лiївськи ортогонального оператора та зазначену асоцiативнiсть,
для будь-яких 𝑥, 𝑦, 𝑧 з g маємо рiвностi

𝐵([𝐽𝑥, 𝐽𝑦], 𝐽𝑧) = 𝐵(𝐽𝑥, [𝐽𝑦, 𝐽𝑧]) = 𝐵(𝐽𝑥, [𝑦, 𝑧]) = 𝐵([𝐽𝑥, 𝑦], 𝑧),

𝐵([𝐽𝑥, 𝐽𝑦], 𝐽𝑧) = −𝐵([𝐽𝑦, 𝐽𝑥], 𝐽𝑧) = −𝐵(𝐽𝑦, [𝐽𝑥, 𝐽𝑧]) =

= −𝐵(𝐽𝑦, [𝑥, 𝑧]) = −𝐵([𝐽𝑦, 𝑥], 𝑧) = 𝐵([𝑥, 𝐽𝑦], 𝑧).

Отже, 𝐵([𝐽𝑥, 𝑦], 𝑧) = 𝐵([𝑥, 𝐽𝑦], 𝑧), або 𝐵([𝐽𝑥, 𝑦]− [𝑥, 𝐽𝑦], 𝑧) = 0. Оскiль-
ки 𝑧 довiльне, а форма 𝐵 невироджена, то [𝐽𝑥, 𝑦] − [𝑥, 𝐽𝑦] = 0, тоб-
то [𝐽𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝐽𝑦] для довiльних 𝑥 i 𝑦 з g. Скомбiнувавши цю вла-
стивiсть з означенням лiївськи ортогонального оператора, отримаємо
[𝑥, 𝑦] = [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝐽2𝑦], звiдки [𝑥, 𝐽2𝑦− 𝑦] = 0, тобто im(𝐽2− idg) ⊆ z.

Розкладемо алгебру g на пряму суму центру z та доповнення l до нього
як векторних просторiв: g = zu l (див. доведення наслiдку 3.20). Нехай
𝑃 — оператор проекцiї на l у зафiксованому вище розкладi алгебри g.
Тодi 𝑃𝐽2 − 𝑃 = (𝑃𝐽)2 − 𝑃 = 0, або ((𝑃𝐽)2 − 𝑃 )|l = (𝑃𝐽)2|l − idl = 0.
Отже, idz ⊕ (𝑃𝐽)2|l — шуканий оператор.

3.3 Алгебри A−1
4.8 i A0

4.9 вiдповiдно називають дiамантовою алгеброю Лi [43] i алгеброю Лi осциля-
тора [110]. Це двi дiйснi форми комплексної дiамантової алгебри Лi g−1

4.8.
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Наслiдок 3.42. Многочлен 𝑥2 − 1 анулює довiльний лiївськи ортого-
нальний оператор на будь-якiй метричнiй алгебрi Лi з нульовим цен-
тром.

Доведення. Оскiльки центр алгебри g нульовий, а 𝑥 довiльний, то з
[𝑥, 𝐽2𝑦 − 𝑦] = 0 випливає, що 𝐽2𝑦 − 𝑦 = 0 для всiх 𝑦 з g. Це означає,
що 𝐽2 − idg = 0, тобто многочлен 𝑥2 − 1 анулює 𝐽 .

Теорема 3.43. Нехай g — скiнченновимiрна метрична алгебра Лi, а
𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на g. Тодi iснує розклад алгебри g

у пряму суму двох iдеалiв i+, i−: g = i+ ⊕ i− такий, що оператор 𝐽

можна зобразити у виглядi

𝐽 = idi+ ⊕ (−idi−) + 𝐽z,

де 𝐽z — оператор на g з образом, що мiститься в центрi z.

Теорема 3.44. Нехай g — скiнченновимiрна метрична алгебра Лi з ну-
льовим центром, а 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на g. Тодi
iснує розклад алгебри g у пряму суму двох iдеалiв i+, i−: g = i+ ⊕ i−

такий, що оператор 𝐽 можна зобразити у виглядi

𝐽 = idi+ ⊕ (−idi−).

Iнакше кажучи, кожний нетривiальний лiївськи ортогональний опе-
ратор 𝐽 розщеплює метричну алгебру Лi g з нульовим центром на два
власних iдеали, на одному з яких дiє як id, а на iншому — як −id.

Будь-яка напiвпроста алгебра Лi g є метричною алгеброю Лi з ну-
льовим центром, де форма Кiллiнга є єдиною з точнiстю до ненульово-
го множника невиродженою симетричною iнварiантною бiлiнiйною фор-
мою. Тому наслiдок 3.42 справедливий для таких алгебр, а отже вiн уза-
гальнює лему 12 з [92]. З нього випливає, що всi власнi числа лiївськи
ортогонального оператора 𝐽 дорiвнюють 1 або −1, що узгоджується з на-
слiдками 3.29 та 3.30. Але твердження цього наслiдку значно сильнiше:
воно гарантує iснування власного базису оператора 𝐽 . З урахуванням
наслiдку 3.30, маємо такi теореми:
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Теорема 3.45. Лiївськи ортогональнi оператори на будь-якiй простiй
алгебрi Лi вичерпуються тривiальними операторами idg та −idg.

Теорема 3.46. Нехай g — скiнченновимiрна напiвпроста алгебра Лi,
а g = i1 ⊕ · · · ⊕ i𝑝 — її розклад на простi компоненти. Тодi будь-який
лiївськи ортогональний оператор 𝐽 на g можна зобразити у виглядi

𝐽 = 𝐽1 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑝,

де для кожного 𝑠 = 1, . . . , 𝑝 або 𝐽𝑠 = idi𝑠, або 𝐽𝑠 = −idi𝑠.

Комбiнуючи лему 3.25 з теоремою 3.46, можна одразу отримати пов-
ний опис лiївськи ортогональних операторiв на редуктивних алгебрах Лi.

Наслiдок 3.47. Нехай g — скiнченновимiрна редуктивна алгебра Лi, а
g = z⊕i1⊕· · ·⊕i𝑝 — її розклад на центр i простi компоненти. Оператор
𝐽 є лiївськи ортогональним на g тодi й лише тодi, коли його можна
зобразити у виглядi:

𝐽 = 𝐽0 ⊕ 𝐽1 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑝 + 𝐽z,

де для кожного 𝑠 = 1, . . . , 𝑝 або 𝐽𝑠 = idi𝑠, або 𝐽𝑠 = −idi𝑠, 𝐽0 — тотожно
нульовий оператор на z, 𝐽z — довiльний оператор на g з образом, що
мiститься в центрi z.

За лемою 3.27, алгебру Лi, що допускає лiївськи ортогональний опе-
ратор 𝐽 , можна зобразити у виглядi суми iдеалiв i𝜆, кожен з яких має
вигляд: i𝜆 = l𝜆 u l𝜆−1 u z, якщо 𝜆 /∈ {±1, 0}, або i𝜆 = l𝜆u z, якщо 𝜆 = ±1.
Тут кожне 𝜆 — ненульове власне значення оператора 𝐽 . Якщо 𝜆−1 та-
кож є власним числом оператора, вiдповiдний iдеал у сумi опускаємо
для уникнення повторень. Ця сума в загальному випадку не є прямою,
оскiльки кожна пара таких iдеалiв перетинається по центру алгебри g.
Але, оскiльки цi iдеали є iнварiантними пiдпросторами оператора 𝐽 i
[i𝜆, i𝜇] = 0, коли 𝜆 ̸= 𝜇 i 𝜇𝜆 ̸= 1, з урахуванням вiдношення еквiва-
лентностi кожен з цих iдеалiв можна дослiджувати окремо з точки зору
обмежень на їх структуру, якi накладає оператор 𝐽 .



141

Кожен iдеал i𝜆, де 𝜆 ̸= ±1, є розв’язним i тому мiститься в радикалi r
алгебри g. Отже, ненульовий перетин з фактором Левi алгебри g можуть
мати лише iдеали i1 та i−1. Завдяки iснуванню iнволюцiї 𝐽 → −𝐽 на
множинi лiївськи ортогональних операторiв, достатньо вивчити iдеал i1.

За наслiдком 4 з [1, с. 82] радикал r та фактор Левi f всiєї алгебри g

у перетинi з iдеалом i1 дають вiдповiдно його радикал r1 та фактор Ле-
вi f1. Зауважимо, що f = f1 ⊕ f−1, де f−1 = f ∩ i−1. За лемою 3.22, ра-
дикал r1 iнварiантний вiдносно 𝐽 , а тому й вiдносно обмеження 𝐽 на i1.
Фактор-алгебра iдеалу i1 по його радикалу r1 iзоморфна пiдалгебрi f1
i, очевидно, є напiвпростою. Оскiльки радикал r1 iнварiантний вiдно-
сно 𝐽 , то факторизацiя обмеження 𝐽1 оператора 𝐽 на i1 по r1 дає добре
визначений оператор 𝐽1/r1 на фактор-алгебрi i1/r1 з єдиним власним
значенням, рiвним 1. За теоремою 3.46, факторизований оператор 𝐽1/r1

є тотожнiм. Отже, образ оператора 𝐽1−idi1 мiститься в r1, а сам оператор
є нiльпотентним за визначенням i1 з точнiстю до вiдношення еквiвален-
тностi.

Пiдсумуємо отриманий результат у виглядi твердження.

Твердження 3.48. Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на
скiнченновимiрнiй алгебрi Лi g, а i1 — iдеал, що вiдповiдає власному
числу 1. Тодi обмеження 𝐽1 оператора 𝐽 на iдеал i1 можна зобразити
у виглядi 𝐽1 = idi1+𝑁 , де 𝑁 — нiльпотентний оператор на i1, причому
його образ мiститься в радикалi r1 iдеалу i1.

3.5. Прямий обрахунок
лiївськи ортогональних операторiв

Для деяких класiв алгебр Лi простої структури можна цiлковито описати
множини їх лiївськи ортогональних операторiв, використовуючи лише
означення таких операторiв та комутацiйнi спiввiдношення у канонiчних
базисах цих алгебр.
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3.5.1. Спецiальнi лiнiйнi алгебри. Для зручностi замiсть sl(𝑛,F), де
F = C або F = R, будемо обраховувати лiївськи ортогональнi оператори
на gl(𝑛,F). Це можливо, оскiльки алгебра gl(𝑛,F) є центральним роз-
ширенням алгебри sl(𝑛,F): gl(𝑛,F) = sl(𝑛,F) ⊕ ⟨𝐸𝑛⟩, де 𝐸𝑛 — одинична
матриця розмiрностi 𝑛, яка й породжує центр ⟨𝐸𝑛⟩ алгебри gl(𝑛,F). Тому
за лемою 3.10 оператор 𝐽 буде лiївськи ортогональним на алгебрi gl(𝑛,F)
тодi й лише тодi, коли оператор 𝑃𝐽 |sl(𝑛,F) буде лiївськи ортогональним на
алгебрi sl(𝑛,F). Тут 𝑃 позначає оператор проекцiї з gl(𝑛,F) на sl(𝑛,F),
асоцiйований з наведеним вище розкладом gl(𝑛,F).

Зауважимо, що алгебра Лi sl(𝑛,F) є простою для кожного 𝑛, тому
будь-який лiївськи ортогональний оператор на нiй невироджений. Через
це завжди можна знайти вiдповiдний невироджений лiївськи ортогональ-
ний оператор на її центральному розширеннi — gl(𝑛,F). Як наслiдок, мо-
жна обмежитися розглядом лише невироджених лiївськи ортогональних
операторiв на gl(𝑛,F).

Нехай 𝐽 — такий оператор. Тодi умову лiївської ортогональностi мо-
жна представити у виглядi [𝐽𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝐽−1𝑦]. Запишемо цю рiвнiсть для
матричних одиниць 𝑥 = 𝐸𝑖𝑗, 𝑦 = 𝐸𝑘𝑙 алгебри gl(𝑛,F) при фiксованих
значеннях iндексiв 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 з {1, . . . , 𝑛}. Для цього позначимо

𝐽𝐸𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗, 𝐽−1𝐸𝑘𝑙 = 𝐵𝑘𝑙.

Розклад по базису для 𝐴𝑖𝑗 та 𝐵𝑘𝑙 має вигляд

𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗
𝑝𝑞𝐸

𝑝𝑞, 𝐵𝑘𝑙 = 𝐵𝑘𝑙
𝑝𝑞𝐸

𝑝𝑞.

Тут i надалi за iндексами 𝑝 i 𝑞, що повторюються, iде пiдсумовування вiд
1 до 𝑛. Отже, умова лiївської ортогональностi для матричних одиниць
матиме вигляд

[𝐴𝑖𝑗, 𝐸𝑘𝑙]− [𝐸𝑖𝑗, 𝐵𝑘𝑙] = [𝐴𝑖𝑗, 𝐸𝑘𝑙] + [𝐵𝑘𝑙, 𝐸𝑖𝑗] = 0,

а пiсля розкладу матриць 𝐴𝑖𝑗 та 𝐵𝑘𝑙 по базису матричних одиниць —

𝐴𝑖𝑗
𝑝𝑘𝐸

𝑝𝑙 − 𝐴𝑖𝑗
𝑙𝑞𝐸

𝑘𝑞 +𝐵𝑘𝑙
𝑝𝑖𝐸

𝑝𝑗 −𝐵𝑘𝑙
𝑗𝑞𝐸

𝑖𝑞 = 0.
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Розглядаючи рiзнi можливостi для значень iндексiв 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 з {1, . . . , 𝑛},
зберемо в цiй рiвностi коефiцiєнти при базисних елементах i прирiвняємо
їх до нуля.

𝑘 ̸= 𝑖, 𝑙 ̸= 𝑗, 𝐸𝑝𝑙, 𝑝 ̸= 𝑖, 𝑘 : 𝐴𝑖𝑗
𝑝𝑘 = 0, 𝐸𝑝𝑗, 𝑝 ̸= 𝑖, 𝑘 : 𝐵𝑘𝑙

𝑝𝑖 = 0,

𝐸𝑘𝑞, 𝑞 ̸= 𝑗, 𝑙 : 𝐴𝑖𝑗
𝑙𝑞 = 0, 𝐸𝑖𝑞, 𝑞 ̸= 𝑗, 𝑙 : 𝐵𝑘𝑙

𝑗𝑞 = 0,

𝐸𝑖𝑙 : 𝐴𝑖𝑗
𝑖𝑘 = 𝐵𝑘𝑙

𝑗𝑙 , 𝐸𝑘𝑙 : 𝐴𝑖𝑗
𝑘𝑘 = 𝐴𝑖𝑗

𝑙𝑙 ,

𝐸𝑘𝑗 : 𝐴𝑖𝑗
𝑙𝑗 = 𝐵𝑘𝑙

𝑘𝑖, 𝐸𝑖𝑗 : 𝐵𝑘𝑙
𝑖𝑖 = 𝐵𝑘𝑙

𝑗𝑗;

𝑘 = 𝑖, 𝑙 ̸= 𝑗, 𝐸𝑝𝑙, 𝑝 ̸= 𝑖 : 𝐴𝑖𝑗
𝑝𝑖 = 0, 𝐸𝑝𝑗, 𝑝 ̸= 𝑖 : 𝐵𝑘𝑙

𝑝𝑘 = 0,

𝐸𝑘𝑞, 𝑞 ̸= 𝑗, 𝑙 : 𝐴𝑖𝑗
𝑙𝑞 +𝐵𝑘𝑙

𝑗𝑞 = 0,

𝐸𝑖𝑙 : 𝐴𝑖𝑗
𝑖𝑖 = 𝐴𝑖𝑗

𝑙𝑙 +𝐵𝑘𝑙
𝑗𝑙 , 𝐸𝑖𝑗 : 𝐵𝑘𝑙

𝑘𝑘 = 𝐴𝑖𝑗
𝑙𝑗 +𝐵𝑘𝑙

𝑗𝑗;

𝑘 ̸= 𝑖, 𝑙 = 𝑗, 𝐸𝑘𝑞, 𝑞 ̸= 𝑗 : 𝐴𝑖𝑗
𝑗𝑞 = 0, 𝐸𝑖𝑞, 𝑞 ̸= 𝑗 : 𝐵𝑘𝑙

𝑙𝑞 = 0,

𝐸𝑝𝑗, 𝑝 ̸= 𝑘, 𝑖 : 𝐴𝑖𝑗
𝑝𝑘 +𝐵𝑘𝑙

𝑝𝑖 = 0,

𝐸𝑘𝑗 : 𝐴𝑖𝑗
𝑗𝑗 = 𝐴𝑖𝑗

𝑘𝑘 +𝐵𝑘𝑙
𝑘𝑖, 𝐸𝑖𝑗 : 𝐵𝑘𝑙

𝑙𝑙 = 𝐴𝑖𝑗
𝑖𝑘 +𝐵𝑘𝑙

𝑖𝑖 ;

𝑘 = 𝑖, 𝑙 = 𝑗, 𝐸𝑝𝑗, 𝑝 ̸= 𝑖 : 𝐴𝑖𝑗
𝑝𝑖 +𝐵𝑘𝑙

𝑝𝑘 = 0, 𝐸𝑖𝑞, 𝑞 ̸= 𝑗 : 𝐴𝑖𝑗
𝑗𝑞 +𝐵𝑘𝑙

𝑙𝑞 = 0,

𝐸𝑖𝑗 : 𝐴𝑖𝑗
𝑖𝑖 +𝐵𝑘𝑙

𝑘𝑘 = 𝐴𝑖𝑗
𝑗𝑗 +𝐵𝑘𝑙

𝑙𝑙 .

Оскiльки система симетрична вiдносно 𝐴𝑖𝑗 i 𝐵𝑘𝑙, достатньо вивчити
лише обмеження, накладенi нею на 𝐴𝑖𝑗. З системи випливає, що 𝐴𝑖𝑗

𝑝𝑞 = 0,
коли 𝑝 ̸= 𝑞 i (𝑝, 𝑞) ̸= (𝑖, 𝑗); 𝐴𝑖𝑗

𝑘𝑘 = 𝐴𝑖𝑗
𝑙𝑙 , якщо 𝑖 ̸= 𝑗; 𝐴𝑖𝑖

𝑘𝑘 = 𝐴𝑖𝑖
𝑙𝑙 , якщо 𝑘, 𝑙 ̸= 𝑖.

Це означає, що 𝐴𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑗𝐸
𝑖𝑗 + 𝜅𝑖𝑗𝐸𝑛, де 𝜆𝑖𝑗, 𝜅𝑖𝑗 — деякi сталi. Оскiльки

значення оператора 𝐽 на базисних елементах визначенi з точнiстю до
додавання елементiв з центру, сталу 𝜅𝑖𝑗 можна вважати рiвною нулю,
тобто 𝐴𝑖𝑗 = 𝐽𝐸𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑗𝐸

𝑖𝑗. Це означає, що кожний базисний елемент
𝐸𝑖𝑗 є власним вектором оператора 𝐽 . Тодi для довiльної трiйки iндексiв
(𝑖, 𝑗, 𝑘) такої, що (𝑖, 𝑘) ̸= (𝑘, 𝑗), отримаємо: [𝐸𝑖𝑘, 𝐸𝑘𝑗] = [𝐽𝐸𝑖𝑘, 𝐽𝐸𝑘𝑗] =

= 𝜆𝑖𝑘𝜆𝑘𝑗[𝐸
𝑖𝑘, 𝐸𝑘𝑗], а тому 𝜆𝑖𝑘𝜆𝑘𝑗 = 1, оскiльки [𝐸𝑖𝑘, 𝐸𝑘𝑗] ̸= 0. Отже, 𝜆𝑖𝑗

всi одночасно дорiвнюють або 1, або −1.
У результатi, отримаємо твердження теореми 3.45 для часткового ви-

падку g = sl(𝑛,F).
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3.5.2. Алгебри Гейзенберга. Розглянемо алгебру Гейзенберга h𝑛 для
деякого 𝑛. Це нiльпотентна алгебра Лi розмiрностi 2𝑛 + 1 i степе-
ня нiльпотентностi два з одновимiрним центром z. Зафiксуємо базис
(𝑒, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) алгебри h𝑛, в якому ненульовi комутацiйнi спiв-
вiдношення мають канонiчний вигляд:

[𝑝𝑗, 𝑞𝑗] = 𝑒,

а тому z = ⟨𝑒⟩. Тут i надалi iндекси 𝑖, 𝑗, 𝑘 пробiгають значення вiд 1

до 𝑛.
Нехай 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на h𝑛, а 𝐽 — його суттєва

частина, тобто 𝐽 = (P𝐽)|h̃, де h̃ = ⟨𝑝𝑖, 𝑞𝑗⟩ та 𝑃 — оператор проекцiї на h̃

при зображеннi h𝑛 = zu h̃. Матрицю оператора 𝐽 у канонiчному базисi
(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) будемо позначати так само, як оператор. Розiб’ємо
цю матрицю на блоки вiдповiдно до розбиття базису на (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) i
(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛), тобто

𝐽 =

(︃
𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

)︃
, де 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ∈ 𝑀𝑛.

Тодi

𝐽𝑝𝑗 = 𝑝𝑖𝑎𝑖𝑗 + 𝑞𝑖𝑐𝑖𝑗, 𝐽𝑞𝑘 = 𝑝𝑖𝑏𝑖𝑘 + 𝑞𝑖𝑑𝑖𝑘.

Тут i надалi за iндексом 𝑖, що повторюється, iде пiдсумовування. За
означенням лiївськи ортогонального оператора маємо:

[𝐽𝑝𝑗, 𝐽𝑞𝑘] = (𝑎𝑖𝑗𝑑𝑖𝑘 − 𝑐𝑖𝑗𝑏𝑖𝑘)𝑒 = 𝛿𝑖𝑘𝑒,

[𝐽𝑝𝑗, 𝐽𝑝𝑘] = (𝑎𝑖𝑗𝑐𝑖𝑘 − 𝑐𝑖𝑗𝑎𝑖𝑘)𝑒 = 0,

[𝐽𝑞𝑗, 𝐽𝑞𝑘] = (𝑏𝑖𝑗𝑑𝑖𝑘 − 𝑑𝑖𝑗𝑏𝑖𝑘)𝑒 = 0,

де 𝛿𝑗𝑘 — символ Кронекера. В матричних позначеннях цi рiвностi можна
записати у виглядi:

𝐴T𝐷 − 𝐶T𝐵 = 𝐸, 𝐴T𝐶 − 𝐶T𝐴 = 0, 𝐵T𝐷 −𝐷T𝐵 = 0,
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де 𝐸 ∈ 𝑀𝑛 — одинична матриця. Це означає, що 𝐽 ∈ Sp2𝑛. Дiйсно, нехай

𝑆 =

(︃
0 −𝐸

𝐸 0

)︃
— матриця канонiчної симплектичної форми. Тодi

𝐽T𝑆𝐽 =

(︃
𝐶T𝐴− 𝐴T𝐶 𝐶T𝐵 − 𝐴T𝐷

𝐷T𝐴−𝐵T𝐶 𝐷T𝐵 −𝐵T𝐷

)︃
= 𝑆.

Теорема 3.49. Оператор є лiївськи ортогональним на алгебрi
Гейзенберга h𝑛 тодi й лише тодi, коли в канонiчному базисi
(𝑒, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) його матриця має вигляд(︃

𝑟 𝑅

0 𝐽

)︃
,

де 𝑟 — довiльний скаляр, 𝑅 — довiльна матриця з 𝑀1,2𝑛, 0 позначає
нульову матрицю з 𝑀2𝑛,1, 𝐽 — довiльна матриця з Sp2𝑛.

3.5.3. Майже абелевi алгебри. Алгебру Лi називають майже абе-
левою, якщо вона мiстить абелiв iдеал корозмiрностi 1. Будь-яка майже
абелева алгебра є розв’язною алгеброю Лi степеня розв’язностi не бiльше
двох.

Нехай g — майже абелева, але не абелева алгебра розмiрностi 𝑛. Ви-
беремо в g базис таким чином, що 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1 утворюють базис (𝑛− 1)-
вимiрного абелевого iдеалу 𝐼. Тодi ненульовi комутацiйнi спiввiдношення
алгебри g вичерпуються такими: [𝑒𝑛, 𝑒𝑗] =

∑︀𝑛−1
𝑖=1 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖. Тут i надалi iнде-

кси 𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ пробiгають значення вiд 1 до 𝑛−1, а iндекси 𝑘, 𝑙 пробiгають
значення вiд 1 до 𝑛. За iндексами, що повторюються, йде пiдсумовува-
ння. Таким чином, ненульова матриця 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛−1 повнiстю задає
майже абелеву алгебру g. Зауважимо, що центр алгебри g спiвпадає з
ядром оператора 𝐴, що дiє на 𝐼 та який визначено матрицею 𝐴. Майже
абелевi алгебри g i g̃ iзоморфнi, якщо вiдповiднi матрицi 𝐴 i 𝐴 подiбнi з
точнiстю до постiйного ненульового множника, тобто iснують ненульова
стала 𝜇 i невироджена матриця 𝑆 ∈ 𝑀𝑛−1 такi, що 𝐴 = 𝜇𝑆−1𝐴𝑆.
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Твердження 3.50. Нехай g — 𝑛-вимiрна майже абелева, але не абе-
лева алгебра Лi з зафiксованим базисом таким, що ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑚⟩ = z,
де 𝑚 = dim z < 𝑛 − 1, ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1⟩ — абелевий iдеал, а тому ко-
мутацiйнi спiввiдношення алгебри g визначають матрицю 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗):
[𝑒𝑛, 𝑒𝑗] = 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖, де першi 𝑚 стовпчикiв 𝐴 нульовi i ранг 𝐴 дорiвнює 𝑛−𝑚.
Оператор 𝐽 на g є лiївськи ортогональним тодi й лише тодi, коли його
матриця в базисi (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) має вигляд:

1. 𝑚 = dim z < 𝑛− 2:⎛⎜⎝𝐵0 𝐵1 𝐵2

0 𝜇𝐸 𝐵3

0 0 𝜇−1

⎞⎟⎠ ,

де 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2 та 𝐵3 — довiльнi матрицi розмiру 𝑚×𝑚, 𝑚×(𝑛−𝑚−1),
𝑚 × 1 та 𝑛 − 𝑚 − 1 × 1 вiдповiдно, 𝜇 — довiльна ненульова стала,
𝐸 —одинична матриця розмiру 𝑛 −𝑚 − 1, а нулi позначають нульовi
матрицi пiдходящих розмiрiв.

2. 𝑚 = dim z = 𝑛− 2, тобто алгебра g iзоморфна або (𝑛− 2)g1⊕ g2.1,
або (𝑛− 3)g1 ⊕ h3:(︃

𝐵0 𝐵1

0 𝐶

)︃
,

де 𝐵0 та 𝐵1 — довiльнi матрицi розмiру (𝑛−2)× (𝑛−2) та (𝑛− 2)× 2

вiдповiдно, 0 — нульова матриця розмiру 2 × 2𝑛, а матриця 𝐶 — до-
вiльна матриця розмiру 2× 2 з визначником 1, 𝐶 ∈ SL(2,F).

Доведення. Розiб’ємо матрицю оператора 𝐽 на блоки вiдповiдно до зо-
браження алгебри g як прямої суми векторних просторiв 𝐼 = ⟨𝑒1, . . . 𝑒𝑛−1⟩
та ⟨𝑒𝑛⟩:

𝐽 =

(︃
𝐽𝐼𝐼 𝐽𝐼𝑛

𝐽𝑛𝐼 𝐽𝑛𝑛

)︃
.
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За означенням лiївськи ортогонального оператора, маємо

0 = [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = [𝐽𝑒𝑖, 𝐽𝑒𝑗] = [𝐽𝑘𝑖𝑒𝑘, 𝐽𝑙𝑗𝑒𝑙] = (𝐽𝑛𝑖𝐽𝑖′𝑗 − 𝐽𝑛𝑗𝐽𝑖′𝑖)𝑎𝑗′𝑖′𝑒𝑗′,

𝑎𝑗′𝑗𝑒𝑗′ = [𝑒𝑛, 𝑒𝑗] = [𝐽𝑒𝑛, 𝐽𝑒𝑗] = [𝐽𝑘𝑛𝑒𝑘, 𝐽𝑙𝑗𝑒𝑙]

= (𝐽𝑛𝑛𝐽𝑖′𝑗 − 𝐽𝑛𝑗𝐽𝑖′𝑛)𝑎𝑗′𝑖′𝑒𝑗′,

або у матричних позначеннях

𝐽𝑛𝑖(𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑗′𝑗 = 𝐽𝑛𝑗(𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑗′𝑖, (3.8)

𝐽𝑛𝑛(𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑗′𝑗 − 𝐽𝑛𝑗(𝐴𝐽𝑗𝑛)𝑗′ = 𝑎𝑗′𝑗. (3.9)

Система (3.8) показує, що природно розглянути окремо два випадки, якi
покривають усi можливостi: або 𝐽𝑛𝑗 = 0 для кожного 𝑗, або iснує 𝑗0 таке,
що 𝐽𝑛𝑗0 ̸= 0.

1. Нехай 𝐽𝑛𝑗 = 0 для кожного 𝑗. Тодi з (3.9) випливає, що
𝐽𝑛𝑛𝐴𝐽𝐼𝐼 = 𝐴. Оскiльки 𝐴 — ненульова матриця, отримаємо, що 𝐽𝑛𝑛 ̸= 0.
Позначимо 𝜇 = 1/𝐽𝑛𝑛. Система (3.9) набуває вигляду 𝐴(𝐽𝐼𝐼 − 𝜇𝐸) = 0.
Це еквiвалентно тому, що образ оператора 𝐽𝐼𝐼 − 𝜇𝐸 мiститься в ker𝐴,
що спiвпадає з центром z. Отже, отримаємо перший випадок теореми.

2. Припустимо, що iснує 𝑗0 таке, що 𝐽𝑛𝑗0 ̸= 0. Тодi всi набо-
ри ((𝐴𝐽𝐼𝐼)1𝑗, . . . , (𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑛−1,𝑗, 𝐽𝑛𝑗) пропорцiйнi, тобто 𝐽𝑛𝑗 = 𝜆𝑗𝐽𝑛𝑗0 та
(𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑖𝑗 = 𝜆𝑗(𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑖𝑗0 для деяких сталих 𝜆𝑗. Пiдставляючи отриманi ви-
рази у систему (3.9), отримаємо, що 𝑎𝑖𝑗 = 𝜅𝑖𝜆𝑗, де 𝜅𝑖 = 𝐽𝑛𝑛(𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑖𝑗0 −
𝐽𝑛𝑗0(𝐴𝐽𝐼𝑛)𝑖. Оскiльки 𝐴 ̸= 0, це означає, що ранг 𝐴 дорiвнює одиницi. З
точнiстю до замiни базису алгебри можна вважати, що або 𝐴 = 𝐸𝑛−1,𝑛−1,
або 𝐴 = 𝐸𝑛−2,𝑛−1. У термiнах 𝜅 i 𝜆 маємо, що 𝜆1 = · · · = 𝜆𝑛−2 = 0, а
тому 𝑗0 = 𝑛− 1 i 𝜆𝑛−1 = 1. Також вiдповiдно або 𝜅𝑛−1 = 1, або 𝜅𝑛−2 = 1,
а всi iншi 𝜅 нульовi. Тодi з рiвняння 𝐽𝑛𝑗 = 𝜆𝑗𝐽𝑛,𝑛−1 випливає, що 𝐽𝑛𝑗 = 0

для 𝑗 вiд 1 до 𝑛 − 2. Аналогiчно, рiвняння (𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑖𝑗 = 𝜆𝑗(𝐴𝐽𝐼𝐼)𝑖,𝑛−1 для
𝑖 = 𝑛− 1 або 𝑖 = 𝑛− 2 вiдповiдно дає, що 𝐽𝑛,𝑛−1 = 0 для 𝑗 вiд 1 до 𝑛− 2.
Ще одне рiвняння 𝐽𝑛−1,𝑛−1𝐽𝑛𝑛−𝐽𝑛−1,𝑛𝐽𝑛,𝑛−1 = 1 є наслiдком означення 𝜅.
Iнших рiвнянь на коефiцiєнти матрицi 𝐽 не виникає, що призводить до
випадку 2 теореми.
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3.5.4. Комплекснi розв’язнi алгебри з нiльрадикалом мiнiмаль-
ної розмiрностi. В [7, теорема 5] Г.M. Мубаракзянов довiв, що розмiр-
нiсть нiльрадикала n 𝑛-вимiрної розв’язної алгебри g бiльша або рiвна
𝑛/2. Для F = C, якщо dim n = 𝑛/2 у випадку парного 𝑛, то g є пря-
мою сумою 𝑛/2 копiй двовимiрної неабелевої алгебри g2.1: g = (𝑛/2)g2.1

[7, теорема 6]. Згiдно теореми 7 цiєї ж статтi [7] у випадку непарного 𝑛

мiнiмальна розмiрнiсть нiльрадикала дорiвнює [𝑛/2] + 1 = (𝑛 + 1)/2 i
комплексна алгебра g з нiльрадикалом такої розмiрностi розкладається
у пряму суму однiєї одновимiрної (абелевої) алгебри g1 та 𝑛/2 копiй алге-
бри g2.1: g = g1⊕ [𝑛/2]g2.1. За лемою 3.25 довiльний лiївськи ортогональ-
ний оператор 𝐽 на алгебрi g розкладається на пряму суму операторiв
на компонентах алгебри g (у випадку непарної розмiрностi — з точнiстю
до еквiвалентностi лiївськи ортогональних операторiв, оскiльки у цьому
випадку алгебра має ненульовий центр z = g1). Оскiльки алгебра g2.1

має нульовий центр, то лiївськи ортогональнi оператори на цiй алгебрi
утворюють групу. Прямим обрахунком легко встановити (див. також [30,
Example 1]), що ця група спiвпадає з групою SL(2,C). Тому з урахуван-
ням леми 3.10 очевидним є таке твердження.

Твердження 3.51. Нехай 𝑛-вимiрна комплексна розв’язна алгебра g

має нiльрадикал мiнiмальної з можливих розмiрностi [(𝑛+1)/2]. Тодi,
у випадку парного 𝑛, g = [𝑛/2]g2.1 i лiївськи ортогональнi оператори
на g утворюють групу, iзоморфну прямому добутку 𝑛/2 копiй групи
SL(2,C). У випадку непарного 𝑛, g = g1 ⊕ [𝑛/2]g2.1, а оператор 𝐽 на g

лiївськи ортогональний тодi i лише тодi, коли 𝐽 = 0⊕𝐽1⊕· · ·⊕𝐽[𝑛/2]+𝐽0,
де 0 позначає нульовий оператор на центрi z = g1, 𝐽𝑖 — лiївськи орто-
гональний оператор на 𝑖-й копiї g2.1 (тобто його матриця належить
групi SL(2,C)), а 𝐽0 — деякий оператор на g з образом у z = g1.

Зауваження 3.52. Аналогiчний результат справедливий для дiйсних
алгебр [𝑛/2]A2.1 з парним 𝑛 i A1 ⊕ [𝑛/2]A2.1 з непарним 𝑛 з замiною
SL(2,C) на SL(2,R).
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3.5.5. Нерозв’язнi алгебри низьких розмiрностей. Нерозв’язнi
комплекснi алгебри Лi розмiрностi 𝑛 6 5 вичерпують алгебри sl(2,C)
(𝑛 = 3), sl(2,C)⊕ g1 (𝑛 = 4), sl(2,C)⊕ 2g1, sl(2,C)⊕ g2.1 та sl(2,C)∈ 2g1

(𝑛 = 5).
Алгебра g = sl(2,C) проста, а тому в силу теореми 3.45 лiївськи ор-

тогональнi оператори на нiй є тривiальними idg та −idg (див. також пiд-
роздiл 3.5.1). Алгебри sl(2,C) ⊕ g1 та sl(2,C) ⊕ 2g1 є редуктивними, а
лiївськи ортогональнi оператори для редуктивних алгебр повнiстю опи-
сано в наслiдку 3.47.

Алгебра sl(2,C)⊕g2.1 має нульовий центр i є прямою сумою своїх iде-
алiв sl(2,C) i g2.1. Тому за лемою 3.25 будь-який лiївськи ортогональний
оператор на цiй алгебрi є прямою сумою лiївськи ортогональних операто-
рiв на iдеалах sl(2,C) i g2.1. Множини лiївськи ортогональних операторiв
на цих iдеалах уже описано (див. вище та попереднiй пiдроздiл). Таким
чином, лiївськи ортогональнi оператори на алгебрi sl(2,C)⊕g2.1 утворю-
ють групу, iзоморфну групi Z2 × SL(2,C).

Залишилося описати лише лiївськи ортогональнi оператори на алгебрi
𝐿 = sl(2,C) ∈ 2g1. Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення цiєї алгебри в
канонiчному базисi вичерпуються такими:

[𝑒1, 𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1, 𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1,

[𝑒1, 𝑒4] = 𝑒4, [𝑒2, 𝑒5] = 𝑒4, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = −𝑒5,

тобто 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 утворюють базис у факторi Левi, iзоморфному sl(2,C), а
𝑒4 i 𝑒5 утворюють базис абелевого радикала r цiєї алгебри.

Нехай 𝐽 — деякий лiївськи ортогональний оператор на g. Єдиним iде-
алом алгебри g, який мiстить фактор Левi, є сама алгебра g. Зауважимо
також, що алгебра g має нульовий центр. Тодi з розгляду до твердже-
ння 3.48 випливає, що оператор 𝐽 має єдине власне значення, рiвне 1

або −1. З точнiстю до iнволюцiї можна вважати, що воно дорiвнює 1.
Тобто вся алгебра g мiститься в кореневому пiдпросторi оператора 𝐽 , що
вiдповiдає власному значенню 1. Крiм того, з твердження 3.48 випливає,
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що 𝐽 = idg+𝑁 , де 𝑁 — нiльпотентний оператор з образом у радикалi r.
Отже, дiю оператора 𝐽 на базиснi елементи можна зобразити у виглядi:

𝐽𝑒𝑖 = 𝑒𝑖 + 𝑎𝑖𝑒4 + 𝑏𝑖𝑒5, 𝑖 = 1, 2, 3,

𝐽𝑒𝑖 = 𝑎𝑖𝑒4 + 𝑏𝑖𝑒5, 𝑖 = 4, 5.

Застосуємо означення лiївської ортогональностi до рiзних пар базисних
елементiв:

[𝐽𝑒1, 𝐽𝑒2] = 2𝑒2 + 𝑎2𝑒4 − 𝑏2𝑒5 − 𝑏1𝑒4 = [𝑒1, 𝑒2] = 2𝑒2,

[𝐽𝑒1, 𝐽𝑒3] = −2𝑒3 + 𝑎3𝑒4 − 𝑏3𝑒5 − 𝑎1𝑒 = [𝑒1, 𝑒3] = −2𝑒3,

[𝐽𝑒2, 𝐽𝑒3] = 𝑒1 + 𝑏3𝑒4 − 𝑎2𝑒5 = [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1,

[𝐽𝑒1, 𝐽𝑒4] = 𝑎4𝑒4 − 𝑏4𝑒5 = [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒4,

[𝐽𝑒1, 𝐽𝑒5] = 𝑎5𝑒4 − 𝑏5𝑒5 = [𝑒1, 𝑒5] = −𝑒5.

Тому на коефiцiєнти маємо рiвняння 𝑏2 = 0, 𝑎2 = 𝑏1, 𝑎3 = 0, 𝑎1 = −𝑏3,
𝑏3 = 0, 𝑎2 = 0 (звiдки 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3) та 𝑎4 = 1, 𝑏4 = 0, 𝑎5 = 0,
𝑏5 = 1.

Пiдсумовуючи обчислення, отримаємо таке твердження.

Твердження 3.53. Лiївськи ортогональнi оператори на алгебрi Лi
g = sl(2,C) ∈ 2g1 вичерпуються тривiальними idg та −idg.

Зауважимо, що алгебра sl(2,C) ∈ 2g1 не є метричною.

3.5.6. Тривимiрнi алгебри Лi. З класифiкацiї тривимiрних дiйсних
алгебр Лi, яку наведено у прикладi 2.5, легко бачити, що всi такi ал-
гебри, як i тривимiрнi комплекснi, вичерпують простi i майже абелевi
алгебри. Тому внаслiдок прикладу 3.2, теореми 3.45 i твердження 3.50
опис множин лiївськи ортогональних операторiв для них є очевидним:

sl(2,R), so(3) : {± diag(1, 1, 1)},

A𝑏
3.5, A𝑎

3.4, 𝑎 ̸= 0, A3.3, A3.2 :

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝𝜇 0 𝑎13

0 𝜇 𝑎23

0 0 𝜇−1

⎞⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜇 ̸= 0

⎫⎪⎬⎪⎭ ,
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A3.1, A1 ⊕ A2.1 :

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝𝑎11 𝑎12 𝑎13

0 𝑎22 𝑎23

0 𝑎32 𝑎33

⎞⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒⃒𝑎22 𝑎23

𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

3A1 : M(3,R).

Тут 𝑎𝑖𝑗, 𝜇 — довiльнi дiйснi числа, що задовольняють вказанi обмежен-
ня. Наведенi результати додатково перевiрено прямими обрахунками з
використанням системи символьних обчислень Maple. Для вiдповiдних
тривимiрних комплексних алгебр Лi множини лiївськи ортогональних
операторiв виглядають так само з точнiстю до комплексифiкацiї.

3.5.7. Чотиривимiрнi алгебри Лi. Повний список неiзоморфних чо-
тиривимiрних дiйсних алгебр Лi, який наведено в пiдроздiлi 3.5.7, мi-
стить двi редуктивнi алгебри A1⊕sl(2,R) i A1⊕so(3), 13 сiмей майже абе-
левих алгебр A𝑎𝑏

4.6, A𝑎𝑏𝑐
4.5 , A4.4, A4.3, A𝑏

4.2, A4.1, A1⊕A𝑏
3.5, A1⊕A𝑎

3.4, A1⊕A3.3,
A1⊕A3.2, A1⊕A3.1, 2A1⊕A2.1, 4A1, a також п’ять сiмей розв’язних алгебр
Лi складнiшої структури — A4.10, A𝑎

4.9, A𝑏
4.8, A4.7, 2A2.1, серед яких є двi

нерозкладнi метричнi розв’язнi алгебри Лi — алгебра Лi осцилятора A0
4.9

i дiамантова алгебра A−1
4.8, центри яких одновимiрнi (див. зноску 3.3). З

огляду на приклад 3.2, теорему 3.43, наслiдок 3.47, твердження 3.50 i
зауваження 3.52 достатньо обчислити лiївськи ортогональнi оператори
на алгебрах A4.10, A𝑎

4.9, 𝑎̸=0, A𝑏
4.8, 𝑏̸=−1, A4.7 з використанням системи сим-

вольних обчислень Maple. Результуючий список множин лiївськи ортого-
нальних операторiв на неiзоморфних чотиривимiрних дiйсних алгебрах
Лi є таким:

A1 ⊕ sl(2,R), A1 ⊕ so(3),

A−1
4.8, A0

4.9

:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14

0 𝜀 0 0

0 0 𝜀 0

0 0 0 𝜀

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜀 = ±1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ,
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A4.10 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14

−𝑎12 𝑎11 𝑎14 −𝑎13

𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34

𝑎32 −𝑎31 −𝑎34 𝑎33

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎11 𝑎13

𝑎31 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒−
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎12 𝑎14

𝑎32 𝑎34

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1,⃒⃒⃒⃒

⃒𝑎11 𝑎14

𝑎31 𝑎34

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎12 𝑎13

𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
≃

{︃(︃
𝑎11 − i𝑎12 𝑎14 − i𝑎13

𝑎32 + i𝑎31 𝑎33 + i𝑎34

)︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎11 − i𝑎12 𝑎14 − i𝑎13

𝑎32 + i𝑎31 𝑎33 + i𝑎34

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

}︃
≃ SL(2,C),

A𝑎
4.9, 𝑎̸=0, A4.7 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜀 𝑎12 𝑎13 𝑎14

0 𝜀 0 2𝑎𝑎13

0 0 𝜀 −2𝑎𝑎12

0 0 0 𝜀

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜀 = ±1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ,

A𝑏
4.8, 𝑏 ̸=−1,0 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜀 𝑎12 𝑎13 𝑎14

0 𝜀 0 (𝑏+ 1)𝑎13

0 0 𝜀 −(𝑏+ 1)𝑎12

0 0 0 𝜀

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜀 = ±1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ,

A0
4.8 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎22 𝑎12 𝑎24 𝑎14

0 𝑎22 0 𝑎24

𝑎42 𝑎32 𝑎44 𝑎34

0 𝑎42 0 𝑎44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎22 𝑎24

𝑎42 𝑎44

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1,⃒⃒⃒⃒

⃒𝑎12 𝑎14

𝑎42 𝑎44

⃒⃒⃒⃒
⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎22 𝑎24

𝑎32 𝑎34

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

A𝑎𝑏
4.6, 𝑎>0, A𝑎𝑏𝑐

4.5 , 𝑎𝑏𝑐̸=0,

A4.4, A4.3, A𝑏
4.2, 𝑏 ̸=0 A4.1

:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜇 0 0 𝑎14

0 𝜇 0 𝑎24

0 0 𝜇 𝑎34

0 0 0 𝜇−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜇 ̸= 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ,

A1 ⊕ A𝑏
3.5, A1 ⊕ A𝑎

3.4, 𝑎̸=0,

A1 ⊕ A3.3, A1 ⊕ A3.2,
:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14

0 𝜇 0 𝑎24

0 0 𝜇 𝑎34

0 0 0 𝜇−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜇 ̸= 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ,
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A1 ⊕ A3.1, 2A1 ⊕ A2.1 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14

𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24

0 0 𝑎33 𝑎34

0 0 𝑎43 𝑎44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎33 𝑎34

𝑎43 𝑎44

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ,

2A2.1 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 0 0

𝑎21 𝑎22 0 0

0 0 𝑎33 𝑎34

0 0 𝑎43 𝑎44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎33 𝑎34

𝑎43 𝑎44

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
= SL(2,R)× SL(2,R),

4A1 : M(4,R).

Тут 𝑎𝑖𝑗, 𝜇 — довiльнi дiйснi числа, що задовольняють вказанi обмеже-
ння. Для вiдповiдних чотиривимiрних комплексних алгебр Лi множини
лiївськи ортогональних операторiв виглядають так само з точнiстю до
комплексифiкацiї.

3.5.8. П’ятивимiрнi нiльпотентнi алгебри Лi. Алгебри, зiбранi на
початку пiдроздiлу 1.2.2, вичерпують неiзоморфнi п’ятивимiрнi нiльпо-
тентнi алгебри Лi над F = C або F = R. Вони мiстять п’ять майже
абелевих алгебр n5.5, n5.2, n4 ⊕ n1, n3 ⊕ 2n1, 5n1, алгебру Гейзенберга
h2 = n5.1, метричну алгебру n5.4 з двовимiрним центром, а також алге-
бри n5.6 i n5.3.3.4 Приклад 3.2, теорема 3.43 i твердження 3.50, 3.51 опи-
сують (з точнiстю до перестановки базисних елементiв) лiївськи ортого-
нальнi оператори на всiх зазначених алгебрах, крiм двох останнiх — n5.6

i n5.3, для яких зручно обчислити лiївськи ортогональнi оператори з ви-
користанням системи символьних обчислень Maple. Наведемо загальний

3.4У дiйсному випадку цим нiльпотентним алгебрам Лi вiдповiдають такi алгебри A𝑛.𝑚 з класи-
фiкацiї Мубаракзянова [7, 8, 9] дiйсних низьковимiрних алгебр Лi, де 𝑛 — розмiрнiсть алгебри, a
𝑚 — її номер у класифiкацiйному списку: n1 = A1, n3 ≃ A3.1, n4 ≃ A4.1, n5.1 ≃ A5.4, n5.2 ≃ A5.1,
n5.3 ≃ A5.5, n5.4 ≃ A5.3, n5.5 ≃ A5.2, n5.6 ≃ A5.6, див. також приклад 2.5 та початок пiдроздiлу 2.3
вiдповiдно щодо класифiкацiй три- та чотиривимiрних дiйсних алгебр Лi.
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вигляд лiївськи ортогональних операторiв для кожної з неiзоморфних
п’ятивимiрних нiльпотентних алгебр Лi. Нижче 𝜀 = ±1, 𝑎𝑖𝑗, 𝜇 — довiльнi
(дiйснi або комплекснi, якщо вiдповiдно F = C або F = R) числа, що
задовольняють вказанi обмеження, причому 𝜇 ̸= 0.

n5.6 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜀 0 0 0 0

𝑎21 𝜀 0 0 0

𝑎31 0 𝜀 0 0

𝑎41 𝑎31 −𝑎21 𝜀 0

𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , n5.5 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜇−1 0 0 0 0

𝑎21 𝜇 0 0 0

𝑎31 0 𝜇 0 0

𝑎41 0 0 𝜇 0

𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

n5.4 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜀 0 0 0 0

0 𝜀 0 0 0

0 0 𝜀 0 0

𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45

𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
n5.2,

n4 ⊕ n1
:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜇−1 0 0 0 0

𝑎21 𝜇 0 0 0

𝑎31 0 𝜇 0 0

𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45

𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

n5.3 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 0 0 0

𝑎21 𝑎22 0 0 0

𝑎31 𝑎32 𝑎11 −𝑎12 0

𝑎41 𝑎42 −𝑎21 𝑎22 0

𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎11 𝑎12

𝑎41 𝑎42

⃒⃒⃒⃒
⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0,

n5.1 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14 0

𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24 0

𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 0

𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 0

𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎13 𝑎12 𝑎14

𝑎31 𝑎33 𝑎32 𝑎34

𝑎21 𝑎23 𝑎22 𝑎24

𝑎41 𝑎43 𝑎42 𝑎44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Sp(4,F),
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n3 ⊕ 2n1 :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 0 0 0

𝑎21 𝑎22 0 0 0

𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34 𝑎35

𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44 𝑎45

𝑎51 𝑎52 𝑎53 𝑎54 𝑎55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1,

5n1 : (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1,...,5.

3.6. Висновки

Метою цього роздiлу було вивчення лiївськи ортогональних операторiв
на скiнченновимiрних алгебрах Лi.

Введено природне поняття еквiвалентностi лiївськи ортогональних
операторiв, пов’язане з центром алгебри, яке вiдiграло важливу роль
у дослiдженнi, оскiльки багато результатiв сформульовано з точнiстю до
цiєї еквiвалентностi. Так, доведено, що розклад алгебри на пряму суму
iдеалiв тягне за собою розклад будь-якого лiївськи ортогонального опе-
ратора на алгебрi на пряму суму лiївськи ортогональних операторiв на
цих iдеалах з точнiстю до згаданого вiдношення еквiвалентностi.

Одним iз основних напрямкiв дослiдження було узагальнення резуль-
татiв, отриманих у статтях [12, 30], через зняття обмежень на iснуван-
ня центру алгебри та/або невиродженiсть операторiв. Зокрема, доведе-
но, що центр та всi елементи зростаючого центрального ряду алгебри є
iнварiантними вiдносно будь-якого лiївськи ортогонального оператора.
Також спрощено доведення низки тверджень, а саме: леми про те, що
нульовий кореневий пiдпростiр лiївськи ортогонального оператора мi-
ститься в центрi алгебри, леми про комутування кореневих просторiв,
для яких добуток вiдповiдних власних значень не дорiвнює 1, леми про
iнварiантнiсть iдеала, фактор-алгебра якого має нульовий центр тощо. З
зазначених результатiв щодо кореневих просторiв випливає, що будь-яка
скiнченновимiрна алгебра Лi, що допускає лiївськи ортогональний опера-
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тор, усi власнi значення якого не дорiвнюють ±1, є розв’язною алгеброю
степеня розв’язностi не бiльше нiж два.

Посилено результати щодо лiївськи ортогональних автоморфiзмiв на
алгебрах Лi. Для них знайдено зображення, яке уточнено для скiнчен-
новимiрних алгебр Лi з нульовим центром. На його основi встановле-
но взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж групою лiївськи ортогональних
автоморфiзмiв довiльної такої алгебри i асоцiативною алгеброю нiльпо-
тентних операторiв степеня нiльпотентностi два з тривiальним (тотожно
нульовим) антикомутатором вiдносно композицiї операторiв.

Мабуть, найбiльш цiкавим результатом роздiлу є повний опис лiїв-
ськи ортогональних операторiв на метричних алгебрах Лi, зокрема на
напiвпростих алгебрах Лi. Виявляється, що лiївськи ортогональнi опе-
ратори на простiй алгебрi вичерпуються тривiальними (тобто тотожним
та мiнус тотожним), а на напiвпростiй алгебрi кожен лiївськи ортого-
нальний оператор є прямою сумою тривiальних операторiв на простих
компонентах цiєї алгебри. Цей результат дав змогу також легко отрима-
ти опис лiївськи ортогональних операторiв на редуктивних алгебрах Лi
та довести певнi властивостi лiївськи ортогональних операторiв на алге-
брах з ненульовим фактором Левi. Водночас, згiдно з твердженням 3.53
крiм простих iснують iншi алгебри Лi з виключно тривiальними лiївськи
ортогональними операторами.

У зв’язку з зазначеними описами i твердженням 3.53, природно ви-
никає проблема пошуку iнших класiв алгебр Лi або, бiльш загально,
вичерпної характеризацiї алгебр Лi, на яких всi лiївськи ортогональнi
оператори еквiвалентнi тривiальним.

Для деяких класiв алгебр Лi знайдено їх множини лiївськи ортого-
нальних операторiв через прямий обрахунок. Список таких класiв вклю-
чає спецiальнi лiнiйнi алгебри, алгебри Гейзенберга, майже абелевi ал-
гебри та нерозв’язнi алгебри розмiрностi не вище п’яти. Обрахунок для
спецiальних лiнiйних алгебр вiдiгравав тестову роль для застосування
базисного пiдходу. Введене поняття еквiвалентностi дало змогу коротко
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сформулювати твердження про лiївськи ортогональнi оператори на алге-
брах Гейзенберга таким чином: суттєвi частини таких операторiв утворю-
ють симплектичну групу вiдповiдної розмiрностi (на 1 меншої вiд розмiр-
ностi алгебри). Опис лiївськи ортогональних операторiв майже абелевих
алгебр є важливим кроком у повному описi лiївськи ортогональних опе-
раторiв на алгебрах низької розмiрностi, оскiльки майже абелевi алгебри
складають значну частину всiх алгебр низької розмiрностi. Обрахунок
лiївськи ортогональних операторiв на алгебрах низької розмiрностi дає
необхiдний матерiал для висунення гiпотез щодо лiївськи ортогональних
операторiв з нетривiальним розкладом Левi–Мальцева.

Всi отриманi результати справедливi для скiнченновимiрних алгебр
Лi над алгебраїчно замкненими полями характеристики 0. За допомо-
гою процедури алгебраїчного замикання бiльшiсть результатiв можна
поширити й на випадок полей, що не є алгебраїчно замкненими. Але цей
перехiд не завжди є тривiальним i потребує подальшого дослiдження.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї вивчено властивостi контракцiй скiнченновимiрних дiйсних
i комплексних алгебр Лi, спецiальнi типи реалiзацiї контракцiй, як-то
контракцiї Салетана, контракцiї з необмеженими матрицями, узагальне-
нi контракцiї Iньоню–Вiгнера, а також лiївськи ортогональнi оператори
на таких алгебрах.

Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати таким чином:

∙ Доведено теорему, що описує поведiнку прапорiв пiдалгебр при кон-
тракцiях алгебр Лi та яку можна розглядати як новий критерiй неiсну-
вання контракцiй. Отримано також ослаблений аналог цiєї теореми для
прапорiв пiдпросторiв. За її допомогою показано неiснування контра-
кцiй для низки пар шестивимiрних нiльпотентних дiйсних алгебрi Лi,
для яких не працюють ранiше вiдомi критерiї.

∙ Для кожної розмiрностi не менше п’яти знайдено приклад контракцiї
мiж розв’язними алгебрами Лi, яку можна реалiзувати лише за допомо-
гою матриць, евклiдовi норми яких обов’язково прямують до нескiнчен-
ностi при граничному значеннi параметра контракцiї. Отже, розмiрнiсть
п’ять є найнижчою розмiрнiстю алгебр Лi, мiж якими iснують контракцiї
зазначеного типу.

∙ Показано, що з точнiстю до замiн базисiв початкової i кiнцевої алгебр
Лi будь-яку контракцiю Салетана можна реалiзувати матричнозначною
функцiєю, повнiстю визначеною розбиттям розмiрностi нульової компо-
ненти Фiттiнга її значення при граничному значеннi параметра контра-
кцiї. Це дало змогу ввести поняття сигнатури контракцiї Салетана, яку
складають розмiрнiсть одиничної компоненти Фiттiнга такого значення
i вказане розбиття. Вивчено контракцiї Салетана з зазначеними одини-
чними компонентами Фiттiнга розмiрностi нуль. Вичерпно прокласифi-
ковано такi контракцiї мiж алгебрами Лi розмiрностi три.
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∙ Запропоновано алгоритм побудови узагальнених контракцiй Iньоню–
Вiгнера або доведення їх неiснування для фiксованої пари алгебр Лi.
За допомогою цього алгоритму оптимiзовано вiдомий з лiтератури опис
узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера три- та чотиривимiрних дiй-
сних i комплексних алгебр Лi. Зокрема, показано, що будь-яка узагаль-
нена контракцiя Iньоню–Вiгнера мiж чотиривимiрними комплексними
або дiйсними алгебрами Лi еквiвалентна такiй контракцiї зi степенями
параметра контракцiї з множини {0, 1, 2, 3}, причому ця множина є мi-
нiмальною.

∙ Показано, що iснує єдина пара комплексних чотиривимiрних алгебр
Лi, добре визначена контракцiя мiж якими не еквiвалентна узагальненiй
контракцiї Iньоню–Вiгнера. Над полем дiйсних чисел цiй парi вiдповi-
дають двi пари алгебр Лi з однаковою контрактованою алгеброю. Цей
результат є важливим, оскiльки вiн означає, що навiть у розмiрностi
чотири узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера не є достатнiми для реа-
лiзацiї всiх можливих контракцiй, i ця розмiрнiсть є найнижчою серед
тих, для яких узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера не є унiверсаль-
ними. Бiльше того, це також перший приклад неiснування узагальненої
контракцiї Iньоню–Вiгнера у випадку, коли контрактована алгебра не є
характеристично нiльпотентною i допускає нетривiальнi дiагональнi ди-
ференцiювання.

∙ Як пiдсумок зазначених вище результатiв доведено, що будь-яку кон-
тракцiю мiж чотиривимiрними комплексними або дiйсними алгебрами
Лi можна реалiзувати як узагальнену контракцiю Iньоню–Вiгнера або
контракцiю Салетана.

∙ Доведено, що будь-яка дiагональна контракцiя еквiвалентна узагаль-
ненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера з цiлими степенями параметра конт-
ракцiї.

∙ Вивчено основнi властивостi лiївськи ортогональних операторiв на
скiнченновимiрних алгебрах Лi. Так, введено поняття еквiвалентностi
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таких операторiв, Показано iнварiантнiсть центру, радикала та членiв
зростаючого центрального ряду вiдносно дiї довiльного лiївськи орто-
гонального оператора. Доведено, що над алгебраїчно замкненим полем
характеристики 0 лише розв’язнi алгебри Лi степеня розв’язностi не бiль-
ше за два допускають лiївськи ортогональнi оператори, спектри яких не
мiстять 1 i −1.

∙ Вивчено лiївськи ортогональнi автоморфiзми алгебр Лi. Знайдено зо-
браження для таких автоморфiзмiв, яке конкретизовано для алгебр Лi
з нульовим центром. На основi цього зображення для кожної з таких
алгебр встановлено взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж її групою лiїв-
ськи ортогональних автоморфiзмiв i асоцiативною алгеброю нiльпотен-
тних операторiв степеня нiльпотентностi два з тривiальним (тотожно ну-
льовим) антикомутатором вiдносно композицiї операторiв.

∙ Вичерпно описано лiївськи ортогональнi оператори на метричних ал-
гебрах Лi. Зокрема, на простих алгебрах Лi можливi лише тривiальнi
лiївськи ортогональнi оператори. Це дало змогу отримати повний опис
лiївськи ортогональних операторiв на напiвпростих i редуктивних алге-
брах Лi, а також попереднiй опис лiївськи ортогональних операторiв з
нетривiальним розкладом Левi–Мальцева.

∙ Для деяких класiв алгебр Лi (алгебр Гейзенберга, майже абелевих
алгебр, алгебр низьких розмiрностей тощо) вiдповiднi множини лiївськи
ортогональних операторiв обчислено прямим методом. Зокрема, показа-
но, що група, утворена класами еквiвалентностi лiївськи ортогональних
операторiв алгебри Гейзенберга, iзоморфна стандартнiй симплектичнiй
групi вiдповiдної розмiрностi.
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