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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Контракцiї алгебр Лi є рiзновидом гранич-
ного переходу мiж орбiтами таких алгебр. Це поняття, яке вперше
розглянув I.Е. Сигал i строго визначив значно пiзнiше Ю.Дж. Са-
летан, стало вiдомим пiсля статей Е. Iньоню та Ю.П. Вiгнера. Його
узагальненням є поняття виродження алгебр Лi. Контракцiї алгебр
Лi зокрема утворюють симетрiйне пiдґрунтя для двох найважливi-
ших граничних переходiв у фiзицi — вiд релятивiстської i квантової
механiк до класичної. Нещодавно в роботах В.М. Бойка, О.В. Ло-
казюк, О.О. Ванєєвої, Н.М. Iванової, Р.О. Поповича, К. Софоклеуса
контракцiї алгебр Лi було також використано в контекстi гранич-
них переходiв мiж випадками розширення алгебр лiївської симетрiї
у класах диференцiальних рiвнянь.

Технiку класифiкацiї контракцiй у класах алгебр Лi на основi на-
борiв неперервних i напiвнеперервних величин розробили Д. Бурде,
К. Штайнгоф, Ф. Ґрюневальд, Дж. О’Халоран, К. Сiлей для ком-
плексного випадку та М.О. Нестеренко, Р.О. Попович для дiйсного
випадку. З її використанням було прокласифiковано контракцiї
п’яти- й шестивимiрних комплексних нiльпотентних алгебр Лi,
комплексних i дiйсних алгебр Лi до розмiрностi чотири включно, а
також вивчено контракцiї у вужчих класах алгебр Лi бiльшої роз-
мiрностi. Технiку класифiкацiї контракцiй алгебр Лi було поширено
й на iншi алгебри. Втiм, навiть класифiкацiї контракцiй три- та
чотиривимiрних алгебр Лi не були повнiстю упорядкованi, а наявних
неперервних i напiвнеперервних величин не вистачало для класифi-
кацiї контракцiй шестивимiрних дiйсних нiльпотентних алгебр Лi.

На початку 1950-х рр. Е. Iньоню та Ю.П. Вiгнер вивчили спе-
цiальнi типи контракцiй алгебр Лi пiд час ширшого дослiдження
груп Лi та їхнiх зображень. Вiдтодi висунуто чимало припущень
щодо рiзних способiв реалiзацiї контракцiй алгебр Лi. Контракцiї
Iньоню–Вiгнера є частинним випадком контракцiй, реалiзовних за
допомогою афiнних за параметром контракцiї матриць, якi вивчав
Ю.Дж. Салетан на початку 1960-х рр. i якi тепер називають кон-
тракцiями Салетана. Водночас, не було вiдомо, чи можна привести
матрицi контракцiй Салетана до певного канонiчного вигляду, що
перешкоджало розробцi ефективного алгоритму обчислення контра-
кцiй Салетана та їх класифiкацiї. На сьогоднi такої класифiкацiї не
iснує навiть для чотиривимiрних комплексних алгебр Лi.
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Так званi узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера (або вироджен-
ня за однопараметричними пiдгрупами в алгебраїчнiй термiнологiї)
запропонували Х.Д. Дьобнер та О. Мельсхаймер у 1967 р. Iснувало
припущення Е. Ваймар-Вудс, що будь-яка контракцiя еквiвалентна
узагальненiй IВ-контракцiї. Як зауважила Дж. О’Халоран, оче-
видними контрприкладами до цього припущення є контракцiї до
характеристично нiльпотентних алгебр Лi, низку яких побудував
Д. Бурде для всiх розмiрностей не менше семи, у яких i iснують
характеристично нiльпотентнi алгебри Лi. Тому таких прикладiв
немає в нижчих розмiрностях. Доводити неiснування узагальнених
IВ-контракцiй до алгебр Лi, якi не є характеристично нiльпотен-
тними, суттєво складнiше, оскiльки такi контрактованi алгебри
допускають власнi градуювання, а зазначене неiснування пов’язане
з несумiснiстю фiльтрацiй початкової алгебри i градуювань кон-
трактованої алгебри. Питання про найменшу розмiрнiсть, у якiй
узагальненi IВ-контракцiї не унiверсальнi, залишалося без вiдповiдi.

Поняття лiївськи ортогональних операторiв на алгебрах Лi вве-
дено у статтях А.П. Петравчука та його учнiв як узагальнення абе-
левих комплексних структур на дiйсних алгебрах Лi. В цих роботах
вивчено деякi властивостi таких операторiв, зазвичай коли центр ал-
гебри нульовий. Водночас, було незрозумiло, чи завжди умова тривi-
альностi центра суттєва в отриманих результатах. Також не iснувало
вичерпних описiв лiївськи ортогональних операторiв навiть для спе-
цiальних класiв алгебр Лi, хоча для певних класiв алгебр Лi такий
опис можна отримати у простий i елегантний спосiб.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту
математики НАН України в рамках науково-дослiдних тем “Симе-
трiя та iнтегровнiсть рiвнянь сучасної математичної фiзики” (номер
держ. реєстрацiї 0120U100173) та “Аналiтичнi та груповi методи до-
слiдження математичних моделей сучасного природознавства” (но-
мер держ. реєстрацiї 0117U002119), а також вiдповiдно до плану
наукових дослiджень кафедри алгебри i комп’ютерної математики
механiко-математичного факультету Київського нацiонального унi-
верситету iменi Тараса Шевченка в рамках науково-дослiдної теми
№ 11ВФ038-03 “Застосування алгебро-геометричних методiв в теорi-
ях груп, напiвгруп, кiлець, зображень до задач прикладної алгебри
та захисту iнформацiї” (номер держ. реєстрацiї 0111U005264).
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Мета й завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи
є дослiдження властивостей алгебр Лi, пов’язаних з їхнiми контра-
кцiями, вивчення реалiзацiй таких контракцiй матричнозначними
функцiями певних типiв, створення нових методiв обчислення кон-
тракцiй Салетана й узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера, опти-
мiзацiя класифiкацiй контракцiй алгебр Лi низької розмiрностi й
опис лiївськи ортогональних операторiв на алгебрах Лi.

Об’єктом дослiдження є контракцiї алгебр Лi та лiївськи орто-
гональнi оператори на таких алгебрах.

Предметом дослiдження є поведiнка прапорiв пiдалгебр i
пiдпросторiв у алгебрах Лi при контракцiях алгебр Лi, реалiзацiї
контракцiй алгебр Лi рiзних типiв, як-то контракцiї за допомо-
гою обмежених матричнозначних функцiй, контракцiї Салетана,
узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера i дiагональнi контракцiї,
контракцiї три- та чотиривимiрних алгебр Лi, iнварiантнi вiдносно
лiївськи ортогональних операторiв пiдпростори, лiївськи ортого-
нальнi автоморфiзми алгебр Лi, лiївськи ортогональнi оператори на
метричних алгебрах Лi й на алгебрах Лi низької розмiрностi.

Методи дослiдження. Разом iз загальними методами лiнiйної
алгебри, теорiї алгебр Лi й аналiзу застосовано спецiальнi методи
факторизацiї, вибору канонiчних базисiв i побудови канонiчних
форм, комплексифiкацiю, оригiнальний алгоритм обчислення уза-
гальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера або доведення їх неiснування
шляхом зведення цiєї задачi до розв’язання систем квадратичних
рiвнянь, встановлення вiдповiдностi мiж властивостями об’єктiв
рiзних типiв, iнварiантнi бiлiнiйнi форми. Для перевiрки резуль-
татiв щодо алгебр Лi низьких розмiрностей використано систему
символьних обчислень Maple.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результа-
ти, якi визначають наукову новизну й винесенi на захист, такi:
1. Описано поведiнку прапорiв пiдалгебр та пiдпросторiв при кон-

тракцiях алгебр Лi, що дає новi критерiї неiснування контракцiй.
2. Для кожної розмiрностi не менше п’яти знайдено приклад кон-

тракцiї, реалiзовної лише матричнозначними функцiями з нескiн-
ченними границями евклiдових норм при граничному значеннi
аргументу.

3. Для матриць контракцiй Салетана запропоновано нову канонiчну
форму i введено поняття сигнатури.
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4. Створено алгоритм побудови узагальнених контракцiй Iньоню–
Вiгнера або доведення їх неiснування для фiксованої пари ал-
гебр Лi. За його допомогою оптимiзовано вiдомий опис узагальне-
них контракцiй Iньоню–Вiгнера три- та чотиривимiрних дiйсних
i комплексних алгебр Лi.

5. Доведено, що будь-яка дiагональна контракцiя еквiвалентна уза-
гальненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера з цiлими степенями параме-
тра контракцiї.

6. Знайдено найнижчу розмiрнiсть алгебр Лi, для якої узагальненi
контракцiї Iньоню–Вiгнера не є унiверсальними.

7. Введено поняття еквiвалентностi лiївськи ортогональних опера-
торiв на алгебрах Лi. Показано iнварiантнiсть низки iдеалiв вiд-
носно таких операторiв.

8. Знайдено зображення для лiївськи ортогональних автоморфiзмiв.
9. Вичерпно описано лiївськи ортогональнi оператори на метричних

алгебрах Лi.
10. Для низки класiв алгебр Лi вiдповiднi множини лiївськи ортого-

нальних операторiв обчислено прямим методом.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Отриманi результати i розвинутi
методи можуть бути використанi для подальших дослiджень у теорiї
алгебр Лi, теоретичнiй та математичнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, винесенi на за-
хист, здобувач отримав самостiйно. У роботах [5, 6], опублiкованих
у спiвавторствi, спiвавтору належать постановка задач i перевiрка
отриманих результатiв, iнтерпретацiю яких виконано спiльно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-
повiдалися на таких конференцiях i симпозiумах:

∘ Мiжнародна конференцiя “The 13th International Algebraic Con-
ference in Ukraine” (Київ, 6–9 липня 2021 р.),

∘ Мiжнародна конференцiя “The International Conference of Young
Mathematicians” (Київ, 3–5 червня 2021 р.),

∘ Мiжнародна конференцiя “Algebraic and Geometric Methods of
Analysis”, присвячена пам’ятi Юрiя Трохимчука (17.03.1928–
18.12.2019) (Одеса, 25–28 травня 2021 р.),
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∘ Сьомий мiжнародний симпозiум “Group Analysis of Differential
Equations and Integrable Systems (GADEIS)” (Ларнака, Кiпр, 15–
19 червня 2014 р.),

∘ Мiжнародний симпозiум “Symmetry and Integrability of Equations
of Mathematical Physics” (Київ, 22–23 грудня 2013 р.),

∘ Мiжнародна конференцiя “The Fifth International Conference on
Analytic Number Theory and Spatial Tessellations” (Київ, 16–20
серпня 2013 р.),

∘ Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених
з математики та фiзики (Київ, 25–27 квiтня 2013 р.),

∘ Мiжнародна конференцiя “Lie Algebras and Applications” (Упса-
ла, Швецiя, 6–8 вересня 2012 р.),

∘ Шостий мiжнародний симпозiум “Group Analysis of Differential
Equations and Integrable Systems (GADEIS)” (Протарас, Кiпр, 17–
21 червня 2012 р.),

∘ Мiжнародний симпозiум “Symmetry and Integrability of Equations
of Mathematical Physics” (Київ, 18–19 грудня 2011 р.),

∘ Дев’ята мiжнародна конференцiя “Symmetry in Nonlinear Mathe-
matical Physics” (Київ, 21–27 червня 2009 р.).
Результати дисертацiї також неодноразово доповiдались i обгово-

рювались на засiданнях наукових семiнарiв
∘ вiддiлу математичної фiзики Iнституту математики НАН Укра-

їни (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України, про-
фесор А.Г. Нiкiтiн),

∘ кафедри алгебри i комп’ютерної математики Київського нацiо-
нального унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiвник семiна-
ру — професор А.П. Петравчук).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у стат-
тях [1–8] i тезах конференцiй [9–18]. Статтi [1–6] вiдповiдають вимо-
гам до публiкацiї результатiв дисертацiйних робiт у фахових видан-
нях iз фiзико-математичних наук. Статтi [1–4, 7, 8] опублiковано без
спiвавторiв. Статтi [2–6] проiндексовано в мiжнародних наукометри-
чних базах даних Web of Science i Scopus, статтi [3–8] прореферовано
в мiжнародних реферативних базах MathSciNet i Zentralblatt MATH.
Статтi [4, 5] опублiковано у виданнях, якi вiднесено до квартиля Q1,
а [3, 6] — Q2 вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country
Rank.
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Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з ано-
тацiй українською та англiйською мовами, списку публiкацiй, змiсту,
перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв, спи-
ску використаних джерел, що мiстить 115 найменувань, i додатка.
Повний обсяг дисертацiї становить 175 сторiнок, iз них список вико-
ристаних джерел займає 11 сторiнок, а додаток — 4 сторiнки.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, проаналiзовано сучас-
ний стан розглянутих у дисертацiї проблем, сформульовано завдання
дослiдження й коротко викладено результати роботи.

Основну частину роботи складають три роздiли. На початку ко-
жного роздiлу подано стислий опис результатiв, що мiстяться в ньо-
му, в контекстi вiдомих результатiв, а наприкiнцi — висновки й обго-
ворення нерозв’язаних проблем.

У першому роздiлi дослiджено поведiнку прапорiв пiдалгебр i
пiдпросторiв при контракцiях алгебр Лi, а також реалiзовнiсть кон-
тракцiй алгебр Лi обмеженими матричнозначними функцiями або
послiдовностями i матричнозначними функцiями, афiнними за па-
раметром контракцiї.

Нехай 𝑉 — 𝑛-вимiрний лiнiйний простiр над полем F = C
чи F = R, де 𝑛 < ∞. Через ℒ𝑛 = ℒ𝑛(F) позначимо множину
всiх дужок Лi на просторi 𝑉 . Для дужки Лi 𝜇 ∈ ℒ𝑛 i функцiї
𝑈 ∈ C

(︀
(0, 1],GL(𝑉 )

)︀
визначимо сiм’ю дужок Лi 𝜇𝜀 ∈ ℒ𝑛, 𝜀 ∈ (0, 1],

згiдно з 𝜇𝜀(𝑥, 𝑦) := 𝑈𝜀
−1𝜇(𝑈𝜀𝑥, 𝑈𝜀𝑦) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . Якщо для будь-яких

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 iснує границя lim𝜀→+0 𝜇𝜀(𝑥, 𝑦) =: 𝜇0(𝑥, 𝑦), то g0 = (𝑉, 𝜇0) є
добре визначеною алгеброю Лi, яку називають (неперервною) кон-
тракцiєю алгебри Лi g = (𝑉, 𝜇). Процедуру отримання алгебри g0 з
вихiдної алгебри g також називають контракцiєю g → g0. У фiксо-
ваному базисi простору 𝑉 вiдповiдну матричнозначну функцiю 𝑈
називають матрицею контракцiї g → g0. Замiсть неперервної
контракцiї g → g0 можна розглядати еквiвалентну послiдовну
контракцiю, в якiй функцiю 𝑈 замiнено на послiдовнiсть матриць.

Загалом, структура множин пiдалгебр, iдеалiв чи пiдпросторiв
алгебр Лi змiнюється при контракцiях, але є певнi стабiльнi власти-
востi таких множин.

Теорема 1.6. Нехай алгебра Лi g0 є контракцiєю алгебри Лi g i в ал-
гебрi g є прапор пiдалгебр {0} = s0 ⊂ s1 ⊂ · · · ⊂ s𝑚 ⊂ s𝑚+1 = g. Тодi
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в алгебрi g0 є прапор пiдалгебр {0} = s00 ⊂ s10 ⊂ · · · ⊂ s𝑚0 ⊂ s𝑚+1
0 = g0

такий, що dim s𝑎0 = dim s𝑎 та s𝑎 → s𝑎0, 𝑎 = 1, . . . ,𝑚. Якщо s𝑎 є
iдеалом у s𝑏, 1 6 𝑎 < 𝑏 6 𝑚 + 1, то s𝑎0 можна вибрати iдеа-
лом у s𝑏0, причому s𝑏/s𝑎 → s𝑏0/s

𝑎
0. Загальнiше, якщо [s𝑎, s𝑏] ⊆ s𝑐

для деяких 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ {0, . . . ,𝑚 + 1}, то також [s𝑎0 , s
𝑏
0]0 ⊆ s𝑐0, при-

чому dim[s𝑎0 , s
𝑏
0]0 6 dim[s𝑎, s𝑏]. Аналогiчнi твердження справедливi

для будь-якої композицiї комутаторiв на довiльному розмiщеннi з
повтореннями з пiдалгебр s𝑎.

Контракцiї зберiгають властивостi комутативностi, нiльпотентно-
стi, розв’язностi та унiмодулярностi. Тому алгебра s𝑎0 успадковує вiд-
повiднi властивостi алгебри s𝑎. Завдяки цьому певнi вiдомi необхiднi
критерiї контракцiй прямо випливають з теореми 1.6.

Ослаблену версiю теореми доведено для прапорiв пiдпросторiв.

Наслiдок 1.7. Якщо dim g = dim g0 = 𝑛 < ∞ i є контракцiя g → g0,
то для будь-якого повного прапора {0} = 𝑉 0 ⊂ 𝑉 1 ⊂ · · · ⊂ 𝑉 𝑛 = 𝑉
пiдпросторiв базового простору 𝑉 iснує такий повний прапор
{0} = 𝑉 0

0 ⊂ 𝑉 1
0 ⊂ · · · ⊂ 𝑉 𝑛

0 = 𝑉 пiдпросторiв цього простору, що
dim[𝑉 𝑖

0 , 𝑉
𝑗
0 ]0 6 dim[𝑉 𝑖, 𝑉 𝑗 ] для довiльних 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Аналогiчне

твердження справджується для будь-якої композицiї комутаторiв
на комбiнацiї з повтореннями пiдпросторiв 𝑉 1, . . . , 𝑉 𝑛.

Теорему 1.6 i вiдому класифiкацiю контракцiй п’ятивимiрних
нiльпотентних алгебр Лi застосовано для доведення неiснування кон-
тракцiй у багатьох парах шестивимiрних нiльпотентних дiйсних ал-
гебр Лi попри те, що мiж вiдповiдними комплексифiкацiями контра-
кцiї iснують. Вiдомi критерiї неiснування контракцiй не працюють у
цiй ситуацiї.

У теоремi 1.15 вивчено контракцiю мiж 𝑛-вимiрними (𝑛 > 5)
розв’язними дiйсними або комплексними алгебрами Лi a та a0, нену-
льовi комутацiйнi спiввiдношення яких, з точнiстю до антисиметри-
чностi дужки Лi, вичерпують вiдповiдно спiввiдношення [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3,
[𝑒2, 𝑒4] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5 та [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒4. З цiєї теореми
випливає, що для кожної розмiрностi не менше п’яти iснує контра-
кцiя, реалiзовна лише за допомогою матриць, евклiдовi норми яких
обов’язково прямують до нескiнченностi при граничному значеннi
параметра контракцiї. Добре вiдомо, що в розмiрностях не бiльше
нiж чотири це не так. Iнакше кажучи, це дає вичерпну й залежну
вiд розмiрностi вiдповiдь про можливiсть реалiзацiї контракцiй за
допомогою обмежених матричнозначних функцiй.
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Реалiзацiю контракцiї лiнiйною вiдносно параметра контракцiї
матричнозначною функцiєю називають контракцiєю Салетана, або
лiнiйною контракцiєю. Знайдено канонiчний вигляд таких контра-
кцiй.

Теорема 1.17. З точнiстю до замiни алгебр g та g0 на iзо-
морфнi, будь-яку контракцiю Салетана g → g0 реалiзує матри-
ця канонiчного вигляду 𝐸𝑛0 ⊕ 𝐽𝑛1

𝜀 ⊕ · · · ⊕ 𝐽𝑛𝑠
𝜀 , або, еквiвалентно,

𝐸𝑛0⊕𝐽𝑛1
0 ⊕· · ·⊕𝐽𝑛𝑠

0 +𝜀𝐸𝑛, де 𝑛0+· · ·+𝑛𝑠 = 𝑛. 𝐸𝑚 — одинична 𝑚×𝑚-
матриця, а 𝐽𝑚

𝜆 — жорданiв 𝑚×𝑚-блок з власним значенням 𝜆.

Тому довiльну контракцiю Салетана можна реалiзувати матри-
цею вигляду 𝐴𝑆𝜀𝐵, де 𝐴 та 𝐵 — сталi невиродженi матрицi, а ма-
тричнозначна функцiя 𝑆𝜀 має канонiчний вигляд. Цей результат об-
ґрунтовує визначення для кожної контракцiї Салетана її сигнатури.

Означення 1.18. Набiр (𝑛0;𝑛1, . . . , 𝑛𝑠), в якому 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠 скла-
дають розбиття розмiрностi 𝑛 − 𝑛0 нульової компоненти Фiттiнга
вiдносно 𝑈0, а 𝑛0 ∈ {0, . . . , 𝑛}, назвемо сигнатурою цiєї контракцiї
Салетана.

Розглянуто контракцiї Салетана з сигнатурою (0;𝑛). Повнiстю
прокласифiковано такi контракцiї в розмiрностi 𝑛 = 3.

Другий роздiл цiлковито присвячено узагальненим контракцi-
ям Iньоню–Вiгнера. Контракцiю g → g0 називають узагальне-
ною контракцiєю Iньоню–Вiгнера (або, скорочено, узагальненою IВ-
контракцiєю), якщо її матрицю 𝑈𝜀 можна представити у вигля-
дi 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , де матрицi 𝐴 i 𝑃 невиродженi i сталi (тобто не
залежать вiд параметра 𝜀), а 𝑊𝜀 = diag(𝜀𝛼1 , . . . , 𝜀𝛼𝑛) для деяких
𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ R. Набiр з 𝑛 показникiв (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) називають сигна-
турою узагальненої IВ-контракцiї g → g0. Простою IВ-контракцiєю
називають узагальнену IВ-контракцiю, сигнатуру якої складають
нулi та одиницi. Теорема 2.2, яка тривалий час була лише припу-
щенням, стверджує, що будь-яка узагальнена IВ-контракцiя (слабо)
еквiвалентна узагальненiй IВ-контракцiї з цiлочисловою сигнатурою
(i такими самими сталими матрицями).

На основi зазначеного запропоновано алгоритм знаходження уза-
гальнених IВ-контракцiй або доведення їх неiснування для пари ал-
гебр Лi. Використання цього алгоритму дало змогу полiпшити наяв-
ний у лiтературi опис узагальнених IВ-контракцiй три- та чотириви-
мiрних алгебр Лi.
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У теорiї узагальнених IВ-контракцiй довго iснувало припущення,
що будь-яку контракцiю алгебр Лi можна реалiзувати узагальненою
IВ-контракцiєю. Це справедливо для контракцiй мiж тривимiрними
дiйсними чи комплексними алгебрами Лi. Розглянемо чотиривимiрнi
дiйснi алгебри Лi, що визначенi, з точнiстю до антисиметричностi
дужки Лi, такими ненульовими комутацiйними спiввiдношеннями:

2A2.1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒3;

A1 ⊕ A3.2 : [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2 + 𝑒3;

A4.1 : [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2;

A4.10 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1, 𝑒4] = −𝑒2, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1.

Тут використано нумерацiю Г.М. Мубаракзянова для алгебр Лi низь-
ких розмiрностей, а g... позначає комплексифiкацiю алгебри A.... Усi
контракцiї чотиривимiрних дiйсних алгебр Лi реалiзовано узагальне-
ними IВ-контракцiями, окрiм двох: 2A2.1 → A1 ⊕A3.2 i A4.10 → A1 ⊕
A3.2. Оскiльки комплексифiкацiї 2g2.1 та g4.10 iзоморфнi, то у ком-
плексному випадку є лише одна така контракцiя — 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2.
Теорема 2.7. Iснує єдина контракцiя мiж чотиривимiрними ком-
плексними алгебрами Лi — 2g2.1 → g1 ⊕ g3.2, яку не можна реалiзу-
вати узагальненою IВ-контракцiєю.
Наслiдок 2.9. Рiвно двi контракцiї мiж чотиривимiрними дiйсни-
ми алгебрами Лi, 2A2.1 → A1⊕A3.2 та A4.10 → A1⊕A3.2, не можна
реалiзувати узагальненими IВ-контракцiями.

Важливiсть цих тверджень полягає в тому, що вони встановлю-
ють нижню межу розмiрностей алгебр Лi, для яких узагальненi IВ-
контракцiї не є унiверсальними. Також вони дають першi приклади
контракцiй, нереалiзовних як узагальненi IВ-контракцiї, у випадку,
коли контрактована алгебра не є характеристично нiльпотентною i
допускає нетривiальнi дiагональнi диференцiювання.

Комбiнування зазначених результатiв дає таке твердження.
Теорема 2.11. Будь-яка узагальнена IВ-контракцiя мiж чоти-
ривимiрними комплексними (вiдповiдно дiйсними) алгебрами Лi
еквiвалентна контракцiї того самого типу з компонентами сигна-
тури з {0, 1, 2, 3}. Множина {0, 1, 2} достатня для всiх контракцiй,
окрiм 2A2.1 → A4.1, A4.10 → A4.1 та so(3) ⊕ A1 → A4.1 у дiйсному
випадку i 2g2.1 → g4.1 у комплексному випадку, де мiнiмальною є
сигнатура (3, 2, 1, 1).
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Як пiдсумок дослiдження реалiзацiй контракцiй мiж чотириви-
мiрними комплексними (або дiйсними) алгебрами Лi, теорема 2.10
стверджує, що будь-яку таку контракцiю можна реалiзувати уза-
гальненою IВ-контракцiєю чи контракцiєю Салетана.

Контракцiю g → g0 називають дiагональною, якщо її матрицю 𝑈𝜀

можна представити у виглядi 𝑈𝜀 = 𝐴𝑊𝜀𝑃 , де 𝐴 i 𝑃 — сталi невиро-
дженi матрицi, а 𝑊𝜀 = diag(𝑓1(𝜀), . . . , 𝑓𝑛(𝜀)) для деяких неперервних
функцiй 𝑓𝑖 : (0, 1] → F∖{0}.
Теорема 2.13. Довiльна дiагональна контракцiя еквiвалентна уза-
гальненiй IВ-контракцiї з цiлочисловою сигнатурою.

У третьому роздiлi вивчено лiївськи ортогональнi оператори на
скiнченновимiрних алгебрах Лi. Лiнiйний оператор 𝐽 на алгебрi g
називають лiївськи ортогональним, якщо [𝐽𝑥, 𝐽𝑦] = [𝑥, 𝑦] для
довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g. Введено природне вiдношення еквiвалентностi
на таких операторах. Доведено, що центр, радикал i елементи
зростаючого центрального ряду є iнварiантними вiдносно дiї будь-
якого лiївськи ортогонального оператора. З властивостей кореневих
пiдпросторiв лiївськи ортогональних операторiв виведено, що над
алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль лише розв’язнi
алгебри Лi степеня розв’язностi не бiльше за два допускають
лiївськи ортогональнi оператори, спектри яких не мiстять 1 i −1.

Вивчено лiївськи ортогональнi автоморфiзми. Знайдено зобра-
ження для таких автоморфiзмiв, яке конкретизовано у лемi 3.39 i
теоремi 3.40 для алгебр Лi з нульовим центром. А саме, оператор 𝐽
на скiнченновимiрнiй алгебрi g з нульовим центром є лiївськи
ортогональним автоморфiзмом тодi i лише тодi, коли вiн допускає
представлення у виглядi 𝐽 = idg+𝑁 , де 𝑁 — оператор на g з 𝑁2 = 0,
𝑁g′ = (𝑁g)′ = {0}, що є (0, 1, 1)-диференцiюванням на g. Понад
те, множина всiх таких операторiв 𝑁 є асоцiативною алгеброю
вiдносно композицiї операторiв з тривiальним (тотожно нульовим)
антикомутатором.

Вичерпно описано лiївськи ортогональнi оператори на метричних
алгебрах Лi.

Теорема 3.43. Нехай g — скiнченновимiрна метрична алгебра Лi,
а 𝐽 — лiївськи ортогональний оператор на g. Тодi iснують розклад
алгебри g у пряму суму двох iдеалiв i+, i− (тобто g = i+ ⊕ i−) i
оператор 𝐽z на g з образом, що мiститься в центрi z алгебри g,
такi, що 𝐽 = idi+ ⊕ (−idi−) + 𝐽z.
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З цього опису випливає, що лiївськи ортогональнi оператори на
простих алгебрах Лi вичерпуються тривiальними. Це дало змогу пов-
нiстю описати лiївськи ортогональнi оператори на напiвпростих та
редуктивних алгебрах, а також попередньо описати лiївськи ортого-
нальнi оператори на алгебрах Лi з нетривiальним розкладом Левi–
Мальцева.

Прямим методом обчислено множини лiївськи ортогональних
операторiв на певних класах алгебр Лi (алгебрах Гейзенберга, майже
абелевих алгебрах, алгебрах низьких розмiрностей тощо). Так, гру-
па класiв еквiвалентностi лiївськи ортогональних операторiв алгебри
Гейзенберга iзоморфна стандартнiй симплектичнiй групi вiдповiдної
розмiрностi.

Основнi результати дисертацiї пiдсумовано у висновках. Список
наукових праць, де опублiковано результати дисертацiї, й iнформа-
цiю щодо їхньої апробацiї наведено у додатку А.

ВИСНОВКИ

Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати таким чином:

∙ Описано поведiнку прапорiв пiдалгебр, iдеалiв i пiдпросторiв при
контракцiях алгебр Лi, що дає новi критерiї неiснування контракцiй.
З їх допомогою показано неiснування контракцiй для низки пар ше-
стивимiрних нiльпотентних дiйсних алгебрi Лi, для яких не працю-
ють ранiше вiдомi критерiї.

∙ Для кожної розмiрностi не менше п’яти знайдено приклад кон-
тракцiї мiж розв’язними алгебрами Лi, яку можна реалiзувати лише
за допомогою матриць, евклiдовi норми яких обов’язково прямують
до нескiнченностi при граничному значеннi параметра контракцiї.

∙ Показано, що з точнiстю до замiн базисiв початкової i кiнцевої
алгебр Лi будь-яку контракцiю Салетана можна реалiзувати матри-
чнозначною функцiєю, цiлком визначеною розбиттям розмiрностi
нульової компоненти Фiттiнга її значення при граничному значен-
нi параметра контракцiї. Це дало змогу ввести поняття сигнатури
контракцiї Салетана, яку складають розмiрнiсть одиничної компо-
ненти Фiттiнга такого значення та вказане розбиття. Вивчено кон-
тракцiї Салетана з зазначеними одиничними компонентами Фiттiнга
розмiрностi нуль. Вичерпно прокласифiковано такi контракцiї мiж
алгебрами Лi розмiрностi три.
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∙ Запропоновано алгоритм побудови узагальнених контракцiй
Iньоню–Вiгнера або доведення їх неiснування для фiксованої пари
алгебр Лi. За допомогою цього алгоритму оптимiзовано вiдомий з
лiтератури опис узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера три- та
чотиривимiрних дiйсних i комплексних алгебр Лi. Зокрема, пока-
зано, що будь-яка узагальнена контракцiя Iньоню–Вiгнера мiж чо-
тиривимiрними комплексними або дiйсними алгебрами Лi еквiвален-
тна такiй контракцiї зi степенями параметра контракцiї з множини
{0, 1, 2, 3}, причому ця множина є мiнiмальною.

∙ Показано, що iснує єдина пара комплексних чотиривимiрних ал-
гебр Лi, добре визначена контракцiя мiж якими не еквiвалентна уза-
гальненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера. Над полем дiйсних чисел цiй
парi вiдповiдають двi пари алгебр Лi з однаковою контрактованою
алгеброю.

∙ Доведено, що будь-яка дiагональна контракцiя еквiвалентна уза-
гальненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера з цiлими степенями параметра
контракцiї.

∙ Вивчено основнi властивостi лiївськи ортогональних операторiв
на скiнченновимiрних алгебрах Лi. Так, введено природне поняття
еквiвалентностi таких операторiв. Показано iнварiантнiсть центра,
радикала та членiв зростаючого центрального ряду вiдносно дiї до-
вiльного лiївськи ортогонального оператора. Доведено, що над алге-
браїчно замкненим полем характеристики 0 лише розв’язнi алгебри
Лi степеня розв’язностi не бiльше за два допускають лiївськи орто-
гональнi оператори, спектри яких не мiстять 1 i −1.

∙ Вивчено лiївськи ортогональнi автоморфiзми алгебр Лi. Знайде-
но зображення для таких автоморфiзмiв, яке конкретизовано для
алгебр Лi з нульовим центром. На основi цього зображення для кож-
ної з таких алгебр встановлено взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж
її групою лiївськи ортогональних автоморфiзмiв i асоцiативною ал-
геброю нiльпотентних операторiв степеня нiльпотентностi два з три-
вiальним (тотожно нульовим) антикомутатором вiдносно композицiї
операторiв.

∙ Вичерпно описано лiївськи ортогональнi оператори на метричних
алгебрах Лi. Зокрема, на простих алгебрах Лi можливi лише три-
вiальнi лiївськи ортогональнi оператори. Це дало змогу отримати
повний опис лiївськи ортогональних операторiв на напiвпростих i
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редуктивних алгебрах Лi, а також попереднiй опис лiївськи ортого-
нальних операторiв з нетривiальним розкладом Левi–Мальцева.

∙ Для деяких класiв алгебр Лi (алгебр Гейзенберга, майже абеле-
вих алгебр, алгебр низьких розмiрностей тощо) вiдповiднi множини
лiївськи ортогональних операторiв обчислено прямим методом.
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АНОТАЦIЯ

Попович Д.Р. Узагальнення контракцiй Iньоню–Вiгнера
i лiївськи ортогональнi оператори — Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 — алгебра та теорiя
чисел (111 — математика). — Iнститут математики НАН України та
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ,
2021.

Вивчено властивостi контракцiй скiнченновимiрних дiйсних i
комплексних алгебр Лi, спецiальнi типи реалiзацiї контракцiй, як-то
контракцiї Салетана, контракцiї з необмеженими матрицями, уза-
гальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера, а також лiївськи ортогональнi
оператори на таких алгебрах. Зокрема, описано поведiнку прапорiв
пiдалгебр, iдеалiв та пiдпросторiв при контракцiях алгебр Лi, що
дає новi критерiї неiснування контракцiй. Для кожної розмiрностi
не менше п’яти побудовано приклад контракцiї, реалiзовної лише
матричнозначними функцiями з елементами, необмеженими при
граничному значеннi аргументу. Знайдено канонiчну форму матриць
i введено поняття сигнатури для контракцiй Салетана. Запропоно-
вано алгоритм побудови узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера
або доведення їх неiснування для фiксованої пари алгебр Лi. За його
допомогою оптимiзовано вiдомий опис узагальнених контракцiй
Iньоню–Вiгнера три- та чотиривимiрних дiйсних i комплексних ал-
гебр Лi. Показано неунiверсальнiсть таких контракцiй у розмiрностi
чотири. Доведено, що будь-яка дiагональна контракцiя еквiвален-
тна узагальненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера з цiлими степенями
параметра контракцiї. Введено поняття еквiвалентностi лiївськи
ортогональних операторiв на алгебрах Лi. Описано алгебри, що до-
пускають лiївськи ортогональнi оператори, спектр яких не мiстить 1
i −1. Знайдено зображення для лiївськи ортогональних автоморфi-
змiв. Вичерпно описано лiївськи ортогональнi оператори на метри-
чних алгебрах Лi. Для низки класiв алгебр Лi вiдповiднi множини
лiївськи ортогональних операторiв обчислено прямим методом.

Ключовi слова: алгебри Лi, контракцiї алгебр Лi, прапори пiдал-
гебр, контракцiї Iньоню–Вiгнера, контракцiї Салетана, дiагональнi
контракцiї, узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера, лiївськи ортого-
нальнi оператори.
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ABSTRACT

Popovych D.R. Generalizations of Inönü–Wigner contrac-
tions and Lie-orthogonal operators. — Qualifying scientific work
on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Candidate of Physical and Mathematical
Sciences, speciality 01.01.06 “Algebra and Number Theory” (111 —
Mathematics). — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine and Taras
Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, 2021.

In the thesis, the main attention is paid to problems related to con-
tractions between finite-dimensional real and complex Lie algebras, spe-
cial kinds of contractions such as Saletan contractions, contractions with
necessarily unbounded matrices and generalized Inönü–Wigner contrac-
tions. Also studied are Lie-orthogonal operators on such algebras.

We describe the behavior of subalgebra and subspace flags of Lie
algebras under contractions, which gives new criteria for nonexistence
of contractions. Using them, we show the nonexistence of contractions
for a number of pairs of six-dimensional nilpotent real Lie algebras, for
which the earlier known criteria do not work. For each dimension not less
than five, we construct a contraction between solvable Lie algebras that
can be realized only with matrices whose Euclidean norms necessarily
approach infinity at the limit value of the contraction parameter. We
show that each Saletan (linear) contraction can be realized, up to change
of bases of the initial and the target Lie algebras, by a matrix-function
that is completely defined by a partition of the dimension of Fitting null
component of its value at the limit value of the contraction parameter.
The dimension of the Fitting one component and the above partition
constitute the signature of the Saletan contraction. We study Saletan
contractions with Fitting null components of maximal dimension and
trivial one-part partition. All contractions of such kind in dimension
three are completely classified.

An algorithm of finding generalized IW-contractions or proving their
nonexistence for a certain pair of Lie algebras is suggested. Using this
algorithm, we optimize the known description of the generalized IW-
contractions of three- and four-dimensional algebras. We prove that there
exists just one pair of complex four-dimensional Lie algebras such that a
well-defined contraction among them is not equivalent to a generalized
IW-contraction (or to a one-parametric subgroup degeneration in con-
ventional algebraic terms). Over the field of real numbers, this pair of
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algebras splits into two pairs with the same contracted algebra. The ex-
ample we constructed demonstrates that even in dimension four general-
ized IW-contractions do not suffice for realizing all possible contractions,
and this is the lowest dimension in which generalized IW-contractions
are not universal. Moreover, this is also the first example of nonexistence
of generalized IW-contraction for the case when the contracted algebra
is not characteristically nilpotent and, therefore, admits nontrivial di-
agonal derivations. The lower bound (equal to three) of nonnegative
integer parameter exponents that suffice for realizing all generalized IW-
contractions of four-dimensional Lie algebras is also found. Any diagonal
contraction (e.g., a generalized Inönü–Wigner contraction) is proved to
be equivalent to a generalized Inönü–Wigner contraction with integer
parameter powers.

Basic properties of Lie-orthogonal operators on a finite-dimensional
Lie algebra are studied. In particular, we introduce a natural equivalence
relation on such operators. It is proved that the center, the radical and
the elements of the ascending central series are invariant with respect to
any Lie-orthogonal operator. Over an algebraically closed field of char-
acteristic 0, only solvable Lie algebras with solvability degree not greater
than two are shown to admit Lie-orthogonal operators whose all eigenval-
ues differ from 1 and −1. We obtain a representation for Lie-orthogonal
automorphisms, which is then specified for the case of Lie algebras with
zero centers. Lie-orthogonal operators on metric Lie algebras are com-
pletely described. This description implies that Lie-orthogonal operators
on a simple Lie algebra are exhausted by the trivial ones, which allows
us to give the complete description of Lie-orthogonal operators for semi-
simple and reductive algebras. We preliminarily describe Lie-orthogonal
operators on Lie algebras with nontrivial Levi–Mal’tsev decomposition
as well. The sets of Lie-orthogonal operators of some classes of Lie al-
gebras (Heisenberg algebras, almost Abelian algebras, three- and four-
dimensional Lie algebras, five-dimensional nilpotent Lie algebras, etc.)
are directly computed. In particular, it turns out that the group formed
by the equivalence classes of Lie-orthogonal operators on a Heisenberg
algebra is isomorphic to the standard symplectic group of the appropri-
ate dimension.

Key words: Lie algebras, contractions of Lie algebras, subalgebra flags,
Inönü–Wigner contractions, Saletan contractions, diagonal contractions,
generalized Inönü–Wigner contractions, Lie-orthogonal operators.
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