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АНОТАЦIЯ

Котов Т.О. Робастна стабiлiзацiя та зважене гасiння обмежених

збурень у дескрипторних системах керування. — Квалiфiкацiйна нау-

кова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 113 – прикладна математика. — Iнститут математики НАН України,

Київ, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi нових методiв стабiлiзацiї та

оптимiзацiї дескрипторних систем керування за умов невизначеностi. Наяв-

нiсть невизначених елементiв у рiвняннях руху керованих об’єктiв обумов-

люється аналiтичною складнiстю математичного моделювання та дiєю зовнi-

шнiх неконтрольованих збурень, якi суттєво впливають на стiйкiсть та якiсть

даних об’єктiв в реальних умовах. Задача робастної стабiлiзацiї полягає у

побудовi законiв керування, якi забезпечують асимптотичну стiйкiсть руху

керованого об’єкта при допустимих значеннях елементiв невизначеностi.

Сучасна теорiяH∞-керування, засновниками якої є G. Zames, B.A. Francis,

J.C. Doyle та iн. (1981 – 1990), розв’язує важливi для практики проблеми

оцiнки та мiнiмiзацiї рiвня впливу обмежених збурень на стiйкiсть та якiсть

керованих систем. Вказанi проблеми є особливо актуальними для класу де-

скрипторних систем, якi дозволяють описувати динамiку багатьох керованих

об’єктiв механiки, робототехнiки, електротехнiки, економiки тощо. Розвиток

та узагальнення методiв H∞-оптимiзацiї неперервних та дискретних систем

керування отримано у роботах багатьох авторiв (P. Gahinet, P. Apkarian, I.

Masubushi, A.A. Stoorvogel, T. Iwasaki, S. Boyd, Z. Feng, S. Zhou, A. Rehm,

Б.Т. Поляк, П.С. Щербаков, Д.В. Баландiн, М.М. Коган, В.М. Кунцевич,

В.Б. Ларiн, О.Г. Мазко та iн.).

Дисертацiя складається з анотацiй українською й англiйською мовами,

вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використаних

джерел i додатка.
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У вступi обґрунтовано актуальнiсть тематики дослiдження, наведено ме-

ту, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, вiдмiчено наукову но-

визну отриманих результатiв, їхнє практичне значення, зв’язок роботи з на-

уковими темами та особистий внесок здобувача, а також iнформацiю про

апробацiю результатiв дисертацiйної роботи.

У першому роздiлi проведено огляд лiтературних джерел та основних за-

дач, пов’язаних з темою дисертацiйної роботи. Наведено основнi класичнi

результати з теорiї стiйкостi руху, вiдомi методи стабiлiзацiї та оптимiзацiї

систем керування з невизначенiстю, а також ряд прикладiв конкретних де-

скрипторних моделей динамiчних систем, що застосовуються на практицi.

Другий роздiл присвячено аналiтичному дослiдженнi класу лiнiйних де-

скрипторних систем. На основi канонiчної форми регулярної в’язки матриць

дослiджена структура загального розв’язку регулярних дескрипторних си-

стем з узгодженими початковими умовами, встановлено алгебраїчний кри-

терiй неiмпульсностi регулярної в’язки матриць та наведено умови стiйкостi

таких систем в термiнах матричних рiвнянь та нерiвностей. Видiлено клас

допустимих дескрипторних систем, якi описують регулярнi, неiмпульснi та

стiйкi в’язки матриць.

Для класу дескрипторних систем з обмеженими зовнiшнiми та початко-

вими збуреннями

Eẋ = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0,

використовуються основнi критерiї якостi

J0 = sup
0<‖w‖2P<∞

‖z‖Q
‖w‖P

, J = sup
0<‖w‖2P+x>0 X0x0<∞

‖z‖Q√
‖w‖2

P + x>0 X0x0

,

де ‖z‖Q i ‖w‖P — зваженi L2-норми вiдповiдно векторiв виходу та зовнiшнiх

збурень, P > 0, Q > 0 i X0 = E>HE ≥ 0 — ваговi матрицi. Значення J0 у

випадку одиничних вагових матриць збiгається з класичним критерiєм яко-

стi — H∞-нормою матричної передатної функцiї системи, а критерiй якостi

J характеризує зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень у
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системi. Наведено необхiднi та достатнi умови, що забезпечують виконання

верхнiх оцiнок наведених критерiїв якостi J0 < γ та J < γ (пiдроздiл 2.3).

У пiдроздiлi 2.4 запропоновано методику знаходження найгiрших зовнiшнiх i

початкових збурень у дескрипторних системах стосовно зваженого критерiю

якостi J .

У роздiлi 3 дослiджується клас лiнiйних дескрипторних систем керування

Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u, y = C2x+D21w +D22u,

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керува-

ння, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв, а всi матричнi

коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв сталi, причому rankE = ρ ≤ n. Основною

задачею для таких систем є пониження та мiнiмiзацiя впливу обмежених збу-

рень на їхню динамiку i, зокрема, стiйкiсть за допомогою придатних законiв

керування. Статичнi та динамiчнi регулятори, якi мiнiмiзують значення зва-

женого критерiю якостi J замкненої системи, називаються J-оптимальними.

Наближенi методи знаходження таких регуляторiв базуються на умовах ви-

конання верхньої оцiнки J < γ при мiнiмально можливих значеннях γ.

У пiдроздiлi 3.2 в термiнах лiнiйних матричних нерiвностей при додатко-

вих рангових обмеженнях встановлено необхiднi i достатнi умови iснування

стабiлiзуючих статичних регуляторiв за спостережуваним виходом u = Ky,

при яких замкнена система належить класу допустимих дескрипторних си-

стем i її зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень J менший

заданого значення (теорема 3.1). Видiлено окремi випадки даних умов, коли

алгоритми пошуку матрицi коефiцiєнтiв пiдсилення K cуттєво спрощуються.

Зокрема, при виконаннi додаткових умов

C2 = In, D>11QD11 < γ2P, D21 = 0, D22 = 0

iснує статичний регулятор за станом u = Kx, при якому замкнена систе-

ма допустима i виконується бажана оцiнка J < γ. При цьому вiдповiдний

алгоритм пошуку матрицi K зводиться до розв’язування лише лiнiйних ма-

тричних нерiвностей без додаткових рангових обмежень.
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Розвинуто комбiнований метод лiнiйних та квадратичних матричних не-

рiвностей для розв’язання узагальненої задачi H∞-керування зi зваженим

критерiєм якостi J (теорема 3.2). Для практичного застосування цього ме-

тоду встановлено критерiй сумiсностi квадратичних матричних нерiвностей

загального вигляду при додаткових рангових обмеженнях на матричнi кое-

фiцiєнти (лема 3.2).

Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування динамiчного регулятора

за спостережуваним виходом з нульовим початковим вектором

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ ∈ Rp, ξ(0) = 0,

при якому замкнена система у розширеному фазовому просторi Rn+p нале-

жить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень гасiння

зовнiшнiх i початкових збурень J менший заданого значення (теорема 3.3).

З метою спрощення процедури пошуку невiдомих матричних коефiцiєнтiв

регулятора встановлена допомiжна лема 3.3 про еквiвалентнiсть блочних ма-

тричних спiввiдношень, якi можна застосувати у твердженнях теореми 3.3.

Отриманi умови в загальному випадку зведено до розв’язання лiнiйних ма-

тричних нерiвностей при додаткових рангових обмеженнях. Розроблено i чи-

сельно реалiзовано алгоритми синтезу статичних та динамiчних регуляторiв

для розв’язання узагальненої задачi H∞-керування (пiдроздiл 3.3). Резуль-

тати розрахункiв на чисельних прикладах узгодженi з отриманими теоре-

тичними висновками. Видiлено клас нелiнiйних дескрипторних систем з ке-

рованими i спостережуваними виходами, для яких можуть бути застосованi

отриманi методи розв’язання проблеми зваженого H∞-керування з локаль-

ним критерiєм якостi J .

У роздiлi 4 викладено результати дослiджень узагальненої задачi H∞-

керування для дескрипторних систем з керованими i спостережуваними ви-

ходами за умов полiедральної невизначеностi матричних коефiцiєнтiв

A ∈ Co{A1, . . . , Aν1}, B1 ∈ Co{B1
1 , . . . , B

ν2
1 },

C1 ∈ Co{C1
1 , . . . , C

ν3
1 }, D11 ∈ Co{D1

11, . . . , D
ν4
11},
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де Co{A1, . . . , Aν} — полiтоп (багатогранник) з вершинами A1, . . . , Aν у про-

сторi матриць, тобто опукла множина матриць{ ν∑
i=1

aiAi : ai ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑
i=1

ai = 1
}
.

Окремими випадками полiедральної невизначеностi можуть бути, наприклад,

iнтервальна або афiнна невизначеностi матричних коефiцiєнтiв, якi часто ви-

користовуються в практичних задачах робастної стабiлiзацiї та оптимiзацiї

керованих систем.

У пiдроздiлi 4.1 наведено нове формулювання вiдомої леми про матри-

чну нерiвнiсть з полiедральними коефiцiєнтами, на основi якої узагальнено

основнi результати з роздiлу 3. Встановлено достатнi умови iснування ста-

бiлiзуючих динамiчних регуляторiв за спостережуваним виходом, при яких

замкнена система з полiедральною невизначенiстю матричних коефiцiєнтiв

належить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень га-

сiння зовнiшнiх i початкових збурень J менший заданого значення (теорема

4.1). Отриманi умови у окремому випадку забезпечують iснування статично-

го регулятора за спостережуваним виходом, при якому замкнена система має

аналогiчнi властивостi, причому при застосуваннi статичних регуляторiв за

станом данi умови зводяться до розв’язування лише лiнiйних матричних не-

рiвностей. Комбiнований метод лiнiйних та квадратичних матричних нерiвно-

стей для розв’язання узагальненої задачi H∞-керування зi зваженим критерi-

єм якостi J поширено на сiм’ю лiнiйних дескрипторних систем, яку описують

невизначенi матричнi коефiцiєнти (теорема 4.2).

Застосовуючи узагальнену лему про матричну невизначенiсть, розвинуто

методику побудови елiпсоїдальної множини матриць статичних регуляторiв

за спостережуваним виходом K =
{
K : K>P0K ≤ Q0

}
, при яких замкне-

на система належить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений

рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень J менший заданого значення

(пiдроздiл 4.3).

Розробленi методи дослiдження, що базуються на розв’язаннi систем лi-

нiйних та квадратичних матричних нерiвностей, за допомогою комп’ютерних
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засобiв продемонстровано в задачах робастної стабiлiзацiї та зваженої H∞-

оптимiзацiї для дескрипторної моделi керування електричного кола за умов

iнтервальної невизначеностi опорiв (пiдроздiл 4.4).

У додатку викладено список публiкацiй здобувача за темою дисертацiйної

роботи та вiдомостi про апробацiю результатiв даної роботи.

Ключовi слова: дескрипторна система, робастна стiйкiсть, функцiя Ляпу-

нова, робастна стабiлiзацiя,H∞-керування, статичний регулятор, динамiчний

регулятор, матрична нерiвнiсть.

Kotov T.O. Robust stabilization and weighted damping of bounded

disturbances in descriptor control systems. — Qualifying scientific work on

the rights of the manuscript.

The dissertation on competition of a scientific degree of the doctor of phi-

losophy on a specialty 113 – applied mathematics. — Institute of Mathematics of

the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The dissertation is devoted to the development of new methods of stabilization

and optimization of descriptor control systems with uncertainties. The availability

of uncertainty elements in the motion equations of controlled objects is due to

the analytical complexity of mathematical modeling and the action of external

uncontrolled disturbances, which significantly affect the stability and quality of

these objects in actual conditions. The robust stabilization problem consists of

constructing a control law, which provides an asymptotic stability of the controlled

object motion with admissible values of uncertainty elements.

The modernH∞-control theory founded by G. Zames, B.A. Francis, J.C. Doyle

et al. (1981 – 1990) solves important practical problems of estimating and mini-

mizing the level of influence of bounded disturbances on the stability and quali-

ty of controlled systems. These problems are especially relevant for a class of

descriptor systems, which allow us to describe the dynamics of many controlled

objects of mechanics, robotics, electrical engineering, economics, etc. Development

and generalization of H∞-optimization methods for continuous and discrete-time
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control systems are received in works of many authors (P. Gahinet, P. Apkarian,

I. Masubushi, A.A. Stoorvogel, T. Iwasaki, S. Boyd, Z. Feng, S. Zhou, A. Rehm,

B.T. Polyak, P.S. Scherbakov D.V. Balandin, M.M. Kogan, V.M. Kuntsevich,

V.B. Larin, A.G. Mazko etc.).

The dissertation consists of an abstract in Ukrainian and in English, an

introduction, four chapters of the main results, conclusions, references and an

appendix.

The introduction grounds the actuality of the research topic and formulates

the purpose, object, subject, task and methods of the research, indicates the

scientific novelty of the obtained results, their practical significance, the relation

of the research to scientific programs, the personal contribution of the applicant

as well as points out information about the approbation of main obtained results

of the dissertation.

The first chapter reviews the literature sources and the main tasks related to

the topic of the dissertation. The main classical results from the theory of moti-

on stability, known methods of stabilization and optimization of control systems

with uncertainty, and several examples of specific descriptor models of dynamical

systems used in practice are given.

The second chapter is devoted to the analytical study of the class of li-

near descriptor systems. Based on the canonical form of regular matrix pencil, a

structure of the general solution of regular descriptor systems with agreed initial

conditions is investigated. An algebraic criterion is established, which guarantees

the regular matrix pencil to be impulse-free and the stability conditions of such

systems in terms of matrix equations and inequalities are given. A class of admi-

ssible descriptor systems is distinguished, which describe regular, impulse-free and

stable matrix pencils.

For a class of descriptor systems with bounded external and initial perturbati-

ons

Eẋ = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0,
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we use the basic performance measures

J0 = sup
0<‖w‖2P<∞

‖z‖Q
‖w‖P

, J = sup
0<‖w‖2P+x>0 X0x0<∞

‖z‖Q√
‖w‖2

P + x>0 X0x0

,

where ‖z‖Q and ‖w‖P are the weighted L2-norms of output vector and perturbati-

on vector, accordingly, and P > 0, Q > 0 and X0 = E>HE ≥ 0 are the weighted

matrices. The value of J0 in the case of identity weight matrices coincides with

the classical performance measure — H∞-norm of the matrix transfer function of

the system, and the performance measure J characterizes the weighted damping

level of external and initial perturbations in the system. Necessary and sufficient

conditions are given to ensure the fulfillment of the upper evaluations for given

performance measures J0 < γ and J < γ (section 2.3). Section 2.4 proposes

a method for finding the worst external and initial perturbations in descriptor

systems with respect to the weighted performance measure J .

In chapter 3, the class of linear descriptor control systems

Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u, y = C2x+D21w +D22u,

is investigated, where x ∈ Rn is the state, u ∈ Rm is the control input, w ∈ Rs

is the the exogenous input (perturbations), z ∈ Rk is the regulated output and

y ∈ Rl is the measured output, and all matrix coefficients are constant matrices

with compatible dimensions, and rankE = ρ ≤ n. The main problem for such

systems is to reduce and minimize the influence of bounded perturbations on their

dynamics and, in particular, stability with the help of appropriate control laws.

Static and dynamic controllers that minimize the value of weighted performance

measure J for a closed-loop system are called J-optimal. Approximate methods

for finding such controllers are based on the conditions of performing the upper

estimate J < γ at the minimum possible values of γ.

In section 3.2, in terms of linear matrix inequalities with additional rank restri-

ctions, the necessary and sufficient conditions for the existence of stabilizing static

output controllers u = Ky, are obtained to ensure the closed-loop system to be

admissible and its weighted damping level of external and initial disturbances J to
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be less than the specified value (theorem 3.1). Some cases of these conditions are

highlighted, when the algorithms for finding the gain matrix K are significantly

simplified. In particular, if the following additional conditions

C2 = In, D>11QD11 < γ2P, D21 = 0, D22 = 0

hold, then there exists a static state-feedback controller u = Kx to ensure the

closed-loop system to be admissible and the performance measure J to be less

than a prescribed scalar. In this case, the corresponding matrix search algorithm

K is reduced to solving only linear matrix inequalities without additional rank

restrictions.

A combined method of linear and quadratic matrix inequalities for solving

the generalized H∞-control problem with a weighted performance measure J is

developed (theorem 3.2). For the practical application of this method, the solvabi-

lity criterion for quadratic matrix inequalities of general form with additional rank

restrictions on matrix coefficients is established (lemma 3.2).

Necessary and sufficient conditions of existence of the dynamic controller with

zero initial state

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ ∈ Rp, ξ(0) = 0,

are established to ensure the closed-loop system in the extended phase space

Rn+p to be admissible and its weighted damping level of external and initial di-

sturbances J to be less than the specified value (Theorem 3.3). In order to simpli-

fy the procedure for searching for unknown matrix coefficients of the controller,

auxiliary lemma 3.3 on the equivalence of block matrix relations, which can be

applied in the statements of theorem 3.3, is established. In the general case, the

obtained conditions are reduced to solving the linear matrix inequalities with

additional rank constraints. Algorithms for the synthesis of static and dynamic

controllers for solving the generalized H∞-control problem have been developed

and numerically implemented (subsection 3.3). The results of calculations for

numerical examples are consistent with the obtained theoretical conclusions. A

class of nonlinear descriptor systems with controllable and observable outputs is
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distinguished, for which the obtained methods for solving the problem of weighted

H∞-control with the local performance measure J can be applied.

Chapter 4 presents the results of studies of the generalizedH∞-control problem

for descriptor systems with controlled and observed outputs under conditions of

polyhedral uncertainty of matrix coefficients

A ∈ Co{A1, . . . , Aν1}, B1 ∈ Co{B1
1 , . . . , B

ν2
1 },

C1 ∈ Co{C1
1 , . . . , C

ν3
1 }, D11 ∈ Co{D1

11, . . . , D
ν4
11},

where Co{A1, . . . , Aν} is the polytope (polyhedron) with vertices A1, . . . , Aν in

a matrix space that is the convex set of matrices{ ν∑
i=1

aiAi : ai ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑
i=1

ai = 1
}
.

Some cases of polyhedral uncertainty may be, for example, interval or affine

uncertainty of matrix coefficients, which are often used in practical problems of

robust stabilization and optimization of controlled systems.

Section 4.1 presents a new formulation of the known lemma on matrix inequali-

ty with polyhedral coefficients, based on which the main results from chapter 3 are

generalized. Sufficient conditions for the existence of stabilizing dynamic output-

feedback controller are obtained to ensure the closed-loop system with polyhedral

uncertainty of matrix coefficients to be admissible and its weighted damping level

of external and initial perturbations J to be less than the specified value (theorem

4.1). The obtained conditions in a particular case ensure the existence of a static

output-feedback controller for which a closed-loop system has similar properties,

and when using static state-feedback controller these conditions are reduced to

solving only the linear matrix inequalities. The combined method of linear and

quadratic matrix inequalities for solving the generalized H∞-control problem wi-

th a weighted performance measure J is extended to a family of linear descriptor

systems described by uncertain matrix coefficients (theorem 4.2).

Applying the generalized lemma on matrix uncertainty, the method for

constructing of an ellipsoidal set of gain matrices of static output-feedback
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controller K =
{
K : K>P0K ≤ Q0

}
, for which closed-loop system belongs

to the class of admissible descriptor systems and its weighted damping level of

external and initial perturbations J is less than the specified value (section 4.3).

The appendix contains the applicant’s publications list concerning the topic of

the thesis and the information about approbation of research results of this work.

Keywords: descriptor system, robust stability, Lyapunov’s function, robust

stabilization, H∞-control, static controller, dynamic controller, matrix inequality.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• N — множина натуральних чисел;

• R — множина дiйсних чисел;

• Rm — m-вимiрний дiйсний векторний простiр, m ∈ N;

• Rn×m — простiр дiйсних n×m матриць;

• Cn×m — простiр комплексних матриць розмiрiв n×m;

• 0n×m — нульова n×m матриця;

• In — одинична n× n матриця;

• A> — матриця транспонована до матрицi A;

• det(A) — визначник матрицi A;

• rankA — ранг матрицi A;

• trA — сума дiагональних елементiв (слiд) матрицi A;

• A−1 — матриця обернена до невиродженої квадратної матрицi A;

• A+ — псевдообернена матриця до матрицi A;

• A⊥ — матриця ортогонального доповнення стрiчок (стовпцiв) матрицi

A до матрицi повного рангу;

• WA — матриця, стовпцi якої утворюють базис ядра kerA;

• σ(A) — спектр матрицi A;

• ρ(A) — спектральний радiус матрицi A;

• λi(A) — власне значення матрицi A;

• λmax(A) (λmin(A)) — максимальне (мiнiмальне) власне значення A;

• i(A) = {i+(A), i−(A), i0(A)} — iнерцiя симетричної матрицi A = A>,

що складається з кiлькостей її додатних (i+(A)), вiд’ємних (i−(A)) i

нульових (i0(A)) власних значень з урахуванням кратностей;

• ‖x‖ =
√
x>x — евклiдова норма вектора x;

• ‖x‖Q — узагальнена (зважена) L2-норма вектор-функцiї x(t);

• Co{A1, . . . , Aν} =
{ ν∑
i=1

αiAi : αi ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑
i=1

αi = 1
}

— опуклий

багатогранник (матричний полiтоп) з вершинами A1, . . . , Aν.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Один iз найважливiших напрямкiв сучасної теорiї

керування складають методи H2/H∞-оптимiзацiї динамiчних систем, якi iн-

тенсивно розвиваються на протязi останнiх 40 рокiв i широко застосовуються

при проектуваннi високонадiйних керованих об’єктiв механiки, космiчної i

авiацiйної технiки, економiки тощо. Основними засновниками даного напрям-

ку дослiджень вважаються G. Zames, B.A. Francis i J.C. Doyle. Критерiї якостi

в задачах H∞-оптимiзацiї неперервних та дискретних систем характеризують

рiвень гасiння обмежених зовнiшнiх (екзогенних) збурень, який необхiдно оцi-

нити та мiнiмiзувати за допомогою придатних законiв керування. Для класу

лiнiйних стацiонарних систем дана характеристика збiгається з H∞-нормою

матричної передатної функцiї, а її верхню оцiнку можна встановити на основi

математичного апарату лiнiйних матричних нерiвностей (ЛМН). З розвитком

та узагальненням теорiї H∞-керування пов’язанi численнi роботи, зокрема,

Б.Т. Поляка, П.С. Щербакова, Д.В. Баландiна, М.М. Когана, В.М. Кунце-

вича, В.I. Коробова, В.Б. Ларiна, А.А. Тунiка, О.Г. Мазка, B.A. Francis, P.

Gahinet, P. Apkarian, A.A. Stoorvogel, K. Takaba, T. Katayama, S. Boyd, C.

Scherer, S. Weiland, Wang He-Sheng, та iн.

Дана дисертацiйна робота присвячена розробцi конструктивних методiв

узагальненої (зваженої) H∞-оптимiзацiї для класу лiнiйних дескрипторних

(диференцiально-алгебраїчних) систем керування при наявностi обмежених

збурень у рiвняннях динамiки об’єкта, а також керованого i спостережува-

ного виходiв. При цьому застосовуються узагальненi критерiї якостi таких

систем, якi характеризують зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових

збурень (Д.В. Баландiн, М.М. Коган, О.Г. Мазко, Z. Feng). На практицi такi

критерiї якостi дозволяють встановити бажанi прiоритети мiж компонента-

ми керованого виходу, а також зовнiшнiх i початкових збурень. Застосування

методiв зваженої H∞-оптимiзацiї для дескрипторних систем з полiедральною

i, зокрема, iнтервальною невизначеностями коефiцiєнтiв забезпечує робастну

стiйкiсть та бажанi динамiчнi характеристики вiдповiдних замкнених систем.
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Слiд зазначити, що дескрипторнi системи керування виникають та широко

застосовуються на практицi, зокрема, при проектуваннi складних керованих

об’єктiв механiки та технiки з обмеженнями. Отже, тематика роботи є акту-

альною, важливою i перспективною для теоретичних дослiджень та практи-

чного застосування.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiя виконана згiдно з планом наукових дослiджень вiддiлу математи-

чних проблем механiки та теорiї керування Iнституту математики НАН Укра-

їни на 2018–2021 роки в рамках держбюджетної теми №III-13-16 «Матема-

тичнi проблеми динамiки, стабiлiзацiї та оптимiзацiї складних механiчних

систем» (номер держ. реєстрацiї 0116U003101), а також в межах науково-

дослiдної теми №III-20-17 «Розробка аналiтичних та чисельно-аналiтичних

методiв дослiдження задач сучасного природознавства» (номер держ. реє-

страцiї 0117U004077) за програмою «Розробка та дослiдження сучасних ма-

тематичних моделей у галузi фiзико-технiчних та медико-бiологiчних наук».

Мета i завдання дослiдження.

Метою дисертацiйної роботи є розробка нових методiв робастної стабi-

лiзацiї за спостережуваним виходом та оптимiзацiї лiнiйних дескрипторних

систем керування при наявностi зовнiшнiх збурень та аналiтичних невизна-

ченостей.

Об’єктом дослiдження є лiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi (дескри-

пторнi) системи керування з керованими i спостережуваними виходами.

Предметом дослiдження є вектори станiв, керованого та спостережувано-

го виходiв та керування динамiчних систем, iнтегральнi критерiї якостi, вла-

стивостi асимптотичної (робастної) стiйкостi станiв рiвноваги дескрипторних

систем.

Методи дослiдження. Використовуються другий метод Ляпунова дослi-

дження стiйкостi, його матричнi iнтерпретацiї та узагальнення, методи теорiї

диференцiальних рiвнянь, матричного аналiзу та теорiї керування.

Визначена мета зумовлює виконання таких завдань:
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— на основi канонiчної форми Веєрштрасса регулярної в’язки матриць вивчи-

ти структуру i властивостi розв’язкiв початкової задачi для класу лiнiйних

дескрипторних систем iз зовнiшнiми збуреннями;

— розробити методику знаходження векторiв найгiрших зовнiшнiх i початко-

вих збурень стосовно зважених критерiїв якостi, що узагальнюютьH∞-норму

матричної передатної функцiї;

— встановити необхiднi та достатнi умови iснування стабiлiзуючих статичних

та динамiчних регуляторiв за спостережуваним виходом, при яких замкне-

на система належить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений

рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень менший заданого значення;

— розробити методи оцiнки та пониження впливу зовнiшнiх i початкових

збурень в дескрипторних системах керування за умов полiедральної невизна-

ченостi матричних коефiцiєнтiв;

— провести чисельну реалiзацiю та продемонструвати ефективнiсть нових ме-

тодiв синтезу узагальнених H∞-регуляторiв для конкретних дескрипторних

моделей систем керування.

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй роботi

отримано такi новi науковi результати:
• дослiджена структура загального розв’язку початкової задачi для ре-

гулярних дескрипторних систем з узгодженими початковими умовами;

• запропоновано методику знаходження векторiв найгiрших зовнiшнiх i

початкових збурень у дескрипторних системах стосовно зважених кри-

терiїв якостi;

• задачу синтезу дескрипторних систем з динамiчним регулятором зве-

дено до аналогiчної задачi зi статичним регулятором у розширеному

фазовому просторi;

• встановлено необхiднi i достатнi умови iснування стабiлiзуючих стати-

чних та динамiчних регуляторiв за спостережуваним виходом, при яких

замкнена система належить класу допустимих дескрипторних систем i

її зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень менший за-

даного значення;
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• узагальнено комбiнований метод лiнiйних та квадратичних матричних

нерiвностей в задачi зваженого H∞-керування для дескрипторних си-

стем з полiедральною невизначенiстю матричних коефiцiєнтiв;

• розвинуто методику побудови елiпсоїдальної сiм’ї матриць узагальне-

них H∞-регуляторiв за спостережуваним виходом;

• розробленi методи дослiдження, що зводяться до розв’язання систем

лiнiйних та квадратичних матричних нерiвностей, застосовано в зада-

чах робастної стабiлiзацiї та узагальненої H∞-оптимiзацiї конкретних

дескрипторних моделей керування.

Обґрунтованiсть i достовiрнiсть отриманих в дисертацiї наукових ре-

зультатiв пiдтверджується коректною постановкою задач та строгим доведен-

ням всiх висновкiв на основi застосування класичних теорем з теорiї стiйкостi

i матричного аналiзу, а також порiвняння з вiдомими результатами iнших ав-

торiв та проведення чисельних експериментiв з використанням ефективних

засобiв комп’ютерної технiки.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисерта-

цiйної роботи мають теоретичне i практичне значення. Вони можуть бути

використанi в практичних задачах синтезу систем керування для механiчних

об’єктiв, математичнi моделi яких повиннi враховувати наявнiсть неконтро-

льованих зовнiшнiх збурень та невизначених параметрiв. Задачi погашення

зовнiшнiх збурень виникають при розробцi високонадiйних систем стабiлiза-

цiї для нових об’єктiв авiацiйної, космiчної та iн. технiки. Методи розв’язува-

ння вказаних задач можуть забезпечувати надiйнiсть та безпеку керованих

систем на етапi їх експлуатацiї. Практична реалiзацiя запропонованих в ди-

сертацiї методiв та алгоритмiв базується на застосуваннi ефективних засобiв

LMI Toolbox комп’ютерної системи Matlab та Mathcad Prime.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiйної ро-

боти отриманi автором самостiйно. У роботах, опублiкованих у спiвавтор-

ствi [46–48], особистий внесок здобувача полягає в обговореннi постановок
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та iдей розв’язування задач, виконаннi основних доведень, створеннi ком-

п’ютерних програм та проведеннi чисельних експериментiв, формулюваннi

висновкiв та пiдготовцi рукописiв до опублiкування. Спiвавтору О.Г.Мазку

належать постановки задач та рекомендацiї щодо можливих методiв їх розв’я-

зування.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-

лись i обговорювались на семiнарах вiддiлу математичних проблем механiки

та теорiї керування Iнституту математики НАН України, вiддiлу стiйкостi

процесiв Iнституту механiки НАН України, а також на таких мiжнародних

конференцiях: XIX International conference “Dynamical system modelling and

stability investigation” (травень 2019 р., Київ); V мiжнародна конференцiя

“Сучаснi проблеми механiки” (серпень 2019 р., Київ); VI мiжнародна конфе-

ренцiя “Сучаснi проблеми механiки” (серпень 2021 р., Київ);

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 6 наукових ро-

ботах. Серед них 3 статтi [46–48] в наукових перiодичних фахових виданнях,

1 iз яких [48] у журналi, що iндексується у наукометричнiй базi Scopus (її

переклад [136]), та 3 тези доповiдей [33,49,50] на мiжнародних наукових кон-

ференцiях.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз анотацiї

українською та англiйською мовами, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв,

додатку та списку використаних джерел iз 167 найменувань, вона мiстить 12

малюнкiв. Обсяг дисертацiї становить 119 сторiнок друкованого тексту.

Подяки. Хочу висловити щиру подяку моєму науковому керiвнику про-

фесору Олексiю Григоровичу Мазку та завiдувачу вiддiлу математичних про-

блем механiки та теорiї керування академiку НАН України Олександру Ми-

колайовичу Тимосi за поради при роботi над дисертацiєю, а також спiвробi-

тникам вiддiлу за творчi дискусiї.
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Роздiл 1

ОГЛЯД СТАНУ ДОСЛIДЖЕНЬ

1.1. Методи аналiзу стiйкостi та якостi динамiчних систем

Математична теорiя стiйкостi руху динамiчних систем започаткована у

роботi Олександра Михайловича Ляпунова [38]. Наведемо основнi означення

даної теорiї для системи диференцiальних рiвнянь збуреного руху

ẋ = f(x, t), (1.1)

де x ∈ Rn, f(0, t) ≡ 0 i t ≥ t0.

Нульовий розв’язок x ≡ 0 (стан рiвноваги) системи (1.1) називається стiй-

ким за Ляпуновим, якщо для будь-яких ε > 0 i t0 > 0 iснує таке δ = δ(ε, t0),

що для довiльного розв’язку x(t) при ‖x(t0)‖ ≤ δ i t ≥ t0 виконується нерiв-

нiсть ‖x(t)‖ ≤ ε. Якщо при цьому δ = δ(ε) не залежить вiд t0, то розв’язок

x ≡ 0 є рiвномiрно стiйким за початковим моментом часу. Розв’язок x ≡ 0

називається асимптотично стiйким, якщо вiн стiйкий за Ляпуновим i для

будь-якого t0 > 0 iснує таке δ = δ(t0) > 0, що довiльний розв’язок x(t) при

‖x0‖ ≤ δ задовольняє умову lim
t→∞

x(t) = 0. У випадку, коли множина початко-

вих векторiв x0 (область притягання) збiгається з Rn, розв’язок x ≡ 0 системи

(1.1) називається асимптотично стiйким в цiлому. Розв’язок x ≡ 0 систе-

ми (1.1) називається експоненцiально стiйким, якщо iснують додатнi числа

α, β i γ такi, що ‖x(t)‖ ≤ γ ‖x0‖ e−α(t−t0) для довiльного розв’язку x(t) при

‖x0‖ ≤ β i t ≥ t0.

О.М. Ляпунов вперше розробив два методи дослiдження стiйкостi руху,

якi отримали назву перший та другий (прямий) методи Ляпунова.

У першому методi Ляпунова використовуються можливостi дослiдження

стiйкостi розв’язкiв нелiнiйних систем (1.1) на основi лiнiйного i квазiлiнiй-

ного представлень типу

ẋ = A(t)x+ ϕ(x, t), A(t) =
∂f(x, t)

∂x

∣∣
x=0

. (1.2)
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Тут A(t) — матриця Якобi векторної функцiї f(x, t) i виконуються умови

‖ϕ(x, t)‖ ≤ β‖x‖1+α, x ∈ S0, t ≥ t0, α > 0, β > 0. (1.3)

При цьому ϕ(0, t) ≡ 0 i дана система має нульовий розв’язок, а система

ẋ = A(t)x, (1.4)

є лiнiйним наближенням для системи (1.1). Для класу лiнiйних систем (1.4)

експоненцiальна стiйкiсть еквiвалентна рiвномiрнiй асимптотичнiй стiйкостi.

Iз експоненцiальної стiйкостi системи лiнiйного наближення (1.4) випливає

асимптотична стiйкiсть нульового розв’язку системи (1.2). Якщо система (1.4)

є автономною, то iз її асимптотичної стiйкостi (нестiйкостi) випливає асим-

птотична стiйкiсть (нестiйкiсть) нульового розв’язку системи (1.2).

Лiнiйна автономна система

ẋ = Ax, (1.5)

стiйка тодi i лише тодi, коли спектр матрицi A належить лiвiй пiвплощинi,

тобто Reλj(A) ≤ 0 (j = 1, n), причому чисто уявним власним значенням вiд-

повiдають лише простi елементарнi дiльники. Система (1.5) є асимптотично

стiйкою тодi i лише тодi, коли Reλj(A) < 0 (j = 1, n). Лiнiйна неавтономна

система (1.4) асимптотично стiйка, якщо всi її характеристичнi показники

Ляпунова вiд’ємнi.

Достатньо унiверсальним i ефективним засобом в теорiї стiйкостi руху

є другий метод Ляпунова. Даний метод базується на побудовi допомiжних

функцiй (функцiй Ляпунова) з певними властивостями та дослiдженнi вира-

зiв їхнiх похiдних в силу системи (1.1)

v̇(x, t) =
∂v

∂t
+ f>(x, t) gradxv(x, t).

В загальному випадку такi функцiї повиннi бути неперервно диференцiйов-

ними i задовольнять тотожнiсть v(0, t) ≡ 0 при t ≥ 0.

Якщо iснує додатно визначена функцiя v(x, t), яка допускає недодатно

визначену похiдну в силу системи (1.1) то розв’язок x ≡ 0 даної системи
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стiйкий за Ляпуновим (перша теорема Ляпунова). Якщо при цьому функцiя

v(x, t) допускає нескiнченно малу вищу границю при x → 0, то нульовий

розв’язок системи рiвномiрно стiйкий (К.П. Персидський). Якщо iснує дода-

тно визначена функцiя v(x, t), яка допускає нескiнченно малу вищу границю

при x → 0 i вiд’ємно визначену похiдну в силу системи (1.1), то розв’я-

зок x ≡ 0 даної системи асимптотично стiйкий (друга теорема Ляпунова).

Якщо до того ж iснує нескiнченно велика нижня границя функцiї v(x, t) при

x → ∞, то нульовий розв’язок системи (1.1) асимптотично стiйкий в цiлому

(теорема Барбашина-Красовського). Якщо iснує функцiя v(x, t), яка допу-

скає нескiнченно малу вищу границю при x → 0 i знаковизначену похiдну в

силу системи (1.1), причому в довiльному околi S0 стану рiвноваги є точка

x0 така, що v(x0, t0) v̇(x0, t0) > 0 при деякому t0 ≥ 0, то нульовий розв’язок

даної системи нестiйкий за Ляпуновим (третя теорема Ляпунова). М.Г. Че-

таєв [68] послабив умови третьої теореми Ляпунова, використовуючи лише

частину околу S0, що прилягає до початку координат. Друга теорема Ляпу-

нова посилена для класу нелiнiйних автономних систем

ẋ = f(x). (1.6)

де f(0) = 0 i t ≥ t0. Якщо iснує додатно визначена функцiя v(x), яка допускає

недодатно визначену похiдну v̇(x) в силу системи (1.6), причому множина

{x : v̇(x) = 0} не мiстить цiлих траєкторiй системи (1.6), окрiм точки x = 0,

то розв’язок x ≡ 0 даної системи асимптотично стiйкий (Є.А. Барбашин,

Н.Н. Красовський).

Функцiї v(x, t), якi задовольняють умови першої, другої i третьої теорем

Ляпунова називаються функцiями Ляпунова вiдповiдно першого, другого i

третього роду. Для основних теорем другого методу Ляпунова виконуються

зворотнi твердження. Так, для системи (1.1) знайденi умови iснування фун-

кцiй Ляпунова першого роду (К.П. Персидський) та другого роду (Х.Л. Мас-

сера) [35,52].

Методом функцiй Ляпунова встановленi умови експоненцiальної стiйко-

стi нульового стану класу систем (1.1) (Н.Н. Красовський). Лiнiйна система
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(1.4) є експоненцiально стiйкою тодi i лише тодi, коли для деякої неперервної

симетричної матрицi Y (t) iснує неперервно диференцiйовний розв’язок X(t)

матричного диференцiального рiвняння Ляпунова

Ẋ(t) + A>(t)X(t) +X(t)A(t) = Y (t), (1.7)

причому ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, −δ1In ≤ Y (t) ≤ −δ2In, t ≥ t0, де ε1, ε2, δ1 i δ2

— деякi додатнi сталi. Лiнiйна автономна система (1.5) асимптотично стiйка

тодi i лише тодi, коли для будь-якої матрицi Y < 0 iснує єдиний розв’язок

X > 0 матричного алгебраїчного рiвняння Ляпунова

ATX +XA = Y. (1.8)

Розв’язки матричних рiвнянь (1.7) i (1.8) є ваговими матрицями квадрати-

чних функцiй Ляпунова v(x, t) = x>X(t)x i v(x) = x>Xx для вiдповiдних

класiв систем.

Прямий метод дозволяє розв’язати такi практичнi задачi, як оцiнка часу

та якостi регулювання, опис областi притягання у фазовому просторi та впли-

ву постiйно дiючих збурень, iснування або вiдсутнiсть перiодичних розв’язкiв

нелiнiйних систем, встановлення їх обмеженостi та оцiнка iнтегральних кри-

терiїв якостi [9, 23, 28] тощо. На основi прямого методу Ляпунова дослiджує-

ться проблема практичної стiйкостi з можливiстю оцiнки областей у фазово-

му просторi, де знаходяться траєкторiї системи [10]. Розвитку та узагальнен-

ню методу функцiй Ляпунова присвячено роботи А.I. Лур’є, М.Г. Четаєва,

I.Г. Малкiна, О.М. Лєтова, Є.О. Барбашина, М.М. Красовського, В.I. Зу-

бова, К.Г. Персидського, В.В. Рум’янцева, В.М. Матросова, Ж. Ла-Салля,

Т. Йошизава, А.А. Мартинюка, Д.Я. Хусаїнова та iн. Велика кiлькiсть робiт

присвячена методам побудови функцiй Ляпунова для рiзних класiв систем

(див., наприклад, [9,16,17,21,22,29,54,59,65]). Проте, до теперiшнього часу не

розроблено унiверсальних конструктивних методiв їх побудови для нелiнiй-

них систем, оскiльки в загальному випадку для цього необхiдно побудувати

iнтеграл системи.



26

Розглянемо клас нелiнiйних дескрипторних систем

E(x)ẋ = A(x, t)x+ ϕ(x, t), (1.9)

де E(x) i A(x, t) — неперервнi i обмеженi матричнi функцiї, x ∈ S0, t ≥ t0,

а векторна функцiя ϕ(x, t) задовольняє умови (1.3). Якщо iснує матрична

функцiя X(t), для якої виконуються матричнi нерiвностi

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, 0 < ε1 ≤ ε2,

ET
0 Ẋ(t)E0 + AT

0 (t)X(t)E0 + ET
0 X(t)A0(t) + ε0In ≤ 0, ε0 > 0,

де E0 = E(0) i A0(t) = A(0, t), то нульовий розв’язок системи (1.9) асим-

птотично стiйкий, при цьому v(x, t) = xTET
0 X(t)E0x є функцiєю Ляпунова

другого роду даної системи [39].

На практицi широко застосовують методи аналiзу та синтезу динамiчних

систем з невизначеними елементами (параметри, коефiцiєнти, функцiї тощо).

Спiльний стан рiвноваги сiм’ї систем, яку описують множини невизначених

елементiв, називається робастно стiйким, якщо вiн асимптотично стiйкий при

довiльних фiксованих значеннях невизначених елементiв iз даних множин.

Якщо невiдомi параметри є випадковими говорять про ймовiрнiсну невизна-

ченiсть. Для практичного застосування досить зручною є iнтервальна неви-

значенiсть параметрiв та коефiцiєнтiв системи. Створено математичний апа-

рат, який дозволяє одночасно дослiджувати рiзнi типи невизначеностей в си-

стемах керування [34, 56, 58, 94]. Яскравим прикладом розв’язання проблеми

робастної стiйкостi є теорема Харитонова для матрицi лiнiйної системи (1.5)

у формi Фробенiуса з iнтервальним характеристичним полiномом

f(λ) = det(λI −A) = a0 + a1λ+ · · ·+ an−1λ
n−1 + λn = 0, a

K
≤ a

K
≤ a, (1.10)

де a = [a0, . . . , an−1]
T , a = [a0, . . . , an−1]

T , a = [a0, . . . , an−1]
T [63]. Для того,

щоб iнтервальний полiном (1.10) був гурвiцевим, необхiдно i достатньо, щоб

були гурвiцевими чотири полiноми Харитонова:

f1(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 + . . . ,
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f2(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 + . . . ,

f3(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 + . . . ,

f4(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 + . . . .

Зазначимо, що аналога критерiя Харитонова для лiнiйних дискретних систем

не iснує (див, наприклад, [34,67]). В роботi [34] наведено достатнi умови роба-

стної стiйкостi лiнiйної неавтономної дискретної системи з матрицею у формi

Фробенiуса.

При дослiдженнi задач робастної стiйкостi для класу псевдолiнiйних си-

стем з невизначеною матрицею A(x, t) застосовується апарат ЛМН. Спiль-

ний нульовий стан x ≡ 0 сiм’ї таких систем з невизначенiстю A(x, t) ∈
Co{A1, . . . , Aν} робастно стiйкий, якщо для деякої матрицi X > 0 викону-

ється система ЛМН [80]

A>kX +XAk < 0, k = 1, ν.

Другий метод Ляпунова ефективно застосовується при розв’язаннi пра-

ктичних задач автоматичного регулювання, стабiлiзацiї та оптимiзацiї пара-

метрiв складних динамiчних систем, що функцiонують пiд впливом постiйно

дiючих збурень [4, 5, 58]. Теорiя стiйкостi розв’язкiв диференцiальних систем

у банаховому просторi розвинута в роботах [20,62].

Динамiка багатьох механiчних об’єктiв описується у виглядi системи ди-

ференцiальних рiвнянь другого порядку

Cẍ+Bẋ+ Ax = f(t), (1.11)

де x ∈ Rn, C = CT — матриця мас, B = D + G, D = DT — матриця диси-

пативних сил, G = −GT — матриця гiроскопiчних сил, A = K + S, K = KT

— матриця потенцiальних сил, S = −ST — матриця неконсервативних пози-

цiйних сил [24, 26, 30]. В загальному випадку матричнi коефiцiєнти в (1.11)

можуть залежати вiд x, ẋ i t. Методи структурних перетворень системи (1.11),

запропонованi в [31,32]), дозволяють виключити матрицю неконсервативних

позицiйних сил S, при вiдсутностi яких виконуються наступнi твердження
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(теореми Томсона-Тета-Четаєва [21, 68, 149]): 1) якщо detK < 0, то система

нестiйка; 2) якщо K > 0 i D ≥ 0, то система стiйка; 3) якщо K > 0 i D > 0,

то система асимптотично стiйка; 4) якщо D > 0 i матриця K має вiд’ємнi

власнi значення, то система нестiйка.

В роботах [2, 3, 39] побудовано алгебраїчнi умови стiйкостi i методи ста-

бiлiзацiї механiчних систем на основi матричних нерiвностей та власти-

востей гiперболiчних в’язок матриць. Дослiджено також умови робастної

стiйкостi систем типу (1.11) з невизначеними матричними коефiцiєнтами

A ∈ Co
{
A1, . . . , Aν1

}
i B ∈ Co

{
B1, . . . , Bν2

}
. Якщо для деяких α, β ∈ R

(α + β ≥ 2) виконується система матричних нерiвностей

AT
i C
−1Bj +BT

j C
−1Ai > (αAi − βAT

i )(Bj +BT
j )−1(αAT

i − βAi),

C = CT > 0, Bj +BT
j > 0, α(Ai + AT

i ) ≥ 0, i = 1, ν1, j = 1, ν2,

то нульовий стан системи (1.11) робастно стiйкий стосовно вказаних неви-

значеностей. Умови робастної стiйкостi лiнiйної системи (1.11) можуть бути

сформульованi також в термiнах власних значень квадратичних гiперболi-

чних пучкiв матриць [39].

Iстотним розвитком i узагальненням методу функцiй Ляпунова в теорiї

стiйкостi є метод порiвняння систем. При цьому роль функцiї Ляпунова вико-

нує оператор, що вiдображає простiр станiв дослiджуваної складної системи в

простiр станiв допомiжної системи порiвняння. Розв’язки систем порiвняння

мають властивостi типу монотонностi щодо деякого конуса в просторi станiв,

що iстотно спрощує дослiдження їх стiйкостi i асимптотичних властивостей

(див., наприклад, [51, 53]). Методи порiвняння узагальнено для неперервних

та дискретних систем iз застосуванням рiзних типiв конусiв [27,36,134], що до-

зволило, зокрема, сформулювати теореми про робастну стiйкiсть динамiчних

систем з невизначеностями, якi описуються за допомогою конусних нерiвно-

стей [134,135].
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1.2. Методи стабiлiзацiї та оптимiзацiї систем керування

Основною задачею теорiї керування є стабiлiзацiя руху динамiчних си-

стем. В 30-тi роки XX столiття домiнували частотнi методи аналiзу та син-

тезу систем керування, якi застосовувались до деяких класiв неперервних та

дискретних моделей, а також в задачах абсолютної стiйкостi нелiнiйних си-

стем регулювання (Лур’є, Айзерман, Попов). В кiнцi 50-х рокiв в результатi

розвитку авiацiйної i космiчної технiки виникли сучаснi методи дослiдження

— методи простору станiв. В основу цих методiв покладено диференцiаль-

нi або рiзницевi системи рiвнянь, що моделюють рух вiдповiдних керованих

об’єктiв.

Найпростiша лiнiйна модель системи керування подається у виглядi

ẋ = Ax+Bu, (1.12)

де x ∈ Rn i u ∈ Rm — вектори вiдповiдно стану i керування, A ∈ Rn×n i

B ∈ Rn×m — матричнi коефiцiєнти. Задача стабiлiзацiї системи полягає у

побудовi матрицi коефiцiєнтiв пiдсилення K ∈ Rm×n статичного зворотного

зв’язку за станом u = Kx, при якому замкнена система асимптотично стiйка.

Система або пара матриць (A,B) називається стабiлiзовною, якщо iснує

матриця K, для якої матриця замкненої системи A + BK гурвiцева. Пара

матриць (A,B) називається детектовною, якщо пара (A>, B>) стабiлiзовна.

Достатньою умовою стабiлiзованостi системи є критерiй керованостi Калмана

rank [B,AB, . . . , An−1B] = n.

Стабiлiзуючу матрицю K для системи (1.12) можна знайти за допомогою

принципу максимуму Понтрягiна або методом динамiчного програмування

Белмана при мiнiмiзацiї квадратичного функцiоналу якостi

J(u, x0) =

∫ ∞
0

ϕ(x, u) dt, ϕ(x, u) =
[
x>, u>

]
Φ

[
x

u

]
, Φ =

[
S N

N> R

]
, (1.13)

де x0 = x(0) — початковий вектор, R > 0 i S ≥ NR−1N>. Якщо пара матриць

(A,B) стабiлiзовна, а пара матриць (M,C), де M = A − BR−1N> i S −
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NR−1N> = C>C ≥ 0, детектовна, то матричне рiвняння Рiккатi

A>X +XA− (XB +N)R−1(B>X +N>) + S = 0 (1.14)

має єдиний розв’язок X = X> ≥ 0, а замкнена система (1.12) з керуванням

u = Kx, K = −R−1(B>X +N>),

асимптотично стiйка i досягається мiнiмальне значення функцiоналу

J(u, x0) = x>0 Xx0 [164].

На основi теореми Ляпунова маємо конструктивнi методи побудови ста-

бiлiзуючих матриць K, якi базуються на розв’язаннi ЛМН (див., напри-

клад [6, 39,56]), наприклад:

K = ZX−1, AX +XA> +BZ + Z>B> < 0

або

K = −B>X−1, AX +XA> < 2BB>.

При цьому v(x) = xTX−1x — функцiя Ляпунова замкненої системи.

В задачi стабiлiзацiї класу MIMO систем

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (1.15)

керування будується у виглядi статичного регулятора за виходом

u = Ky, det(Im −KD) 6= 0. (1.16)

Задача стабiлiзацiї системи за виходом вiдноситься до категорiї складних

задач теорiї керування [57] i в загальному випадку не розв’язана. У [1, 159]

проведений огляд вiдомих методiв стабiлiзацiї лiнiйних систем за допомогою

статичного зворотного зв’язку за виходом. Зокрема, у випадку D = 0 вико-

нуються наступнi твердження (див. [6, 85,98,123]).

Iснує керування (1.16), що забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої

системи (1.15), (1.16), тодi i лише тодi, коли для деякої матрицi X = X> > 0

виконується система спiввiдношень

B⊥>(AX +XA>)B⊥ < 0, C⊥(A>X−1 +X−1A)C⊥> < 0.
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При цьому стабiлiзуючу матрицю K можна знайти як розв’язок ЛМН

AX +XA> +BKCX +XC>K>B> < 0.

Якщо для деяких матриць K i X = XT > 0 виконується матрична нерiвнiсть

AX +XA> −XC>CX + (BK +XC>)(BK +XC>)> < 0

то керування (1.16) забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої системи

(1.15), (1.16). Якщо пара (A,B) стабiлiзовна, а пара (A,C) детектовна i

AX+XA>−XC>CX+(BK+XC>)(BK+XC>)> = −BB>, X = X> ≥ 0,

то керування (1.16) забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої системи

(1.15), (1.16).

У випадках, коли властивостi керованостi i спостережуваностi системи не

гарантують для неї iснування статичного стабiлiзуючого регулятора за вихо-

дом застосовуються динамiчнi регулятори або статичний зворотний зв’язок

за станом спостерiгача [5, 39, 56]. Формально задачi керування за допомогою

динамiчних регуляторiв i спостерiгачiв зводяться до вiдповiдних задач керу-

вання зi статичним зворотним зв’язком у розширеному фазовому просторi

системи [39].

Для практики досить важливими є задачi стабiлiзацiї та оптимiзацiї ди-

намiчних систем при наявностi рiзних типiв невизначеностей. Для класу лi-

нiйних систем з афiнною невизначенiстю

ẋ =
[
A0 +

k∑
i=1

Airi(t)
]
x+

[
B0 +

l∑
i=1

Biri(t)
]
u,

де |ri(t)| ≤ r i |si(t)| ≤ s — областi функцiональної невизначеностi, стабi-

лiзуюче керування можна знайти у виглядi u = −γR−1B>0 Px, де γ > 0 —

достатньо велике число, P = P> > 0 — розв’язок алгебраїчного рiвняння

Рiккатi [37,142]. Наведемо умови робастної стабiлiзацiї сiм’ї систем з параме-

тричною невизначенiстю

ẋ = A(p)x+Bu, p ∈ P , (1.17)
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де A(p) — матриця, лiнiйно залежна вiд вектора параметрiв p ∈ P , а множина

невизначеностi P може бути iнтервальною, полiедральною або афiнною [56].

Якщо iснують такi матрицi X = X> > 0 i Y , що

A(p)X +XA>(p) +BY + Y >B> < 0, p ∈ P ,

то статичний регулятор

u = Kx, K = Y X−1, (1.18)

робастно стабiлiзує систему (1.17) при всiх p ∈ P , а квадратична форма

v(x) = x>X−1x є спiльною функцiєю Ляпунова для вiдповiдної сiм’ї замкне-

них систем (робастна квадратична стабiлiзацiя [58]). В [56] наведено також

керування, яке при всiх значеннях параметрiв p ∈ P забезпечує заданий рi-

вень γ квадратичного критерiю якостi.

Для лiнiйної системи зi структурованою матричною невизначенiстю

ẋ = (A+ F∆H)x+Bu, ‖∆‖ ≤ γ, ∆ ∈ Rp×q, (1.19)

умови робастної квадратичної стабiлiзацiї за допомогою регулятора (1.18)

зводяться до системи ЛМН[
AX +XAT +BY + Y TBT + γ2FF T XHT

HX −Iq

]
< 0, X > 0. (1.20)

При цьому v(x) = xTX−1x є спiльною функцiєю Ляпунова для вiдповiдної

сiм’ї замкнених систем [58].

Якщо для системи (1.15) сумiсна система ЛМН

Ωγ =


ATX +XA XB CT

BTX −γIm DT

C D −γIl

 < 0, X = X > 0, (1.21)

то для довiльного керування

u = Ky, KTK ≤ η2Il, η = γ−1, (1.22)
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замкнена система аимптотично стiйка i v(x) = xTXx є спiльною функцiєю

Ляпунова даної системи [5]. Максимальне значення η = ηmax, при якому си-

стема (1.15) зi структурованою невизначенiстю (1.22) асимптотично стiйка,

називається радiусом робастної стабiлiзацiї системи (1.15), (1.22).

В [39] розглядається клас псевдолiнiйних MIMO систем керування у

векторно-матричнiй формi

ẋ = A(x, t)x+B(x, t)u, y = C(x, t)x+D(x, t)u, (1.23)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rl, а матричнi коефiцiєнти A, B, C i D вiдповiдних

розмiрiв неперервно залежать вiд x i t. Стабiлiзуюче керування шукається у

виглядi лiнiйного зворотного зв’язку за виходом

u = K(x, t) y, det[Im −K(x, t)D(x, t)] 6= 0, x ∈ S0, t ≥ 0, (1.24)

де S0 — деякий окiл стану x ≡ 0, а також елiпсоїдальна множина стабiлiзу-

ючих матричних функцiй у виглядi

K(x, t) = K∗(x, t) + K̃(x, t), K̃(x, t) ∈ K, (1.25)

де K = {K : K>PK ≤ Q}, P = P> > 0, Q = Q> > 0, а K∗(x, t) — де-

яка матрична функцiя, що задовольняє додаткову умову в (1.24) i забезпечує

асимптотичну стiйкiсть нульового стану замкненої системи з регулятором ти-

пу (1.24). Доведено, що якщо для деяких матричних функцiй X(t) = X>(t)

i K∗(x, t) при x = 0 i t ≥ 0 виконуються спiввiдношення

∆(x, t) = D>QD −G>PG < 0, ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, 0 < ε1 ≤ ε2,

Ω(t) =


Ẋ +M>

∗ X +XM∗ + ε0In XB∗ C>∗

B>∗ X −P D>∗

C∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0, ε0 > 0,

де G = Im − K∗D, M∗ = A + BD(K∗)C, B∗ = B(Im − K∗D)−1, C∗ =

(Il − DK∗)
−1C, D∗ = (Il − DK∗)

−1D, то будь яке керування (1.24), (1.25)

забезпечує асимптотичну стiйкiсть стану x ≡ 0 системи (1.23) та спiльну



34

квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = x>X(t)x. В роботi [39] також сфор-

мульовано аналог наведеного результату для дискретних систем.

В [108] розроблено методи робастної стабiлiзацiї для широкого класу не-

лiнiйних неавтономних систем

ẋ = A(·)x+B(·)u,

де матричнi коефiцiєнти A(·) i B(·) можуть залежати вiд t, x, x(t − h) та∫ t
t0
x(ξ)dξ, а також вiд невизначених параметрiв. У такому виглядi можуть

бути поданi деякi класи нелiнiйних диференцiальних систем iз запiзненням та

iнтегро-диференцiальних систем керування. В роботi [66] розглянуто нелiнiй-

нi рiзницевi системи аналогiчного типу з iнтервальними коефiцiєнтами i запi-

зненням. Встановлено достатнi умови абсолютної стiйкостi на основi другого

методу Ляпунова з використанням функцiоналу Ляпунова–Красовського.

У 90-х роках минулого столiття виник принципово новий напрямок дослi-

джень в теорiї керування, який отримав назву H∞-теорiя. В даному напрям-

ку дослiджень одночасно розв’язуються важливi проблеми стабiлiзацiї, гасiн-

ня i мiнiмiзацiї впливу зовнiшнiх (екзогенних) збурень у системах керування.

Засновниками даної теорiї вважаються G. Zames, B.A. Francis, J.C. Doyle i D.

Glover. Результати дослiджень в цьому напрямку об’єднали частотнi методи i

методи простору станiв, що дозволило конструктивно розв’язувати проблеми

стабiлiзацiї та оптимiзацiї неперервних i дискретних систем керування при

наявностi зовнiшнiх збурень i невизначеностей. Для лiнiйної системи (1.15) з

нульовим початковим вектором x(0) = 0 вводиться критерiй якостi

J = sup
0<‖u‖2<∞

‖y‖2

‖u‖2
, ‖y‖2

2 =

∫ ∞
0

yTy dt, ‖u‖2
2 =

∫ ∞
0

uTu dt, (1.26)

де ‖y‖2 i ‖u‖2 є L2-норми векторних функцiй у вiдповiдних просторах. Зна-

чення J збiгається з H∞-нормою передатної матричної функцiї системи вiд

входу u до виходу y (див., наприклад, [56,156,167])

‖H‖∞ = sup
ω∈R

√
λmax(HT (−iω)H(iω)), H(λ) = C(λIn − A)−1B +D,
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яка характеризує рiвень гасiння енергiї вхiдних сигналiв при їх проходженнi

через дану систему. Задача H∞-оптимiзацiї полягає у знаходження законiв

керування, якi забезпечують асимптотичну стiйкiсть i мiнiмальне значення

характеристики J .

Оцiнка J < γ, еквiвалентна частотнiй нерiвностi HT (−iω)H(iω) <

γ2Im (ω ∈ R), виконується тодi i тiльки тодi, коли для деякої матрицi

X = XT > 0 виконується лiнiйна матрична нерiвнiсть (1.21) (див., на-

приклад, [103, 153]). При цьому матриця A повинна бути гурвiцевою, а си-

стема (1.15) зi структурованою невизначенiстю вхiдного вектора (1.22) ро-

бастно стiйка зi спiльною функцiєю Ляпунова v(x) = xTXx. В результа-

тi характеристика (1.26) визначається як розв’язок оптимiзацiйної задачi:

J = inf
{
γ : Ωγ < 0, X = XT > 0

}
.

Системи керування в рамках лiнiйної H∞-теорiї подаються у виглядi

ẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u,

y = C2x+D21w +D22u,

(1.27)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану,

керування, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв. Зако-

ни керування будуються у виглядi статичних або динамiчних регуляторiв по

спостережуваному виходу, зокрема, по стану системи. В [7] у випадкуD22 = 0

отримано критерiй iснування динамiчного регулятора повного порядку r = n

з нульовим початковим вектором

ẋr = Arxr +Bry, u = Crxr +Dry, xr(0) = 0, (1.28)

який забезпечує бажану оцiнку критерiю якостi

Jρ = sup
0<‖w‖22+ρ2x>0 x0<∞

‖z‖2√
‖w‖2

2 + ρ2x>0 x0

< γ. (1.29)

Застосування даного критерiю зводиться до знаходження матриць X > 0 i
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Y > 0, якi задовольняють систему ЛМН

[
WR 0

0 I

]> 
A>X +XA XB1 C>1

B>1 X −γ2I D>11

C1 D11 −I


[
WR 0

0 I

]
< 0,

[
WL 0

0 I

]> 
AY + Y A> Y C>1 B1

C1Y −I D11

B>1 D>11 −γ2I


[
WL 0

0 I

]
< 0, (1.30)

[
X I

I Y

]
≥ 0, 0 < X < ρ2γ2I,

де стовпцi матриць WR i WL утворюють базиси ядер вiдповiдних блочних

матриць R =
[
C2, D21

]
i L =

[
BT

2 , D
T
12

]
. В [7] при виконаннi умов (1.30)

вказано також спосiб побудови динамiчного регулятора, що забезпечує оцiнку

(1.29).

В [39, 45] узагальнено результати роботи [7] для системи (1.27) з бiльш

загальним зваженим критерiєм якостi

J = sup
0<‖w‖2P+xT0X0x0<∞

ϕ(w, x0), ϕ(w, x0) =
‖z‖Q√

‖w‖2
P + xT0X0x0

, (1.31)

де Q = QT > 0, P = P T > 0 i X0 = XT
0 > 0 — деякi ваговi матрицi, ‖z‖Q i

‖w‖P — узагальненi L2-норми вiдповiдних вектор-функцiй, тобто

‖z‖2
Q =

∫ ∞
0

zTQz dt, ‖w‖2
P =

∫ ∞
0

wTPw dt.

Встановлено, що для системи (1.27) iснує динамiчний регулятор (1.28) поряд-

ку r, що забезпечує замкненiй системi асимптотичну стiйкiсть i оцiнку J < γ,

тодi i лише тодi, коли сумiсна стосовно X = XT > 0 i Y = Y T > 0 система

спiввiдношень

W T
R

[
ATX +XA+ CT

1 QC1 XB1 + CT
1 QD11

BT
1 X +DT

11QC1 DT
11QD11 − γ2P

]
WR < 0, (1.32)

W T
L

[
AY + Y AT +B1P

−1BT
1 Y CT

1 +B1P
−1DT

11

C1Y +D11P
−1BT

1 D11P
−1DT

11 − γ2Q−1

]
WL < 0, (1.33)
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W =

[
X γIn

γIn Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r, 0 < X < γ2X0. (1.34)

При цьому рангова умова в (1.34) виконується автоматично при побудовi

динамiчного регулятора повного порядку r = n.

В роботах [34, 58, 67, 78] розвинута технiка iнварiантних множин, як засiб

розв’язання задач гарантованих оцiнок, фiльтрацiї i мiнiмаксного оцiнювання

в динамiчних системах з невизначенiстю. За допомогою iнварiантних множин

можна апроксимувати областi досяжностi динамiчних систем. Iнварiантнi елi-

псоїди описуються у виглядi

Ex =
{
x ∈ Rn : xTP−1x ≤ 1

}
, (1.35)

де P = P T > 0 — задана матриця. При побудовi iнварiантних елiпсоїдiв

динамiчних систем застосовуються метод квадратичних функцiй Ляпунова i

технiка ЛМН [55,58,64]. Метод iнварiантних елiпсоїдiв є один iз ефективних

засобiв гасiння зовнiшнiх збурень у системах керування. Синтез оптимально-

го керування за цим методом зводиться до пошуку так званого мiнiмально-

го iнварiантного елiпсоїда замкнутої системи. Так, якщо в лiнiйнiй системi

(1.15) матриця A — Гурвiцева, пара (A,B) керована, rankC = l i D = 0,

а вхiдний вектор u обмежений (‖u(t)‖ ≤ 1), то елiпсоїд (1.35) є iнварiан-

тним за станом для даної системи тодi i лише тодi, коли для деякого α > 0

виконується матрична нерiвнiсть

AP + PAT + αP +
1

α
BBT < 0. (1.36)

При цьому множина досяжних виходiв y(t) даної системи належить елiпсоїду

Ey =
{
y ∈ Rl : yT (CPCT )−1y ≤ 1

}
. (1.37)

Це означає, що оцiнка мiри впливу L∞-обмежених вхiдних сигналiв або зов-

нiшнiх збурень на вектор виходу y(t) системи керування зводиться до зна-

ходження мiнiмального обмежуючого елiпсоїду (1.37). Критерiєм мiнiмаль-

ностi елiпсоїда (1.37) може бути його об’єм, найбiльша пiввiсь або величина
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f(P ) = tr(CPCT ). Аналогiчний пiдхiд застосовується в задачi гасiння l∞-

обмежених зовнiшнiх збурень для дискретних систем керування.

Зазначимо, що для практичного застосування методiв стабiлiзацiї та опти-

мiзацiї систем керування, якi зводяться до розв’язання систем ЛМН, розро-

блено ефективну оптимiзацiйну процедуру (метод внутрiшньої точки), яка

реалiзована у програмному середовищi LMI Toolbox комп’ютерної системи

Matlab [104]. Для розв’язання систем ЛМН з додатковими, зокрема, рангови-

ми обмеженнями можуть бути застосованi також можливостi комп’ютерної

системи Mathcad Prime.

1.3. Дескрипторнi системи у прикладних дослiдженнях

Дескрипторнi (диференцiально-алгебраїчнi) системи виникають при про-

ектуваннi та дослiдженнi динамiки керованих об’єктiв механiки, електроте-

хнiки, економiки тощо (див., наприклад, [11,60,81,92,96,146]). З математичної

точки зору клас таких систем є природним узагальненням звичайних систем,

якi будуються на основi вiдомих законiв природи: фiзичних, хiмiчних, бiоло-

гiчних тощо. Такi закони можуть мати диференцiальну (наприклад, другий

закон Ньютона) або алгебраїчну форму (наприклад, закон Кiрхгофа). За-

звичай математична модель об’єкта керування подається у формi диферен-

цiальних або рiзницевих рiвнянь. Однак iснують ситуацiї, коли такої форми

опису може не вистачити. Спроби опису подiбних систем за допомогою лише

диференцiальних або рiзницевих рiвнянь можуть привести до втрати iнфор-

мацiї або ж до опису системи в деяких абстрактних фазових змiнних. Отже,

при виборi математичної моделi системи в змiнних, якi мають реальний фi-

зичний змiст, доводиться стикатися з тим, що вона може мiстити в собi не

лише диференцiальнi, а й алгебраїчнi зв’язки i обмеження.

Теорiя дескрипторних систем започаткована в роботах П. Дiрака, К.

Вейерштрасса i Л. Кронекера [93, 122, 163] i розвинута Ф.Р. Гантмахером з

використанням матричних в’язок [18]. Механiчнi системи як дескрипторнi

системи в подальшому стали об’єктом широкого дослiдження [73, 109, 112,
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114,127,131,154].

Запис математичної моделi системи керування в диференцiально-

алгебраїчнiй формi, як правило, тягне за собою неможливiсть розв’язати дану

сукупнiсть диференцiально-алгебраїчних рiвнянь стосовно першої похiдної.

Типова лiнiйна дескрипторна система має вигляд

Eẋ = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0, (1.38)

де матриця при похiдних E може бути виродженою.

Загальна математична теорiя диференцiально-алгебраїчних систем поча-

ла активно розвиватися в 1970-х роках незалежно в рiзних областях технiки.

Необхiдно видiлити роботи Гiра [106], Тейкенса [161], а також монографiї

Кемпбелла [84] i Петзольда [143], що вийшли на початку 1980х рокiв. У да-

них роботах основна увага була акцентована на численних аспектах моделю-

вання дескрипторних систем. В даний час досить велика увага придiляється

диференцiально-алгебраїчним системам в частинних похiдних [79,132,148], а

також стохастичним дескрипторним системам [152]. У вiтчизнянiй i зарубi-

жнiй лiтературi диференцiально-алгебраїчнi системи [14, 69, 83] називаються

також сингулярними системами [84], узагальненими системами в просторi

станiв (або узагальненими системами) [76], неявними системами [71, 74] або

дескрипторними системами [140]. Також у вiтчизнянiй лiтературi можна зу-

стрiти термiн “системи Леонтiївського типу” [15, 25, 61]. Найбiльш часто в

зарубiжнiй лiтературi використовується термiн “дескрипторна система” (вiд

англ. descriptor – описувач). В даному випадку мається на увазi, що змiн-

нi, якi формують математичну модель керованого об’єкта, описують якийсь

реальний процес, що протiкає в об’єктi.

Дескрипторного системи знайшли своє застосування при моделюваннi

руху лiтальних апаратiв [155], хiмiчних процесiв [75, 125], в схемотехнiцi

[140,147], в економiчних системах [129], для опису з’єднаних мiж собою систем

високого порядку [130], в технiчних системах [72, 116], в енергетичних систе-

мах [150], для опису механiчних систем [73, 144] i в робототехнiцi [137]. Де-

скрипторнi системи мають деякi характернi вiдмiнностi вiд звичайних систем
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(тут i далi звичайними будемо називати системи, описуванi тiльки диферен-

цiальними або тiльки рiзницевими рiвняннями). Для дескрипторних систем

характернi наступнi властивостi [77, 107,162]:

• Матрична передавальна функцiя дескрипторної системи може не бути

строго правильною.

• Для довiльних обмежених початкових умов розв’язки диференцiально-

алгебраїчних рiвнянь можуть мiстити узагальненi функцiї (iмпульсна пове-

дiнка), а розв’язки рiзницево-алгебраїчних рiвнянь можуть залежати вiд май-

бутнiх моментiв часу (непричинна поведiнка).

• Розв’язки лiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь зазвичай мi-

стить три типи компонент: обмеженi динамiчнi компоненти, що вiдповiдають

диференцiальним складовим; нединамiчнi компоненти, що вiдповiдають алге-

браїчним складовим; необмеженi динамiчнi компоненти з класу узагальнених

функцiй, наявнiсть яких залежить вiд гладкостi вхiдного сигналу, а також вiд

початкових умов.

Незважаючи на зазначенi вище особливостi, дослiдження дескрипторних

систем представляє досить перспективний напрямок як з точки зору фунда-

ментальних дослiджень, так i з точки зору практичного застосування. Iсто-

тнi вiдмiнностi дескрипторних систем вiд звичайних обумовлювали розвиток

i узагальнення математичного апарату для них.

Велика кiлькiсть фундаментальних понять i результатiв з теорiї зви-

чайних систем успiшно узагальнено для дескрипторних системи: можли-

вiсть розв’язання диференцiальн-алгебраїчних рiвнянь, дослiдження керо-

ваностi та спостережуваностi [14, 69]; канонiчнi форми та подання дескри-

пторних систем [84, 110]; мiнiмальнi реалiзацiї [91, 102, 113]; еквiвалентнiсть

систем [92, 115]; регулярнiсть i регуляризацiя [82, 88]; стiйкiсть i стабiлiза-

цiя [107, 126, 141]; модальне керування [70, 90, 111, 151]; лiнiйно-квадратичне

оптимальне керування [77, 124]; синтез спостерiгачiв та фiльтрацiя [92, 138];

теореми i рiвняння Ляпунова [77,118,157]; редукцiя моделi [158,166]; H2 i H∞
керування [87,101,119,133].

Наведемо приклади дескрипторних моделей реальних об’єктiв.
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Приклад 1. Механiчнi системи з обмеженнями [11]. Механiчнi си-

стеми в широких припущеннях описуються у виглядi

A2q̈(t) + A1q̇(t) + A0q(t) = Uu(t) + V µ(t), G1q̇(t) +G0q(t) = 0, (1.39)

де q(t) ∈ Rν — вектор положень, u(t) ∈ Rs — вектор дiючих зовнiшнiх сил,

µ(t) ∈ Rr — вектор множникiв Лагранжа, A2 — матриця iнерцiйних хара-

ктеристик, A1 — матриця демпфування або гiроскопiчних характеристик, A0

— матриця жорсткостi, V > — якобiан рiвняння обмежень. Система рiвнянь

(1.39) набуває стандартну форму (1.38), якщо

E =


Iν 0 0

0 A2 0

0 0 0

 , A =


0 Iν 0

−A0 −A1 V

G0 G1 0

 , B =


0

U

0

 , x =


q

q̇

µ

 ,
z = C0q + C1q̇, C =

[
C0 C1 0

]
, D = 0. (1.40)

Приклад 2. Випарник [11]. Розглянемо однокомпонентну систему фа-

зової рiвноваги, в якiй присутнi газоподiбна та рiдка фази (рис. 1.1). Пара

(визначена iндексом V ) та рiдина (iндекс L) знаходяться в пiдiгрiваємiй єм-

ностi. В ємностi знаходяться 2 фази з масами MV , VL та температурами TV i

Рис. 1.1: Схема випарника.

TL. Система має пiдживлення з потоком F . В данiй моделi розглядаються 2
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рiвняння балансу об’єму: для газоподiбної фази та для рiдини. Рiвняння, що

описують динамiку процесу мають наступний вигляд.

Закони збереження:

баланс маси
.

MV = E − V,
.

ML = F − E − L;

баланс енергiї

.

UV = EhLV − V hLV +QE,
.

UL = FhF − EhLV +Q−QE;

Рiвняння передачi маси та енергiї :

E = (kLV + kV L)A(P ∗ − P ), QE = (uLV + uV L)A(TL − TV ),

де iндекс LV означає рiдину в пару, а V L — пару до рiдини в коефiцiєнтах

передачi маси та енергiї ki та ui. Коефiцiєнти для LV та V L зазвичай рiзнi.

Рiвняння балансу об’ємiв: VV = VT − VL.
Закони керування: L = f1(ML, P ) або L = f2(ML).

Позначення та змiннi, розглянутi в прикладi: MV — маса пару, UV — вну-

трiшня енергiя пару, F — швидкiть подачi пiдживлення, L — швидкiсть по-

току рiдина, TV — температура пари, Q — iнтенсивнiсть джерела тепла, P —

тиск системи, A — площа поверхнi границi роздiлення фаз, VV — об’єм пари,

hV — ентальпiя пари, hF — ентальпiя пiдпитки, ρL — густина рiдини, VL —

об’єм рiдини, ML — маса рiдини, UL — внутрiшня енергiя рiдини, V — швид-

кiсть потоку пари, E — швидкiсть роздiлення фаз, TL — температура рiдини,

P ∗ — тиск пари, R — газова константа, VT — об’єм посудини, hL — ентальпiя

рiдини, mω — маса молекули, hLV — ентальпiя пари на границi роздiлення

фаз, ki — коефiцiент обмiна маси, ui — коефiцiент теплопередачi, iндекс LV

— перенос вiд рiдини до пари, V L — перенос вiд пари до рiдини. Залежнiсть

змiнних виражена наступним чином:

hV = hV (TV , P ), hL = hL(TL, P ), hLV = hLV (TL, P ),

hF = hF (TF , P ), kLV = kLV (TL, TV , P ), kV L = kV L(TL, TV , P ),
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uLV = uLV (TL, TV , P ), uLV = uLV (TL, TV , P ), ρL = ρL(TL, P ).

Наведенi рiвняння з урахуванням природних обмежень можуть бути за-

писанi у дескрипторнiй формi.

Приклад 3. Економiчна модель Леонтьєва [11]. Запропонована Ле-

онтьєвим на початку 1950-х рокiв динамiчна мiжгалузева модель є класичним

прикладом використання диференцiальних та рiзницевих рiвнянь в дослi-

дженнi проблем економiчного зростання. Побудова цiєї моделi зручно пред-

ставити у виглядi дезагрегованих елементiв найпростiшої динамiчної моделi

вiдтворення загального продукту, при якому енгоденнi та екзогеннi макро-

змiннi замiнюються векторами, а технологiчнi макропараметри — матриця-

ми. Модель має вигляд:

x(k) = Ax(k) +B(x(k + 1)− x(k)) + d(k), k = 0, 1, ...

де x(k) — n-мiрний вектор виробництва n галузей, B(x(k + 1)− x(k)) — су-

марна ємнiсть виробничих потужностей, яка зазвичай iснує в формi активiв,

d(k) — вектор-стовпчик споживання (включаючи невиробниче накопичення),

B ∈ Rn×n — матриця коефiцiєнтiв прямих матерiальних витрат (коефiцiєн-

ти в динамiчнiй моделi включають також затрати на компенсацiю вибуття

та капiтальний ремонт основних виробничих фондiв), A ∈ Rn×n — матриця

коефiцiєнтiв капiталоємностi приростiв виробництва (затрати виробничого

накопичення на одиницю приросту вiдповiдних видiв продукцiї), Ax(k) — ча-

стина сировинних продуктiв, необхiдних для виробництва поточної продукцiї.

Рiвняння моделi може бути записано так:

Bx(k + 1) = (I − A+B)x(k)− d(k), k = 0, 1, ...

В багатогалузевих економiчних системах збiльшення виробництва в однiй га-

лузi не потребує iнвестицiй у всi iншi галузi економiки, бiльш того, в пра-

ктичних випадках всього лише декiлька галузей потребують iнвестицiй для

розвитку виробництва в iнших галузях. Таким чином, бiльша частина еле-

ментiв матрицi В рiвна нулю, за виключенням декiлькох елементiв матрицi.
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Матриця В часто буває виродженою. В загальному випадку розглянута си-

стема є типовою виродженою дескрипторною системою дискретного часу.

Приклад 4. Дволанковий осцилятор [11]. Розглянемо механiчну си-

стему, яка складається з двох тiл одиничної маси, зв’язаних мiж собою дем-

пфуючим елементом (рис. 1.2).

Рис. 1.2: Дволанковий осцилятор.

Нехай m1 = m2 = 1 кг, d = 1H· с/м, k1 = 2 Н/м, k2 = 1 H/м. Тодi

рiвняння (1.39) i (1.40) для даної системи мають вигляд[
1 0

0 1

][ ..
z1

..
z2

]
+

[
1 1

1 1

][ .
z1

.
z2

]
+

[
2 0

0 1

][
z1

z2

]
=

[
−1

1

]
f +

[
1

1

]
µ,

[
1 1

] [ z1

z2

]
= 0, y =

[
1 0

] [ z1

z2

]
= 0,

Матрицi мають вигляд:

M =

[
1 0

0 1

]
, D =

[
1 1

1 1

]
, K =

[
2 0

0 1

]
,

L =

[
−1

1

]
, J =

[
1

1

]
, G =

[
0 0

]
, H =

[
1 1

]
,

Cp =
[

1 0
]
, Cv =

[
0 0

]
.

Таким чином, можна легко перейти до форми (1.38).
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Приклад 5. Електричне коло [11]. Розглянемо електричну схему, зо-

бражену на рис. 1.2, де джерело струму VS(t) — керуючий вплив, R,L,C —

опiр, iндуктивнiсть, ємнiсть вiдповiдно з напругами VR(t), VL(t), VC(t).

Рис. 1.3: RLC коло.

Вiдповiдно до законiв Кiргофа отримаємо математичну модель системи:
L 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0




.

I(t)
.

IL(t)
.

IC(t)
.

IR(t)

 =


0 1 0 0

1
C 0 0 0

−R 0 0 0

0 1 1 1




I(t)

VL(t)

VC(t)

VR(t)

+


0

0

0

−1

Vs(t).
Тепер розглянемо електричне коло, що складається лише з опорiв, ємно-

стi та ЕРС. Будемо вважати, що матрицi R та C сталi. Припустимо, що коло

заземлене, тобто будь-який вузол кола має шлях до заземлення. Це припуще-

ння еквiвалентне тому, що елементи матрицi зв’язку є лiнiйно-незалежними,

тобто rankA = N , N ≥ B. Зазначимо, що два стовпцi матрицi лiнiйно зале-

жнi тодi i тiльки тодi, коли вони рiвнi, оскiльки стовпцi матрицi мiстять або

+1, або -1, або нульовi елементи. В цьому випадку, якщо коло мiстить контур

з 2-х гiлок мiж двома вузлами, то одну з гiлок можна не враховувати. Для

лiнiйного RC-кола з ЕРС рiвняння системи є диференцiально-алгебраїчним

рiвнянням iндексу 1. В данному випадку схема має бути зiбрана так, щоб

джерела ЕРС були незалежними, а замкненi контури всерединi схеми мають

мiстити опори. Така система може бути зведена вiд дескрипторної форми

до звичайної шляхом алгебраїчних розрахункiв. Проте в загальному випадку

розрiдженiсть матриць системи не дозволяє отримати рiвняння у звичайнiй

формi.



46

Наведемо основнi вiдомi властивостi класу дескрипторних систем (1.38)

(див, наприклад, [11, 117, 133]). Розглянемо H∞-норму матричної передатної

функцiї системи (1.38):

‖G‖∞ = sup
ω∈R

√
λmax(G>(−iω)G(iω)), G(λ) = C(λE − A)−1B +D.

Дана характеристика описує рiвень впливу обмежених збурень на вихiд си-

стеми (1.38). При цьому виконується оцiнка

‖G‖∞ < γ, γ > 0, (1.41)

тодi i лише тодi, коли для деякої матрицi P виконується матрична нерiвнiсть[
A>P + P>A+ C>C P>B + C>D

B>P +D>C D>D − γ2I

]
< 0.

Наступнi твердження еквiвалентнi [133]:

1) пара матриць (E,A) є допустимою (стiйкою i неiмпульсною) i викону-

ється оцiнка (1.41);

2) iснує матриця X ∈ Rn×n така, що

E>X = XTE ≥ 0, A>X +X>A+ CTC +
1

γ2
X>BB>X = 0;

2) iснує матриця Y ∈ Rn×n така, що

Y E> = EY > ≥ 0, Y A> + AY > +BB> +
1

γ2
Y C>CY > < 0.

В роботi [99] розглядався узагальнений критерiй якостi системи (1.38):

γ(R) = sup
0<‖w‖2+x>0 X0x0<∞

‖z‖√
‖w‖2 + x>0 Rx0

, (1.42)

де ‖w‖ — L2-норма вектор-функцiї w, R > 0 — вагова матриця. У випадку

D = 0 встановлено, що пара матриць (E,A) є допустимою i виконується

оцiнка γ(R) < γ тодi i лише тодi, коли сумiсна система спiввiдношень

0 ≤ E>X = X>E ≤ γ2E>RE,


A>X +X>A X>B C>

B>X −γI 0

C 0 −I

 < 0.
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На основi цього факту встановлено критерiй iснування i метод побудови ста-

тичного регулятора за станом u = Kx для системи

Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D12u,
(1.43)

при якому замкнена система є допустимою i така, що виконується оцiнка

γ(R) < γ.

В [86] розроблено метод побудови статичного регулятора за виходом u =

Ky для системи

Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

y = Cx,
. (1.44)

Встановлено, що замкнена система

Eẋ = (A+B2KC)x+B1w, x(0) = x0, (1.45)

є допустимою i така, що для неї виконується оцiнка ‖G‖∞ < γ тодi i лише

тодi, коли для деяких матриць P > 0, Q, F , G i K виконується матрична

нерiвнiсть[
A>G> + GA+ C>C (PE + ZQ)> +A>F> − G
PE + ZQ+ FA− G> −F −F>

]
< 0,

де

A =

[
Â B̂

0 −I

]
, E =

[
Ê 0

0 (γ2/2)I

]
, C =

[
Ĉ 0

]
,

Ê =

[
E 0

0 0

]
, Â =

[
A B2

KC −I

]
, B̂ =

[
B1

0

]
, Ĉ =

[
C 0

]
,

P =

[
P 0

0 I

]
, Q =

[
Q 0

]
, EZ = 0.

Розглянемо лiнiйну систему керування в загальному виглядi

Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u,

y = C2x+D21w +D22u,

(1.46)
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де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану,

керування, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв, а всi

матричнi коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв сталi.

Наступнi твердження еквiвалентнi [133]:

1) для системи (1.46) iснує динамiчний зворотний зв’язок (регулятор)

Ê
.

ξ = Âξ + B̂y, u = Ĉξ, (1.47)

при якому замкнена система (1.46), (1.47), що зводиться до вигляду

Ec
.
xc = Acxc +Bcw, z = Ccxc,

є допустимою i така, що
∥∥Cc(sEc − Ac)

−1Bc

∥∥
∞ < γ;

2) (a) iснують F ∈ Rm×n та X ∈ Rn×n такi, що

E>X = X>E ≥ 0, Fγ(X;A+B2F,B1, C1) < 0;

(b) iснують G ∈ Rn×p та Y ∈ Rn×n такi, що

EY > = Y E> ≥ 0, Fγ(Y >; (A+GC2)
>, C>1 , B

>
1 ) < 0;

(c) невиродженi матрицi X та Y задовольняють

E>(γ2Y −> −X) ≥ 0, Y −> = (Y >)−1,

де Fγ(X,A,B,C) = A>X +X>A+ CTC + 1
γ2X

>BB>X.

Наведений огляд дослiджень звичайних i дескрипторних систем не є ви-

черпаним i не претендує на повноту. Iснує велика кiлькiсть робiт з даної

тематики, кожна iз яких моє свої переваги i недолiки. Основна мета цих до-

слiджень полягає у зведеннi проблем оцiнки та досягнення рiвня впливу обме-

жених збурень у системах керування до розв’язання лiнiйних матричних не-

рiвностей, що вдається зробити у окремих випадках та при додаткових обме-

женнях. В загальному випадку необхiдно враховувати ранговi обмеження,

пов’язанi з виродженiстю матрицi при похiдних E.



49

Роздiл 2

ОЦIНКА ЗВАЖЕНОГО РIВНЯ ГАСIННЯ ЗОВНIШНIХ I

ПОЧАТКОВИХ ЗБУРЕНЬ

Сучаснi напрямки дослiджень лiнiйних i нелiнiйних систем керування

складають методи теорiї H∞-оптимiзацiї, якi забезпечують робастну стiй-

кiсть станiв рiвноваги й мiнiмiзують негативний вплив зовнiшнiх збурень

на динамiку керованих об’єктiв. Типовим критерiєм якостi систем керува-

ння з нульовим початковим станом є рiвень гасiння зовнiшнiх збурень, якому

вiдповiдає максимальне значення вiдношення L2-норм векторiв керованого

виходу об’єкта i збурень. Вiдомi методи синтезу H∞-керування базуються

на використаннi верхнiх оцiнок для вiдповiдних критерiїв якостi, встановле-

них у термiнах матричних рiвнянь i нерiвностей (твердження типу “Bounded

Real Lemmas” [80,103,165]). В даному роздiлi розглядається клас лiнiйних де-

скрипторних систем зi збуреннями. Наводяться аналогiчнi оцiнки для бiльш

загальних критерiїв якостi, якi враховують як зовнiшнi, так i початковi збу-

рення, що обумовленi невiдомим початковим вектором таких систем.

2.1. Структура розв’язкiв i стiйкiсть лiнiйних дескрипторних

систем

Розглянемо лiнiйну дескрипторну систему

Eẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, t ≥ 0, (2.1)

де ∈ Rn, E ∈ Rn×n i A ∈ Rn×n — сталi матрицi.

Означення 2.1. Система (2.1) i вiдповiдна в’язка матриць F (λ) = A − λE
називаються регулярними, якщо det F (λ) 6≡ 0, λ ∈ C.

Регулярна в’язка матриць F (λ) має r ≤ n власних значень iз урахуванням

кратностей, якi є коренями рiвняння det(F (λ)) = 0 i утворюють скiнчений

спектр σ(F ) = {λ1, . . . , λr}. В’язка F (λ) є стiйкою, якщо

σ(F ) ⊂ C− = {λ : Reλ < 0}.
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Канонiчна форма Веєрштраса регулярної в’язки матриць має вигляд [18]

LF (λ)R =

 A1 − λIr 0

0 In−r − λN

 , (2.2)

де A1 ∈ Rr×r — матриця, спектр якої збiгається з σ(F ), N ∈ R(n−r)×(n−r)

— нiльпотентна матриця iндексу ν, тобто N ν = 0 i Nk 6= 0 при k < ν),

L i R — невиродженi матрицi перетворення еквiвалентностi. Згiдно з (2.2)

виконується спiввiдношення

LAR =

[
A1 0

0 In−r

]
, LER =

[
Ir 0

0 N

]
. (2.3)

Застосовуючи замiну змiнних

x = R1x1 +R2x2, R = [R1, R2], x1 ∈ Rr, x2 ∈ Rn−r,

систему (2.1) можна подати у виглядi двох пiдсистем

ẋ1(t) = A1x1(t), Nẋ2(t) = x2(t).

Iз нiльпотентностi матрицi N випливає, що

x2(t) = Nẋ2(t) = N 2ẍ2(t) = ... = 0.

Це означає, що розв’язок задачi Кошi (1) iснує лише тодi, коли початковий

вектор x0 належить пiдпростору

ImR1 =
{
x ∈ Rn : x = R1x1, x1 ∈ Rr

}
.

При цьому довiльний розв’язок системи (2.1) можна подати у виглядi

x(t) = TeΛtz0, x0 = Tz0, (2.4)

де T ∈ Rn×r i Λ ∈ Rr×r — матрицi, що задовольняють спiввiдношення

AT = ETΛ, rankT = rank (ET ) = r. (2.5)

Зокрема, згiдно з (2.3) i (2.5) можна покласти T = R1, Λ = A1 i z0 = x1(0).
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Матрична рiвнiсть в (2.5) визначає блочну власну пару (Λ, T ) регулярної

в’язки матриць F (λ) = A − λE [39]. Причому, якщо виконуються ранговi

обмеження в (2.5), то всi власнi значення матрицi Λ визначають скiнчений

спектр в’язки матриць F (λ).

При дослiдженнi стiйкостi класу систем (2.1) використовуються матричнi

рiвняння або нерiвностi типу Ляпунова [39]. Зокрема якщо iснують симетри-

чнi матрицi X i Y , що задовольняють систему ЛМН

A>XE + E>XA+ E>Y E ≤ 0, (2.6)

E>XE ≥ 0, Y > 0, (2.7)

то нульовий розв’язок системи (2.1) асимптотично стiйкий. При цьому

v(x) = x>E>XEx

є функцiєю Ляпунова системи (2.1). Критерiєм асимптотичної стiйкостi

розв’язку x = 0 системи (2.1) є iснування невiд’ємно визначених матриць

рангу r виду

X = TX̃T> ≥ 0, Y = T Ỹ T> ≥ 0, (2.8)

що задовольняють матричне рiвняння

AXE> + EXA> + EY E> = 0. (2.9)

При цьому шуканi матрицi X̃ i Ỹ симетричнi i додатно визначенi, а T —

довiльна матриця, для якої виконується спiввiдношення (2.5).

Доведення наведених умов стiйкостi дескрипторної системи (2.1) здiйсню-

ється на основi канонiчного представлення матриць (2.1) та зведення до за-

стосування класичного критерiю стiйкостi матрицi Λ = A1 в термiнах ма-

тричного рiвняння або нерiвностi Ляпунова. Так, пiдставивши вирази (2.8) в

(2.9) i враховуючи матричну рiвнiсть в (2.1), маємо

ETΛX̃T>E> + ETX̃Λ>T>E> = ETỸ T>E>

або

ET
(
ΛX̃ + X̃Λ> − Ỹ

)
T>E> = 0.
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Згiдно з (2.5) ET — матриця повного рангу r по стовпцям. Тому спiввiдно-

шення (2.8) i (2.9) виконуються тодi i лише тодi, коли

ΛX̃ + X̃Λ> = Ỹ . (2.10)

За теоремою Ляпунова матриця Λ гурвiцева або, що те ж саме, нульовий

розв’язок системи (2.1) асимптотично стiйкий тодi i лише тодi, коли матричне

рiвняння Ляпунова (2.10) має розв’язок X̃ = X̃> > 0 для довiльної матрицi

Ỹ = Ỹ > > 0.

2.2. Допустимi дескрипторнi системи зi збуреннями

Розглянемо лiнiйну дескрипторну систему зi збуреннями

Eẋ = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0, (2.11)

де x ∈ Rn, w ∈ Rs i z ∈ Rl — вiдповiдно вектори стану, зовнiшнiх збурень i

виходу, E, A, B, C i D — сталi матрицi вiдповiдних розмiрiв, причому в’язка

матриць F (λ) = A− λE є регулярною, тобто detF (λ) 6≡ 0 (λ ∈ C).

Застосовуючи канонiчну форму Веєрштрасса (2.2) регулярної в’язки ма-

триць F (λ) у випадку ρ = rankE < n, систему (2.11) можна подати у виглядi

ẋ1 = A1x1 +B1w, Nẋ2 = x2 +B2w, z = C1x1 + C2x2 +Dw, (2.12)

де x1 ∈ Rr i x2 ∈ Rn−r — стани вiдповiдно повiльної i швидкої пiдсистем [11],

x = R

[
x1

x2

]
, x0 = R

[
x01

x02

]
, LB =

[
B1

B2

]
, CR =

[
C1, C2

]
.

При цьому дана система має r скiнченних динамiчних мод, n − ρ нединамi-

чних мод i ρ− r iмпульсних мод [77].

Регулярна в’язка матриць F (λ) при вiдсутностi iмпульсних мод (ρ = r)

називається неiмпульсною. У цьому випадку ν = 1, тобто N = 0, i динамiчна

пiдсистема в (2.12) має вигляд

ẋ1 = A1x1 +B1w, z = C1x1 +D1w, x1(0) = x01, (2.13)
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де D1 = D − C2B2. Її довiльний розв’язок подається у виглядi

x1(t) = eA1tx01 +

∫ t

0

eA1(t−τ)B1w(τ)dτ.

Якщо векторна функцiя w(t) кусково неперервно-диференцiйовна ν ра-

зiв, то в загальному випадку розв’язок другої (алгебраїчної) пiдсистеми має

вигляд [11]

x2(t) = −
ν−1∑
i=1

δ(i−1)(t)N ix2(0)−
ν−1∑
i=0

N iB2w
(i)(t),

де δ(t) — δ-функцiя Дiрака. Даний вираз при ν > 1 мiстить iмпульснi скла-

довi.

Означення 2.2. В’язка матриць F (λ) = A− λE називаються допустимою,

якщо вона регулярна, стiйка i неiмпульсна. Дескрипторна система (2.11) з

допустимою в’язкою матриць F (λ) є допустимою.

Лема 2.1. Регулярна в’язка матриць F (λ) неiмпульсна тодi i лише тодi,

коли сумiсна система матричних рiвнянь

AZE = EZA, Z = ZEZ, E = EZE. (2.14)

Доведення. Нехай система (2.14) сумiсна. Згiдно з (2.2) застосуємо вирази

A = L−1

[
A1 0

0 In−r

]
R−1, E = L−1

[
Ir 0

0 N

]
R−1

i розв’язок матричної системи (2.14) побудуємо у виглядi

Z = R

[
Z0 Z3

Z1 Z2

]
L, (2.15)

де Zi — невiдомi матрицi (i = 0, 3). Тодi, пiдставивши (2.15) в (2.14), отрима-

ємо еквiвалентну систему спiввiдношень

A1Z0 = Z0A1, Z1 = NZ1A1,

Z2N = NZ2, A1Z3N = Z3,
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Z0 = Z2
0 + Z3NZ1, Z1 = Z1Z0 + Z2NZ1,

Z2 = Z1Z3 + Z2NZ2, Z3 = Z0Z3 + Z3NZ2.

Z0 = Ir, NZ1 = 0, NZ2N = N, Z3N = 0.

Iз нiльпотентностi матрицi N випливає, що блоки Z1, Z2 i Z3 повиннi бути

нульовими. Тодi очевидно N = 0.

Навпаки, якщо N = 0, то система (2.14) має єдиний розв’язок, який по-

дається у виглядi

Z = − 1

2πi

∮
ω

F−1(λ) dλ = R

[
Ir 0

0 0

]
L, (2.16)

де ω — замкнутий контур, що охоплює спектр σ(F ).

Лему доведено.

Наведемо також вiдомий ранговий критерiй неiмпульсностi в’язки ма-

триць F (λ) [96]:

rank

[
E 0

A E

]
= n+ ρ. (2.17)

Лема 2.2. [133] Дескрипторна система (2.11) є допустимою тодi i лише

тодi, коли сумiсна система спiввiдношень

A>X +X>A < 0, (2.18)

E>X = X>E ≥ 0. (2.19)

Спiввiдношення (2.19) можна подати у виглядi ЛМН[
S S − E>X

S −X>E 0

]
≥ 0 (2.20)

вiдносно X i S = S> ≥ 0, оскiльки усi елементи стрiчок i стовпцiв невiд’ємно

визначеної матрицi, якi вiдповiдають нульовим дiагональним елементам, та-

кож повиннi бути нульовими. Розв’язок матричної нерiвностi (2.18) для допу-

стимої системи завжди можна побудувати у параметричному виглядi [145]

X = SE + E0G, (2.21)
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де E0 = WE> — матриця, стовпцi якої утворюють базис ядра матрицi E>, а

S = S> > 0 i G ∈ Rn−ρ — новi шуканi матрицi. При цьому спiввiдношення

(2.19) виконується автоматично.

2.3. Зважений рiвень гасiння обмежених збурень

Нехай вектор збурень w(t) у системi (2.11) обмежений за зваженою L2-

нормою ‖w‖P . Введемо критерiй якостi даної системи у виглядi

J = sup
(w,x0)∈W

‖z‖Q√
‖w‖2

P + x>0 X0x0

, (2.22)

де W — множина пар (w, x0), для яких система має розв’язок i виконується

нерiвнiсть 0 < ‖w‖2
P +x>0 X0x0 <∞, а P = P> > 0, Q = Q> > 0 i X0 = X>0 ≥

0 — деякi ваговi матрицi.

Значення J характеризує зважений рiвень впливу зовнiшнiх i початкових

збурень на вихiд системи (2.11). Для даного критерiю якостi використовуємо

позначення J0 або J1, якщо вiдповiдно x>0 X0x0 = 0 або w ≡ 0, тобто

J0 = sup
0<‖w‖2P<∞

‖z‖Q
‖w‖P

,

J1 = sup
x>0 X0x0>0

‖z‖Q√
x>0 X0x0

.

Очевидно, що J0 ≤ J i J1 ≤ J , причому J1 є характеристикою динамi-

чної пiдсистеми (2.13), оскiльки при вiдсутностi зовнiшнiх збурень x2 ≡ 0. У

випадку одиничних матричних коефiцiєнтiв характеристика J0 збiгається з

H∞-нормою матричної передатної функцiї

‖G‖∞ = sup
ω∈R

√
λmax(G>(−iω)G(iω)), G(λ) = C(λE − A)−1B +D.

Означення 2.3. Початковий x0 i збурювальний w вектори, при яких дося-

гається супремум в (2.22), є найгiршими стосовно критерiю якостi J .

З методами знаходження найгiрших пар векторiв (x0, w) для звичайних

систем (E = In) можна ознайомитись в [7, 44].
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Означення 2.4. Система (2.11) називається неекспансивною, якщо її вектор

виходу при довiльному τ > 0 задовольняє нерiвнiсть∫ τ

0

z>Qzdt ≤
∫ τ

0

w>Pwdt+ x>0 X0x0.

Неекспансивна система (2.11) має критерiй якостi J ≤ 1.

Лема 2.3. [42] Якщо iснують матрицi X i S = S> ≥ 0, що задовольняють

систему ЛМН (2.20) i

Ψ(X) =

[
A>X +X>A+ C>QC X>B + C>QD

B>X +D>QC D>QD − γ2P

]
< 0, (2.23)

то в’язка матриць F (λ) допустима i J0 < γ. Зворотне твердження вико-

нується за умови

rank

[
E

D>QC

]
= ρ. (2.24)

Лема 2.4. [46] Якщо сумiсна система спiввiдношень (2.20), (2.23) i

S < γ2X0, то в’язка матриць F (λ) допустима i J < γ. Зворотне твер-

дження виконується за умов (2.24) i

X0 = E>Z>HZE + (In − E>Z>)H(In − ZE) > 0,

де H = H> > 0, а Z — матриця (2.16).

Лема 2.5. [42] Нехай вагова матриця X0 задана у виглядi

X0 = E>HE, H = H> > 0. (2.25)

Якщо сумiсна система спiввiдношень (2.20), (2.23) i

S ≤ γ2X0, (2.26)

rank (S − γ2X0) = ρ, (2.27)

то в’язка матриць F (λ) допустима i J < γ. Зворотне твердження вико-

нується за умови (2.24).
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Зауваження 2.1. За лемою Шура маємо еквiвалентний запис матричної

нерiвностi (2.23):

Ω(X) =


A>X +X>A X>B C>

B>1 X −γ2P D>

C D −Q−1

 < 0. (2.28)

Саме у такiй формi iнодi зручно використовувати умову (2.23) лем 2.3 – 2.5 у

подальших дослiдженнях, оскiльки всi матричнi коефiцiєнти системи (2.11)

входять у вираз (2.28) лiнiйно.

Iз наведених тверджень випливають алгоритми обчислення критерiїв яко-

стi J0 i J системи (2.11) на основi розв’язування вiдповiдних оптимiзацiйних

задач (див. також [46, лема 2.3]). Зокрема, при виконаннi необхiдних i доста-

тнiх умов лем 2.3 i 2.5 вiдповiдно маємо:

J0 = inf
{
γ : Ψ(X) < 0, 0 ≤ E>X = X>E

}
,

J = inf
{
γ : Ψ(X) < 0, 0 ≤ E>X = X>E ≤ γ2X0

}
.

(2.29)

Зауваження 2.2. При виконаннi умов, що забезпечують строгi оцiнки

J0 < γ i J < γ у лемах 2.3–2.5, нульовий стан системи (2.11) зi структурова-

ною невизначенiстю вектора збурень

w =
1

γ
Θz, Θ>PΘ ≤ Q, (2.30)

робастно стiйкий зi спiльною функцiєю Ляпунова v(x) = x>Sx. Це твердже-

ння доводиться за допомогою узагальненої леми про матричну невизначе-

нiсть [39, лема 3.3.1].

2.4. Найгiршi зовнiшнi та початковi збурення

У практичних задачах доцiльно визначити найгiршi зовнiшнi i початковi

збурення у системi керування, а також дослiдити поведiнку замкненої си-

стеми при таких збуреннях. У роздiлi 3 показано, що при застосуваннi ста-

тичних та динамiчних регуляторiв за виходом або станом замкненi лiнiйнi

дескрипторнi системи керування набувають вигляду (2.11).
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Для класу дескрипторних систем (2.11) знайдемо умови, якi дозволяють

знаходити найгiршi зовнiшнi i початковi збурення стосовно критерiїв якостi

J i J0.

Iз доведення леми 2.5 випливає, що для виконання не строгої оцiнки J ≤ γ

достатньо iснування матриць X i S = S> ≥ 0, що задовольняють матричнi

нерiвностi (2.20), (2.26) i

Ψ(X) =

[
A>X +X>A+ C>QC X>B + C>QD

B>X +D>QC D>QD − γ2P

]
≤ 0. (2.31)

Якщо

R = γ2P −D>QD > 0, (2.32)

то за лемою Шура блочна матрична нерiвнiсть (2.31) виконується тодi i лише

тодi, коли виконується квадратична матрична нерiвнiсть типу Рiккатi

A>1 X +X>A1 +X>R1X +Q1 ≤ 0, (2.33)

де

A1 = A+BR−1D>QC, Q1 = C>
(
Q+QDR−1D>Q

)
C, R1 = BR−1B>.

При цьому виконується нерiвнiсть

v̇(x) + z>Qz − γ2w>Pw = [x>, w>]Ψ(X)

[
x

w

]
≤ 0, (2.34)

де v̇(x) — похiдна функцiї v(x) = x>Sx в силу системи (2.11). Пiсля iнтегру-

вання виразу (2.34) вiд 0 до τ за умов (2.20), (2.26), (2.33) i v(x(τ))→ 0 при

τ →∞ маємо

‖z‖2
Q − γ2‖w‖2

P ≤ x>0 Sx0 ≤ γ2x>0 X0x0, (2.35)

тобто J ≤ γ. Причому, виконання рiвностей у (2.35) означає, що J = γ, а вiд-

повiднi вектор збурення w(t) i початковий вектор x0 є найгiршими стосовно

критерiю якостi J . Перша рiвнiсть у (2.35) виконується, якщо

w = K0x, K0 = R−1(B>X +D>QC), (2.36)
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де X — розв’язок матричного рiвняння Рiккатi

A>1 X +X>A1 +X>R1X +Q1 = 0, (2.37)

а x(t) — розв’язок системи

Eẋ = (A+BK0)x, x(0) = x0. (2.38)

При цьому права частина спiввiдношення (2.34) дорiвнює 0. Друга рiвнiсть у

(2.35) виконується, якщо

x>0 (S − γ2X0)x0 = 0. (2.39)

Останнє спiввiдношення за умови (2.26) еквiвалентне рiвностi

(S − γ2X0)x0 = 0. Зокрема, ненульовий вектор

x0 ∈ Ker (S − γ2X0)

є власним вектором матрицi S − γ2X0, що вiдповiдає її нульовому власному

значенню. Якщо вагова матриця X0 подана у виглядi (2.25) i x0 ∈ KerE,

тобто

Ex0 = 0, x0 6= 0,

то рiвнiсть (2.39) виконується незалежно вiд значення матрицi-розв’язку X

рiвняння (2.37).

Отже, встановлено таке твердження.

Лема 2.6. Нехай iснують матрицi X i S = S> ≥ 0, що задовольняють

спiввiдношення (2.20), (2.26) i (2.37) при γ = J . Тодi структурований ве-

ктор зовнiшнiх збурень (2.36) i довiльний вектор x0 ∈ Ker (S − J2X0) є

найгiршими стосовно критерiю якостi J для системи (2.11).

2.5. Висновки до роздiлу

У даному роздiлi розглянуто клас лiнiйних диференцiально-алгебраїчних

(дескрипторних) систем з обмеженими збуреннями. Отримано наступнi ре-

зультати.
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• Дослiджена структура загального розв’язку регулярних дескрипторних

систем з узгодженими початковими умовами.

• В термiнах розв’язкiв лiнiйних матричних рiвнянь та нерiвностей наве-

дено умови стiйкостi регулярних дескрипторних систем.

• Встановлено алгебраїчний критерiй неiмпульсностi регулярної в’язки

матриць.

• Наведено верхнi оцiнки для зважених критерiїв якостi лiнiйних де-

скрипторних систем, що узагальнюютьH∞-норму матричної передатної

функцiї в системах керування.

• Запропоновано методику знаходження векторiв найгiрших зовнiшнiх i

початкових збурень у дескрипторних системах стосовно зважених кри-

терiїв якостi.
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Роздiл 3

МЕТОДИ ГАСIННЯ ОБМЕЖЕНИХ ЗБУРЕНЬ У

ДЕСКРИПТОРНИХ СИСТЕМАХ КЕРУВАННЯ

В сучаснiй теорiї керування iнтенсивно розвиваються методи робастної

стабiлiзацiї та H∞-оптимiзацiї динамiчних систем, математичнi моделi яких

враховують вплив обмежених зовнiшнiх збурень. Критерiєм якостi таких си-

стем є H∞-норма матричної передатної функцiї, яка характеризує рiвень га-

сiння обмежених вхiдних сигналiв. Задача H∞-оптимiзацiї полягає у побудовi

законiв керування, якi мiнiмiзують даний критерiй якостi.

В даному роздiлi викладено деякi узагальнення вiдомих пiдходiв до побу-

дови статичних та динамiчних H∞-регуляторiв по виходу, якi забезпечують

оцiнку та мiнiмiзацiю зважених критерiїв якостi J та J0 типу (2.22), а та-

кож робастну стiйкiсть замкненої системи зi структурованою невизначенiстю

вхiдних сигналiв. При цьому вагова матриця X0 в (2.22) подана у виглядi

(2.25).

3.1. Лiнiйнi системи з керованими i спостережуваними виходами.

Постановка задачi.

Розглянемо систему керування

Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u,

y = C2x+D21w +D22u,

(3.1)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану,

керування, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв, а всi

матричнi коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв сталi, причому rankE = ρ ≤ n.

Нас цiкавлять закони керування у виглядi зворотного зв’язку за спосте-

режуваним виходом y, якi понижують та мiнiмiзують критерiї якостi J0 i J

типу (2.22) i, зокрема, забезпечують умови неекспансивностi замкненої систе-

ми вiдносно вектора керованого виходу z.
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Статичний зворотний зв’язок (статичний регулятор) за спостережуваним

виходом будується у виглядi

u = Ky, (3.2)

де K ∈ Rm×l — матриця коефiцiєнтiв пiдсилення. Якщо y ≡ x, тобто C2 = In,

D21 = 0 i D22 = 0, то (3.2) є статичним регулятором за станом.

При застосуваннi динамiчних регуляторiв в задачах керування виникають

бiльшi можливостi, порiвняно зi статичними регуляторами. Динамiчний ре-

гулятор для дескрипторної системи (3.1) в загальному випадку також можна

шукати у виглядi дескрипторної системи

F ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ(0) = ξ0, (3.3)

де ξ ∈ Rp — вектор стану регулятора, p — порядок регулятора, а матрицi F ,

Z, V , U i K пiдлягають визначенню.

Статичнi та динамiчнi регулятори, якi мiнiмiзують критерiй якостi J , бу-

демо називати J-оптимальними. J0-оптимальне керування у випадку одини-

чних вагових матриць P i Q вiдоме як H∞-оптимальне керування.

При дослiдженнi класу систем (3.1) використовуються такi їхнi власти-

востi, як C-, R- та I-керованiсть, а також двоїстi до них C-, R- та I-

спостережуванiсть [11,100]. Зокрема, для розв’язання задачH∞-оптимiзацiї

та їх узагальнень необхiдно, щоб трiйка матриць (E,A,B2) була стабiлiзовною

та I-керованою. Це означає, що повинна iснувати така матриця K, щоб пара

матриць (E,A+B2K) була стiйкою i неiмпульсною, тобто допустимою. Крите-

рiями I-керованостi трiйки (E,A,B2) i I-спостережуваностi трiйки (E,A,C2)

є вiдповiднi рiвностi [89]

rank

[
E 0 0

A E B2

]
= n+ ρ, rank


E A

0 E

0 C2

 = n+ ρ.
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3.2. Побудова статичних регуляторiв за спостережуваним

виходом

3.2.1. Методи лiнiйних матричних нерiвностей з обмеженнями.

Розглянемо систему керування (3.1) зi статичним регулятором

u = Ky, det(Im −KD22) 6= 0, (3.4)

де K — шукана матриця коефiцiєнтiв пiдсилення. Замкнена система має ви-

гляд

Eẋ = A∗x+B∗w, z = C∗x+D∗w, (3.5)

де

A∗ = A+B2K∗C2, B∗ = B1 +B2K∗D21,

C∗ = C1 +D12K∗C2, D∗ = D11 +D12K∗D21,

K∗ = (Im −KD22)
−1K.

У подальшому використовуватимемо вiдомий критерiй iснування розв’яз-

кiв ЛМН типу

A>XB +B>X>A < C, (3.6)

де A ∈ Rp×n, B ∈ Rq×n i C ∈ Rn×n — заданi матрицi, а X ∈ Rp×q — невiдома

матриця.

Лема 3.1. [103] Лiнiйна матрична нерiвнiсть (3.4) має розв’язок X тодi i

лише тодi, коли виконується одна iз таких умов:

(a) rankA = n, rankB = n;

(b) rankA < n, rankB = n, W>
ACWA > 0;

(c) rankB < n, rankA = n, W>
BCWB > 0;

(d) rankA < n, rankB < n, W>
ACWA > 0, W>

BCWB > 0,

де WA i WB — матрицi, стовпцi яких складають базиси вiдповiдних ядер

Ker A i Ker B.
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Теорема 3.1. Нехай для деяких матриць X, Y i S = ST ≥ 0 виконується

система спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27) i

W T
R

[
ATX +XTA+ CT

1 QC1 XTB1 + CT
1 QD11

BT
1 X +DT

11QC1 DT
11QD11 − γ2P

]
WR < 0, (3.7)

W T
L

[
AY + Y TAT +B1P

−1BT
1 Y TCT

1 +B1P
−1DT

11

C1Y +D11P
−1BT

1 D11P
−1DT

11−γ2Q−1

]
WL < 0, (3.8)

XY = γ2In, (3.9)

де R =
[
C2, D21

]
, L =

[
BT

2 , D
T
12

]
i γ > 0. Тодi iснує статичний регулятор

(3.4), при якому замкнена система (3.5) є допустимою i виконується оцiнка

J < γ. Навпаки, якщо для деякої матрицi K регулятора (3.4) замкнена

система (3.5) з критерiєм якостi J < γ допустима i виконується рiвнiсть

rank

[
E

D>∗ QC∗

]
= ρ, (3.10)

то система спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27), (3.7) – (3.9) сумiсна.

Доведення. Враховуючи лему Шура, перепишемо матричну нерiвнiсть (2.23)

у лемi 2.6 для замкненої системи (3.5) у виглядi ЛМН стосовно K∗ (див.

зауваження 2.1): 
AT
∗X +X>A∗ X>B∗ C>∗

B>∗ X −γ2P D>∗

C∗ D∗ −Q−1

 < 0

або

L̂>K∗R̂ + R̂>K>∗ L̂+ Ω < 0, (3.11)

де

R̂ =
[
R, 0l×k

]
, R =

[
C2, D21

]
, L̂ =

[
L, 0m×s

]
X̃, L =

[
B>2 , D

>
12

]
,

X̃ =


X 0 0

0 0 Ik

0 Is 0

 , Ω =


A>X +X>A X>B1 C>1

B>1 X −γ2P D>11

C1 D11 −Q−1

 .
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Далi застосуємо критерiй сумiсностi ЛМН (3.11) (умови (d) леми 3.1)

W>
R̂

ΩWR̂ < 0, W>
L̂

ΩWL̂ < 0. (3.12)

Оскiльки

WR̂ =

[
WR 0

0 Ik

]
, WL̂ = X̃−1

[
WL 0

0 Is

]
,

то данi спiввiдношення набувають вигляду (3.7) i (3.8), де Y = γ2X−1.

Якщо матрична нерiвнiсть (3.11) сумiсна, то завжди можна обрати такий

його розв’язок K∗, щоб det(Im −KD22) 6= 0, де

K = K∗(Il +D22K∗)
−1. (3.13)

Отже, спiввiдношення (2.20), (2.26), (2.27) i (3.7) – (3.9) на основi лем 2.6

i 3.1 забезпечують iснування регулятора (3.4), при якому замкнена система

(3.5) допустима i виконується оцiнка J < γ. Зворотне твердження виконує-

ться за додатковою умовою (3.10).

Теорему доведено.

Зауваження 3.1. Замiсть матричної рiвностi (3.9) в теоремi 3.1 можна ви-

користовувати рангову умову

rank

[
X γIn

γIn Y

]
= n, (3.14)

яка еквiвалентна (3.9).

Зауваження 3.2. Рангова умова (3.10) не залежить вiд K i виконується,

якщо

D11 = 0, D21 = 0 (3.15)

або

D12 = 0, rank
[
E> C>1 QD11

]
= ρ. (3.16)

Можна також встановити, що для виконання (3.10) достатньо, щоб

rank
[
E> C>1 QD11 C>1 QD12 C>2

]
= ρ. (3.17)
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Наведемо наслiдки теореми 3.1 у таких двох випадках:

B2 = In, D12 = 0, D11P
−1D>11 < γ2Q−1; (3.18)

C2 = In, D21 = 0, D>11QD11 < γ2P. (3.19)

За умов (3.18)WL =
[
0k×n, Ik

]T i матрична нерiвнiсть (3.8) у теоремi 3.1 не за-

лежить вiд Y , а за умов (3.19)WR =
[
0s×n, Is

]T i матрична нерiвнiсть (3.7) не

залежить вiд X. У цьому випадку, враховуючи рiвнiсть (3.9), спiввiдношення

(2.20), (2.26) i (2.27) можна переписати у виглядi[
G G− EY

G− Y >E> 0

]
≥ 0, (3.20)

0 ≤ G ≤ Y >X0Y, rank (G− Y >X0Y ) = ρ, (3.21)

де G — деяка невiдома матриця. Якщо у системi (3.1) виконуються умови

(3.19), причому D22 = 0, то y = x i шуканий регулятор (3.4) є статичним

зворотним зв’язком за станом.

Наслiдок 3.1. Для системи (3.1) за умов (3.18) iснує статичний регуля-

тор (3.4), що забезпечує оцiнку J0 < γ (J < γ), якщо для деяких матриць

X i S = S> ≥ 0 виконується система спiввiдношень (2.20) i (3.7)
(
(2.20),

(2.26), (2.27) i (3.7)
)
. При цьому замкнена система допустима.

Наслiдок 3.2. Для системи (3.1) за умов (3.19) iснує статичний регуля-

тор (3.4), що забезпечує оцiнку J0 < γ (J < γ), якщо для деяких матриць

Y i G = G> ≥ 0 виконується система спiввiдношень (3.8) i (3.20)
(
(3.8),

(3.20) i (3.21)
)
. При цьому замкнена система допустима.

Якщо у спiввiдношеннях (2.27) i (3.21) не враховувати рангових обме-

жень, то у вiдповiдних твердженнях наслiдкiв 3.1 i 3.1 повиннi виконуватись

нестрогi оцiнки J ≤ γ.

Наведемо алгоритми побудови матриць статичного регулятора (3.4), що

забезпечує строгу оцiнку критерiю якостi J0 < γ замкненої системи (3.5) за

вiдповiдних обмежень (3.18) i (3.19).
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Алгоритм 3.1. 1) Обчислення матрицi WR, де R =
[
C2, D21

]
.

2) Розв’язування системи ЛМН (2.20) i (3.7) щодо X i S = S> ≥ 0.

3) Розв’язування ЛМН (3.11) щодо K∗.

4) Обчислення матрицi регулятора K за формулою (3.13).
Алгоритм 3.2. 1) Обчислення матрицi WL, де L =

[
BT

2 , D
T
12

]
.

2) Розв’язування системи ЛМН (3.8) i (3.20) щодо Y i G = G> ≥ 0.

3) Розв’язування ЛМН (3.11) щодо K∗, де X = γ2Y −1.

4) Обчислення матрицi регулятора K за формулою (3.13).

Наведемо ще один наслiдок теореми 3.1 iз застосуванням параметриза-

цiї невiдомої матрицi Y (умови iснування статичного регулятора за станом).

Нехай El, Er ∈ Rn×ρ — компоненти скелетного розкладу матрицi E = ElE
>
R .

Наслiдок 3.3. Нехай виконуються умови

C2 = In, D>11QD11 < γ2P, D21 = 0, D22 = 0. (3.22)

Тодi iснує статичний регулятор за станом

u = Kx, K ∈ Rm×n, (3.23)

при якому замкнена система (3.5) допустима i має критерiй якостi J < γ,

якщо система ЛМН (3.8) i

E>r TEr > (E>l HEl)
−1 (3.24)

з невиродженою матрицею

Y = TE> +WEF (3.25)

сумiсна стосовно T = T> i F . Зворотне твердження справедливе, якщо

разом з (3.22) виконуються умови (3.15) або (3.16).

Iз даного твердження випливає наступний алгоритм синтезу статичного

регулятора за станом (3.23).

Алгоритм 3.3. 1) Обчислення матрицi WL, де L =
[
BT

2 , D
T
12

]
.

2) Розв’язування системи ЛМН (3.8) i (3.24) щодо T = T> i F за умови (3.25).

3) Розв’язування ЛМН (3.11) щодо K∗, де X = γ2Y −1.

4) Обчислення матрицi K регулятора (3.23) за формулою (3.13).
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3.2.2. Застосування критерiїв сумiсностi квадратичних

матричних нерiвностей. Розглянемо систему (3.1) зi статичним регуля-

тором (3.4) i критерiї якостi J0 i J типу (2.22). При досягненнi бажаної оцiнки

J < γ для замкненої системи (3.5) застосуємо лему 2.5. Перепишемо умову

(2.23) для системи (3.5) у виглядi квадратичної матричної нерiвностi

W + U>K∗V + V >K>∗ U + V >K>∗ RK∗V < 0, (3.26)

де

W =

[
A>X +X>A+ C>1 QC1 X>B1 + C>1 QD11

B>1 X +D>11QC1 D>11QD11 − γ2P

]
,

U =
[
B>2 X +D>12QC1, D

>
12QD11

]
, V =

[
C2, D21

]
, R = D>12QD12 ≥ 0.

Сформулюємо критерiй сумiсностi даної нерiвностi за умов m < q i l < q

(q = n+ s), якi природнi для системи (3.1).

Лема 3.2. Якщо R > 0, то матрична нерiвнiсть (3.26) має розв’язок

K∗ ∈ Rm×l тодi i лише тодi, коли

W>
V WWV < 0, W < U>R−1U. (3.27)

Доведення. На основi леми Шура [18] матричну нерiвнiсть (3.26) можна по-

дати у виглядi ЛМН стосовно K∗[
W + U>K∗V + V >K>∗ U V >K>∗

K∗V −R−1

]
< 0

або

Ŵ + Û>K∗V̂ + V̂ >K>∗ Û < 0,

де

Ŵ =

[
W 0

0 −R−1

]
, Û =

[
U Im

]
, V̂ =

[
V 0l×m

]
.

За лемою 3.1 критерiєм сумiсностi даної ЛМН є спiввiдношення

W>
Û
ŴWÛ < 0, W>

V̂
ŴWV̂ < 0,
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тобто умови (3.27), оскiльки

WÛ =

[
Iq

−U

]
, WV̂ =

[
WV 0

0 Im

]
.

Отже, на основi лем i маємо такий результат.

Теорема 3.2. Нехай виконуються умови

R0 = D>12QD12 > 0, R1 = γ2P −D>11Q1D11 > 0 (3.28)

i сумiсна щодо X i S система спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27), (3.7) i

A>2 X +X>A2 +X>R2X +Q2 < 0, (3.29)

де

A2 = A1 +B11R
−1
1 D>11Q1C1, A1 = A−B2R

−1
0 D>12QC1,

R2 = B11R
−1
1 B>11 −B2R

−1
0 B>2 , B11 = B1 −B2R

−1
0 D>12QD11,

Q1 = Q−QD12R
−1
0 D>12Q, Q2 = C>1 (Q1 +Q1D11R

−1
1 D>11Q1)C1.

Тодi iснує статичний регулятор (3.4), при якому замкнена система (3.5) є

допустимою i виконується оцiнка J < γ.

Зауваження 3.3. За умов теореми 3.2 матрицю шуканого регулятора (3.4)

можна побудувати у виглядi

K = K∗(Il +D22K∗)
−1,

де K∗ — розв’язок квадратичної матричної нерiвностi (3.26) або ЛМН (3.11).

3.3. Побудова динамiчних регуляторiв за спостережуваним

виходом

3.3.1. Система керування у розширеному фазовому просторi

Розглянемо дескрипторну систему (3.1) з динамiчним регулятором за спосте-

режуваним виходом

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ(0) = 0, (3.30)
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де ξ ∈ Rp, p — порядок регулятора, матрицi Z, V , U i K пiдлягають визна-

ченню. Зауважимо, що початковий вектор шуканого регулятора нульовий.

Побудова динамiчного регулятора (3.30) формально зводиться до пошуку

статичного регулятора

û = K̂∗ŷ

для системи керування у розширеному фазовому просторi:

Ê ˙̂x = Âx̂+ B̂1w + B̂2û, x̂(0) = x̂0,

z = Ĉ1x̂+ D̂11w + D̂12û,

ŷ = Ĉ2x̂+ D̂21w,

(3.31)

де

x̂ =

[
x

ξ

]
, x̂0 =

[
x0

0

]
, ŷ =

[
y −D22u

ξ

]
, û =

[
u

ξ̇

]
, Ê =

[
E 0

0 Ip

]
,

Â =

[
A 0n×p

0p×n 0p×p

]
, B̂1 =

[
B1

0p×s

]
, B̂2 =

[
B2 0n×p

0p×m Ip

]
,

Ĉ1 =
[
C1, 0k×p

]
, D̂11 = D11, D̂12 =

[
D12, 0k×p

]
,

Ĉ2 =

[
C2 0l×p

0p×n Ip

]
, D̂21 =

[
D21

0p×s

]
, D̂22 =

[
D22 0l×p

0p×m 0p×p

]
,

K̂∗ =

[
K∗ U∗

V∗ Z∗

]
, K̂ =

[
K U

V Z

]
= (In+p + K̂∗D̂22)

−1K̂∗.

Замкнена система має вигляд

Ê ˙̂x = Â∗x̂+ B̂∗w, z = Ĉ∗x̂+ D̂∗w, x̂(0) = x̂0, (3.32)

де

Â∗ = Â+ B̂2K̂∗Ĉ2, B̂∗ = B̂1 + B̂2K̂∗D̂21,

Ĉ∗ = Ĉ1 + D̂12K̂∗Ĉ2, D̂∗ = D̂11 + D̂12K̂∗D̂21.

Нехай вагова матриця X0 в (2.22) задана у виглядi (2.25), а Ĵ — критерiй

якостi типу (2.22) для системи (3.32) з ваговою матрицею

X̂0 = Ê>ĤÊ, Ĥ =

[
H H>1

H1 H2

]
> 0. (3.33)
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Оскiльки ξ0 = 0, то Ĵ = J , причому X0 = E>HE є першим дiагональним

блоком матрицi X̂0 i значення Ĵ не залежить вiд H1 i H2.

3.3.2. Умови iснування та алгоритми побудови динамiчних

регуляторiв

Лема 3.3. Для заданих невироджених матриць X, Y ∈ Rn×n, довiльної ма-

трицi E ∈ Rn×n i числа γ > 0 наступнi твердження еквiвалентнi:

1) iснують матрицi X1, Y1 ∈ Rp×n, X2, Y2 ∈ Rp×p, X3, Y3 ∈ Rn×p такi, що

Ê>X̂ = X̂>Ê ≥ 0, ÊŶ = Ŷ >Ê> ≥ 0, X̂Ŷ = γ2In+p, (3.34)

де

Ê =

[
E 0

0 Ip

]
, X̂ =

[
X X3

X1 X2

]
, Ŷ =

[
Y Y3

Y1 Y2

]
;

2) виконуються умови

W = W> ≥ 0, rankW = ρ+ δ, δ = rank ∆ ≤ p, (3.35)

де

W =

[
E>X γE>

γE EY

]
, ∆ = γ2In −XY ;

3) для деякої матрицi Θ = Θ> ≥ 0 виконуються умови

rank

[
X −ΘE γIn

γIn Y

]
= n, rank Θ ≤ p, EY = Y >E> ≥ 0; (3.36)

4) для деякої матрицi Λ = Λ> ≥ 0 виконуються умови

rank

[
X γIn

γIn Y − ΛE>

]
= n, rank Λ ≤ p, E>X = X>E ≥ 0. (3.37)

Доведення. Еквiвалентнiсть тверджень 1 i 2 доведена в [46].

Нехай виконується твердження 3. Iз вiдомої формули для рангу блочної

матрицi випливає, що перша умова в (3.36) еквiвалентна рiвностiX−γ2Y −1 =
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ΘE або ∆ = −ΘEY . При цьому E>X = X>E ≥ 0, якщо EY = Y >E> ≥ 0.

Застосуємо конгруентне перетворення матрицi W в (3.35):

T>WT =

[
EY 0

0 Γ

]
,

де

T =

[
0 In

In −γY −1

]
, detT 6= 0,

Γ = E>(X − γ2Y −1) = E>ΘE ≥ 0.

Використовуючи розклад невiд’ємно визначеної матрицi Θ = Θ>0 Θ0 за

умов (3.36) маємо:

δ = rank ∆ ≤ rank (Θ0E) = rank Γ ≤ δ,

тобто rank Γ = δ, rankW = ρ + δ i δ ≤ rank Θ ≤ p. Отже твердження 2 є

наслiдком твердження 3.

Покажем, що твердження 3 є наслiдком твердження 1. Дiйсно, покладемо

Θ = X3X
−1
2 X>3 , при цьому X1 = X>3 E i X2 = X>2 > 0. Тодi iз рiвностей

XY + X3Y1 = γ2In i X1Y + X2Y1 = 0 випливає γ2In = (X − ΘE)Y , тобто

рангова умова (3.36). Крiм того, виконуються спiввiдношення EY = Y >E> ≥
0 i rank Θ ≤ p.

Аналогiчно доводиться, що твердження 2 є наслiдком твердження 4, а

твердження 4 є наслiдком твердження 1, при цьому Λ = Y3Y
−1

2 Y >3 , Y1 =

Y >3 E
>, Y2 = Y >2 > 0 i rank Λ ≤ p.

Лему доведено.

Теорема 3.3. Нехай iснують матрицi X, Y , S = S> ≥ 0 i

Θ = Θ> ≥ 0, що задовольняють спiввiдношення (2.20), (2.26), (2.27), (3.36)

i

W>
R

[
A>X +X>A+ C>1 QC1 X>B1 + C>1 QD11

B>1 X +D>11QC1 D>11QD11 − γ2P

]
WR < 0, (3.38)

W>
L

[
AY + Y >A> +B1P

−1B>1 Y >C>1 +B1P
−1D>11

C1Y +D11P
−1B>1 D11P

−1D>11−γ2Q−1

]
WL < 0, (3.39)
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де L =
[
B>2 , D

>
12

]
i R =

[
C2, D21

]
. Тодi iснує динамiчний регуля-

тор (3.30), при якому критерiй якостi (2.22) замкненої системи (3.32)

J < γ i в’язка матриць F̂∗(λ) = Â∗ − λÊ допустима.

Навпаки, якщо для деякого регулятора (3.30) замкнена система має кри-

терiй якостi J < γ, в’язка матриць F̂∗(λ) допустима i виконується рiв-

нiсть

rank

[
Ê

D̂>∗ QĈ∗

]
= ρ+ p, (3.40)

то система спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27), (3.36), (3.38) i (3.39) сумiсна.

Доведення. На основi леми Шура [18] подамо умови леми 2.5 для системи

(3.32) у виглядi

Ω̂∗ =


Â>∗ X̂ + X̂>Â∗ X̂>B̂∗ Ĉ>∗

B̂>∗ X̂ −γ2P D̂>∗

Ĉ∗ D̂∗ −Q−1

 < 0, X̂ =

[
X X3

X1 X2

]
, (3.41)

0 ≤ Ê>X̂ = X̂>Ê = Ŝ ≤ γ2X̂0, rank (Ŝ − γ2X̂0) = ρ+ p. (3.42)

Очевидно, що блочна матриця X̂ в (3.41) повинна бути невиродженою.

Застосовуючи розклад невiд’ємно визначеної матрицi Ŝ = L̂>L̂ в (3.42), маємо[
X1, X2

]
= L>2 L̂, rank

[
X1, X2

]
= p ≤ rankL2 = rankX2, де L̂ =

[
L1, L2

]
,

X1 = X>3 E iX2 = X>2 = L>2 L2 > 0. Рангове обмеження у (3.42) за умов (2.20),

(2.26), (2.27) можна задовольнити шляхом вибору доповнювальних блокiв H1

i H2 матрицi Ĥ > 0 в (3.33), якi не впливають на значення критерiю якостi

Ĵ . Зокрема, якщо покласти H1 = γ−2X>3 i H2 > γ−2X2, то спiввiдношення

(3.42) зводяться до умов (2.20), (2.26) i (2.27).

Застосуємо таке перетворення шуканої матрицi

X̂ = Û>X̃V̂ −1,

де

Û =

[
In 0

X−1
2 X>3 Ip

]
, V̂ =

[
In 0

−X−1
2 X1 X−1

2

]
, X̃ =

[
G 0

0 Ip

]
,
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G = X −X3X
−1
2 X1. Тодi матричну нерiвнiсть (3.41) можна подати у виглядi

Ω̃∗ =


Ã>∗ X̃ + X̃>Ã∗ X̃>B̃∗ C̃>∗

B̃>∗ X̃ −γ2P D̃>∗

C̃∗ D̃∗ −Q−1

 < 0

або

L̃>∗ K̂∗R̃∗ + R̃>∗ K̂
>
∗ L̃∗ + Ω̃ < 0,

де

Ã∗ = ÛÂ∗V̂ = Ã+ B̃2K̂∗C̃2, B̃∗ = ÛB̂∗ = B̃1 + B̃2K̂∗D̂21,

C̃∗ = Ĉ∗V̂ = Ĉ1 + D̂12K̂∗C̃2, D̃∗ = D11 + D̂12K̂∗D̂21,

Ã = ÛÂV̂ =

[
A 0

X−1
2 X>3 0

]
, B̃2 = ÛB̂2 =

[
B2 0

X−1
2 X>3 B2 Ip

]
,

C̃2 = Ĉ2V̂ =

[
C2 0

−X−1
2 X1 X−1

2

]
, B̃1 = ÛB̂1 =

[
B1

X−1
2 X>3 B1

]
,

L̃∗ =
[
B̃>2 X̃, 0, D̂

>
12

]
= L̃∆−1

L , R̃∗ =
[
C̃2, D̂21, 0

]
= R̃∆−1

R ,

L̃ =

[
L 0 0

0 0 Ip

]
, R̃ =

[
R 0 0

0 Ip 0

]
,

∆L =


G−1 0 0 −G−1X3X

−1
2

0 0 0 Ip

0 0 Is 0

0 Ik 0 0

 , ∆R =


In 0 0 0

X1 0 X2 0

0 Is 0 0

0 0 0 Ik

 ,

Ω̃ =


A>G+G>A A>X3X

−1
2 G>B1 C>1

X−1
2 X>3 A 0 X−1

2 X>3 B1 0

B>1 G B>1 X3X
−1
2 −γ2P D>11

C1 0 D11 −Q−1

 .
Критерiй iснування розв’язку K̂∗ даної нерiвностi має вигляд (див. лему 2.6)

W>
R̃∗

Ω̃WR̃∗
< 0, W>

L̃∗
Ω̃WL̃∗

< 0, (3.43)
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де

WL̃∗
= ∆L


WL 0

0 Is

0 0

 , WR̃∗
= ∆R


WR 0

0 0

0 Ik

 .
Позначимо G̃ = G−1X3X

−1
2 i знайдемо вирази

∆>LΩ̃∆L =


AG−1 +G−1>A> G−1>C>1 B1 −AG̃

C1G
−1 −Q−1 D11 −C1G̃

B>1 D>11 −γ2P 0

−G̃>A> −G̃>C>1 0 0

 ,

∆>RΩ̃∆R =


A>X +X>A X>B1 A>X3 C>1

B>1 X −γ2P B>1 X3 D>11

X>3 A X>3 B1 0 0

C1 D11 0 −Q−1

 .
Тодi спiввiдношення (3.43) набувають вигляду

[
W>

R 0

0 Ik

]
A>X +X>A X>B1 C>1

B>1 X −γ2P D>11

C1 D11 −Q−1


[
WR 0

0 Ik

]
< 0,

[
W>

L 0

0 Is

]
AG−1 +G−1>A> G−1>C>1 B1

C1G
−1 −Q−1 D11

B>1 D>11 −γ2P


[
WL 0

0 Is

]
< 0,

або, враховуючи лему Шура, маємо вiдповiдно (3.38) i (3.39), де Y = γ2G−1.

Згiдно з (3.42) E>G = G>E ≥ 0, тобто EY = Y >E> ≥ 0, причому

X − γ2Y −1 = ΘE, rank Θ ≤ p,

де Θ = X3X
−1
2 X>3 ≥ 0. Останнi спiввiдношення зводяться до рангових умов

(3.36) в твердженнi 3 леми 3.3.

Отже, якщо матрицi X, Y , S i Θ знайдено iз спiввiдношень (2.20), (2.26),

(2.27), (3.36), (3.38) i (3.39), то при побудовi доповнювальних блокiв матрицi
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X̂, що задовольняє умови (3.41) i (3.42), можна використати спектральний

розклад матрицi Θ або її представлення Θ = Θ>0 Θ0, де Θ0 ∈ Rq×n, при цьому

X2 = Iq iX3 = Θ0. В результатi на основi лем 2.5 i 2.6, а також еквiвалентностi

тверджень 1 i 3 леми 3.3 можна стверджувати, що iснує регулятор (3.30)

порядку p ≥ q, при якому критерiй якостi (2.22) замкненої системи (3.32)

J < γ i в’язка матриць F̂∗(λ) = Â∗ − λÊ допустима. Зворотне твердження

виконується за додатковою умовою (3.40).

Теорему доведено.

Зауваження 3.4. Можна встановити, що ранговi умови (3.10) i (3.40) у зво-

ротних твердженнях теорем 3.1 i 3.3 еквiвалентнi. Тому для виконання (3.40)

достатньо одної iз умов (3.15) – (3.17) (див. зауваження 3.1).

Зауваження 3.5. Умови теореми 3.1 у випадку Θ = 0 забезпечують iснува-

ння статичного регулятора (3.4), при якому замкнена система (3.5) є допу-

стимою i виконується оцiнка J < γ (див. [46, теорема 3.1]).

На основi теореми 3.1 наведемо алгоритм синтезу динамiчного регулятора

(3.30) для системи (3.1).

Алгоритм 3.4.

1) Обчислення матриць WL i WR, де L =
[
B>2 , D

>
12

]
, R =

[
C2, D21

]
.

2) Знаходження матриць X, Y , S = S> ≥ 0 i Θ = Θ> ≥ 0, що задовольняють

систему спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27), (3.36), (3.38) i (3.39).

3) Знаходження спектрального розкладу невiд’ємно визначеної матрицi

Θ = TΛT>,

де

Λ =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . λq

 , T =
[
t1, . . . , tq

]
,

λi i ti — ненульовi власнi значення i вiдповiднi ортонормованi власнi вектори

матрицi Θ.
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4) Формування доповнювальних блокiв матрицi X̂ у виглядi X1 = T>E,

X2 = Λ−1 i X3 = T (p = q).

5) Розв’язування ЛМН

L̂>∗ K̂∗R̂∗ + R̂>∗ K̂
>
∗ L̂∗ + Ω̂ < 0, (3.44)

стосовно K̂∗ за умови det(Im −KD22) 6= 0, де

R̂∗ =
[
Ĉ2, D̂21, 0(l+p)×k

]
, L̂∗ =

[
B̂>2 X̂, 0(m+p)×s, D̂

>
12,
]
,

Ω̂ =


Â>X̂ + X̂>Â X̂>B̂1 Ĉ>1

B̂>1 X̂ −γ2P D̂>11

Ĉ1 D̂11 −Q−1

 ,
6) Обчислення матриць регулятора (3.30) за формулою

K̂ =

[
K U

V Z

]
= (In+p + K̂∗D̂22)

−1K̂∗.

Реалiзацiя даного алгоритму забезпечує оцiнку критерiю якостi J < γ,

а також регулярнiсть, неiмпульсивнiсть i асимптотичну стiйкiсть замкненої

системи (3.32). Ранг, матрицi Θ, знайденої у п. 2 алгоритму, визначає поря-

док динамiчного регулятора p. Якщо Θ = 0, то є можливiсть побудувати

статичний регулятор з потрiбними властивостями. У випадку X0 > 0 замiсть

рангової умови в (2.27) доцiльно використати ЛМН S < γ2X0. Для досягне-

ння оцiнки J0 < γ можна використати спрощений варiант алгоритму 3.4, у

якому не використовуються спiввiдношення з ваговою матрицею X0.

Зазначимо, що алгоритм 3.4 при мiнiмально можливих значеннях пара-

метра γ може бути застосований при побудовi наближених J-оптимальних

законiв керування для класу систем типу (3.1).
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3.4. Приклади та обчислювальнi експерименти

3.4.1. Приклад 1. Статичний регулятор. Розглянемо дескриптор-

ну систему керування (3.1) з такими матричними коефiцiєнтами (див. [128,

Приклад 4.17]):

E =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , A =


0 1 0 0

1 0 0 0

−1 0 0 1

0 1 1 1

 , B1 =


1 0

0 0

0 1

0 1

 , B2 =


0

0

0

−1

 ,

C1 =

[
1 0 1 0

0 1 0 1

]
, D11 = 02×2, D12 =

[
1

0

]
,

C2 = I4, D21 = 04×2, D22 = 04×1.

У даному випадку n = 4, m = 1, k = 2, s = 2 i l = 4, причому y = x i

виконуються умови (3.19) наслiдку 3.2. В’язка матриць F (λ) = A − λE має

спектр σ(F ) =
{
− 0, 5 ± 0, 86603i

}
i є допустимою, оскiльки алгебраїчна

система (2.14) має єдиний розв’язок

Z =


1 0 1 −1

−1 −1 −1 1

0 1 0 0

1 0 1 −1


максимального рангу ρ = 2, знайдений за допомогою системи Mathcad.

Нехай критерiї якостi J0 i J для даної системи визначають матрицi

P =

[
1 0

0 5

]
, Q =

[
3 0

0 1

]
, X0 = E>HE, H = I4.

Для системи без керування на основi формул (2.29) отримано такi значення

J0 = 2, 78413 i J = 2, 82383.
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Застосовуючи твердження наслiдку 3.2 при γ = 2, отримано матрицi

Y =


15, 64226 −10, 58153 0 0

−21, 15212 −2, 78667 19, 12753 0, 79646

−10, 58153 9, 02720 0 0

19, 60824 2, 68715 −21, 45475 −4, 75586

 ,

G =


15, 64226 −10, 58153 0 0

−10, 58153 9, 02720 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,
якi задовольняють систему ЛМН (3.8) i (3.20), а також спiввiдношення (3.21).

При цьому статичний регулятор (3.4) з матрицею

K =
[
−0, 40598 0, 22073 −0, 11817 0, 02629

]
забезпечує замкненiй системi (3.5) критерiї якостi J0 = 1, 26684 i J = 1, 67739.

Вiдповiдна в’язка матриць F∗(λ) має спектр σ(F∗) =
{
−0, 88525±0, 80699i

}
i є допустимою.

Отримано також наближено матрицю J0-оптимального регулятора

K =
[
−0, 91414 0, 25619 −0, 35685 0, 19649

]
,

при якому замкнена система є допустимою, має спектр

σ(F∗) =
{
− 1, 15462± 0, 70073i

}
та критерiї якостi J0 = 1, 10245 i

J = 1, 61076.

3.4.2. Приклад 2. Динамiчний регулятор. Розглянемо систему

керування (3.1) з такими матрицями [128]:

E =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , A =


0 1 0 0

1 0 0 0

−1 0 0 1

0 1 1 1

 , B1 =


1 0

0 0

0 1

0 1

 , B2 =


0

0

0

−1

 ,
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C1 =

[
1 0 1 0

0 1 0 1

]
, C2 =

[
0 0 1 0

]
,

D11 =

[
0 0

0 0

]
, D12 =

[
1

0

]
, D21 =

[
0 1

]
, D22 = 0,

У даному випадку n = 4, m = 1, k = 2, s = 2, l = 1 i, на вiдмiну вiд попере-

днього прикладу, керування будується на основi вектора спостережуваного

виходу y = x3 + w2.

Нехай критерiї якостi J0 i J типу (2.22) визначенi з ваговими матрицями

P =

[
1 0

0 5

]
, Q =

[
3 0

0 1

]
, X0 = 5E>E =


5 0 0 0

0 0 0 0

0 0 5 0

0 0 0 0

 .

Для системи без керування маємо такi значення J0 = 2, 78270 i J = 2, 78533,

що вирахованi згiдно з (2.29).

Алгоритм 3.4 реалiзовано за допомогою комп’ютерної системи PTC

Mathcad Prime. Спочатку наближено знайдено найменше значення параме-

тра γ = 1, 5, при якому сумiсна система спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27),

(3.36), (3.38) i (3.39), вiдповiднi матрицi

X =


4, 55602 0 −1, 90889 0

−1, 90889 0 4, 91959 0

5, 01484 1, 87960 3, 22631 −0, 14856

−3, 72768 −1, 58627 −0, 76704 −1, 25203

 ,

Y =


4, 02596 −2, 47210 0 0

−2, 65983 −0, 89927 1, 08810 −0, 12911

−2, 47210 2, 66911 0 0

0, 67589 0, 74616 −1, 37858 −1, 63351

 ,
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S =


4, 55602 0 −1, 90889 0

0 0 0 0

−1, 90889 0 4, 91959 0

0 0 0 0

 ≥ 0,

Θ =


3, 26019 −3, 10907 1, 11697 −1, 52252

−3, 10907 2, 96502 −1, 05864 1, 45978

1, 11697 −1, 05864 2, 55609 0, 11989

−1, 52252 1, 45978 0, 11989 1, 58268

 ≥ 0,

а також доповнювальнi блоки матрицi X̂:

X1 =


−0, 65544 0 0, 62515 0

0, 08457 0 −0, 08450 0

−0, 29835 0 0, 27625 0

 ,

X2 =


0, 13436 0 0

0 0, 41521 0

0 0 1, 94918

 ,

X3 =


−0, 65544 0, 08457 −0, 29835

0, 62515 −0, 08450 0, 27625

−0, 27740 −0, 89251 0, 35564

0, 32036 −0, 43490 −0, 84154

 .
Далi, розв’язуючи ЛМН (3.44), знайдено матричнi коефiцiєнти шуканого ди-

намiчного регулятора (3.30) порядку p = rank Θ = 3:

Z =


−2, 08370 −0, 39169 1, 02327

−0, 48944 −7, 90153 −0, 48605

0, 06443 −0, 56449 −7, 14171

 , V =


−13, 07781

−0, 53548

−0, 69422

 ,
U =

[
−0, 15375 0, 02058 −0, 12741

]
, K = −1, 26024.

В результатi спектр замкненої системи

σ(F̂∗) =
{
− 1, 20482, −6, 94203, −8, 15689, −0, 91160± 1, 12177i

}
,
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вiдповiдна в’язка матриць F̂∗(λ) = Â∗ − λÊ є регулярною, стiйкою i не-

iмпульсивною, а значення зваженого критерiю якостi замкненої системи

J = 1, 45912 не перевищує γ.

Далi, застосовуючи лему 2.6 для замкненої системи (3.32), знайдено вiд-

повiднi матрицi X̂, Ŝ = Ŝ> ≥ 0, найгiршi вектор зовнiшнiх збурень w = K̂0x̂

i початковий вектор x̂0, де

K̂0 =



2, 17513 0, 15889

0 −0, 12092

−0, 95335 −0, 10577

0 −0, 48533

−0, 32401 −0, 00201

0, 03731 −0, 00977

−0, 13544 0, 19112



>

, x̂0 =

[
x0

ξ0

]
=



0

0, 52717

0

0, 84976

0

0

0


,

причому

(Ŝ − γ2X̂0)x̂0 = 0, ‖x̂0‖ = 1, 0 ≤ Ŝ ≤ γ2X̂0, X̂0 = diag{X0, Ip},

де γ = J ≈ 1, 45912.

Рис. 3.1: Поведiнка замкненої керованої системи при найгiршому збуреннi.
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Рис. 3.2: Поведiнка динамiчного регулятора при найгiршому збуреннi.

Рис. 3.3: Найгiрше збурення.

На рис. 3.1 i 3.2 зображена поведiнка компонент розв’язку x̂ об’єднаної

дескрипторної системи “об’єкт + регулятор”

Ê ˙̂x = Â0x̂, Â0 = Â∗ + B̂∗K̂0, x̂(0) = x̂0

при наведених значеннях початкового вектора i зовнiшнiх збурень (див. та-

кож рис. 3.3). Даний розв’язок побудований у термiнах пари матриць T i ∆,

що задовольняють матричне рiвняння Â0T = ÊT∆, а саме:

x̂ = Tz, ż = ∆z, z(0) = z0.
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При цьому x̂0 = Tz0, матриця T має повний ранг за стовпцями, а власнi

числа матрицi ∆ утворюють скiнченний спектр

σ(F̂0) =
{
− 0, 00393, −6, 7716, −8, 50199, −0, 46769± 1, 53525i

}
в’язки матриць F̂0(λ) = Â0 − λÊ.

Для розглядуваної системи (3.1) виконуються умови (3.28), що дає змогу

будувати статичнi регулятори з бажаними властивостями на основi теореми

3.2. При γ = 2, 5 знайдено матрицю

X =


4, 28441 0 1, 16184 0

1, 16184 0 4, 70812 0

4, 28300 0, 42666 1, 77609 0, 37196

−3, 72698 −0, 58943 −0, 58261 −1, 14690

 ,

що задовольняє систему спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27) i (3.29) Знайдено

також коефiцiєнт пiдсилення K0 = −0, 40868 статичного регулятора (3.4)

(див. зауваження 3.3), при якому замкнена система має критерiї якостi J0 =

2.40672 i J = 2.40970 < γ. При цьому вiдповiдна в’язка матриць F∗(λ) =

A∗ − λE допустима i має скiнчений спектр σ(F̂∗) =
{
− 0, 5± 1, 07642i

}
.

3.4.3. Приклад 3. Гiдравлiчна система з трьома резервуарами.

Розглянемо лiнеаризовану модель гiдравлiчної системи з трьома послiдовно

сполученими резервуарами, яка описується як дескрипторна система керува-

ння (3.1) з такими матрицями [72]

E =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A =


−k1 0 0

k1 −k2 0

1 1 1

 , B1 =


1 0

0 0

0 0

 , B2 =


1

0

0

 ,
C1 =

[
0 0 1

]
, D11 = 01×2, D12 = 1,

C2 =

[
1 0 0

0 1 0

]
, D21 =

[
0 0

0 1

]
, D22 = 02×1.
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Рис. 3.4: Гiдравлiчна система з трьома резервуарами.

У даному прикладi n = 3,m = 1, k = 1, s = 2 i l = 2. Компоненти вектора

стану x =
[
x1, x2, x3

]> визначають рiвнi рiдини у вiдповiдних резервуарах,

вектор w =
[
w1, w2

]> формують неконтрольованi збурення w1 й похибка w2

у вимiрах y =
[
x1, x2+w2

]>, а керування u, що регулює рiвнi рiдини у перших

двох резервуарах — це дебiт (потiк) рiдини в насосi iз третього резервуара в

перший (рис. 3.4).

Виберемо значення параметрiв k1 = 0, 01, k2 = 0, 25 i ваговi матрицi

критерiю якостi (2.22):

P = diag{2, 1}, Q = 1, X0 = diag{1, 1, 0}, H = I3.

У даному випадку пара матриць (E,A) допустима, а система (3.1) — iмпуль-

сно керована й iмпульсно спостережувана.

Застосовуючи комп’ютерну систему Mathcad Prime, при γ = 2 знайдено

матрицi

S =


2, 66295 1, 47938 0

1, 47938 2, 34076 0

0 0 0

 ,

X =


2, 66295 1, 47938 0

1, 47938 2, 34076 0

1, 62013 0, 67532 −0, 86984

 ,
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що задовольняють систему спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27), (3.7) i (3.29) у

теоремi 3.2, а також матрицю статичного регулятора (3.4)

K1 = −
[

1, 05265 0, 70320
]
,

при якому замкнена система (3.5) допустима i має критерiй якостi J =

1, 95467 < γ. При цьому J0 = 1, 52671.

Рис. 3.5: Поведiнка замкненої системи при найгiршому збуреннi.

Далi, для замкненої системи з матрицею регулятора K1 побудовано най-

гiрше збурення

w = K0x, K0 =

[
0, 30667 0, 24308 0

−0, 27293 −0, 24407 −0, 21133

]
(3.45)

i найгiрший початковий вектор

x0 =
[
−0, 45380 −0, 36093 0, 81473

]>
щодо критерiю якостi J (див. лему 2.6). На рис. 3.5 зображена поведiнка

розв’язку замкненої системи при наявностi найгiршого збурення

Eẋ = A0x, x(0) = x0, (3.46)
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Рис. 3.6: Найгiрше збурення.

де A0 = A + B2K1C2 + B1K0, а на рис. 3.6 — компонентiв збурення (3.45).

Система (3.46) допустима i має скiнчений спектр

σ(F0) =
{
− 0, 25965,−0, 70302

}
.

Її розв’язок побудовано у виглядi x(t) = T x̃(t), де T — матриця повного рангу,

для якої виконуються спiввiдношення

A0T = ETΛ, rankT = rank (ET ) = rankE,

а x̃(t) — розв’язок звичайної системи ˙̃x = Λx̃, причому σ(Λ) = σ(F0) i x0 =

T x̃0.

3.5. Висновки до роздiлу

У даному роздiлi дослiджено задачi синтезу узагальнених H∞ статичних

та динамiчних регуляторiв для класу лiнiйних дескрипторних систем з керо-

ваними i спостережуваними виходами. Отримано наступнi результати.

• Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування стабiлiзуючих стати-

чних регуляторiв за спостережуваним виходом, при яких замкнена си-

стема належить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений
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рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень менший заданого значе-

ння. Отриманi умови у випадку застосування статичних регуляторiв за

станом зведено до розв’язання лiнiйних матричних нерiвностей.

• Розвинуто комбiнований метод лiнiйних та квадратичних матричних

нерiвностей для розв’язання узагальненої задачi H∞-керування зi зва-

женим критерiєм якостi.

• Задача синтезу дескрипторних систем з динамiчним регулятором зве-

дено до аналогiчної задачi зi статичним регулятором у розширеному

фазовому просторi.

• Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування динамiчних регулято-

рiв за спостережуваним виходом, при яких замкнена система належить

класу допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень гасiння

зовнiшнiх i початкових збурень менший заданого значення. Отриманi

умови зведено до розв’язання лiнiйних матричних нерiвностей при до-

даткових рангових обмеженнях.

• Розроблено i чисельно реалiзовано алгоритми синтезу динамiчного ре-

гулятора для розв’язання узагальненої задачi H∞-керування.
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Роздiл 4

ОЦIНКА ГАСIННЯ ОБМЕЖЕНИХ ЗБУРЕНЬ ЗА УМОВ

НЕВИЗНАЧЕНОСТI

В даному роздiлi викладено деякi пiдходи до розв’язання задач iснування

та побудови узагальнених статичних та динамiчних H∞-регуляторiв по вихо-

ду для класу дескрипторних систем за умов невизначеностi матричних коефi-

цiєнтiв. В результатi замкнена система керування повинна бути допустимою

i робастно (асимптотично) стiйкою вiдносно заданих матричних невизначе-

ностей. Такими множинами невизначеностi можуть бути матричнi iнтервали,

полiтопи, афiннi множини тощо.

Зазначимо, що матричнi iнтервали i афiннi множини можна описати у

виглядi полiтопiв (див. [39, 56]). Наприклад, матричний iнтервал

A = {A ∈ Rn×m : A ≤ A ≤ A},

де A = ‖aij‖
n,m
i,j=1, A = ‖aij‖n,mi,j=1, а ≤ — знак нерiвностi стосовно конуса не-

вiд’ємних матриць, описує полiтоп з ν = 2nm вершинами:

Co{A1, . . . , Aν} =
{ ν∑

i=1

aiAi : ai ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑
i=1

ai = 1
}
,

де

Ak = ‖akij‖
n,m
i,j=1, akij ∈ {aij, aij}, i = 1, n, j = 1,m, k = 1, ν.

Застосування матричних полiтопiв дозволяє отриманi в роздiлах 2 i 3 ре-

зультати поширити на деякi класи нелiнiйних (псевдолiнiйних) дескриптор-

них систем керування.

4.1. Полiедральна невизначенiсть матричних коефiцiєнтiв

Наведемо ряд тверджень типу лем 2.2 – 2.4 для дескрипторних систем за

умов полiедральної невизначеностi матричних коефiцiєнтiв.

За лемою 2.2 кожна в’язка матриць F (λ) = A− λE при

E ∈ Co{E1, . . . , Eν0}, A ∈ Co{A1, . . . , Aν1} (4.1)
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є допустимою тодi i лише тодi, коли сумiсна система ЛМН

A>i1X +X>Ai1 < 0, E>i0X = X>Ei0 ≥ 0, i0 = 1, ν0, i1 = 1, ν1, (4.2)

де Ei0 i Ai1 — вершини заданих полiтопiв у просторi матриць Rn×n. Еквiва-

лентнiсть спiввiдношень (2.18), (2.19) i системи (4.2) випливає iз зображення

матриць

A =

ν1∑
i1=1

αi1Ai1, E =

ν0∑
i0=1

βi0Ei0,

де αi1 ≥ 0, βi0 ≥ 0, α1 + · · ·+αν1 = β1 + · · ·+βν0 = 1. Зазначимо, що матричнi

iнтервали i афiннi множини можна описати у виглядi полiтопiв.

Аналогiчно, якщо iснують матрицi X i Si0 = S>i0 ≥ 0, що задовольняють

систему ЛМН [
Si0 Si0 − E>i0X

Si0 −X>Ei0 0

]
≥ 0, i0 = 1, ν0, (4.3)

[
A>i1X +X>Ai1 + C>i3QCi3 X>Bi2 + C>i3QDi4

B>i2X +D>i4QCi3 D>i4QDi4 − γ2P

]
< 0, (4.4)

i1 = 1, ν1, i2 = 1, ν2, i3 = 1, ν3, i4 = 1, ν4,

то за лемою 2.3 для системи (2.11) з довiльними коефiцiєнтами (4.1) i

B ∈ Co{B1, . . . , Bν2}, C ∈ Co{C1, . . . , Cν3}, D ∈ Co{D1, . . . , Dν4} (4.5)

в’язка матриць F (λ) допустима i виконується оцiнка J0 < γ. При цьому за

лемою 2.5 J ≤ γ, якщо разом з (4.3) i (4.4) виконуються умови

Si0 ≤ γ2X0, i0 = 1, ν0. (4.6)

Для сiм’ї систем (2.11) з невизначеними коефiцiєнтами (4.5) виконується стро-

га оцiнка J < γ, якщо сумiсна система спiввiдношень (4.4) i[
S S − E>X

S −X>E 0

]
≥ 0, (4.7)

S ≤ γ2X0, rank (S − γ2X0) = ρ, (4.8)
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де вагова матриця X0 подана у виглядi (2.25).

Наведемо вiдомий пiдхiд до вивчення та застосування ЛМН з невизначе-

ними коефiцiєнтами загального типу

M(X) =
ν∑

i,j=1

γijA
∗
iXAj > 0 (≥ 0), (4.9)

де γij — елементи ермiтової матрицi Γ. Позначимо через I пiдмножину iнде-

ксiв I ⊆ {1, . . . , ν}, для яких вiдповiднi матричнi коефiцiєнти невизначенi:

Ai ∈ Co{Ai1, . . . , Aiνi}, i ∈ I. (4.10)

Сформулюємо лему 1.21 iз [39] у наступному виглядi.

Лема 4.1. Нехай виконується одна iз умов

γii = 0, i ∈ I, X = X∗, (4.11)

або

γii ≤ 0, i ∈ I, X = X∗ ≥ 0. (4.12)

Тодi матрична нерiвнiсть (4.9) за умов невизначеностi (4.10) виконується

в тому i лише в тому випадку, коли сумiсна система ЛМН

Mr1,...,rν(X) =
ν∑

i,j=1

γijÃ
∗
iri
XÃjrj > 0 (≥ 0), ri ∈ {1, . . . , νi}, i = 1, ν, (4.13)

де

Ãiri =

{
Ai, i 6∈ I,
Airi, i ∈ I, ri ∈ {1, . . . , νi}

, i = 1, ν.

4.2. Умови iснування зважених H∞-регуляторiв за умов невизна-

ченостi

Розглянемо дескрипторну систему з керованими i спостережуваними ви-

ходами
Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u,

y = C2x+D21w +D22u,

(4.14)
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де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk, y ∈ Rl i критерiй якостi J виду (2.22)

з ваговою матрицею (2.25). Методи побудови узагальнених (зважених) H∞-

регуляторiв, викладених у роздiлi 3, у деяких випадках можна застосувати

до сiмей систем типу (4.14) з полiедральною невизначенiстю матричних кое-

фiцiєнтiв A, B1, C1 i D11:

A ∈ Co{A1, . . . , Aν1}, B1 ∈ Co{B1
1 , . . . , B

ν2
1 }, (4.15)

C1 ∈ Co{C1
1 , . . . , C

ν3
1 }, D11 ∈ Co{D1

11, . . . , D
ν4
11}. (4.16)

На основi теорем 3.1, 3.2 i леми 4.1 маємо такi твердження.

Теорема 4.1. Нехай iснують матрицi X, Y , S = S> ≥ 0 i Θ = Θ> ≥ 0, що

задовольняють спiввiдношення (3.36), (4.7), (4.8) i

W>
R

[
A>i1X +X>Ai1 + C i3>

1 QC i3
1 X>Bi2

1 + C i3>
1 QDi4

11

Bi2>
1 X +Di4>

11 QC
i3
1 Di4>

11 QD
i4
11 − γ2P

]
WR < 0, (4.17)

W>
L

[
Ai1Y + Y >A>i1+Bi2

1 P
−1Bi2>

1 Y >C i3>
1 +Bi2

1 P
−1Di4>

11

C i3
1 Y +Di4

11P
−1Bi2>

1 Di4
11P

−1Di4>
11 −γ2Q−1

]
WL < 0, (4.18)

i1 = 1, ν1, i2 = 1, ν2, i3 = 1, ν3, i4 = 1, ν4,

де R =
[
C2, D21

]
i L =

[
B>2 , D

>
12

]
. Тодi iснує динамiчний регулятор (3.30),

при якому замкнена система (3.32) з невизначеними матрицями (4.15),

(4.16) є допустимою i для її критерiю якостi (2.22) виконується оцiнка

J < γ.

Теорема 4.2. Нехай виконуються умови (3.28) i сумiсна щодо X i S систе-

ма спiввiдношень (2.20), (2.26), (2.27), (4.17) i

Ai1i2>
2 X +X>Ai1i2

2 +X>Ri2
2 X +Q2 < 0, i1 = 1, ν1, i2 = 1, ν2, (4.19)

де

Ai1i2
2 = Ai1

1 +Bi2
11R

−1
1 D>11Q1C1, Ai1

1 = Ai1 −B2R
−1
0 D>12QC1,

Ri2
2 = Bi2

11R
−1
1 Bi2>

11 −B2R
−1
0 B>2 , Bi2

11 = Bi2
1 −B2R

−1
0 D>12QD11,

Q1 = Q−QD12R
−1
0 D>12Q, Q2 = C>1 (Q1 +Q1D11R

−1
1 D>11Q1)C1.
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Тодi iснує статичний регулятор (3.4), при якому замкнена система (3.5)

з невизначеними матрицями (4.15) є допустимою i для її критерiю якостi

(2.22) виконується оцiнка J < γ.

Зауваження 4.1. При застосуваннi теореми 4.1 матрицi шуканого динамi-

чного регулятора (3.30) можна побудувати за допомогою ускладненого ал-

горитму 3.4, у п. 2 якого замiсть (3.38) i (3.39) розв’язується система ЛМН

(4.17) i (4.18), а у п. 5 — система ЛМН типу (3.44) при всiх можливих наборах

вершин полiтопiв (4.15), (4.16).

Зауваження 4.2. Теорема 4.1 у випадку нульової матрицi Θ = 0 дає умови

iснування статичного регулятора за виходом (3.4), при якому замкнена си-

стема (3.5) з невизначеними матрицями (4.15), (4.16) є допустимою i для її

критерiю якостi (2.22) виконується оцiнка J < γ (див. зауваження 3.5).

Викладенi результати можна розвинути та застосувати до класу нелiнiй-

них дескрипторних систем з керованими i спостережуваними виходами

Eẋ = A(x)x+B1(x)w +B2(x)u, x(0) = x0,

z = C1(x)x+D11(x)w +D12(x)u,

y = C2(x)x+D21(x)w +D22(x)u,

(4.20)

де всi матричнi коефiцiєнти є неперервними функцiями стану x в деякому вiд-

критому i опуклому околi S0 нульового стану x = 0 (див., наприклад, [43,139]

у випадку E = In). Для цього замiсть (4.19) слiд розглянути лiнеаризовану

систему
Eẋ = A(0)x+B1(0)w +B2(0)u, x(0) = x0,

z = C1(0)x+D11(0)w +D12(0)u,

y = C2(0)x+D21(0)w +D22(0)u.

(4.21)

При формулюваннi тверджень типу теорем 3.1 – 3.3, а також 4.1 i 4.2 для

системи (4.21) використовуються локальнi характеристики J0 i J вихiдної

системи (4.20), визначенi в околi S0.
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4.3. Побудова сiм’ї статичних регуляторiв за спостережуваним

виходом

Розглянемо дескрипторну систему (4.14) i наведемо умови iснування та

метод побудови множини узагальнених H∞ регуляторiв (3.4), яку формують

матрицi коефiцiєнтiв пiдсилення. Для цього сформулюємо допомiжне твер-

дження про матричну невизначенiсть.

Введемо на множинi матриць KD =
{
K : det(Im −KD) 6= 0

}
нелiнiйний

оператор D(K) = (Im −KD)−1K i розглянемо матричну нерiвнiсть

W + U>D(K)V + V >D>(K)U + V >D>(K)RD(K)V < 0, (4.22)

де D ∈ Rl×m, U ∈ Rm×n, V ∈ Rl×n, W ∈ Rn×n i R ∈ Rm×m — заданi матрицi,

причому W = W> i R = R> ≥ 0.

Лема 4.2. (Узагальнена лема про матричну невизначенiсть [39]).

Нехай для деяких матриць P0 = P>0 > 0 i Q0 = Q>0 > 0 виконується

матрична нерiвнiсть

Ω =


W U> V >

U R− P0 D>

V D −Q−1
0

 < 0. (4.23)

Тодi K ∈ KD i виконується матрична нерiвнiсть (4.22) для кожної матри-

цi K з елiпсоїда

K =
{
K : K>P0K ≤ Q0

}
. (4.24)

На основi лем 2.3, 2.5 i 4.2 маємо таке твердження.

Теорема 4.3. Нехай iснують матрицi X, S = S> ≥ 0, P0 = P>0 > 0 i

Q0 = Q>0 > 0, що задовольняють систему ЛМН (2.20) i

Ω(X,P0, Q0) =


Ω1 Ω2 Ω3

Ω>2 Ω4 Ω5

Ω>3 Ω>5 Ω6

 < 0, (4.25)
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де

Ω1 = A>X +X>A+ C>1QC1 + C>2 Q0C2, Ω2 = X>B1 + C>1QD11 + C>2Q0D21,

Ω3 = X>B2 + C>1 QD12 + C>2 Q0D22, Ω4 = D>11QD11 +D>21Q0D21 − γ2P,

Ω5 = D>11QD12 +D>21Q0D22, Ω6 = D>12QD12 +D>22Q0D22 − P0.

Тодi для довiльного керування (3.4) при K ∈ K замкнена система (3.5) допу-

стима i має критерiй якостi J0 < γ. При цьому J < γ, якщо разом iз (2.20)

i (4.25) виконуються умови (2.26) i (2.27).

Доведення. Перепишемо матричну нерiвнiсть (2.23) у лемi 2.3 для замкненої

системи (3.5) у виглядi квадратичної нерiвностi (4.22), де

D(K) = (Im −KD22)
−1K,

W (X) =

[
A>X +X>A+ C>1 QC1 X>B1 + C>1 QD11

B>1 X +D>11QC1 D>11QD11 − γ2P

]
,

U(X) =
[
B>2 X +D>12QC1, D

>
12QD11

]
, V =

[
C2, D21

]
, R = D>12QD12 ≥ 0.

Далi, застосовуючи лему Шура, подамо матричну нерiвнiсть (4.23) у виглядi

Ω =

[
W (X) + V >Q0V U>(X) + V >Q0D

U(X) +D>Q0V R +D>Q0D − P0

]
< 0

або (4.23). У даному виразi залежнiсть вiд матриць P0 i Q0, що визначають

елiпсоїд (4.24), лiнiйна.

Отже, умови (2.20) i (4.23) забезпечують iснування сiм’ї статичних регу-

ляторiв, при яких система (3.5) допустима i має критерiй якостi J0 < γ. При

цьому за лемою 2.5 J < γ, якщо разом iз (2.20) i (4.25) виконуються умови

(2.26) i (2.27).

Зауваження 4.3. При застосуваннi теореми 3.3 необхiдно, щоб у вiдсутностi

керування (u = 0) система (3.1) була допустимою i виконувалась оцiнка J0 <

γ. Якщо K0 — матриця регулятора (3.4), знайдена на основi теореми 3.2, то,

застосовуючи теорему 3.3 для замкненої системи з регулятором u = K0y+ v,
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де v — нове керування, можемо побудувати елiпсоїдальну множину таких

матриць

K0 =
{
K : (K −K0)

>P0(K −K0) ≤ Q0

}
,

тобто визначити гарантованi межi робастностi бажаного статичного регуля-

тора. При цьому K = K0 + K̃, де K̃ ∈ K.

4.4. Приклад. Робастна стабiлiзацiя дескрипторної моделi

електричного кола.

Система керування електричним колом описується у виглядi (4.14) з ма-

трицями [160]:

E =


L 0 0

0 C 0

0 0 0

 , A =


−R1 −1 1

0 −1/R2 0

1 0 0

 , B1 = B2 =


0

1

−1

 ,

C1 =

[
0 1 0

0 0 α

]
, C2 =

[
0 1 0

0 0 1

]
, D12 =

[
0

1

]
,

D11 = D21 = D22 =

[
0

0

]
,

де

x =
[
i v2 v1

]>
, z =

[
v2 u+ α v1

]>
, y =

[
v2 v1

]>
,

L = 3 — iндуктивнiсть, C = 2 — ємнiсть, R1 = 2 i R2 = 1 — опори, i —

струм, v1 i v2 — напруги, u — керуючий сигнал джерела струму з обмеженим

збуренням w, α = 1 — параметр (рис. 4.1). У данiй системi пара матриць

(E,A) iмпульсна, а трiйки (E,A,B2) i (E,A,C2) — вiдповiдно I-керована та

I-спостережувана.

Виберемо ваговi матрицi критерiю якостi (2.22)

P = 1, Q = I2, X0 = E>E,

i допустимi значення параметрiв

R1 = 1 ≤ R1 ≤ 2, 5 = R1, R2 = 0, 8 ≤ R2 ≤ 2 = R2. (4.26)
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Рис. 4.1: Електричне коло.

Застосовуючи комп’ютерну систему Mathcad Prime, при γ = 0, 7, знайдено

матрицi

X =


0, 18472 0, 19750 0

0, 29625 0.75578 0

−0, 21446 0, 47774 −0, 32337

 ,

S =


0, 55416 0, 59249 0

0, 59249 1, 51155 0

0 0 0

 ,
що задовольняють умови теореми 4.2, яка включає систему восьми матри-

чних нерiвностей, сформовану згiдно (4.17) i (4.19) при таких значеннях пари

(R1, R2): (R1, R2), (R1, R2), (R1, R2), (R1, R2).

Далi знайдено матрицю статичного регулятора (3.1)

K = −
[

0, 28690 0, 70786
]
,

як розв’язок деякої системи ЛМН, при якому замкнена система (3.5) допу-

стима i має критерiй якостi J = 0, 48208 < γ i скiнчений спектр

Σ =
{
− 0, 81879± 0.36413 i

}
.

При цьому J0 = ‖Gzw‖∞ = 0, 41234 — стандартний критерiй якостi системи.

Далi, застосовуючи лему 2.5 для замкненої системи при R1 = 2 i R2 = 1

побудовано найгiрше збурення

w = K0x, K0 =
[

2, 00557 0, 59895 1, 07379
]

(4.27)
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Рис. 4.2: Поведiнка замкненої системи.

Рис. 4.3: Найгiрше збурення.

i найгiрший початковий вектор

x0 =


0, 10164

0, 60158

−0, 79232


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щодо критерiю якостi J . На рис. 4.2 зображена поведiнка розв’язку замкненої

системи з найгiршим початковим вектором при наявностi найгiршого збуре-

ння

Eẋ = A0x, A0 = A+B2KC2 +B1K0, x(0) = x0, (4.28)

а на рис. 4.3 — функцiя (4.27) даного збурення. Система (4.28) допустима i

має скiнчений спектр

Σ =
{
− 0, 4133± 0.12552 i

}
.

Її розв’язок побудовано у виглядi x(t) = T x̃(t), де T — матриця повного рангу,

для якої виконуються спiввiдношення

A0T = ETΛ, rankT = rank (ET ) = rankE,

а x̃(t) — розв’язок звичайної системи

˙̃x = Λx̃, x̃(0) = x̃0,

причому, σ(Λ) = Σ i x0 = T x̃0.

4.5. Висновки до роздiлу

У даному роздiлi дослiджено задачi синтезу узагальнених H∞ статичних

та динамiчних регуляторiв для класу лiнiйних дескрипторних систем з ке-

рованими i спостережуваними виходами за умов невизначеностi матричних

коефiцiєнтiв. Отримано наступнi результати.

• Встановлено умови iснування стабiлiзуючих статичних та динамiчних

регуляторiв за спостережуваним виходом, при яких замкнена система з

полiедральною невизначенiстю матричних коефiцiєнтiв належить кла-

су допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень гасiння зовнi-

шнiх i початкових збурень менший заданого значення. Отриманi умови

у випадку застосування статичних регуляторiв за станом зведено до

розв’язання лiнiйних матричних нерiвностей.
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• Узагальнено комбiнований метод лiнiйних та квадратичних матричних

нерiвностей в задачi зваженого H∞-керування для дескрипторних си-

стем з полiедральною невизначенiстю матричних коефiцiєнтiв.

• Застосовуючи узагальнену лему про матричну невизначенiсть, розвину-

то методику побудови елiпсоїдальної сiм’ї матриць статичних регулято-

рiв за спостережуваним виходом, при яких замкнена система належить

класу допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень гасiння

зовнiшнiх i початкових збурень менший заданого значення.

• Розроблено i чисельно реалiзовано алгоритм синтезу узагальненогоH∞-

регулятора для дескрипторної моделi керування електричного кола за

умов iнтервальної невизначеностi опорiв.
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ВИСНОВКИ

В дисертацiйнiй роботi сформульовано та розв’язано новi задачi син-

тезу статичних та динамiчних регуляторiв для лiнiйних диференцiально-

алгебраїчних (дескрипторних) систем. Основнi новi результати проведених

дослiджень полягають у наступному:

1. Описана структура загального розв’язку регулярних дескрипторних си-

стем з узгодженими початковими умовами.

2. Запропоновано методику знаходження найгiрших зовнiшнiх i початко-

вих збурень у дескрипторних системах стосовно зважених критерiїв якостi,

що узагальнюютьH∞-норму матричної передатної функцiї керованих систем.

3. Задачу синтезу дескрипторних систем з динамiчним регулятором зведе-

но до аналогiчної задачi зi статичним регулятором у розширеному фазовому

просторi;

4. Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування статичних та динамi-

чних регуляторiв за спостережуваним виходом, при яких замкнена система

належить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень га-

сiння обмежених збурень менший заданого значення. Отриманi умови зведе-

но до розв’язання лiнiйних матричних нерiвностей при додаткових рангових

обмеженнях.

5. Розвинуто комбiнований метод лiнiйних та квадратичних матричних

нерiвностей для розв’язання узагальненої задачi H∞ керування зi зваженим

критерiєм якостi.

6. Встановлено умови iснування робастних статичних та динамiчних ре-

гуляторiв за спостережуваним виходом, при яких замкнена система з полiе-

дральною невизначенiстю матричних коефiцiєнтiв належить класу допусти-

мих дескрипторних систем i її зважений рiвень гасiння обмежених збурень

менший заданого значення. Отриманi умови у випадку застосування стати-

чних регуляторiв за станом зведено до розв’язання лiнiйних матричних не-

рiвностей.
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7. Розвинуто методику побудови елiпсоїдальної сiм’ї матриць статичних

регуляторiв за спостережуваним виходом, при яких замкнена система нале-

жить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень гасiння

зовнiшнiх i початкових збурень менший заданого значення.

8. Розробленi методи та алгоритми продемонстровано за допомогою ком-

п’ютерних засобiв в задачах стабiлiзацiї та узагальненої H∞-оптимiзацiї кон-

кретних дескрипторних моделей керування. Зокрема, чисельно реалiзовано

алгоритми синтезу узагальненого H∞ регулятора для дескрипторних моде-

лей керування гiдравлiчної системи з трьома резервуарами та електричного

кола за умов iнтервальної невизначеностi опорiв.
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Iнституту математики НАН України (Керiвник семiнару академiк НАН

України I.О. Луковський, 2019 р.).

• Семiнар вiддiлу стiйкостi процесiв Iнституту механiки НАН України

(Керiвник семiнару академiк НАН України А.А. Мартинюк, 2020 р.).

• Семiнар вiддiлу математичних проблем механiки та теорiї керува-

ння Iнституту математики НАН України (Керiвник семiнару член-

кореспондент НАН України О.М. Тимоха, 2021 р.).
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