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АНОТАЦIЯ

Котов Т.О. Робастна стабiлiзацiя та зважене гасiння обмежених

збурень у дескрипторних системах керування. — Квалiфiкацiйна нау-

кова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 113 – прикладна математика. — Iнститут математики НАН України,

Київ, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi нових методiв стабiлiзацiї та

оптимiзацiї дескрипторних систем керування за умов невизначеностi. Наяв-

нiсть невизначених елементiв у рiвняннях руху керованих об’єктiв обумов-

люється аналiтичною складнiстю математичного моделювання та дiєю зовнi-

шнiх неконтрольованих збурень, якi суттєво впливають на стiйкiсть та якiсть

даних об’єктiв в реальних умовах. Задача робастної стабiлiзацiї полягає у

побудовi законiв керування, якi забезпечують асимптотичну стiйкiсть руху

керованого об’єкта при допустимих значеннях елементiв невизначеностi.

Сучасна теорiяH∞-керування, засновниками якої є G. Zames, B.A. Francis,

J.C. Doyle та iн. (1981 – 1990), розв’язує важливi для практики проблеми

оцiнки та мiнiмiзацiї рiвня впливу обмежених збурень на стiйкiсть та якiсть

керованих систем. Вказанi проблеми є особливо актуальними для класу де-

скрипторних систем, якi дозволяють описувати динамiку багатьох керованих

об’єктiв механiки, робототехнiки, електротехнiки, економiки тощо. Розвиток

та узагальнення методiв H∞-оптимiзацiї неперервних та дискретних систем

керування отримано у роботах багатьох авторiв (P. Gahinet, P. Apkarian, I.

Masubushi, A.A. Stoorvogel, T. Iwasaki, S. Boyd, Z. Feng, S. Zhou, A. Rehm,

Б.Т. Поляк, П.С. Щербаков, Д.В. Баландiн, М.М. Коган, В.М. Кунцевич,

В.Б. Ларiн, О.Г. Мазко та iн.).

Дисертацiя складається з анотацiй українською й англiйською мовами,

вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використаних

джерел i додатка.
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У вступi обґрунтовано актуальнiсть тематики дослiдження, наведено ме-

ту, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, вiдмiчено наукову но-

визну отриманих результатiв, їхнє практичне значення, зв’язок роботи з на-

уковими темами та особистий внесок здобувача, а також iнформацiю про

апробацiю результатiв дисертацiйної роботи.

У першому роздiлi проведено огляд лiтературних джерел та основних за-

дач, пов’язаних з темою дисертацiйної роботи. Наведено основнi класичнi

результати з теорiї стiйкостi руху, вiдомi методи стабiлiзацiї та оптимiзацiї

систем керування з невизначенiстю, а також ряд прикладiв конкретних де-

скрипторних моделей динамiчних систем, що застосовуються на практицi.

Другий роздiл присвячено аналiтичному дослiдженнi класу лiнiйних де-

скрипторних систем. На основi канонiчної форми регулярної в’язки матриць

дослiджена структура загального розв’язку регулярних дескрипторних си-

стем з узгодженими початковими умовами, встановлено алгебраїчний кри-

терiй неiмпульсностi регулярної в’язки матриць та наведено умови стiйкостi

таких систем в термiнах матричних рiвнянь та нерiвностей. Видiлено клас

допустимих дескрипторних систем, якi описують регулярнi, неiмпульснi та

стiйкi в’язки матриць.

Для класу дескрипторних систем з обмеженими зовнiшнiми та початко-

вими збуреннями

Eẋ = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0,

використовуються основнi критерiї якостi

J0 = sup
0<‖w‖2P<∞

‖z‖Q
‖w‖P

, J = sup
0<‖w‖2P+x>0 X0x0<∞

‖z‖Q√
‖w‖2

P + x>0 X0x0

,

де ‖z‖Q i ‖w‖P — зваженi L2-норми вiдповiдно векторiв виходу та зовнiшнiх

збурень, P > 0, Q > 0 i X0 = E>HE ≥ 0 — ваговi матрицi. Значення J0 у

випадку одиничних вагових матриць збiгається з класичним критерiєм яко-

стi — H∞-нормою матричної передатної функцiї системи, а критерiй якостi

J характеризує зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень у
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системi. Наведено необхiднi та достатнi умови, що забезпечують виконання

верхнiх оцiнок наведених критерiїв якостi J0 < γ та J < γ (пiдроздiл 2.3).

У пiдроздiлi 2.4 запропоновано методику знаходження найгiрших зовнiшнiх i

початкових збурень у дескрипторних системах стосовно зваженого критерiю

якостi J .

У роздiлi 3 дослiджується клас лiнiйних дескрипторних систем керування

Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u, y = C2x+D21w +D22u,

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керува-

ння, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв, а всi матричнi

коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв сталi, причому rankE = ρ ≤ n. Основною

задачею для таких систем є пониження та мiнiмiзацiя впливу обмежених збу-

рень на їхню динамiку i, зокрема, стiйкiсть за допомогою придатних законiв

керування. Статичнi та динамiчнi регулятори, якi мiнiмiзують значення зва-

женого критерiю якостi J замкненої системи, називаються J-оптимальними.

Наближенi методи знаходження таких регуляторiв базуються на умовах ви-

конання верхньої оцiнки J < γ при мiнiмально можливих значеннях γ.

У пiдроздiлi 3.2 в термiнах лiнiйних матричних нерiвностей при додатко-

вих рангових обмеженнях встановлено необхiднi i достатнi умови iснування

стабiлiзуючих статичних регуляторiв за спостережуваним виходом u = Ky,

при яких замкнена система належить класу допустимих дескрипторних си-

стем i її зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень J менший

заданого значення (теорема 3.1). Видiлено окремi випадки даних умов, коли

алгоритми пошуку матрицi коефiцiєнтiв пiдсилення K cуттєво спрощуються.

Зокрема, при виконаннi додаткових умов

C2 = In, D>11QD11 < γ2P, D21 = 0, D22 = 0

iснує статичний регулятор за станом u = Kx, при якому замкнена систе-

ма допустима i виконується бажана оцiнка J < γ. При цьому вiдповiдний

алгоритм пошуку матрицi K зводиться до розв’язування лише лiнiйних ма-

тричних нерiвностей без додаткових рангових обмежень.
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Розвинуто комбiнований метод лiнiйних та квадратичних матричних не-

рiвностей для розв’язання узагальненої задачi H∞-керування зi зваженим

критерiєм якостi J (теорема 3.2). Для практичного застосування цього ме-

тоду встановлено критерiй сумiсностi квадратичних матричних нерiвностей

загального вигляду при додаткових рангових обмеженнях на матричнi кое-

фiцiєнти (лема 3.2).

Встановлено необхiднi i достатнi умови iснування динамiчного регулятора

за спостережуваним виходом з нульовим початковим вектором

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ ∈ Rp, ξ(0) = 0,

при якому замкнена система у розширеному фазовому просторi Rn+p нале-

жить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень гасiння

зовнiшнiх i початкових збурень J менший заданого значення (теорема 3.3).

З метою спрощення процедури пошуку невiдомих матричних коефiцiєнтiв

регулятора встановлена допомiжна лема 3.3 про еквiвалентнiсть блочних ма-

тричних спiввiдношень, якi можна застосувати у твердженнях теореми 3.3.

Отриманi умови в загальному випадку зведено до розв’язання лiнiйних ма-

тричних нерiвностей при додаткових рангових обмеженнях. Розроблено i чи-

сельно реалiзовано алгоритми синтезу статичних та динамiчних регуляторiв

для розв’язання узагальненої задачi H∞-керування (пiдроздiл 3.3). Резуль-

тати розрахункiв на чисельних прикладах узгодженi з отриманими теоре-

тичними висновками. Видiлено клас нелiнiйних дескрипторних систем з ке-

рованими i спостережуваними виходами, для яких можуть бути застосованi

отриманi методи розв’язання проблеми зваженого H∞-керування з локаль-

ним критерiєм якостi J .

У роздiлi 4 викладено результати дослiджень узагальненої задачi H∞-

керування для дескрипторних систем з керованими i спостережуваними ви-

ходами за умов полiедральної невизначеностi матричних коефiцiєнтiв

A ∈ Co{A1, . . . , Aν1}, B1 ∈ Co{B1
1 , . . . , B

ν2
1 },

C1 ∈ Co{C1
1 , . . . , C

ν3
1 }, D11 ∈ Co{D1

11, . . . , D
ν4
11},
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де Co{A1, . . . , Aν} — полiтоп (багатогранник) з вершинами A1, . . . , Aν у про-

сторi матриць, тобто опукла множина матриць{ ν∑
i=1

aiAi : ai ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑
i=1

ai = 1
}
.

Окремими випадками полiедральної невизначеностi можуть бути, наприклад,

iнтервальна або афiнна невизначеностi матричних коефiцiєнтiв, якi часто ви-

користовуються в практичних задачах робастної стабiлiзацiї та оптимiзацiї

керованих систем.

У пiдроздiлi 4.1 наведено нове формулювання вiдомої леми про матри-

чну нерiвнiсть з полiедральними коефiцiєнтами, на основi якої узагальнено

основнi результати з роздiлу 3. Встановлено достатнi умови iснування ста-

бiлiзуючих динамiчних регуляторiв за спостережуваним виходом, при яких

замкнена система з полiедральною невизначенiстю матричних коефiцiєнтiв

належить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений рiвень га-

сiння зовнiшнiх i початкових збурень J менший заданого значення (теорема

4.1). Отриманi умови у окремому випадку забезпечують iснування статично-

го регулятора за спостережуваним виходом, при якому замкнена система має

аналогiчнi властивостi, причому при застосуваннi статичних регуляторiв за

станом данi умови зводяться до розв’язування лише лiнiйних матричних не-

рiвностей. Комбiнований метод лiнiйних та квадратичних матричних нерiвно-

стей для розв’язання узагальненої задачi H∞-керування зi зваженим критерi-

єм якостi J поширено на сiм’ю лiнiйних дескрипторних систем, яку описують

невизначенi матричнi коефiцiєнти (теорема 4.2).

Застосовуючи узагальнену лему про матричну невизначенiсть, розвинуто

методику побудови елiпсоїдальної множини матриць статичних регуляторiв

за спостережуваним виходом K =
{
K : K>P0K ≤ Q0

}
, при яких замкне-

на система належить класу допустимих дескрипторних систем i її зважений

рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень J менший заданого значення

(пiдроздiл 4.3).

Розробленi методи дослiдження, що базуються на розв’язаннi систем лi-

нiйних та квадратичних матричних нерiвностей, за допомогою комп’ютерних
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засобiв продемонстровано в задачах робастної стабiлiзацiї та зваженої H∞-

оптимiзацiї для дескрипторної моделi керування електричного кола за умов

iнтервальної невизначеностi опорiв (пiдроздiл 4.4).

У додатку викладено список публiкацiй здобувача за темою дисертацiйної

роботи та вiдомостi про апробацiю результатiв даної роботи.

Ключовi слова: дескрипторна система, робастна стiйкiсть, функцiя Ляпу-

нова, робастна стабiлiзацiя,H∞-керування, статичний регулятор, динамiчний

регулятор, матрична нерiвнiсть.

Kotov T.O. Robust stabilization and weighted damping of bounded

disturbances in descriptor control systems. — Qualifying scientific work on

the rights of the manuscript.

The dissertation on competition of a scientific degree of the doctor of phi-

losophy on a specialty 113 – applied mathematics. — Institute of Mathematics of

the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The dissertation is devoted to the development of new methods of stabilization

and optimization of descriptor control systems with uncertainties. The availability

of uncertainty elements in the motion equations of controlled objects is due to

the analytical complexity of mathematical modeling and the action of external

uncontrolled disturbances, which significantly affect the stability and quality of

these objects in actual conditions. The robust stabilization problem consists of

constructing a control law, which provides an asymptotic stability of the controlled

object motion with admissible values of uncertainty elements.

The modernH∞-control theory founded by G. Zames, B.A. Francis, J.C. Doyle

et al. (1981 – 1990) solves important practical problems of estimating and mini-

mizing the level of influence of bounded disturbances on the stability and quali-

ty of controlled systems. These problems are especially relevant for a class of

descriptor systems, which allow us to describe the dynamics of many controlled

objects of mechanics, robotics, electrical engineering, economics, etc. Development

and generalization of H∞-optimization methods for continuous and discrete-time
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control systems are received in works of many authors (P. Gahinet, P. Apkarian,

I. Masubushi, A.A. Stoorvogel, T. Iwasaki, S. Boyd, Z. Feng, S. Zhou, A. Rehm,

B.T. Polyak, P.S. Scherbakov D.V. Balandin, M.M. Kogan, V.M. Kuntsevich,

V.B. Larin, A.G. Mazko etc.).

The dissertation consists of an abstract in Ukrainian and in English, an

introduction, four chapters of the main results, conclusions, references and an

appendix.

The introduction grounds the actuality of the research topic and formulates

the purpose, object, subject, task and methods of the research, indicates the

scientific novelty of the obtained results, their practical significance, the relation

of the research to scientific programs, the personal contribution of the applicant

as well as points out information about the approbation of main obtained results

of the dissertation.

The first chapter reviews the literature sources and the main tasks related to

the topic of the dissertation. The main classical results from the theory of moti-

on stability, known methods of stabilization and optimization of control systems

with uncertainty, and several examples of specific descriptor models of dynamical

systems used in practice are given.

The second chapter is devoted to the analytical study of the class of li-

near descriptor systems. Based on the canonical form of regular matrix pencil, a

structure of the general solution of regular descriptor systems with agreed initial

conditions is investigated. An algebraic criterion is established, which guarantees

the regular matrix pencil to be impulse-free and the stability conditions of such

systems in terms of matrix equations and inequalities are given. A class of admi-

ssible descriptor systems is distinguished, which describe regular, impulse-free and

stable matrix pencils.

For a class of descriptor systems with bounded external and initial perturbati-

ons

Eẋ = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0,
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we use the basic performance measures

J0 = sup
0<‖w‖2P<∞

‖z‖Q
‖w‖P

, J = sup
0<‖w‖2P+x>0 X0x0<∞

‖z‖Q√
‖w‖2

P + x>0 X0x0

,

where ‖z‖Q and ‖w‖P are the weighted L2-norms of output vector and perturbati-

on vector, accordingly, and P > 0, Q > 0 and X0 = E>HE ≥ 0 are the weighted

matrices. The value of J0 in the case of identity weight matrices coincides with

the classical performance measure — H∞-norm of the matrix transfer function of

the system, and the performance measure J characterizes the weighted damping

level of external and initial perturbations in the system. Necessary and sufficient

conditions are given to ensure the fulfillment of the upper evaluations for given

performance measures J0 < γ and J < γ (section 2.3). Section 2.4 proposes

a method for finding the worst external and initial perturbations in descriptor

systems with respect to the weighted performance measure J .

In chapter 3, the class of linear descriptor control systems

Eẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u, y = C2x+D21w +D22u,

is investigated, where x ∈ Rn is the state, u ∈ Rm is the control input, w ∈ Rs

is the the exogenous input (perturbations), z ∈ Rk is the regulated output and

y ∈ Rl is the measured output, and all matrix coefficients are constant matrices

with compatible dimensions, and rankE = ρ ≤ n. The main problem for such

systems is to reduce and minimize the influence of bounded perturbations on their

dynamics and, in particular, stability with the help of appropriate control laws.

Static and dynamic controllers that minimize the value of weighted performance

measure J for a closed-loop system are called J-optimal. Approximate methods

for finding such controllers are based on the conditions of performing the upper

estimate J < γ at the minimum possible values of γ.

In section 3.2, in terms of linear matrix inequalities with additional rank restri-

ctions, the necessary and sufficient conditions for the existence of stabilizing static

output controllers u = Ky, are obtained to ensure the closed-loop system to be

admissible and its weighted damping level of external and initial disturbances J to
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be less than the specified value (theorem 3.1). Some cases of these conditions are

highlighted, when the algorithms for finding the gain matrix K are significantly

simplified. In particular, if the following additional conditions

C2 = In, D>11QD11 < γ2P, D21 = 0, D22 = 0

hold, then there exists a static state-feedback controller u = Kx to ensure the

closed-loop system to be admissible and the performance measure J to be less

than a prescribed scalar. In this case, the corresponding matrix search algorithm

K is reduced to solving only linear matrix inequalities without additional rank

restrictions.

A combined method of linear and quadratic matrix inequalities for solving

the generalized H∞-control problem with a weighted performance measure J is

developed (theorem 3.2). For the practical application of this method, the solvabi-

lity criterion for quadratic matrix inequalities of general form with additional rank

restrictions on matrix coefficients is established (lemma 3.2).

Necessary and sufficient conditions of existence of the dynamic controller with

zero initial state

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ ∈ Rp, ξ(0) = 0,

are established to ensure the closed-loop system in the extended phase space

Rn+p to be admissible and its weighted damping level of external and initial di-

sturbances J to be less than the specified value (Theorem 3.3). In order to simpli-

fy the procedure for searching for unknown matrix coefficients of the controller,

auxiliary lemma 3.3 on the equivalence of block matrix relations, which can be

applied in the statements of theorem 3.3, is established. In the general case, the

obtained conditions are reduced to solving the linear matrix inequalities with

additional rank constraints. Algorithms for the synthesis of static and dynamic

controllers for solving the generalized H∞-control problem have been developed

and numerically implemented (subsection 3.3). The results of calculations for

numerical examples are consistent with the obtained theoretical conclusions. A

class of nonlinear descriptor systems with controllable and observable outputs is
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distinguished, for which the obtained methods for solving the problem of weighted

H∞-control with the local performance measure J can be applied.

Chapter 4 presents the results of studies of the generalizedH∞-control problem

for descriptor systems with controlled and observed outputs under conditions of

polyhedral uncertainty of matrix coefficients

A ∈ Co{A1, . . . , Aν1}, B1 ∈ Co{B1
1 , . . . , B

ν2
1 },

C1 ∈ Co{C1
1 , . . . , C

ν3
1 }, D11 ∈ Co{D1

11, . . . , D
ν4
11},

where Co{A1, . . . , Aν} is the polytope (polyhedron) with vertices A1, . . . , Aν in

a matrix space that is the convex set of matrices{ ν∑
i=1

aiAi : ai ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑
i=1

ai = 1
}
.

Some cases of polyhedral uncertainty may be, for example, interval or affine

uncertainty of matrix coefficients, which are often used in practical problems of

robust stabilization and optimization of controlled systems.

Section 4.1 presents a new formulation of the known lemma on matrix inequali-

ty with polyhedral coefficients, based on which the main results from chapter 3 are

generalized. Sufficient conditions for the existence of stabilizing dynamic output-

feedback controller are obtained to ensure the closed-loop system with polyhedral

uncertainty of matrix coefficients to be admissible and its weighted damping level

of external and initial perturbations J to be less than the specified value (theorem

4.1). The obtained conditions in a particular case ensure the existence of a static

output-feedback controller for which a closed-loop system has similar properties,

and when using static state-feedback controller these conditions are reduced to

solving only the linear matrix inequalities. The combined method of linear and

quadratic matrix inequalities for solving the generalized H∞-control problem wi-

th a weighted performance measure J is extended to a family of linear descriptor

systems described by uncertain matrix coefficients (theorem 4.2).

Applying the generalized lemma on matrix uncertainty, the method for

constructing of an ellipsoidal set of gain matrices of static output-feedback
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controller K =
{
K : K>P0K ≤ Q0

}
, for which closed-loop system belongs

to the class of admissible descriptor systems and its weighted damping level of

external and initial perturbations J is less than the specified value (section 4.3).

The appendix contains the applicant’s publications list concerning the topic of

the thesis and the information about approbation of research results of this work.

Keywords: descriptor system, robust stability, Lyapunov’s function, robust

stabilization, H∞-control, static controller, dynamic controller, matrix inequality.
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